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Programy liniowe, gry i algorytmy

Lukasz KO ;[/ALIK Instytut Informatyki, Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

1. Blizniacze programy liniowe. Program liniowy jest
to minimalizacja (maksymalizacja) liniowej funkcji celu
o n argumentach x1,x2, ..., T, pray zachowaniu pewnej
liczby réwnosci lub nieréwnosci liniowych zawierajacych
zmienne z;. Oto przyktad:

(1) zmaksymalizuj z1 + 2x2
z zachowaniem warunkéw x1 + 3z2 < 9,
21 + x2 < 8,
T1,T2 2 0.

Poniewaz w powyzszym przyktadzie mamy tylko dwie
zmienne, mozemy tatwo wyobrazié¢ sobie zbidr rozwigzan
dopuszczalnych, tzn. zbidr punktéw w przestrzeni
dwuwymiarowej spelniajacych podane nieréwnosci. Jest
to czworokat o wierzchotkach (0,0), (4,0), (0,3) i (3,2).
Interesuja nas rozwigzania optymalne, czyli rozwigzania
dopuszczalne, ktére minimalizuja (maksymalizuja)
funkcje celu. W szczegodlnosci, jesli zbior rozwiazan
dopuszczalnych jest nieograniczony, rozwigzanie
optymalne moze nie istnie¢. Dla programoéw o wszystkich
zmiennych nieujemnych mozna dos¢ tatwo wykazad
(zachgcam Czytelnika, aby sprobowal swoich sit dla
dwéch wymiaréw), ze jesli jakies rozwiazanie optymalne
istnieje, to istnieje tez takie, ktére jest wierzcholtkiem
zbioru rozwiazan dopuszczalnych. Po sprawdzeniu
wszystkich wierzchotkéw okazuje sig, ze rozwigzanie
optymalne dla powyzszego przyktadu to (3,2).

Czy programy liniowe maja co$ wspolnego z informatyka?
Okazuje sie, ze bardzo wiele. Po pierwsze, istnieja (bardzo
ciekawe!) efektywne algorytmy rozwiazujace programy
liniowe. Ponadto, programy liniowe sg kluczowym
narzedziem w optymalizacji kombinatorycznej,
algorytmach aproksymacyjnych czy algorytmach online.
Dla przyktadu, problem maksymalnego przeptywu jest
szczegblnym przypadkiem programu liniowego (dla sieci

o n wierzchotkach i m krawedziach taki program ma

m zmiennych i O(n + m) ograniczen).

PrzejdZzmy teraz do gtéwnego tematu tego artykutu: kazdy
program liniowy ma swojego brata blizniaka. Aby sie
o tym przekonaé, sprobujmy znalezé jaki$ prosty (istotnie
prostszy niz dowodzenie twierdzenia o wierzchotkach)
sposéb, zeby przekonaé kolege, ze rozwiazanie (3, 2),

o wartosci funkcji celu 7, jest faktycznie rozwigzaniem
optymalnym, albo chociaz ze jest bliskie optymalnemu.
Innymi stowy, szukamy oszacowania gornego na wartosé
funkcji celu rozwiazan dopuszczalnych. Zauwazmy, ze
tak sie szczesliwie ztozylo, iz rozwigzania dopuszczalne
naszego programu sa nieujemne. Dlatego proste
oszacowanie mozemy dosta¢ juz na podstawie pierwszej
nieréwnoéci: x1 + 2z2 < 1 + 3z2 < 9. Dodajac pierwsze
dwie nieréwnosci pomnozone przez %, otrzymujemy
jeszcze lepsze oszacowanie: x1 + 2x2 < %xl + 2z2 < 8%.
Sprobujmy p6jsé ta droga jeszcze dalej. Mianowicie,
chcemy znalezé takie liczby y1,y2 > 0, ze mnozac i-ta
nieréwno$¢ przez y; i dodajac otrzymane nieréwnosci,
dostaniemy jak najlepsze oszacowanie na wartosé funkcji
celu. Zeby warto$é funkeji celu faktycznie szacowala sie
z gory przez takg sume, musi zachodzi¢ 1 < 1-y1 +2- y2
oraz 2 < 3-y1 +1-y2. A wiec otrzymaliSmy pewne
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zadanie do rozwigzania. Spostrzegawczy Czytelnik
zapewne zauwazyl juz, ze jest to zadanie programowania
liniowego! Mozemy je zapisaé¢ nastepujaco:

(2) zminimalizuj 9y1 + 8yo
z zachowaniem warunkéw yq + 2y2 > 1,
3y1 + Y2 2 27
y1,y2 = 0.

Ponownie stosujac trik z wyznaczeniem wierzchotkéw
wielokata, otrzymujemy, ze (y1,y2) = (%, %) jest
rozwiazaniem optymalnym naszego nowego programu.

A jaka otrzymaliémy warto$¢ funkcji celu? Mamy

9y1 + 8y2 = 7, czyli idealnie! Mozemy wiec tatwo przekonaé
kolege, ze rozwiazanie (3,2) oryginalnego problemu jest
nie tylko bliskie optymalnemu, ale nawet ze jest optymalne.

Program (2) nazywamy programem dualnym do
programu (1), ktéry z kolei nazywamy programem
prymalnym. Rozumowanie, ktore zastosowalismy
powyzej, mozna tatwo przenies¢ na dowolny program
maksymalizacyjny, w ktérym wszystkie zmienne sg
nieujemne. Jesli dodatkowo zapiszemy wszystkie
m nieréwnosci (oprocz ,nieujemnosciowych”) w postaci
Zj ai,;T; < bj, mamy do czynienia z programem
w postaci standardowej. Dla takich programéw
»brzepis” na program dualny jest wyjatkowo prosty:
transponujemy macierz wspo6tczynnikéw (tzn. zamieniamy
wiersze z kolumnami), zamieniamy maksymalizacje
na minimalizacje i odwracamy kierunek nieréwnosci.

max 11 + ...+ CnTn,

a11z1 + ... + ainen < by,

Am1T1 + ... + GmnTn < bm,
Ti1,...,Zn =0
min b1y + ... + bmYm,
a11y1 + ... + ami1ym = ci1,

a1nY1 + ...+ GmnYm = Cn,
Yty ooy Ym = 0.

Widzimy, ze dla programéw w postaci standardowej
zmienne nieujemne w programie prymalnym odpowiadaja,
nieréwnos$ciom w programie dualnym i nieréwnosci

w programie prymalnym odpowiadaja zmiennym
nieujemnym w programie dualnym. Za pomoca nieco
bardziej skomplikowanych regut mozemy dla dowolnego
programu napisa¢ program dualny. Mianowicie, zmienne
bez warunku nieujemnosci generujg réwnosé, a rownosci
generuja zmienne bez warunku nieujemnosei (w dalszej
czesci artykutu pojawi sie przyktad).

Zapraszam w tym miejscu Czytelnika, aby stosujac
podobne rozumowanie jak powyzej, poszukal ograniczenia
dolnego na rozwigzania programu (2). Jak mozna si¢
domyslié, to ograniczenie otrzymujemy jako kombinacje
liniowg nieréwnosci o wspotczynnikach bedacych
rozwigzaniem optymalnym programu (1). Tak wiec dla
programu minimalizacyjnego rowniez mozemy okresli¢
program dualny. Ponadto, program dualny do programu
dualnego to program prymalny.



Niech vp bedzie wartoscig funkcji celu dla rozwigzania
optymalnego programu maksymalizacyjnego P oraz
niech vp bedzie wartoscia funkcji celu dla rozwiazania
optymalnego programu dualnego do P. Z konstrukcji
wiemy, ze vp < vp. Te wlasno$é nazywamy slabg
dualno$cig. W naszym przyktadzie okazato sie jednak,
ze vp = vp. Czy to byt przypadek? Okazuje sig, ze
nie, réwnos¢ zachodzi zawsze! Te mocniejsza wlasnosé
nazywamy twierdzeniem o (silnej) dualnosci. Jego
dowod wykracza poza ramy tego artykutu. Silna
dualno$é ma wiele pasjonujacych konsekwencji.

W szczegblnosci, liczne tzw. twierdzenia minimaksowe
w kombinatoryce (np. twierdzenie o maksymalnym
przeptywie i minimalnym przekroju czy twierdzenie
Koniga—Egervary’ego) sa szczegblnymi przypadkami
twierdzenia o dualno$ci.

2. Blizniacze strategie. Za odkrywce dualnosci
programéw liniowych uwaza sie Johna von Neumanna.
Odkrycia tego dokonat niejako ,przy okazji”, badajac
zagadnienia teorii gier. Przyjrzymy sie teraz zwiazkom
tych dwdch teorii.

Wojtek i Kasia graja w nastepujaca gre. Wojtek ma
dwie monety: 1 zt i 2 zt. Kasia r6wniez ma dwie monety:
5zt 1 10 zt. Kazde z nich niezaleznie wybiera jedna

ze swoich monet i ktadzie ja na stét. Jesli suma wartosci
monet na stole jest parzysta, to zabiera je Wojtek,

w przeciwnym przypadku zabiera je Kasia.

Mozemy uogélnié¢ te gre w nastepujacy sposob. Dana jest
dowolna (niekoniecznie kwadratowa) macierz A = [a;j]
liczb rzeczywistych oraz dwbch graczy: W (gracz
wierszowy) i K (gracz kolumnowy). Gracz W wybiera
wiersz w macierzy A, natomiast gracz K niezaleznie
wybiera kolumne k macierzy A. Nastepnie réwnoczesnie
ujawniaja sobie swoje wybory i gracz W dostaje
awr ztotych od gracza K. Jest to tzw. gra o sumie zerowej
(tzn. suma zyskéw graczy wynosi 0). Dla przyktadu,
nastepujaca macierz odpowiada opisanej wczesniej grze:
5 -1

A= {—2 10 ] ’
Jak moga wygladaé strategie w grze tego typu?
Strategiq mieszang gracza W nazywamy dowolny
rozklad prawdopodobiefistwa na wierszach macierzy A.
Np. gracz W mogtby z prawdopodobienstwem p; = i
wybieraé wiersz 1 i z prawdopodobienstwem po = %
wybieraé¢ wiersz 2. (Analogicznie definiujemy strategie
mieszang dla gracza K). Jak wyglada optymalna
strategia mieszana dla W? Gracz W maksymalizuje
wartosé oczekiwang swojej wygranej. Gracz K ma
do wyboru 2 ruchy. Gdy wybierze kolumne 1, wartos¢
oczekiwana kwoty, ktora zaptaci graczowi W, wynosi
5-p1 — 2 - p2. Gdy wybierze kolumng 2, ta wartosé
wynosi (—1) - p1 + 10 - p2. Gracz K chce zaplacié
jak najmniej, a wiec wybierze bardziej korzystna opcje
i zaptaci min{5p1 — 2p2, —p1 + 10p2}. Teoretycznie
K moéglby graé przeciwko W, réwniez uzywajac
strategii mieszanej. Zauwazmy jednak, ze jesli, tak jak
w powyzszej analizie, K zna p; i p2, to optaca mu sie gracé
jedna z dwoch strategii czystych, tzn. zaptaci¢

mqin=1 (q1(5p1 — 2p2) + q2(—p1 + 10p2)) =

q1+q2 .
91,9220 = min{bp1 — 2p2, —p1 + 10p2}.
2

Stad, chcac mieé optymalna strategie dla W, musimy
rozwigzaé nastepujace zadanie:

zmaksymalizuj min{5p1 — 2p2, —p1 + 10p2}

z zachowaniem warunkéw p; + p2 = 1,

p1,p2 2 0.

Fatwo zauwazy¢, ze rozwiazanie spelnia réwnanie
5p1 — 2p2 = —p1 + 10p2, a wiec p1 = %, p2 = % Taka
strategia mieszana gwarantuje graczowi W srednig,
wygrang o wartosci 5 zl.

A jaka jest optymalna strategia (qi,q2) dla gracza K?
7 analogicznego rozumowania jak dla W dostajemy
zminimalizuj max{5q1 — g2, —2q1 + 10¢2}
z zachowaniem warunkéw g1 + g2 = 1,
q1,q2 = 0.

Otrzymujemy ¢q; = %, q2 = 1—78. Wéwcezas K ma
gwarancje, ze nie straci érednio wiecej niz % zl (no céz,

to nie jest sprawiedliwa gra). Zauwazmy, ze w obu
przypadkach dostaliémy te samg liczbe. To oznacza, ze
jesli W i K obiorg znalezione przez nas strategie, to nawet
jesli je wyjawia sobie nawzajem, i tak zadnemu z nich

nie bedzie sie optacalo zmieni¢ obranej strategii. Jak

to sie stato? OdpowiedZ bedzie jasna, jesli zauwazymy,

ze powyzsze dwa zadania optymalizacyjne mozemy
przedstawi¢ za pomocg programéw liniowych:

zmaksymalizuj ¢

z zachowaniem warunkow ¢ < 5p1 — 2pa,
t < —p1 + 10p2»
p1+p2 =1,
p1,p2 20,

zminimalizuj r

z zachowaniem warunkéw r > 5q1 — g2,
r > —2q1 + 10q2,
a+g=1,
q1,q2 = 0.

Te programy sa do siebie dualne! A wiec fakt, ze
maja takie same optymalne wartosci funkcji celu,
wynika z twierdzenia o silnej dualnosci. W ten sposéb
szudowodnilismy” (na konkretnym przyktadzie) stynne
twierdzenie minimaksowe von Neumanna.

Twierdzenie 1. W kaZdej dwuosobowej grze o sumie
zerowej istniejq strategie dla graczy W i K oraz taka
liczba V' € R, Ze strategia gracza W gwarantuje mu
Sredniq wygrang V niezaleznie od strategii K oraz
strategia K gwarantuje mu Sredniqg wygrang —V
niezaleznie od strategii W. Innymi stowy, dla dowolnej
macierzy A o wymiarach n X m mamy

max min > pigia =

p; =0 ¢; =0 lSism

1<j<sn .
T e D e
;20 p; >0 11?327:

3. Dolne granice dla algorytméw randomizowanych.
Do czego moze przydac sie nam twierdzenie von Neumanna?
Okazuje sie, ze pojecie gry pojawia si¢ czesciej, niz
mogloby si¢ wydawaé. Na przyktad ztozonosé algorytmu
mozemy interpretowaé¢ jako wynik gry miedzy algorytmem
a przeciwnikiem, ktéry generuje ,ztosliwe” instancje
(tj. dane wejsciowe) problemu. Algorytm deterministyczny
nie moze wykona¢ w takiej grze zadnego ruchu, czeka



jedynie na posuniecie przeciwnika. Czesto wigksze szanse
ma algorytm randomizowany, czyli taki, ktéry pewne
decyzje podejmuje na podstawie wyniku rzutu monetg.
Zajmiemy sie tu algorytmami typu Las Vegas, tzn.
takimi, ktore zawsze zwracaja poprawna odpowiedz, ale
wykorzystujg losowosé i czas ich dzialania jest zmienng
losowa. W 1977 r. Andrew Yao odkryl, jak zastosowaé
twierdzenie von Neumanna, aby wykazywac¢ ograniczenia
algorytmoéw Las Vegas. Zobaczmy, na czym polega
odkrycie Yao.

Rozwazmy abstrakcyjny problem algorytmiczny.

Niech A oznacza zbiér wszystkich algorytmoéow
deterministycznych dla danych rozmiaru n oraz

niech 7 oznacza zbiér wszystkich instancji problemu
rozmiaru n. Wowczas zbiér Z jest skoniczony. Zbiér A
nie jest skonczony, ale mozemy rozwazac¢ jedynie
algorytmy, ktérych pesymistyczny czas nie przekracza
jakiej$ okredlonej (dostatecznie duzej) wartosci,

i tak ograniczony zbidr jest juz skonczony. Niech

T bedzie macierza o kolumnach indeksowanych
elementami zbioru A i wierszach indeksowanych
elementami zbioru Z, w ktoérej element ta,; = T(A, I)
ma wartos¢ rowng liczbie krokéw, ktére wykonuje
algorytm A na instancji I. Ponadto, dla rozktadu
prawdopodobiefistwa « na algorytmach ze zbioru A
niech zmienna losowa A, oznacza algorytm wylosowany
zgodnie z rozktadem «. Podobnie, dla rozktadu
prawdopodobienistwa (3 na instancjach ze zbioru Z niech
zmienna losowa Iz oznacza instancje wylosowang zgodnie
z rozkladem (.

Zastosujmy do tej macierzy twierdzenie von Neumanna.
Poniewaz

min{a, b} = OI<I1qu<11{qa + (1 —q)b},

wiec rownosé w tym twierdzeniu mozemy zapisaé
w réwnowaznej, prostszej postaci:

n m
max min E p;a;i = min  max E QiQj;.
Spy=1 i=1,...,m £ T Sqi=1 j=1,.".n £ J
j= i=

p; =20 q; 20
Stad
min max PlAq = Alta,r =
vy
= max min Plig = I]ta,r.
B AcA
IeT

Réwnowaznie

i E[T(Aa,1)] = in E[T(A, I))].
(3)  minmaxE[T(Aq, [)] = max min B[T(4, I5)]

Teraz zastanéwmy sig, co tak naprawde dostaliSmy.

Jak mozemy interpretowaé zmienng losowa A, dla
danego rozkladu a? Kazdy randomizowany algorytm
Las Vegas dla naszego problemu mozemy traktowaé jako
pewien rozklad prawdopodobienstwa na algorytmach

ze zbioru A. Istotnie, kazdy taki algorytm korzysta

z pewnej liczby bitéw losowych. Mozemy wartosci

tych bitéw wylosowaé na samym poczatku algorytmu,

a wowczas jego dalsze dziatanie jest juz zdeterminowane
przez te bity (a wiec jest zgodne z pewnym algorytmem
ze zbioru A).

Skoro A, oznacza pewien algorytm randomizowany, to
lewa strona naszej réwnosci oznacza czas najlepszego
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(w sensie oczekiwanej zloZonosci na najgorszych danych)
algorytmu randomizowanego Las Vegas dla naszego
problemu.

Natomiast z prawej strony wybieramy taki rozklad na
instancjach, ktory zmaksymalizuje oczekiwany czas
najlepszego algorytmu deterministycznego.

Wynika stad, ze réwnanie (3) daje nam sposéb na
dowodzenie dolnych granic na ztozono$¢ algorytméw
randomizowanych. Wystarczy mianowicie znalezé

jakis zestaw ,trudnych” instancji i podaé¢ taki rozktad
prawdopodobienstwa na tym zestawie, ze zaden algorytm
deterministyczny nie poradzi sobie z nim zbyt dobrze.
Ten wniosek znany jest jako twierdzenie Yao.

Twierdzenie 2 (Twierdzenie Yao). Niech A, bedzie
pewnym algorytmem Las Vegas. Niech ( bedzie pewnym
rozkladem prawdopodobienstwa na instancjach problemu.
Wowczas

max E[T(Aq, I)] > min E[T(4, Ip)].
Przyktad: sortowanie. Chyba najbardziej znanym
algorytmem randomizowanym typu Las Vegas
jest algorytm sortowania Quicksort, ktéry dziata
w oczekiwanym czasie O(nlogn). Pokazemy, ze zaden
inny algorytm Las Vegas nie moze dzialaé szybciej,
w sensie ztozonosci asymptotycznej.

Przypomnijmy znany dowdd, ze kazdy deterministyczny
algorytm sortujacy n réznych liczb przez poréwnania
wymaga (nlogn) poréwnan. Kazdy taki algorytm
mozemy modelowaé jako drzewo binarne. Wezty
wewnetrzne drzewa odpowiadaja wykonywanym
poréwnaniom, kazde wykonanie algorytmu odpowiada
$ciezce od korzenia do liscia (bedac w lisciu, algorytm
na podstawie wynikéw wczedniejszych poréwnan moze
jednoznacznie wyznaczy¢ szukana permutacje liczb). Jesli
h jest dtugoscia najdtuzszej sciezki w drzewie, to ma ono
nie wiecej niz 2" lidci. Ale ligci musi byé co najmniej n!
(bo tyle jest mozliwych permutacji), czyli

h > logy(n!) > log, ((n/2)"/?) = Q(nlogn),

co konczy dowdd.

Zauwazmy teraz, ze liSci na gltebokodci co najwyzej
log,(n!) — 1 jest nie wiecej niz 21082("HI=1 < pl /9,

A wiec dla kazdego algorytmu deterministycznego

jest co najmniej n!/2 permutacji, dla ktérych ten
algorytm wykona co najmniej log,(n!) — 1 krokéw. Stad,
jesli wylosujemy permutacje na wejsciu z rozktadem
jednostajnym (tzn. kazda permutacja moze si¢ pojawié
z prawdopodobienstwem 1/n!), to dla dowolnego
algorytmu deterministycznego warto$é¢ oczekiwana
liczby wykonanych poréwnan wynosi co najmniej
(log(n!) — 1)/2. Na podstawie twierdzenia Yao
wnioskujemy wiec, ze dla dowolnego algorytmu Las Vegas
sortujacego n liczb, dla pewnej instancji oczekiwana
liczba wykonanych poréwnan wynosi co najmniej

(logy(n!) —1)/2 = Q(nlogn).

Pokazalismy wiec, ze Quicksort jest optymalny w klasie
algorytméw Las Vegas sortujacych przez poréwnania. Kto
by pomyslal, ze do tego wniosku doprowadzi nas pewna
teoria dotyczaca nieréwnosci liniowych?



Tachiony, czyli absolutna synchronizacja zegaréw
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Michelson i Morley prébowali zmierzy¢
predkosé Ziemi wzgledem eteru —
hipotetycznego oérodka, w ktérym miato
rozchodzi¢ si¢ $wiatto. W tym celu chcieli
wykorzystaé fakt, ze §wiatto w eterze
rozchodzi sie izotropowo. Jesli wiec
Ziemia porusza si¢ wzgledem eteru,
mozna to zweryfikowaé, poréwnujac
predkosé swiatta w réznych kierunkach.
Do weryfikacji zbudowany zostal przyrzad
zwany teraz interferometrem Michelsona.
Sktadat si¢ z dwéch prostopadtych
ramion, w ktérych biegly wigzki

$wiatta. Po odbiciu od zwierciadet

na koncach ramion wigzki wracaly

i interferowaly ze soba. W wyniku
interferencji powstawal uklad jasnych

i ciemnych prazkéw, z ktérych potozenia
mozna byto odczytaé réznice predkosci
$wiatla w kazdym z ramion. Eksperyment
Michelsona—Morleya pokazal, ze w obu
ramionach $wiatlo porusza si¢ z taka
samg predkoscig, nalezy jednak zwrécic
uwage, ze de facto byl to pomiar
predkosci $wiatta po drodze zamknietej.

*Wydzial Fizyki
Uniwersytetu Warszawskiego
**Wydzial Fizyki i Informatyki Stosowanej
Uniwersytetu Lodzkiego

Jacek CIBOROWSKI*, Marta WEODARCZYK ™

Efekt Dopplera a wzglednosé ruchu. Efekt Dopplera dla dzwigku jest
powszechnie znanym zjawiskiem. Polega on na zmianie czestotliwosci fali
dzwigkowej odbieranej przez obserwatora wskutek wzajemnego ruchu zZrodta
i odbiornika dzwieku. Jednak zmiana ta jest calkiem zastanawiajaca. Gdy
przyjrzymy si¢ uwaznie rownaniom, okaze sig, ze jezeli zrédlo dzwigku
zbliza si¢ do nieruchomego obserwatora z predkoscia V, emituj@c dzwigk

o czestotliwodci f, obserwator zarejestruje czestotliwo$é f/ = v (gdzie

¢ jest predkoscia dzwieku w nieruchomym powietrzu). Natomlast gdy to
obserwator bedzie zblizal sie, z ta sama predkoscia, do nieruchomego zrédla,
czestotliwo$é odebrana bedzie wyrazona wzorem f' = f % Czy ten wynik
nie stol w sprzecznosci z zasada wzglednosci ruchu? Przeciez juz w szkole
podstawowej uczono nas, ze na zjawiska fizyczne nie powinno mieé¢ wplywu,
ktory obiekt uznamy za ruchomy, a ktory potraktujemy jako punkt odniesienia?

Kluczem do rozwiazania tego problemu jest spostrzezenie, ze w przypadku
rozwazania ruchu fali dzwigkowe]j nie wszystkie uktady odniesienia sg
réwnoprawne. Istnieje pewien uklad wyrdozniony — jest nim nieruchome
powietrze. Wyrdznia go — w sensie fizycznym — fakt, ze to wlasnie powietrze
jest oérodkiem, w ktorym porusza sie dzwiek. Jesli uklad odniesienia porusza
sie wzgledem powietrza, ruch ten wplywaé¢ musi na predkosé rozchodzenia sie
dzwigku w tym ukladzie. A zatem, mierzac predkosé dzwieku w przeciwnych
kierunkach, jesteSmy w stanie jednoznacznie stwierdzi¢, czy i z jaka predkoscig
poruszamy si¢ wzgledem uktadu wyrdznionego.

W podobny sposéb Michelson i Morley prébowali ustalié¢, z jaka predkoscia
Ziemia porusza sie wzgledem eteru, hipotetycznego osrodka, ktory mial by¢
no$nikiem fal elektromagnetycznych. Jednak ich pomiar pokazal, ze predkosé¢
Swiatla jest stala i izotropowa, w efekcie doprowadzajac do powstania szczegdlnej
teorii wzglednoscei (STW) oraz odrzucenia hipotezy eteru. Czy stusznie?

Predkosé¢ dzwieku po drodze otwartej. Zastanéwmy sie, w jaki sposob
mozna wyznaczy¢ predkosé dzwigku w jedna strone. Niech bedzie dana
platforma kolejowa o dtugosci L, poruszajaca sie¢ w nieruchomym powietrzu
z predkoscia V' wzgledem toréw. Predkos¢ dzwieku w ukladzie odniesienia
spoczywajacym wzgledem powietrza wynosi ¢ — jest stala i izotropowa.

Na przeciwleglych krancach platformy umieszczono nadajniki oraz
odbiorniki dzwieku, emitujace i odbierajace fale dzwiekowe przesylane

w obydwu kierunkach.

Przyjmijmy, ze V < ¢ oraz ze obserwator na platformie ma znikajacy wymiar
prostopadly do kierunku jej ruchu (jest dwuwymiarowy). Ruch powietrza

nie bedzie wiec przez niego wyczuwalny. Dlatego taki obserwator, nie majac
zadnych zewnetrznych punktéw odniesienia, nie jest Swiadom faktu, ze platforma
porusza sie wzgledem toréw ani ze powietrze jest ruchome wzgledem platformy.
Czy moze mimo wszystko ustali¢ to, wykonujac pomiar predkosci dzwieku?

Swiatlo i dzwiek. Zal6zmy na poczatek, ze obserwator na platformie ma
do swojej dyspozycji laser. Poniewaz predkos¢ swiatla jest nieporoéwnanie
wigksza od predkosci dzwigku, moze on dokonaé¢ w zasadzie absolutnej
(natychmiastowej) synchronizacji zegaréw na obu koncach platformy.
Wystarczy, ze ze srodka platformy wysle w kierunku obu zegaréw impuls
Swiatta, ustawiajacy ich wskazania na 0. Po zsynchronizowaniu zegaréw mierzy
czas przelotu fali dzwiekowej w kierunku ruchu platformy oraz w kierunku
przeciwnym i otrzymuje odpowiednio AT, i AT_. Poréwnujac odczyty zegardw,
wnioskuje, ze predko$¢ dzwieku w kierunkach przeciwnych jest rézna. Uzywajac
réwnan fizyki galileuszowskiej, nasz obserwator szuka metody ustalenia
predkosci platformy wzgledem powietrza. Zapisuje réwnania:

L+ VATL L

SATL i ey =
c + 1 Cx ATia



Rys. 1. W nieruchomym powietrzu
predkosé dzwigku jest stala i izotropowa,
réwna c. Ruch platformy wplywa na
predkosé dzwigku w kierunkach zgodnym
i przeciwnym do jej ruchu, mierzong

w ukladzie odniesienia zwigzanym

z platforma.

Rys. 2. Synchronizacja zegaréw
za pomocy $wiatta i dzwieku.

By
TS

Tachiony to hipotetyczne czastki
poruszajace si¢ zawsze z predkosciag
wigkszg niz $wiatto wzgledem dowolnego
uktadu odniesienia. Aby je poprawnie
opisaé, trzeba postuzy¢ si¢ inng
konwencja synchronizacji zegaréw (zwana,
absolutng) niz powszechnie znana metoda
Einsteina, prowadzaca do wyrdznienia
pewnego uktadu odniesienia. Woéwczas

— inaczej niz w zazwyczaj rozwazanej
relatywistycznej mechanice kwantowej

— mozna jednoznacznie zdefiniowad
kowariantny operator spinu.

gdzie c4 to predkosé dzwieku, odpowiednio, w kierunku ruchu platformy
i w przeciwnym. Rozwiazanie powyzszych réwnan daje:

v c_—c

cy =c¢ <1 F —) i ostatecznie: V = 5 *.

c

Zauwazmy, ze w tym przypadku:
c_ + Cyt
c= ——,
2

czyli predkosé dzwigku w nieruchomym powietrzu jest $rednig predkosci ¢y i c_.

Tylko dzwiek. A jak sobie poradzi¢, gdy obserwator nie ma do dyspozycji
lasera? Moze wowczas uzy¢ jedynie fal dzwickowych, wiedzac, ze predkosé
dzwieku w nieruchomym powietrzu jest stala i izotropowa. Mozna sprobowaé
zsynchronizowaé zegary analogicznie, umieszczajac zrédlo fali posrodku (punkt O)
platformy i wysylajac sygnal dzwickowy jednoczesnie w kierunku obu zegaréw
(nazwijmy je odpowiednio A i B). W momencie dotarcia dzwigku do zegara
zostaje on ustawiony na czas réwny 0. Zalézmy, ze (nieznane) predkosci dzwigku
w jedna strong spelniaja zaleznosé: ;. < c— (jak powyzej). Oczywiste jest, ze sygnal
dzwigkowy wyemitowany z O do B dotrze do celu p6zniej niz z O do A. W momencie
gdy sygnal dzwiekowy restartuje zegar B, zegar A wskazuje:

a0 L1y
A 2 \cy c-

Zalozmy, ze w chwili, gdy B jest zresetowany, sygnal dzwiekowy zostaje wystany
z B do A, w celu pomiaru predkosci dzwigku z B do A. Gdy sygnal ten osiagnie
zegar A, odczyt zegara bedzie rowny:
L L1 1 L
AtS)ZAtSS)+—:—(———>+—~

c_ 2 \cy c- c_

Zatem zmierzona predko$¢ od B do A wynosi: cga = L/ Atfj). Po elementarnych
rachunkach otrzymujemy:
1 1 ( 1 1 )
— = =4 =.
CBA 2 C4 C_

Widzimy zatem, ze eksperymentalnie zmierzona predkos¢ w jedna strone

jest w rzeczywistosci $rednia harmoniczna predkosci z A do B oraz z B

do A, czyli predkoscia po drodze zamknietej ABA (mierzac predkosé z A

do B, otrzymaliby$my identyczny rezultat). Oznacza to, ze niemozliwe jest
zmierzenie predkosci V' platformy wzgledem toréw czy nieruchomego powietrza
przy uzyciu jedynie sygnalow dzwiekowych, gdyz nie sa one wystarczajace

do zmierzenia predkosci dzwieku w jedna strone cy. Obserwator, majacy

do dyspozycji jedynie fale dzwigkowa, nie bylby w stanie eksperymentalnie
zweryfikowaé, czy porusza sie wzgledem osrodka, w ktérym ta fala sie rozchodzi
(uktadu preferowanego), czy tez nie. Podobnie nie mozna na podstawie

wyniku do$wiadczenia Michelsona—Morleya wyciagnaé¢ wniosku, ze uktad
wyrdzniony nie istnieje. Dysponujac jedynie falami Swietlnymi, nie mozemy tego
zweryfikowaé, a wszystkie pomiary predkosci swiatla sa de facto pomiarami

po drodze zamkniete;j.

Podsumowanie. Czy Natura wybrala uktad wyrézniony? Odpowiedz na to
pytanie jest na razie nieznana, cho¢ istnieja przestanki swiadczace o tym,

ze moze tak by¢. Kolejne pytanie, jakie sie pojawia, brzmi: czy Natura dala
nam narzedzia, dzigki ktérym mozemy to zweryfikowaé¢? Aby znalezé uktad
wyrdzniony, trzeba dokona¢ pomiaru predkosci §wiatta w przynajmniej dwéch
kierunkach. Nie da sie tego zrobi¢, majac do dyspozycji jedynie sygnaly
swietlne (lub obiekty poruszajace sie z predko$ciami mniejszymi lub réwnymi
predkosci swiatla). Jednak gdyby istnialy tachiony, hipotetyczne czastki
nad$wietlne, moglyby one zosta¢ wykorzystane do absolutnej (natychmiastowej)
synchronizacji zegaréw z dowolna dokladnoscia i pomiaru predkosci swiatta

po drodze otwartej. Spelnialyby one podobng role jak wigzka $wiatta laserowego
przy pomiarze predkosci dzwigku w ruchomym powietrzu. Czy tachiony istnieja?
Na to pytanie na razie rowniez nie znamy odpowiedzi. Ale czy Natura bylaby
na tyle zlosliwa, by da¢ nam zjawisko bez narzedzi do jego zbadania?
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Rozwigzanie zadania F 838.

Uktad oporéw jest symetryczny wzgledem
prostej, przechodzacej przez punkty

A i E. Wynika stad, ze potencjal
odpowiadajacych sobie punktow lezacych
powyzej i ponizej tej prostej jest taki sam,
tzn. Vo = Vg, Vp = Ve, VB = Vg.
Laczac punkty o jednakowym potencjale
i zastgpujac rownoczesnie opory, ktére
zostang przy tym polaczone réwnolegle,
dostaniemy obwdd zastepczy:

C,G R/2 D,F

Korzystajac z kolei z symetrii czesci
obwodu w ksztalcie rombu, dostajemy
obwéd zastepczy:

C,G,0 R/A D,F

a stad znajdujemy poszukiwang opornosé
zastepcza
Ragp = R/4+ R/4+ R/4+ R/4 = R.

*Wydzial Fizyki, Uniwersytet Warszawski

Wecale Andrzej DRAGAN™

Od wielu lat sie dziwie, jak to mozliwe, ze szczegdlna teoria wzglednosci czasem nawet
w uczonych glowach sieje ogromny zamet. Jest to najprostsza teoria znana fizyce.
Jest niemal réwnowazna zasadzie wzglednosci Galileusza. Ba, nie jest to w zasadzie
nawet teoria z prawdziwego zdarzenia, a jedynie elementarny schemat, szkielet,

na ktérym dopiero buduje sie miesiste teorie fizyczne, takie jak elektrodynamika
klasyczna lub kwantowa. Wiec skad te schody? Czy to przez niechg¢é wywotana
zaskoczeniem pojawiajacym sie przy pierwszym zetknieciu z teoria wzglednosci?
Brak wysitku wtozonego w glebsze zastanowienie nad sensem kilku prostych zasad
obowigzujacych w szczegdlnej teorii wzglednosci?

Calkiem niedawno odbyt sie¢ niezwykty spektakl, ktéry w calej okazalosci ukazal te
sprawe. Ot6z grupa uczonych badajacych predkosé poruszania sie neutrin stwierdzita
ku zaskoczeniu ogdtu, ze czastki te maja predkosé przekraczajaca predkosé
Swiatta. Eksperyment wkrétce okazal sie bledny, a wszystko za sprawa zbyt luzno
wetknietego kabla gdzies w uktadzie elektronicznym urzadzen pomiarowych.
Niemniej, zanim sprawa sie wyjas$nita, dzialy sie rzeczy niestworzone. W calym
$wiecie naukowym ziemia zadrzata, az szyszki spadaly. Tegie umysty przewidywatly,
ze jesli eksperyment okazalby sie prawdziwy, zaprzeczylby podstawom teorii
wzglednodci, ktéra nalezatoby stworzyé od nowa. Na wtasne oczy, uszy i pozostate
receptory sltyszalem, sam zreszta zlosliwie dopytujac, ze stynna ,teoria Einsteina”
musiataby zostaé¢ odstawiona do lamusa. No bo przeciez ,nic nie moze poruszaé sie
szybciej od $wiatta”. Wigkszos¢é fizykéw ,oczywidcie” nie wierzyta w poprawnos$é
rezultatéw doswiadczalnych, ale mimo wszystko spekulacje ,co by to byto, gdyby”
wyraznie dalo sie styszec.

A zatem na moment oderwijmy si¢ intelektualnie od zucia gumy i zabawmy sie

w gre ,,co by to bylo, gdyby”. Wyobrazmy sobie, ze wszystkie kable w laboratorium
podoczepiano poprawnie, zaden biedny laborant winny zaniedbania nie siwieje

z wyrzutOw sumienia, a eksperyment wskazuje jak wol: neutrina sa czastkami
nadswietlnymi. Jak by sie wéwczas musiata do tego ,brzydkiego” faktu dostosowac
szczegblna teoria wzglednosci? Odpowiedz jest prosta: weale. Jasiu, podkresl
wezykiem: wcale. Teoria wzgledno$ci pozostataby absolutnie niezmieniona.

A jest tak: szczegdlna teoria wzglednosci nie rozstrzyga, jaki swiat jest, jakie rzadza
nim prawa. Nie méwi o tym, jakie czastki moga istnieé, jakie sa ich wtasciwosci.
Nie informuje nas o kolorze trawy ani smaku herbaty. Nie wynika z niej, jaka jest
masa i tadunek elektronu. Szczegdlna teoria wzgledno$ci méwi tylko o jednym: jak
przebieg okreslonej sytuacji fizycznej transformuje si¢ z jednego inercjalnego uktadu
odniesienia do innego. Dla przykladu wyobraZzmy sobie pewien uktad inercjalny,

w ktérym jest rézowe, kwadratowe Stonce na niebie w pomaranczowe paski i spadaja
z niego z nadswietlna predkoscig kanapki skierowane mastem w gore. Transformacja
Lorentza, stanowiaca trzon szczegdlnej teorii wzglednosci, pozwoli nam doktadnie
opisaé, jak historyjka ta wyglada¢ bedzie z punktu widzenia obserwatora jadacego
rowerem z predkoscia V' wzdluz osi x. Bez rozstrzygania, czy historyjka moze sie
wydarzy¢, czy nie. Nie bedzie zadnych sprzecznosci, nie bedzie zadnych zgrzytow.
Co prawda, opisana sytuacja w ruchomym uktadzie moze by¢ jeszcze dziwniejsza
niz w spoczywajacym, ale co6z, zdziwienie to czesto jedynie oznaka ignorancji.
Teoria wzglednodci jest jak ttumacz, ktory przektada opis swiata wedlug jednego
obserwatora inercjalnego na jezyk dowolnego innego obserwatora. Do samego opisu
sie za$ nadmiernie nie wtraca.

Jakie zmiany w naszym rozumieniu swiata zaszlyby zatem, gdyby eksperyment
neutrinowy byl poprawny? Zmiany bylyby bardzo powazne, o tym za chwile, ale
akurat nie teoria wzglednosci by im ulegta. Szczegélna teoria wzglednosci zostala
dotad przebadana tak dogtebnie, a jej przewidywania sprawdzone z taka precyzja, ze
mozna by nawet uznaé ja za teorie fenomenologiczng. Rzeczywistos¢ ma charakter
relatywistyczny, po prostu wiemy to z doswiadczenia. O ile z hipotezami polemizowaé
mozna, a wrecz nalezy, to z faktami empirycznymi bytoby juz dosé niemadrze.

PrzesledZzmy typowa argumentacje uzywang do odrzucenia hipotezy istnienia
nadswietlnych czastek. Rozwazmy hipotetyczny sygnal wystany z nadswietlng
predkoscia przez Alicje (zdarzenie A) do odleglego odbiorcy, Boba, ktéry rejestruje
sygnal chwile p6zniej (zdarzenie B), jak przedstawiliémy to na rysunku (a), na ktérym

6



S
4
\

Schemat przekazywania czastki
nad$wietlnej migdzy Alicja (zdarzenie A)
i Bobem (zdarzenie B) w dwéch uktadach
odniesienia réznigcych si¢ kolejnosciag
oddziatywania czastki z Alicja i Bobem.

Odpowiedz na pytanie dlaczego?

ze strony 17.

Dlatego, ze dwusieczne katéw tréjkata

dzielg plaszczyzne na katy ostre.

c
A c B

Gdyby AA’, BB’, CC’ byty

dwusiecznymi katéw tréjkata ABC

i kat A’SB bylby rozwarty, to byloby
XCAB + XCBA = 2(XSAB + £SBA) =
= 2XA'SB > 7, czyli dwa katy tréjkata

mialyby sume wiekszag od sumy
wszystkich trzech — sprzecznosé.

Konstrukcja opisana w artykule daje
w przypadku, gdy nie wszystkie katy

sg ostre, dwie dwusieczne katéw

zewnetrznych.

czas plynie z dotu do géry, a przestrzen rozcigga sie poziomo. Przypusémy, ze sygnat
ten informuje Boba, jakie liczby padty przed momentem w losowaniu totolotka, ktore
odbyto sie¢ w poblizu zdarzenia A. Zgodnie z przewidywaniami teorii wzglednosci
istnieje inny uktad inercjalny — przedstawiony na rysunku (b) — w ktérym przebieg
zdarzen jest zgota inny. W tym drugim uktadzie kolejno$é¢ zdarzen ulega odwrdceniu,
czyli najpierw nastepuje zdarzenie B, a dopiero po chwili zdarzenie A. Przebieg
sytuacji wyglada tak, jakby odbiorca stawal si¢ nadawca, a nadawca odbiorca.
Abstrahujac od tego, jak dziwna bytaby to sytuacja, widzimy, ze w tym uktadzie
Bob zna wyniki losowania, jeszcze zanim zostanie o nich poinformowany. A wrecz
zanim w ogéle zostanie przeprowadzone losowanie! Fakt ten jest rzeczywiscie
dziwny, ale fizyka przewidywania przysztosci przeciez nie zabrania. Ba, fizyka to
wlasciwie nic innego, jak metoda przepowiadania przysztosci! W koncu prawa fizyki
stuzg wtlasnie do tego, by przewidywaé wyniki eksperymentéw naukowych. Zatem
widzimy, ze mozliwo$é wysytania nadswietlnej informacji przez Alicj¢ pozwolitaby
odlegtemu obserwatorowi Bobowi przewidzie¢ jej przysztosé (definiowang w pewnych
uktadach odniesienia).

A zatem Bob mogltby w zasadzie uzyé drugiego sygnatu, by poinformowaé Alicje

o wynikach zblizajgcego sie u niej losowania. Tego typu mozliwo$é wysytania
informacji wstecz w czasie byla dla nas wystarczajacym powodem, by odrzucié
nadswietlne sygnaty precz sprzed naszego zatroskanego oblicza. I jest to standardowy
argument, ktérego uzywa sig, by nadswietlnych sygnatéw w fizyce nie rozwazac.
Argument ten ma jednak kilka stabosci. Zacznijmy od tego, ze pierwotnie

w spoczywajacym ukladzie odniesienia rozwazaliSmy pojedynczy sygnal wystany

z A do B. Natomiast azeby ukazaé¢ paradoks, potrzeba byto wprowadzié¢ kolejny
sygnal wystany z B do A, co uczyniliémy w ruchomym uktadzie odniesienia.
Musimy jednak pamietaé, ze nie wolno nam rozwazaé réznych scenariuszy w réznych
ukladach odniesienial Jesli w pierwszym uktadzie byl tylko jeden sygnal, to w drugim
réwniez musi by¢ tylko jeden sygnat. Jesli zag chcemy, azeby byly dwa sygnaty,
wowcezas oba muszg by¢ obecne w kazdym uktadzie odniesienia, a zatem rowniez

w uktadzie spoczywajacym, od ktérego zaczeliSmy. No i calg historyjke musielibysmy
przeanalizowaé od poczatku z dwoma sygnatami, a wowczas wcale nie byloby jasne,
czy paradoks w ogdle si¢ pojawia.

Sa tu jednak ciekawsze rzeczy, ktore przeoczyliSmy. Zacznijmy rozumowanie

od poczatku. Piszac o wysylanym sygnale, zaktadamy dwie rzeczy: istnienie
nadswietlnych obiektéw, ktére moga by¢ emitowane i pochlaniane, oraz to,

ze Alicja potrafi ich emisje kontrolowaé. Nie da sie przeciez tworzyé¢ sygnatéw

bez mozliwosci kontroli przesylanej tresci. Jesli zatem Alicja wysyla zero-jedynkowe
sygnaly (sygnal jest lub go nie ma), wéwczas musi ona umieé emitowaé ciag takich
sygnalow w kontrolowanych przez siebie chwilach. Zalozenie, ze chwile emisji
nadswietlnych czastek w pelni kontrolujemy, jest szczegdlnie interesujace, o czym
si¢ za chwile przekonamy. Wynika z niego, ze w linii $wiata Alicji przebiega jakis
lokalny i kontrolowalny, a zatem deterministyczny proces, ktory okresla chwile
emisji nad$wietlnego obiektu, ktorego uzywamy do sygnalizacji. Istnieje zatem
pewien parametr ukryty (badz jawny), nazwijmy go A, ktérym mozemy sterowaé

i od ktérego uzalezniona jest emisja nadswietlnej czastki w danej chwili. Mozemy,
na przyktad, wyobrazi¢ sobie, ze Alicja ma pistolet strzelajacy takimi czastkami.
W przypadku pociagniecia za spust ciag przyczynowo-skutkowy bytby nastepujacy:
czastka opuscita zdarzenie A, bo wybuchta sptonka naboju, bo Alicja nacisneta
spust pistoletu. W tym przypadku nasz parametr A moze odnosi¢ si¢, na przyktad,
do reakcji chemicznej zachodzacej w wybuchajacej sptonce, ktorg kontroluje Alicja
trzymajaca pistolet. Zaktadamy ponadto, ze odleglty odbiorca Bob nic nie wie

o parametrze A i az do momentu zarejestrowania wystrzelonej przez Alicje czastki
nie ma z nim absolutnie nic wspoélnego. Przesledzmy teraz powyzszy scenariusz
okiem innego obserwatora inercjalnego, ktérego wersja wydarzen znajduje sie

na rysunku (b). Wedlug tego obserwatora emisja ma miejsce w zdarzeniu B,

a nie zdarzeniu A! Wszystko wyglada tak, jak gdyby to Bob wysytal nad$wietlny
sygnal do Alicji (pamietajmy, ze czas plynie na diagramie z dotu do géry)!
Zastandéwmy sie teraz nad nastepujacym pytaniem: co w tym ukladzie odniesienia
spowodowalo emisje B? Spora przerwa na zastanowienie. Powéd taki nie moze

by¢ ,zlokalizowany” w linii $wiata poprzedzajacej zdarzenie B, bo zalozylismy

w uktadzie spoczywajacym, ze odbiorca Bob nie wie nic o tym, ze ma za moment
zostaé potraktowany czastka wystrzelona przez Alicje. Skoro w pierwszym uktadzie
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Rozwigzanie zadania F 837.
W gazie spelniajacym réwnanie
stanu gazu doskonatego, pV = nRT
(p — ci$nienie, V — objetos$é¢, n — catkowita
liczba moli gazu), dzwigk rozchodzi sig
z predkoscig dang réwnaniem
e cp RT

cym ’
gdzie c, i cy oznaczajg ciepta molowe,
odpowiednio w statej objetosci
i pod stalym ci$nieniem, a m mase
jednego mola tego gazu. Mieszanina
gazéw doskonalych spelnia réwnanie
gazu doskonatego, masa i cieplto sa
tzw. wielkosciami ekstensywnymi, a wiec
odpowiednie wielkosci dla mieszaniny to

m=axma+ (1 —x)mp,

cy =xcyva+ (1 —x)eyp

cp =xcpa + (1 —z)cpB.
Ostatecznie wiec ¢? wynosi

(xepa + (1 — x)epB)RT
(zeya + (1 —x)evp)(@ma + (1 —x)mp)

Wzér ten bywa w praktyce wykorzystywany
do okreslania zawarto$ci domieszki gazowej.
Jest to mozliwe, gdy gaz-domieszka ma
istotnie rézne wladciwodci od gazu, z ktérym
jest zmieszany (np. CO2 w azocie).

nic po stronie Boba nie zapowiada zdarzenia B, to nic nie moze go réwniez
zapowiadaé¢ w drugim ukladzie odniesienia (zasada wzglednosci!).

Jest dobrze, ale nie beznadziejnie. Sa trzy mozliwe rozwiazania tego ,,problemu”.
Po pierwsze, mozemy odrzuci¢ mozliwoéé wysyltania nadswietlnych obiektéw.
Snujemy jednak hipoteze o eksperymencie z neutrinami, ktéry moégtby by¢

przeciez poprawny, co zmusza nas do poszukania innej mozliwoéci wykaraskania

sie z probleméw, w ktore zabrneliSmy. Sa jeszcze dwa wyj$cia wymagajace
zmodyfikowania naszego rozumienia rzeczywistosci (zadne jednak niewymagajace
modyfikacji teorii wzglednosci). JesteSmy przyzwyczajeni do tego, ze przyczyny
zdarzen zachodza w ich przesztosci. Jest to jeden z fundamentéw przyczynowosci.
Jedli sie jednak nad tym zastanowié, to przestanki tego zalozenia sa kompletnie
niejasne. Przeciez prawa fizyki pozwalajg nam nie tylko przepowiadaé przysztosé
przy uzyciu znanych warunkéw poczatkowych, ale takze przewidywaé przesztosé
przy znajomo$ci warunkéw konicowych! Jesli znamy chwilows predkosé i potozenie
lecacego w powietrzu kamienia, mozemy przeciez przewidzie¢, gdzie znajdzie sie

on za moment, ale takze ustali¢, gdzie znajdowal sie przed chwilg. Tak czy inaczej,
zazwyczaj przyjmuje sig, ze zdarzenia determinowane sa w przeszlosci. Jednakze,
aby wskazaé przyczyne zdarzenia B w ruchomym uktadzie odniesienia, moglibysmy
zmodyfikowaé te zasade, przyjmujac, ze przyczyna zdarzenia B w ruchomym uktadzie
odniesienia znajduje sie w przyszlosci, w odlegtym zdarzeniu A! Faktycznie, gdyby
eksperyment z neutrinami byl prawdziwy, musielibyémy przyjaé, ze przyczyny
pewnych zdarzen dopiero nastgpia, a nie, jak jesteSmy przyzwyczajeni, juz nastapity.
Nasze rozumienie $§wiata musialoby zostaé¢ gruntownie zreformowane, ale, jeszcze raz
podkreslmy, prawa transformacyjne, stanowigce tre$é¢ szczegdlnej teorii wzglednodci,
nie uleglyby najmniejszej zmianie. Nie jest to zreszta pierwsza proba zmodyfikowania
fizyki w ten sposéb. Dawno temu podobna hipoteze w odniesieniu do elektrodynamiki
klasycznej sformutowal Dirac. A zainspirowani tym pomystem Feynman i Wheeler
rozwineli go w formie tzw. teorii potencjaléw opdzniono-przyspieszonych.

Balony prébne zostaly wiec juz w te strone wypuszczone i teorii wzglednosci nikt
modyfikowaé wcale nie musial. Zatem o co byto az tyle krzyku?

Zauwazmy jednak, ze hipoteza o przyczynie zdarzenia B w przysztosci (a w dodatku
poza jego stozkiem $wietlnym!) zaburza symetrie pomiedzy dwoma rozwazanymi
uktadami odniesienia. Bowiem w pierwszym ukladzie wszystkie przyczyny zdarzen
sa w przesztosci, w drugim za$ moga by¢ tez w przysztosci. Dla ruchomego
obserwatora przygladajacego sie Bobowi (i jego linii $wiata), ktérego punkt
widzenia ilustruje rysunek (b), zdarzenie B bedzie zupelnie zaskakujace:

nagle dojdzie do wystrzelenia sygnatlu przez Boba w sposdb kompletnie

(w przesztosci) niezapowiedziany. Bedzie to zdarzenie czysto spontaniczne,
niemajace w lokalnej przesztosci zadnej przyczyny. Tu pojawia sie jeszcze

jedno mozliwe wyjadnienie, moim zdaniem o wiele ciekawsze. Jesli nie chcemy

w zaden spos6éb wyrdzniaé jakiegokolwiek uktadu odniesienia, musieliby$my
stwierdzié, ze emisja nadswietlnego obiektu w sposéb nieuchronny musi byé réwnie
spontaniczna w kazdym ukltadzie odniesienia. Moglaby przeciez zawsze dziac¢ sie
bez zadnej przyczyny, w sposéb nieprzewidywalny! Dokladnie tak, jak zgodnie

z prawami mechaniki kwantowej nieprzewidywalna jest chwila zarejestrowania
wyemitowanego przez wzbudzony atom fotonu. Nad$wietlne czastki moglyby
zatem istnie¢, pod warunkiem ze emitowane byltyby w losowych, niemozliwych

do $cistego przewidzenia chwilach. Zwréémy uwage, ze zrédto takich czastek
marnie nadawatoby si¢ do komunikacji, gdyz nie mogliby$Smy go kontrolowac.

A zgodnie z tym, co ustaliliémy wcze$niej, niemoznoéé kontroli Zrodta skutecznie
uniemozliwia komunikacje za jego pomoca. Nie bytoby zatem zadnego ,paradoksu”
formutowanego, by podwazy¢ mozliwosé istnienia nad$wietlnych czastek.

Ostatni scenariusz jest jednak inny, niz wynikatoby z omawianego eksperymentu,
w ktérym emisja neutrin z rozpedzonej wiazki protonéw jest dobrze kontrolowana
i moze zostaé zainicjowana w dowolnie wybranym momencie. Wspominamy

o tym wariancie dlatego, ze, by¢ moze, kiedys nad$wietlne czastki zostang
odkryte i woéwczas, zgodnie z naszym przewidywaniem, powinny one powstawac

i gina¢ w sposob losowy i niekontrolowany. A zatem w sposéb doktadnie taki,

w jaki zachowujg sie znane nam czastki elementarne. Czyzby zatem istniat jakis
nieznany, fundamentalny tacznik pomiedzy dwiema znanymi nam teoriami:

teoria wzglednosci i teoria kwantoéw?
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Diagramy Woronoja, czyli co widaé¢ z goéry?

Gieorgij Woronoj (1868-1908) urodzit
si¢ na Ukrainie, studiowal w Sankt
Petersburgu, a znaczna czesé¢ swojego
krétkiego zycia spedzit w Warszawie,
wykladajac na tutejszym Uniwersytecie.

Wprawdzie w naszych rozwazaniach
ograniczamy si¢ do przestrzeni
euklidesowej, ale diagram Woronoja jest
pojeciem znacznie szerszym — mozna go
zdefiniowaé w dowolnej metryce L, dla
1 < p < oo, w wyzszych wymiarach, dla
centréw bedacych odcinkami, okrggami,
punktami z wagami majacymi wplyw
na odleglos¢ itp.

Pominigcie zalozenia, ze wierzchotek
diagramu jest cze¢sciag wspdlng dokladnie
trzech obszaréw, moze w niektérych
przypadkach prowadzi¢ jedynie do
niejednoznacznosci rozwigzan, czego

chcieli$my uniknaé¢ w tym artykule.

Boris Delaunay (1890-1980) byt
Rosjaninem, a nazwisko odziedziczyt po
francuskich przodkach.

*Instytut Informatyki, Wydzial
Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

Mirostaw KOWALUK*

Kiedy wedrujemy po pustyni i poczujemy zmeczenie, poszukujemy najblizszej
oazy, w ktorej moglibysSmy zregenerowac sily. Jesli mamy szczedcie, mozemy
spotkaé na pustyni beduina, ktéry wskaze nam wlasciwy kierunek do oazy. Czy
rzeczywiscie wlasciwy?

Gdybyémy mogli unie$¢ sie w gore, zobaczylibySmy interesujace nas obiekty
znajdujace sie w okolicy. Jak szybko okresli¢, ktory z nich jest najblizej? W tym
celu mogliby$my wykorzystaé¢ diagram Woronoja.

Zalézmy, ze obiektom, ktorymi jesteSmy zainteresowani, odpowiada zbior
P ={p1,p2,...,pn} punktéw na plaszczyznie, ktére bedziemy nazywaé
centrami. Odleglo$¢ miedzy punktami p,q € P, p = (z,y), ¢ = (', ),
definiujemy jako d(p,q) = v/(z — 2/)2 + (y — v/)2.

Definicja 1. Dla kazdego centrum p;, € P obszar Woronoja (V(p;)) sklada sie
z tych punktow plaszcezyzny, dla ktorych zadne inne centrum nie znajduje sie
blizej niz p;, tzn. V(p;) = {x € R? : V;; d(x,p;) > d(z,p;)}. Punkty nalezace do
brzegéw obszaréw Woronoja tworza diagram Woronoja.

Rys. 1. Diagram Woronoja.

Zauwazmy, ze centrum zawsze nalezy do odpowiadajacego mu obszaru.

Co wiecej, do kazdego obszaru nalezy tylko jedno centrum. Granice miedzy
obszarami dla dwdéch centréw p i ¢ wyznacza symetralna odcinka pq. Zatem
obszar Woronoja dla p; jest czescia wspoélna polplaszcezyzn wyznaczanych

przez symetralne odcinkéw p;p; (dla i # j) i zawierajacych p;. Stad wniosek,

ze obszary Woronoja sa wielokatami wypuklymi (ograniczonymi lub nie),

a krawedzie diagramu Woronoja sa odcinkami lub poélprostymi. Liczba krawedzi
diagramu Woronoja jest liniowa wzgledem liczby centréw, co uzasadnimy

nieco dalej.

Wierzcholki diagramu Woronoja znajduja sie w tej samej odleglosci od

co najmniej trzech najblizszych centrow. Aby uproscié¢ dalsze rozwazania,
przyjmijmy, ze wierzcholek diagramu jest czescia wspélna dokladnie

trzech obszaréw Woronoja. Wtedy centra obszaréw majacych wspélny
wierzcholek wyznaczaja tréjkat. Poniewaz przeciwlegle wierzchotki
czworokata nie moga wyznacza¢ dwoch par sasiadujacych obszarow Woronoja,
wiec dwie rézne krawedzie takich trojkatéw nie maja innych punktow
wspolnych niz konce. Wszystkie zdefiniowane w ten sposob tréjkaty tworza
tzw. triangulacje Delaunay.

Definicja 2. Triangulacja Delaunay to graf dualny do diagramu Woronoja.
Wierzcholki triangulacji (centra obszaréw) odpowiadaja $cianom diagramu
Woronoja (obszarom Woronoja). Natomiast odpowiednikami krawedzi
triangulacji sg krawedzie diagramu.

Zauwazmy, ze odpowiadajace sobie krawedzie nie musza sie przecinac.
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Inne rozwigzanie zadania M 1389

W Delcie 6/2013 opublikowane zostalo
interesujace zadanie M 1389 wraz

z ciekawym rozwigzaniem. Chciatbym
zaproponowac¢ inne rozwigzanie

tego zadania.

M 1389. Dana jest liczba wymierna
ar = 0,(b1ba...by,), w ktérej zapisie
dziesigtnym blok cyfr bibs ... by,
powtarza si¢ okresowo po przecinku.
Rozwazmy liczby

az = 0,(b2b3...byb1),
az = 0,(b3b4 e bnblbg), ey
an = 0,(bpby...bn_1)

powstate z a1 przez cykliczne przesunigcia
cyfr w bloku. Udowodnié, ze

b1+ ...+ by, =91+ ...+ an).
Rozwiqzanie. Zauwazmy, ze

(1) 10ay = 10-0,(b1bz...by)

=10-0,b1 (b2 ...by,b1)

= by,(b2bs ...byb1)

= b1 + 0,(b2bs ... byb1).

Zatem 10a1 = by + as.
Analogicznie dostajemy

(2)+(-1)
(n)

Dodajac stronami réwnoéci (1) + (n),
otrzymujemy

10(a1 + a2 + ...+ an) =
=bi+ba+...+bp+(a1+az+...+an),
a stad

b1 +ba+...4+b, =91 +az+...an).

Marian MACIOCHA

10a; = b; + ait1

10a, = b, + ay.

w

Rozwigzanie zadania M 1393.
Oznaczmy przez o), operacje polegajaca
na zmianie znaku na k-tej wspélrzednej

k(s oo Ty, Tpy) =

:(0017...

Zauwazmy, ze dla dowolnego punktu
z € {—1,1}" zachodzi réwnosé

f(z) = flor(z)) = 2akwy.
Z drugiej strony, skoro f przyjmuje
tylko wartosci 1 1 —1, to ta réznica moze
przyjmowac tylko trzy wartosci: —2, 011 2.
Zatem dla tych ay, ktore sa niezerowe,
musi by¢ ap, € {—1,1}.

Wykazemy teraz, ze funkcja f

ma dokladnie jeden niezerowy
wspoélezynnik. Zalézmy przeciwnie,

ze ma przynajmniej dwa, np. a1 i as.
Bez utraty ogdélnosci mozemy przyjac, ze
a1 = 1 = az. Woéwczas, oznaczajac przez

c=asz+ ...+ ap, mamy
f(1,1,1,...,1)=2+¢,
f(1,-1,1,...,1) =¢,
f(=1,-1,1,...,1,...,1) = -2 +c.

Innymi stowy, f przyjmuje w tych
trzech punktach trzy rézne wartosci, co
przeczy temu, ze wartosci f nalezg do
zbioru dwuelementowego. Zatem f jest
postaci +xy, dla pewnego k € {1,...,n}.

Triangulacja Delaunay jest grafem planarnym, a krawedzie $ciany zewnetrznej
wyznaczaja otoczke wypukla zbioru P, tzn. brzeg najmniejszego zbioru
wypuklego zawierajacego P. Innymi stowy, wierzchotkami tej otoczki wypuklej
sg centra nieograniczonych obszaréw Woronoja zbioru P. 7 wlasnosci grafow
planarnych (twierdzenie Eulera) otrzymujemy, ze liczba krawedzi triangulacji
Delaunay jest liniowa wzgledem liczby centréw. To pokazuje zarazem, ze liczba
krawedzi diagramu Woronoja jest liniowa wzgledem liczby centrow.

Wierzcholki trdjkata nalezacego do triangulacji Delaunay wyznaczaja okrag

o érodku w wierzchotku diagramu Woronoja (gdyby na okregu znajdowalo sie
wiecej centrow z P, to wyznaczany przez nie wielokat mogliby$my striangulowaé
na rézne sposoby). Sprébujmy uogélnié ten fakt.

Twierdzenie 1. Odcinek p;p;, gdzie p;,p; € P, nalezy do triangulacji Delaunay
wtedy @ tylko wtedy, gdy istnieje okrag przechodzqcy przez p; i p;, ktory
nie zawiera w swoim wnetrzu punktow z P.

Dowad. Tmplikacja w prawa strone wynika z konstrukeji triangulacji Delaunay.
Musimy wykazaé implikacje w przeciwnym kierunku. Srodek okregu
przechodzacego przez p; i pj, ktéry nie zawiera w swoim wnetrzu punktéw z P,
z definicji nalezy do krawedzi diagramu Woronoja oddzielajacej V(p;) 1 V (p;).
Zatem odcinek p;p; jest krawedzig triangulacji Delaunay. O

Rys. 2. Triangulacja Delaunay i euklidesowe minimalne drzewo rozpinajace.
Pokazmy jeszcze jedna ciekawa wlasno$é triangulacji Delaunay.

Definicja 3. Euklidesowe minimalne drzewo rozpinajace dla zbioru
punktéw P, ktére oznaczamy przez EMST(P), jest drzewem laczacym wszystkie
punkty z P i minimalizujacym catkowita dlugo$é¢ krawedzi.

Twierdzenie 2. EMST(P) jest podgrafem triangulacji Delaunay zbioru P.

Dowaod. Zatézmy, ze teza nie jest prawdziwa. Niech ab bedzie krawedzia,
EMST(P), ktéra nie nalezy do triangulacji Delaunay zbioru P. Wtedy, zgodnie
z poprzednim twierdzeniem, okrag o érednicy ab zawiera w swoim wnetrzu punkt
p € P. Odcinki @p i bp sa krétsze od ab. Zatem krawedz ab mozemy zastapi¢
jednym z nich, nie niszczac spéjnosci grafu i zmniejszajac catkowita dlugosé jego
krawedzi. Jest to sprzeczne z zalozeniem, ze ab € EMST(P). O

W obliczeniach numerycznych ma zastosowanie jeszcze jedna, znacznie
trudniejsza do udowodnienia, wlasnosé triangulacji Delaunay. Uporzadkujmy
niemalejaco katy wszystkich tréjkatéw tworzacych dowolna triangulacje T'

zbioru P. Nastepnie uporzadkujmy leksykograficznie wszystkie triangulacje
zbioru P (tzn. dla T; = (o, ..., o) oraz T; = (B4, .., Om), zachodzi

T; <Tj < Ipeqr,omy(Vharwan = Bu Nag < Br) i Ty =T & Vieqa,... my O = Br)-
Wtedy triangulacja Delaunay bedzie ostatnim elementem tego porzadku, tzn.
triangulacja ta maksymalizuje minimalny kat w tworzacych ja tréojkatach.
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Odpowiedz na pytanie czy zawsze?
ze strony 17.

Zawsze, cho¢ konstrukcja moze si¢

nie udaé¢, gdy dwie z prostych k,l, m sa
prostopadle, a my wybierzemy prostg b
prostopadla do trzeciej z nich. Ale
wybér jako b prostej prostopadtej do
jednej z prostych prostopadtych pozwala
konstrukcje wykonad.

Przyczyna opisanego tu niepowodzenia
polega na tym, ze gdy dwie symetralne sg
prostopadle, to trojkat jest prostokatny

i jeden z jego bokéw przechodzi przez
punkt przecigcia symetralnych.

Gdyby wymyslenie takiego algorytmu
»dziel i zwyciezaj” sprawilo komus
trudnosé, to jego opis mozna znalezé

np. w ksigzce F.P. Preparaty i M.I. Shamosa
Geometria obliczeniowa. Wprowadzenie.

Jesli z = py (@, y) jest réwnaniem
plaszczyzny stycznej do paraboloidy

w punkcie bedgcym obrazem punktu

v € P, to brzeg W tworzg punkty ze
zbioru {(z,y, z) : 2 = maxyep{pv(z,y)}}.

Wiedzac, ze diagram Woronoja i triangulacja Delaunay maja tyle interesujacych
wlasnosci, spréobujmy skonstruowaé te grafy. Oczywiscie, na mocy ich dualnosci
wystarczy znalezé tylko jeden z nich. Aby wyznaczy¢ diagram Woronoja, mozna
zastosowa¢ pewne standardowe metody, np. ,dziel i zwyciezaj” lub zamiatanie.

Ale my znéw sprébujemy uniesé sie w gore. Mianowicie, zatézmy, ze punkty

ze zbioru P naleza do plaszczyzny z = 0. Zrzutujmy zbiér P réwnolegle do

osi z na paraboloide obrotowa z = 22 + y?. Zauwazmy, ze obrazy punktéw
nalezacych do okregu zawartego w plaszczyznie z = 0 beda wspdlptaszezyznowe.
Rzeczywidcie, jedli punkt (z,y) spetnia réwnanie (z — a)? + (y — b)? =12,

to w przestrzeni tréjwymiarowej punkt (x,y,x? + y?) nalezy do plaszczyzny

2 = 2ax + 2by + r? — a? — b?. Zatem rzuty okregéw opisanych na tréjkatach
triangulacji Delaunay wyznaczaja plaszczyzny przecinajace paraboloide

i zawierajace rzuty wierzchotkéw odpowiednich tréjkatow. Co wiecej,

na mocy wypuklosci paraboloidy obrotowej plaszczyzny te nie rozdzielaja
obrazéw punktow z P, gdyz wnetrza okregéw opisanych na trojkatach
triangulacji Delaunay (ktérych rzuty sa odcinane z paraboloidy przez omawiane
plaszczyzny) nie zawieraja punktéw z P. Zatem rzuty $cian triangulacji
Delaunay sa $cianami otoczki wypuklej obrazéw punktow z P, a rzuty krawedzi
triangulacji sa krawedziami otoczki wypukte;j.

Yy
S

Rys. 3. Rzut tréjkata triangulacji Delaunay na paraboloide.

X
X

Zatem nie pozostaje nam nic innego, jak znalezé otoczke wypukla zbioru
punktow w przestrzeni trojwymiarowej. Mozemy to zrobié, stosujac np. metode
wdziel i zwycieza]”. Zlozono$é obliczeniowa tego algorytmu wynosi O(nlogn).
Nastepnie rzutujemy z powrotem na plaszczyzne z = 0 Sciany otoczki wypuktlej
ograniczajace ja od dotu i w ten sposéb otrzymujemy triangulacje Delaunay
zbioru P. Poniewaz wszystkie rzutowania mozemy wykona¢ w czasie O(n), wigc
calkowita zlozonosé tego algorytmu wynosi O(nlogn). Jest on wiec nie tylko
prosty, ale tez efektywny.

Algorytm

Dane: Zbiér n punktéw P na plaszczyznie z = 0.

Wynik: Triangulacja Delaunay zbioru P.

Zrzutuj zbiér P réwnolegle do osi z na paraboloide z = 2% + y?;

Zmajdz otoczke wypukta zbioru obrazéw punktéw z P;

Zrzutuj prostopadle $ciany otoczki wypuklej ograniczajace ja od dotu na
ptaszczyzne z = 0;

return Graf powstaly na ptaszczyznie z = 0;

Mozna réwniez wykazaé, ze rzut prostopadly na plaszczyzne z = 0 minimalnego
wielocianu wypuktego W zawierajacego paraboloide z = 22 + 32, ktérego $ciany
zawieraja sie w plaszczyznach stycznych do tej paraboloidy w obrazach punktéw
z P, jest diagramem Woronoja zbioru P. Dowdéd tego faktu pozostawiamy
Czytelnikowi jako ¢wiczenie.
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Mota delld

Lekcja rysunku (7):
Dwunastoscian gwiazdzisty maly

Dwunastoscian gwiazdzisty maly wyglada bardzo tadnie, jakby kto$
dokleit odpowiednie piramidy do dwunasto$cianu foremnego. Jego
Scianami sg pieciokaty gwiazdziste przenikajace sie i, jak sugeruje nazwa,
powinno ich by¢ 12. Czy da sie to narysowacé? Naturalnie, przeciez
rysunek to skonczony ciag kresek. ..

Zacznijmy od narysowania pomocniczo, a wiec
delikatnie, pieciokata ,prawie” foremnego.
Narysujmy w nim przekatne, czyli pentagram

(rys. 1). Dla nas w dalszym ciagu wazny bedzie
wladnie ten pentagram. On jest podstawa do
narysowania dwunastoscianu, dlatego zapominamy
o pierwotnym pieciokacie. Stuzyt on tylko do
narysowania w miare foremnego pentagramu.

Teraz mniej wiecej w Srodku pentagramu wybierzmy
punkt i potaczmy go z wierzchotkami wewnetrznego
pieciokata. Jest to wazny moment decydujacy

o catosci rysunku. Po przedtuzeniu beda to wazne dla
rysunku krawedzie innych écian. Przedluzmy nieco
poza pentagram kazdy z tych odcinkéw (rys. 2),

a nastepnie sasiednie wierzchotki pentagramu
polaczmy z wystajacymi konicami przedtuzonych
Rys. 1 odcinkéw, tworzac takie ,ptaszki” (rys. 3).

Rys. 2 Rys. 3
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Znéw odrobine przedtuzamy wyprowadzone ze
srodka pentagramu odcinki (rys. 4).

Aby zakonczy¢ rysunek, musimy na nowych
przedtuzeniach dorysowaé ,dziobki”. W zasadzie
mozemy je dorysowywaé uznaniowo, choé

w rzeczywistoéci powstaja one z przedluzenia
odpowiednich odcinkéw dorysowywanych
»ptaszkéw”. Dokladniej, z dwéch sasiednich
»ptaszkéw” wybieramy odcinki, ktoérych
przedtuzenia przetng wyrdznione wczedniej
przedluzenie (rys. 5). Wszystkie trzy powinny
sie przecia¢ w jednym punkcie, ale ze wzgledu
na brak precyzji w rysunku odrecznym moga sie
minaé. Postarajmy sie wiec przynajmniej, zeby
dorysowywane odcinki ,dziébkéw” byly réwnolegte
do odpowiednich odcinkéw ,,ptaszkéw” (rys. 6).
Dwunastoscian gwiazdzisty maly gotowy.

Rys. 4

Rys. 5 Rys. 6

Dla wzmocnienia efektu dobrze jest pokolorowaé odpowiednie
Sciany-pentagramy. Sugestia jest taka, zeby zaczaé¢ od kolorowania
tréjkatéw wewnatrz wyjsciowego pentagramu (rys. 7, 8). Kazdy z nich
jest ramieniem innej gwiazdy piecioramiennej. Nastepnie trzeba sie
przygladaé, jak uktadaja sie przedtuzenia (rys. 9).

Rys. 8 Rys. 9

Pisal i rysowal Zdzistaw POGODA
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Sortowanie biegunowe a dualizacja Grzegorz JAKACKI”

Artykul powstal na podstawie tekstu Jedna z najczesciej wykonywanych operacji w geometrii obliczeniowej jest
autora w ksigice W poszukiwaniu sortowanie biegunowe (zwane tez katowym) zbioru n punktéw na plaszezyznie

wyzwan. Wybér zadan z konkurséw . ,
programistycznych Uniwersytetu wzgledem wybranego punktu. Innymi stowy, chcemy uporzadkowaé¢ punkty

Warszawskiego. D1, -, Pn wedlug wspolrzednej katowej w uktadzie biegunowym zaczepionym
w wybranym punkcie p. Stosujac jeden z efektywnych algorytméw sortowania,
operacje te mozna zrealizowaé¢ w czasie O(nlogn). W wielu zastosowaniach
musimy jednak pdjsé o krok dalej i wyznaczy¢ uporzadkowanie biegunowe

punktéw p1, ..., p, najpierw w ukltadzie biegunowym zaczepionym w pq,
Przyktady probleméw, w ktérych nalezy t . itd. M t d k . " ,
wykonaé sortowanie wzgledem kazdego ~ POUEM zaczepionym w po itd. Mamy za egl o wykonania n sortowan, co
punktu, mozna znalezé np. w Delcie tacznie mozemy zrealizowa¢ w czasie O(n*logn). Okazuje sie jednak, ze istnieje

4/2013 (zliczanie caworokatéw wypuklych  gleorytm pozwalajacy wyznaczyé wszystkie potrzebne porzadki biegunowe
w Informatycznym Kaciku Olimpijskim) . O( 2) Jest ek ‘ednak d 4 trud B t tvkeul
i 5/2013 (problem 3POINTSONLINE w czasie O(n?). Jest on ciekawy, jednak dosyé¢ trudny — w tym artykule

w artykule o problemach 3suM-trudnych). przedstawimy szkic tego algorytmu.

Punkty i proste. Pomyslmy o zbiorze punktéw pq,...,p, na plaszczyznie.
Wybierzmy jeden z nich, na przyktad p;. PoprowadZzmy proste przez p; tak, by
polaczyé go ze wszystkimi pozostalymi punktami po, ..., p, (rys. 1). Kazdemu

z tych punktow odpowiada jedna prosta. Gdyby$my umieli posortowaé te proste
wedlug kata nachylenia lub, inaczej méowiac, wedtug wspolezynnika kierunkowego a
w rownaniu prostej y = ax + b, to takie uporzadkowanie pozwoliloby nam uzyskac
kolejnos$é¢ biegunowa punktéw po, ..., p, w uktadzie o srodku w p;.

Spéjrzmy teraz na wszystkie proste przechodzace przez pary
, . . L p(n=1)
punktéw ze zbioru py, ..., p,. Jest ich nie wigcej niz ——5—.
Jedli uda nam sie skonstruowaé algorytm, ktory dla kazdego
z punktéw posortuje n — 1 przechodzacych przez niego prostych
@ wsumarycznym czasie lepszym niz O(n%logn), to dostaniemy
"5 lepsze rozwiazanie calego zadania. Algorytm nie moze jednak
dzialaé szybciej niz O(n?), bo taka jest liczba prostych, ktore
ma posortowacé. Okazuje sie, ze algorytm dzialajacy w czasie
kwadratowym istnieje i opiera sie na bardzo ciekawej konstrukeji
my$lowej zwanej dualizacja.

Dualizacja. Wyobrazmy sobie przeksztalcenie geometryczne T,

ktore punktowi p przyporzadkowuje prosta T'(p), a prostej [

punkt T'(I) w nastepujacy sposéb:

p=(a,b)—~T(p):y=ax—>b, l:y=kx+d—T()=(k —d),

Rys. 1. Proste z p1 oraz porzadek czyli punktowi o wspélrzednych (a, b) odpowiada prosta o réwnaniu y = ax — b,

biegunowy punktéw wzgledem pi. a prostej o réwnaniu y = kx + d odpowiada punkt o wspélrzednych (k, —d).
Punkty i proste oraz ich obrazy leza w plaszczyznie R?. Plaszczyzne, z ktorej
bierzemy argumenty przeksztalcenia T', nazywamy przestrzenia pierwotna,
natomiast plaszczyzne, w ktérej znajduja sie jego wartosci — przestrzenia dualna.
Opisane przeksztalcenie ma bardzo ciekawg wlasciwos$¢: punkt p lezy na prostej [
wtedy i tylko wtedy, gdy prosta T'(p) przechodzi przez punkt T'().

NY ANY
51 51
() =(2,3)
2,5+ 2,5+ ’
xT x
-5 —-2,5 5 =5 —-2,5 2,5 5
~N
/
&
—2,54 N/oT2s
D
~
N
I\
—57T 57T
*firma Codility Rys. 2. Przestrzen pierwotna (po lewej) oraz odpowiadajaca jej przestrzen dualna (po prawej).
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Q) Rys. 3. Wszystkie proste z rysunku 1.

Zbiér punktéw py, ..., p, oraz prostych laczacych je w pary mozemy odwzorowaé
w zbiér prostych T'(p1),...,T(pn). W przestrzeni dualnej proste, ktére tacza

np. p; z pozostalymi punktami, odpowiadaja punktom przecieé¢ prostej T'(p1)

z prostymi T'(ps), . .., T (pn). Od tej wlasnosci jest jednak maly wyjatek. Gdy pewne
punkty p; i p; majg te samg pierwszg wspotrzedna, to w przestrzeni dualnej proste
T(p;) oraz T(p;) beda réwnolegle. Taka sytuacja zajmiemy sie jednak za chwile.

Dotarliémy zatem do nastepujacego problemu. Danych
jest m prostych na ptaszczyznie. Dla kazdej prostej
nalezy obliczyé¢, w jakiej kolejnosci (wzgledem pierwszej
wspolrzednej) beda sie z nia przecinaly pozostale proste.
7Z konstrukcji przestrzeni dualnej wynika, ze zadna prosta
nie bedzie pionowa. Znajac porzadek przecie¢ dla prostej
T(p) w przestrzeni dualnej, mozemy odtworzy¢ porzadek
prostych przechodzacych przez punkt p w przestrzeni
/ pierwotnej, a z niego porzadek biegunowy wszystkich
punktéw wzgledem p.

Sciana

wierzcholek
Jak wykonaé ostatni z tych krokéw? Wystarczy dwa razy
przejrzeé proste w niemalejacej kolejnosci wspétezynnikdw
kierunkowych i przy pierwszym przejsciu wypisa¢ tylko
punkty lezace na lewo od p; (tj. majace mniejszg pierwsza
wsp6lrzedna), a przy drugim przejsciu — wypisaé pozostale.
Musimy jeszcze osobno rozwazy¢ wszystkie punkty majace
te sama pierwsza wspoélrzedna co p1, jednak bardzo tatwo
mozemy umiesci¢ je w odpowiednim miejscu w porzadku
biegunowym wokot p; . Ten proces powtarzamy dla kazdego
punktu wéréd pi, ..., Dp.

Wyznaczanie przecie¢ prostych. Spéjrzmy na rysunek 4.
Przedstawia on strukture danych, ktora reprezentuje uktad
odcinkéw stykajacych sie jedynie koncami. Co wiecej,
kazdy koniec odcinka jest jednocze$nie koncem jakiego$
innego odcinka. Kazdy punkt styku reprezentujemy

za pomocy listy cyklicznej. Element listy odpowiada
konicowi odcinka i oprécz wskaznikéw do nastepnika

i poprzednika zawiera takze wskaznik do elementu innej
listy, ktory reprezentuje drugi koniec tego samego odcinka.
Ponadto elementy listy reprezentujacej punkt styku
zawieraja jego wspotrzedne. Kolejnosé elementéw na lidcie
jest istotna i musi odpowiadaé kolejnosci wystepowania
odcinkow na plaszczyznie, na przyktad by¢ zgodna

z kierunkiem ruchu wskazéwek zegara.

Rys. 4. Struktura danych u dotu reprezentuje uktad odcinkéw . . .
praedstawiony u gory. Zostal on zbudowany przes otoczenie Opisana struktura jest wariantem tzw. doubly-connected

prostokatng ramka prostych z rysunku 3. edge list. Pozwala ona SZyka dodawa¢ nowe odcinki
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Rys. 5. Fazy dodawania prostej do struktury danych.
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do istniejacego ukladu. Zauwazmy tez, ze dzieki
wskaznikom do sasiedniego odcinka oraz dzigki
odpowiedniemu uporzadkowaniu elementéw na listach
cyklicznych, odpowiadajacych punktom styku, mozemy
w prosty sposéb obchodzié dookola obszary ($ciany)
wyznaczone przez uklad odcinkéw. Rysunek 5 przedstawia
kolejne fazy dodawania odcinkéw prostej do uktadu.

Operacje na strukturze sg dosy¢ intuicyjne. Nas interesuje
odpowiedz na pytanie, jaki jest ich czas dzialania
wzgledem n, bo od tego zalezy zlozonos$é¢ algorytmu.
Widaé, ze nowo powstajaca $ciana moze mie¢ bardzo
wiele krawedzi, nawet liniowo wiele wzgledem n. Okazuje
sie jednak, ze sumaryczna liczba krawedzi, ktore trzeba
odwiedzi¢ przy dodawaniu odcinkéw jednej prostej, jest
réwniez rzedu O(n). Dowdd tego faktu pominiemy, choé
nie jest bardzo trudny. Opiera sie on na obserwacji,

ze odwiedzane krawedzie mozna przyporzadkowad

do punktoéw przecieé przetwarzanej prostej w ten
sposob, by na jeden punkt przypadalo co najwyzej 10
krawedzi. Zainteresowani dowodem powinni szukaé hasta
twierdzenie strefowe lub zone theorem.

Powyzszy fakt jest kluczowy dla analizy ztozonosci
czasowej algorytmu, bo wynika z niego, ze strukture
daje sie zbudowaé w czasie O(n?). Ponadto przejécie po
kolejnych odcinkach jednej prostej mozna zrealizowaé

w czasie O(n). Zauwazmy, ze jezeli zbiér punktéw
P1,---,Pn Na plaszczyznie przeksztalcimy za pomoca
dualizacji na zbiér prostych T'(p1),...,T(pn), a te
proste otoczymy ramka, to otrzymamy uktad odcinkéw
podobny do tego z rysunku 4.

Prostokatna ramke, obejmujaca wszystkie punkty przeciecia
uktadu n prostych, mozemy obliczy¢ nastepujaco. Sortujemy

(w czasie O(nlogn)) wszystkie proste wzgledem ich wspélczynnikéw
kierunkowych i bierzemy pod uwage tylko punkty przecie¢ prostych
sasiadujacych w tym porzadku oraz punkt przeciecia pierwszej

i ostatniej prostej. Wszystkie pozostate punkty przecieé¢ znajduja sie
wewnatrz otoczki wypuktej tych punktéw.

Dalej, za pomoca opisanego powyzej algorytmu konstrukeji
struktury doubly-connected edge list jesteSmy w stanie

w czasie O(n?) wyznaczy¢ kolejnoéé punktéw przecieé dla
wszystkich prostych. Jesli teraz dla dowolnego punktu

Z Pp1,...,Pn (DpP. p1) zapragniemy wyznaczy¢ porzadek
biegunowy pozostalych punktéw po, ..., p,, to wystarczy
odezytaé porzadek przecie¢ prostej T'(p1) z pozostalymi
prostymi. Numery prostych w tym porzadku wyznacza
kolejnoéé¢ punktow po, ..., p, w porzadku biegunowym
dookota p1, o czym pisaliSmy powyzej.

Za pomoca dualizacji udato nam sie przyspieszy¢
algorytm sortowania biegunowego zbioru n punktéw

z czasu O(n?logn) do czasu O(n?). Usprawnienie

to nie ma duzego znaczenia w przypadku

np. zadan opisywanych w Informatycznym Kaciku
Olimpijskim, poniewaz jego implementacja jest bardzo
skomplikowana, a przyspieszenia raczej nie datoby sie
zauwazy¢ na zbiorach danych o stosunkowo niewielkim
rozmiarze. Przyspieszanie takich algorytméw ma
jednak racje bytu w powazniejszych zastosowaniach
geometrii obliczeniowej, takich jak generowanie grafiki
lub projektowanie uktadéw scalonych.
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Symetralna i dwusieczna
— bliznieta jedno- czy dwujajowe?

Symetralna to o$ symetrii odcinka, a dwusieczna — kata.

W tréjkacie tak symetralne, jak dwusieczne, przecinaja si¢ w jednym punkcie.
Rozwigzmy zadanie:

Dane sq trzy proste przecinajgce sie w jednym punkcie (rys. 1).

Znalezc trojkat, dla ktérego sq one

1° symetralnymi bokéw;

2° dwusiecznymi kgtéw.

Oto jedno rozwigzanie obu tych zadan. Postuzymy sig

tutaj dualnodcig: tam gdzie dla 1° bedzie mowa o prostej, N B ! m
w 2° bedzie mowa o punktach. I przeciwnie.

Jesli jakis trojkat rozwiazuje nasze zadanie, to kazdy

jednoktadny do niego wzgledem punktu wspélnego danych

prostych tez je rozwiazuje. Mozemy wiec jeden element

trojkata (w 1° prosta zawierajaca bok, w 2° wierzchotek

kata) przyjaé¢ dosé¢ dowolnie. Zatem do roboty!

Obieramy

1° prostg b prostopadta do k
— bedzie ona zawierata wierzchotki A i C
szukanego trojkata ABC

2° punkt B na prostej k BB l
— bedzie on wierzchotkiem kata ABC' (rys. 2).

Odbijamy symetrycznie wzgledem [ i m

1° prosta b b
na kazdej z otrzymanych prostych musi leze¢ punkt B,

bo jest on obrazem A wzgledem jednej z symetralnych

(powiedzmy [) i obrazem C — wzgledem drugiej;

2° punkt B

prosta b taczaca otrzymane punkty musi zawierac

wierzchotki A i C'; bo obrazy tych prostych wzgledem

dwusiecznych [ i m przechodzg przez punkt B (rys. 3). Rys. 3.2

Odbijamy symetrycznie wzgledem [ i m

1° punkt B

— jego obrazami sa punkty A i C' (oczywiscie, lezace

na prostej b), co konczy konstrukcje;

2° prosta b

— jej obrazy (oczywiscie, przechodzace przez B) wraz z b
tworza poszukiwany trojkat (rys. 4).

Ostatni krok w konstrukecji 2° mozna uproscié, znajdujac
yha skroty” i niedualnie punkty A i C' — to przeciecia bz [ i m.

Mozna wiec odnies¢ wrazenie, ze odpowiedz na tytutowe
pytanie brzmi: jednojajowe. Rys. 4.2

Okazuje si¢ jednak, ze wrazenie takie jest mylne, co widaé
wyraznie, gdy wezmiemy inne proste k, [, m. m

Dla pokazanych obok prostych w wyniku zaproponowanej
konstrukcji otrzymujemy, co prawda, jakie$ tréjkaty (rys. 5),
ale tylko ten, w ktérym proste maja by¢ symetralnymi, spelnia
nasze zadanie, ten drugi jest chyba bez sensu, bo przeciecie
dwusiecznych to srodek okregu wpisanego w tréjkat, a ten
nie moze leze¢ na zewnatrz trojkata.

Q

Powstaja dwa pytania: dlaczego tak jest? oraz czy
konstrukcja w przypadku symetralnych zawsze prowadzi do
uzyskania zadanego tréjkata?

Rys. 5.2
Odpowiedzi w numerze.

Marek KORDOS
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FIZYCZNE

Potrzebne materialy: plastikowe

korytko kablowe — do kupienia w sklepie
z materialami elektroinstalacyjnymi
(wystarczy kawalek o dlugosci ok. 0,7 m
i szeroko$ci ok. 1 cm), cewka z otworem,
umozliwiajacym wsuniecie korytka
(wypozyczona z pracowni fizycznej lub
samodzielnie nawiniete kilkaset zwojéw
miedzianego drutu w emalii o $rednicy
ok. 0,5 mm na izolacyjnej szpuli), 4 baterie
R20, pojemniki na baterie, wylacznik,
przewody polaczeniowe, lutownica, waska
tasdma klejaca, nozyczki, linijka, brzeszczot
pitki do metalu, miernik uniwersalny,
stoper, dostep do czulej wagi (wystarczy
tania, elektroniczna waga jubilerska),
kilka walcowych magneséw neodymowych
o $érednicy ok. 1 cm i wysokoéci ok. 5 mm
(do kupienia w sklepie z cze$ciami
elektronicznymi), stalowe kulki lozyskowe
o $rednicy kilku milimetréow w liczbie

co najmniej dwa razy wigkszej niz liczba
magnesow.

(a)

Rys. 1. Budowa elektromagnetycznego
dziala Gaussa: (a) przekrdj podiuzny,
(b) widok z przodu; 1 — uzwojenie,

2 — szpulka izolacyjna (karkas),

3 — korytko kablowe, 4 — kulka,

U — impuls napiecia.

() 4 1 3 2 5
v1

b) 4 3 2 5
flalals

AN AN~ AN A

Rys. 2. Magnetyczne dzialo Gaussa

widziane z boku: (a) przed wystrzalem,
(b) po wystrzale; 1 — magnes walcowy,

2 — korytko kablowe, 3 — kulki posrednie,
4 — kulka nalatujaca, 5 — kulka
wystrzeliwana, N, S — bieguny magneséw,
vy, ve — predkosci kulki nalatujacej

i wystrzelonej.

Gauss, cel, pal!
Stanistaw BEDNAREK

Klasyczne dziata miotajace pociski

sita wywierana przez gazy wytwarzane
podczas detonacji chemicznych
materialow wybuchowych znane

sa co najmniej od kilkuset lat.
Tymczasem do rozpedzania pociskdéw
mozna takze uzyé oddziatywan
elektromagnetycznych — taka bron
nazywamy dzialem Gaussa. Na pierwszy
ogien naszych doswiadczen pojdzie
elektromagnetyczne dzialo Gaussa. Zeby je zbudowad, z dolnej czesci korytka
kablowego odcinamy brzeszczotem pitki do metalu odcinek o dhugosci

okoto 15 cm i umieszczamy go w otworze cewki polozonej na stole. Koncéwki
cewki taczymy przewodami poprzez otwarty wylacznik z bateria, a w korytku
kablowym, tuz przed otworem cewki, ktadziemy kule tozyskowa. Zamykamy
na chwile wylacznik i obserwujemy, ze kulka potoczyta sie do wnetrza cewki
i wyleciata z drugiej strony ze znaczna predkoscia. W ten sposéb oddalismy
pierwszy strzat z dziata Gaussa.

Fot. 1. Elektromagnetyczne dzialo Gaussa.

Kulka uzyskala energie kinetyczng w wyniku przemiany energii pradu
elektrycznego, przeptywajacego przez cewke, ktora z kolei zmienila sie

na energie pola magnetycznego wciagajacego kulke do wnetrza cewki.
Sprawnosé¢ takiego dziala jest jednak niewielka. Aby ja oszacowac,
powinnismy zmierzy¢ natezenie pradu I, napiecie baterii U i czas zamknigcia
wylacznika ¢ — nastepnie obliczamy energie pradu ze wzoru E = UIt.
Energie kinetyczna kulki obliczamy ze wzoru Ex = ™45~ 2, gdzie m jest

masa kulki, z zasiggiem rzutu poziomego, a h wysokoscia, z ktérej
wystrzeliwujemy kulke. Sprawnosé dziata to stosunek Ef /F.

Zmnacznie wigksza predkosé nadaje kulkom magnetyczne dzialo Gaussa,
ktére jeszcze tatwiej zbudowaé. Odcinamy kawatek dolnej czesci korytka
kablowego o dlugosci okoto 40 cm i w nim umieszczamy kilka walcowych
magnesow neodymowych w odstepach okoto 3-4 cm. Magnesy przyklejamy
przez owiniecie ich i korytka kilka razy tasma klejaca. Wszystkie magnesy
powinny mieé¢ tak samo zorientowane bieguny magnetyczne, np. wszystkie
bieguny S w prawo. Tak przygotowane korytko kladziemy poziomo i miedzy
magnesami umieszczamy po dwie kulki lozyskowe jak na rysunku 2(a). Zeby
oddaé strzal, umieszczamy jeszcze jedna kulke w korytku przed pierwszym
magnesem i lekko ja popychamy w strone tego magnesu, nadajac pewna
predkosé vy. Stwierdzimy wtedy, ze kulka dotykajaca ostatniego magnesu
wyleci z korytka z predkoscia vy > v;. Zmieni si¢ przy tym rozmieszczenie
pozostalych kulek — popchnieta kulka (nalatujaca) zostanie przyciagnieta
do pierwszego magnesu, natomiast kulki miedzy magnesami rozdziela si¢

i kazda z nich bedzie przylegata do innego magnesu (rys. 2(b)).

Aby oddaé nastepny strzal, nalezy dzialo ,naladowaé” przez przywrdcenie
rozmieszczenia kulek z rysunku 2(a). Poniewaz kulka wystrzelona ma
znacznie wiekszg energie kinetyczna niz kulka nalatujaca, to zasadne jest
pytanie, dlaczego ta wersja dziata nie tamie zasady zachowania energii.
Wzrost energii kinetycznej wystrzelonej kulki pochodzi z przemiany
roznicy energii potencjalnej oddzialtywania magnetycznego uktadu
magnesow i kulek w konfiguracjach pokazanych na rysunkach 2(b) i 2(a).
W czasie tadowania dziata wykonujemy pewna prace, pokonujac sity
oddzialywania magnetycznego. Wtasnie ta praca zostaje zgromadzona

w postaci energii potencjalnej ukladu. Magnetyczne dzialo Gaussa stanowi
nie tylko atrakcyjna zabawke, ale nadaje sie réwniez do badan iloéciowych.
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Rozpedzajac kulke nalatujaca na réwni pochylej i mierzac zasieg kulki
wystrzelonej z dziala w celu wyznaczenia jej predkosci poczatkowej,
mozemy okresli¢ stosunek predkosci kulki nalatujacej i wystrzeliwanej,

a takze zbadaé¢ go w zaleznodci od takich czynnikéw jak: ilosé magneséw,
odlegto$¢ miedzy nimi, wysoko$¢ réwni, czy ilosé kulek miedzy magnesami.
Znaczny wzrost predkosci kulki wystrzeliwanej mozna uzyska¢, umieszczajac
za ostatnim magnesem dwie kulki.

Na koniec wazna uwaga. Ulepszone dziala Gaussa moga wyrzadzi¢ szkody

— pistolety ze strzatkami magnetycznymi sa uzywane jako tajna bron przez
shuzby specjalne, m.in. ze wzgledu na ciche dziatanie. Polskie prawo (ustawa
o broni i amunicji) nie obejmuje stosownymi ograniczeniami urzadzen
miotajacych pociski za pomoca pola elektromagnetycznego. Jak zawsze,
nalezy jednak zachowaé ostrozno$¢ i zdrowy rozsadek.

Fot. 2. Testowane magnetyczne dzialo Gaussa.

m Zadania

Uwaga. Méwiac ogélnie, w zadaniach
badamy wtasno$ci funkcji boole’owskich,
czyli przyjmujacych tylko dwie wartodci,

okreslonych na zbiorze {—1,1}",
nazywanym kostka dyskretna.

R/2

E\R/2

R/2\ A

R/2

Redaguje Tomasz TKOCZ

M 1393. Znalezé wszystkie funkcje f postaci

flz1, ... xn) = a1y + ... + apwy,
dla pewnych aq,...,a, € R, ktére na zbiorze {—1,1}" przyjmuja tylko dwie
wartodci: +1 lub —1, tzn. takie, ze jesli z; € {—1,1} dlai=1,...,n, to

fz,. . xn) € {—1,1}.
Rozwiazanie na str. 10

M 1394. Niech wielomian f postaci
(%) flay, ... xn) =ao + (@11 + ... + apxy,) +

+ (bi2z122 + biswizs + .. bz, +

+ bosxoxs + ...+ bon oty + .o F b1 nTpo1Ts)
przyjmuje na zbiorze {—1,1}" tylko dwie wartosci —1 lub 1. Udowodnié, ze

suma kwadratéow jego wspélczynnikoéw wynosi 1.
Rozwiazanie na str. 23

M 1395. Czy istnieje wielomian f zadany wzorem (x), taki ze dokladnie trzy
sposréd jego wspétezynnikéw ao, ..., b,—1 5 Sa niezerowe, i o tej wlasnosci, ze
na zbiorze {—1,1}" przyjmuje on tylko wartosci —11 17 A jesli zalozymy, ze
doktadnie cztery wspolczynniki maja byé niezerowe?

Rozwiazanie na str. 22

Przygotowali Andrzej MAJHOFER i Michat NAWROCKI

F 837. Mieszanina gazéw doskonatych zawiera 0 < x < 1 moli gazu A

i1 — 2 moli gazu B. Molowe masy gazow oraz ich molowe ciepla wlasciwe

w stalej objetodci i pod statym cisnieniem wynosza odpowiednio ma, cy 4, cpa
oraz mpg,cvR, CpB- lle wynosi predkoé¢ dzwigku ¢ w tej mieszaninie

w temperaturze T'?7 Uniwersalna stala gazowa wynosi R.

Rozwiazanie na str. 8

F 838. Znalezé opornosé zastepcza pomiedzy punktami A i E uktadu opornikéw
w ksztalcie szeSciokata foremnego z przekatnymi (rysunek), zbudowanego

z 12 jednakowych elementéow, o oporze R kazdy.

Rozwiazanie na str. 6
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Genetycy na Sredniowiecznych cmentarzach

W ksigzce ,Ksiega Sadu Ostatecznego” Connie Willis wymyélila podroz
w czasie studentki historii z potowy XXI wieku. Zadaniem tej konkretnej
dziewczyny, realizujacej projekt naukowy swojego promotora, byla wizyta

w Londynie w pierwszej potowie XIV wieku. Studentke zaszczepiono przeciw
réoznym chorobom zakaznym, ktérych na Ziemi wéwczas juz nie znano

i wyprawiono machina czasu, ktéra, niestety, pomylita sie i dostarczyla
podrézniczke we wlasciwe miejsce, ale o 20 lat pdzniej, niz to zaplanowal
promotor. Trafita na poczatek epidemii, ktéra obrazowo nazwano ,czarng
$miercia”. Umieraja prawie wszyscy Sredniowieczni przyjaciele dzielnej
dziewczyny, a jej nie wolno im powiedzie¢, skad przybyla, ani w zaden
wspoOlczesny sobie sposéb pomédce. Znajac liczbe zgloszen ziemian, ktorym
obecnie proponuje sie jednokierunkowa podréz na Marsa, mysle, ze i ten
projekt spotkalby si¢ z naszym zainteresowaniem.

W szczytowym okresie epidemii przez 2 lata umarta
polowa mieszkancéw Londynu, dziennie mogto

to by¢ i 200 oséb. W 1384 roku biskup Londynu
wyznaczyl teren do chowania zmartych na nieznana,
a straszng chorobe. W latach 80. XX wieku na ten
teren wkroczyli paleogenetycy.

Zwloki uktadano starannie, w kierunku wschéd-zachéd.
Czesto nosily amulety lub zaopatrzone byly w monety.
W kosciach (gléwnie zebach) genetycy szukali
mikroorganizmu — znalezli Yersinia pestis, bakterig¢
wywolujacg dzume. Do dzi$ nie do konca rozstrzygnieto
spor, czy inne Sredniowieczne epidemie spowodowata
ta sama bakteria, czy tez ,konkurowala” z nig cholera
(wywolywana przez Vibrio cholerae). Opisy trybu
umierania nie sg jednoznaczne, a wyniki poszukiwania
kilku tysiecy genow w bardzo juz zniszczonym materiale,
zanieczyszczonym setkami tysiecy genoéw ludzi

i glebowych bakterii przypominaja poszukiwanie igty
w stogu siana. Ulepszone metody wylawiania z pomoca
sond okreslonych fragmentéw DNA wspolczesnej
Yersinii $wiadcza jednak bez watpliwosci o tym,

ze w przypadku tej epidemii zabdjca byta Yersinia
pestis. 7 tego pokolenia bakterii wyewoluowato

17 wspolczesnych szczepow chorobotwérezych, niewiele
sie réznigcych od $redniowiecznego. Pozostaje pytanie,
dlaczego ten z XIV wieku byl tak straszliwie zjadliwy?

Podobng historie opowiadaja genetycy, ktérzy
odtworzyli wirusa grypy zwanej hiszpanka. Zabit
on w 1918 roku dwa razy wiecej ludzi, niz polegto
w I wojnie Swiatowej, co dzis§ czyni go szczegdlnie
interesujacym dla lekarzy i biologéow. Gineli

ludzie mtodzi, gltéwnie na zapalenie ptuc. I oto

w kontrolowanych, bezpiecznych warunkach, wirus
ten zostal odtworzony (wyodrebniono go ze zwlok
pochowanych w Arktyce) i zidentyfikowany jako
typ A, podtyp HIN1. I w tym przypadku pada
pytanie o znaczna zjadliwo$é szczepu, ktory obecnie
tak $mierciono$ny nie jest.

Paleogenetycy maja tez co$ do powiedzenia
o czasie, w ktérym w Europie pojawil sie syfilis,
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o sprowadzenie ktorego chyba niestusznie oskarza
sie odkrywcéw Ameryki. Badania na cmentarzu
szpitala Swietej Marii we wschodnim Londynie
ujawnity dwanascie szkieletow z lat 1200-1250,
ktoére maja zwyrodnienia charakterystyczne dla
kity. Szkielety z Londynu wzmacniajg hipoteze, ze
syfilis nekal mieszkancéw Brytanii na dtugo przed
wyprawa Kolumba.

Najswiezszym waznym badaniem paleogenetykow
jest ogloszony w 2013 roku wynik oznaczenia genomu
organizmu grzybopodobnego Phytophthora infestens,
ktory w potowie XIX wieku zaatakowal monokultury
ziemniakéw w Irlandii. W wyniku powszechnego
gtodu zmarto na wyspie ponad milion ludzi, setki
tysiecy wyemigrowalo (do Ameryki gléwnie), a ci,

co pozostali, w prostracji rozpoczeli wojne domowa

z Anglikami. Do dzi§ w Irlandii mieszka mniej ludzi
niz na poczatku XIX wieku.

Genetycy wyizolowali z muzealnych okazéw lisci
ziemniakéw szczep Phytophthory i oznaczyli jego
genom. W badaniach poréwnawczych stwierdzili,

ze zaraza przyplynela statkiem do Antwerpii

z centralnego Meksyku, a zjadliwy szczep powstat
zapewne w poczatkach XIX wieku. Dzi$ nie znajduje
sie go w hodowlach ziemniakow europejskich, a jego
zjadliwos¢ oznaczona w laboratorium jest nizsza niz
szczepow wspolczesnych. Czemu wiec okazal sie tak
skutecznym zabdjca roslin, posrednio ludzi?

Odpowiedzi na te pytania zashuguja na wnikliwe
potraktowanie. Ogdélnie sadzi si¢, ze na zjadliwosé
réznych mikroorganizméw wplywaja nie tylko

ich geny, ale tez warunki zewnetrzne: odpornosé
ludzi (okresy wojen, gtodu), konkretne warunki
klimatyczne, zwyczaje zywieniowe i higieniczne.
Phytophthorze, by¢ moze, pomoglta tez szczegdlna
wrazliwos¢ danej odmiany ziemniaka.

Przy okazji zbierania tych wiadomosci dowiedzialam
sie, ze czlowiek moze zy¢, zywiac sie jedynie mlekiem
i ziemniakami. Ale co to za zycie. ..

Magdalena FIKUS



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Ekspansja pod ci$nieniem

Materiaty porowate robia coraz wigksza kariere.

Jednym z bardziej popularnych hasel jest MOF
(Metal-Organic Framework), czyli struktura(y)
metaliczno-organiczna. Wiele zespoldéw zajmuje sie
tworczoscia w tej dziedzinie. Dostownie. Tworzone sg nowe
materialy z nadziejg uzyskania filtréw, schowkéw na wodér,
ditlenek wegla, radon.

Metody badawcze sg bardzo zaawansowane, ale
nieodmiennie wykorzystuja réwniez najstarsza z nich:
metode préb i btedow.

Wtladnie w trakcie takich badan dokonano dosé
zaskakujacego odkrycia. Mianowicie cyjanek cynku,
Zn(CN)2, pod wplywem bardzo duzego ci$nienia moze
zwiekszyé (prawie) dwukrotnie swoja objetosé [1].

Whbrew pozorom, nie jest to wcale takie zaskakujace.

Jego struktura krystaliczna to samoprzenikajace sie

dwie diamentopodobne siatki. Pod wplywem cisnienia
hydrostatycznego, przyltozonego przez ciecz o duzych
molekutach, nic specjalnie dziwnego si¢ nie dzieje.
Natomiast jezeli medium, przez ktére aplikowane jest
ci$nienie, bedzie ciecza o maltych molekutach, np. woda, to
czasteczki wciskaja sie w strukture, powodujac rozjechanie
sie dwoch samoprzenikajacych sie siatek. Cudéw nie ma,
taczna gesto$é rosnie, a nie maleje. Wynik zalezy od tego,
jakiej cieczy sie uzywa.

Naukowcy otrzymali pie¢ réznych struktur cyjanku cynku,
w dodatku dwie z nich pozostaja w tym nowym stanie nawet
wtedy, gdy wréci sie do ci$nienia normalnego.

Kosmokinematografia

Zostata popelniona oryginalna publikacja [2]. Autorzy
przekonuja w niej, ze kinematograficzna prezentacja
wynikéw jest metoda naukows.

Znajomo$¢ okolicy czesto okazuje sie bezcenna. Postugujac
sie¢ mapa, mozna sobie wyobrazi¢, jak wyglada nieznana
okolica. Jednak kazdy, kto uzywal np. Google Street View,
wie, jaka jest réznica miedzy planem, czy nawet zdjeciem,
a mozliwoscig wedréwki przez wirtualng rzeczywistosé.

Poprzez link [2] mozna dostaé sie do filmowej prezentacji
naszej najblizszej okolicy, rozciagajacej sie po kilka
megaparsekéw w kazdg strong. Animacja prawdziwych
danych wzietych z przegladéw przesunieé ku czerwieni jest
na pewno warta obejrzenia. Dodatkowo, dla niektérych
galaktyk znane sg rzeczywiste odleglosci, wiec mozliwe jest
odtworzenie pola predkosci galaktyk, a z niego — potencjatu
grawitacyjnego, ktory jest zdeterminowany przez ciemna,
materie. Potencjal, z kolei, mozna znéw poréwnac do
rozkladu galaktyk. Wedtug autoréw wszystko sie zgadza
ze standardowym modelem kosmologicznym. Autorzy
obiecuja, ze na jednym filmie sie¢ nie skonczy.

[1] S.H. Lapidus, G.J. Halder, P.J. Chupas, K.W. Chapman,
Exploiting high pressures to generate porosity, polymorphism, and
lattice expansion in the nonporous molecular framework Zn(CN)a,
J. Amer. Chem. Soc. 135 (20) (2013), 7621-7628.

[2] H.M. Courtois, D. Pomarede, R.B. Tully, Y. Hoffman, D. Courtois,
Cosmography of the local universe, http://arxiv.org/abs/1306.0091.
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Praktyczne zastosowanie
komputeréow kwantowych

Od dtuzszego czasu styszymy o wspaniatej przysztosci
komputeréw kwantowych, a i naszej przy okazji. Sytuacja
wydaje sie podobna do fuzji termojadrowej, ktéra

od po6t wieku za pét wieku ma rozwigzaé nasze problemy
energetyczne.

A jednak jest réznica. Udalo sie¢ wlasnie za pomoca
komputera kwantowego rozwiazaé¢ uktad dwéch réwnan
liniowych z dwiema niewiadomymi [3]. Co prawda,
wladciwe rozwiazanie znajdowane jest dziewieé razy

na dziesig¢ prob, ale to juz immanentna wtasnosé
komputeréow kwantowych.

Czapka-niewidka

Wraz z wynalezieniem meta-materiatéw o ujemnym
wspotezynniku zatamania ukrywanie si¢ pod
czapka-niewidka (a raczej peleryna-niewidka) z bajek,
fantastyki czy magii przechodzi do rzeczywistosci.
Zyjemy jednak w czasoprzestrzeni, wiec mozna
pomysle¢ o ukryciu sie rowniez w czasie, a nie tylko
w przestrzeni. Chodzitoby np. o ukrycie procesu
przesylania (przetwarzania) informacji. Jak mozna by
byto to zrealizowaé?

Bardzo prosto. Zakladamy czaso-czapke-niewidke, i co?

I robimy wrazenie, ze jesteSmy zupelnie bezmyslni. Coz,
méwicie, ze po naszym sukcesie edukacyjnym (dzieki
ktéremu juz niedtugo studiowaé bedzie 110% mtodziezy
w wieku poborowym) znacznej frakcji polskich studentéw
udaje sie to nawet bez czapki i to bez jakiegokolwiek
widocznego wysitku? Mozliwe, ale Swiat idzie troche inna,
bardziej pokretna droga.

Do wywazania tych otwartych drzwi zamiast typowego
studenta Wyzszej Szkoty Tanca i Rézanca uzywa sie
Talbota. Efektu Talbota, a doktadniej jego czasowego
odpowiednika. Efekt Talbota polega na odtwarzaniu
frontu fali w skwantowanych odlegtosciach od siatki
dyfrakcyjnej. W czasowym odpowiedniku uzywa sie
tzw. grzebienia czestosci.

Szczegbly mozna znalezé w publikacji [4]. Autorzy
demonstruja, ze sa w stanie ukryé przesytany sygnat
poprzez destruktywng interferencje, a nastepnie

go odtworzy¢. Dla podstuchujacego wygladatoby

to jak brak przesytania jakiegokolwiek sygnatu.
Oczywiscie, nie jest to mozliwe dla ciagtej transmis;ji.
Ukrywanie nosnej sygnatu wykazuje rodzaj
dudnienia. Na razie udalo si¢ otrzymac stosunek
czasu ukrycia do czasu nieukrywania okoto 50%
przy uzyciu standardowego sprzetu stosowanego

w telekomunikacji.

Piotr ZALEWSKI

[3] X.-D. Cai, C. Weedbrook, Z.-E. Su, M.-C. Chen, Mile Gu,
M.-J. Zhu, Li Li, Nai-Le Liu, Chao-Yang Lu, Jian-Wei Pan,
Experimental quantum computing to solve systems of linear
equations, Phys. Rev. Lett. 110 (2013), 230501.

[4] J.M. Lukens, D.E. Leaird, A.M. Weiner, A temporal cloak at
telecommunication data rate, Nature 498 (2013), 205-208.
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Rys. 1

Rys. 2
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Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koica miesigca n 4 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegétowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 4/2013
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

Przypominamy tres¢ zadan:

556. W poziomym cylindrze, w odleglosciach L i 2L na prawo od zamknigtego korica znajduja

sie dwa tloki (rys. 1), ktére mogg przemieszczaé si¢ bez tarcia (grubosci ttokéw pomijamy).

W lewej czgéci znajduje si¢ para wodna pod ci$nieniem pg, w prawej powietrze o takim samym
ci$nieniu. Cisnienie pary nasyconej wody w danej temperaturze wynosi 2pg. Prawy ttok zostal wolno
wepchniety na odleglos$é a. O ile przesunatl si¢ lewy ttok? Temperatura jest stala.

557. Detektor fal radiowych znajduje si¢ na brzegu jeziora na wysokosci h nad poziomem wody.
Rejestruje on sygnaly wysylane przez satelit¢ wznoszacego si¢ nad horyzontem. Przy jakich katach
wzniesienia satelity nad horyzontem obserwuje si¢ maksima sygnatu? Dlugosé fali emitowanej przez
satelite wynosi A. Przyjmujemy, ze powierzchnia jeziora jest idealnie gtadka.

556. Rozwazmy proces do chwili, gdy para wodna osiagnie stan nasycenia. Traktujac
oba gazy jako doskonale, mozemy dla kazdego z nich napisa¢ prawo przemiany
izotermicznej: poL = p1(L — a+ z) = p1(L — x), gdzie x jest przesunieciem tloka
lewego, zatem x = a/2. Ci$nienie p1 nie przekracza ci$nienia pary nasyconej:

poL < 2po(L —a/2), stad a < L, z < L/2.

Gdy a > L, para wodna w lewej komorze zaczyna si¢ skraplaé, ciSnienie ma stala
warto$é p = 2po, a objetosci gazéw w obu czedciach sa takie same (zaniedbujemy
objetosé wody powstatej w wyniku skroplenia w poréwnaniu z objetoscia pary
nasyconej o tej samej masie). Oznaczajac dodatkowe przesunigcia obu tlokéw
przez Az, mozemy napisaé: Ax =a— L =x — L/2, stad x = a — L/2. Ostatecznie:
z=a/2dlaa<L,x=a—-L/2dlaL<a<3L/2,z=Ldla3L/2<a<2L.

557. Poniewaz odleglosé satelity od detektora jest duzo wigksza niz h, mozemy przyjac,
ze wiazka promieniowania wysylanego przez satelite jest réwnolegta. Do odbiornika

w punkcie C' docierajg promienie biegnace bezposrednio od satelity i odbite od powierzchni
jeziora, jak na rysunku 2. Punkty A i B leza na tej samej powierzchni falowej i maja
zgodna faze. Ich réznica drog jest réwna As = |AC| — |BC| = |ED| = 2hsin a.. Jeden

z promieni odbija sie od osrodka, w ktorym predkosé rozchodzenia sie fali jest mniejsza
niz w powietrzu. Powoduje to zmiane fazy o m, odpowiadajaca przebytej drodze A\/2.

Uwzgledniajac to, otrzymujemy wzér na maksima interferencyjne:

(2k + 1)\ , , 42 —1
—_— = < —4—.
m , gdzie k=0,1,2, ik < 5

sina =

Rozwigzanie zadania M 1395.

Niech tymi niezerowymi wspoétczynnikami beda a, b i ¢, stojace zas przy nich jednomiany
nazwijmy odpowiednio u, v i w. Zalézmy, ze wsrdéd tych jednomiandéw najwyzszy stopien

ma w. Istnieje wtedy zmienna, ktéra wystepuje w w, ale nie wystepuje w u lub v — bez utraty
ogdélnosci mozemy przyjac, ze x1 ma te wlasnosé. Wowczas

f(L,1,...,1))=a+b+ec,

a+b—c, gdy x1 nie wystepuje ani w u, ani w v,
f(=1,1,...,1) =< —a+b—¢c, gdy x1 wystepuje w u, ale nie w v,
a—b—c, gdy x1 wystepuje w v, ale nie w u.
W pierwszym przypadku mamy f(1,1,...,1) — f(=1,1,...,1) = 2¢, ale z drugiej strony,

skoro f(£1,1,...,1) € {—1,1}, to ¢ € {—1,1}. Z zadania 1394 wiemy, ze a® + b + c? = 1,
otrzymujemy wiec a = b = 0 wbrew zalozeniu. Pozostale przypadki wymagaja analogicznego
rozumowania.

Wielomianem o dokladnie czterech niezerowych wspélczynnikach spetniajacym warunki
zadania jest np. %(1 + 21+ x2 — z122).
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Klub 44

1-44

Czolowka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
653 (WT = 1,77) i 654 (WT = 2,40)
z numeru 1/2013

Wojciech Nadara Warszawa 46,60
Zbigniew Skalik Wroctaw 43,65
Witold Bednarek Lodz 43,34
Krzysztof Kaminski  Pabianice 40,24
Pawel Labedzki Kielce 39,72
Rami Marcin Ayoush Szelkéw 37,83
Jerzy Cislo Wroctaw 37,34
‘Wojciech Maciak Warszawa 36,72

Witamy w Klubie 44 nowsa postaé:
Wojtek Nadara.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 4/2013
Redaguje Marcin E. KUCZMA

Przypominamy tresé zadan:

659. Wierzchotki n-kata foremnego sg pokolorowane dwoma kolorami. Co jednostke czasu
pokolorowanie zmienia si¢: kazdy wierzchotek przyjmuje kolor, ktéry bezposrednio przed tym
momentem miala wigkszo$é¢ z tréjki wierzchotkéw: sam rozwazany wierzchotek oraz dwa z nim
sasiadujace. Proces koriczy sie, gdy nowe pokolorowanie okaze sie identyczne z poprzednim (tzn. gdy
nic si¢ juz nie zmienia). Dla kazdej liczby naturalnej n > 3 wyjasnié, dla jakich poczatkowych
konfiguracji koloréw proces bedzie trwal nieskonczenie.

660. Dana jest liczba naturalna k > 1. Znalezé wszystkie liczby naturalne n > 1, spelniajace
nieréwnoéé d(n®) < k - d(n), gdzie d(x) oznacza liczbe dodatnich dzielnikéw liczby naturalnej x.

659. Wierzcholek, sasiadujacy z dwoma wierzchotkami innego koloru niz on
sam, nazwijmy izolowanym. Wierzchotki, ktére sa (w danym momencie gry)
izolowane, i tylko one, zmieniaja kolor w najblizszym ruchu. Wierzchotki
nieizolowane tworza bloki (dtugosci co najmniej 2); ich kolor juz sie

nie zmienia — do konfica pozostajg nieizolowane.

Przypuéémy, ze w jakim$ momencie sa zaréwno wierzcholki izolowane, jak

i nieizolowane. Pewien wierzchotek izolowany musi sasiadowaé z nieizolowanym.
W kolejnym ruchu przejmuje kolor sasiada i staje si¢ nieizolowanym. Zatem

w kazdym ruchu liczba wierzchotkéw izolowanych zmniejsza sie. Gdy zejdzie

do zera, kolory sie ustabilizuja.

Proces moze wiec trwaé nieskonczenie tylko wtedy, gdy na starcie wszystkie
wierzcholki sa izolowane — czyli gdy sa pokolorowane na przemian (co jest
mozliwe tylko dla n parzystych). Wéwczas po pierwszym ruchu wszystkie kolory
zmienia sie, po drugim powrdci sytuacja poczatkowa, i ten cykl stale bedzie sie
powtarzal. To jest ta konfiguracja poczatkowa, o jaka pyta zadanie.
660. Przypusémy, ze n ma co najmniej dwa rozne dzielniki pierwsze p, q.
Napiszmy n = p*¢®m, gdzie o, 8 > 1, za$ czynnik m jest niepodzielny przez p
ani . loczyn p®¢® ma (o + 1)(3 + 1) dzielnikéw dodatnich; iloczyn p*®¢*® ma
(ka+ 1)(kfS + 1) dzielnikéw dodatnich. Zatem
d(n) = (a+1)(B+1)d(m), d(n*) = (ka+ 1)(kB+ 1)d(m").

Jasne, ze d(m*) > d(m). Jesli wigc zachodzi postulowana nieréwnosé
d(n*) < k-d(n), to

(ka+1)(kB+1) < k(a+1)(B+1);
po przeksztalceniu: k(k — 1)af < k — 1; a to jest niemozliwe, skoro k > 1.
Pozostaja do rozwazenia liczby n, bedace potegami liczb pierwszych. Kazda taka
liczba spelnia wymagany warunek; jesli bowiem n = p®, a > 1, to

d(n*) =ka+1 < k(a+1)=k-d(n).

Rozwigzanie zadania M 1394.

7 zatozenia (f(x))? = 1 dla kazdego punktu = = (z1,...,2,) € {—1,1}". Z drugiej strony
2
1= (f(x)?= (ao + Zaﬂm + Zbi_y‘l’,‘l’j) = Z af + Z by + w(z),
0<isn 1<i<j<n

gdzie w(x) to suma jednomianéw postaci x; i jx; z pewnymi wspélczynnikami. Kluczem
do rozwiazania zadania jest wysumowanie tej rownosci po wszystkich 2™ punktach kostki
dyskretnej. Poniewaz dla ustalonego i zachodzi

ST SEEN G SO B

ze{—1,1}" Tl @i 1,Ti4152n€{—1,1} x;€{-1,1}
i podobnie dla ustalonych i < j mamy ZzH*l 1yn Titj = 0, wiec réwniez
Z w(z) = 0.
ze{-1,1}n
Zatem
ro 3 (aw) - (EaeXn).

ze{—1,1}n
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Nagrode Nobla w 2011 otrzymali
Saul Perlmutter, Brian P. Schmidt
oraz Adam G. Riess za ,odkrycie
przyspieszonego rozszerzania sie
Wszechswiata”.

Prosto z nieba: Ciemna materia w gromadach galaktyk

Interpretacja wynikéw obserwacji wybuchéw odleglych supernowych typu Ia,
uhonorowana w 2011 roku Nagroda Nobla z fizyki, sktania do melancholijnych
rozmyslan. Od pewnego czasu wiadomo bowiem, ze widoczne na niebie gwiazdy stanowia
tylko niewielki utamek caltej masy/energii znajdujacej sic we Wszech$wiecie. Wedlug
teorii reszta to tajemnicza ciemna energia (69% calkowitej masy) o przedziwnych
wlasnosciach, takich jak ujemne ci$nienie i stata, niezalezna od rozmiaru Wszechswiata
gestosé (ciemna energia jest czasami zwana kwintesencja lub stata kosmologiczna).
Reszta sktada sie z réwnie tajemniczej, oddziatujacej tylko grawitacyjnie ciemnej
materii (okoto 26%) i dobrze nam znanej materii barionowej, ztozonej z protonéw

i neutronéw (5%, z czego potowa $wieci, niestety, zbyt stabo, by mogta byé bezposrednio
obserwowana). Astronomom nietatwo jest pogodzi¢ si¢ z takim stanem rzeczy, dlatego
nie ustaja w staraniach, by dowiedzie¢ sie wiecej o tych niewidocznych sktadnikach.
Jedna z niedawnych analiz dotyczyta ciemnej materii, ktéra, by¢ moze, tworza nieodkryte
jeszcze czastki elementarne. Obserwacja dotyczy kolizji w gromadzie galaktyk Abel 520
i zostata wykonana przez rentgenowski teleskop Chandra oraz, w dziedzinie optycznej,
teleskop Hubble’a i kanadyjsko-francuski teleskop CFHT umieszczony na Hawajach.
Obserwacje w réznych dtugosciach fali byty niezbedne do precyzyjnego ustalenia
polozenia goracego gazu pozostatego po zderzeniu oraz gwiazd wchodzacych w sktad
galaktyk. Kluczowa sktadows analizy jest detekcja swiatta pochodzacego od potozonych
za gromada obiektéw, soczewkowanego w jej polu grawitacyjnym. Skupione przez
gromade §wiatlo stuzy tu do odwzorowania rozkladu ciemnej materii; obserwacje
wskazuja, ze znajduje sie ona gltéwnie poza skupiskami materii §wiecacej — stanowi

to problem dla teoretycznych modeli tworzenia sie galaktyk, przewidujacych bliski
zwigzek Swiecacej i ciemnej materii. Badania tego typu to, jak na razie, jedyne uzyteczne
narzedzie w studiowaniu ciemnej materii; prowadzi si¢ rowniez bezposrednie proby
wykrycia jej w warunkach laboratoryjnych w oddzialywaniu ze schtodzonymi blisko
zera absolutnego atomami (jak dotad, bezskutecznie).

Michat BEJGER

Niebo jak wlasna kieszen: Sierpien

___________
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Sierpien jest idealnym czasem do zapoznania sie z gwiazdozbiorem

Perseusza. W lipcowym numerze wspominali$émy o krélu Cefeuszu,

z ktérym nasz obecny bohater jest zwigzany poprzez malzenstwo

z jego corka, krélewna Andromeda. W gwiazdozbiorze Perseusza

odnajdziemy kilka dobrze widocznych gwiazd, np. a Persei (Mirfak)

o jasno$ci 1,79™ i kolorze podobnym do Stonca. Najstynniejsza

gwiazda w tej konstelacji jest jednak Algol (3 Persei, arab. Ra’s

al-Ghul, Glowa Demona, o jasnosci 2,12™; wedlug mitologii Algol

jest jedna z Gorgon, trzech sidstr o przerazajacym wygladzie

— by¢é moze Meduza, ktéra zabil nieustraszony Perseusz),

podrecznikowy przyktad rozdzielonego uktadu podwdéjnego

z doskonale zaznaczonymi w krzywej zmian blasku za¢mieniami.

. . Algol jest stynny takze z powodu paradoksu Algola w teorii ewolucji

T gwiazd, o ktérym pisaliSmy w Delcie doktadnie rok temu. Za pomoca
_BARAN o lornetki mozna w Perseuszu obserwowaé¢ Gromad¢ Podwdjna

w

0 \J:" ‘&
L TROJKAT, 0

Jasnos¢ (wielkos¢ gwiazdowa):
@0@1 02 o3 4 .5 -6

Gwiazdozbiér Perseusza. Mapa nieba
we wspoélrzednych réwnikowych;
rozmiary gwiazd odzwierciedlajg ich
jasnosci w wielko$ciach gwiazdowych.
[Mapke nieba wykonano na podstawie
mapy IAU/magazynu Sky & Telescope
(Roger Sinnott & Rick Fienberg).]

El (znajdujace sie obok siebie gromady otwarte x i h Persei), potozone
na niebie obok Andromedy. Do obserwacji pobliskiego obiektu

& mglawica planetarna

o jasna rzgﬁa:w(al Messiera M76 (Mg}anCy Male Hantle, 1071771) pOtI‘ZGbHy deZle JUZ
romada otwarta

o iw‘azdmema maly teleskop. Gléwna atrakcjg Perseusza jest powszechnie znany

i tradycyjnie obfitujacy w zjawiska deszcz Perseidéw, o maksimum
12 VIII, pochodzacy z komety Swifta—Tuttle’a. Néw Ksiezyca nastapi 6 VIII, natomiast
pelnia 21 VIII, pierwsza potowa miesiaca nadaje sie¢ wiec do obserwacji.

Zazwyczaj nieobecna w naszej rubryce najdalsza planeta Uktadu Stonecznego, Neptun,
pojawia si¢ w tym miesiacu w zwigzku z Perseuszem: to wtasnie bog moérz i oceandow
wystal Wieloryba, ktéry mial pozreé corke pieknej (lecz nazbyt préznej) Kasjopei.
Dodatkowo, niewidoczny gotym okiem (ok. 8™) Neptun znajdzie si¢ w sierpniu

w opozycji, czyli optymalnie do wykonywania (teleskopowych) obserwacji i zdjeé.
Saturn jest widoczny na krétko przed zachodem Stonica (0,88™, Panna), podobnie

jak Wenus (—3,44™, Lew, a w drugiej polowie miesiaca Panna), natomiast Jowisz
(—=1,53™) i Mars (1,83™) wschodza po péinocy wraz z gwiazdozbiorem BliZniat.

M. B.
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Obrazem punktu A # S w inwersji
wzgledem okregu I' = O(S, r) jest
taki punkt A* na pélprostej SA™, zZe
SA-SA* = r?. Niektére wlasnosci
inwersji:

— obrazem punktu A* jest punkt A,

— jesli A lezy na okregu I', to A® = A,

— obraz figury zawartej w pewnym kacie
XSY tez jest wewnatrz tego kata,

— obrazem prostej przechodzacej przez
punkt S jest ta sama prosta,

— obrazem okregu przechodzacego przez
punkt S jest prosta nieprzechodzaca
przez S (i na odwrét),

— obrazem okregu nieprzechodzacego
przez S jest okrag nieprzechodzacy
przez S; moze to by¢ ten sam okrag.

Punkt S nazywa si¢ $rodkiem inwersji.
Nie definiujemy jego obrazu S™.

O inwersji przeczyta¢ mozna
m.in. w deltoidzie 5/2013.

Inne rozwiazanie tego zadania opisano
w deltoidzie 3/2010.

I
‘ﬁ‘

Identyczne rysunki Joanna JASZUNSKA

Czy dwa identyczne rysunki mogg sie przyda¢ w jednym zadaniu? Moga,
na przyktad gdy drugi jest obrazem pierwszego po pewnej, sprytnie dobranej inwersji
(na marginesie przypomnienie gléwnych wlasnosci tego przeksztalcenia).

1. Okregi I i I'» sg roztaczne zewnetrznie, a ich wspélne styczne zewnetrzne
przecinaja sie w punkcie S. Okrag I jest styczny zewnetrznie do okregdéw [ i [5
odpowiednio w punktach P i Q. Wykaz, ze punkty S, P, Q sa wspétliniowe.

2. Dany jest tréjkat réwnoramienny ABC o podstawie BC' i okrag [} opisany na tym
trojkacie. Okrag I jest styczny do prostej BC, ale nie do odcinka BC, oraz do tego
tuku BC okregu I7, do ktérego nalezy punkt A. Prosta [, przechodzaca przez punkt A,
jest styczna do okregu I'> w punkcie D. Wykaz, ze AD = AB.

3. Okregi I'a, ', I'c, I'p sa styczne wewnetrznie do okregu I" odpowiednio w punktach
A, B,C, D. Ponadto okregi I'4 i I'c sa styczne zewnetrznie do obu okregéw I's i I'p.
Proste styczne do okregu I' w punktach A i C' przecinaja sie w punkcie S. Udowodnij,
ze punkty S, B, D leza na jednej prostej.

4. Okregi I i I'> sa styczne zewnetrznie i styczne do prostej k& odpowiednio
w punktach A i B. Odcinek AC' jest srednica okregu I'i. Prosta [ przechodzi przez
punkt C' i jest styczna do okregu I'> w punkcie D. Wykaz, ze CA = CD.

Rozwigzania i wskazéwki

R1. Niech A i B beda punktami stycznosci okregdéw odpowiednio I i I'> do jednej
z danych prostych (rys. 1). Rozwazmy inwersje wzgledem okregu o $rodku S

i promieniu v SA - SB. Obie rozpatrywane proste styczne sa stalte, bo przechodza
przez §rodek inwersji S. Punkt A* lezy na pOlprostej SA™ i spelnia warunek
SA-SA*=+SA- SBQ, stad A* = B. Obrazem okregu I jest okrag (bo I

nie przechodzi przez punkt S), styczny do danych prostych (bo sa one state)

i przechodzacy przez punkt A* = B. Wobec tego I} = I3, stad takze Iy = I7.

Punkt S lezy na zewnatrz okregu I'; niech k i [ bedg prostymi stycznymi do I,
poprowadzonymi z S. Obrazem I jest okrag styczny do I'Y = I», [y = I, k™ = k oraz
I* = 1. Jedynym takim okregiem jest wtasnie I', czyli I'™" = TI.

Punkt P to punkt stycznosci It i I', wiec jego obrazem jest punkt stycznosci 7 = I
iI™ =T, czyli Q. Srodek inwersji S, punkt P i jego obraz @ sg wspo6tliniowe. [

S A B

r

Rys. 1

A
I
D
l
I’
B\/C k
m
Rys. 2 Rys. 3

Wszystkie rysunki sa takie same przed inwersja i po, zmieniaja si¢ jedynie oznaczenia na nich (pojawia si¢ B* zamiast A itp.).

Zadanie 4 pochodzi z obozu naukowego
Olimpiady Matematycznej z roku 2004.

R2. Rozwazmy inwersje wzgledem okregu o srodku A i promieniu AB (rys. 2).
Obrazem okregu I, przechodzacego przez srodek inwersji A oraz przez punkty B i C,
jest prosta przez punkty B* = B i C* = C, czyli prosta k = BC. Stad tez k™ = I1.

Niech m # [ bedzie prosta przechodzaca przez punkt A i styczna do I5. Obrazem
okregu I, nieprzechodzgcego przez $rodek inwersji, jest okrag styczny do I'7 = k,
k* =TI, 1" =1 oraz m™ = m. Jedynym takim okregiem jest I, stad Iy = I%.
Punkt D to punkt stycznosci prostej [ i okregu I, wiec jego obrazem jest punkt

stycznosci [* = [ oraz Iy = I3, czyli on sam: D* = D. Wobec tego z warunku
AD - AD* = AB? wynika, ze AD = AB. O

Wskazéwka 3. W inwersji wzgledem okregu o $rodku S i promieniu SA (rys. 3),
okregi I'a, I'c i I sa state. Stad I'y = I'p oraz B* = D, co daje teze.

Wskazéwka 4. Okrag I jest staly przy inwersji wzgledem O(C,CA).
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