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W nastepnym numerze polecamy DUALNOSC

Czy wiesz, jak znalez¢ najkrétsza droge z miasta A do miasta B?
Wystarczy zbudowa¢ model sieci drogowej ze sznurka:

dla kazdej drogi bierzemy sznurek o dtugosci proporcjonalnej

do przejazdu tg droga, a nastepnie wszystkie drogi wychodzace
z danego miasta taczymy w jeden supet. W koncu chwytamy

za supty reprezentujace miasta Ai B i rozciggamy.

Supty na napietej czesci sznurka odpowiadajg miastom

na najkrétszej trasie!
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Co ciekawe, aby znalez¢ najkrotsza trase, wyznaczyliSmy
najwiekszg odlegtos¢ miedzy dwoma suptami, przy danych
ograniczeniach sznurka.

Ta intrygujaca zaleznos¢ jest nieprzypadkowa.
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o N) Miody nasz uczony mial przed oczyma geometrie Kartezjusza, analize Harriota,
//&[\‘@ dziela Fermata i Robervala. Spostrzegl jasno, ze ci geniusze, torujac droge
2T nauce, postepowali przeciez niepewnym krokiem. Zebral razem wszystkie ich
K"x 3 odkrycia, dotaczyt wnioski, o jakich dotad nie pomyslano i przedstawil poprawki

] do uzywanych naéwczas logarytméw. Hervas przeszio rok pracowal nad swoim
Q / ~) ) dzietem. W owym czasie ksiazki o geometrii pisano wylacznie po lacinie; Hervas,
=" N dla wigkszego upowszechnienia, napisal swoja po hiszpansku, dla zaostrzenia
v zas ogolnej ciekawosci nadal jej tytul: ,Odslonicte tajemnice analizy wraz
z wiadomoscig o nieskonczonosciach w kazdym wymiarze”.

Gdy rekopis byt ukoriczony | ...] podal rekopis do cenzury. Cenzorowie
z wydziatu teologicznego zaczeli robi¢ niejakie trudnosci, poniewaz analiza
_ nieskoniczenie matych wielkosci zdawala sie prowadzi¢ do atoméw Epikura, ktéra
\ to nauke Kosciél potepil. Wytlumaczono im, ze chodzi o wielkosci oderwane,
' a nie o czastki materialne, i cofneli swéj sprzeciw.

Z cenzury dzielo przeszlo do drukarza. Byl to wielki tom in quarto, do ktoérego
trzeba bylo ula¢ brakujace czcionki algebraiczne, a nawet sporzadzi¢ nowe

|2 ?\\ i 13 patryce. [...]| Druk trwal ponad szesé miesiecy.
[...] Nazajutrz Hervas [ ...] ruszyl droga do Madrytu. Przybywszy do stolicy,
zasiadl przed ksiegarzem Moreno i rzekl mu: [...] Sto egzemplarzy mozesz

senor sprzeda¢ na wlasna korzysé za trzysta pistolow, z pozostalych zas raczysz
zdac¢ rachunek. Pochlebiam sobie, ze wydanie w przeciagu kilku tygodni bedzie
wyczerpane i ze bede mégl przedsiewzia¢ drugie, do ktérego dodam pewne
objasnienia, jakie podczas druku przyszty mi do glowy.

[...] Po uplywie trzech tygodni nasz geometra osadzil, ze czas udaé sie
do Morena | ...] i z nieslychanym zmartwieniem dowiedzial si¢, ze dotad
nie sprzedano ani jednego egzemplarza.

[...] przyczyna tego byla nastepujaca: Egzemplarze wystawione w ksiegarni

u Morena wpadly wkrétce w rece kilku ciekawcéw | .. .] Jeden z nich,
przeczytawszy naglowek: ,Odsloniete tajemnice analizy” rzekl, ze musi to

by¢ jakis paszkwil na rzad; drugi przypatrzywszy sie bacznie tytulowi, dodat
ze ztosliwym usmiechem, ze niezawodnie jest to satyra na don Pedra de
Alanyes, ministra skarbu, gdyz analyza jest anagramem nazwiska Alanyes,
nastepna za$ czes¢ tytutu, ,0 nieskonczonosciach w kazdym wymiarze”,
wyraznie stosuje si¢ do tego ministra, ktory w istocie materialnie byt
nieskoriczenie maly i nieskoriczenie opasly, moralnie zas nieskonczenie wyniosly
i nieskoniczenie prostacki.

[...] Odtad nie nazywano inaczej ministra Alanyes jak sefiorem , Analiza
nieskoniczonosci”. Dygnitarz ten przyzwyczail sie juz do niecheci, jaka
wzbudzatl w ludziach, i bynajmniej na nia nie zwazal, ale uderzony czesto
powtarzanym przezwiskiem, zapytal pewnego razu swego sekretarza o jego
znaczenie. Otrzymal odpowiedz, ze poczatek temu zartowi dala pewna ksiazka
matematyczna, ktéra sprzedawano u Morena. Minister, nie wchodzac w blizsze
szczegoly, kazal naprzéd uwiezié autora, nastepnie zas skonfiskowa¢ wydanie.

Jan Potocki Rekopis znaleziony w Saragossie
Czytelnik, 1965;

w oparciu o przeklad Edmunda Chojeckiego z 1847 roku
tekst przygotowal Leszek Kukulski



Kombinatoryka i nieskonczonos¢
Wojciech GUZICKI*

Kombinatoryka zajmuje si¢ wtasnosciami zbioréw skonczonych, w szczegdlnosci
zagadnieniem zliczania elementéw takich zbioréw. Czy moze zatem w kombinatoryce
znalez¢ sie miejsce dla nieskonczonosci? Okazuje sie, ze tak — pokaze jedno z takich
zastosowan nieskonczonosci: funkcje tworzace. Zaczne od nastepujacego zadania:

Zadanie. Zaba skacze z kamienia na kamien. Kamienie lezg jeden za drugim

i sa ponumerowane liczbami naturalnymi od zera; zaba startuje z kamienia
zerowego. W jednym skoku potrafi ona przeskoczy¢ z jednego kamienia

na nastepny lub o dwa kamienie dalej. Zaba moze wykonywaé kolejne skoki
réznych dtugosci. Na przyktad, na czwarty kamien moze dostaé sie, skaczac
cztery razy na odleglo$¢ jednego kamienia lub skaczac dwa razy, za kazdym
razem na odleglo$¢ dwoch kamieni, lub tez skaczac raz na odlegltosé dwoch
kamieni i dwa razy na odleglo$¢ jednego kamienia. Te ostatnia mozliwos¢ moze
zrealizowaé na trzy sposoby: skok podwdjny moze by¢ pierwszym, drugim lub
trzecim skokiem. Oto mozliwe drogi zaby na czwarty kamien:
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FLacznie ma wiec pie¢ réznych sposobéw dostania sie na czwarty kamien. A ile
istnieje sposobow dostania sie na n-ty kamien?

Oznaczmy przez F,, liczbe drég zaby na n-ty kamien. Oczywiscie, F} = 1.
Na kamien z numerem 1 zaba moze bowiem dostaé sie tylko w jeden sposob —
ma wykonac jeden pojedynczy skok:

Y
a a
0 1

Nastepnie F» = 2. Na kamienn z numerem 2 zaba moze dostaé¢ sie dwoma
sposobami — wykonaé¢ dwa skoki pojedyncze lub jeden podwdjny:

R YR
a a a
0 1 2

T

a A A
0 1 2

Zobaczmy teraz, na ile sposobéw zaba moze sie dosta¢ na kamien o numerze

n + 2. Ma ona F,, réznych drog na kamien o numerze n i F, 1 drog

na kamien o numerze n + 1. Poniewaz ostatni skok zaby jest skokiem
podwdéjnym z kamienia o numerze n lub pojedynczym z kamienia o numerze

n + 1, wiec tacznie istnieje F,, + F,,41 drég zaby na kamien n + 2. A wiec

Frio = Fhq11 + F,. Zatem na trzeci kamien zaba moze dosta¢ sig na 1 +2 =3
sposoby, na czwarty na 2 + 3 = 5 sposobow i tak dalej. Zauwazmy, ze jesli
przyjmiemy Fy =1 (co jest calkiem naturalne: istnieje jeden sposéb dostania sie
na kamief o numerze 0, mianowicie nie robié¢ nic), to okaze sie, ze Fy = Fy + F.

“Instytut Matematyki, Wydzia Zatem ciag (F,) jest okreslony wzorami
Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski F() = ]., Fl = 1, Fn+2 = Fn+1 + Fn dla n > 0.



Rozwigzanie zadania M 1390.
Bez utraty ogdélnosci mozemy zalozyé, ze
XPAB < ¥xPAC. Odbijmy symetrycznie
P wzgledem dwusiecznej kata A,
otrzymujac punkt Q. Niech PQ przecina

AB i AC odpowiednio w punktach R i S.

Oczywiscie
XPAC — XPAB = XPAQ
oraz
XPBC — XPCB = XxQCB — xPCB =
= XPCQ.

C

L

A R\ B

Wykazemy teraz, ze XPAQ > XPCQ.
Rozwazmy obraz A’ punktu A przy
symetrii wzgledem RS. Zauwazmy,

ze punkt C' lezy na zewnatrz okregu
opisanego na tréjkacie réwnobocznym
A'RS, gdyz XRCS < xBCS = 60°.
W szczegoblnosei, punkt C lezy

na zewnatrz okregu opisanego na
trojkacie A’ PQ, gdyz ten okrag

lezy wewnatrz poprzedniego. Stad
XPCQ < XxPA'Q.

Ten ciag jest dobrze znany w matematyce: jest to tzw. ciag Fibonacciego.
Powyzszy wzér definiujacy ten ciag jest wzorem rekurencyjnym: kolejny wyraz
ciagu nie jest zdefiniowany wzorem uzalezniajacym ten wyraz od indeksu n, ale
w zaleznosci od wyrazéw poprzednich. Powstaje pytanie, czy mozemy znalezé
wzér ogblny, zalezny tylko od n. Jedna z metod otrzymywania wzoréw ogdlnych
korzysta z tzw. funkcji tworzacych.

Definiujemy funkcje tworzaca dla ciagu Fibonacciego wzorem

o0
= Z F,x™.
n=0
Mamy teraz

— Zann :F0+F1I+2Fnl‘n =14+x+ Z(Fn_l —|—Fn_2)xn =

n=0 n=2 n=2
oo 0o oo oo
=14+x+ ZFn_lx" + Z F, ox"=1+x+ Z Foa"tt 4 Zan"+2 =
n=2 n=2 n=1 n=0

= 1—&—96—1—37-Zan”+m2-ZFnﬂcnzl—i—x—i—x-(F(x)—1)+x2~F(x) =
n=1 n—0

=l+a+aF(z)—z+2*°F(z) =1+ 2F(z) + 2*F(2).

Otrzymalismy réwnanie
F(z) =14 aF(z) + 2?F(x),

z ktorego dostajemy wzor na F'(x):

1
1—a— a2
Teraz otrzymana funkcje tworzaca rozwijamy w szereg potegowy. W tym celu
rozktadamy utamek

F(z) =

1
1—x—2a2
na tzw. utamki proste. Szczegoly obliczen pomine tutaj; Czytelnik moze si¢
natomiast latwo przekonaé¢ (dodajac ulamki), ze

gdzie

oraz (3=

Korzystamy teraz ze znanego wzoru na sume nieskonczonego szeregu
geometrycznego. Mianowicie dla dowolnej liczby v i takiej liczby x, ze |ya| < 1,

maln
Yy . -
=S
X n=0

Stad dostajemy rozwiniecie funkcji F(x) w szereg potegowy

s n+1 ﬁnJrl

x)—;FnSB”—%';a"m”—— Zﬂ" " Z s

Poréwnujac wspolczynniki przy kolejnych pot@gach z, dostaJemy nast@pujaccy
wzor ogolny:

Rt (55

Ten wzor jest nazywany wzorem Bineta.

Zauwazmy, ze w tej metodzie otrzymywania wzoru ogdlnego konieczne bylo
rozwijanie funkcji w nieskoniczony szereg potegowy. Tak wiec nieskonczono$é
zostala uzyta nie tylko w znaczeniu potencjalnym (wzér obowiazuje dla kazdej,
dowolnie duzej, ale skoficzonej liczby n), ale w znaczeniu aktualnym: mamy

do czynienia z rzeczywiscie nieskoniczonym szeregiem potegowym.

3



Konstrukcja, ktéra zmienita definicje krzywej

Ciag punkté$w na plaszczyznie (x,) jest
zbiezny do x wtedy i tylko wtedy, gdy
ciagg ich odleglosci od z, d(x,,, x) jest
zbiezny do zera.

0

Rys. 1. Lamana [; i kwadraty pierwszego
podzialu; ponizej krzywa odwiedzajaca
kwadraty w tej samej kolejnosci co 1.
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Rys. 2. Lamana [5 i kwadraty drugiego
podziatu.

*Instytut Matematyki, Wydziat
Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

Marta SZUMANSKA*

Na nieskoniczonosci opieraja sie konstrukcje wiekszosci obiektow analizy
matematycznej, cho¢ czesto w niejawny sposéb. Przyjrzyjmy sie choéby
ciaglosci — pojeciu na pierwszy rzut oka z nieskonczonoécia niezwiazanemu.
Mozna powiedzieé, ze funkcja jest ciagta, jesli ,nie rozrywa” dziedziny. Jednak
gdy chcemy ciaglo$¢ wyrazié¢ precyzyjnie, chetnie siegniemy do szufladki

z nieskonczonoscia, by postuzy¢ sie pojeciem zbieznosci i podaé¢ definicje:
funkcja f :[0,1] — R? jest ciggla w punkcie t € [0, 1], jesli lim,, o f(t,) = f(¢)
dla kazdego ciggu (t,,) o wyrazach w [0,1] zbieznego do t.

Powyzszy przyktad pokazuje, ze nieskoniczonosé moze by¢ uzytecznym
narzedziem przy budowaniu Scistych definicji opartych na mniej precyzyjnych
intuicjach. Czasem jednak, przez nieskonczonos¢ wlasnie, rozsadna,
zdawaloby sie, definicja moze okazaé sie nieodpowiednia.

Sprobujmy zdefiniowaé krzywa na plaszczyznie. Definicja powinna obejmowaé
np. wykres funkcji kwadratowej, lamana, czy tor ruchu punktu materialnego.
Chcielibysmy, by krzywa byta obiektem ciaglym i jednowymiarowym, zatem
naturalnie byloby przyjaé, ze krzywa to ciggly obraz odcinka. Taka tez definicje
zaproponowal w XIX wieku Camille Jordan. Okazuje sie jednak, ze tak opisana
klasa nie do konica odpowiada intuicjom zwiazanym z pojeciem krzywej, gdyz
nalezy do niej obiekt o dodatnim polu — istnieje bowiem funkcja ciagla, ktéra
przeksztalca odcinek [0, 1] na kwadrat. Przyklad takiej funkeji jako pierwszy
podal Peano w 1890 roku.

Jak skonstruowacé taka nietypowa ,krzywa”? Nalezy odpowiednio dobraé
nieskonczony ciag funkcji ciagltych okreslonych na [0,1]. Obraz kazdej z funkcji
w ciggu jest tamana o skonczonej liczbie odcinkéw, jednak dopuszczenie

do konstrukceji nieskonczonoéci pod postacia przejécia granicznego prowadzi

do funkcji, ktérej obrazem jest pelen kwadrat.

Przyjrzyjmy sie dokladniej konstrukeji odpowiedniego ciggu funkcyjnego.

Niech K bedzie kwadratem o boku 1. Kwadrat K dzielimy na 9 przystajacych

kwadratéw, ktére numerujemy od 0 do 8 (kwadrat o numerze ¢ oznaczamy K;),

nastepnie tworzymy lamana [y, ktorej odcinkami sa wybrane przekatne kolejnych

kwadratéw (patrz rys. 1). Funkcja f; : [0,1] — K opisuje polozenie w chwili ¢

punktu poruszajacego sie po tamanej zgodnie z zadanym przez strzatki

na rysunku kierunkiem i stala predkoscia réwna 3v/2. Zanotujmy jeszcze, ze gdy
ioitl

t € [, 5], to f1(t) znajduje si¢ w kwadracie K;.

Aby skonstruowaé tamang ls, zastapimy kazdy z odcinkéw tamanej 1y jej
trzykrotnie pomniejszona kopia, w taki sposéb, by poczatek pomniejszonej
lamanej pokrywal sie z poczatkiem zastegpowanego odcinka (rys. 2). Nastepny
wyraz naszego ciagu, funkcja fo : [0,1] — K, opisuje polozenie punktu
poruszajacego sie po krzywej ly z predkoscia 9v/2 zgodnie z kierunkiem
wskazanym przez strzatki na rysunku 2. Przyjmijmy, ze wraz z lamana [;
takim samym operacjom (pomniejszenia i odpowiedniego wklejania) podlega
caly rysunek 1. Otrzymujemy w ten sposéb rodzine 81 kwadratéw o boku 1/9,
przy czym kazdemu z nich przypisana jest pewna liczba is € {0,1,2,...,8}.
Kazdemu z kwadratéw nadajemy unikalny ,numer katalogowy” ztozony

z dwoch liczb umozliwiajacych jego odnalezienie: pierwsza liczba jest réwna i1,
jesli kwadrat znajduje si¢ w kwadracie K;,, zas druga, 42, to wspomniana
wezedniej liczba przypisana kwadratowi w wyniku konstrukeji. Kwadrat

o numerze i, 42 bedziemy oznacza¢ przez K;, ;,. Podobnie jak w pierwszym
kroku, obserwujemy, ze jesli t € [% + é—%, % + i29‘§1]7 to fa(t) zawarte jest

w kwadracie K;, ;, C K, .

1,02

Kolejne tamane i funkcje generujemy, powtarzajac powyzsze operacje. Lamana [3
powstaje w wyniku trzykrotnego pomniejszenia tamanej [ i zastapienia nia
w opisany uprzednio sposéb wszystkich odcinkéw wyjsciowej krzywej 1.

4



Dla dowolnego n € N funkcja f, : [0,1] — K opisuje polozenie punktu
poruszajacego sie z predkoscia 3"v/2 po lamanej [,, powstalej przez zastgpienie
odcinkéw tamanej [ trzykrotnie pomniejszonymi kopiami tamanej I,,_1.

W kazdym kroku konstrukeji otrzymujemy réwniez rodzine coraz drobniejszych
kwadratéw, ktorym przypisujemy odpowiednie numery katalogowe. W n-tym
kroku konstrukeji dostajemy 9™ kwadratow o boku 37", ktérych numer
katalogowy sklada sie z n cyfr ze zbioru {0, 1,...,8}. Kwadrat o numerze
1,13, ..,1y tatwo odnalezé — wybieramy kwadrat pierwszego podziatu
o numerze i1, wewnatrz ktérego znajdujemy kwadrat drugiego podziatu
z numerem is 1 tak dalej — z kazdym kolejnym indeksem zawezajac obszar
poszukiwan, by w n-tym kroku dotrze¢ do odpowiedniego kwadratu
n-tego podziatu.
Warto zauwazy¢, ze

in 91 g in+1

edlite | Lz + 24+
esl1 — —_— —_—, — —
J 9 o2 g9 T g2 gr

10 fn(t) € Kiy g, ins

skad mozna wywnioskowaé, ze fi(t) € K, 4,4, dla wszystkich k& > n.

Wykazemy, ze tak skonstruowany cigg funkcyjny jest zbiezny, funkcja

2(t) := lim,, o fn(t) ciagla, a kazdy punkt kwadratu jest postaci x(t).
Zacznijmy od dowodu tej ostatniej wlasnosci. Zauwazmy, ze kazdy = € K
mozemy opisaé (niejednoznacznie) jako przeciecie pewnej nieskonczonej rodziny
kwadratéw powstalych w kolejnych krokach konstrukcji. Zatem kazdemu
punktowi x mozemy przypisa¢ nieskonczony numer katalogowy i1,49,...,%p,...;
wowczas ¢ € K; i, dla kazdego k € N. Niech

1,825,
i1 g in
t=—4+ 4.t
9 92 gn
co oznacza, ze nastepujace po przecinku cyfry rozwiniecia ¢ w systemie
dziewigtkowym to 41,12, ...,1y,.... Pokazemy, ze f,(t) zbiega do punktu z.

Poniewaz t € [%, “3‘1], todlan > 1, f,(t) € K;,; analogicznie, poniewaz

te [% + g—%, % + i29"2'1], todlan > 2, f,(t) € Kj, i,, 1 ogélnie, jesli n > k, to
fu(t) € Ky, iy ix- Zatem dla dowolnego k € N, dla n > k, f,,(t) i « naleza do
tego samego kwadratu k-tego podziatu, czyli ich odlegtoéé d(f,,(t),z) < 37*v/2.

W razie potrzeby skoficzone rozwinigcie To dowodzi quanej zbieznosci.
uzupelniamy zerami lub ostatnig niezerowsg
cyfre rozwinigcia zmniejszamy o jeden Powyzsze rozumowanie dowodzi zbieznosci ciagu f,(t) tylko dla wybranych ¢.

i dopisujemy nieskoiczenie wiele cyfr 8. Ahyy wykazaé jg dla wszystkich ¢ € [0, 1], wystarczy zauwazy¢, ze kazda
liczbe mozna wyrazi¢ w systemie dziewiatkowym, zatem kazdemu ¢ € [0, 1]
mozemy przypisa¢ punkt x(t) € K o nieskoficzonym indeksie odpowiadajacym
rozwinieciu dziewiatkowemu ¢. Powtarzajac poprzednie rozumowanie,

Czytelnik, ktéremu znane jest pojecie stwierdzamy, ze lim, o fr(t) = 2(t). Pozostaje wykazaé ciaglo$é funkeji x(t).
zbieznosci jednostajnej, z latwoscia
zauwazy, e rozumowanie, ktére Zauwazmy, ze dzigki ciagtosci kazdej z funkcji f,,, dlam € {1,2,...,9" — 1}

przeprowadziliSémy, dowodzi zbieznosci m—1 m+41

obraz przedziatu [ ] nalezy do dwoch sasiadujacych kwadratow

jednostajnej ciagu f,, skad, dzieki . o v 9n .. . O .

ciaglosci funkeji £, wynika ciaglosé n-tego podzialu. Z wczesniejszych obserwacji wynika, ze jesli f,(t) nalezy do

funkeji granicznej . pewnego kwadratu n-tego podziatu, to x(t) réwniez. Wezmy teraz dowolny
ciag (tx) zbiezny do t. Jesli t € (";;1, mg—',tl), to poczawszy od pewnego k

— oznaczmy je przez k, — wszystkie wyrazy ciagu (t;) réwniez naleza do tego
przedziatu, zatem dla k > k,, wszystkie wyrazy ciagu z(t;) naleza do dwéch
sasiadujacych kwadratow n-tego podziatu, przy czym do jednego z nich nalezy
réwniez x(t). Oznacza to, ze dla k > k,, odlegtoéé d(z(ty),=(t)) < 2-37"V/2,
zatem limy_, o z(tr) = x(t), czyli funkcja x : [0,1] — K jest ciagla.

Istnienie krzywych wypelniajacych kwadrat spowodowato koniecznoséé
poszukiwania przez matematykéw innych definicji krzywych, lepiej oddajacych
intuicje. Jedna z drég prowadzacych do celu jest zabezpieczenie sie przed
zgubnymi efektami dzialania nieskonczonosci — mozna zastrzec, by krzywa miata
skoniczong dlugosé, zadajac, by funkcja z pierwotnej definicji byla nie tylko
ciagla, ale by nie pozwolita na zbyt szybkie rozciaganie odcinka [0, 1], czyli byla
np. funkcja o ciaglej pochodnej.

5
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Zastosujemy metode tzw. nieskonczonego
schodzenia (zob. L. Kurlyandchik, Zlote
rybki w oceanie matematyki, TUTOR
2005).

Przypusémy przeciwnie, ze xo, Yo, 20

to liczby calkowite dodatnie, takie ze

Lﬁ + l/g + Zg = 2x0Yyoz0. Poniewaz
prawa strona jest liczbg parzysta, to
dokladnie dwie z liczb g, yo, 20 sa
nieparzyste lub zadna nieparzysta

nie jest. Pierwszy przypadek nie moze
mieé¢ miejsca, gdyz wéwczas lewa

strona przy dzieleniu przez 4 databy
reszte¢ 2, zas prawa 0. Dlatego ¢ = 2z,
Yo = 2y1, zo = 221 dla pewnych liczb
catkowitych dodatnich x1,y1, 21,
mniejszych od zg, yo, zo odpowiednio.
Po wstawieniu do réwnania otrzymujemy
zaleznosé If + yf + zf =4dz1y121.
Powtarzajac cate rozumowanie, dostajemy
malejace ciagi liczb catkowitych
dodatnich (z4,), (yn), (zn), przy czym

22 +y2 422 =2" e,y 2, > 27T

co jest niemozliwe.

\

Konsekwencjg tak pojetego aktualizmu
byloby tez odrzucenie reguty odrywania,
czyli najbardziej podstawowej reguly
wnioskowania, wyodrebnionej juz

w $redniowieczu regulty modus ponens:
Jezeli prawdziwe jest zdanie o oraz
prawdziwa jest implikacja (o to 3), to
prawdziwe jest tez zdanie 3.

Mozna sobie przeciez wyobrazié, ze
dlugosé dowodu formuty «, jak i dtugosé
dowodu implikacji (« to 3), sa
dostepnymi liczbami naturalnymi, a ich
suma juz nie.

*Instytut Matematyki, Wydzial
Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

Czy nieskonczonos¢ JEST?
Michal SZUREK ™

Waclaw Sierpinski polecil, by na jego grobie wyryto napis Badacz nieskoriczonosci.
André Weil, matematyk francuski, 1906-1998, zalozyciel i faktyczny lider

tzw. grupy Bourbaki, a wiec grupy odpowiedzialnej za wprowadzenie do szkot

na calym $wiecie ,nowej matematyki” lat siedemdziesiatych, powiedzial, ze gdyby
kto$ chcial mie¢ jednozdaniowa definicje matematyki, to nalezaloby powiedzieé,
ze jest to nauka o nieskonczonosci. Wyrazil tym zgodna opinie, dominujaca

co najmniej przez trzy czwarte poprzedniego stulecia.

Matematycy lubia zbiory nieskoniczone do tego stopnia, ze wyrdzniaja zbiory
mniej i bardziej nieskonczone. Oto prosta konstrukcja myslowa. Dla danego
zbioru X utwérzmy zbidr jego podzbioréw, P(X). Na przyklad dla X = {1,2,3}
mamy osiem podzbioréw: pusty, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1,3}, {2,3}, {1,2,3}.
Gdy X jest zbiorem skoficzonym o n elementach, to P(X) ma az 2" elementéw.
Matematycy robia z tego twierdzenie: nie ma odpowiedniosdci (tj. funkeji)
wzajemnie jednoznacznej miedzy elementami zbioru a wszystkimi jego
podzbiorami i fakt, ze 3 jest mniejsze od 8, uogdlniaja tak, by dal sie zastosowaé
do dowolnych zbioréow. Podzbioréw jest ,bardzo wiecej” niz elementow.

To twierdzenie dobrze dziala na dusze matematykéw — pokazuje im (tzn. nam)
nieskonczong liczbe pieter nieskonczonosci, coraz obfitszych, coraz ttustszych,
nie tak, jak chudziutkie N, oznaczajace najprostsza nieskonczono$é — te, ktéra
jest udzialem ciggu liczb naturalnych 1,2,3,4,5, ...

Roéwnie cieplo myslimy o dowodzie, ze liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele.
Przypomne. Gdyby liczb pierwszych bylo skoniczenie wiele, to ich iloczyn,
powiekszony o jedynke, bylby... nowa liczba pierwsza, albo przynajmniej przez
jakas nowa liczbe pierwsza by sie dzielil.

W roku 2012 mialem semestralny wyklad o matematyce dla wybranych
studentow Instytutu Kultury Polskiej Uniwersytetu Warszawskiego. Instytut
ma ambicje przyciagania najlepszych studentow, ksztalcacych sie w kierunkach
humanistycznych. Nikt z nich, ale dostownie nikt, nie zrozumial tego dowodu
nieskonczonoéci zbioru liczb pierwszych, nie pojal, o co chodzi w tym przeciez
pigknym rozumowaniu. Bodaj najlepszy ze studentow, germanista, powiedzial
szczerze: Kazde ogniwo wnioskowania rozumiem, ale w caly dowdd nie wierze.
Nie rozumiem, jak czegos moze BYC nieskoticzenie wiele.

Poza problemem ontologicznym podnosil tez pragmatyczny — przeciez liczby
w rodzaju 75295728956265922905722202572957 to nie jest rzeczywistosé,

to jeno nieodpowiedzialne konstrukcje myslowe, wiec moze jesli nawet czego$
tam jest nieskonczenie wiele, to te dalekie obiekty nie maja juz znaczenia,
mozna je zaniedbaé.

7Z refleksji nad tym, ze bardzo wielkie liczby jawig nam si¢ jako nieco inne

twory, pojawita si¢ idea rozwazania matematyki opartej na naszych aktualnych
mozliwosciach poznawczych. W tej teorii operacje arytmetyczne nie sa zawsze
okreslone, bardzo wielkie liczby sa ,naturalne”; ale nie mozna ich interpretowac
jako zbidr jednostek (kropek, kresek, punktéw, misiéw pluszowych i tak dalej).
Ponadto w zbiorze liczb ,naturalnych” moga by¢ ,luki” — nie wszystkie napisy to
yhaturalnie istniejace” liczby. Taki kierunek w podstawach matematyki nazywany
jest aktualizmem. Zdecydowane proby stworzenia takiej matematyki podjat w latach
szesédziesiatych dwudziestego wieku Aleksandr Siergiejewicz Jesienin-Wolpin.
Podwazyl on tak niewzruszone prawdy matematyczne, jak na przyktad to,

ze operacje ,dodaj jeden” mozna stosowac¢ nieskonczona liczbe razy. Wszyscy
bowiem wiemy, ze nastepujace rozumowanie jest teoretycznie poprawne, ale. . .
nic z tego nie wynika. Mianowicie mozna bez odpoczynku dojsé piechota z Lizbony
do Bialegostoku. Dowdéd: pierwszy krok oczywiscie tatwo postawié¢. Jezeli jednak
postawie juz dowolna liczbe krokéw, to jeszcze jeden maly kroczek na pewno
bede w stanie postawi¢. Tego typu rozumowania wlasnie prébowal zanegowac
Jesienin-Wolpin. Kiedys nie zdotamy tego kroku postawic.
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Teoria Jesienina-Wolpina jest, owszem, ambitna prébg intelektualng, a jednak
nie mamy watpliwosci, ze jest udziwniona. Czy nie lepiej, np. zbierajac grzyby,
wierzy¢, ze ZAWSZE znajdzie si¢ nastepny? Taka koncepcje nieustannego
stawania sie nazywamy nieskoficzonoscia potencjalna.

A przeciez nieskonczono$ci uzywamy tez praktycznie, wierzac, ze choéby woda
N ma strukture ciagla (bo inaczej, jak ptywaé?), mimo iz medrcy wmawiaja nam,
\ ze to zbiorowisko oddzielnych czastek.

/ Nasze zmysly nie sg cyfrowe, sa analogowe — a zatem dopuszczaja nieskonczona
ilo$¢ stanéw. Bez pojecia nieskonczonoéci bylibysmy tak bezbronni jak. . .

\/ komputery bez systemu operacyjnego, jak dzieci we mgle.

Nieskonczono$é. Coz za pojecie! Si non é vero, é ben trovato. Jesli to nawet
nie jest prawdziwe, to jednak dobrze wymyslone.

Tak, jak i cala matematyka. ..

Czy nieskonczono$é¢ jest potrzebna?

Dla mnie odpowiedz nie jest oczywista. W pierwszej
chwili pomyslalem, ze nie jest potrzebna, ale to bylo
sprowokowane samym pytaniem.

Potem zaczalem szukaé argumentow za
nieskonczonoscia. W teorii liczb szukamy nieskonczenie
wielu liczb pierwszych blizniaczych. W analizie mowimy
o ciagach zbieznych. Wiele twierdzen o istnieniu jest
prawdziwych tylko w przestrzeniach zupelnych, ktore
trudno zdefiniowa¢ bez nieskonczonosci.

Ale co by byto, gdyby ngeskoﬁczonoéé zamieni¢ na jakas
duza liczbe, np. oo = 9% ?

Przeciez w obserwowalnym wszech$wiecie jest tylko
skonczona liczba atomoéw. Na prostej jest ,fizycznie”
tylko skoficzona ilos¢ punktéw. Rachunki robione

za pomoca komputeréw sa skonczone, dalekie od powyzszej
nieskonczono$ci, a coraz czesciej sie na nich opieramy.

Jedli chcemy co$ udowodnié dla tak duzych liczb,
musimy nadal korzysta¢ z indukcji matematycznej.

W topologii bardzo wiele probleméw sprowadza sie do
obiektow kawaltkami liniowych, ktore sa okreslone przez
skonczong ilo$¢ danych.

W koncu sklaniam si¢ ku stwierdzeniu, ze nieskonczonosé
nie jest bardzo wazna, ale nie wypedzalbym jej catkowicie,
datbym jej zy¢ na uboczu, choéby ze wzgledu na teorie
zbioréw, ktora bez nieskonczonosci i bez réznych mocy

i porzadkow strasznie by zubozala. Tez najrézniejsze
kontrprzyktady, ktore pozwalaja lepiej zrozumie¢
matematyke, sa bardzo czesto oparte na nieskonczonosci.

Mniej wiecej tak napisatbym poét roku temu. Moze
dodatbym jeszcze kilka przyktadéw za i przeciw
nieskonczonoéci. Ale p6l roku temu zaczatem
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zajmowac sie problemem $redniowalnosei (amenability)
dla niektérych grup skonczenie generowanych.

Prébuje rozstrzygnaé, czy dla danej grupy G istnieje
miara skonczona, skonczenie addytywna, ktéra jest
okreslona dla wszystkich podzbioréw grupy G i jest
niezmiennicza ze wzgledu na przesuniecia z lewej
strony (to znaczy gdy mnozymy wszystkie elementy
podzbioru A z lewej strony przez dowolny ustalony
element grupy G, to miara nowego zbioru jest taka jak
miara zbioru A).

Dla grup skonczonych wystarczy wziaé¢ ilosé
element6w |A| zbioru A jako jego miare.

Dla grup nieskonczonych, na przyktad dla Z, problem
jest trudny. Dla Z byloby naturalne wzia¢ gestosé
zbioru A, to znaczy lim %, ale nie kazdy

zbiér ma gestosé, granica moze nie istnie¢, a gérna
granica nie jest addytywna. Zeby udowodni¢ istnienie
takiej miary na Z, musimy korzysta¢ z ultrafiltréow,
w szczegdlnodci z lematu Zorna—Kuratowskiego.

Zafascynowal mnie ten problem (cho¢ jest on dosy¢
daleki od tego, czym sie zwykle zajmuje) i wielu innych
matematykow zajmuje sie tym problemem od wielu lat,
a bez nieskoniczonosci problem by nie istniat.

Oczywiscie, mozna zapytac¢, po co zajmowac sie

takim problemem? Wtedy zycie nieskonczonosci znéow
zawistoby na wlosku. Ale ja nie rozwazam pytania, czy
nieskonczono$é potrzebna jest ,zwyklym ludziom”, tylko
czy potrzebna jest matematykom, na przyktad mnie. Dla
matematyka fascynacja problemem jest bardzo dobrym
powodem, zeby si¢ nim zajmowac. Wiec glosuje TAK:

nieskonczonos¢ jest potrzebna.
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Masa m przelewajacej si¢ wody zalezy
od wysokosci h, na jakiej znajduje sie
jej powierzchnia nad pozioma krawedzig

tamy, od przyspieszenia ziemskiego g,
gestosci wody d i jest proporcjonalna do
dtugosci tamy L. Mamy:

dm

— x hogﬁdAL.
Poréwnanie wymiaréw lewej i prawej
strony réwnania prowadzi do wniosku, ze
o =3/2, 8=1/2, 6 = 1. Ostatecznie
ilo§¢ wody (jej masa) przelewajaca sie

w jednostce czasu wzrosnie K3/ razy.

*Instytut Matematyki, Wydziat
Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

Pochwala nieskonczonosci?
Mariusz SKALBA™

A w dsmy dzieri Bog stworzyt liczby pierwsze. I stworzyl ich nieskonczenie wiele.
I widzial, Ze to bylo dobre. (apokryf z XXI wieku)

1. Niech 7(z) oznacza liczbe liczb pierwszych nie wiekszych od z. Tak wiec
m(x) > 1dlaz > 2 oraz

lim 7(z) = oo,
Tr—00

co udowodnil juz Euklides. Natomiast Czebyszew w polowie XIX wieku wykazal
miedzy innymi, ze

m(2x) —7w(z) > 1 dlaz>1.
Jeszcze wezesniej Legendre udowodnil, ze
(1) im ) g,
r—00 e

I tu zaczyna si¢ nasza historia. Z (1) wynika mianowicie, ze dla kazdego z > 2
istnieje y > x, takie ze
") _ nle),
y x
Czy dla dostatecznie duzych x mozna przyja¢ y = 2z? Gléwnym celem tej notki
jest uzasadnienie odpowiedzi twierdzacej na to pytanie — okaze sie, ze wymaga
to uzycia do$¢ subtelnych metod. Mamy wiec udowodnié, ze istnieje xy > 0,
takie ze dla x > x¢ zachodzi nieréwnos¢
m(2x)
2x x
lub, co na jedno wychodzi, nieréwnosé jej réwnowazna
(2) 7(2z) < 27 (x).
Nieréwnosé¢ (2) mozna wystowi¢ w ten sposéb:
dla x© > xo w przedziale (0, x| jest wiecej liczb pierwszych niz w przedziale (x,2x].
Pokazemy najpierw, ze (2) nie wynika z nastepujacej popularnej wersji
twierdzenia o liczbach pierwszych

(3)

Na mocy (3) mozemy bowiem napisaé¢

x x
= 2 =
m(x) og s + O(log:v) oraz (2x)

skad otrzymujemy

()

lim )
z—o0 z/log

2x
log 2x

n 2z
© log2x )’
(2log2)z

x
2 —7(2x) = .
m(@) = m(2z) log z(log = + log 2) +O(logz>

Widaé, ze wyraz gléwny moze byé zdominowany przez czlon resztowy of...),
a wigc nie mozna wnioskowaé, ze lewa strona jest dodatnia dla dostatecznie
duzych x. Z powyzszego oszacowania wynika ,tylko”, ze
w(2x)
zLoo 27 (x) n

Aby wykazaé (2), trzeba skorzystaé z nastepujacej mocniejszej wersji twierdzenia
T L x
(log x)?

o liczbach pierwszych
T
()
Po prostych rachunkach otrzymujemy stad

(4)
(2log2)x 0((10556)2)7

mw) = log x

2 —7(2x) =
m(@) = m(2z) log z(log = + log 2)

co daje
27t (x) — w(2x)

W :210g2>0,



Mozna sie z nia zapoznadé, na przyktad,
z ksigzek: J. Browkin, Teoria cial,
Warszawa 1978 oraz Z.1. Borewicz,

I.R. Szafarewicz, Tieoria czisiel, Moskwa
1985.

A. Wiles, Modular elliptic curves and
Fermat’s Last Theorem, Ann. of Math.
141 (1995), 443-551.

a z tego (2) wynika natychmiast. Obie powyzsze wersje twierdzenia o liczbach
pierwszych (oszacowania (3) oraz (4)) sa wnioskami z twierdzenia o liczbach
pierwszych Hadamarda—de la Vallée-Poussina, udowodnionego przez tych
matematykéw niezaleznie w 1896 roku w postaci

Todt
5 — o o) —cy/log x ,
(5) mo) = [ o+ Olwe VR
gdzie ¢ > 0 jest stala absolutna. Rzeczywiscie, dwukrotne catkowanie przez
czescel prowadzi do

/”” dt =z n T L0 T
, logt logz = (logx)? (logz)3 )’

co na mocy (5) i prostej obserwacji
flona x
O —cy/logzy _ O
e = O oy’
prowadzi do (4). Na zakonczenie czesci 1. zauwazmy, ze hipotetyczne
ulepszenie (5)

(6) o) = | JELINPTRE

logt

nie zostalo, pdki co, udowodnione dla zadnego ¢ > 0. Natomiast to, ze (6)
zachodzi dla kazdego § € (O, %), jest rownowazne hipotezie Riemanna, co
udowodnit von Koch w 1901 roku.

2. To, ze wielu interesujacych pytan dotyczacych liczb pierwszych nie mozna by
w ogble postawié, gdyby bylo ich tylko skonczenie wiele, wykazano powyzej.
Krétko méwiac: analityczna teoria liczb nie mialaby racji bytu. W punkcie 2.
pokazemy pokrétee, ze algebraiczna teoria liczb bylaby tez duzo mniej
pasjonujaca. Z ogdlnej teorii pierécieni Dedekinda wynika bowiem, ze jesli

w takim pierscieniu jest tylko skonczenie wiele ideatéw pierwszych, to
obowiazuje w nim twierdzenie o jednoznacznoéci rozktadu. To wygodne
twierdzenie zachodzitoby wiec w szczegdlnosci w pierécieniach cyklotomicznych
Z]wy), ktére sg zbiorami liczb postaci

Ziwp) ={ao + arwp + ... + ap_gwé’*Q lag,a1,...,ap—2 € Z},

gdzie p jest ustalona liczba pierwsza, a wy, = cos(2m/p) + isin(2m/p) jest
pierwiastkiem pierwotnym p-tego stopnia z 1. Juz Kummer udowodnit w potowie
XIX wieku wspaniale, ogélne twierdzenie o réwnaniu Fermata

(7) P +yP 4+ 2P =0,

z ktérego wynika, miedzy innymi, ze w przypadku jednoznacznoéci rozkladu
w pierdcieniu Z[w,]|, réwnanie (7) mozliwe jest tylko dla zyz = 0. Tak wiec
historia Wielkiego Twierdzenia Fermata zakonczylaby sie ponad 150 lat temu
i to niezaleznie od tego, jak wielka bylaby rzekomo skonczona moc zbioru
wszystkich liczb pierwszych! Ale na szczedcie (7) jest inaczej: liczb pierwszych
jest nieskonczenie wiele, a najwiekszag liczba pierwsza p, taka, ze w Z[w,]
zachodzi twierdzenie o jednoznacznosci rozkladu, jest p = 19. Kummer,
co prawda, we wspomnianym wyzej wspanialym twierdzeniu zadowala sie
zalozeniem znacznie slabszym niz zalozenie o jednoznacznosci rozkladu: aby
udowodnié¢, ze réwnanie (7) nie ma nietrywialnych rozwiazan, wystarczy mu
zalozenie, iz tzw. liczba klas idealéw pierdcienia Z[w,) nie jest podzielna przez p.
Warto wspomnieé, ze metoda Kummera opiera sie na nastepujacym rozkladzie
liczby —2zP na czynniki:

p—1

—2P=aP + P = [[(e+why) dlap>2

k=0
oraz ze na tej drodze nie udalo sie uzyskaé¢ petnego dowodu Wielkiego
Twierdzenia Fermata! Dowdéd Andrew Wilesa z 1995 r. opiera si¢ na wnikliwym
badaniu konsekwencji istnienia nietrywialnego rozwiazania réwnania (7)
w nowoczesnej teorii krzywych eliptycznych — w ten sposéb uzyskuje sie
upragniona sprzecznosc.
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Po co mi nieskonczonosc¢?

Po to, zeby twierdzenie o pelnosci zachodzilo.

Wiem, ze po tej deklaracji nie mam wyjscia i musze
wythumaczy¢, o co chodzi.

Zajmuje sie logika. Logika dla matematykow to troche jak
gramatyka historyczna dla polonistéw: nauka o jezyku,
ktérym sie postuguja. Jezyk ten jest ztozony z formul,
bedacych napisami, ktore z kolei wyrazaja wlasnosci
struktur matematycznych, na przyktad podzbioréw proste;j
(ktérych jest nieskonczenie wiele) albo algebry warto$ci
logicznych prawda i faltsz, ktéra jest skonczona.

Jednym z najwazniejszych w logice jest twierdzenie
o pelnoéci dla logiki pierwszego rzedu, ktére udowodnit
jako pierwszy Kurt Godel.

Orzeka ono, ze kazda wlasno$é struktur matematycznych,
ktoéra da sie wyrazi¢ w logice pierwszego rzedu i ktora
przystuguje wszystkim bez wyjatku strukturom, mozna
takze udowodnié¢, postugujac sie formalnym systemem
dowodowym. Wtasnosci przystugujace wszystkim
strukturom nazywa sie tautologiami i mozna o nich mysleé¢
jako o fundamentalnych prawach matematycznego $wiata,
sformutowanych za pomoca sztywnego, skodyfikowanego
jezyka logiki. Z kolei system dowodowy opiera si¢ na Scisle

i Zadania

Udowodnié, ze

Rozwigzanie na str. 3

Jerzy TYSZKIEWICZ

Instytut Matematyki, Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

okres$lonych manipulacjach na napisach, ktorymi sa
formuty logiki, w oderwaniu od wszelkich intuicji czy
odwotan do swiata struktur. Formule, dla ktérej znajdzie
sie dowod w tym systemie, nazywa sie twierdzeniem.

Twierdzenie o pelnosci méwi, ze zbiory tautologii

i twierdzen sa identyczne: jak cos jest prawdziwe w kazdej
strukturze, to ma takze formalny dowdd, a jak ma dowdd,
to jest prawdziwe we wszystkich strukturach.

Nieformalnie, matematyk Scisty formalista (tak sobie
wyobrazam uzytkownikéw systemu dowodowego)

i matematyk odwolujacy si¢ do rozumienia i znaczenia
formul (powiedzmy o nim, ze to matematyk platonista)
tworza i badaja te sama matematyke.

Kluczowe dla twierdzenia o pelnoéci jest to, ze dopuszczone
sa w nim takze struktury nieskonczone jako obiekty,
ktorych wlasnosci wyraza logika. Z twierdzenia
Trachtenbrota wynika, ze dla zbioru formul prawdziwych
we wszystkich strukturach skoficzonych (ale niekoniecznie
prawdziwych w strukturach nieskoficzonych) nie daloby
sig stworzy¢ stosownego systemu dowodowego. W Swiecie
bez struktur nieskonczonych drogi matematyka-formalisty
i matematyka-platonisty by sie rozeszty.

Redaguje Tomasz TKOCZ
M 1390. Dany jest punkt P wewnatrz tréjkata réwnobocznego ABC (rys. 1).

M 1391. Udowodnié, ze réwnanie

C
|XPAB — X PAC| > |XPBC — <PCB|.
22 4+ 9% + 2% = 2zy2
nie ma rozwigzania w liczbach caltkowitych dodatnich.
A B

Rozwiazanie na str. 6

M 1392. Pokolorowano pewne odcinki okregu o tacznej dlugosci

Rys. 1

wigkszej niz polowa obwodu tego okregu (rys. 2). Udowodnié, ze istnieja
dwa punkty antypodyczne, tzn. symetryczne wzgledem érodka okregu, ktére

sg pokolorowane.

Przygotowali Andrzej MAJHOFER i@ Michat NAWROCKI

F 835. Na rysunku 3 przedstawiono bieg promienia BC' wychodzacego z soczewki
rozpraszajacej, ktérej ogniska znajduja sie w punktach F'i F}. Znalez¢ metoda

B geometryczna bieg promienia padajacego na soczewke w punkcie B.

F 836. Podniesienie stanu wody w zbiorniku prowadzi do jej ,,przelania sie”

Rys. 2
Rozwiazanie na str. 13
F F
Rozwiazanie na str. 17
c
Rys. 3

przez tame. Ile razy wzrosnie masa wody przelewajacej sie przez tame

w jednostce czasu, jesli poziom wody nad krawedzia tamy wzro$nie k razy?
Zaktadamy, ze w obu przypadkach poziom wody nieznacznie przewyzsza tame.

Rozwiazanie na str. 8

10



*Instytut Matematyki Stosowanej
i Mechaniki, Wydziat Matematyki,
Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

Niezbedna persona non grata
Witold SADOWSKI*

Pojecie nieskonczonosci mozna rozpatrywaé z rozmaitych perspektyw.
Ponizej spojrzymy na nie przez pryzmat rownania Naviera—Stokesa, ktore
opisuje przeptyw niescisliwych ptynéw. Niewiadoma w tym réwnaniu jest
predkosé (a takze ci$nienie) w dowolnej chwili ¢ > 0, przy czym zakladamy,
ze predko$é¢ ptynu w chwili £ = 0 jest nam dana, podobnie jak predkosé
plynu na brzegu obszaru (przyjmujemy zwykle, ze jest ona stale zerowa).
Caly opis przeplywu opiera sie na zalozeniu, ze w kazdej chwili (a jest ich,
oczywiscie, nieskonczenie wiele) i w kazdym punkcie obszaru (a punktéw
takich jest takze nieskoficzenie wiele) mozna okresli¢ wektor predkosci pltynu.
To, co chcielibysmy od naszego modelu, to

1) jednoznaczno$é, ktéra zaklada, ze gdy okreslony jest z cala dokladnoscia
przeptyw w chwili ¢ = 0, to przypisanie wektoréw predkosci w kazdej
chwili ¢ > 0 mozna zrobi¢ tylko na jeden sposob;

2) brak wybuchéw: jesli poczatkowa predkosé jest ograniczona i zmienia sie
w gladki sposéb od punktu do punktu (tzn. predkosé i jej pochodne sa
ciagte), to w kazdym momencie w przysztodci predkosdé jest ograniczona.

Warunki 1) oraz 2) wydaja sie niezbyt restrykcyjne, a mimo to od niemal
200 lat nie udalo sie wykazaé, ze istotnie sa one spelnione (wiadomo, ze jest
tak dla przeplywéw dwuwymiarowych, ale nas, oczywiscie, interesuje $wiat
tréjwymiarowy).

Juz z tego pobieznego opisu widaé, ze w opisywanej tu dziedzinie stosunek
do nieskonczonosci jest do$é¢ ambiwalentny. Z jednej strony chetnie akceptujemy
fakt, ze nasz opis przepltywu opiera sie na zatozeniu, ze ptyn stanowi continuum
zlozone z nieskonczenie wielu punktéw, a czas ptynie w sposéb ciagty.
Akceptacja ta jest radosna, bo raczej nikt nie bierze na powaznie mozliwosci
$ledzenia ruchu pojedynczych czasteczek ptynu: ich liczba, choé¢ skonczona,
wydaje sie duzo bardziej przerazajaca od nieskonczonosci. Z drugiej strony
nerwowo reagujemy na sugestie, ze przeplyw moglby wygenerowaé (lokalnie)
nieskonczona predkosé. Poniewaz méwimy tu o podstawowym réwnaniu
hydrodynamiki, wiec nie jest zaskakujace, ze niedawno ogloszono nawet
nagrode dla tego, kto raz na zawsze wyeliminuje nieskonczone wektory predkosci
z réwnania Naviera—Stokesa (lub wykaze, ze takowe jednak moga sie pojawié
— wtedy caly model stanie pod znakiem zapytania).

Zanim jednak nastapi ostateczne rozwiazanie tego problemu, warto wspomnie¢
o tym, jak do tej pory niechciang nieskoniczonosé prébowano poddaé rozmaitym
ograniczeniom. Po pierwsze (to stary wynik Leraya z 1934 roku), okazalo sie,
ze hipotetyczny zbiér czaséw 7, w ktérych predkosé wybucha, nawet jesli
jest niepusty, to przynajmniej jest bardzo maty w nastepujacym sensie: dla
dowolnie malej liczby € > 0 mozna znalezé¢ seri¢ odcinkéw o dlugosciach:
r1,T2,T3, ..., ktére catkowicie przykrywaja zbiér 7, a przy tym

Vit e+ s+ ... <e.

Po drugie, wykazano (duzo péZniej, bo w 1982 roku; to wynik Caffarellego,

Kohna i Nirenberga), ze zbiér R punktéw czasoprzestrzeni, w ktérych

ewentualnie dochodzi do wybuchu predkosci, tez jest bardzo maly, tak ze dla

dowolnie malej liczby € > 0 mozna znalezé seri¢ czterowymiarowych walcéw

majacych w ,podstawie” kule o promieniu r; oraz o ,wysokosci” w czasie

réwnej 12, i = 1,2,3,..., ktére catkowicie przykrywaja zbiér R, a przy tym
r+ro+rs+...<e.

W ten spos6b niechciana nieskonczono$é w réwnaniu Naviera—Stokesa
zostala czeSciowo ograniczona w swej wolnosci. Czy zostanie calkiem
wyeliminowana — pokaze przyszlosc.
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Mirostaw LACHOWICZ™

Czy nieskonczonosé jest potrzebna matematykowi stosowanemu,

tzn. takiemu, ktory chce, by jego struktury matematyczne opisywaly swiat?
Matematyka stosowana to budowanie (tworzenie) i analizowanie modeli
matematycznych, czyli takich struktur (najczesciej réwnan), ktére ujmuja
pewne aspekty opisywanej rzeczywistosci.

Zatem predzej czy podzniej musimy w tym procesie przejéé od konkretdw
Swiata rzeczywistego do $wiata abstraktow — Swiata idei matematycznych
odzwierciedlajacych $wiat rzeczywisty. Swiat rzeczywisty tlumaczymy
(mozna powiedzieé: rzutujemy) na $wiat idei matematycznych — abstraktow.
Analizujemy zwiazki wystepujace w tym Swiecie abstrakcji i na tej podstawie
wnioskujemy o $wiecie rzeczywistym. To dziata! Nie jest jednak calkiem
oczywiste dlaczego — por. [W] i [BM].

W $wiecie abstraktéw mamy do czynienia z punktami, odcinkami, okregami,
plaszczyznami itd. ... i wlaénie z nieskoficzonoscig. Zadnego z tych obiektéw
nie obserwujemy w $wiecie rzeczywistym, a jednak dobrze nam stuza do
zrozumienia tego Swiata. Zapewne nalezatoby uscisli¢ powyzsze zdanie,
dodajac, ze nie obserwujemy tatwo i bezposrednio, gdyz niejedno potrafia
eksperymentatorzy w swoich laboratoriach.

Punkt wyraza idee czego$ matego, bazowego, tworzacego wieksza calosé,

a nieskonczonos¢ wyraza cos$, co jest ,bardzo duze”. Bez tych idei

nie udaloby si¢ opisa¢ Swiata. W tym sensie, jak powiedzial Andrzej Lasota,
matematyka jest strukturg swiata ([L1]). Za Theodorem Roethke,
amerykanskim poeta, mozemy powiedzieé, ze (w do§é swobodnym
thumaczeniu) wszystkie rzeczy skoriczone ujawniajg nieskonczonosé [R].

Gdy matematyk (stosowany, oczywiscie) tworzy réwnania majace opisywac,
na przyktad, walke uktadu immunologicznego z nowotworem, i gdy juz

wie, ze jego réwnania maja rozwiazania, a te rozwiazania sa jedyne
(jednoznaczne), to zaczyna sie interesowaé zachowaniem diugoczasowym
(asymptotykq czasowq). Oznacza to, ze bada zachowanie rozwiazan, gdy
czas zbiega do nieskonczonoéci. Jest to pierwszy krok do wycidniecia
podstawowej informacji z rownania: dla jakich parametréw zwyciezy

uktad immunologiczny, a dla jakich nowotwér. Gdy w koncu mu si¢ uda
wyodrebni¢ warunki, dla ktoérych uktad immunologiczny zwycieza,

i te radosng wies¢ przekaze lekarzowi-onkologowi, to moze si¢ spotkac

z pewnym lekcewazeniem: no tak, gdy poczekamy do nieskonczonosci,

to 4 tak problem nowotworu przestanie byc istotny. Jednakze w tych
dzialaniach matematyka jest gleboki sens niezastugujacy na lekcewazenie.
To czekanie do nieskoniczonosci to nic innego niz czekanie odpowiednio
dlugo: 5 lat to przeciez bardzo dlugo. Innymi stowy, to przejscie do
nieskoniczonosci pozwala zbadaé tendencje biorace gére w réwnaniu. Takie
triki intelektualne sa najczesciej bardzo dobrze zrozumiale dla fizykéw

(tak dobrze, Ze sie nawet nad nimi nie zastanawiaja), ale wymagaja duzo
cierpliwosci i tolerancji z obu stron, by zosta¢ zauwazone np. przez lekarza.
Jednak pewnie taka jest przyszto$¢ nauki. Matematyka juz wchodzi, i bedzie
jeszcze bardziej wchodzié¢, do nauk stosowanych, w tym biologicznych

i spolecznych. Moze z tego wyjdzie wspanialsza (bo prawdziwsza)

wizja $wiata.

Na nagrobku wielkiego matematyka (teoretyka), Wactawa Sierpinskiego,
wyryty jest napis Badacz nieskonczonosci. Jak pokazalem powyzej,
nieskonczono$é jest rowniez wazna dla matematyka stosowanego.

Jednakze wlasciwszym wydawalby sie dla niego (tego stosowanego) napis
Badacz skonczonosci, co zostawiam ewentualnym chetnym do wykorzystania.
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Rozwigzanie zadania M 1392.
Idea rozwiazania polega na zastosowaniu
zasady szufladkowej Dirichleta dla

zbioréw nieskonczonych, ktérych rozmiar

zmierzymy dlugoscia tuku.

Niech A oznacza podzbiér wszystkich
pokolorowanych punktéw na okregu, zas
B niech oznacza podzbiér wszystkich
tych punktéw, ktérych antypody sa
pokolorowane. Chcemy udowodnié, ze
AN B # 0. Zalézmy przeciwnie, ze sg
roztaczne. W tej sytuacji B sklada si¢
z odcinkéw o tacznej diugosci takiej
jak A, wiec taczna dlugosé odcinkéw
sktadajacych sie na sume¢ A U B jest
wieksza niz obwdd okregu, co daje
sprzecznosé.

Widze to, ale w to nie wierze, pisal
Cantor do Dedekinda.

Tako rzecze Arystoteles
Marek KORDOS

W —V wieku Parmenides stworzyt szkote filozoficzna, ktora postawita sobie
za cel zbadanie, jak ma sie rozpowszechniona w tamtych czasach opinia, iz
matematyka glosi najglebsza prawde o Swiecie, do rzeczywistosci. Bez trudu
dalo sie bowiem zauwazy¢, ze pojecia matematyki — taka, na przyklad, prosta,
albo — jeszcze bardziej — punkt, nijakich materialnych odpowiednikoéw nie maja.
Obiekt materialny mozna dzieli¢ na mniejsze kawalki, ale przeciez w koncu
gdzies bedziemy musieli si¢ zatrzymac, choéby z tego powodu, ze nie mozna

w skonczonym czasie wykonaé nieskonczenie wielu czynnosci. Tymczasem
matematyka pozwala cho¢by na odcinanie od odcinka stale polowy tego,

co jeszcze zostalo do dyspozycji, bez konica, a nawet pozwala stwierdzié, ze

w koncu z tego odcinka nic nie zostanie, nawet koniec.

Uczniowie Parmenidesa, zwani eleatami (od miejscowosci w Italii, gdzie
nauczal), ulozyli szereg aporii, czyli trudnosci, zalecajac matematykom, by sie
nad nimi zastanawiali i by dopiero po ich pokonaniu brali si¢ za uprawianie
swojej dyscypliny. Powszechnie znane sa aporie Zenona.

Problem byl natury bardziej filozoficznej niz matematycznej i takie tez byto

od poczatku jego rozumienie. Chodzito mianowicie o to, czy matematyka, ktérej
uzywamy do opisu realnego $wiata, Natury, jak wolano méwié¢, musi (wzglednie
powinna) mie¢ taka sama strukture, jak to, co nia opisujemy.

Oczywista odpowiedz, ze nie, dal Arystoteles. Ale uznal, iz nie kazda konstrukcja
myslowa jest, jako element stuzebnej dla przyrodnikéw matematyki, dopuszczalna.

W szczegdlnosei odnidst sie do tatwego do wypowiedzenia, ale trudnego

do zdefiniowania, terminu nieskonczonosé. Tu zauwazyl, ze nieskonczono$é¢ moze
oznaczaé co$ plynacego, jak czas, albo tez co$ stabilnego, jak zawartoé¢ skarbca.
I uznal, ze te nieskonczonoéci w istocie nie maja ze soba wiele, a moze nawet
nic, wspdlnego.

Pierwsza z nich nazwal nieskoficzonoscia potencjalng, utozsamil ja z mozliwoscia
kontynuowania jakiego$ procesu bez konca. Za jej pomoca rozwiazat

prawie wszystkie aporie Zenona i uznal, ze jej poprawne uzywanie nie grozi
wpadnieciem w sprzecznosci.

Druga za$ — dysponowanie w jednej chwili nieskoniczona liczba obiektow —
nazwal nieskonczonoscia aktualng i stosowania jej odradzal, a nawet zabranial.

Matematycy przez dwa tysiace lat jego dyrektyw przestrzegali, co
nie przeszkodzilo im w zbudowaniu poteznego gmachu analizy matematycznej,
nieskonczonoscig wrecz naladowanego.

Wiszelako znalazt sie $mialek, ktéry zakaz Arystotelesa ztamal. Georg Cantor

w dziele Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre (1883) stworzyl
teorie mnogoéci, ktora w sposéb oczywisty glosita istnienie i sensownos$é zbioréw
nieskonczonych. I to réznie nieskonczonych.

Zerwanie jabtka z drzewa wiadomosci dobrego i ztego wygnato ludzi z raju.
Tu bylo podobnie. Sam Cantor z przerazeniem stwierdzil, ze umie udowodnic¢
twierdzenia, ktore, jego zdaniem, powinny by¢ nieprawdziwe — na przyktad,
ze odcinek ma tyle samo punktow, co kwadrat, i co szescian. Wpedzito go to
we wzmagajaca sie paranoje, bo tych twierdzen, przeciw ktérym protestowal,
dowodzil coraz wiecej. Ale wywolane przez niego zlo plenilo sie bujnie,

co matematykom przynosilo coraz wiecej kompletnie nienormalnych obiektdw
do kontemplacji i badan, a zwyklych ludzi skazalo na nauke o zbiorach

juz od zerowki.

A nie lepiej bylo mieé¢ jedna nieskonczonosé, przyzwoita oo, i nie puszczac
sie na eksperymenty z réznymi kontinuami, alefami i innymi niestworzonymi
dziwno$ciami?
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) Haslto jego brzmialo: ,Poznanie nieskonczonosci wymaga nieskonczonego czasu.
Totez wszystko jedno czy sie pracuge, czy nie”.

,Tato, jak policzy¢ do nieskonczono$ci?” — takie pytanie
zadal mi niedawno moj czteroletni syn. Odpowiedzialem
co$ w stylu ,nigdy nie skonczysz”. W kazdym razie
liczenie do nieskonczono$ci moze sie relatywnie szybko
znudzi¢, moze wiec to zadanie, jak wiele innych
monotonnych zadan, powierzy¢ komputerowi? A czy
komputer potrafi policzyé¢ do nieskonczono$ci? Latwo
sprawié¢, aby komputer wypisywal coraz wicksze liczby —
moze nie w nieskonczonos¢, ale tak dlugo, az przestanie
dziata¢ albo znudzi nam sie ta zabawa.

> [0..]
[o,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, ...
3647506,3647507,3647508,3647509, "CInterrupted.

(wydawane polecenia poprzedzane sa w tym artykule
znakiem ,>”; postugujemy si¢ tu jezykiem Haskell,
gléwnie jego interaktywnym interpreterem ghci).

Moze lepiej zadaé jednak inne pytanie: czy komputer
potrafi policzy¢ do nieskonczonosci, a potem jeszcze co$
zrobi¢? Na przyktad: stworzy¢ liste wszystkich liczb
naturalnych, a potem wybrac¢ z niej liczby parzyste
(albo pierwsze)?

Otoz potrafi, a metoda, ktora pozwala na obliczenia
na obiektach nieskonczonych (przy czym doskonale
sprawdza sie tez dla skoficzonych), jest lenistwo:
obliczenia leniwe sg wykonywane dopiero wtedy, gdy
potrzebne sa ich wyniki:

> let nats = [0..]

Oto polecilismy stworzy¢ liste wszystkich liczb
naturalnych i nazwaé ja nats; komputer ,wykonal” to
zadanie blyskawicznie, jako Ze nie musial ich wszystkich
wypisywac. Niech wiec wypisze chod¢ kilka:

> let few = take 5
> few nats
[0,1,2,3,4]

Teraz wybierzmy tylko parzyste:

> let evens = [x | x <- nats, even x]
> few evens
[0,2,4,6,8]

Haskell pozwala na budowanie list za pomoca notacji
podobnej do tej, ktérej w matematyce uzywa sie dla
zbioréw. Zbiér liczb parzystych mozemy zapisaé¢ jako
{z |2z eN,z=0 (mod 2)}
albo
{2z | v € N}.
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Arkadiusz i Borys Strugaccy
Poniedzialek zaczyna sie w sobote

Podobnie mozemy zdefiniowaé¢ strumien liczb parzystych
w Haskellu:

> [x | x <- nats, x ‘mod‘ 2 == 0]

Analogiczny efekt mozna uzyska¢ za pomoca funkcji
filter, ktéra wybiera z listy elementy spelniajace podany
warunek, oraz predykatu even, spelnianego przez liczby
parzyste:

> let evens = filter even nats

Moze jeszcze, zeby sprawdzié, czy lista evens naprawde
zawiera wiecej niz pie¢ elementow, zazyczmy sobie
wypisania jej dziesieciomilionowego elementu:

> evens !! (1077)
20000000

Za pierwszym razem to moze chwilke potrwaé, bo — jak
pamigtamy — obliczenia w naszym systemie sa leniwe

i obliczenie dziesigciu milionéw elementéw strumienia
wykona si¢ wlasnie teraz. System pamigta jednak raz
obliczone wartoéci, wiec za drugim razem ten sam wynik
dostaniemy juz btyskawicznie.

> evens !! (1077)

20000000

(1.12 secs, 360844064 bytes)
> evens !! (1077)

20000000

(0.06 secs, 521804 bytes)

Nieskonczone listy zwykle nazywa sie strumieniami.
Co mozemy jeszcze z nimi zrobic¢?

Mozemy, na przyklad, zastosowaé jakas transformacje
do kazdego elementu listy.

> let odds = map (+1) evens
> few odds
[1,3,5,7,9]

Funkcja map daje liste bedaca wynikiem zastosowania
funkcji przekazanej jako pierwszy argument do
kazdego elementu listy bedacej drugim argumentem.
Funkcja (41), jak latwo sie domysli¢, daje w wyniku
swoj argument plus jeden.

Listy definiujemy zwykle w terminach glowy (pierwszy
element listy) i ogona (cala reszta). Liste zlozona

z glowy x i ogona xs zapisujemy jako z : xs. W jezykach
funkcyjnych definicje zapisujemy w postaci ciagéw
réwnan (czesto rekurencyjnych). W ten sposéb mozemy
zapisa¢ definicje strumienia liczb naturalnych:

> let nats = from O where
fromn =n:from (n+1)



Strumienie mozemy laczyé, np.:

> let zipped = zip evens odds
> few zipped
£€0,1),(2,3),(4,5),(6,7),(8,9)]

Funkcja zip niejako ,spina” dwie listy, taczac ich
elementy w pary (podobnie do dzialania zamka
blyskawicznego — stad jej nazwa):

> let zip (a:as) (b:bs) = (a,b) : zip as bs

Podobnie mozemy zdefiniowaé funkcje, ktéra doda dwa

strumienie, element po elemencie:

> let add (a:as) (b:bs) = (a+b)
> few (add evens odds)
[1,5,9,13,17]

: add as bs

Do tej pory ,nieskonczonosci” nie bardzo bylo

widaé, wiekszo$¢ powyzszych operacji dzialata

w rzeczywistosci na kilkuelementowych listach. Zbiory
i listy nieskonczone maja natomiast pewne ciekawe
wlasnosci, np. lista nieskoniczona jest rownoliczna ze
swoim ogonem i mozemy je polaczy¢:

> let odds = add nats (tail nats)
> few odds
[1,3,5,7,9]

Tym sposobem mozemy uzyskaé¢ nowe definicje nats
oraz evens:

> let nats = O:map (+1) nats
> let evens = add nats nats

Dla listy liczb naturalnych glowa jest 0, ogon zas jest
taki jak cata lista, ,,podwyzszona” o 1.

Analogicznie mozemy zdefiniowaé strumien liczb
Fibonacciego: zachodzi réwnosé

f 4+ (tail f) = drop 2 f,
gdzie drop n f pomija pierwszych n elementow listy

> let fibs = 0:1:add fibs (tail fibs)

> take 10 fibs

[0,1,1,2,3,5,8,13,21,34]

> fibs !'! 200
280571172992510140037611932413038677189525

Funkcja drop jest niejako dualna do funkcji take, ktéra wybiera
z listy pierwszych n elementéw, pomijajac reszte; uzyte wczesniej
few zdefiniowalem na potrzeby tego artykutu jako take 5.

Pierwsze dwa elementy to 0 i 1, po czym nastepuje
suma ciagu ze swoim ogonem.

Tak na marginesie, te definicje zapisuje sie zwykle
nie za pomoca add, ale wbudowanej funkcji zip With
(i taka definicje mozna najczesciej spotkad):

> let fibs = 0:1:zipWith (+) fibs (tail fibs)

Funkcja zip With laczy listy za pomoca wskazanej
funkcji
> let zipWith f (a:as) (b:bs) =

fab: zipWith f as bs
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Stad zip With (+) oznacza po prostu sume dwdch list.

Liczby pierwsze budza zwykle wiecej emocji niz liczby
Fibonacciego; tak jest i w $rodowisku funkcyjnym —
napisano na ten temat wiele artykutéw. Tu ograniczymy
sie do kilku prostych sposobéw.

Najpierw zdefiniujmy relacje ,x nie jest podzielne
przez y”:

>letx-/y=x ‘mod‘y>0
Pierwsza préba moze wygladaé tak:

e pierwszym elementem listy jest 2,

e dalej z ciggu liczb naturalnych wiekszych niz 2
wybieramy liczby, ktore nie sa podzielne przez zadna
z wezesniejszych.

> let primesl = sieve [2..] where
sieve (p:xs) =p : sieve [x | x <- xs, x -/ p]

> primesl !! 10000
104743
(6.29 secs, 4296827576 bytes)

Mozna prébowaé usprawnié te definicje, zauwazajac, ze
powyzej 2 mozemy si¢ ograniczy¢ do liczb nieparzystych:

> let primes2 = 2:sieve [3,5..] where
sieve (p:xs) =p : sieve [x | x <- xs, x -/ p]

... ale okazuje sie, ze usprawnienie jest mniejsze, niz by
sie mozna spodziewac:

> primes2 !! 10000
104743
(6.20 secs, 4286105612 bytes)

Rzeczywiste usprawnienie mozemy uzyskaé, zauwazajac,
ze dla sprawdzenia pierwszosci x wystarczy sprawdzaé
dzielniki nie wigksze niz /z:

> let primes3 = 2:[x | x <- [3,5..], isPrime x] where
isPrime x = all (x -/) (factorsToTry x) where
factorsToTry x = takeWhile (\p -> p*p <= x) primes3

> primes3 !'! 10000
104743
(0.04 secs, 24043288 bytes)

Definicja primes3 jest nieco bardziej ztozona

i zapewne wymaga kilku wyjasnien. Uzyta w definicji
isPrime funkcja all sprawdza, czy podany predykat
(tu ,z nie jest podzielne przez...”) jest spelniony
przez wszystkie elementy listy. Zatem liczbe x
uznajemy za pierwsza, gdy nie dzieli sie ona przez
zaden z potencjalnych dzielnikow. Liste tych ostatnich
uzyskujemy za$, biorac (take While) kolejne liczby
pierwsze tak dlugo, jak ich kwadraty sa mniejsze od =x.

W tym miejscu kuszace mogloby by¢ uzycie funkcji
filter, ale, niestety, taki sposob wybierania podzbioréw
wymaga nieskoficzonego czasu, nawet gdy rzeczony
podzbidr jest skonczony (skad mamy wiedzieé, czy moze
jeszcze gdzie$ tam daleko w ciggu pojawi sie element
spelniajacy warunek). Zauwazmy jednak, ze wszystkie



nasze dotychczasowe strumienie sa rosnace, dzieki czemu
podzbiér ograniczony mozemy zawsze wybraé
W ograniczonym czasie.

Ogolniej, strumienie rosnace nadaja sie do reprezentacji
nieskonczonych zbioréw liczb: w ograniczonym

czasie potrafimy rozstrzygnaé, czy dana liczba x jest
elementem zbioru:

> let member x (y:ys)
| x ==y = True
| x <y=False
| x >y = member x ys

> member 104743 primes3
True

Przegladamy kolejne elementy strumienia; gdy
napotkamy liczbe wigkszg od z, to wiemy, ze x juz dalej
sie nie pojawi (strumien jest rosnacy, zatem wszystkie
dalsze elementy sg wigksze od x).

Podobnie mozemy zdefiniowaé sume (a takze przeciecie
i réznice) zbioréw:
> let union (x:xs) (y:ys)
| x <y=x:union xs (y:ys)
| x ==y = x:union xs ys
| x>y =y:union (x:x8) ys
Mozemy p6jsé o krok dalej i rozwaza¢ strumienie

wyzszego rzedu, czyli nieskonczone strumienie
nieskonczonych strumieni. Sprobujmy, na przyktad,

W poét drogi do nieskonczonosci

stworzy¢ rosnacy strumien liczb postaci p™, gdzie p jest
liczba pierwsza. Gdybysmy potrafili obliczy¢ strumien
liczb stanowigcy sume teoriomnogosciowa strumienia
strumieni, rozwiazanie mogloby by¢ proste:

> let primePowers = mergeAll [powers p | p <- primes]

gdzie powers p jest strumieniem kolejnych

poteg p, zas mergeAll jest funkcja, ktéra scala
strumien strumieni. Tylko czy potrafimy ja
zdefiniowaé¢? Okazuje sig, ze tak (zainteresowanych
odsytam do modutu Data.List.Ordered; zob.
http://hackage.haskell.org/packages/
archive/data-ordlist/0.4.5/doc/html/
Data-List-Ordered.html), jednakze pod pewnymi
warunkami:

1. strumien gléw strumieni sktadowych musi by¢
niemalejacy (w naszym przypadku jest to strumien
liczb pierwszych);

2. kazdy element wyniku bedzie powtorzony tyle
razy, ile razy lacznie powtarza sie we wszystkich
strumieniach wejsciowych; funkcja mergeAll realizuje
sume multizbioréow, zas sume zbioréw, gdy strumienie
wejsSciowe sg parami rozlaczne, ktéry to przypadek
takze zachodzi dla naszego problemu.

> take 20 primePowers
(2,3,4,5,7,8,9,11,13,16,17,19,

23,25,27,29,31,32,37,41]
(0.00 secs, 527380 bytes)

Maciej LISICKI

doktorant, Instytut Fizyki Teoretycznej,
Wydzial Fizyki, Uniwersytet Warszawski

Chmura sklada sie z oblokow zloZonych z oblokow,
ktore sktadajq sie oblokow,

ktore wygledajg jak chmury.

Ale kiedy zblizasz sie do chmury,

nie widzisz gtadkosci,

tylko nieregularnosci w drobniejszej skali.

Benoit Mandelbrot (1924-2010)

W termodynamice charakteryzujemy réwnowagowy uktad za pomoca
pewnego zbioru parametréw (np. ci$nienia, objetosci i temperatury)

i zwiazkéw pomiedzy nimi (np. réwnania stanu gazu). Wielkosci te sa
funkcjami stanu, a wiec sa jednoznacznie przyporzadkowane danemu

stanowi uktadu i nie zmieniaja sie w czasie. Jesli jednak spojrzymy

na uklad z punktu widzenia jego struktury mikroskopowej, na czasteczki
gazu w ciaglym ruchu, powstaje pytanie: jak powiazaé¢ charakterystyki
termodynamiczne ukladu z jego mikroskopowa dynamika? Odpowiedzi
na to pytanie udziela mechanika statystyczna, w mysl ktorej uktad wielu
czasteczek podlega prawom statystycznym, a parametry makroskopowe
sg $rednimi wartosciami odpowiednich wyrazen mikroskopowych.
Przyktadowo, $rednia energia kinetyczna czasteczek gazu doskonatego,

w ktérym predkosci czasteczek opisane sg rozkladem Maxwella, jest
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Pojecie prawdopodobienistwa pojawia
sie¢ w fizyce nader czesto i praktycznie
w kazdej jej dziedzinie; obszernym
wprowadzeniem moze by¢ ksiazka

R. Nowaka pt. Statystyka dla fizykéw,
PWN, Warszawa, 2002.

Rozwigzanie polega na ,wylosowaniu”
N sposéréd Ny czasteczek. Jak wyglada
wykres tej gestoéci prawdopodobienstwa
w zaleznoéci od N dla réznych wartosci
parametréw No, Vo i V7?7

-]

Rozwigzanie zadania F 835.
Przyjmijmy, ze promien wychodzacy BC
(rysunek) pochodzi z wigzki promieni
réwnoleglych padajacych na soczewke.

Wtedy jego przedluzenie na strong
przedmiotowg przetnie sie

z przedluzeniami innych promieni
pochodzacych z padajacej wigzki
réwnoleglej w plaszczyznie ogniskowej
soczewki (FF’). W tym samym

punkcie F’ przetnie wigc ptaszczyzne
ogniskowa, pochodzacy z tej samej
wiazki réwnolegtej, promietr F'O,

ktéry nie zmienia swojego kierunku

bo przechodzi przez $rodek soczewki.
Poniewaz promienie AB i F’O pochodza
z tej samej wigzki réwnolegtej, wiec bieg
promienia AB znajdujemy, wykreslajac
prosta réwnolegla do F'O przechodzaca
przez punkt B.

powiazana z temperatura gazu poprzez relacje
3
(1)

<Ek> = ikBTa
gdzie kp jest stala Boltzmanna. W naturalny sposéb w grze pojawia
sie wiec pojecie prawdopodobienstwa. Ze wzgledu na statystyczna
nature opisywanych zagadnien w skonczonym uktadzie parametry
termodynamiczne podlegaja zmianom w czasie, przyjmujac wartosci
zblizone do $redniej. Zmiany te nazywamy fluktuacjami. Oszacowanie
wielkosci fluktuacji jest réwnoznaczne z badaniem odpowiedniego
rozktadu prawdopodobienstwa. Dopiero gdy dysponujemy oszacowaniem
wartosci Sredniej i Srednim odchyleniem od tej wartosci, jestedmy
w stanie zinterpretowaé¢ wyniki pomiaru — wszak informacja, ze $rednia
roczna temperatura w Warszawie wynosi 8,2°C, nie mowi jeszcze nic
o charakterystyce klimatu i wystepujacych tam réznicach temperatur.

Przyjrzyjmy sie doktadniej fluktuacjom ,w dziatlaniu” w fizycznym uktadzie.
Przykladem wielkosci fluktuujacej wokét swojej sredniej warto$ci moze byé
liczba czasteczek gazu (doskonalego) w pewnej objetosci V', wyodrebnionej

z wiekszego ukladu o objetosci Vy, zawierajacego Ny czasteczek.

Wybierajac przypadkowy obszar o objetosci V' <« Vj, przyjmijmy, ze
prawdopodobienstwo znalezienia czasteczki gazu wewnatrz V jest dane przez

2) v

P = 7
i jest niezalezne od ksztaltu pojemnika z gazem i potozen innych czasteczek.
ZalozyliSmy przy tym, ze z réwnym prawdopodobienstwem kazda z czasteczek
gazu przebywa w kazdej czesci uktadu ze wzgledu na swdj ruch termiczny.
Na podstawie tego postulatu Czytelnik moze tatwo wykazaé, ze rozklad
prawdopodobienstwa znalezienia IV czasteczek w objetosci V' jest rozktadem
dwumianowym, ma wigc postaé

N No—N
(3) PN:Ni()!(K) (1—K) T
NI(Nog — N)!'\Vy o
Jedli teraz rozwazymy granice, gdy uklad jest bardzo duzy (a zatem
Ny — o0 i Vy — 0), ale jednoczesnie érednia gestosé gazu pg = No/Vj jest
stala, mozemy znalezé $rednia warto$é (N) liczby czastek w objetosci V/
Ny
(N)=> NPy =pV
N=0

(4)

oraz jej odchylenie standardowe bedace miarg odchylenia od wartosci
éredniej jako (N?2) — (N)2 = poV (w granicy). Zbadajmy teraz wzgledne
fluktuacje, czyli stosunek odchylenia od éredniej do samej wartosci Sredniej

(5) <N2> - <N>2 1

(N) (N)

Wnhnioskujemy stad, w zgodzie z intuicja, ze wzgledne fluktuacje sa tym
mniejsze, im wigkszy jest badany poduklad (im wiecej czastek zawiera).
Wykorzystujac réwnanie stanu gazu doskonalego pV = (N)kpT, gdzie p i T
oznaczaja ci$nienie i temperature gazu w poduktadzie, przepiszmy

réwnanie (5) w postaci

(6) V <N2> - <N>2 o kBT
(N) pV

Otrzymana zalezno$é nie jest zbyt uzyteczna, bo zawiera parametry

charakteryzujace poduklad, o ktérym niewiele wiemy. Pamietajmy jednak,

ze objeto$¢ V' zostata myslowo wyodrebniona z wiekszego uktadu o ustalonej

temperaturze Ty i ci$nieniu pg, a wiec zadne fizyczne bariery nie oddzielaja

go od pozostalej objetosci, w ktérej spelnione jest rownanie pg = pokpTy-
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Bardzo przystepne wyjasnienie blekitu
nieba znalezé mozna réwniez w artykule
A. Hryczuka i R. Zaka (Delta 8/2003),
jednak samo zagadnienie ma bardzo
bogata histori¢ — tym ciekawsza, ze nasz
znakomity rodak odegral w niej duza role
— to jednak temat na osobng opowies¢. ..

W miare rozwoju technik symulacji
powstaly réwniez metody oszacowania
efektéw skoriczonosci uktadu

i korygowania uzyskanych wynikéw;
bardzo dobre wprowadzenie mozna
znalezé w: F.L. Roméan, A. Gonzélez,
J.A. White, S. Velasco, Fluctuations in
the number of particles of the ideal gas:
A simple example of explicit finite-size
effects, Amer. J. Phys 67, 1149 (1999).

Stad otrzymujemy

NN kel
@) &\ v

Gdy zwigkszamy objetoé¢ podukladu, wzgledne fluktuacje zanikaja, co jest
spodziewane z punktu widzenia termodynamiki.

Przywoltajmy kontekst fizyczny otrzymanej zaleznosci — rozwazmy obszar
o rozmiarach rzedu dhugosci fali niebieskiego $wiatla, ktérego dhugosé fali A
lezy w przedziale od 450 do 500 nm. W warunkach normalnych zawiera
on okoto 3 mln czasteczek, a wzgledne fluktuacje sa na poziomie 0,057%.
Odpowiednia warto$¢ fluktuacji dla $wiatla czerwonego (A miedzy 610
a 780 nm) to 0,035%. Fluktuacje tego rzedu wielkosci sa z pozoru niewielkie,
ale wystarczajace, by wywotaé¢ niewielkie réznice wspotczynnika zatamania
osrodka, ktore z kolei powoduja rozpraszanie $wiatta na tychze fluktuacjach.
Jak wskazuja obliczone wyzej wartosci, efekt ten jest znacznie silniejszy dla
Swiatla niebieskiego, ktére jest ,bardziej” rozpraszane (konkretnie, natezenie
rozproszonego $wiatta jest proporcjonalne do 1/A*). Zjawisko to stoi
u podstaw wyjasnienia niebieskiego koloru nieba, czego dokonali niezaleznie
Albert Einstein i Marian Smoluchowski. Przyjrzyjmy sie jeszcze jednej
makroskopowej wielkoSci, mierzonej bezposrednio w doswiadczeniach.
Scisliwosé izotermiczna k, ktéra jest miarg wzglednej zmiany objetodci gazu
przy zmianie ci$nienia i przy stalej temperaturze, dla gazu doskonatego
wyraza sie przez
(8) po LV _ L

\% 6;0 pok‘BT
Wynik ten, otrzymany w ramach termodynamiki, mozemy teraz poréwnac
z zaleznoscig dla skonczonego uktadu, uzyskang w ramach mechaniki
statystycznej:

(N?) = (N)?

) pokisT(V) = ==

ktora pozwala zapisaé¢ $cisliwosé jako

1 1%
10 KR = 1 -,
(10) PokBT< Vo>

gdzie poprawka jest efektem skonczonej objetosci podukiadu. Efekty
skonczonosci ukladu (ang. finite-size effects) odgrywaja istotna role
w symulacjach komputerowych. Komputery sa poteznym narzedziem,
pozwalajacym na badanie dynamiki duzych uktadéw; mozna dzi$

np. numerycznie rozwiazaé¢ réwnania ruchu 500 000 atoméw w ciagu
500 ns. Trzeba jednak zawsze pamigtaé, ze symulujemy skonczony
poduktad, a nie uktad w granicy termodynamicznej, a badane przez
nas wielkosci (np. Scidliwosé) zaleza od wielkosci uktadu. Moéwiac
obrazowo, do ,nieskonczonoéci” trzeba podejs¢é najblizej, jak tylko sie da,
a dalej mozna tylko zastanowi¢ sie, na ile skoniczonosé uktadu wptywa
na wynik pomiaru.

Operacja powickszania ukladu (objetosci, liczby czasteczek) przy
jednoczesnym utrzymaniu lokalnych wielkosdci (np. $redniej gestosci)
prowadzi do granicy termodynamicznej — przy przejsciu do tej granicy

w ukladzie zanikaja fluktuacje, a zatem wielkosSci, ktére charakteryzuja
jego stan (takie jak temperatura czy ci$nienie), nie zmieniaja sie w czasie.
Woéwczas termodynamika fenomenologiczna staje sie Scista teoria. Dla
typowych ukladéw makroskopowych (gdzie N jest rzedu liczby Avogadra
N = 6,02 - 10%3) fluktuacje sa pomijalne, dlatego opis fenomenologiczny
pozwala tak doktadnie przewidzie¢ wlasnosci termodynamiczne

wielu substancji.

18



Kaskady i swaty

Przemystaw KICIAK

Instytut Matematyki Stosowanej i Mechaniki,
Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

Czesto pojawiajace sie w matematyce zadanie polega na skonstruowaniu funkeji

f: A — B, spelniajacej pewne warunki. Miedzy innymi mozemy chcieé¢, aby
funkcja ta byta réznowartosciowa i ,na”, co gdyby mialo miejsce, oznaczaloby
rownoliczno$é zbioréw A i B. Punktem wyj$cia bywa inna funkcja g, ktéra
potrzebnych warunkéw nie spelnia, ale wystarczy ja tylko troche zmienié.

Przypu$émy, ze mamy taka funkcje g, dla ktérej istnieje tylko jedna para
elementéw x1 # xo € A, taka ze g(x1) = g(x2). Wtedy mozemy wybraé
ya # y1 = g(x1) 1 przyjaé f(x1) =y1 1 f(xe) = yo. Jedli istnieje x3 & {x1, 22},

1 takie ze g(x3) = y2, to wybieramy ys € B\ {y1,y2} 1 przyjmujemy f(z3) = ys,

itd. Przyjecie wartosci f dla pewnego zj ,straca” przywiazanie elementu xyy

do elementu ¥y, bedacego wartoscia funkcji g. Nazwiemy to kaskada.

Najprostszym zastosowaniem przedstawionego wyzej
sposobu jest udowodnienie, ze odcinki [0, 1] 1 (0, 1] maja
tyle samo punktéw. Zaczynajac od funkcji g, takiej ze
9(0) =1 oraz g(x) = x dla kazdego x > 0, okreslamy
funkcje f, taka ze dla kazdego xy = 1/k, gdzie

k jest liczba naturalna, przyjmujemy f(zy) = xgi1,

a dla kazdego z € [0, 1], ktére nie jest tej postaci,
prayjmujemy f(z) = g(x).

Uzyjemy metody kaskadowej do udowodnienia
twierdzenia Halla, znanego tez pod nazwa twierdzenia
o malzenstwach. Najpierw przypomnijmy problem.

Mamy dane dwa zbiory skonczone C'i D, ktérych
elementy mozemy wyobrazié¢ sobie jako chtopcow

i dziewczyny. Mamy wyswataé chtopcow, przy czym
kazdy z nich ma okreslony zbiér kandydatek na zone
(upraszcezajac, powiemy, ze je zna), bedacy podzbiorem
zbioru D. Zone, oczywiscie, mozna mie¢ tylko jedna,
podobnie zadna dziewczyna nie moze mieé wigcej

niz jednego meza. Potrzebna jest zatem funkcja
roznowartoéciowa f:C' — D, taka ze kazdy chlopiec x
zna dziewczyne f(z). Taka funkcje f nazywamy
skojarzeniem o licznosci réwnej liczbie chtopcéw n.

Znajdowanie skojarzenia jest oczywiscie problemem
grafowym; mamy tu graf dwudzielny, ktérego kazda
krawedz laczy chlopca i dziewczyne, ktorzy sie

znaja. Skojarzenie mozna utozsami¢ z odpowiednim
podzbiorem krawedzi. Twierdzenie Halla méwi, ze
skojarzenie o liczno$ci n istnieje (czyli wszystkich
chlopcéw mozna wyswatad) wtedy i tylko wtedy, gdy
dla kazdego k < n, k dowolnie wybranych chtopcéw zna
w sumie co najmniej k dziewczyn.

Konieczno$é tego warunku (oznaczymy go (x)) dla
istnienia skojarzenia o licznosci n jest oczywista (kto
nie jest tego pewny, moze przypomni sobie o zasadzie
szufladkowej Dirichleta). Udowodnimy, ze warunek (x)
jest wystarczajacy, uzywajac indukcji.

Jedli n =1 i chlopiec zna co najmniej jedna dziewczyne,
to mozna go wyswataé. Przypusémy zatem, ze n > 1

i twierdzenie jest prawdziwe dla n — 1 chlopcow,

a ponadto dla ustalonego zbioru n chtopcow
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warunek (x) jest spelniony. Tym bardziej jest on
spelniony, jesli pominiemy jednego (dowolnego) chlopca.
Mozemy wiec znalezé dziewczyny dla pozostatych

n — 1 chlopcéw. Pary na razie zareczamy (zareczyny,
jesli trzeba, bedzie mozna zerwac). Sprébujemy

teraz wyswatacé n-tego chlopca; utworzymy z niego
zbidér jednoelementowy Cy. Niech Dy oznacza zbidér

tych dziewczyn, ktére n-ty chlopiec zna. Zbiér D;

jest niepusty z uwagi na warunek (x). Jedli jedna

z tych dziewczyn nie ma narzeczonego, to mozemy

ja zareczy¢ z n-tym chlopcem. W przeciwnym

razie niech C oznacza zbior chlopcow zareczonych

z dziewczynami z Di. Niech teraz Dy oznacza zbiér tych
dziewczyn, ktore znaja chlopcow ze zbioru Cq, ale nie sa
z nimi zareczone.

Jedli ktoras z nich nie ma narzeczonego, to mozemy
znalezé w C7 chlopca, ktéry ja zna, odwolaé jego
dotychczasowe zareczyny i zareczy¢ z ta dziewczyna.
Wtedy w zbiorze Dy pojawia si¢ dziewczyna
niezareczona, ktora mozna zareczy¢ z n-tym chlopcem.

W przeciwnym razie kolejne zbiory C; (chlopcéw
zareczonych z dziewczynami z D;) oraz D,
(dziewczyn, ktore znaja chlopcéw z C;, ale nie sa z nimi
zareczone) mozemy okredla¢ podobnie. Jest jasne, ze
dla kazdego i zbiory C; i D; sa ré6wnoliczne. Jesli
dla pewnego ¢ w zbiorze D, znajdzie si¢ niezareczona
dziewczyna, to zaczynajac od niej, mozemy utworzy¢
kaskade. Zrywamy zareczyny chlopca z C;_1, ktory
ja zna, i z nim ja zareczamy, a jego dotychczasowa
narzeczona z D; 1 zostanie nowa narzeczona chlopca
Z CZ',Q, itd.

Jesli nie mozemy znalezé niezareczonej dziewczyny, to
okreslamy kolejne zbiory chtopcow i dziewczyn, ale ten
proces musi si¢ zakonczy¢; chtopcow jest skonczenie
wielu, a wigc dla pewnego i otrzymamy D; = C; = ().
Wtedy nie mozemy wszystkich chlopcow wyswataé, ale
to oznacza, ze istnieje zbiér chlopcéw CoU ... UC;_q,
dla ktoérego zbiér znanych im dziewczyn D U...U D;_4
ma o przynajmniej jedna dziewczyne mniej. No i juz.
Cho¢ zapewne dzialalno$é¢ prawdziwego biura
matrymonialnego jest znacznie bardziej skomplikowana.



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Pierwsza rocznica odkrycia

Czwartego lipca 2012 roku zespoly badawcze ATLAS i CMS
wspolnie oglosily odkrycie nowej czastki, znalezionej w trakcie
poszukiwania bozonu Higgsa, ostatniego nieodkrytego obiektu
przewidywanego przez Model Standardowy oddziatywan
elementarnych (MS). W marcu biezacego roku, podczas
cyklu konferencji Rencontres de Moriond 2013, uznano, ze
przeprowadzone do tego czasu analizy materialu dowodowego
zebranego w sprawie sg wystarczajace, zeby przesta¢ méwié
o ,higgsopodobnej” nowej czastce i zaczaé ja nazywac po prostu
bozonem Higgsa. Nadal pozostaje jednak nadzieja, ze nie jest
to ta jedyna czastka przewidywana przez MS, tylko jeden

z przedstawicieli wiekszej rodzinki, ktérej rézne wersje
wystepuja w rozszerzeniach MS, a ktoérej cztonkéw na razie
nie widzimy, bo maja zbyt duza mase lub zbyt stabo sprzegaja
sie do tego, co zderzenia protonéw oferuja.

Przyznanie nowej czastce statusu bozonu Higgsa wiaze

sie z potwierdzeniem jej oddziatywania z tym, z czym
oddziatywaé powinna. Pozytywna obserwacje uzyskano

nie tylko w dwéch ,odkrywczych” kanatach (fotonowym:

H — 7 oraz czteroleptonowym: H — ZZ* — £, 0565,

za pomocy ktérych zmierzono mase 125,7 4 0,4 GeV/c? (CMS)
oraz 125,54 0,5 GeV/c? (ATLAS), lecz réwniez w pozostatych
trzech, w ktorych sygnat powinien by¢ juz widoczny przy

tej ilosci danych, ktére zostaly zebrane (przed zaplanowang
dwuletnia przerwa techniczng w dziataniu LHC majaca
umozliwi¢ dziatanie przy zaprojektowanej energii 14 TeV oraz
wigkszej o czynnik okoto 5 §wietlnosci czyli liczbie zderzen

w jednostce czasu).

Tymi trzema kanatami, ktére mase okreslaja tylko

zgrubnie (trudniej jest odréznié sygnal od tla) sa:

H— WW* — v, 05 De,, w ktérym w stanie koncowym
widzimy dwa przeciwnie natadowane leptony oraz brak
bilansowania si¢ rzutéw peddéw na plaszczyzne poprzeczna

do kierunku wyznaczonego przez wiazki protonowe (ze wzgledu
na nierejestrowane neutrina); H — 777, w ktérym w analizie
odtwarzamy leptony tau z produktéw ich rozpadéw (wsréd
ktérych znéw sg nierejestrowane neutrina); H — bb, w ktérym
niezwykle trudno jest wyluskac¢ sygnat spod przyttaczajacego,
wiele rzedéw wielkosci wigkszego tta.

Wtasnie w tym ostatnim kanale wynik LHC jest malto
przekonywajacy (choé, w granicach niepewnosci, zgodny

z oczekiwaniami opartymi na MS), ale CERN jest tutaj
wspierany przez amerykanski Tevatron, ktéry zderzal protony
z antyprotonami przy cztery razy mniejszej energii. Tam sygnat
w tym kanale jest lepiej widoczny (pomimo mniejszej ilosci
danych i mniejszej energii), bo silniej reprezentowane sa kanaly,
w ktérych bozon Higgsa produkuje si¢ np. z dodatkowym
bozonem podredniczacym (zderzana byla antymateria

z materia) ulatwiajacym odréznienie sygnatu od tla.

W sumie, w kazdym z tych pieciu kanaléw potaczona
istotnos¢ statystyczna jest na poziomie przekraczajacym 3o
(prawdopodobienstwo testowe hipotezy braku sygnatu
ponizej 1073, a w kanatach 4¢ oraz v+ ponizej 10711),
Poréwnywanie réznych kanatéw produkcji i rozpadu

(kazdy bozon Higgsa ma ,dwa konice”, jako$§ musi zostaé
wyprodukowany i jako$ sie rozpas$¢) réwniez, w granicach
niepewnosci, zgadza sie z przewidywaniami MS.
Dodatkowym testem jest badanie spinu J i parzystosci P
nowej czastki. Bozon Higgsa powinien mieé¢ J¥ = 0. Mozna
to sprawdzié¢, poréwnujac obserwowane oraz oczekiwane

(dla poszczegdlnych hipotez) rozktady katowe produktéw
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jego rozpadu, do czego najlepiej nadaje sie kanat 4¢. W tym
przypadku rozktady mozna opisa¢ przez podanie mas dwoch
par leptonéw oraz szesciu katéw (dwuciatowe rozpady
rozpatrywane w uktadzie masy rozpadajacej sie czastki daja
czastki o przeciwnych pedach). Zebrany material pozwala
naodrzucenie (w zasadzie) wszystkich konkurencyjnych hipotez
na poziomie istotnosci przekraczajacym 3o.

Warto przypomnieé, ze w tym roku obchodzimy wiecej rocznic
zwiazanych z MS. Pierwsze doniesienie o odkryciu tzw.
(stabych) pradéw neutralnych, czyli oddzialywania neutrin

z materig, za pomoca neutralnego bozonu Z° (w odréznieniu
od stabych pradéw natadowanych przenoszonych przez

W (W), za pomoca ktérych neutrino, oddziatujac z materia,
zamienia si¢ na odpowiedni lepton naladowany), pojawito

si¢ 40 lat temu, dzieki komorze pecherzykowej Gargamelle
zbierajacej dane w CERN-ie, rozpoczynajac kariere Modelu
Standardowego (Nagrody Nobla dla Sheldona Glashowa,
Abdusa Salama i Stevena Weinberga, a p6zniej réwniez dla
Martinusa Veltmana i Gerarda 't Hoofta). Zaledwie dziesigé
lat pézniej bozony posredniczace W, W~ i Z° zostaty
odkryte, réwniez w CERN-ie, za pomocsg zderzacza SppS

(a rok pézniej przyznano Nagrode Nobla Carlo Rubii oraz
Simonowi van der Meerowi).

Ciekawe czy sam bozon Higgsa, pozostato$¢ nadajacego

mas¢ bozonom posredniczacym mechanizmu
Brouta-Englerta-Higgsa (taka nazwa chyba bedzie
obowigzywaé, mozna jeszcze dodaé¢ na koncu
Guralnika—Hagena—Kibble’a, z przodu Andersona, a na samym
koncu sam Peter Higgs dodaje 't Hoofta; sam bozon chyba sie
obroni i pozostanie bozonem Higgsa), oprécz masy bedzie
zdolny wygenerowaé¢ Nagrode Nobla rok po odkryciu.

Piotr ZALEWSKI
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Rozklad masy ukladu czterech leptonéw zawierajacy sygnat
pochodzacy od rozpadu bozonu Higgsa, wstepnie opublikowany przez
eksperyment CMS. Dane (ang. Data) pokazane sg za pomocg czarnych
punktéw z zaznaczona niepewnoscia statystyczng (liczba przypadkéw
rejestrowana w danym binie histogramu traktowana jest jako estymata
$redniej procesu Poissona), spodziewane tlto — odcieniami szarosci,

a spodziewany sygnal bozonu Higgsa o masie 126 GEV/C2 — kolorem.
(Na rysunku uzywany jest tzw. naturalny uktad jednostek, w ktérym

¢ =h =1). W czesci dolnej pokazany jest tzw. ideogram oraz budujace
go przypadki (punkty) wraz z zaznaczong precyzja estymaty masy,

z podzialem na dane przy dwéch energiach LHC (odpowiednio otwarte
oraz pelne kétka). Dodatkowo punkty odpowiadajace trzem réznym
stanom koncowym pokazano na czarno, kolorem oraz na szaro.
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Genetyczne rocznice

Nawet w bardzo ,mtodych” gateziach nauki zaczynajg gromadzi¢ sie dltugoletnie
rocznice, ktorych nie wolno przegapi¢. Niepostrzezenie, na przyktad, okazuje

sig, ze to juz 60 lat mineto od ogloszenia (wéwczas) hipotezy o strukturze DNA.
W samym odkryciu, oprécz tego, ze okazalto sie prawdziwe, fascynuje mnie

pare okolicznosci.

W momencie ukazania sie historycznej dzis publikacji genetyka byta prawie czcigodna,
ustabilizowang nauka. Dyskutowano o tym, czym jest gen. Doglebnie badano zjawisko
mutacji i jego skutki. Skutkami byty, jezeli umiano je znalez¢ — zmiany w strukturze
i funkcji okreslonych biatek. Stad juz kréotka droga do zatozenia, ze substancja,
dziedzicznosci powinny by¢ biatka, poniewaz one sa najbardziej réznorodng grupa
czasteczek obecnych w komorkach. Gloszono jednoczesnie teze, ze DNA sklada

si¢ z powtarzajacego si¢ wielokrotnie tetranukleotydu (tzn. bloku czterech matych
czasteczek), pelnigcego role strukturotwoércza. Chyba nikt nie sadzil, ze caty gmach
rozumowania gen = bialtko nagle runie bezpowrotnie — nie w wyniku kosmetycznych
poprawek, ale zmiany zatozen podstawowych.

Znalezli sie jednak uczeni, ktérzy postanowili podstawy genetyki zweryfikowaé
do$wiadczalnie. Wymys$lili doswiadczenia, zaktadajac, ze zasady dziedziczenia sa
wspolne dla catego zywego swiata. W eksperymentach badali proste organizmy, wirusy
i bakterie, ktoérym starali si¢ przekazac cechy dziedziczne przez oczyszczone czasteczki:
albo biatka, albo DNA. W obu typach organizméw TYLKO DNA przenosit informacje
genetyczna — bingo — warto byto zajac sie bardziej szczegdtowo ta czasteczka. Zrobili to
James Watson, Francis Crick, Maurice Wilkins i Rosalind Franklin.

Bardzo lubie ksigzeczke Watsona Podwdjna helisa (Amerykanin, ,cudowny”
intelektualnie nastolatek, ornitolog, 25 lat, ,post-doc” w Cambridge), w ktérej
opisal szczegdtowo, jak razem z Crickiem (Brytyjczyk, fizyk, 37 lat, w czasie
wojny w Laboratorium Admiralicji pracowal nad konstrukcja akustycznych

i magnetycznych min) odkryli zasade ogdlng przestrzennej struktury DNA, sadzac,
ze jest to wynik na miare historyczng (no i byt, nikt go nie zdotat obalié¢, wszyscy
potwierdzali). Byé moze Watson troche przesadzil, przedstawiajac gtéwnie swdj
punkt widzenia, ale mam wrazenie, ze do$¢ wiernie odtworzyt atmosfere tamtych
lat oraz to, jak moze wyglada¢ codzienna praca badacza.

W opisie tych badan zadziwia mnie to, ze obaj panowie (bez watpienia kazdy
mial o sobie dobre zdanie) sami nie wykonali zadnego dos§wiadczenia. Znalezli

w Kings College w Londynie $wietng badaczke, Franklin, (Brytyjka, 53 lata,
biofizyczka) pracujaca wspélnie z Wilkinsem (Brytyjczyk, 37 lat, fizyk), ktéra
wykonata trudne i wykonawczo, i interpretacyjnie pomiary, mierzac ugiecie
promieni X przez widékna DNA. Wktad Franklin w calo$é odkryé byt odtad
dyskutowany, nie tylko przez feministki. Sam Wilkins przyznal, ze wywiozt wyniki
do Cambridge bez jej $wiadomo$ci, w dodatku potem, w calym czteroosobowym
sktadzie, wystapit spor co do wielu szczegdétéw budowy helisy, z ktérych
najwazniejsze dotyczyly liczby nici w helisie i kierunku ich przebiegu. Na dobitek
doszly wiesci z USA, ze noblista, Linus Pauling, ktéry zastynatl z tego, ze ustalil
istnienie w biatkach a-helisy, juz WIE, jak zbudowany jest DNA. Trzeba sie byto
$pieszy¢, a nikt nie chciatl wystawia¢ sie na po$miewisko innych uczonych.

W jakims$ sensie, cho¢ brzmi to strasznie cynicznie, panowie mieli szczescie:
w 1962 roku, kiedy przyznawana byta Nagroda Nobla (najwyzej trzech zyjacych
laureatéw), Rosalind Franklin juz nie zyta.

Pozostate dane uzyteczne w tworzeniu modelu podwdjnej helisy Watson i Crick
czerpali z opublikowanych wczeéniej prac innych fizykéw i chemikéw. Genialna
cechg ich rozumowania byto to, ze z osobno opisywanych faktéw tylko oni
potrafili wyciagnaé uogoélniajace wnioski, z drucikéw zbudowaé model podwdjnej,
przeciwréwnolegtej helisy. Ot tak, na klikniecie palcami naraz wszystkie elementy
puzzla potaczyly sie i powstal ten jedyny, dla mnie jeden z najpiekniejszych,
modeli naukowych. Crick tak wspominal to ,klikniecie”: ... wrdcilem do domu

1 powiedzialem Zonie, Ze dokonalismy epokowego odkrycia, ale ona nie zwrdcila

na to wwagi, bo nie po raz pierwszy to ode mnie ustyszala . . .

Magdalena FIKUS
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Klub 44

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
550 (WT =1,24) i 551 (WT = 2,32)
z numeru 1/2013

Tomasz Wietecha Tarnéw 44,48
Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 43,72
Andrzej Idzik Bolestawiec 35,06
Krzysztof Magiera 33,91
Michat Kozlik 24,63

Losiow
Gliwice
Po raz dziewiaty liczbe 44 punktéw

przekroczyl Tomasz Wietecha.
Gratulujemy!

Rys. 1

Rys. 2

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktoérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegdtowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 3/2013
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

Przypominamy tresé zadan:
554. Wzdluz gumowego sznura o dlugosci I i wspélczynniku sprezystosci k£ zsuwa sie w kierunku

pionowym zelazny pierscienn o masie m. Sila tarcia miedzy powierzchniag sznura a pier§cieniem
wynosi T'. Wyznacz ciepto, ktére sie przy tym wydziela.

555. Waska wiazka $wiatta po przejéciu przez potkule ze szkla o wspélczynniku zatamania n skupia

sie¢ w odleglodci « od powierzchni wypuktlej (rys. 1). W jakiej odlegtosci od powierzchni plaskiej

skupia si¢ promienie, jezeli wiazke Swiatta przepus$cimy przez poétkule z drugiej strony?

554. Oznaczmy przez Al maksymalne wydluzenie sznura. Stwierdzenie, ze pierscien
jest zelazny, wskazuje, ze mase sznura mozemy zaniedba¢ w poréwnaniu z masa
pierscienia. Wtedy mamy 7' — kAl ~ 0. Na sznur dziala sila tarcia, ktéra powoduje
jego wydhluzenie, czyli wzrost energii sprezystosci oraz wydzielanie sie ciepta Q:
T(l+ Al) = Q + k(Al)? /2. Wiedzac, ze Al = T/k, otrzymujemy:

T

Zadanie mozna tez rozwiazaé, rozwazajac sity dzialajace na pierécien. Zmiana

energii kinetycznej pierScienia réwna jest pracy wypadkowej sit ciezkosci i tarcia:
2

mu

2

uktadu sznur—pierscienn ma postac:

= (mg — T)(l + Al), natomiast zasada zachowania energii dla calego

mv?  k(Al)?

=5 + — + Q = mg(l + Al). Odejmujac

te robwnania stronami, otrzymujemy taki sam wynik jak poprzednio.

555. Oznaczmy promien krzywizny potkuli przez R. Gdy wiazka pada prostopadle
na plaska powierzchnie szkla, biegnie przez szklo bez zmiany kierunku. Odlegtos¢ x
nie zmieni si¢, gdy wiazke przepuscimy przez cienka soczewke plasko-wypuktla

ze szkla o promieniu krzywizny R umieszczona w powietrzu (rys. 1). Ogniskowa
tej soczewki jest réwna x, mamy wiec zwiazek R = (n — 1)x.

Rozwazmy wiazke padajaca na potkule od strony wypuklej. Oznaczmy przez
a, 3,7, 9 katy padania i zalamania przy przechodzeniu $wiatta z jednego
osrodka do drugiego, jak na rysunku 2. Zalozenie, ze wiazka $wiatta jest
waska, oznacza, ze odleglosci promieni od osi optycznej sag male w poréwnaniu
z promieniem krzywizny i mozemy stosowaé przyblizenia wlasciwe dla malych
katéw. Korzystajac z prawa zalamania, otrzymujemy:

sind ¢ smg 1 @

n= — oraz = - —.

sin o n a

siny
Kat « jest katem zewnetrznym w trojkacie ABD, zatem o = § + . Niech h
bedzie odlegloécia promienia wychodzacego z pdtkuli od osi optycznej. Stosujac
h R

twierdzenie sinuséw do tréjkata OAB, otrzymujemy: — = — ,
sin  sin(§ +0)

a w przyblizeniu h/R = 3. Szukana odlegltosé f punktu skupienia promieni
od powierzchni ptaskiej dostajemy ze zwiazkéw:

h/f=d=ny=n(a—p0)=np(n—-1)=n(n—1)h/R.
Ostatecznie f = z/n.
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Klub 44

1-44

Czolowka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
651 (WT =1,95) i 652 (WT = 2,45)
z numeru 12/2012

Wojciech Nadara Warszawa 42,43
Zbigniew Skalik Wroctaw 41,25
Witold Bednarek bé6dz 40,94
Pawel Labedzki Kielce 37,95
Krzysztof Kaminski Pabianice 37,84
Wojciech Maciak Warszawa 36,72

Zbigniew Sewartowski Wieliczka 35,45
Rami Marcin Ayoush Szelkéw 34,72
Jerzy Cisto Wroctaw 34,66

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 3/2013
Redaguje Marcin E. KUCZMA

Przypominamy tresé zadan:

657. W okienka tabeli prostokatnej, majacej m kolumn i n wierszy, wpisujemy liczby 0 lub 1 tak, by
w kazdym kwadracie 2 X 2, zlozonym z czterech pél majacych wspélny wierzchotek, suma czterech
wpisanych liczb byla nieparzysta. Dla zadanej liczby naturalnej m > 2 znalezé wszystkie liczby
naturalne n > 2, dla ktoérych da sie¢ w taka tabele wpisa¢ zera i jedynki w opisany sposéb tak,

by zadne dwa wiersze nie byly identyczne.

658. W przestrzeni dany jest czworos$cian foremny o krawedzi dlugosci a oraz dowolny punkt P.
Niech d;,d2, ds, ds beda odlegtoSciami punktu P od wierzchotkéw czworoscianu. Wykazacé, ze

(a® +d? +d2 4+ d2 +d2)* = 4(a" + dif +db 4+ db + d)).

657. W kazdym wierszu numerujemy pola od lewej strony kolejno od 1

do m. Podany warunek (nieparzyste sumy w kwadratach 2 x 2) oznacza,

ze w dowolnych dwoch sasiednich wierszach pola o numerach parzystych sa
wypelnione jednakowo, a pola o numerach nieparzystych sa wypelnione réznie
— lub ze jest odwrotnie. Pomalujmy linie pozioma, ktora te wiersze rozdziela,
na szaro w pierwszym przypadku, a na zolto w drugim.

Jezeli istnieja dwie kolejne linie pomalowane tym samym kolorem, to zawarty
pomiedzy nimi wiersz rozdziela dwa wiersze, ktore sa wypelnione identycznie.
Stad wynika, ze je$li chcemy mieé¢ n wierszy parami réznych, n > 2, to
jednakowo pomalowane linie nie moga sasiadowac. Linie szare i z6lte wystepuja
wowczas na przemian, wiec kazde dwa wiersze o numerach réznigcych si¢ o 2 sa
wypelnione dokladnie przeciwnie (w kolumnach, gdzie gérny ma zera, dolny ma
jedynki, i na odwré6t). Wobec tego wiersze o numerach rézniacych sie o 4 sa juz
wypelnione identycznie.

Whiosek: niezaleznie od m, maksymalna liczba parami nieidentycznych wierszy
nie przekracza 4. Przy tym latwo wskazaé¢ przyklad takiej macierzy z dokladnie
4 wierszami:

000 0O0O0OTUO0OTO 0O
010101010
111111111
1 01 01 01 01
Zatem liczby n, o ktore pyta zadanie — to 2, 3, 4.

658. Umieszczamy czworosScian w przestrzeni czterowymiarowej, tak, by jego
wierzchotkami byty punkty

A; =(1,0,0,0), Ay =1(0,1,0,0), As=1(0,0,1,0), A4=(0,0,0,1).
Dla i # j mamy wowczas
|A AP =(1-02+(0-1)*=2,
co sie zgadza z trescig zadania, gdy a = v/2. Nie ogranicza to ogélnosci

rozumowania, bo réwnos$¢ podana do udowodnienia ma po obu stronach
wyrazenia jednorodne stopnia 4.

Wezmy dowolny punkt P = (1,29, x3,24), lezacy w tej samej przestrzeni
tréjwymiarowej, co punkty A;, czyli taki, ze x1 + xo + 3 + x4 = 1.
Przyjmijmy, ze lezy on w odleglosci r od poczatku uktadu wspélrzednych:
2?2 + 23 + 2% + 23 = r2. Obliczamy:

4} = |PA|* = (2 — 1)+ ) _a? =r"+1 -2,

J#i

A +di+d3+di =4 +1) -2,

d} = (r* + 1) —4(r® + D)a; + 422,

di+di+d3+df =40+ 1) —4(r? +1) + 472 = 4(r* +1)* — 4,

a® +di +dj +dj +dj = 4(r* + 1),

a* 4 di +dy +di +di = 4(r® + 1)
Dwie ostatnie réwnosci daja teze zadania.

(Autor rozwigzania: Jerzy Cislo.)
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Prosto z nieba: Zdalne mierzenie temperatury

Zgodnie z powszechnie akceptowana teoria Wielkiego Wybuchu dawno, dawno temu
Wszech$wiat byl bardzo gesty i goracy, a w wyniku rozszerzania sie stal sie duzy

i chlodny, czyli taki jak obecnie. Hipotez¢ Wielkiego Wybuchu potwierdzajg obserwacje
wuciekajacych” we wszystkie strony galaktyk oraz poczerwienienia ich $wiatta.

Za Wielkim Wybuchem przemawia takze obserwacja mikrofalowego promieniowania
tla, wypelniajacego w miare réwnomiernie przestrzen kosmiczna. Historia jego
powstania jest nastepujaca: po epoce, w ktérej Wszechswiat byl goracy i gesty,
temperatura spadta do poziomu, przy ktérym fotony nie mogly juz jonizowaé
atoméw wodoru. Ta rekombinacja, tzn. taczenie sie elektronéw i protonéw w atomy
wodoru, zaszta w momencie, gdy Wszech$§wiat miat okoto 400 tys. lat, a uwolnione
wtedy promieniowanie tta temperature okoto 3000 K. Adiabatyczne rozszerzanie sie
Wszech$wiata sprawia jednak, ze fotony promieniowania tta maja coraz mniejsza
energie, czyli nizsza temperature. Obecnie wynosi ona jedynie 2,7260 4+ 0,0013 K,

a jej rozklad na niebie jest gtéwnym zrédlem informacji dla kosmologéw pragnacych
niczym historycy starozytnosci dociec, co dziato si¢ w Ciemnych Wiekach.

Zespot obserwatoréw radiowych, postugujacych sie zestawem teleskopéw ATCA (Australia
Telescope Compact Array), zmierzyt ostatnio temperature promieniowania tta w odlegltym
od Uktadu Stonecznego miejscu, w galaktyce o poczerwienieniu grawitacyjnym z = 0,89,
co przeklada sig¢ na odlegltosé 7,2 miliarda lat swietlnych. Naukowcy zbadali wptyw
materii galaktyki na fale radiowe znajdujacego si¢ za nia jeszcze odleglejszego kwazara
PKS1830-211. Galaktyczny gaz oddziatujac z mikrofalowym promieniowaniem tta, wptywa
na obserwacje radiowe i umozliwia zdalny pomiar temperatury fotonéw tta. Uzyskany
wynik, 5,08 + 0,10 K, jest wyzszy o mniej wiecej dwa stopnie od temperatury mierzonej
w naszym sasiedztwie. Nie powinno to dziwi¢, poniewaz patrzac w glab przestrzeni
kosmicznej, spogladamy jednocze$nie we wczedniejsze etapy zycia Wszech$wiata.

W granicach btedu pomiar jest zgodny ze standardowym modelem kosmologicznym,

ale badacze nie wykluczaja, ze przyszte obserwacje umozliwia bezposrednie odkrycie
ewentualnych egzotycznych efektéw.

Michat BEJGER
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Niebo jak wtasna kieszen: Lipiec

W poblizu péinocnego bieguna nieba, pomiedzy gwiazdozbiorami
Matej Niedzwiedzicy, Kasjopei oraz Labedzia znajduje si¢ Cefeusz
(tac. Cepheus). Starozytny kartograf Ptolemeusz przydzielil ten obszar
nieba krélowi Etiopii, krainy znajdujacej si¢ wedlug mitu na terenach
obecnego Egiptu, Izraela i Jordanii (w historii uwiecznionej na niebie
biorg tez udzial: zona Cefeusza — Kasjopeja, cérka Andromeda,
grozny Wieloryb, oraz wybranek Andromedy, Perseusz). Najjasniejsza
gwiazda Cefeusza jest «, zwana Alderamin (2,5™), stanowiaca dobry
punkt orientacyjny na niebie; znajdujaca sie w poblizu v Cephei
stanie si¢ za okoto 2000 lat Gwiazda Polarna, zastepujac w tej roli
Polaris. Niektére gwiazdy Cefeusza sa modelowymi przedstawicielkami
klas zmiennosci: typ 8 Cephei (Alfirk, srednia jasnosé 3,3™) to
gwiazdy Ciagu Gléwnego o masach od 7 do 20 Mg, pulsujace

z okresami okoto 0,1-0,6 dnia, natomiast ¢ Cephei ($rednia jasnosé
4,07™) jest prototypowa cefeidq; charakterystyczna zaleznosé

okres pulsacji-jasnos¢ wykorzystuje sie¢ do pomiaréw odlegtosci.

W gwiazdozbiorze Cefeusza znajduje sie takze bardzo pigkna mglawica
refleksyjna Irys (6,8™, tuz obok 3 Cephei), o$wietlana przez znajdujaca
sie w jej centrum gwiazde; mgtawica zostata odkryta i opisana przez
stynnego astronoma i kompozytora, Williama Herschela.

Jasnos¢ (wielkos¢ gwiazdoway): 0 jasnamglawica
o gwiaxda zmienna
@le®2e3:4:.5:.6

Gwiazdozbiér Cefeusza. Mapa nieba
we wspoélrzednych réwnikowych;
rozmiary gwiazd odzwierciedlaja ich
jasnosci w wielko$ciach gwiazdowych.
[Mapke nieba wykonano na podstawie
mapy IAU/magazynu Sky & Telescope
(Roger Sinnott & Rick Fienberg).]

W lipcu spodziewamy sie roju § Akwaryd (poczatek 12 VII,
maks. 27 VII, 20 zjawisk/h, radiant w gwiazdozbiorze Wodnika),

< mglawica planetarna
“: gromada otwarta pochodzacego z pozostatosci muskajacych Stonce komet grupy

0 giiia Krachta. Ksiezyc bedzie w pelni 22 VII (néw 8 VII), co moze

troche przeszkadzaé w obserwacjach $wiecacych bolidéw. Pozycje planet prezentuja
si¢ nastepujaco: Merkury wstaje przed Storicem, podobnie jak Mars (1,82™) i Jowisz
(—1,5™), znajdujace sie w gwiazdozbiorze Blizniat. Wenus (—3,4™) jest w tym okresie
po wschodniej stronie Stonca w gwiazdozbiorze Lwa. Saturn bedzie dobrze widoczny
w pierwszej polowie nocy na zachodzie (0,86™, Panna), a Uran (6,11™) tradycyjnie
na granicy widocznosci, w gwiazdozbiorze Ryb.

M. B.
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Zakladamy, ze 0 € N.

Z oznacza zbiér liczb catkowitych,

Q@ to zbiér liczb wymiernych,

X7 oznacza zbiér dodatnich liczb z X.

Rys. 1. Zygzak odwiedza doktadnie raz
kazdy punkt (z,y) dla z,y € 7t

zo=0,110010
r1=0,010111
x2=0,010010
r3=0,101100
rg=0,111101

011010

Rys. 2. Przyktadowe wartosci ciagu
To, X1, T2, ... oraz przekatna tabeli.
Tutaj = 0,001011 ...

Mozna dowies$é, ze R\ Q ~ R.

Rys. 3

Réwne i rézne oo Joanna JASZUNSKA

Czy nieskonczonosé jest tylko jedna? Nie, istnieja rézne, wicksze i mniejsze! Zbiory
A1 B sa réwnoliczne, gdy ich elementy mozna dobraé¢ w pary (kazdy element z A
ma dokladnie jedna pare w B i na odwr6t). Piszemy wtedy A ~ B. Jedli A ~ N,
to zbior A nazywamy przeliczalnym; dobranie w pary jego elementéw z liczbami
naturalnymi odpowiada ustawieniu ich w ciag: ag, a1, as, ... (element zbioru A,
oznaczony jako ay, jest w parze z liczba naturalna k).

7Z ~ N. Udowodnimy, ze liczb catkowitych, wbrew pozorom, nie jest wcale wiecej,
niz naturalnych, a dokladnie tyle samo. W tym celu ustawmy je w nastepujacy
ciag: 0,1,—1,2,-2,3,-3,4,... Kazda liczba calkowita wystepuje w tym ciagu
doktadnie jeden raz, jest ich wiec tyle samo, co liczb naturalnych. O

Q ~ N. Wykazemy teraz, ze rowniez liczb wymiernych jest przeliczalnie wiele.
Najpierw udowodnimy, ze QT ~ N. W tym celu rozwazmy punkty plaszczyzny

o0 obu wspdlrzednych catkowitych dodatnich. Kazdemu takiemu punktowi (z,y)
przypiszmy dodatnig liczbe wymierna % Nastepnie odwiedZmy po kolei wszystkie

te punkty, spacerujac po plaszczyznie zygzakiem o poczatku w %, jak na rysunku 1.
Spisujmy kolejno odwiedzane liczby wymierne %, ale bez powtérzen (np. liczbe %
pomijamy, bo wczesniej byla %) Otrzymujemy w ten sposob ciag wszystkich

dodatnich liczb wymiernych: 1, %, 2,3, %7 i %, %,47 5, %, %, .

Aby wykazaé, ze Q ~ N, zastosujmy podobny pomysl, jak przy dowodzie Z ~ N
— ustawmy na przemian liczby z powyzszego ciagu i liczby do nich przeciwne,

a na poczatku zero: 0,1, —1, %, —%,2, —-2,3,-3, %, —%, i, —%, %, —%, %, —%,4, ... g
R » N. Liczb rzeczywistych jest wigcej, niz liczb naturalnych, czyli nieprzeliczalnie
wiele. Wykazemy, ze nieprzeliczalny jest juz podzbiér takich liczb z odcinka [0, 1),
ktérych rozwinigcie dziesietne sktada sie wytacznie z cyfr 01 1.

Zalézmy, ze podzbidr ten jest przeliczalny, czyli jego elementy mozna ustawicé

w clag xg, x1, T2, ... Otrzymujemy tabele (rys. 2); jest ona nieskoficzona w prawo
(liczbom o skonczonym rozwinieciu dziesietnym dopisujemy dalej same zera) oraz
w dét (liczb rozwazanej postaci jest nieskoniczenie wiele, m.in. 0,1, 0,01, 0,001, . ..).

Zapiszmy ciag cyfr z przekatnej tabeli, a nastgpnie zamienmy w nim wszystkie O na 1,
a 1na0. Niech liczba x ma w zapisie dziesietnym zero, a po przecinku uzyskany w ten
sposéb ciag cyfr. Wtedy z € [0, 1) oraz  ma w rozwinieciu dziesietnym same 01 1,
zatem z zalozenia wystepuje w naszym ciagu xg, 1, T2, . . ., czyli w ktoryms wierszu
rozwazanej tabeli. Nie jest on réwny xg, bo wskutek zamiany 0 i 1 z przekatnej,
od liczby w pierwszym wierszu rézni sie na pierwszym miejscu po przecinku.
Podobnie x # x1, bo od liczby w drugim wierszu rézni si¢ na drugim miejscu

po przecinku. Analogicznie x nie jest réwny zadnej z pozostalych liczb z naszego
ciaggu, bo od liczby w k-tym wierszu rézni sie na k-tym miejscu po przecinku.
Zbudowalismy wiec liczbe z rozwazanego zbioru, ale spoza ciagu, ktéry mial
zawiera¢ wszystkie jego elementy. Uzyskana sprzeczno$é¢ dowodzi, ze zbiér ten
jest nieprzeliczalny, zatem takze [0,1) » N oraz R »~ N. O

R\ Q » N. Gdyby liczb niewymiernych bylo przeliczalnie wiele, mozna by ustawié¢
je w ciag to, t1,t2, ... Wykorzystujac nasz ciag liczb wymiernych, uzyskaliby$my
ciag wszystkich liczb rzeczywistych: 0, tg, 1,t1, —1, t2, %, ts, —%, tg,2,t5,—2,16,3, ...
Wiemy jednak, ze R ~ N, zatem to niemozliwe. Stad R\ Q » N. O

(—1,1) ~ R. Pokazemy teraz, ze odcinek zawiera tyle samo punktéw, co prosta.
Najpierw wykazemy, ze (0,1) ~ R*. Rozwazmy odcinek (0,1) na osi OY oraz
dodatnia polos OX (rys. 3). Zapalmy latarke w punkcie (—1, 1) i kazdemu punktowi
z odcinka (0, 1) przydzielmy do pary jego ciefi na p6tprostej RT.

Analogicznie, punktom z odcinka (—1, 0] przydzielamy pary z niedodatniej pétosi
OX (latarka w punkcie (1, —1)), co wobec powyzszego daje (—1,1) ~R. O

Twierdzenie Cantora orzeka, ze kazdy zbiér ma wiecej podzbioréow niz elementéw.
Stad dla dowolnego zbioru nieskoniczonego istnieje zbior jeszcze od niego wiekszy!
Opisane powyzej zbiory, réwnoliczne z N lub R, to tylko niektorzy, najczesciej
spotykani przedstawiciele zbioréw nieskonczonych.
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