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Krzaczki na ekranie
Tomasz IDZIASZEK

ASCII. Podstawowym sposobem reprezentacji znakow we wspotczesnych
komputerach jest przyjety w 1967 r. ASCII (czyt. aski, ang. American Standard
Code for Information Interchange). Definiuje on 128 znakow, wérod ktorych
znajduja sie 33 niedrukowalne znaki sterujace, znak odstepu, 52 litery (wielkie

i male litery alfabetu angielskiego), 10 cyfr i 32 znaki interpunkcyjne. ASCII
przyporzadkowuje kazdemu znakowi liczbe z zakresu 0-127 (lub rownowaznie
szesnastkowo 0-7F). Ponizsza tabelka przedstawia to przyporzadkowanie:
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Wraz z kornicem lata, miedzy 15 a 21

wrzesnia, odbeda sie¢ w Krakowie coroczne

organizowane przez Kolo
Matematykow Studentow UJ.
Tematem nadchodzacych XVI Warsztatow

Miedzynarodowe Warsztaty
dla Mlodych Matematykoéow

bedzie teoria ergodyczna i uktady

dynamiczne. Wsréd ,,gwiazd” tego dzialu
matematyki w tym roku jest zaproszony
m.in. prof. Tomasz Downarowicz
z Politechniki Wroctawskiej, specjalista

z zakresu entropii w uktadach

dynamicznych i entropii topologicznej.

Koto Matematykéw zaprasza do udziatu
wszystkich zainteresowanych tematyka
Warsztatow. Inicjatywa Kota obejmuje
nie tylko zglebianie wiedzy akademickiej,
ale rowniez rozmaite interakcje
towarzyskie, w tym zwiedzanie miasta
oraz atrakcje takie jak wyjscie na kregle,
do teatru czy zwiedzanie krakowskiego
ogrodu zoologicznego.

Aktualne informacje beda publikowane
na stronie Warsztatow:

http://kmsuj.im.uj.edu.pl/warsztaty.

Pomimo ze ASCII przypisuje znakom liczby 7-bitowe, w komputerze wygodnie
jest przechowywacé je w formacie jeden znak na bajt, 6smy bit zostawiajac
wyzerowany. Tak wiec np. litera a ma przypisany kod 11000015, czyli bedzie
reprezentowana jako bajt 01100001. Zwr6émy tez uwage na kolejnosé znakow
w ASCII. Wiele programéw sortuje napisy, porownujac kody ASCII znakow, co
niekoniecznie musi by¢ najlepszym sposobem — choé znak odstepu znajduje sie
przed innymi znakami, a litery sg ulozone w kolejnosci alfabetycznej, to
wszystkie wielkie litery znajduja sie przed matymi.

Tajemnicze znaki sterujace wypelniajace pierwszy wiersz tabeli nie sa
bezposrednio wy$wietlane, ale stuza do sterowania sposobem wys$wietlania tekstu.
Wiekszo$¢ z nich ma juz wytacznie znaczenie historyczne, w uzyciu pozostaja
m.in.: @, ktory w wielu jezykach programowania oznacza koniec napisu,

— przesuniecie w prawo do ustalonej kolumny (tabulacja), B i B — koniec
wiersza, czy tez B oznaczajacy wejscie w specjalny tryb interpretowania znakéw.

Na szczegdlng uwage zastuguja znaki sterujace oznaczajace koniec wiersza.

W pierwszych komputerach, ktére postugiwaly sie dalekopisami jako swoimi
urzadzeniami wejSciowymi, koniec wiersza sygnalizowany byl za pomoca pary
znakow B i B. Pierwszy z nich instruowal drukarke, aby przesuneta gltowice do
poczatku wiersza (ang. carriage return), natomiast drugi, aby wysuneta papier
na nastepny wiersz (ang. line feed). Ta konwencja jest nadal w uzyciu w systemie
operacyjnym Windows oraz w wielu tekstowych protokotach internetowych.
Jednakze np. w systemach Linux i Mac OS X koniec wiersza oznaczany jest
pojedynczym znakiem E. To moze stanowié¢ problem dla uzytkownikow, ktorzy
przenosza swoje pliki tekstowe pomiedzy komputerami dziatajacymi pod kontrola
roznych systeméw operacyjnych. Plik tekstowy zapisany pod systemem Linux
bedzie wygladal w systemie Windows jak niepodzielony na wiersze, za$ plik
zapisany w Windows bedzie mial w Linuksie dodatkowe znaki na koncach
wierszy. Wiele programoéw radzi sobie z obiema konwencjami, jednak nie
wszystkie.

Ogonki. Pewnym problemem z ASCII jest to, ze definiuje on jedynie litery
alfabetu angielskiego. Pomyst, w jaki spos6b pomoc nieanglojezycznym
uzytkownikom komputeréw, byt do$é naturalny: postanowiono rozszerzyé
kodowanie do pelnych 8 bitéw i wykorzysta¢ nowe znaki do zakodowania symboli
z alfabetow narodowych. I tak 128 dodatkowych znakéw w zupelnosci
wystarczylo dla jezykéw wywodzacych sie z taciny, a takze dla jezykow,

w ktorych alfabet sktada sie z podobnej liczby liter (np. rosyjskiego czy
greckiego). Jednak bylo to zdecydowanie za malo, zeby wszystkie te jezyki
pomiescié jednoczesnie. W zwiazku z tym uzywano réznych konwencji na
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wykorzystanie dodatkowych znakow (tzw. stron kodowych), z ktorych czesé
zostala oficjalnymi standardami. I tak np. standard ISO-8859-1 (znany réwniez
jako Latin 1) definiuje litery dla wiekszosci jezykoéw zachodnioeuropejskich,
natomiast ISO-8859-2 (Latin 2) dla jezykow srodkowo- i wschodnioeuropejskich
(w tym polskiego); ISO-8859-5 koduje cyrylice, natomiast ISO-8859-7 — alfabet
grecki.

Zanim jednak w 1993 r. Polski Komitet Normalizacyjny ustanowil norme
PN-93 T-42118, ktora definiuje sposéb kodowania polskich znakow zgodny

z ISO-8859-2, producenci oprogramowania, ktorzy chcieli w swoich produktach
uzywaé polskich znakéw, na wlasng reke przypisywali im kody. Tak powstalto
okoto 20 réznych ,standardéw” o wdziecznych nazwach, np. Mazovia, Cyfromat,
CP852 czy CP1250. Ostatni z tych standardow nadal obowigzuje w systemie
Windows jako domyslne kodowanie dla jezykéw srodkowoeuropejskich. Z tego
powodu przenoszenie miedzy réznymi systemami plikow tekstowych, w ktorych
sogonki” sg zapisane w rozszerzonym ASCII, wymaga zastosowania odpowiedniej
konwersji. Ponizsza tabelka przedstawia, gdzie znajduja sie polskie litery

w dwoch najpopularniejszych kodowaniach oraz jakie znaki znajduja sie na
odpowiadajacych im pozycjach w kodowaniu Latin 1.

8C 8F 9C 9F Al A3 A5 A6 AC AF Bl B3 B6 B9 BC BF C6 CA D1 D3 E6 EA F1 F3

Latin 2 At L S Z zZ at § 3 2z z CENOZEC€EC e n o6
CP1250 § 7z § z ~ ¢t A ' =~ Z = t 9 a L z € E N O ¢ e n ¢
Latin 1 i £ ¥ | = T x 3 9t wu ; £ E N O a2 & A 6
‘_‘/ﬁ‘ O ile jeszcze pojedynczy uzytkownik mogl wybraé¢ ulubione kodowanie swojego
jezyka i sie go trzymac, o tyle sprawa stala si¢ trudniejsza wraz
z upowszechnieniem (i umiedzynarodowieniem) Internetu. Sprawe rozwigzano
nastepujaco: kazda strona WWW powinna by¢ zaopatrzona w informacje,
w jakim kodowaniu zostala przygotowana. Dzieki temu przegladarka internetowa
bedzie mogta poprawnie zinterpretowac tekst na tej stronie. Problem pojawial
Latin 2 CP1250

Latin2|tacznos$¢ tSczno“ ¢
CP1250|t+cznof¢ tacznosd ¢
Latinl1|3*cznofYa 3'czno &

Rys. 1. Tabelka przedstawia, co mozemy
zobaczy¢ na stronie internetowej
po$wieconej komunikacji, w zaleznosci od
tego, jak zostata ona zakodowana
(kolumna) i jakiego kodowania oczekuje
nasza przegladarka (wiersz). Moga
pojawié sie réznice w wyswietlaniu
niezdefiniowanych znakéw,

w szczegoOlnosci ostatnia pozycja

w tabelce moze takze zosta¢ wyswietlona
jako 3 1 cznocea, jesli zamiast
kodowania Latin 1 przegladarka uzyje
jego nadzbioru — kodowania CP1252
(stosowanego w systemie Windows).

Znak Liczba Znak Liczba
a U+0105 € U-+20AC
Q U+03A9 < U-+228A
A U 042F J U-2642
X U-+05D0 & U-+2663
B8 U+6709 o U+267B
) U+0259 ) U+1D160
I U-+1245C ¥ U+270C

Rys. 2. Przykladowe znaki zdefiniowane
w Unikodzie.

sie, gdy tworca strony nie opatrzyt jej taka informacja, a rzeczywiste kodowanie
strony byto inne niz to, ktérego spodziewala sie¢ przegladarka. W takiej sytuacji
zamiast polskich znakow na ekranie widzieliSmy rozne ,krzaczki” (patrz rys. 1).
Podobna sytuacja jest z mejlami — kazda wiadomos¢ musi zawieraé¢ informacje
o kodowaniu, w ktéorym zostalta wystana.

Unikod. Mnogosé¢ stron kodowych nadal nie rozwiazywata dwdch powaznych
probleméw: nie byto mozliwosci zakodowania w tym samym dokumencie tekstu
w jezykach o rozlacznych alfabetach (np. polskim i rosyjskim), jak réwniez
tekstow w jezykach o duzej liczbie znakow (50 tysiecy chiriskich znakow nijak
nie dalo si¢ zmiesci¢ w 8 bitach). Naturalnym pomystem na rozwigzanie tych
probleméw jest zrezygnowanie z ograniczenia ,,jeden bajt na znak” i zapisywanie
kazdego znaku np. w dwbch bajtach. Bezposrednia implementacja tego
rozwiazania ma jednak szereg wad, wérod ktérych najbardziej oczywista jest to,
ze kazdy tekst zwickszytby dwukrotnie zapotrzebowanie na pamieé¢ komputera.

W 1987 r. rozpoczeto prace nad uniwersalnym miedzynarodowym sposobem
reprezentacji znakow, ktory zostal nazwany Unikodem (ang. Unicode). Jest on

w ciagltym rozwoju, we wrzesniu 2012 r. ogloszona zostala wersja 6.2 tego
standardu. Unikod definiuje 1114112 znakow (w przedziale 0-10FFFF). Z uwagi
na ogromnag ich liczbe w Unikodzie swoje miejsce znalazty nie tylko wszystkie
uzywane wspolczesnie alfabety, lecz takze historyczne (jak egipskie hieroglify czy
pismo klinowe). Ponadto wystepuje w nim wiele symboli — od matematycznych,
przez muzyczne, az po catkowicie niszowe (rys. 2).

Jedna z kluczowych decyzji projektowych rozniacych ASCII od Unikodu jest
wprowadzenie rozréznienia miedzy tym, w jaki sposéb danemu znakowi
przypisujemy unikalng liczbe, a tym, w jaki sposéb te liczbe bedziemy zapisywaé
(kodowac) w postaci ciggu bitow. Liczbe przypisang znakowi w Unikodzie
bedziemy pisa¢ szesnastkowo z prefiksem U-+. Pierwsze 128 liczb jest
przypisanych tak samo jak w ASCII, zatem np. A ma przypisang liczbe U+0041.
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Polskie litery w Unikodzie zajmuja po
dwa bajty. Wracajac wiec do przyktadu
z rys. 1, jesli strone internetowa
zapiszemy w kodowaniu UTF-8,

a przegladarka spodziewac sie bedzie
kodowania CP1250, to zamiast kazdej
polskiej litery zobaczymy dwa ,krzaczki”:
L,A..cznol>»At.

Fakt, ze Unikod radzi sobie z oboma
kierunkami pisma, moze rodzi¢ pole do
kolejnych subtelnych naduzyé. Unikod
definiuje znak sterujacy i (U+202E),
ktory wymusza przetaczenie w tryb
wys$wietlania tekstu od strony prawej do
lewej. System Windows obsluguje nazwy
plikéw w Unikodzie. Jesli wigc stworzymy
plik o nazwie ann@t x t . ex e, to
uzytkownikowi zostanie zaprezentowana
niewinnie wygladajaca nazwa
annexe . txt. Kliknigcie na nazwe
pliku nie otworzy edytora tekstu, ale

uruchomi (potencjalnie ztosliwy) program.

Druga kwestie reguluja konkretne kodowania, sposrod ktorych najpopularniejsze
jest UTF-8 (ang. 8-bit Unicode Transformation Format). Glownym pomystem
jest zrezygnowanie z ustalonej liczby bajtéw na znak. Jesli przypisana znakowi
liczba jest mniejsza niz 128, to kodujemy go w jednym bajcie. W przeciwnym
przypadku znak bedzie zakodowany w dwoch do czterech bajtach, wedtug
przepisu z tabelki.

Zakres oraz liczba bitow ‘ Bajt 1 Bajt 2 Bajt 3 Bajt 4
0-7F 7 | Ozxxxxrxx

80 — 7TFF 11 | 110xxzzxxr 10zzxTTX

800 — FFFF 16 | 1110xxzxx 10zxzxxxx 10xxzrze

10000 — 1IFFFFF 21 | 11110zzx 10xzzxxx 10xxxzrxr 10zxxxrr

Przyktadowo, litera 3 ma kod U-+105, zatem w systemie binarnym bedzie to
1000001015. Do zapisu tej liczby potrzebujemy 9 bitéw, wiec zakodujemy ja

w dwoch bajtach nastepujaco: 11000100 10000101. Z kolei chiniski znak X ma
kod U+5927, czyli 1011001001001115 binarnie, zatem potrzebujemy dla niego
15 bitéw; w trzech bajtach bedzie to 11100101 10100100 10100111.

Kodowanie UTF-8 ma sporo zalet (ktorych nie ma np. kodowanie za pomoca
dwoch bajtow). Przede wszystkim jest wstecznie kompatybilne z ASCII — kazdy
napis, w ktorym 6smy bit wszystkich bajtow jest wyzerowany, jest poprawnym
(i tym samym) napisem w obu kodowaniach. Dzieki temu teksty w jezyku
angielskim w UTF-8 nie zajmuja wiecej miejsca niz w ASCII. Ponadto, jesli

w napisie znajdzie sie bajt 0, to nie moze on by¢ czescia jakiegos wielobajtowego
znaku, tylko zawsze koduje znak @ — dzieki czemu zachowana jest
kompatybilnos¢ z jezykami programowania, ktére tym znakiem oznaczaja koniec
napisu. Zadbano réwniez o to, aby$my — po rozpoczeciu czytania tekstu

w losowym miejscu — byli w stanie tatwo stwierdzi¢, gdzie zaczyna sie kod
kolejnego znaku (pierwszy bajt, ktéry nie jest postaci 10zzzzzr).

Wada kodowania UTF-8 jest to, ze analiza tekstu zakodowanego UTF-8 jest
trudniejsza niz w przypadku ASCII. Dla przykladu, stwierdzenie, ile liter ma
napis, wymaga przeczytania calego ciagu bajtéow. Niemniej jednak jest to
niewielka cena jak na to, ze Unikod zdejmuje z nas bél gltowy spowodowany
koniecznoscia obstugi wielu stron kodowych.

Zagrozenia. Cho¢ moéwia, ze od przybytku gltowa nie boli, warto jednak
wspomnieé¢ o pewnych klopotach, ktére moze powodowaé¢ mnogosé znakow
Unikodu. Zagadka dla Czytelnikéw: prosze wskazaé réznice miedzy trzema
znakami: A, A i A. Sa to kolejno litery alfabetu laciriskiego (U+0041), greckiego
(U+0391) i cyrylicy (U+0410). Cho¢ wygladaja tak samo, to Unikod przypisuje
im rozne liczby, co mozna wykorzystaé¢. Przykladowo, pierwsze systemy, ktore
mialy za zadanie wykrywaé plagiaty, mozna bylo tatwo oszuka¢, zamieniajac

w pracy niektore wystapienia liter taciriskich na ich wizualnie identyczne
odpowiedniki w cyrylicy.

Nalezy tez uwazaé na lacza internetowe, ktore klikamy. Od 2010 r. jest mozliwosé
rejestracji domen o nazwach zawierajacych dowolne znaki Unikodu (zobacz IDN,
ang. Internationalized Domain Name). Moze sie okazaé, ze nie wchodzimy na
strone naszego banku, ale na odpowiednio spreparowang strone o nazwie tudzaco
podobnej do nazwy domeny banku.

Unikod jest do$¢ skomplikowany i w tym krotkim artykule nie byliSmy w stanie
opisa¢ wszystkich jego zalet i wad. Zeby uczyni¢ go prawdziwie
miedzynarodowym, jego projektanci musieli zmierzy¢ si¢ z wieloma problemami,
bardziej ztozonymi niz brak polskich ,ogonkéw”. W szczegélnosci niektore jezyki
zapisujemy od strony prawej do lewej. Dzieki Unikodowi mozemy w jednym
dokumencie polaczy¢ tekst angielski z arabskim. Na koniec trzeba wspomnieé, ze
aby w pelni korzysta¢ z dobrodziejstw Unikodu, nalezy zainstalowaé¢ na
komputerze kroj pisma, ktéry bedzie zawieral potrzebne nam znaki.
Zaprojektowanie kroju z pelnym wsparciem dla Unikodu to tytaniczna praca,
wiec projektanci z reguly ograniczaja sie do wybranego podzbioru znakéw.
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Symbol & oznacza operacje xor. Aby ja
wyznaczy¢, zapisujemy liczby binarnie,

a nastepnie sumujemy metoda ,szkolna”,
ignorujac przeniesienia.

@

Rozwigzanie zadania F 834.

Krew mozemy potraktowaé jako
,poruszajacego sie obserwatora”,

do ktérego, ze wzgledu na zjawisko
Dopplera, dochodzi fala o czestosci

fr = fo(vu + vk)/vu; fo jest czestosdcia
zrodla, a fi, — czestoscig fali padajacej na
czerwone ciatka krwi, v, — predkoécig fali
ultradzwiekowej, vy — predkoscig krwi.

Ponadto krew traktujemy jako Zrédio
fali poruszajace si¢ w kierunku zrédta
ultradzwiekéw, a znajdujacy sie obok
zrédta mikrofon jako ,nieruchomego
obserwatora”, do ktérego dociera fala

o czestosci frn, = frvu/(ve — Vi), gdzie
fm — czestosé fali padajacej na mikrofon.

Czestosé dudnien jest réwna bezwzglednej
warto$ci réznicy czestosci fa = |fo — fml-
Zatem fa = fo — fo(vu +vr)/(vu — v0),

stad v, = fa/(fa — 2fo)vw ive = 15 cm/s.

Nim 2 Nim_
z ruchem specjalnym zwykle zasady

Rys. 1. Zabranie dw6ch kamieni
z drugiego stosu w grze Nim 2
i odpowiadajacy temu ruch w Nim_.

*Wydzial Matematyki i Informatyki,
Uniwersytet Jagiellonski

**Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

O trzech grach na trzech stosach
Wiktor KUROPATWA®, Wojciech NADARA™

Czy garé¢ kamieni usypanych w trzy stosy to wystarczajaco duzo, by zapewni¢ dwoém
osobom wyzwanie intelektualne? Okazuje sie, ze tak! W tym artykule, uzywajac tych
wladnie akcesoridow, stworzymy trzy gry, ktérych analiza prowadzié¢ bedzie do ciekawych
i w zadziwiajacy sposéb powiazanych ze soba wynikoéw.

Pierwsza z gier jest znany ludzkosci od wiekéw Nim. Gracze wykonuja ruchy
na przemian, zabierajac z wybranego przez siebie stosu dowolng niezerows liczbe
kamieni. Gra konczy si¢ przegrana gracza, ktéry nie moze wykonaé ruchu, czyli wtedy,
gdy wszystkie stosy sg puste. Gra Nim pojawiala sie juz wielokrotnie na tamach
Delty (np. w numerze 7/2010), dlatego w tym artykule ograniczymy sie jedynie do
przypomnienia strategii wygrywajacej w tej grze. Otéz jesli przez a, b, ¢ oznaczymy
licznosci stoséw w Nimie, to to, ktéry z graczy wygra (o ile obaj graja optymalnie),
zalezy od wartosci wyrazenia

a®bdec.
Doktadniej, pozycja w Nimie jest przegrywajaca, gdy wartos¢ powyzszego wyrazenia
jest réwna zeru — wéwczas kazdy ruch prowadzi do pozycji o dodatniej wartosci
wyrazenia, czyli do pozycji wygrywajacej. Z kolei z kazdej pozycji wygrywajacej
istnieje co najmniej jeden ruch do pozycji przegrywajacej. Tak samo mozna zreszta
opisaé¢ gre Nim na wiekszej liczbie stoséw.

Rozwazmy pewna drobna modyfikacje w zasadach Nima. Gracze nadal wykonuja ruchy
na przemian, zabierajac dowolna niezerowa liczbe kamieni z wybranego przez siebie
stosu. Dodatkowo jednak, jeden raz w ciagu gry kazdy z nich moze wykonaé¢ ruch
specjalny. Wykonujac taki ruch, gracz moze zabraé¢ kamienie z dwéch stoséw (mozna
wiec ruch specjalny rozumie¢ jako wykonanie dwéch ruchéw ,zwyktych” pod rzad).
Przegrywa, tak jak w zwyklym Nimie, gracz, ktory nie moze wykonaé ruchu. Nazwijmy
te zmodyfikowana gre Nim 2.

Jak wyglada strategia dla gry Nim 27 Pierwszym kluczowym spostrzezeniem jest to, iz
nie optaca si¢ uzywac ruchu specjalnego, jesli nie zakonczy on gry. Sprébujmy to uzasadnié.
Spéjrzmy na sytuacje gracza A, ktoérego przeciwnik B wykonat jako pierwszy ruch
specjalny. Jezeli gra nie zakonczyta sie po ruchu gracza B, to mozliwe sa dwa przypadki.
Gracz A mogt znalezé sie w pozycji wygrywajacej w zwyklym Nimie — kontynuuje
wtedy rozgrywke, nie wykorzystujac ruchu specjalnego, a strategia dla zwyktego Nima
zapewnia mu zwyciestwo. Jezeli za$ po ruchu specjalnym przeciwnika gracz A znajdzie sie
w pozycji przegrywajacej, wykorzystuje natychmiast sw6j ruch specjalny. Po wykonaniu
pierwszego ze ,zwyklych” ruchéw na pewno znajdzie si¢ w pozycji wygrywajacej,

a nastepnie, za pomoca drugiego ruchu, moze pozostawié¢ przeciwnika w pozycji
przegrywajacej. Dalej gracz A gra zgodnie ze strategia dla zwykltego Nima.

Oczywistym wnioskiem z powyzszego spostrzezenia jest fakt, iz ruchu specjalnego
nalezy uzy¢ dopiero wtedy, gdy w grze pozostang tylko dwa stosy. Ruch taki prowadzi
wtedy do natychmiastowego zwycigstwa. Tym samym gracz, ktéry doprowadzi

do oproéznienia ktoregos ze stosoéw, przegra. Jedyna sytuacja, w ktorej opréznienie stosu
jest nieuniknione, jest ta, w ktérej wszystkie trzy stosy maja licznosé réwna jeden.
Stad gracze powinni graé¢ tak, jakby grali w zwyklego Nima na stosach o jeden kamien
mniejszych! W ten sposéb gracz, ktéry nie moze wykonaé ruchu na ,zmniejszonych”
stosach, bedzie zmuszony opréznié jeden z (rzeczywistych) stoséw i przegra.

Opiszmy to nieco bardziej formalnie. Grajac w Nim 2, bedziemy jednoczesnie
wyobrazaé sobie rozgrywke w Nim na stosach o jeden mniejszych (nazwiemy te

gre Nim_, patrz réwniez rys. 1). Pokazemy, ze jesli mamy strategie wygrywajaca

w Nim_, to mamy tez strategi¢ wygrywajaca w Nim 2. Aby wykona¢ ruch w Nim 2,
patrzymy, jaki ruch zrobilibySmy w Nim_, a nastepnie powtarzamy go w Nim 2.

7 kolei gdy nasz przeciwnik rusza sie¢ w Nim 2, to jesli wykonat ruch specjalny lub
oproznit jakis stos — z dotychczas przeprowadzonego rozumowania wiemy, ze przegrat.
W przeciwnym przypadku powtarzamy jego ruch w grze Nim_.

Predzej czy pdzniej doprowadzimy przeciwnika do sytuacji w Nim_, w ktorej nie moze
wykonaé¢ ruchu, bo wszystkie stosy sa puste. To odpowiada sytuacji w Nim 2, w ktorej
wszystkie stosy maja licznos¢ jeden, zatem nasz przeciwnik réwniez tutaj przegrywa.

Ostatecznie wynik w grze Nim 2 bedzie zalezat od wartosci wyrazenia
(a—1)@b-1)® (c—1).



Pewien szczegdlny przypadek gry

Nim 3 zostal rozpatrzony w tekscie

,,O Olimpijskim Kétku Matematycznym”
w Delcie 10/2011 — w tamtym artykule
wysokosci stoséw byly trzema kolejnymi
liczbami naturalnymi.

w

Rozwigzanie zadania M 1387.
Odbijamy symetrycznie punkt B E
wzgledem A. Otrzymany
punkt nazwijmy E.

A

B C

Odcinek CA jest érodkowa tréjkata BCE,
a poniewaz CD : CA = 2/3, wiec D jest
srodkiem ciezkoéci tego tréjkata. Niech
F oznacza $rodek boku C'E. Lezy on

na przedluzeniu odcinka BD. Poniewaz
EA = AB = AC, wiec kat BCE jest
prosty, a zatem réwniez kat AFC jest
prosty. Stad punkty A, P,C, F leza

na okregu o $rednicy AC. Wobec tego
XPCA = xPFA. Ale AF || BC, wiec
XPFA = xDBC = ¥xPBC.

®
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Nim 3 Nim
bez rownych stoséw zwykle zasady

Rys. 2. Odpowiadajace sobie ruchy
w grach Nim 3 i Nim.

Co ciekawe, powyzsze rozumowanie nie daje sie uogdlni¢ na wieksza liczbe stosow.
Tym samym zachecamy Czytelnikéw do samodzielnych préb rozwigzania uogélnionej
wersji gry Nim 2!

Przyjrzymy sie teraz kolejnemu wariantowi gry Nim, ktéry nazwiemy Nim 3. Tym
razem modyfikacja jest taka, ze po zadnym ruchu nie mogg powsta¢ dwa stosy

o réwnej liczbie kamieni (zakladamy, ze na poczatku takze wszystkie stosy byty
rézne). Gra konczy sie standardowo, gdy gracze nie moga juz wykonaé zadnego ruchu,
a zwycieza ten, ktéry wykonal ostatni ruch. Przy czym w tej wersji sytuacja koncowa
jest moment, w ktérym stosy maja licznoé¢ 0, 1 oraz 2.

Zastanowmy sie, czy Nim 3 rzeczywiscie rézni sie od Nima z punktu widzenia

gracza, ktéry w Nimie ma strategie wygrywajaca. Przypomnijmy, ze owa strategia
wygrywajaca w Nimie polega na zabraniu z pewnego stosu odpowiedniej liczby
kamieni tak, aby xor licznosci stoséw z niezerowego stal sie zerowy. Gdybysmy
probowali zastosowaé podobna strategie tutaj, to natkniemy si¢ na przeszkode. Istnieja
konfiguracje, w ktorych wszystkie takie ruchy prowadza do wyréwnania licznosci
pewnych stoséw. Sg to dosé charakterystyczne sytuacje, bo jezeli a @ b @ ¢ = 0 oraz,
bez straty ogélnosci, a = b, to ¢ = 0, czyli jeden ze stoséw musi by¢ pusty.

Skoro juz zauwazyliSmy, gdzie lezy trudnosé¢ w zastosowaniu standardowej taktyki, to
moze udatoby nam sie wymysli¢ inng gre, w ktorej strategia wygrywajaca stataby sie
bardziej jasna, a odpowiednim ruchom w niej odpowiadalyby pewne ruchy w Nim 37
Problemem, na ktéry natkneliémy sie, stosujac do gry Nim 3 strategie z Nima, byto to,
ze gdy jeden stos stat sie pusty, to ruchy, ktére chcieliby$my wykonaé, nagle staty sie
ruchami zakazanymi. Pomys$lmy zatem, zamiast o Nim 3, o analogicznej grze, w ktorej
ruchem zakazanym jest takze opréznianie stoséw. Zauwazmy, ze po dotozeniu takiego
wygodnego zalozenia juz z powodzeniem mozemy zastosowaé standardowa strategie
wygrywajaca dla gry Nim, gdyz ruch zerujacy xora licznosci wszystkich stoséw nigdy
nie bedzie prowadzil do wyréwnania licznosci pewnych stoséw, bo jak juz wczesdniej
zauwazyliémy, implikowaloby to, ze pewien ze stoséw jest pusty, a zatozylisémy,

ze tak by¢ nie moze.

To, co nam pozostalo, to sztucznie zasymulowaé zalozenie o tym, ze ruch oprézniajacy
stos jest ruchem zakazanym. Sytuacja koncowa w takiej grze bedzie uktad, w ktérym
stosy beda mialy licznosci 1,2, 3. Nasuwa sie zatem pomyst, aby do kazdego

stosu w Nim 3 dodaé po jednym wirtualnym kamieniu, ktérego zaden z graczy

nie moze zabraé. Zauwazmy, ze wtedy zaréwno nie bedzie mozliwe opréznienie

stosu, bo gracz nie moze zabra¢ wirtualnego kamienia, jak i sytuacje koficowe

beda sie zgadzaé, bo w grze Nim 3 bez tego zalozenia sytuacja koncowa miata
postac¢ 0,1, 2. Zatem juz prawie osiagneliémy cel — mianowicie sprowadzilisémy

Nima 3 do gry, w ktérej bedziemy mogli juz stosowaé standardowa taktyke znang

z Nima. Pozostaje nam jedynie formalnie udowodnié¢, ze powyzsze sprowadzenie jest
rzeczywiscie poprawne.

Stosujemy rozumowanie podobne jak poprzednio i, grajac w Nim 3, wyobrazamy

sobie rozgrywke w gre Nim, czyli w zwyklego Nima ze stosami zwigkszonymi o jeden
kamien (rys. 2). Zakladamy, ze mamy strategie wygrywajaca w Nim., i chcemy
wykazaé, ze mamy takze strategie wygrywajaca w Nim 3. Tym razem kazdy ruch
przeciwnika w Nim 3 mozemy powtérzyé w grze Nimy . Z kolei, aby wykonaé¢ nasz ruch
w Nim 3, patrzymy na nasz ruch w Nimy. Ruch ten prowadzi nas do sytuacji, w ktérej
xor licznosci stoséw jest zerowy. Gdyby to byta sytuacja, w ktérej oproznilismy jeden
ze stoséw, to dwa pozostate musialyby byé réwne, co nie jest mozliwe, gdyz w takiej
sytuacji bylyby tez réwne na poczatku (co jest niezgodne z zasadami Nim 3). Zatem
nasz ruch w Nimy na pewno nie oprézni zadnego stosu, czyli jest on poprawnym
ruchem w Nim 3 i mozemy go tam powtérzyc¢.

Zauwazmy, ze przez calyg gre w Nim4 na planszy beda stosy réznej licznosci, wiec
w koncu doprowadzimy przeciwnika do sytuacji 1,2, 3, co odpowiada jego przegranej
w grze Nim 3 z sytuacja 0, 1, 2.

Stad wniosek, ze gracz ma w grze Nim 3 strategie wygrywajaca wtedy i tylko wtedy,
gdy ma on strategie wygrywajaca w analogicznej konfiguracji Nima z dotozonymi
wirtualnymi kamieniami — po jednym do kazdego stosu, czyli wynik gry zalezy od
wartosci wyrazenia

(a+1)@(b+1)@(c+1).

Kwestie uogoélnienia gry Nim 3 na wiele stoséw zostawiamy do rozwazenia
Czytelnikom.
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Kiedy wymys$lono Masterminda?
Oficjalnie w roku 1970, jednak juz
wczedniej znano gre¢ w wersji z czterema
cyframi zamiast kolorowych szpilek. Roku
powstania tej wersji nie znamy; w kazdym
razie ,,1970” ma przynajmniej jedna cyfre
trafiong na wtasciwej pozycji.

Scigle méwiac, cztery pytania wystarcza
do poznania kodu — ale wg zasad trzeba
jeszcze uzyskaé odpowiedz ,zgadza si¢”,
co wymaga dodatkowego pytania.

My bedziemy je konsekwentnie pomijac.

Rys. 1. Przyktadowa rozgrywka
Masterminda. Ramka na gérze zawiera
ukryty kod; ponizej znajduja sie kolejne
pytania (zgadniecia) oraz uzyskiwane
odpowiedzi: czarna szpilka oznacza
trafienie celne, biata — niecelne. Gracz
odgadujacy wygrywa, gdy otrzyma

odpowiedz 8 w okreslonej liczbie
ruchéw. (My przyjmiemy, ze wystarczy
mu pewnoéé, ze otrzyma ja za chwilg.)

Tyle waza jednozlotéwka i jedno euro.

Oryginalne prace o wazeniu monet:

V. Grebinski, G. Kucherov, Optimal
reconstruction of graphs under the
additive model, Algorithmica 28 (1997).

N. Bshouty, Optimal algorithms for the
coin weighing problem with a spring
scale, Proc. Annual Conf. on Learning

Theory, 2009.

W tym artykule sformulowanie , A wynosi
okoto B” lub ,A ~ B” oznacza, ze

iloraz % jest dowolnie bliski jedynce, jesli
tylko n jest odpowiednio duze.

[ 14
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*doktoranci, Wydzial Matematyki,

Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

Rozwazmy Masterminda
Dominika PAWLIK*, Aleksander ZABLOCKI”®

Gra Mastermind jest rozrywka gtownie dla gracza odgadujacego. Przypomnijmy:
musi on ustalié¢, jaki kod (ciag czterech kolorowych szpilek) utozyl przeciwnik,
positkujac si¢ odpowiedziami otrzymywanymi na zadawane pytania. Pytania
muszg mie¢ postaé ,,Jak bardzo kod przypomina ciag X 7”7, zas odpowiedzia sa
dwie liczby: trafien wlasciwych koloréw na wlasciwych pozycjach oraz trafien
koloréw na pozycjach niewlasciwych (odpowiednio: trafienia celne i niecelne;

te pierwsze bedziemy tez nazywaé po prostu trafieniami). Oczywiscie chodzi

o to, by odgadna¢ kod jak najszybciej.

W Masterminda mozna graé, gimnastykujac pomystowo$é¢ na biezaco — ale
matematyk chcialby tez poszukaé ogdlnej metody. Jaka jest najmniejsza

liczba pytan, ktora zawsze wystarczy do zwyciestwa? To nielatwy problem,

ale mozemy wspoméc sie komputerem: wlasnie w ten sposéb Donald Knuth
uzyskal w 1977 roku wynik czterech pytan. Komputery nie radza sobie jednak
z uogdlniona wersja gry, gdy kod zawiera n szpilek (zamiast 4), a do dyspozycji
jest k koloréw (zamiast 6). Nie zdziwi nas to, gdy pomyslimy, jakich rachunkéw
wymaga uzasadnienie, ze do zwyciestwa potrzeba przynajmniej t ruchow.
Teoretycznie nalezy przejrzeé¢ drzewo standw gry (mozliwych ciagéw pytan

i odpowiedzi) do glebokosci ¢ — 1 ruchéw wiacznie. Dla gry standardowej oraz
t = 4, jako ze mozliwych pytan w grze jest 6* = 1296, za$ odpowiedzi 14, samych
stanéw na glebokosci 3 mamy (1296 - 14)® ~ 5,9 biliona! Na szczeécie mozemy
zauwazy¢, ze stany rézniace sie jedynie przemianowaniem koloréw i/lub pozycji
sa wladciwie réwnowazne — jesli przejrzeliémy mozliwosci wygrania w jednym

z nich, nie trzeba juz zajmowac sie tym drugim. Zmniejsza to liczbe istotnych
stanéw do okolo 415 milionéw (tj. ponad 10000-krotnie!), co — w polaczeniu

z pewnymi dodatkowymi usprawnieniami — czyni zadanie dostepnym dla
domowego komputera. Zauwazmy jednak, ze w ogdlnosci nasz problem wciaz
zachowuje sie wyktadniczo wzgledem n, k, t: powickszajac te parametry choéby
o 1, mozemy zwiekszy¢ trudnosé setki razy. Nic wiec dziwnego, ze nawet

dla k = 2 udalo si¢ dotychczas (z wykorzystaniem duzo bardziej ztozonych
technik) znalez¢ optymalne strategie jedynie dla n < 8.

Skoro nie umiemy znalez¢ najlepszej strategii dla gry z n szpilkami w k kolorach,
poszukajmy (bez komputera) mozliwie dobrej. Na poczatek zalézmy, ze k = 2:
szpilki sa jedynie ciemnoszare i kolorowe. Latwo wowczas wygraé, zadajac

n + 1 pytan: w pierwszym wszystkie szpilki sg ciemnoszare, w nastepnych jedna
kolorowa szpilka ,wedruje” po kolejnych pozycjach. (Wlasciwie ostatnie z tych
pytan jest zbedne, zatem mozna wygra¢ w n ruchach.) A czy da sie lepiej?

Aby odpowiedzieé na to pytanie, zaczniemy od nieco innego zadania. Danych
jest n monet, z ktérych kazda wazy 5 albo 7,5 grama, oraz zwykla waga,
podajaca taczna mase umieszczonych na niej przedmiotow. Nalezy odréznié
monety ciezsze od 1zejszych, wykonujac jak najmniej wazen. Oczywiscie, mozna
zwazy¢ kazda monete osobno, jednak istnieja lepsze rozwigzania. Na przyktad,
dla pieciu monet o wagach A, B,C, D, E wystarczg cztery wazenia:

(+) A+D+E, B+D+E, C+E A+B+C+D+E.

Istotnie: dodajac pierwsze trzy wyniki i odejmujac ostatni, otrzymujemy
D + 2F; latwo sprawdzi¢, ze wyznacza to naraz D oraz E. Wtedy juz tatwo
znalezé¢ A, B, C.

Czy powyzszy przyklad pomaga zwazyé n monet dla n > 57 Oczywiscie tak:
grupujemy monety w piatki i wazymy kazda piatke w czterech wazeniach, co
daje okolo 20-procentowa oszczednos¢ wobec ,naiwnych” n wazen. Okazuje sie
jednak, ze im bardziej ro$nie n, tym jest lepiej: w ogdlnoséci wystarczy wykonaé
okoto lozgn wazen, co daje np. pieciokrotng oszczednosé dla n ~ 1000. Ba, jesli
rozpoczniemy od zwazenia razem wszystkich monet, a nastepnie zaplanujemy
ponad lfg"n losowych wazen, to z duzym prawdopodobienstwem taki schemat
wazen pozwoli na odgadniecie wag monet w dowolnym ich ukladzie.
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Rys. 2. Przyktadowa gra dwukolorowa.
Lewa kolumna zawiera pytania,
zbudowane na podstawie strategii
wazenia monet (x), Srodkowa — liczby
(celnych) trafiei oraz réznice trafnosci
w stosunku do pierwszego pytania.
Prawa kolumna pokazuje, gdzie
konkretnie wystapity trafienia (oczywiscie
odgadujacy poczatkowo nie ma tej
wiedzy). Znaki + i — przedstawiaja
réznice w trafieniach w stosunku do
pierwszego pytania. Pojawiajg si¢ one
dokladnie tam, gdzie w pytaniu byta
kolorowa szpilka. W ten sposéb kolejne
odpowiedzi méwig nam o sumach

wag szpilek na wybranych pozycjach

w kodzie. (Wybér pozycji nastepuje
poprzez umieszczenie na niej w pytaniu
kolorowej szpilki.)

Oryginalna praca o grze wielokolorowe;j:

B. Doerr i in., Playing Mastermind
with many colors, Proc. Sympos. on
Discrete Algorithms, 2013.

Od obu tych zatozen mozna si¢ tatwo
uwolni¢ kosztem dodatkowych pytan:
jesli n nie jest potega dwdjki, liczba
pytan moze si¢ podwoié, za$ jesli k jest
bardzo duze — powigkszy¢ o okoto %
Tego drugiego nie da sie zresztg uniknad.
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Rys. 3. Podzial kodu na bloki oraz
monety zwigzane z tymi blokami;

jest to zarazem schemat dziatania
algorytmu. Odcinki lacza monety z ich
pod-monetami; waga monety jest suma
wag jej pod-monet. Na ostatnim poziomie
zaznaczono jedynie monety o wadze 1
(pozostale maja wage 0); wyznaczaja one
rozwiazanie zagadki.

Wykorzystujac fakt, ze waga monety jest
sumg wag jej pod-monet (rys. 3), mozna
uzyskaé¢ dodatkowo okoto dwukrotna
oszczedno$é (rysunek 4 zawiera przyklad
tego usprawnienia).

A jak ma sie to do Masterminda? Za chwile pokazemy strategie dla gry
dwukolorowej, wykorzystujaca wazenie monet. Najpierw zauwazmy, ze podane
powyzej wartodci 7,5 oraz 5 graméw nie sg istotne dla rozwiazania zadania —
réwnie dobrze monety cigzkie moglyby wazyé 1 g, a lekkie (niech fizycy wybacza)
0 g lub wrecz minus jeden gram. Uméwmy sie wiec, ze szpilka kolorowa wazy
gram, za$ ciemnoszara minus gram. Na poczatek zadajmy pytanie zlozone

z ciemnoszarych szpilek i oznaczmy liczbe trafien przez s. Jezeli teraz zmienimy
gdziekolwiek w pytaniu szpilke na kolorowa, spowodujemy zwigkszenie liczby
trafien o 1, jesli odpowiednia szpilka w kodzie jest kolorowa, i jej zmniejszenie,
jesli jest ciemnoszara — zatem zmiana réwna si¢ wadze rozwazanej szpilki w kodzie.
W ogélnoéci, mozemy w ten sposéb zwazy¢é szpilki, wykorzystujac w roli wagi
zasady Masterminda! Na przyktad, aby poznaé sume wag pierwszej i trzeciej
monety, zadajemy pytanic eeeeee---@ (z kolorowymi szpilkami na odpowiednich
pozycjach) i odejmujemy s od liczby trafien (patrz tez rys. 2).

Skoro umiemy odgadnaé¢ kod po okoto 102—” pytaniach, moze da sie jeszcze lepiej?
gn

Policzmy: mozliwych kodow jest 2", za$ mozliwych odpowiedzi na jedno pytanie jest
n + 1. Po t ruchach dysponujemy ciagiem t takich odpowiedzi; jesli ma on pozwalaé
na jednoznaczne odtworzenie kodu, musi zachodzi¢ (n + 1) > 2". Nieréwnosé ta
staje sie¢ prawdziwa dla ¢ réwnych mniej wiecej %, co pokazuje, ze opisang powyzej
strategie mozna poprawi¢ w najlepszym razie okoto dwukrotnie. Mozna wiec
powiedzieé, ze uzyskaliSmy ,,wiekszos¢” osiggalnego usprawnienia w poréwnaniu
z rozwigzaniem naiwnym wymagajacym n + 1 pytan. Co ciekawe, nasze rozwiazanie
wykorzystuje jedynie informacje o trafieniach; trafienia niecelne nie sg potrzebne.

Zrozumiawszy z grubsza przypadek k = 2, przechodzimy do Masterminda
z wigksza liczba koloréw. Ponownie odwolamy sie do zagadnienia wazenia monet,
jednak w trudniejszej wersji: tym razem o n monetach wiadomo tylko tyle,
ze ich wagi (w gramach) sa calkowite nieujemne oraz ze suma wag wszystkich
monet nie przekracza pewnej wartosci M. Wowczas okazuje sie, ze wystarczy

8n 4(n+M)

wazen, jesli M < n, oraz ———— wazen w przeciwnym razie. (Podobnie jak
logn ) ) logn

poprzednio, dobrych schematéw wazen jest woéwczas bardzo wiele.)

Dla wygody zatozymy, ze liczba szpilek n jest potega dwdjki, a liczba dostepnych
koloréw wynosi rowniez n. W takiej sytuacji opisana przez nas metoda bedzie
wymagaé okolo 8nloglogn pytan. We wstepnym opisie zatozymy dodatkowo, ze
istnieje kolor w ogdle niewystepujacy w kodzie i jest on nam znany; nazwiemy go
zerowym 1 oznaczymy przez o. Pdzniej pokazemy, jak radzi¢ sobie bez niego.

W przypadku dwukolorowym role monet pelnity pojedyncze szpilki o wagach +1.
Teraz bedzie inaczej. Po pierwsze, pojedyncza rozgrywka Masterminda bedzie
odwolywac sie do problemu monet wielokrotnie, za kazdym razem dla innego
uktadu monet (kazde takie wydarzenie nazwiemy grg w monety). Po drugie, role
monety bedzie zawsze petnil zbior szpilek danego koloru, znajdujacych si¢ w kodzie
w obrebie danego bloku pozycji; waga takiej monety bedzie liczba wspomnianych
szpilek. Na przyktad, dla kodu ceeoceeeo moneta kolorowa dla bloku 1-4 ma wage 2,
za$ jasnoszara dla bloku 5-8 wage 1. W pierwszym kroku algorytmu ustalimy wagi
wszystkich monet dla bloku B zawierajacego wszystkie pozycje. W drugim kroku
ustalimy wagi wszystkich monet dla obu potéw tego bloku, ktére oznaczymy przez
B, i By. Nastepnie zwazymy monety odpowiadajace ¢wiartkom By1, B1a, Be1, Bag,
i tak dalej, co da nam rozwiazanie (patrz rys. 3).

Ustalenie wag monet dla bloku B jest proste: np. waga ciemnoszarej jest rowna
trafnosci pytania eee.--e. Podobnie dla mniejszych blokéw: np. waga monety
ciemnoszarej dla bloku Bs; jest trafnos¢ pytania eeoo. Co wiecej, suma tejze
wagi oraz wagi monety kolorowej dla bloku Bj jest trafno$é¢ pytania eeccee
Stad juz widaé, ze kazdy zestaw monet zwiazanych z rozlgcznymi (nieprzecinajacymi
sie) blokami mozna wydajnie zwazy¢ za pomoca gry w monety (rys. 4).

Trzeba jeszcze wyjasnié¢, ktére monety dobieramy do kolejnych gier. W pierwszym
kroku (tj. dla bloku B) wazymy monety pojedynczo. W nastepnych krokach taczymy

monety w grupy, tak by kazda grupa zawierata po (maksymalnie) jednej monecie
dla kazdego z blokéw odpowiedniego poziomu; kazda grupa bierze udziat w osobnej

7
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Rys. 4. Przebieg jednej gry w monety
podczas trzeciego kroku algorytmu. Wagi
monet dla blokéw Bi, B> sa juz znane;
chcemy ustali¢ wagi ich pod-monet,
ktorych jest 8. Wybieramy 4 z nich

(po jednej w kazdym bloku) i znajdujemy
ich wagi A, B, C, D, zadajac pytania
odpowiadajace wazeniom

A, C, A+B, A+B+C+D.

Wagi pozostalych 4 monet mozna by
ustali¢ analogicznie, ale w tym przypadku
mozna je od razu wyliczy¢ na podstawie
juz posiadanych informacji.

Dla i =1 wzér ;25
skadingd wiemy, ze w oczywisty sposéb

pierwszy krok zajmuje n pytan.

nie ma sensu, ale
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Rys. 5. Przyktadowy zestaw koloréw
zerowych dla kodu (nad linia) oraz
praktyczna realizacja czterech pytan

z rysunku 4 z wykorzystaniem tego
zestawu (pod linig). Zauwazmy, ze
trafno$é pytan pozostala niezmieniona.
Szare ramki obejmuja szpilki bedace
teoretycznie koloru zerowego.

grze w monety. Kluczowy dla efektywnosci jest fakt, ze jesli pewna moneta
ma wage 0 (co dla wielu koloréw musi sie zdarzaé bardzo czesto), to mozna
wylaczy¢ z wazen obie jej pod-monety, poniewaz odpowiedni kolor w ogéle
nie wystepuje w danym bloku (rys. 4).

Czas wytlumaczy¢, jak poradzi¢ sobie bez koloru zerowego. Trik polega na tym,
zeby stworzy¢ sobie taki kolor, a konkretniej — rozpoczaé algorytm od dodatkowych
pytan, ktére pozwola dla kazdej z osobna pozycji ustali¢ pewien kolor, ktory

na pewno tam nie wystepuje. Bedzie to kolor zerowy dla tej pozycji (rys. 5).
Zauwazmy, ze takie posuniecie jest bezpieczne dzieki temu, ze caly czas interesuja
nas wylacznie trafienia celne.

Jak wigc znalez¢ wydajnie zestaw koloréw zerowych? Okazuje sie to proste,

a zarazem podobne do gry w Masterminda dwukolorowego. Zadajmy najpierw
pytanie eee---@, a nastepnie eeee---@. Jesli trafnosé wzrosta, druga szpilka

jest kolorowa; jesli spadta, jest ciemnoszara; jedli nie zmienita sie, nie moze by¢
kolorowa ani ciemnoszara. Zatem aby odrzuci¢ po jednym kolorze na kazdej pozycji,
wystarczy ,przespacerowaé sie” kolorowa szpilka po pozycjach; tacznie zadajemy
n + 1 pytan. Wyglada to podobnie do naiwnej strategii dla gry dwukolorowej,

i nie bez konsekwencji: pozostawiamy Czytelnikowi jako ¢wiczenie wykazanie, ze
za pomocg wazenia monet mozna kolory zerowe wyznaczy¢ znacznie szybciej.

Zakonczyliémy nareszcie opis strategii dla Masterminda o n szpilkach i n kolorach.
Tlu pytan wymaga ta strategia? Najprosciej znalez¢é odpowiedz w sytuacji, gdy
wszystkie szpilki w kodzie maja rézny kolor: wéwczas wszystkie monety waza
0 lub 1, zatem z blokiem i-tego poziomu zwigzanych jest doktadnie 577 monet
o niezerowej wadze. Wowczas i-ty krok algorytmu sktada si¢ z 57=1 gier w monety,
z ktérych w kazdej uczestniczy 2! monet. Z rozwigzania problemu monet wynika,
ze jedna taka gra wymaga okoto
2. 21’71
log(@ 1)

wazen, zatem caly krok zajmuje okoto 12_—"1

91
i—1
pytan Masterminda. Czyli w sumie:
n- <1+2+2+...+

—= ) ~2n-loglogn.
23 logn—l) noloslogm

Jedli teraz dopusdcimy powtarzajace sie kolory w kodzie, to podobne (choé
nieco trudniejsze) rozumowanie — oczywiscie z wykorzystaniem rozwiazania
ogoblniejszego problemu monet — pokazuje, ze nasza metoda wymaga nie wiecej
niz okoto 16nloglogn pytan.

Jak do tej pory, nie wykorzystaliSmy jeszcze nigdzie wiedzy o liczbie trafien
niecelnych, ktéra jest przeciez dostepna. Czyzby byta ona catkiem niepotrzebna?
To zalezy od liczby koloréw w grze. Jesli k > n, wygodnie rozpoczacé gre od ustalenia,
jakie kolory w ogéle wystepuja w kodzie (co umozliwi zastosowanie opisanej powyzej
metody); trafienia niecelne sa tu istotna pomoca. Dla odmiany, w przypadku k = 2
za ich pomocg mozna zaoszczedzi¢ co najwyzej jeden ruch.

Problem uogélnionego Masterminda oczywiscie nie jest kluczowy dla wspolczesnej
nauki; dlaczego w takim razie mialby nas interesowaé¢? Zanim odpowiemy,
zastanowmy sie, dlaczego naukowcy w ogdle zajmuja sie¢ grami. Pierwszym
argumentem jest na pewno atrakcyjna tresé, jednak ich zaleta jest tez kondensacja
réznych probleméw obliczeniowych oraz teoretycznych. Jesli nauczymy sie
efektywnie gra¢ w szachy badz w go, albo znajdziemy dowdd optymalnosci strategii
dla Masterminda, by¢ moze uda sie wykorzysta¢ wypracowane metody w bardziej
zyciowych zagadnieniach. Tymczasem dla uogdlnionego Masterminda wciaz

nie znamy ani strategii lepszej od opisanej powyzej, ani dowodu, ze nie wystarczy
wykonaé C - n ruchéw (dla stalej C niezaleznej od n). Kto wie, moze rozstrzygniecie
tej niejasnosci okaze sie — posrednio — szerzej przydatne.

Mastermind ma tez inne ciekawe uogolnienia. Jak graé, jesli przeciwnik moze
dwukrotnie skltamac¢? Mozna wazy¢é monety w spos6b odporny na dwa klamstwa
— co z kolei wiaze sie z teoria kodow korekcyjnych, ktore ,naprawiaja’ drobne
bledy, np. w przesyle danych. A to przydaje sie¢ wszedzie: w Internecie, sieciach
komoérkowych, nosnikach danych. ..
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17.
PIKNIK
NAUKOWY

POLSKIEGO RADIA
I CENTRUM NAUKI KOPERNIK

15 czerwca 2013 do 11.00 do 23.00
zapraszamy na Stadion Narodowy

wstep, oczywiscie, wolny.

Tym razem tematem przewodnim bedzie
szeroko rozumiane Zycie.

Na pikniku zaprezentuje si¢ 200 instytucji
z 22 krajow. Na pierscieniu o obwodzie
900 m, ktéry znajduje si¢ w zewnetrznej
bryle Stadionu Narodowego, i w alejach
prowadzacych do obiektu zostanie
rozlokowanych 190 namiotow,

pod ktérymi odbedzie si¢ prawie 1000
pokazéw z niemal kazdej dziedziny
wiedzy: nauk $cistych, przyrodniczych
czy humanistycznych. Zgodnie z tradycja,
najbardziej spektakularne widowiska
przez caly dzien odbywac sie beda na
gléwnej scenie Pikniku.

Wielbiciele nauki, ktérzy nie beda
mogli przyby¢ na Stadion, beda mogli
stuchaé relacji i audycji we wszystkich
Programach Polskiego Radia oraz

na portalu polskieradio.pl.

Co dzis obchodzi genetykéw?

Odkad sekwencjonowanie DNA stalo sie rutynowym zajeciem tysiecy robotéw
na calym $wiecie, biolodzy-ludzie uzyskali niezwykle sprawne narzedzie
badawcze zycia teraz i troche (do 30 tys. lat temu) przedtem. Ciekawi

ich przyczyna réznicowania ludzkiego wygladu w réznych czesciach globu
(kiedy$ nazywanego ludzka rasa), przemieszczanie sie po calej Ziemi bakterii
Helicobacter pylori z przewodu pokarmowego czlowieka, mapa ludzkiego
metabolizmu (czy rézna u réznych ludzi?), ewolucja ssakow tozyskowych

»u stop dinozauréw”, réznorodnosé mikroorganizmow na skérze i wewnatrz nas,
odpowiedzi na pytania: czy krzyzowaliSmy sie z Neandertalczykami? ktéredy
i w jakiej kolejnosci ludzie skolonizowali planete? skad przybyli Romowie?
jaka jest dieta gasienic owadow zerujacych na roslinach? Rozpatrywane sg
problemy bardzo wazne, najistotniejsze dla ludzi, o ktérych nawet pytajacy
wie, ze trudno oczekiwaé pelnego wyjasnienia. Jak 25 tys. ludzkich genéw
sterowaé¢ moze kilkuset bilionami synaps w korze mézgowej? Czy geny maja
cokolwiek wspdlnego ze Swiadomodcia? Jakie sa przyczyny chordb i anomalii
ukladu nerwowego ludzi?

Sam powyzszy spis pobudza wyobraznie. R6zne na pozoér pytania maja pewne
cechy wspélne. Udzielenie odpowiedzi jest kosztowne i bardzo pracochtonne.
Wiyniki uzyskuje sie po kilkunastu latach, stopniowo sa uscislane i precyzowane
przez wielkie, réznie wyspecjalizowane miedzynarodowe zespoly z wielu
laboratoriéw. To wyzwania dla badaczy, z natury indywidualistow i liczacych
na indywidualny sukces. Ta Jedyna Nagroda przyznawana jest najwyzej trzem
osobom, a jak je wyodrebni¢ z listy 150 wykonawcow?

A kolejna wazna wspolna cecha: wiekszosé tych poteznych projektéw przybliza
zrozumienie biologicznej natury cztowieka, sformutowanie przewidywan o jego,
jako gatunku, przyszloéci. Cena? To zalezy, czy spojrzeé¢ na te przymiarki
okiem Ministra Wojny czy Ministra Nauki. Unia Europejska przeznaczyla na
badania mézgu przez 10 lat 1,2 mld euro. Prezydent Obama zaproponowal

na ten sam cel, na razie na rok, 100 mln dolaréw. Panie Prezydencie! Nie ma
waznych projektéw naukowych, ktére mozna zaczaé i skonczy¢ przez rok,

co dopiero o mézgu!

Powyzsze przyklady to zaledwie znikoma czesé badan referowanych

w pismiennictwie naukowym ostatniego polrocza. Daja wyobrazenie

o rozmaitosci i bogactwie tematyki, ktéra mozna podejmowaé dzieki istnieniu
techniki sekwencjonowania DNA. Oczywiscie, jeszcze do tego dochodza szybko
wzbogacane ogromne bazy danych, banki danych, dostepne w duzej mierze bez
oplat, bo biolog musi obecnie pracowac¢ reka w reke z informatykiem.

Postuze sie tylko jednym przykladem. Grupa 23 laboratoriéw utworzyta 6 lat
temu Projekt ATOL. Po raz pierwszy w Projekcie uczestnicza morfologowie
z Muzebéw Historii Naturalnej i genetycy. Ich cel: przedledzi¢ ewolucje
ssakow lozyskowych, do ktérych nalezy takze czlowiek (wspolczesnie zyje
ich 5100 gatunkéw). Morfolodzy zajeli sie opisem cech zyjacych i wymartych
zwierzat, wyznaczyli ich 4500. To moze by¢ kolor futra, liczba prazkowan,
dtugosé kosci, typ zebow itd. Genetycy pobrali i sekwencjonowali DNA
osiemdziesieciu trzech gatunkéw zyjacych obecnie ssakéw. Analiza takiego
zestawu danych stata sie kopalnig wiedzy o ewolucji ssakow. Wewnatrz
powstalego szczegdltowego drzewa genealogicznego latwiej teraz umiedcié
dotychczas nieidentyfikowane fragmenty wykopalisk zwierzecych.

Obecnie zyjace ssaki pelzaja, lataja, ptywaja, maja rozna diete i rézne strefy
zycia, ale wszystkie mialy wspélnego przodka. Ustalono, ze wspolnego przodka
mieliSmy jeszcze we wczesnej kredzie, 65 mln lat temu, juz po masowym
wymieraniu dinozauréw.

I tak, zaproszony do wspolpracy artysta wyobrazil sobie tego przodka, Twojego
i mojego, Twojego psa i mojego kota tez. Byl malym owadozernym zwierzakiem.

Magdalena FIKUS



Lekcja rysunku (6): dwunastoScian rombowy
Dwunastoscian rombowy jest figurg o zadziwiajacych wtasnosciach.

Narysowanie go nie powinno sprawia¢ wigkszych trudnosci. Jak nazwa
wskazuje, $cianami tego dwunastoscianu sa romby, zatem rysunek
zaczynamy od narysowania wlasnie rombu (rys. 1). Rysunek jest odreczny,
wiec romb nie musi by¢ idealny, tym bardziej ze gdy patrzymy na obiekt,
pewne odcinki mogg sie skroci¢ lub wydtuzy¢. Wazne, zeby boki byty parami
réwnolegte. Narysujemy wiec romb postawiony ,na sztorc”, a nastepnie
bedziemy dorysowywacé kolejne Sciany, pamietajac o réwnoleglosci
odpowiednich krawedzi. Mozemy, na przyktad, narysowa¢ dwa odcinki

w gérnym wierzcholku naszego rombu (rys. 2). Powinny one tworzy¢ kat

rozwarty i by¢ krétsze od bokéw poczatkowego rombu.

Nastepnie dorysowujemy w pozostalych wierzchotkach rombu odcinki
réwnolegte (rys. 3) i zamykamy romby (rys. 4). Dwunasto$cian rombowy
gotowy. Mozemy tez dorysowaé linig przerywana Sciany niewidoczne.
Trzeba pamietaé, ze sg one réwnolegle do widocznych odpowiednikdw,

Rys. 1

podobnie jak krawedzie (rys. 51 6).

Rys. 2 /\

{}

Rys. 3 Rys. 4 Rys. 5 Rys. 6

Dwunastoscian rombowy ma wiele ciekawych bedziemy mieli wrazenie, ze te dwie figury, stojac
wlasnosci. Jedna z nich jest fakt, iz jednakowe jedna na drugiej, stykaja sie tylko krawedziami
dwunasto$ciany rombowe, jak szesciany, szczelnie (rys. 7). Mozna tez rysowa¢ dwunastoscian
wypelniajg przestrzen. Jesli postawimy jeden rombowy w innym potozeniu. Trzeba wtedy zaczaé
dwunasto$cian rombowy na drugim, to patrzac rysunek od odpowiednio polozonego rombu i dalej
na ten uktad pod odpowiednim katem, rysowaé jak wezesniej (rys. 81 9).

Rys. 7 Rys. 8 Rys. 9

Pisat i rysowal Zdzistaw POGODA
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LXII Olimpiada Fizyczna

W dniach 5-9 kwietnia br. odby!l sic w Warszawie final
LXII Olimpiady Fizycznej. Do tegorocznych zawodow
trzeciego stopnia zakwalifikowalo si¢ 56 zawodniczek

i zawodnikow. W sobote 6 kwietnia uczestnicy

w dwoch turach rozwigzywali zadanie do$wiadczalne,
ktérego celem bylo wyznaczenie wspotczynnika odbicia
Swiatta od powierzchni rozdzialu aluminium-powietrze.
Przeprowadzenie eksperymentu wymagalo zestawienia
ukladu, w ktorym wiazka ze wskazZnika laserowego
wielokrotnie odbijata si¢ od ukladu dwdch aluminiowych
lusterek. Zadanie okazato si¢ tylko umiarkowanie trudne
i wiekszo$¢ uczestnikow finatu Olimpiady uzyskata

za nie przynajmniej 20 punktéw. Doswiadczalna czesé
tegorocznych zawodow byla za to popisem pomyslowosci
uczniéw, ktorzy wykonali zadanie na wiele réznych
sposobéw i — co ciekawe — rozwiazanie przygotowane
przez Komitet Gléwny Olimpiady Fizycznej nie byto
najbardziej popularne. Jedno z bardziej oryginalnych
rozwiazan (autorstwa Pawla Zaleckiego z Krakowa)
zostalo wyrédznione przez KGOF.

W niedziele 7 kwietnia zawodnicy rozwiazywali zadania
teoretyczne, ktére okazaly si¢ zdecydowanie wigkszym
wyzwaniem niz zadanie do§wiadczalne z poprzedniego
dnia. Pierwszy problem teoretyczny, ktérego tematem
byt ruch uktadu dwéch walcoéw i klocka, rozwiazato
bezblednie tylko dwéch uczestnikéw finalu Olimpiady.

Jeszcze trudniejsze okazalo si¢ zadanie drugie,
wymagajace analizy naprezenia powtoki balonu
wznoszacego sie w atmosferze. Zadnemu z zawodnikéw
nie udato si¢ uzyska¢ kompletu punktéw za to zadanie.
Natomiast zadanie trzecie, w ktérym nalezalo opisaé
ruch metalowego walca w niejednorodnym polu
magnetycznym, wyraznie zréznicowalto zawodnikow.
Dziewieciu z nich rozwiazato je bezbtednie lub z tylko
niewielkimi usterkami, podczas gdy prawie dwie trzecie
uczestnikoéw finatu Olimpiady nie otrzymalo

za to zadanie zadnych punktow.

Na podstawie uzyskanych ocen, stosujac regute
regulaminowa, KGOF wylonil sposrdd finalistéw
jedenastu laureatéw. Zwycigzca 62. Olimpiady Fizycznej
zostal z wynikiem 94 pkt. Jakub Supel z Warszawy,
ktory — co warto podkresli¢ — az o 13 punktéw wyprzedzil
zawodnika sklasyfikowanego na miejscu drugim.
Zwyciezca otrzymal jako nagrode gléwna laptop;

inni z laureatéw otrzymali m.in. tablet, kalkulatory
naukowe, czytnik e-bookdéw, pamieci przeno$ne. Wszystkie
nagrody rzeczowe zostaly ufundowane przez firmy
Eurotek International i Hamamatsu.

Tresci zadan wraz z wzorcowymi rozwiazaniami

z tegorocznej edycji Olimpiady Fizycznej mozna znalezé
na stronie Komitetu Gtéwnego Olimpiady Fizycznej:
http://www.kgof .edu.pl/.

Konrad DZIATKOWSKI, KGOF

A oto laureaci w kolejnosci zajetych miejsc:

—
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. Jakub Supel, XIV LO im. Stanistawa Staszica w Warszawie

. Kacper Oreszczuk, VI LO im. Jana Kochanowskiego w Radomiu

Adam Krasuski, IT LO im. Generalowej Zamoyskiej i Heleny Modrzejewskiej w Poznaniu
. Jakub Mrozek, XIV LO im. Stanistawa Staszica w Warszawie

Kamil Kaczmarek, VIII LO im. Adama Mickiewicza w Poznaniu

Pawel Czajka, Zesp6t Szkét Uniwersytetu Mikotaja Kopernika, Liceum Akademickie w Toruniu
. Pawel Nalecz-Jawecki, XIV LO im. Stanistawa Staszica w Warszawie

. Igor Kotrasinski, XIV LO im. Stanistawa Staszica w Warszawie

. Robert Ferens, II LO im. Andrzeja Frycza Modrzewskiego w Rybniku

. Pawel Zalecki, V LO im. Augusta Witkowskiego w Krakowie

. Aleksander Matusiak, XIV LO im. Stanistawa Staszica w Warszawie



LVI Olimpiada Astronomiczna
Wybér zadan

Druga seria zadan zawodoéw I stopnia

1. W maju 2012 roku az dwie planetoidy z grupy Apollo (2012 K Pa4 i 2012 KT}2)
przeszty bardzo blisko Ziemi. Pierwsza z nich miata srednice okoto 25 m, a Srednice
drugiej oszacowano na 3—-10 m. Wyznacz stosunek odlegtosci, w ktérych planetoidy
te mogty by¢ odkryte tym samym przyrzadem. W rachunkach przyjmij, ze planetoidy
maja kulisty ksztalt i takie samo albedo, a w momencie odkrycia byty z Ziemi widoczne
w pelni. W doniesieniach o tych zblizeniach sprawdz, czy koreluje to z odstepem czasu
miedzy odkryciem danej planetoidy a jej maksymalnym zblizeniem do Ziemi.

2. W trakcie wybuchu supernowej wydzielona zostaje bardzo wielka energia,

w przypadku supernowych Ia dochodzaca do kilka razy 10** J. Jeden z modeli
supernowej la przewiduje, ze zrédtem energii wybuchu sa reakcje termojadrowe

w materii $ciagniete]j (akreowanej) na weglowo-tlenowego biatego karta z towarzyszacej
mu gwiazdy. Oszacuj iloé¢ tej materii zaktadajac, ze jest to typowa materia gwiazdowa
(25% helu, 75% wodoru). W supernowych Ia nie obserwuje sig linii widmowych helu,
przyjmij wiec, ze materia ta w catosci jest ,,przerobiona” w trakcie wybuchu na ciezkie

pierwiastki. Potrzebne dane wyszukaj samodzielnie.

Zadania zawodéw 11 stopnia

1. Rozwazamy uktad dwu gwiazd neutronowych o takich
samych masach M, poruszajacych sie po kotowej orbicie
o promieniu R. Wz4r opisujacy moc promieniowania
grawitacyjnego takiego uktadu zawiera jedynie iloczyny

i ilorazy wymienionych parametréw uktadu oraz

stalej grawitacji i predkosci $wiatta, a w uktadzie SI
bezwymiarowy wspdtczynnik liczbowy wynosi 64/5.
Wiedzac, ze we wzorze tym R wystepuje w minus piatej
potedze, wyprowadz wzér na moc promieniowania
grawitacyjnego tego uktadu.

2. Z doktadnoscia do jednego dnia wyznacz date, dla
ktérej w biezacym roku réznica miedzy wysokosciami
gérowania Stonca w Rio de Janeiro i w Chorzowie bedzie
mozliwie najmniejsza. W obliczeniach przyjmij, ze Rio de
Janeiro znajduje si¢ na zwrotniku Koziorozca, a szerokosé
geograficzna Chorzowa wynosi 50°18’.

Zadania zawodoéw III stopnia

1. Oblicz odstep czasu od konca zmierzchu cywilnego
do poczatku switu cywilnego (gdy Stonce znajduje
sie na wysokosci h < —6°), obserwowanych kolejno

z poludniowego, a nastepnie péinocnego bieguna
geograficznego. Trzy najblizsze przejscia Stonca przez
réwnik niebieski nastapia:

e 20 marca 2013 r. o godz. 11:02 UTC,

e 22 wrzesnia 2013 r. o godz. 20:44 UTC,
e 20 marca 2014 r. o godz. 16:57 UTC.

Przedyskutuj doktadnos¢ uzyskanego wyniku.

W rozwiazaniu przyjmij, ze w poblizu przejscia Ziemi przez
punkty o anomalii prawdziwej 90° oraz 270°, predkosé
zmian tej anomalii jest réwna S$redniej predkosci katowe;j.

2. Planetoida obiega Storice po orbicie eliptycznej

o mimos$rodzie e = 0,5 i nachyleniu do ptaszczyzny ekliptyki
i = 90°. Na poczatku biezacego roku Ziemia znalazta sie
w srodku geometrycznym orbity planetoidy, a planetoide
mozna byto wtedy obserwowaé w kwadraturze (tzn. jej
katowa odlegto$é od Storica wynosita 90°). Dla XXI wieku
wyznacz rok, w ktorym liniowa odleglosé tej planetoidy
od Ziemi osigga wartos¢ minimalng. W rozwigzaniu
przyjmij, ze orbita Ziemi jest okregiem o promieniu 1 AU,
pomin wptyw oddzialywan perturbacyjnych, a wymienione
w treéci zadania dane liczbowe potraktuj jako doktadne.

3. W trakcie obserwacji spektroskopowych gwiazdy
za¢mieniowej o centralnych za¢mieniach i okresie
zmiennosci P = 3,935 doby, zaobserwowano przesuniecia
linii widmowej w obu kierunkach wzgledem jej
laboratoryjnej dtugoéci, o wartoéciach:

<Q> =18-10""
A 1

<Q> =238-107%,
A 2

przy czym krzywe predkodci radialnych obu sktadnikéw
mialy ksztalt bardzo zblizony do sinusoidy. Oblicz masy
sktadnikéw tej gwiazdy.

oraz

Koncowa klasyfikacja zawodéw finalowych (i—ix: laureaci, xii—xvi: finalisci):

i. Pawel Zalecki (Krakéw),

ii. Jakub Ahaddad (Krosno),

iii. Wojciech Marciniak (Gdynia),

iii. Damian Mazurek (Lublin),

iii. Tomasz Rézanski (Kalisz),

vi. Krzysztof Szyszka (Koszalin),

vi. Marcin Wrona (Limanowa),
viii. Mateusz Windak (Krakéw),

ix. Maciej Gtowacki (Krosno),

ix. Maciej Kucharski (Wroctaw),

ix. Pawel Szewczyk (Torun),

xii. Mateusz Czyznikiewicz (Torun),
xiii. Piotr Staron (Krakéw),
xiv. Mateusz Krakowczyk (Rybnik),
xiv. Anna Wawak (Bielsko-Biata),
xvi. Magdalena Stasiewicz (Bialystok).

Strona internetowa Olimpiady Astronomicznej: http://www.planetarium.edu.pl/oa.htm.
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Ceremonia zakonczenia Olimpiady odbyta si¢ na Zamku Krélewskim
w Warszawie. Komitet Gléwny przyznat lacznie 31 tytutéw laureata
i wyr6znit 33 zawodnikéw, ktérzy w finale uzyskali co najmniej

XX Olimpiada Informatyczna

W dniach 12-15 marca 2013 r. w Warszawie odbyly sie zawody

III stopnia jubileuszowej, XX Olimpiady Informatycznej. Do finatu
zostalo zakwalifikowanych 96 zawodnikéw. W ciagu dwéch dni
zawodéw finatowych zawodnicy mieli do rozwigzania w sumie szes$¢
zadan programistycznych ocenianych od 0 do 100 punktéw.

Olimpiada
Informatyczna

200 punktéw. Ponizej publikujemy liste laureatéw (w nawiasach liczba
zdobytych punktéw, szkola oraz opiekun naukowy). Lista wszystkich
finalistéw jest dostepna w witrynie Olimpiady: http://www.oi.edu.pl.

laureaci I miejsca

1. Blazej Magnowski (491, III Liceum Ogolnoksztalcace
im. Marynarki Wojennej RP, Gdynia, opiekun naukowy:
Ryszard Szubartowski)

2. Stanistaw Dobrowolski (451, XIV Liceum
Ogolnoksztalcace im. S. Staszica, Warszawa,
o.: Joanna Smigielska)

3. Marek Sommer (430, XIV Liceum Ogolnoksztalcace
im. S. Staszica, Warszawa, o.: Hanna Stachera,
Joanna Smigielska)

laureaci IT miejsca

4.-5. Karol Farbis$ (421, VI Liceum Ogdlnoksztalcace
im. J. Kochanowskiego, Radom, o.: Marcin Andrychowicz,
Mirostaw Mortka)

Tomasz Syposz (421, Liceum Ogdlnoksztalcace nr XIV
im. Polonii Belgijskiej, Wroctaw, o.: Barttomiej Dudek,
Karol Konaszynski, Dawid Matla, Rafal Nowak)

6. Pawel Nowak (416, XIII Liceum Ogoélnoksztatcace,
Szczecin, o.: Czestaw Drozdowski)

7. Igor Kotrasinski (400, XIV Liceum Ogodlnoksztalcace
im. S. Staszica, Warszawa, o.: Joanna Smigielska)

8. Krzysztof Pszeniczny (399, Publiczne Liceum
Ogolnoksztatcace Siostr Prezentek, Rzeszow)

laureaci ITII miejsca

9. Jarostaw Kwiecien (390, Gimnazjum nr 49 z Oddziatami
Dwujezycznymi, Wroctaw, o.: Barttomiej Dudek, Rafal Nowak)

10.-11. Adam Czaplinski (380, IV Liceum
Ogodlnoksztatcace im. M. Sktodowskiej-Curie, Olsztyn,
o.: Magda Burakowska)

Kamil Debowski (380, I Liceum Ogdlnoksztalcace
im. M. Konopnickiej, Suwalki, o.: Marek Gataszewski)

12. Kamil Rychlewicz (373, I Liceum Ogolnoksztalcace
im. M. Kopernika, 1.6dz%, o.: Grzegorz Andrzejczak,
Pawel Mateja)

13. Jan Ludziejewski (368, VIII Liceum Ogdlnoksztalcace,
Warszawa, o.: Piotr Smulewicz, Bartosz Szreder)

14. Michat Zielinski (357, V Liceum Ogodlnoksztatcace
im. A. Witkowskiego, Krakéw, o.: Lech Duraj,
Andrzej Dyrek)

15. Karol Kaszuba (354, XIV Liceum Ogdlnoksztalcace
im. S. Staszica, Warszawa, o.: Andrzej Nowak, Bartosz Szreder)
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16. Przemystaw Jakub Kozlowski (351, I Liceum
Ogdlnoksztatcace im. A. Mickiewicza, Bialtystok,
o.: Iwona Bujnowska, Ireneusz Bujnowski)

17. Ewelina Krakowiak (346, VI Liceum Ogdlnoksztalcace
im. J. Kochanowskiego, Radom, o.: Marcin Andrychowicz,
Mirostaw Mortka)

18. Stanistaw Purgat (334, XIV Liceum Ogo6lnoksztalcace
im. S. Staszica, Warszawa)

19. Daniel Danielski (315, Liceum Ogdlnoksztalcace nr XIV
im. Polonii Belgijskiej, Wroctaw, o.: Bartlomiej Dudek,
Krzysztof Lorys)

20. Grzegorz Swirski (313, V Liceum Ogodlnoksztalcace
im. A. Witkowskiego, Krakéw)

21. Rafal Stefanski (311, XIV Liceum Ogdlnoksztalcace
im. S. Staszica, Warszawa, o.: Michal Adamczyk,
Maciej Matraszek, Hanna Stachera, Joanna Smigielska)

22. Stanistaw Barzowski (305, III Liceum
Ogodlnoksztalcace im. Marynarki Wojennej RP, Gdynia,
o.: Ryszard Szubartowski)

23. Pawel Nalecz-Jawecki (304, XIV Liceum
Ogodlnoksztalcace im. S. Staszica, Warszawa,
o0.: Joanna Smigielska)

24. Michal Kowalczyk (301, VI Liceum Ogolnoksztalcace
im. J. i J. Sniadeckich, Bydgoszcz, o.: Marek Cygan,
Malgorzata Piekarska)

25.-27. Grzegorz Fabianski (300, XIV Liceum
Ogdlnoksztatcace im. S. Staszica, Warszawa,
o.: Maciej Matraszek, Hanna Stachera, Piotr Suwara)

Szymon Lukasz (300, V Liceum Ogdlnoksztalcace
im. A. Witkowskiego, Krakéw, o.: Andrzej Dyrek,
Grzegorz Herman)

Konrad Paluszek (300, XIV Liceum Ogdlnoksztalcace
im. S. Staszica, Warszawa, o.: Joanna Smigielska)

28. Bartosz Kostka (286, Liceum Ogoélnoksztatcace nr XIV
im. Polonii Belgijskiej, Wroctaw, o.: Barttomiej Dudek,
Wiktor Janas, Dawid Matla, Rafal Nowak, Damian Rusak)

29.-31. Patryk Czajka (280, XIV Liceum Ogdlnoksztalcace
im. S. Staszica, Warszawa, o.: Michat Adamczyk,

Maciej Matraszek, Wojciech Nadara, Bartosz Szreder,
Joanna Smigielska)

Michal Glapa (280, V Liceum Ogdlnoksztalcace
im. A. Witkowskiego, Krakéw, o.: Andrzej Dyrek,
Grzegorz Herman, Wiktor Kuropatwa)

Michal Luszczyk (280, IV Liceum Ogdlnoksztatcace
im. Jana Pawta II, Tarnéw, o.: Wladystaw Strejczek)



LXIV Olimpiada Matematyczna

W zawodach stopnia pierwszego wzieto udziat 1464 uczniéw,

do zawodéw stopnia drugiego zakwalifikowano 572 uczniéw,

a do zawodow stopnia trzeciego — 121 uczniéw. Komitet Gléwny
Olimpiady Matematycznej na posiedzeniu w dniu 19 kwietnia br.
postanowil przyznaé 19 osobom tytul laureata oraz nagrody
pierwszego, drugiego i trzeciego stopnia, zas 7 osobom — wyrdznienie.

Laureatami LXIV OM zostali (w nawiasie podano liczbe uzyskanych

punktéw na 36 mozliwych):

Nagrody stopnia pierwszego

Konrad Jan Paluszek (30) — XIV Liceum Ogdlnoksztalcace
im. Stanistawa Staszica w Warszawie

Kamil Rychlewicz (30) — I Liceum Ogdlnoksztalcace

im. Mikotaja Kopernika w Lodzi

Nagrody stopnia drugiego

Marcin Kostrzewa (24) — V Liceum Ogdlnoksztalcace

im. Augusta Witkowskiego w Krakowie

Karol Marcinkowski (23) — I Spoleczne Liceum
Ogoélnoksztalcace im. Hetmana Jana Tarnowskiego w Tarnobrzegu

Jakub Skorupski (23) — XIV Liceum Ogdlnoksztalcace
im. Stanislawa Staszica w Warszawie

Marek Sokolowski (23) — I Liceum Ogdlnoksztalcace

im. Tadeusza Ko$ciuszki w Lomzy

Nagrody stopnia trzeciego

Kamil Debowski (20) — I Liceum Ogdlnoksztalcace im. Marii

Konopnickiej w Suwatkach

Kajetan Ozarowski (20) — Liceum Og6lnoksztalcace nr XIV
im. Polonii Belgijskiej we Wroctawiu

Pawel Brysch (18) — IT Liceum Ogdlnoksztalcace im. Stanistawa

Staszica w Tarnowskich Gérach

Konrad Deka (18) — V Liceum Ogdlnoksztalcace im. Augusta
Witkowskiego w Krakowie

Daniel Grzegorzewski (18) — I Liceum Ogoélnoksztalcace
im. J6zefa Ignacego Kraszewskiego w Bialej Podlaskiej

Karol Kaszuba (18) — XIV Liceum Ogdlnoksztatcace
im. Stanislawa Staszica w Warszawie

Jakub Morawski (18) — V Liceum Ogdlnoksztalcace
w Bielsku-Bialej
Jakub Mrozek (18)

im. Stanistawa Staszica w Warszawie

— XIV Liceum Ogdlnoksztatcace

Ngoc Khanh Nguyen (18) — Liceum Ogdlnoksztalcace nr 14
we Wrocltawiu

Albert Citko (17) — XIV Liceum Ogoélnoksztalcace

im. Stanistawa Staszica w Warszawie

Michat Figlus (17) — I Liceum Ogdlnoksztalcace im. Bolestawa
Chrobrego w Piotrkowie Trybunalskim

Stanistaw Frejlak (17) — XIV Liceum Ogdlnoksztalcace

im. Stanistawa Staszica w Warszawie

Chi Cong Nguyen (17) — XIV Liceum Ogdlnoksztalcace
im. Stanistawa Staszica w Warszawie

Wyréznienia
Jakub Koncki (16) — XIV Liceum Ogolnoksztalcace
im. Stanistawa Staszica w Warszawie

Stanistaw Jan Dobrowolski (14) — XIV Liceum
Ogdlnoksztalcace im. Stanistawa Staszica w Warszawie

Stawomir Kubicki (14) — I Liceum Ogdlnoksztaltcace

im. Stanistawa Dubois w Koszalinie

Krzysztof Maziarz (14) — Zesp6l Szkét Ogélnoksztatcacych

w Krosnie

Krzysztof Pszeniczny (14) — Liceum Ogdlnoksztalcace im. Jana
Pawta II Siéstr Prezentek w Rzeszowie

Jan Mirkiewicz (13) — Gimnazjum nr 49 z Oddziatami
Dwujezycznymi Zespotu Szkét nr 14 we Wroctawiu

Krzysztof Stanistawek (13) — VI Liceum Ogdlnoksztalcace
im. Jana Kochanowskiego w Radomiu

Komitet Gléwny Olimpiady Matematycznej dzigkuje wszystkim, ktérzy pomagali laureatom
i wyréznionym uczniom w przygotowaniach do zawodow.

Nagrode im. Andrzeja Makowskiego za najlepiej zredagowane poprawne rozwiazanie jednego
z zadan z finatu LXIV Olimpiady Matematycznej otrzymaty nastgpujace osoby:

Anna Hodun (zadanie 4) — uczennica klasy drugiej V Liceum Ogdlnoksztatcacego im. Augusta
Witkowskiego w Krakowie; nauczyciel zawodniczki: Jacek Dymel.

Konrad Jan Paluszek (zadanie 3) — uczen klasy pierwszej XIV Liceum Ogdlnoksztalcacego

im. Stanislawa Staszica w Warszawie; nauczyciele zawodnika: Wojciech Martys i Konrad Piéro.

VIII Olimpiada Matematyczna Gimnazjalistow Matematyczna

W zawodach stopnia pierwszego wzieto udzial 9790 uczniéw, do zawoddéw stopnia drugiego
zakwalifikowano 1216 uczniéw, a do zawoddéw stopnia trzeciego — 190 uczniéw.

Komitet Gtéwny Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistéw na posiedzeniu w dniu 16 marca br.
oraz po rozpatrzeniu odwotan, ktére wptynety po zawodach finatowych, postanowit przyznacé
144 osobom tytul laureata pierwszego, drugiego, trzeciego i czwartego stopnia.

ada

mp

mojsijplzouwiin

Ol

Tytut laureata pierwszego stopnia otrzymali:

Pawel Burzyniski — Gimnazjum nr 24 w Gdyni

Wiktoria Kosny — Zespét Szkét nr 51 im. Ignacego Domeyki w Warszawie

Adam Kucz — Gimnazjum Dwujezyczne nr 18 w Zespole Szkél nr 2 w Rybniku

Stanistaw Pawel Kurdzialek — Pallotynskie Gimnazjum im. Stefana Batorego w Lublinie

Zadania oraz pelne wersje komunikatéw z obu olimpiad mozna znalezé na stronach www.om.edu.pl oraz www.omg.edu.pl.
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Stowarzyszenie na rzecz Edukacji Matematycznej

/MY

Do zawodoéw II stopnia VIII Olimpiady
Matematycznej Gimnazjalistéw zostalo
zakwalifikowanych 1216 uczniéw.

Przytoczone zadanie 2 rozwiazato niezbyt

wielu uczestnikéw! Tylko 45 z nich
uzyskalo maksymalng ocen¢ 6 punktéw,

48 — 5 punktéw, 8 — 2 punkty, zas az 986

otrzymalo 0 punktow.

Istnieja tréjkaty, w ktorych nie tylko
boki i wysokosci, lecz takze odcinki
dwusiecznych, zawarte w ich wnetrzu,
majag dlugosci catkowite. Na przyktad
tréjkat réwnoramienny o podstawie
13 650 i ramionach po 24 375 ma
wysokos¢ 23 400 i dwie po 13 104
oraz odcinek dwusiecznej 23 400

(nic dziwnego, bo to wysoko$é) i dwa
po 14 000. Nie wiadomo jednak, czy
istnieje trojkat, ktéry na dodatek
mialby jeszcze §rodkowe catkowitej
dtugodci. Pytanie o jego istnienie
postawil 300 lat temu Leonhard Euler.

www.sem.edu.pl

Na zawodach II stopnia VIII OMG, ktore odbyly sie 5 stycznia 2013, jedno
z zadan bylo nastepujace.

Zadanie 2. Czy istnieje taki trojkat ostrokgtny, w ktorym dlugo$ci wszystkich
bokow i wszystkich wysoko$ci sq liczbami calkowitymi? OdpowiedZ uzasadnij.

Odpowiedz jest pozytywna, a rozwiazujacy podawali (i uzasadniali), ze warunki
spelnia np. tréjkat réwnoramienny o dlugoséci podstawy 30 i ramion po 25. Wtedy
wysokos¢ opuszczona na podstawe ma diugoéé 20, a na kazde z ramion po 24.
Zwykle dochodzono do tego, odbijajac symetrycznie trojkat prostokatny o bokach
dhugosci 3, 4 1 5 wzgledem dhuzszej przyprostokatnej. Otrzymuje sie wtedy trojkat
réwnoramienny o dlugosci podstawy 6 i ramion po 5, a wysokosci, odpowiednio,
4 i dwie po %. Kat przy podstawie jest, oczywiscie, ostry, a kat miedzy ramionami
jest mniejszy niz 2 x 45° = 90°, gdyz jest réwny podwojonemu mniejszemu katowi
w tréjkacie prostokatnym (lezy naprzeciw krotszej przyprostokatnej). Jest to
zatem trojkat ostrokatny, w ktérym zadane dlugodci sa liczbami wymiernymi.
Wystarczalo teraz powigkszyé go pieciokrotnie (jednokladnie wzgledem ktéregos
wierzchotka w skali 5 : 1), aby otrzymaé odpowiedz.

Analizujac powyzszy przyklad, widzimy, ze istotne bylo w nim znalezienie takiego
tréjkata ostrokatnego, w ktérym zadane dlugosci sa liczbami wymiernymi i do tego
postuzyl tréjkat prostokatny o bokach dlugosci 3, 41 5. Jest to najmniejszy trojkat
prostokatny, ktérego dlugosci bokéw x, y i z tworza tzw. tréjke pitagorejska
(x,y,2), czyli sa liczbami naturalnymi spelniajacymi réwnanie

x2—|—y2222.

Roéwnanie to ma nieskonczenie wiele rozwiazan, a wszystkie trojki pitagorejskie
wyrazajg sie wzorami

(k|n? — m?|, 2knm, k(n?® +m?)),
gdzie k, n i m (n # m) sa liczbami naturalnymi. Przypomnijmy tez, ze w tréjce
pitagorejskiej musi by¢ x # v, gdyz /2 jest liczbg niewymierna.

Powstaje pytanie, czy dla dowolnej trojki pitagorejskiej (x,y, z) analogiczna
konstrukcja prowadzi do tréjkata ostrokatnego o wymaganych w zadaniu
wlasnosciach. Odpowiedz tez jest pozytywna. Zalézmy, ze y > x i odbijmy
symetrycznie tréjkat prostokatny o bokach dlugosci z, y i z wzgledem dluzszej
przyprostokatnej. Wtedy otrzymuje sie tréjkat rownoramienny o podstawie
dlugosci 2x 1 ramion po z. Pole tego trojkata wynosi % -2z -y = xy, zatem
wysokosci maja dlugosci, odpowiednio, y i 29”73’ Uzasadnienie, ze jest to trojkat
ostrokatny, jest analogiczne. Wystarczy teraz powiekszy¢ ten tréjkat z razy, aby
otrzymaé pozytywna odpowiedz.

Trudniejsza jest sprawa, gdy pytamy o trojkat ostrokatny o zadanych w zadaniu
wlasnosciach, ale niekoniecznie réwnoramienny. W tym przypadku odpowiedz
tez jest pozytywna, a poszukiwanie trojkata o zadanych wlasnosciach réwniez
opiera sie na opisanym wyzej motywie. Wezmy dwie rézne tréjki pitagorejskie
(x,y,2) 1 (a,b,c) i niech y > x oraz b > a. Rozwazmy trdjkaty prostokatne
CAD i CDB o bokach dlugosci: |[AD| = b |CA| = z, |DB| = 3, |[BC| = § oraz
|CD| =1, gdzie C'D jest w nich wspdlna, dtuzsza z przyprostokatnych.

Zauwazmy, ze w tréjkacie ABC boki maja dlugosci: [AB| = 7 + ¢, [CB| = £
i |[AC| = §. Pole tego trojkata wynosi %(% + %) = xb%;y. Wysokosci maja
dtugosci, odpowiednio,

zb+ay

b+ a b+ a
hap =1, hcp= ?bf = 2 Y oraz hca = 2{’3 i y’
3y z 35 ¢y

sg wiec liczbami wymiernymi. Zatem w trojkacie ABC dlugosci wszystkich
bokéw 1 wysokosci sa wymierne. Powigkszajac wiec go beyz razy (jednokladnie
wzgledem ktérego$ wierzchotka), otrzymujemy tréjkat o zadanych wlasnosciach.

Andrzej FRYSZKOWSKI
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Tekst ten dedykuje pamieci Profesora
Friedricha Bachmanna, ktérego poparcia
mialem zaszczyt doswiadczy¢.

Rozwigzanie zadania F 833.
Dtugosé A fali generowanego dzwigku
jest proporcjonalna do dlugosci L
piszczalki (wspoélezynnik zalezy od

rodzaju piszczalki i nie zalezy od rodzaju

wypelniajacego ja gazu), z definicji:

c = \f, a wigc czestotliwosé f dzwigku
danej piszczaltki jest proporcjonalna do
predkosci dzwieku w wypelniajacym
ja gazie. Powietrze to w ponad 99%
mieszanina dwuatomowych czasteczek
azotu (N2) i tlenu (O2) o wypadkowej
masie molowej up = 28,84 g/mol.
Czasteczki helu, gazu szlachetnego,

sg jednoatomowe: ppe = 4,00 g/mol.
Jak wiadomo, stosunek ¢, /cy

dla gazu jednoatomowego wynosi

w przyblizeniu 5/3, a dla gazu
dwuatomowego 7/5. Po podstawieniu
tych danych otrzymujemy

_ [2884-5/3
=1\ Too 775 = 23

a wigc poszukiwana czestotliwosé
f ~ 1289 Hz.

:l m
ko __ FOAO SR
A B

Rys. 1. Oba przeksztalcenia to symetrie
z polizgiem (czyli zlozenia symetrii

z przesunieciem o wektor réwnolegly do
jej osi). Ze przesuniecia sa przeciwne,

latwo zauwazy¢ piszac mlk = lkm = Ilmk.

Jesli to obustronnie pomnozymy przez k
(i k zniknie), to otrzymamy ml = lm,
czyli dwa przeciwne przesunigcia.

Marek KORDOS

Stowa, ktorymi bedziemy si¢ zajmowali, beda napisami zlozonymi z liter jednego
lub kilku zbioréw (na poczatek przyjmijmy, ze zbiory sa dwa — jeden zawiera
male litery lacinskie, a drugi duze) o tej wlasnosci, ze dwie jednakowe litery
umieszczone po kolei beda znikaly. Napis, w ktérym wszystko zniklo (czasem

i taki jest potrzebny), bedzie oznaczany 1.

Stowa, stowa, stowa...

Przyklad. Zbior jest jeden, a litery sa dwie: a i b. Wprowadzamy dodatkowy
warunek abab = 1. Co opisuja te stowa?

Algebraik odpowie: to grupa Kleina, czteroelementowa grupa niecykliczna.
Geometra stwierdzi, ze to grupa izometrii wtasnych prostokata, czyli sposobdw
potozenia banknotu na jego obrysie.

Stowo grupa jest dobrze dobrane do naszych stéw. Faktycznie, dopisywanie
jednego do drugiego mozna traktowaé¢ jak dzialanie (bedziemy o nim moéwié:
mnozenie). Elementem neutralnym jest wtedy 1, a elementem przeciwnym

do ajas .. .ay, jest anan_1...a;1. Lacznosé dopisywania nie wymaga uzasadnien.
Zatem nasze stowa przy dowolnym wyborze zbioréw liter tworza grupe.

W tej terminologii wszystkie litery sa inwolucjami (czyli sa odwrotne do siebie)
i dlatego takie grupy nazywaja sie inwolutywne.

Grupy takie moga sie r6zni¢ nie tylko zbiorami liter, ale tez dodatkowymi
warunkami pozwalajacymi (jak w powyzszym przykladzie) skracaé stowa.

Fanaberia Leibniza, czyli motywacja historyczna

Gottfried Friedrich Wilhelm Leibniz (1646-1716) ogromna wage przywiazywal
do jezyka, w jakim formuluje sie prawa kazdej z dyscyplin nauki — twierdzil, ze
kazda dyscyplina powinna mie¢ wlasny. W szczegdlnodci twierdzil, ze geometria
analityczna to odrazajaca hybryda: do geometrii uzywa sie jezyka algebry.

W geometrii mozna liczy¢, ale na obiektach geometrycznych — twierdzit.

Nikt nie bral tego postulatu powaznie, az pod koniec XIX wieku Juhasson Hjelmslev
(1873-1950) stwierdzil, ze mozna rachowaé¢ na podprzestrzeniach, utozsamiajac je
z symetriami wzgledem tych podprzestrzeni. Przyjrzyjmy sie temu na plaszczyznie.

Co dla réznych prostych k il oznacza napis kl = [k? Chwila namystu pozwoli
nam zauwazy¢, ze zlozenie dwoch symetrii osiowych to przesuniecie (ale wtedy
obie strony oznaczalyby przesuniecia w przeciwnych kierunkach) lub obrot.
Zatem rozwazana rownos¢ to stwierdzenie, ze dwa obroty o ten sam kat, ale

o przeciwnym zwrocie, sg rowne: co to za kat? Oczywiscie, kat potpelny! Zatem
proste musza tworzy¢ kat o polowe mniejszy, czyli sa prostopadte.

Proste spelniajace podany warunek maja jeszcze i te wlasno$é, ze dla pewnego
punktu P (nie ukrywajmy — punktu ich przecigcia) mamy réwnosé kl = lk = P,
bo przeciez obrét o kat polpelny to symetria wzgledem srodka obrotu.

Co wobec tego oznacza napis mA = Am? Spdjrzmy na rysunek 1. Dobierajac
proste k i [ tak, by bylo km = mk oraz kl = [k = A, otrzymujemy mlk = klm,

a wiec prawa strona badanej réwnosci to zlozenie symetrii wzgledem k

z przesunieciem o wektor 2A—B), podczas gdy lewa to zlozenie przesuniecia o 2BA
z symetria wzgledem k. To jest to samo tylko wtedy, gdy A = B, czyli badany
napis oznacza, ze A lezy na m.

Mozna by zatem — wobec tych obserwacji — podejrzewaé, ze za pomoca
wprowadzonych na poczatku sléw potrafimy w szczegdlnosci opisaé geometrie
plaszczyzny. 1 tak jest w istocie.

Konczac dygresje historyczna, wypada powiedzieé, ze kluczowym pojeciem
pozwalajacym na zrealizowanie fanaberii Leibniza bylo wyrdznienie zbioru
liter przemiennych z dana litera — [k] oznacza¢ bedzie dalej zbidr liter
przemiennych z k. To pojecie wprowadzil i zastosowal Arnold Schmidt
(1902-1967), a sprawe doprowadzil do konca Friedrich Bachmann (1909-1982).
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Rozwigzanie zadania M 1389.
Przyjmijmy oznaczenie ¢y ... ¢, dla

lOn71(:1 + 10”72(,'2 + ...+ 10cn—1 + cn-
Zauwazmy, ze
ay =biby...b, /10" +
+b1bz .. bn /107" 4 ... =

rlbz_..b”E (1/10™)*,
k=1

a stad
9(a1 + ...+ an) =
:g(blbg...bn + bobs...by + ...+

- 1
bpby .. bpy_)———— =
+ 1 1) 07 —1

:(3(l)1++bn)

a4 10" i ) ——— =
( + + + )10"_1

=b1+ ...+ b,

Rozwigzanie zadania M 1388.

Niech n; oznacza liczbe wrogéw

i-tego rycerza, ktérzy zasiadaja z nim
przy stole. W kroku 0 posadzmy
wszystkich rycerzy przy pierwszym stole.
Bedziemy w kolejnych krokach przesadzaé
rycerzy, rozwazajac liczbe

N=n1+...4+nq44 <3-44.

Jesli po wykonaniu kroku przy pierwszym
stole pewien rycerz siedzi wraz

z przynajmniej dwoma swoimi wrogami,
wykonujemy kolejny krok, w ktérym
przesadzamy go do drugiego stolu.
Zauwazmy, ze jesli siedzial on przy stole
wraz z trzema wrogami, to N zmienia sie
na N — 6. Jedli za$ siedzial on przy stole
wraz z dwoma wrogami, to N zmienia
sie na liczbe niewiekszg niz N — 2.

Skoro po wykonaniu kazdego kroku

N maleje, to wykonamy ich skoriczenie
wiele. OczywiScie, po wykonaniu
ostatniego kroku n; < 1 dla kazdego 1,
co konczy dowdd.

Nauka obcego jezyka

Wiemy juz, co w geometrii plaszczyzny oznacza kl = Ik, a co Am = mA. Aby
zobaczy¢, jak wyglada tak opisywana geometria, trzeba przejsé przynajmniej
krétkie samoksztalcenie w uzywaniu leibnizowskiego jezyka.

Prosze odpowiedzie¢ na pytanie, co oznaczaja nastepujace napisy:
ab=bce, ab=cd, Ab=0C, Ab=dC, aB=Bec, AB= BC.

Odpowiedzi znajduja sie w numerze, ale prosze sie postara¢ samodzielnie
odczytaé¢ znaczenia. Wtedy stanie si¢ jasne, ze zmiana jezyka to poniekad
zmiana patrzenia na s$wiat: to, co w uswieconym tradycja klasycznym szkolnym
jezyku geometrii wyraza sie prosto, tu moze wyrazac sie bardziej zawile,

ale jest i odwrotnie — trudno formutowalne w jezyku klasycznym sytuacje

po leibnizowsku niejednokrotnie beda bardzo proste.

Choc¢by taki fakt: stowo ajas ... as, daje sie zawsze zastapi¢ stowem
dwuliterowym i wynikajacy stad natychmiast wniosek, ze kazde stowo ma
odpowiednik co najwyzej trzyliterowy. Co to znaczy geometrycznie? I jak to
udowodni¢?

Okazuje sie, ze w tej sprawie kluczowy (i wystarczajacy) jest fakt:
jesli k,l,m € [p] lub k,l1,m € [P], to istnieje takie n, ze klm = n.

Przestanki powyzszego zdania klasycznie brzmia: k, [, m sqg wspotpekowe
(prawda?). Ale takie spojrzenie pozwala nam na naturalne uogélnienie, ze zbiér
liter nazwiemy pekiem, gdy kazdy trzyliterowy napis ztozony z liter nalezacych
do tego zbioru da si¢ zastapi¢ napisem jednoliterowym. Prosze sprawdzié, ze
punkty przestrzeni euklidesowej dowolnego wymiaru tworza pek (jak by to
brzmialo klasycznie?).

Czasami tlumaczenie bywa twoércze. Na przyktad zdanie, ktore orzeka, ze dla
dowolnych liter a, b, ¢ zachodzi

abcabcbeabeacbacbebach = 1

pelni role tzw. stowa Banacha, czyli pozwala stwierdzié¢, ze w grupie izometrii
plaszczyzny euklidesowej nie istnieja podgrupy wolne, co m.in. wyklucza
paradoksalny rozklad na ptaszczyznie. Oryginalne stowo Banacha to
twierdzenie:

dla dowolnych izometrii plaszczyzny euklidesowej ¢ i v przeksztalcenie

3021/1290_2¢_2<,0_2¢2904¢_2§0_2¢2<P_21/J_2902

jest identycznosciq.

Ktére sformutowanie jest prostsze?

Kolejny przyktad to twierdzenie Michela Chaslesa:
kazda izometria jest postaci ab lub aB,
co Chasles wyrazal w nastepujacy sposob:
kazda izometria plaszczyzny jest przesunieciem, obrotem
lub symetrig z poslizgiem
(réwnowaznosé obu sformutowan byla juz obecna w tekscie tego artykulu).

Argumentem za tym, ze pierwsze ze sformutowan jest bardziej no$ne, moze
by¢ fakt, iz Bachmann pod jego inspiracja stworzyl odrebny dzial teorii grup:
grupy biinwolutywne, czyli takie, w ktérych kazdy z elementéw jest inwolucja
lub zlozeniem dwu inwolucji. Do badania tego rodzaju obiektoéw moze zachecié
spostrzezenie, ze

grupa izometrii przestrzeni euklidesowej dowolnego wymiaru jest bitnwolutywna,
czy jeszcze bardziej niespodziewane, ze

buinwolutywna jest tez grupa bijekcji dowolnego zbioru.

Czy odmienny punkt widzenia pozwala zobaczy¢ co$ nowego

Podam przyktad problemu tatwego w stylu leibnizowskim i trudnego w stylu
klasycznym. Co wiecej — klasycznie trudno bylo nawet wpas$é na pomyst, ze taka
prawidlowos$¢ moze mie¢ miejsce.
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Rys. 2

Rys. 3

-4~

Twierdzenie Hjelmsleva. Jesli ABC i A'B'C’ sq przystajocymi trdjkami
punktéw wspdlliniowych, to $rodki odcinkéw AA', BB’ i CC' lezq na jednej
prostej (rys 2).

Dowdd. Odcinek AC, a wiec punkty A, B, C', mozna natozyé na odcinek A’C’
dwiema izometriami: jedna z nich bedzie obrét lub przesuniecie, a druga
symetria z poslizgiem. W symetrii z podlizgiem za$ $rodek kazdej pary
punkt-obraz lezy na jej osi (rys. 3).

% %

Pelny i zaawansowany wyklad demonstrujacy wykorzystanie tego jezyka mozna
znalez¢é w monografii Bachmanna Aufbau der Geometrie aus dem Spiegelungsbegrieff,
Springer, 1959. Ale jest pytanie, czy ktos normalny, a zatem niebedacy zawodowym
matematykiem, z tego jezyka korzysta. Okazuje sig, ze tak — program geometrii
w szkotach niemieckich korzysta z tego jezyka. Mozemy sie o tym przekonad,
zagladajac do wydanego przez Proszynskiego poradnika pod nazwa Atlas
matematyki, bedacego ttumaczeniem szkolnego poradnika uzywanego w Niemczech
— geometria w nim jest mocno odmienna od tej, jaka znamy ze szkoty.

Redaguje Tomasz TKOCZ

M 1387. Na ramieniu AC tréjkata réwnoramiennego ABC' o podstawie BC' dany
jest punkt D, przy czym 2AD = DC'. Na odcinku BD dany jest taki punkt P,
ze kat APC jest prosty (rysunek). Udowodnié, ze katy PBA i PCB sa réwne.
Rozwiazanie na str. 5

M 1388. Krol zaprosil na przyjecie 44 rycerzy. Wiadomo, ze kazdy rycerz ma
wéréd pozostalych co najwyzej 3 wrogdw (zakladamy, ze jesli rycerz Y jest
wrogiem rycerza X, to i X jest wrogiem rycerza Y). Udowodnié, ze mozna tak
rozsadzi¢ rycerzy przy dwéch stolach (dowolnie duzych), by kazdy rycerz siedzial
przy stole z co najwyzej jednym ze swoich wrogow.

Rozwiazanie na str. 17

M 1389. Dana jest liczba wymierna a; = 0,(b1bs ... b, ), w ktérej zapisie
dziesietnym blok cyfr b1bs ... b, powtarza sie okresowo po przecinku. Rozwazmy
liCZby as = 0,(b2b3 ce bnbl)a asz = 0,(b3b4 ce bnb1b2)7 ey Qp = 0,(bnb1 ce bn—l)
powstale z a; przez cykliczne przesuniecia cyfr w bloku. Udowodnié, ze
b1++bn :9(a1—|—+an)

Rozwiazanie na str. 17

Przygotowali Andrzej MAJHOFER i Michat NAWROCKI

F 833. Jaka bedzie czestotliwo$é¢ [ dzwieku piszczalki wypelnionej helem,
jesli wypelniona powietrzem generuje dzwiek o czestotliwosci fo = 440 Hz?
Predko$¢ ¢ dzwieku w gazie, w warunkach normalnych, z dobrym przyblizeniem
opisuje zaleznosé

2 chT’

Cv

gdzie ¢, i ey oznaczaja odpowiednio ciepta wtadciwe gazu pod statym cisnieniem
i w stalej objetosci, R = 8,314 Jmol 'K~!, T — temperature w skali Kelvina,
a u — mase jednego mola gazu. Powietrze jest mieszanina azotu (78% objetosci)
i tlenu (21% objetosci).
Rozwiazanie na str. 16

F 834. W celu pomiaru predkoéci przeplywu krwi wiazke ultradzwickéw

o czestodci 2,0 MHz skierowano na krew plynaca w tetnicy w kierunku

zrodla fali. Po zmieszaniu fali wychodzacej ze zrodta z fala powracajaca do
umieszczonego obok niego mikrofonu, odbita od czerwonych ciatek krwi,
zaobserwowano dudnienia o czestosci 389,6 Hz. Przyjmujac, ze predkosé
ultradZzwicku we krwi wynosi v,, = 1540 m/s, znalez¢ predko$é przepltywu krwi.
Rozwiazanie na str. 4
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Rozwiazanie opiera si¢ na spostrzezeniu,
ze jesli ¢ € P, to P\ {4} musi by¢é
podzbiorem przedmiotéw ze zbioru
{1,...,¢— 1} o masie j — m[i], czyli
d[j — mli]] # —oo po (i — 1)-szej fazie
algorytmu.

Warto zwréci¢ uwage na malejaca
kolejnosé¢, w jakiej iterujemy zmienng j
w wewnetrznej petli — iterowanie

w kolejnoéci rosnacej daje rozwigzanie
innej wersji problemu plecakowego,

w ktérej mamy do dyspozycji dowolng
liczbe przedmiotéw kazdego z rodzajéw.

1 /0\2
1] O
/\ 7
1] 1]

3

i

s N
[T [T

Mamy n = 7 przedmiotéw i plecak

o udzwigu M = 11. W powyzszym
drzewie masa przedmiotu oznaczona
jest liczbg kwadracikéw pod numerem
przedmiotu, np. m[1] = 3, p[1] = 0, za$
m[6] = 2, p[6] = 4.

Wyziecie przedmiotéw 3, 4, 51 6
catkowicie wypelnia plecak, ale jest
niepoprawne, gdyz przedmiot 3 jest
bezuzyteczny bez przedmiotu 2.
Optymalnym rozwigzaniem jest wzigcie
przedmiotéw 2, 3 i 4 oraz jednego

z przedmiotéw ze zbioru {1, 5,7}, co daje
sumaryczng mase¢ 10 kilograméw.

Informatyczny kacik olimpijski (63): Plecak

Jednym z klasycznych probleméw algorytmicznych jest tzw. problem plecakowy
przedstawiany m.in. w nastepujacej wersji: mamy n przedmiotéw, ponumerowanych
liczbami od 1 do n. Kazdy przedmiot ma okreslong mase — i-ty przedmiot wazy
ml[i] kilograméw. Mamy do dyspozycji plecak, do ktérego mozemy zapakowad
przedmioty o tacznej masie co najwyzej M kilograméw. Chcemy dowiedzie¢ sie,
jaka jest najwieksza masa przedmiotéw, ktére mozemy zapakowac do plecaka, tak by
nie przekroczyé¢ jego udzwigu.

Rozwiazanie tego problemu korzysta z metody programowania dynamicznego.
Mamy tablice d[0.. M], na poczatku zainicjowana wartosciami —oo. Kolejne
przedmioty rozpatrujemy w kolejnych fazach algorytmu. Bedziemy utrzymywali
niezmiennik, ze po i-tej fazie algorytmu d[j] # —oo, jesli sposrdéd przedmiotéw

ze zbioru {1,...,7} mozemy wybraé¢ podzbiér P o tacznej masie j. Ponadto d[j]
bedzie najwiekszym numerem przedmiotu, ktéry mozna umieéci¢é w pewnym P.
d[0] := 0;

for i :=1 ton do
for j := M downto m[i] do
if d[j — m[i]] # —oco then d[j] := i;

Odpowiedzig jest, oczywiscie, najwieksze j, takie ze d[j] # —oo. Nasze rozwiazanie
dziata w czasie O(nM) i pamieci O(n + M).

W praktyce jednak, wybierajac sie na wycieczke, pakujemy do plecaka rzeczy, biorac
pod uwage ich przydatnosé, a nie tylko to, jak imponujaco bedzie wygladal nasz
plecak. W szczegdlnosci niektore z przedmiotéw sg bezuzyteczne, jesli w plecaku
nie znajda si¢ z innymi, np. wzigcie na wakacje statywu nie jest zbyt madre,

jesli nie wezmiemy aparatu fotograficznego. I wlasnie z tg ciut praktyczniejsza
wersja problemu plecakowego musieli zmierzy¢ sie uczestnicy finatu Potyczek
Algorytmicznych 2012. Dla kazdego przedmiotu i zostatl okreslony inny przedmiot p[i],
bez ktérego przedmiot ¢ bedzie bezuzyteczny (albo p[i] = 0, jesli i jest przedmiotem
przydatnym samym w sobie). Pytamy znéw, jak ciezki plecak mozemy zapakowad,
nie przekraczajac jego udzwigu i nie zabierajac zadnego bezuzytecznego przedmiotu.

Zaleznosci miedzy przedmiotami mozemy przedstawic¢ jako drzewo: dla kazdego
przedmiotu ¢ tworzymy krawedz skierowana z wezla ¢ do wezta p[i] (patrz
rysunek). Dodajemy takze sztuczny przedmiot numer 0 o wadze m[0] = 0.
Widzimy, ze aby mozna byto zapakowa¢ do plecaka przedmiot i, muszg tam
znalez¢ sie wszystkie przedmioty na Sciezce od wezta i w gore drzewa.

Okazuje sie, ze problem mozna rozwiaza¢ catkiem prosto, ale wymaga to pewnej
dozy pomystowosci i na zawodach udato sie to tylko dwoém z 20 zawodnikow.
Bedziemy przeglada¢ przedmioty w kolejnosci wystepowania ich w drzewie

w porzadku preorder (czyli w kolejnosci przechodzenia drzewa w glab —

dla utatwienia przenumerujmy te przedmioty, jesli ich kolejnosé jest inna).
Rozwazamy przedmiot ¢ i pytamy sie o warunek istnienia upakowania P o masie j
przedmiotami ze zbioru {1,...,:}, jedli bierzemy przedmiot 7, ale nie bierzemy
zadnego bezuzytecznego przedmiotu. Zatézmy, ze istnieje poprawne upakowanie
plecaka przedmiotami P’ C {1,...,i — 1} o masie j — m[i] i ze k jest najwickszym
mozliwym numerem przedmiotu w P’. Zauwazmy, ze jesli k = p[i], to w oczywisty
sposéb P = P’ U {i} jest poprawnym upakowaniem. Podobnie jesli p[i] < k < 4
(czyli wezel k znajduje si¢ w poddrzewie zaczepionym w lewym bracie wezta i),
to poniewaz P’ zawiera wszystkie przedmioty na $ciezce od k do korzenia,

wiec zawiera réwniez przedmiot p[i], zatem znowu bierzemy P = P’ U {i}. Jesli
natomiast k < p[i], to oznacza, ze zadne upakowanie o masie j — m[i] nie moze
zawieraé¢ przedmiotu p[i], czyli upakowanie P nie moze istniec.

Zaimplementowanie nowego rozwiagzania wymaga jedynie kosmetycznej zmiany
w poprzednim programie:
d[0] := 0;
for i:=1ton do
for j := M downto m[i] do
if d[j — mli]] > p[i] then d[j] := i;
Tomasz IDZIASZEK
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Kacik przestrzenny (18):

Rys. 1

Rys. 2

Rys. 3

O pozytku ze sfery wpisanej

W tym kaciku chcieliby$my powrécié do pewnych witasnosci sfery wpisanej

w czworo$cian, o ktérych pisalismy w kaciku 2 o najmocniejszym twierdzeniu
stereometrii (Delta 3/2010). Okazuje sie, ze mozna je wykorzystaé¢ do udowodnienia
faktéw pozornie niezwigzanych ze sfera wpisana.

Przypomnijmy wiec gtéwne twierdzenie:

Twierdzenie 1. Dana jest sfera o i punkty A i B takie, Ze prosta AB jest rozlgczna
ze sferq o. Prowadzimy dwie plaszczyzny przechodzqce przez punkty A i B styczne do
sfery o w punktach P i Q (rys. 1). Wéwczas trdjkaty APB 1 AQB sq przystajace.

W kaciku 8 (Delta 6/2011) udowodniliSémy nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 2. W dowolnym czworo$cianie ABC'D zachodzi nieréwnosé
XADB + «<BDC > <xADC.

Teraz zaprezentujemy inny dowod, wykorzystujacy wlasnosci sfery wpisane;j.

Dowdéd. Niech P, @, R beda punktami stycznosci sfery wpisanej w czworoscian ABC' D
odpowiednio ze $cianami BCD, CAD, ABD (rys. 2). Na mocy twierdzenia 1 tréjkaty
ADQ i ADR sa przystajace, skad xADQ = XADR = «. Analogicznie dostajemy
XBDR=<<BDP =3 1 <CDP =xCDQ =~.
Wystarczy jeszcze zauwazy¢, ze
XADB+ «BDC =a+26+~v>a+v=<XADC.

Ta metoda nie wymaga rozwazenia oddzielnie dwoch przypadkéow, jak dowodd
przeprowadzony w kaciku 8. Czytelnika Odwaznego zas zainteresuje fakt, ze mozna

w ten sposéb udowodni¢ odpowiedniki twierdzenia 2 w wyzszych wymiarach. Podobnie
mozna uzasadni¢ inne ciekawe twierdzenie dotyczace czworoscianu.

Twierdzenie 3. W dowolnym czworo$cianie pole kazdej Sciany jest mniejsze od sumy
pdl trzech pozostalych Scian.

Twierdzenie to jest odpowiednikiem nieréwnosci trojkata dla czworoscianu. Zazwyczaj
dowodzi sie go poprzez zrzutowanie jednego z wierzchotkéw na ptaszczyzne zawierajaca
przeciwlegla Sciane i wykorzystanie faktu, ze pole rzutu $ciany nie przekracza pola
$ciany. Wykorzystanie najmocniejszego twierdzenia stereometrii pozwala przedstawic
znacznie prostsze i zgrabniejsze uzasadnienie.

Dowdd. Nalezy wykazaé, ze w czworoscianie ABCD pole $ciany ABC' jest mniejsze od
sumy pol trzech pozostalych $cian. Oznaczmy przez P, QQ, R, S punkty stycznosci sfery
wpisanej w czworos$cian ABC D odpowiednio ze $cianami BCD, CDA, DAB, ABC
(rys. 3). Z twierdzenia 1 wynika, ze tréjkaty ABS i ABR sa przystajace, a wiec maja
réwne pola. Podobnie dowodzimy réwnosci pél
[BCS] = [BCP] oraz [ACS]=[ACQ)].
Poniewaz punkty P, @, R leza wewnatrz scian czworoscianu, to zachodzg nieréwnosci
[ABR] < [ABD], [BCP]< [BCD], [ACQ]<[ACD].
Zatem
[ABC| = [ABS] + [BCS] + [ACS] = [ABR] + [BCP] + [ACQ] <
< [ABD] + [BCD] + [ACD].

Na koniec jedno zadanie dla Czytelnikéw.

Dany jest czworo$cian ABC D, w ktérym AB = CD. Ponadto suma pél $cian
ABC' i ABD jest réwna sumie pdl $cian BC'D i ACD. Dowie$é, ze AC = BD lub
AD = BC.
Michal KIEZA

Ttumaczenia z leibnizowskiego na klasyczny.

ab = be b jest dwusieczng kata ac, lub gdy sa rownolegtle, ich linig $rodkowsa,

ab = cd proste a, b, ¢, d maja wspdlny punkt (kierunek) i ab wyznaczaja ten sam kat (wektor), co cd
Ab=0bC gdy A # C, prosta b jest symetralng AC, a gdy A = C, dowolng prostg przechodzaca przez A
Ab = dC A, C' sa na wspdélnej prostopadlej prostych b, d, oba miedzy tymi prostymi

lub oba na zewnatrz; A w tej samej odlegtosci od b, co C od d

aB = Bc proste sa réwnolegte i gdy a # ¢, punkt B lezy na ich linii $rodkowej, a gdy a = ¢, lezy na a
AB = BC B jest srodkiem AC

20



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Medialna Sciema z ciemna materia

Na poczatku marca zostat ogloszony wynik poszukiwania
przez eksperyment AMS-02 energetycznych pozytonow
w promieniowaniu kosmicznym. Jego detektor znajduje
sie na Miedzynarodowej Stacji Kosmicznej. Gtéwnym
punktem ogtaszania byto szeroko reklamowane
seminarium amerykanskiego noblisty Samuela Tinga,
rzecznika zespotu badawczego AMS (Alpha Magnetic
Spectrometer), ktére odbyto sie w osrodku CERN.

Byt to centralny punkt medialnej banki o rzekomym
odkrywaniu ciemnej materii przez ten eksperyment.
Swiatowe media natychmiast radosnie skonsumowaty
podstawiony pasztet.

Natomiast adekwatna reakcje mozna byto znalezé
(ré6wniez natychmiast) w blogach naukowych [1, 2].

Odpowiednia informacja po polsku mogtaby brzmieé
nastepujaco: radio Erewan podaje, ze pierwszy sekretarz
AMS Ting jest w trakcie odkrywania ciemnej materii.

Wyniki AMS sa, prawda, ciekawe. Potwierdzaja

odkryte pie¢ lat temu przez (réwniez kosmiczny)
eksperyment PAMELA odwrdécenie trendu zaleznosci
czestosci wystepowania pozytonéow wérdd rejestrowanych
pozytonéw i elektronéw od energii tych czastek.

Zamiast kontynuacji spadku utamek ten w miare
réwnomiernie rosnie od kilku procent dla energii

kilku GeV do kilkunastu procent dla stu i wiecej GeV
(pisaliSmy o tym w aktualnos$ciach w styczniu 2009 roku
oraz w artykule dostepnym przez du [3]). AMS mierzy
to samo, ale z duzo lepsza dokladnoscig oraz w wiekszym
zakresie energii (ostatni punkt pomiarowy odpowiada
sredniej energii 300 GeV).

Co to jednak ma wspdlnego z ciemng materia, ktéra,

o ile si¢ orientujemy (wedlug jej efektéw grawitacyjnych),
odpowiada okoto jednej czwartej gestosci energii
Wszech$wiata? (Zwyklej materii jest pigé razy mniej;
o astronomicznych aspektach badania ciemnej materii
piszemy w sierpniowym Prosto z nieba). Wedlug
jednej z dominujacych hipotez ciemna materia sktada
sie z nieznanych, masywnych, stabo oddziatujacych
czastek (ang. WIMP, Weakly Interacting Massive
Particle). Wedtug najbardziej popularnej wersji tej
hipotezy czastki te moga parami anihilowaé (bo sa
swoimi wlasnymi antyczastkami jak np. fotony).
Najintensywniej tam, gdzie ich gestosé jest najwieksza,
czyli np. w centrach galaktyk. W wyniku anihilacji
pojawialyby sie zwykte czastki o duzych energiach,
jednak nie wigkszych niz energia odpowiadajaca masie
WIMP-6w. Wyniki eksperymentu PAMELA spotkaty
sie z fala zainteresowania, bo nadwyzka energetycznych
pozytonéw mogtaby sie braé¢ wlasnie z takiej anihilacji.
I wtaénie ta fala pomogta ,wynies¢é AMS na orbite”.
Piec¢ lat to jednak wystarczajaco dlugi czas, zeby
zastanowi¢ sie nad mocg dowodows, takiej nadwyzki

w poszlakowym procesie poszukiwania wiekszej czesci
materii Wszech$wiata.

Opinia specjalistéw jest nastepujaca. Po pierwsze, trzeba
zobaczy¢ w miare wyrazny koniec wzrostu utamka
pozytondéw, powiazany z masa WIMP-6w. Nawet wtedy
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bytaby to jednak tylko informacja niesprzeczna z hipoteza
anihilacji WIMP-6w. W dodatku trudno znalezé model,
za pomocy ktérego obserwacja taka mogltaby byé
wyjasniona w sposéb ilosciowy.

Oczekiwanego ponownego spadku w opublikowanym
spektrum nie widaé (tempo wzrostu zdaje si¢ tylko
wyhamowywad). Inaczej méwiac, nasze rozumienie natury
ciemnej materii nie drgneto. Chyba ze uznaé za pewien
postep rosnace przekonanie o stabej uzytecznosci badania
promieniowania kosmicznego do tego celu.

Bardziej interesujace wydaje sie¢ wykrywanie innych
produktéw anihilacji. Moga to byé np. neutrina mionowe
przylatujace ze Stonca. Tu najlepsze ograniczenia
pochodzg z eksperymentu IceCube (ktérego detektor
jest zinstrumentowanym kilometrem szesciennym lodu
na biegunie potudniowym) [4].

Jezeli WIMP-y anihiluja, np. w pare proton-antyproton,
to istnieje stowarzyszony proces rozpraszania WIMP-6w
na protonach. Poszukiwania czastek ciemnej materii

za pomocy takiego procesu nazywane jest bezposrednim.
Jest ono uzasadnione, bo uwazamy, ze Droga Mleczna jest
zanurzona w halo takich czastek, ktore majg okreslong
$rednig predkosé¢ wzgledem Uktadu Stonecznego.
Zespotéw badawczych, ktore sie czyms takim zajmuja,
jest kilkadziesiat. Gléwnym rogrywajacym jest

XENON 100, ktéry wykorzystuje okoto 100 kg

tego szlachetnego gazu w bardzo ciekawy sposdb.
Aktywna czesé detektora jest nie tylko absorberem, ale
réwniez osrodkiem, w ktorym powstaje wykrywalne
promieniowanie Czerenkowa oraz komora projekcji
czasowej shuzaca do odczytania jonizacji. Obydwa
efekty sa wywolywane przez potracane jadra ksenonu.
Poniewaz nie udalo sie znalezé sygnatu ponad tlem, wiec
ustanowione zostaly najlepsze ograniczenia na przekrdj
czynny (prawdopodobienstwo) oddziatywania WIMP-6w
z materia. W kwietniu pateczke przejal eksperyment
LUX, ktérego detektor ma kilka razy wicksza aktywna
mase, a za jakis czas odda prowadzenie kolejnej wersji
eksperymentu XENON (wyposazonej w dwie tony Xe).
Jezeli eksperymenty te nie wykryja WIMP-6w, to
znaczaca czes¢ ulubionych modeli ciemnej materii
zostanie odestana do lamusa przed koncem dekady.

Wtedy pozostang mniej przekonujace wersje

ulubionych scenariuszy, podwazanie kosmologicznych

i astronomicznych dowodéw na istnienie ciemnej materii
oraz mozliwos¢, ze tworzace ja czastki oddzialuja

(i anihiluja) jeszcze stabiej. Na posrednie odkrycie
niektérych z takich secenariuszy, przy pewnym poziomie
wspblpracy ze strony Natury, mozna liczy¢ w LHC.

Piotr ZALEWSKI

[1] Resonaances (Adam Falkowski),
resonaances.blogspot.com/2013/04/first-results-of-ams-02.html.

[2] Of Particular Significance (Matt Strassler),
profmattstrassler.com/2013/04/03/ams-presents-some-first-results.

[3] Aleksandra Drozd, www.deltami.edu.pl/temat/fizyka/
strukturamaterii/2011/10/31/Ciemna materia_ciekawe_czasy.

[4] IceCube Collaboration, Search for dark matter annihilations in the
Sun with the 79-string IceCube detector, arXiv:1212.4097.



Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,

Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

®

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koica miesigca n 4 2. Szkice

rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
— lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
— przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,

umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

Termin nadsylania rozwigzan: 31 VIII 2013

Czoltéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
649 (WT = 1,03) i 650 (WT = 2,51)
z numeru 11/2012

Janusz Olszewski Warszawa 45,43

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegétowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Zadania z matematyki nr 663, 664

663. Czy istnieje nieskonczony, $cisle rosnacy ciag liczb naturalnych ko, k1, ko, . . .
taki, ze dla kazdego ¢ > 0 iloczyn ks;k3it1ksi+2 jest podzielny przez kazda z liczb

Zbigniew Skalik Wroclaw 41,25 R@daguje Marcin E. KUCZMA
Wojciech Nadara Warszawa 40,67
Pawel Labedzki Kielce 37,95
‘Wojciech Maciak Warszawa 36,72
Witold Bednarek Lodz 36,54

Zbigniew Sewartowski Wieliczka 35,45
Rami Marcin Ayoush Szelkéw 34,52
Krzysztof Kaminski Pabianice 33,44

Kto ciekawy, ile to jest 14 razy 44, niech wie:
616. I do tego trzeba oczywiscie doliczyé
biezaca nadwyzke w wysokosci 1,43 punktu.
No, panie Januszu — tak dalej!

to rOwnanie.

Rozwigzania zadan z numeru 2/2013

Przypominamy tresé zadan:

655. Punkt D lezy na boku AB tréjkata ABC. Punkt E jest srodkiem
okregu dopisanego, stycznego do boku BC' oraz przediuzen bokéw
AB, AC. Punkt F jest $rodkiem okregu wpisanego w tréjkat ACD.
Dowiesé, ze jezeli tréjkat CEF jest rownoramienny, to takze trdojkat

C BD jest rownoramienny.

656. Dana jest liczba naturalna n > 1. Niech M,, bedzie liczba
naturalng, ktérej zapis dziesietny sklada sie¢ z n dziewiatek:

M, =99...9=10" — 1. Znalez¢ najmniejsza jej wielokrotnosé,

w ktérej zapisie dziesietnym cyfra 9 nie wystepuje.

655. Oznaczmy miary katéw trojkata BCD przy
wierzchotkach B i D przez (i §, a miary katéw trojkata
CEF przy wierzchotkach F i F przez € i .

Katy ¢ i 0, jako katy zewnetrzne trojkatow CAF i CAD, sa
zwigzane zaleznoscia
|<DAC| + |«DCA| ¢
2 T2

Niech N bedzie dowolnym punktem na przedtuzeniu boku
AC poza wierzchotek C. Katy ECN i BCN, jako katy
zewnetrzne trojkatéw ECA 1 BC'A, wyrazaja sie jako sumy:
| XECN|=¢+ |XEAC|, |XBCN| =+ |<BAC|. Tak wigc

¢ = | ECN| - |« EAC| = 1ZBEN] - |[<BAC] -5
Stad |[XECF|=180° — (¢ +¢) = 180° — (8 + d)/2 > 90°.
Zatem jedli trojkat CE'F, z katem rozwartym przy
wierzchotku C jest rownoramienny, to € = . Z uzyskanych
wezesniej réwnosei dostajemy wowcezas 8 = §, czyli
rownoramienno$¢ tréjkata CBD.

@ = |XFAC|+ |«<FCA| =
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ki + 1, k3jp1 + 1, kgjpo +17

664. Dowiesé, ze jesli liczba rzeczywista @ spetnia réwnanie 22 — z|z] — 1 = 0,
to kazda potega liczby = o wyktadniku dodatnim nieparzystym takze spelnia

Zadanie 664 zaproponowal pan Tomasz Ordowski.

656. Eksperymenty z niewielkimi wartosciami n pozwalaja,
zgadnad, ze szukang wielokrotnoscia liczby M, jest iloczyn
K, - M,, gdzie

10" + 8
K,=11...12= 1= .
N—— 9 + 9

Rzeczywiscie, iloczyn K,, - M,, nie ma dziewiatki w zapisie
dziesigtnym:
10" + 8

Ky M, =
9

(10" —-1)=11...188...8.
S~

Nalezy teraz wykazaé, ze dziewiatka wystepuje w kazdym
z iloczynéow H - M,,, gdy H =1,2,..., K,—1.

Niech H bedzie liczbg t-cyfrowa: 10°~1 < H < 10%; t < n.
Bierzemy iloczyn H - M,,, skreslamy jego koncowe t cyfr
i dostajemy liczbe

| |0y

10t 10t 10¢
=H-10""-1.

Jezeli t < n, uzyskana liczba ma dziewiatke na koncu;
réwniez wtedy, gdy t = n, zas H konczy sie zerem.
To znaczy, ze w tych przypadkach iloczyn H - M, ma
dziewiatke w rzedzie 10°.

Pamietajac, ze rozwazamy H < K, pozostaje rozpatrzeé
sytuacje, gdy t = n, przy czym albo H = K,, —1=11...1
(wéwezas H - M, ma dziewiatke na koncu), albo H

ma w zapisie dziesietnym co najmniej jedno zero, ale

nie na pozycji konicowej. Ma wigc posta¢ H = A0B, gdzie
zero rozdziela dwie niepuste grupy cyfr. Przyjmijmy,

ze B jest grupa k-cyfrowa; oczywiscie k < n. W mysl
rozpatrzonego juz przypadku, iloczyn B - M, ma dziewigtke
w rzedzie 10¥, czyli wlagnie na tej pozycji, na ktérej H ma
zero. Ta dziewiatka pozostanie obecna w iloczynie H - M,.

Zatem, istotnie, K,, - M, jest najmniejsza wielokrotnoscia
liczby M, bez dziewiatki w zapisie dziesietnym.



Klub 44

Termin nadsytania rozwigzan: 31 VIII 2013

+ + + + + + + o+
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h
2
Rys. 1
Rys. 2
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) S |

Rys. 3(b)

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
546 (WT = 1,77), 547 (WT = 2,46)
548 (WT = 2,09) i 549 (WT = 1)

z numerdéw 111 12/2012

Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 43,27

Tomasz Wietecha Tarnéw 41,35
Tomasz Rudny Warszawa 35,20
Krzysztof Magiera FLosiéw 32,79
Andrzej Idzik Bolestawiec 31,81

Zadania z fizyki nr 560, 561
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

560. Jezeli w pewnym inercjalnym ukladzie odniesienia istnieje tylko pole
elektryczne E, to w ukltadzie poruszajacym si¢ z predkoscia v wzgledem uktadu
pierwotnego, gdy mozemy zaniedbaé efekty relatywistyczne, istnieje réwniez
pole magnetyczne B = — (U % E) /c?, gdzie c jest predkoscia $wiatta. Sprawdz
prawdziwos¢ tego stwierdzenia na przykladzie pola od ladunku punktowego,
rozwazanego w obu uktadach.

561. Kondensator ptaski umieszczono w jednorodnym polu magnetycznym
o indukcji B (rys. 1). Napiecie miedzy okladkami kondensatora wynosi U,
odlegto$é miedzy oktadkami h. Z punktu A wylatuje elektron prostopadle
do linii pola magnetycznego. Jaki warunek musi spelnia¢ predkosé elektronu,
zeby przelecial on przez kondensator bez kontaktu z jego oktadkami? Sity
ciezko$ci nie uwzgledniamy, efekty relatywistyczne mozemy zaniedbac.

Rozwigzania zadan z numeru 2/2013

Przypominamy tres¢ zadan:

552. Do podstawki lezacej na stole przymocowany jest pelny walec o promieniu R, ktéry moze
swobodnie obracaé¢ si¢ wokét wlasnej osi. Do koinca nici nawinigtej na walec i przerzuconej przez
nieruchomy bloczek, jak na rysunku 2, przymocowano ciezarek. Masy podstawki, walca i ciezarka
sg jednakowe. Ile obrotéw wykona walec w czasie t7 W chwili poczatkowej uklad spoczywa. Tarcie
mozna zaniedbac.

553. Ile ciepta wydzieli si¢ na oporze R w obwodzie przedstawionym na rysunku 3(a)

po zamknieciu klucza? W chwili poczatkowej kondensator o pojemnosci C' nie jest naladowany.
Sita elektromotoryczna zrédla pradu wynosi £, opér wewnetrzny zrodla jest zaniedbywalny.
Wyidealizowana charakterystyka pradowo-napieciowa diody przedstawiona jest na rysunku 3(b).

552. Oznaczmy masy ciezarka, podstawki i walca przez m. Réwnanie ruchu
ciezarka ma posta¢ ma = mg — N, gdzie a jest jego przyspieszeniem, a N silg
naprezenia nici. NV jest jedyna sila dzialajaca w kierunku poziomym na uktad
podstawki i walca, zatem oznaczajac przez a; przyspieszenie ruchu postepowego
tego uktadu, mozemy napisaé: 2ma; = N. Moment bezwladnosci petnego

walca wzgledem jego osi wynosi I = mR?/2, a réwnanie ruchu obrotowego
wzgledem tej osi ma posta¢ Ie = N R, gdzie € jest przyspieszeniem katowym.
Przyspieszenie wzgledem Ziemi najnizej potozonego punktu walca réwne

jest przyspieszeniu cigzarka, mamy wigc zwiazek a = a; + eR. Eliminujac

z wypisanych réwnan przyspieszenia liniowe oraz naprezenie nici, otrzymujemy

, . . g .
wzér na przyspieszenie katowe walca: € = o Droga katowa walca wynosi

2
a = et?/2, zatem szukana liczba obrotéw to n = — = &

2T Inr
553. Zalozmy, ze natezenie pradu w obwodzie po zamknieciu klucza jest
wigksze od Iy, czyli spelniony jest warunek (e — Up)/R > Iy. Podczas ladowania
kondensatora natezenie pradu maleje i w pewnym czasie t1, dopdki nie osiagnie
wartosci I, napiecie na diodzie ma stala wartosé¢ Uy. Ladunek, ktorym nataduje
sie w tym czasie kondensator, wynosi Q1 = ¢(e — RIy — Uy). Zgodnie z zasada

2

zachowania energii: €)1 = Uy + % + Wig, gdzie Wi R jest cieptem wydzielonym

na oporze R w czasie t1. W czasie to, gdy natezenie pradu w obwodzie jest
mniejsze niz Iy i maleje do zera, napiecie na diodzie maleje liniowo z natezeniem
pradu, czyli jej opér r = Uy /I jest staly. Ladunek, ktéry przeplywa w tym czasie
w obwodzie, wynosi AQ = Q2 — @1, gdzie koncowy ladunek na kondensatorze to
Q2 = ce. Energia wydzielona w tym czasie w obwodzie réwna jest pracy zrodla

P) 2
i wynosi eAQ = % — % + Wag + W,., gdzie w, jest cieptem wydzielonym

c c
na diodzie, a wap cieptem wydzielonym na oporze R w czasie to. Poniewaz

dioda i opornik sg polaczone szeregowo i w kazdej chwili ptynie przez nie prad
o tym samym natezeniu, zachodzi zwiazek Wor /W, = R/r. Calkowite cieplo
wydzielone na oporze R w czasie t1 + to wynosi
1 Re
Wig + Wag = B (C((E — U0)2 — (IoR)2) +

R+r

(U + IOR)2>.
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Prosto z nieba: Dziura w chmurach

Jak zapewne wszystkie galaktyki spiralne, takze i nasza Droga Mleczna ma

w centrum ogromng czarng dziure. Jej mase szacuje si¢ na okoto 4,3 mln M.
Ustalono to, analizujac orbity gwiazd, ktére znalazlty sie dostatecznie blisko centrum
przyciagania — szczesliwie dla ziemskich obserwatoréw, a czesto niezbyt fortunnie
dla nich samych, bowiem przebywanie w okolicy horyzontu czarnej dziury

moze skonczy¢ si¢ rozerwaniem przez sity ptywowe. Rozmiar czarnej dziury jest
proporcjonalny do jej masy: R = GM/C2, co w przypadku ,naszej” czarnej dziury,
zwanej Sgr A, wynosi okoto 0,05 jednostki astronomicznej (poréwnywalny jest
zatem z orbita Merkurego), dlatego bezposrednie obserwacje z Uktadu Stonecznego,
potozonego w odlegtosci 30 tys. lat Swietlnych od niej, sa pewnym wyzwaniem.

Prawdziwy rozmiar horyzontu zalezy réwniez od tego, czy dziura obraca

sie, czy nie. Stwierdzenie, ze ,jednak sie kreci”, wymaga precyzyjnego,
bezposredniego pomiaru, ktéry wykonaé¢ mozna tylko poprzez obserwacje
Swiecacego gazu znajdujacego si¢ w bezposrednim sasiedztwie horyzontu.

W tym celu powstaje teleskop Event Horizon oraz interferometr GRAVITY

przy VLTI (Very Large Telescope Interferometer). Czekajac na te wyrafinowane
instrumenty, astronomowie ekscytuja sie niespodziewang atrakcja: ogromna,
chmurg gazu zblizajaca sie do Sgr A*. Chmura, ktora zostata odkryta w 2002 r.
i nazwana G2, w ciagu nastepnych paru miesiecy przeleci w poblizu dziury.

Jesli wierzy¢ symulacjom hydrodynamicznym, zostanie rozgrzana i znieksztatcona
przez przyciagganie grawitacyjne oraz — by¢ moze — nawet rozerwana na kawalki!
Weciagany pod horyzont rozgrzany gaz bedzie widoczny przez kolejnych pare lat.
Liczymy na to, ze obserwatorzy beda mie¢ szczescie i spadajacy blisko horyzontu
gaz rozjasni tajemnicze okolice Sgr A*, ktéra niechetnie zdradza swoje sekrety,
poniewaz jest — przynajmniej obecnie — niezbyt aktywna czarng dziura.

Michat BEJGER

n 7 & . . . , .
- = o 1“ = ¥ .+ Niebo jak wlasna kieszen: Czerwiec
| o i - ‘ _— / mpl Rozpoczynajace si¢ lato (przesilenie letnie 21 VI o 7:04) stwarza
] T ) + [HERKULES | Ml . .. . . . .
J — Rasalhague . I dobra okazje do obserwacji gwiazdozbioru Wezownika (tac.
e — < - ‘:\ﬁ e Ophiuchus). Wezownik jest ciekawy z wielu powoddéw: przede

R D . : N Sy wszystkim jest jednym z trzynastu gwiazdozbioréw, przez ktoére
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rozdzielajac ten gwiazdozbiér na dwie czeéci — Glowe i Ogon
— polozone, odpowiednio, obok jasnego Wolarza i Ortla.
W dawnych czasach Wezowi i Wezownikowi towarzyszyt
Byk Poniatowskiego, gwiazdozbiér wyodrebniony przez
Marcina Poczobutta-Odlanickiego, astronoma i rektora
wilenskiego uniwersytetu pod koniec XVIII wieku. Wsréd
gwiazd Byka Poniatowskiego, ktore obecnie stanowia czesé
Wezownika, znajduje si¢ Gwiazda Barnarda: oddalony od Ziemi
o zaledwie 6 lat swietlnych czerwony karzel o jasnosci 9,54™
i najwigkszym obecnie znanym ruchu wlasnym 10’3 /rok.
. N : . Gwiazdozbiér zawiera takze wiele gromad kulistych, co

o I SK°O.RP\ON e jest zwiazane z potozeniem w kierunku centrum Galaktyki.

| /P . i. . . Najjasniejsza gwiazdg Wezownika jest o Ophiuchi, nazwana
18 m 1o Rasalhague (Glowa Wezownika, 2,08"™).

Jasnos’c’(wielkos’c’gwiazdowa): @ gomada kulista O jasna mgrawica
@10203:4:56 o guiada miemna ¢ gomada ovart W czerwcu spodziewamy sie Arietyd (radiant w gwiazdozbiorze

Barana, maks. 7 VI), a pod koniec miesiaca — nieregularnego
o P, roju czerwcowych Bootydéw (radiant w Wolarzu, maks. 28 VI). Néw Ksiezyca
nieba we wspoirze¢dnych rownikowych; . N . . .
rozmiary gwiazd odzwierciedlaja ich wypada 8 VI, petnia 23 VI. Wenus (—3,33™) i Merkury (1,07™) znajduja, sie
jasnosci w wielkoéciach gwiazdowych. aktualnie w gwiazdozbiorze Blizniat, i sg stabo widoczne przed zachodem
[Mapke nieba wykonano na podstawie Storica, natomiast Mars (1,69™) pojawia si¢ na krétko przed wschodem
mapy IAU/magazynu Sky & Telescope . . . , . , ..
) T w Byku. W tym samym gwiazdozbiorze, bardzo blisko Stonca, jest rowniez
(Roger Sinnott & Rick Fienberg).] : . X . . R ) ) m
Jowisz (koniunkcja 19 VI). Nie zawiedzie Saturn (gwiazdozbiér Panny, 0,66™),
obok ktorego 19 VI znajdzie si¢ wieczorem Ksiezyc.

i YL" &ballmi-c N I | przechodzi ekliptyka (zwykle pamieta si¢ jedynie o dwunastu
1 o Lo A *' GLOWA | znakach zodiaku) — Storice przebywa w gwiazdozbiorze
] : . '4 Clved ) s :Oe Wezownika od 29 XI do 17 XII. Wezownik zmaga sie z Wezem,
i
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Gwiazdozbiér Wezownika. Mapa

M. B.
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Niektére wlasnosci inwersji:

— obrazem punktu A* jest punkt A,

— obrazem sfery przechodzacej
przez punkt S jest plaszczyzna
nieprzechodzaca przez S (i na odwrét),

— obrazem sfery nieprzechodzacej przez S
jest sfera nieprzechodzaca przez S,

— obrazem okregu nieprzechodzacego
przez S jest okrag nieprzechodzacy
przez S.

Punkt S nazywa si¢ $rodkiem inwersji.
Nie definiujemy jego obrazu S™.

Wiegcej o inwersji przestrzennej znalezé
mozna w Delcie 12/2012.

Rys. 1. Szare sfery sg parami styczne
i kazda z nich styczna jest do kazdej
z kolorowych sfer, tworzacych tanicuch.

Rys. 2. Identyczne piteczki na stole.
Nie narysowano ptlaszczyzny I,
réwnoleglej do Iy i stycznej do sfer
od gory.

Taki tancuch okregéw nazywa sie
Lancuchem Steinera.

Lancuch sfer Joanna JASZUNSKA

Tematem poprzedniego deltoidu byta inwersja na plaszczyznie. Analogicznie
przeksztalcenie zdefiniowa¢ mozna w przestrzeni: obrazem punktu A # S w inwersji
wzgledem sfery o Srodku S i promieniu r jest taki punkt A™ na pélprostej SA™, zZe
SA-SA* =r?. Na marginesie podano niektére wlasnosci inwersji w przestrzeni.

Zadanie 1. Styczne zewnetrznie sfery I i I5 sa styczne wewnetrznie do sfery I'
(rys. 1). Do kazdej z tych trzech sfer styczna jest kazda z n sfer Si,S2,...,Sn,
ponadto dla kazdego i € {1,2,...,n} sfera S; styczna jest do sfery Si1

(przy czym S,,4+1 = S1). Dla jakich n istnieje taki taricuch sfer S;? W jaki sposéb
zalezy to od rozmiaréw i wzajemnego polozenia sfer I', I, [57 Czy i jak zalezy to
od wyboru poczatkowej sfery Sq17

Rozwigzanie. Zastosujmy inwersje wzgledem dowolnej sfery o srodku w punkcie
stycznosci sfer I'1 i I'>. Wéwcezas obrazami tych dwdch sfer, przechodzacych przez
$rodek inwersji, sg plaszczyzny I'7 i I'y. Plaszczyzny te sg rownolegte, bo jedynym
wspolnym punktem sfer I i I jest srodek inwersji.

Obrazem kazdej z pozostatych sfer I', S1, 52, ..., Sy jest sfera (bo zadna z nich
nie przechodzi przez srodek inwersji) styczna do Iy i I'y. Z réwnolegtosci tych
plaszczyzn wynika, ze wszystkie sfery I'*, 57,55, ..., S, maja $rednice réwne
odleglosci I'f od I3, czyli sg przystajace. Ponadto wszystkie sfery S7,5S5,...,55
sa styczne do sfery I'" oraz dla kazdego ¢ € {1,2,...,n} sfera S; styczna jest

do sfery S;; (przy czym S, = S7). Odpowiada to sytuacji, gdy na stole
(ptaszczyznie I'5) ustawiamy piteczki, przy czym tancuch kolejno stycznych
pileczek S otacza srodkowa piteczke I'*, stykajac sie takze z nig (rys. 2). Skoro
wszystkie piteczki sg tej samej wielkosci, to taki tancuch ,domyka” sie wtedy

i tylko wtedy, gdy n = 6.

Stad réwniez w wyjéciowej sytuacji (przed inwersja) tanicuch sfer S; ma zawsze
doktadnie sze$é elementéw i nie zalezy to od rozmiaréw ani potozenia sfer I, I'1, I,
ani tez od wyboru sfery Si1. Taki tancuch sfer nazywa sie¢ Hexletem Soddy’ego. O

Uwaga. Dzieki zastosowaniu inwersji, z wyjsciowego uktadu sfer, zazwyczaj
niesymetrycznego, uzyskujemy sytuacje idealnie symetryczna: rownolegte
plaszczyzny, identyczne sfery w eleganckim uktadzie szesciu otaczajacych siddma. . .
Pozostaje pytanie, gdzie po inwersji ,,ukryta si¢” cata asymetria wyjsciowej sytuacji?
Ot6z jest ona ,zakodowana” w polozeniu srodka inwersji wewnatrz sfery I'*.

Whioski. Po inwersji punkty stycznosci sfer S; leza na jednym okregu.
Nie przechodzi on przez $rodek inwersji (bo $rodek ten jest wewnatrz sfery I'),
stad takze w wyjéciowej sytuacji punkty stycznosci sfer S; leza na jednym okregu.

Dla kazdej z ptaszczyzn I7, Iy, a takze dla sfery I'*, po inwersji punkty stycznosci
ze sferami S] leza na jednym okregu. Stad takze przed inwersja dla kazdej ze sfer
I, I, I'; jej punkty stycznosci ze sferami S; sa na jednym okregu.

Po inwersji istniejg dwie sfery przechodzace przez srodek inwersji oraz styczne

do wszystkich sfer S;. Mozna bowiem wyobrazié¢ sobie, ze sfera I'* to balonik,
ktory nadmuchujemy tak, by caly czas nadal byt styczny do wszystkich sfer S .

W miare jak rosnie, ,wypychamy” go do géry lub do dotu. W kazdym z tych
dwoch wariantéw istnieje doktadnie jedno potozenie, przy ktérym nasz balonik
przechodzi przez srodek inwersji. Kazda z takich dwoch sfer odpowiada wobec
tego, w wyjsciowej sytuacji, ptaszczyznie i nadal jest styczna do wszystkich sfer S;.
Istnieja zatem takie dwie plaszczyzny styczne do wszystkich sfer S; z géry i z dotu.
Ponadto, $rodki sfer S; leza wobec tego na jednej ptaszczyznie — dwusiecznej kata
dwusciennego utworzonego przez te dwie ptaszczyzny styczne do sfer.

Zadanie 2. Na plaszczyznie dane sa roztaczne wewnetrznie okregi I i 5.

Do kazdego z nich styczny jest kazdy z n okregbéw S, Sa,..., Sy, ponadto

dla kazdego i € {1,2,...,n} okrag S; styczny jest do okregu Si+1 (przy czym
Sn+41 = S1). Dla jakich n istnieje taki tancuch okregéw S;? W jaki sposéb zalezy
to od rozmiaréw i wzajemnego polozenia okregéw I i I2? Czy i jak zalezy to
od wyboru poczatkowego okregu 517

Wskazéwka. Dla dowolnych dwéch okregéw roztacznych na plaszczyznie istnieje
inwersja przeprowadzajaca je na okregi wspotsrodkowe.
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