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Matematyka stosowana i mechanika

Instytut Matematyki Stosowanej i Mechaniki

jest jedna trzecia (cho¢ nie iloSciowo) Wydzialu
Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu
Warszawskiego. Nazwa Instytutu moze wzbudzac
pewne watpliwosci u postronnych oséb. Wyjasnijmy
wiec! Matematyka stosowana, w przeciwienstwie

do matematyki teoretycznej, zwanej czasami —

z obcych jezykow — ,czysta”, zajmuje si¢ tymi
strukturami matematycznymi, ktére bezposrednio
opisuja rzeczywisto$é (np. przyrode, ale nie tylko).
Mozna powiedzie¢, ze matematyka teoretyczna bada
te struktury matematyczne, ktére uzasadnione sa
glebia matematyczna, a matematyka stosowana —
te, ktore uzasadnia Swiat zewnetrzny. Co ciekawe,
te pierwsze wielokrotnie prowadza do tych drugich,
a te drugie zawsze prowadza do tych pierwszych. Zatem
matematyka teoretyczna i matematyka stosowana
sprzeplataja sie ze soba”, troche tak (choé¢ to dosé
zgrubna metafora), jak liczby wymierne i liczby
niewymierne. To, co je rézni, to cel ich uprawiania.

A mechanika? Mechanika jest po czesci kawalkiem
matematyki stosowanej, a po czesci fragmentem
podstaw fizyki: zalezy, jak si¢ ja rozumie. Wielu
Czytelnikéw pewnie mialo inne skojarzenia z ta nazwa:
mechanika to bardzo pojemne pojecie. Tak jak my ja
rozumiemy, to dziedzina matematyki wywodzaca sie

z mechaniki klasycznej Newtona — najdoskonalszego
tworu mysli naukowej (zdaniem autora).

Matematyka stosowana jest relatywnie nowa dziedzina
badan, cho¢, oczywiscie, tatwo znalezé prapoczatki

u starozytnych Grekow. Jeszcze w pierwszej potowie
XX wieku G.H. Hardy w ksiazeczce Apologia
matematyka stwierdzal Prowdziwa matematyka
prawdziwych matematykdw [...] jest niemal zupelnie
nieprzydatna oraz w praktycznym zyciu liczy sie

to, co banalne i nieciekawe. Dzisiaj taki poglad

bylby kompletnym anachronizmem!

Tradycje matematyki stosowanej w Polsce sg raczej
niewielkie (cho¢ daloby sie tu wymienié kilka wielkich
nazwisk). Tym bardziej nalezy podziwiaé jej rozkwit
w Polsce w ostatnich latach.

Niewatpliwie matematyka stosowana jest obecnie
na calym $wiecie jedna z najbardziej rozwijajacych
sie dziedzin. Stawia coraz trudniejsze i ciekawsze
zagadnienia do rozwiazania. Przyciaga przez to
najtezsze umyslty. W dodatku daje absolwentom
tatwiejsze mozliwosci znalezienia ciekawej pracy,
szczegblnie w najbardziej rozwinietych krajach.

Instytut MSM przeobrazit sie z Instytutu Mechaniki
w latach 80. ubieglego stulecia. Myéle, ze bylo to wtedy
bardzo dalekowzroczne posunigcie.

Czym wiec my, dzielni matematycy stosowani,
zajmujemy sie w Instytucie MSM?

e Zaklad Analizy Numerycznej. Grupa ta
opracowuje matematyczne podstawy obliczen
numerycznych w zastosowaniu do zagadnien
matematyki stosowanej. Gtownym celem jest
opracowanie adekwatnych metod numerycznych dla
rownan rézniczkowych czastkowych oraz dla zadan
wielowymiarowych, ktére sa jednymi z gtéwnych
sposobdéw opisu rzeczywistosci. Na przyktad, celem
badan naukowych jest problem zadan, dla ktérych liczba
zmiennych jest bardzo duza. Zadania takie obciazone
sa ,przeklenstwem wymiaru”, a prowadzone badania
ukierunkowane sa na unikniecie tego przeklenstwa.
Uprawiana jest grafika komputerowa i komputerowe
wspomaganie projektowania geometrycznego.

e Zaklad Biomatematyki i Teorii Gier.
Skomplikowane procesy $wiata przyrody (biologia,
medycyna), a takze spoleczne, grupa ta usiluje
sprowadzi¢ do struktur matematycznych. Nastepnie
z matematycznej analizy owych struktur — uzyskaé
istotne informacje o danych procesach. Typowym
przykladem moze by¢ modelowanie oddzialywania
pomiedzy nowotworem a ukladem immunologicznym
i proba odpowiedzi na pytanie, ktéra z mozliwych
terapii jest najskuteczniejsza. Zainteresowania grupy
to takze matematyczne podstawy opiséw wieloskalowych
oraz pewne aspekty teorii gier w modelach proceséw
biologicznych, ekonomicznych i spotecznych.

e Zakltad Réownan Fizyki Matematycznej.
Grupa ta zajmuje sie trudnymi zagadnieniami dla
nieliniowych réwnan rézniczkowych czastkowych.
Roéwnania takie m.in. opisuja zmiane w czasie

i w przestrzeni parametréw fizycznych modeli
rozpatrywanych w fizyce, biologii i innych naukach
przyrodniczych. Typowe przyklady inspiracji to
przeplywy cieczy, ruch lawin, wzrost krysztatow,
a takze zjawiska chemotaksji i haptotaksji.

Czeé¢ grupy bliska jest stynnemu zagadnieniu
milenijnemu (Millennium Prize Problems) —
rozwigzaniu réwnania Naviera—Stokesa.

e Zakltad Statystyki Matematycznej. Trudno
powiedzieé¢ cokolwiek o Swiecie bez uzycia statystyki.
Grupa ta pracuje nad rozwojem nowych metod
statystycznej analizy danych oraz stosowaniem

tych metod w rozwiazywaniu zagadnien w biologii,
medycynie i finansach. Badane i stosowane sa

np. modele regresyjne, algorytmy Monte Carlo, sieci
bayesowskie i szeregi czasowe.

Na koniec (last but not least) nalezy takze wspomnie¢

e Zaklad Matematyki Finansowej

i Ubezpieczeniowej, ktéry, z przyczyn zrozumiatych
tylko dla wtajemniczonych, znajduje sie poza struktura
instytutow. Zaktad ten, jak sama nazwa wskazuje,
zajmuje si¢ modelami matematycznymi w finansach,
bankowosci, ekonomii i ubezpieczeniach.

Mirostaw LACHOWICZ

Instytut Matematyki Stosowanej i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski
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Najladniejsza choinka
Przemystaw KICIAK*

Najladniejsza choinke w zyciu widzialem na Stowacji, w miejscowosci Jasov.

Jest tam klasztor zatozony w XII wieku, a obok niego rodnie sekwoja, a wlasciwie
mamutowiec; drzewo to jest znacznie mtodsze niz klasztor, bo ma tylko 180 lat.
Uwage patrzacego przyciaga pien, bardzo gruby przy ziemi i bardzo smukly na
samej gorze. Ksztalt pnia (1 wszystkich czesci kazdego drzewa) to kwestia swoistej
ekonomii; na drzewo dzialaja rozmaite sity, ktore pien musi wytrzymac, i dlatego
musi by¢ dostatecznie gruby. Ale do zbudowania grubego pnia potrzeba bardzo
duzo budulca, ktéry trzeba wydoby¢ z gleby i z powietrza, i energii, otrzymywanej
ze Stonca — to po te energie drzewa ,Scigaja sie do géry”. Im grubszy i wyzszy
jest pien, tym wieksze obciazenia musi wytrzymywaé, co sprawia, ze ten wyscig
to nadzwyczaj trudna konkurencja. Mistrzami w niej sa mamutowce.

Zrédla sit dzialajacych na pien choinki to przede wszystkim grawitacja (ciezar
samego pnia, galezi, igiel, szyszek, opadow atmosferycznych i siadajacych

na galeziach ptakéw), wiatr, powodujacy nie tylko zginanie, ale tez skrecanie
(cho¢ momenty wywieranych przez poszczegélne konary sit skrecajacych

pien w znacznym stopniu sie znosza) i wreszcie bezwladno$é (ojezyzna
mamutowcdéw jest Kalifornia, obszar sejsmiczny). Wspomniana ,ekonomia”

ma na celu jak najlepsze wykorzystanie materiatu, co sprowadza sie do

tego, by przy najwigkszych obciazeniach, na jakie pien bywa wystawiony,
naprezenia w poszczegdlnych czedciach pnia byly bliskie wytrzymaltosci drewna,
z ktorego pien jest zbudowany. W tym artykule chciatbym pokazaé, jak z tak
postawionego problemu ,ekonomicznego” wynika rozwiazanie w postaci ksztattu
pnia. W tym celu zbuduje i zbadam pewien bardzo uproszczony model pnia
mamutowca i dziatajacych na niego sil wiatru i grawitacji.

To, czy dany material wytrzyma obciazenie, zalezy od tzw. tréjosiowego
stanu naprezen. Na przyklad, material rozciagany lub Sciskany jednakowo
we wszystkich kierunkach moze wytrzymac¢ wigksze naprezenie niz material
rozciggany lub Sciskany tylko w jednym kierunku. Wazne sa tez kierunkowe
wlasnosci materiatu: sztywnosé i wytrzymatosé drewna rozciaganego wzdtuz
wlokien jest wicksza niz w kierunkach prostopadtych do witdkien, co okresla
sie mianem anizotropii. Na rozklad naprezen w pniu ma wplyw zaleznosé
odksztalcen od naprezen. Dla prawie wszystkich cial stalych, jesli naprezenia
sa dostatecznie male, zalezno$é ta jest liniowa; jest to znane prawo Hooke’a.
Jednak dla wigkszych naprezen (a zwlaszcza bliskich granicy wytrzymalosci
materialu) prawo to przestaje obowiazywaé. Poza tym w réznych cze$ciach
pnia (zaleznie od wieku drewna i zawartosci wody) zalezno$é ta moze by¢
rozna. Tych wszystkich rzeczy nie wezmiemy dalej pod uwage, ale budujac
model matematyczny czegokolwiek, zawsze nalezy pamictaé o najwazniejszych
pominietych czynnikach (wszystkich nigdy nie znamy).

Przyjmiemy nastepujace nieprawdziwe (co nie znaczy od razu, ze bledne)
zalozenia: w kazdym miejscu sztywnosé i wytrzymatosé drewna jest taka sama
(kore traktujemy jak drewno). Pien roénie pionowo, a jego przekrdj poziomy

na kazdej wysokosci jest kotem, ktérego promien wolno zmienia si¢ z wysokoscia.
Grawitacja i zginanie przez wiatr powoduja tylko Sciskanie i rozcigganie widkien
wzdluz pnia, ktérego material spelnia prawo Hooke’a. Przy tych zalozeniach
wspomniane przekroje pnia pozostaja plaskie, tj. czastki drewna polozone na
dowolnym poziomym przekroju pnia nieodksztalconego po jego obciazeniu nadal
znajduja sie¢ w jednej ptaszczyznie. Przyjmiemy ponadto, ze Srednice przekrojéw
po odksztatceniu pnia pozostaja niezmienione.

Wprowadzimy uktad wspolrzednych, ktérego os x jest skierowana pionowo

do gory, o$ y ma kierunek wiatru, ktéry wieje poziomo, a 0os z jest

do pozostalych dwoch osi prostopadta. Jesli H oznacza wysoko$é pnia,

a funkcja u(z) opisuje ugiecie (tj. boczne przemieszczenie przekroju) pnia

na wysokosci z, gdzie x € [0, H|, to dla niewielkich (z zalozenia) ugie¢ promien
okregu $cidle stycznego do wygietej osi pnia na wysokosci x jest w dobrym
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Rys. 4
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Rys. 3

przyblizeniu réwny R(z) = 1/u”(x). Jedli w tym miejscu przekrdj pnia ma
promien r(z), to maksymalne wzgledne zmiany dtugosci wlékien, spowodowane
przez wygiecie pnia, sa réwne +r(z)/R(z) = +r(z)u” (z). Wprowadzmy
w plaszczyznie przekroju pnia lokalny uktad wspotrzednych n, ¢, majacy
poczatek w srodku przekroju i taki, ze 0§ n przed odksztalceniem pnia ma
kierunek i zwrot osi y. Wzgledne odksztalcenie widkna przecinajacego przekroj
w punkcie (7, () jest proporcjonalne do 7. Z prawa Hooke’a wynika, ze takze
naprezenie wlokna jest proporcjonalne do 7. Naprezenia widkien spowodowane
przez zginanie pnia w rozwazanym przekroju sa zatem opisane przez funkcje
n

UZ(U? C) =0y maXT(LU) B
ktoérej wartos¢ dodatnia oznacza, ze widkno jest Sciskane. Wypadkowy moment
sity dla naprezen w przekroju pnia na wysokoéci ¢ mozemy wyrazi¢ za pomoca
calki po kole K (x) — przekroju pnia na tej wysokosci; calka ta jest objetoscia
bryly pod wykresem funkcji no,(n,¢) (rys. 1), a oblicza sie ja tak:

O-Z max
Mm:/ noa(,¢) dnd¢ = 72 dyd¢ =
K(z) K(z) r(z)
- %Tg(x)azmax-

7 otrzymanego wyzej wzoru wynika, ze wytrzymalosé pnia na zginanie jest
proporcjonalna do trzeciej potegi promienia przekroju. Podobna zaleznosé
wytrzymalosci od wielkosci przekroju ma miejsce rowniez dla belek, ktérych
przekroje maja ksztalt inny niz koto.

Pominmy chwilowo naprezenia spowodowane przez grawitacje, aby znalezé
optymalny ksztalt pnia ze wzgledu na wytrzymaltosé na podmuchy wiatru.

Sita parcia powietrza na galaz drzewa zalezy od wielkosci i ksztaltu galezi

i od predkosci wiatru, przy czym dla przeptywu turbulentnego, z jakim mamy
tu do czynienia, jest proporcjonalna do kwadratu predkosci wiatru. Sprawe
komplikuje fakt, ze predkos¢ wiatru nie tylko zmienia si¢ w czasie, ale réwniez
zalezy od wysokosci — zwykle rosnie wraz z odlegloscia od ziemi. Poniewaz
gérne galezie sa znacznie krétsze od tych potozonych nizej, gdzie predkosé
wiatru jest mniejsza, wydaje sie, ze mozna (przy braku lepszych informacji)
zobaczy¢, co wyjdzie, jesli zalozymy, ze sila parcia wiatru na jednostke dlugosci
(wysokosci) pnia jest stala wzdluz pnia. Oznaczmy te stala symbolem F. Wtedy
moment sily wiatru zginajacej pien na wysokoéci = jest réwny

H
Ml(x):/ F(t—x)dt:%F(H—x)Q

(ta calka jest polem tréjkata, ktéry ma wierzcholek na wysokosci x i przeciwlegly
bok na wysokosci H, rys. 2). Moment ten jest wypadkowym momentem sit
sSciskajacych i rozciagajacych wiékna przekroju: My(x) = M (x). Mamy stad
réwnanie, ktére wiaze stala F', promien przekroju r(z) i maksymalne naprezenie
spowodowane przez zginanie o, max:

2F(H — z)?

(%) r¥(x) p—

Jesli zalozymy, ze maksymalne naprezenie spowodowane przez zginanie ma by¢
takie samo na kazdej wysokosci, to funkcja opisujaca promien przekroju bedzie
mieé postaé r(z) = C(H — x)?/3, ze stata C = /2F/ (70, max). Zobaczmy

wykres (rys. 3): pien mamutowca tak nie wyglada.

Rozwazmy teraz grawitacje. Oprdcz cigzaru pnia musimy przy tym uwzgledni¢
ciezar galtezi. W tym celu przyjmiemy kolejne nie catkiem prawdziwe

zalozenie, ze rozktad ciezaru gatezi wyrastajacych z pnia na wysokosci x jest
proporcjonalny do pola przekroju pnia na tej wysokosci. Przy tym zalozeniu sila
Sciskajaca pien na wysokosci = jest réwna

H
() smz/zww%

gdzie D jest pewna stala (sila ta jest wigc proporcjonalna do objetosci czesci
pnia powyzej poziomu z, rys. 4). Zgodnie z zalozeniami modelu sita ta powoduje
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rownomierne naprezenie og w calym przekroju, musi ono zatem by¢ rowne

) €)= 2y

Naprezenia spowodowane Sciskaniem i zginaniem pnia dodaja sie, zatem skrajne
naprezenia (odpowiednio we wldknach rozciaganych i $ciskanych) to o5 — 0 max

i 0s + 0,max- Aby pien wytrzymatl obciazenie, oba te naprezenia muszg lezeé

w przedziale ograniczonym przez wytrzymatosci drewna na rozcigganie i $ciskanie
wzdtuz wlokien. Zwrot sity grawitacji sprawia, ze maksymalne naprezenie
Sciskajace ma wieksza warto$é bezwzgledna niz rozciagajace, dlatego (choé
wytrzymalo$é drewna na $ciskanie moze by¢ wigksza niz na rozciaganie) zajmiemy
sie Sciskaniem: chcemy, aby przy najsilniejszym wietrze, na jaki drzewo jest
przygotowane, maksymalne naprezenie Sciskajace w kazdym poziomym przekroju
pnia bylo state, rowne maksymalnej wytrzymatosci drewna na $ciskanie, ktéra

oznaczymy symbolem oyax. Zatem, na podstawie (%), (+x) i (X¥) mamy
D H 2F(H — x)?
(o)) Omax = Os + Ozmax = m/@ T (t)dt‘FT(x)-

Dla wygody przeksztalcimy to réwnanie catkowe. Strony réwnosci

H 7T7"2£L' *522 T Omax *1'2
/m T2(t)dt: ( )( max — 2F7E_fz;(x) ) > — 5 TQ(LE) _ QF(H )

rézniczkujemy wzgledem x:
270 2F (H —x)?
2 max / /
— = — | 2(H — —_— .
r*(x) D r(x)r'(z) + Dr(x)( ( x) + " r'(z)
Po uporzadkowaniu dostajemy stad réwnanie rézniczkowe zwyczajne
Dr3(z) + 4F(H —
r'(r) = — r o) H ) r(z).
2O maxr(x) + 2F(H — x)?

Wtlaénie ono jest matematycznym modelem pnia. Jako ze bez dobrej nazwy
niepodobna dzi$ odniesé sukces, nazwalem je Rownaniem Mamutowca Kiciaka,
w skrécie RoMaK (gdyby w wyprowadzeniu nie bylo tylu uproszczen i watpliwych
zalozen, nie zawahalbym sie nazwaé¢ go Réwnaniem Prawdziwego Mamutowca).

RéMaK przepiszemy w postaci

dr3(z) + 4f(H — )
"~ 2mr3(z) + 2f (H — m)gr(:c),
w ktoérej d = D/0max, [ = F/0max- W ten sposéb zmniejszylismy liczbe
parametréw. Poszukiwane rozwiazania spelniaja warunek r(H) = 0. Niestety,
nie nadaje sie on na warunek poczatkowy — poszukujemy rozwiazan dodatnich
w przedziale [0, H), a funkcja zerowa spelnia R6MaK i ten warunek. Polecam uwadze
Czytelnikéw sprawdzenie (za pomoca reguly de I'Hospitala), ze dlad > 01i f >0
rozwiazanie niezerowe w otoczeniu H, takie ze r(H) = 0, musi mieé w otoczeniu H
nieograniczona pochodna; taka osobliwo$¢ ma np. znaleziona wczeéniej funkcja
C(H — )/, spelniajaca RéMaK z parametrem d = 0. Jedli o < H i 7(zo) > 0,
to funkcja r(z) jest dodatnia (i malejaca) w przedziale [zq, H).

r'(x) =

Bedziemy poszukiwaé rozwiazan numerycznie, przez rozwigzanie zagadnienia
poczatkowego dla RoMaK, przyjmujac warunek poczatkowy r(0) = rqg, gdzie

ro oznacza promien przekroju pnia przy ziemi. Parametry d i f nalezy dobraé
tak, aby funkcja r(x) jak najlepiej opisywala ksztalt pnia. W tym szalenstwie
jest metoda: jesli to sie uda, to, by¢ moze, dowiemy sie¢ czego$ o wartosciach tych
parametréw bez mierzenia ich (co mogloby byé bardzo trudne).

Aby numerycznie rozwiazywaé R6MaK, mozemy podzieli¢ przedzial [0, H|
na N czedci, kazda o dlugosci h = H/N, a nastepnie, majac dane rg, obliczaé
kolejno, dlai=0,...,N —1,

k1 = hg(ih,r;),

fo = hg((i+ Dhors + Eha),

ks =hg((i+ 3)h,ri + 3k2),

k4 = h'g((Z + ]-)hari + k3)7

rig1 =i + g (k1 + 2ka + 2ks + ka),
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) Ocena ta jest niedoktadna; znacznie
poézniej znalaztem wyniki pomiaréw
przeprowadzonych w sierpniu 2012.
Pien mial wtedy wysoko$¢ 47,7 m
i obwéd 7,42 m na wysokosci 1,3 m.

gdzie

dy® +4f(H — x)
2my3 + 2f(H — a:)gy
Jest to tzw. metoda Rungego—Kutty czwartego rzedu. Okresla ona ciag liczb r;,
przyblizajacych wartosci funkcji r(z) w punktach ih z dokladnoscia az nadto
wystarczajaca w tym zastosowaniu.

g(x,y) =

Jak wybiera¢ parametry f i d? Nie sa one niezalezne. Oznaczmy wielkosci
pomocnicze:

2f H? d [H#
n, = / T, Mg = —>5 r2(t) dt.
7T'7"0 7T7“0 0

Na podstawie ((%) musi by¢ n, + ns = 1; wielkosci te okreslaja udzialy

naprezen powodowanych przez zginanie i $ciskanie w maksymalnym naprezeniu
w przekroju pnia przy ziemi. Majac dane r¢ i H, mozemy wybraé¢ n, € (0,1),
obliczyé f = mrin,/(2H?), a nastepnie, rozwiazujac RéMaK dla réznych
wartosci parametru d, znalezé¢ taka jego warto$é, aby réwnosé n, + ns = 1 byla
spelniona. Mamy tu réwnanie nieliniowe z niewiadoma d, ktére mozna rozwiazaé
np. metoda bisekcji. Obliczajac ng, mozemy postuzy¢ sie wzorem przyblizonym

H H N-1
/0 r2(t)dt ~ ﬁ(rg +2 ; r? —i—r?\,)

(jest to tzw. zlozona kwadratura trapezéw).

Pora zatrudni¢ do obliczen komputer. Na podstawie zdjeé ocenitem *) wysokosé
drzewa na 35 m. Przy ziemi pien ma Srednice okolo 2,5 m, ale poniewaz okazalo
sie, ze model nie jest w stanie odtworzy¢ zgrubienia pnia na samym dole (o czym
dalej), przyjalem promien ro = 0,95 m. Wyniki obliczenr z N = 1000 dla kilku
wartosci parametru n, przedstawiaja wykresy na rysunku 5 i tabelka:

n, | ns | fm] |dm
0,05 | 0,95 | 5,49 10~ | 0,3722
0,1 |09 |1,10-10~4| 0,3084
02 |08 |219-10-4| 02371
0,4 |06 |4,39-107%| 0,1528

We wszystkich tych przypadkach bylo ry_1 > 0iry ~ 0 (jesli ry > 0, to
parametr d ma za malg warto$é¢). Wydaje sig, ze najlepsza zgodno$é z tym, co
widaé na zdjeciach (patrz strona 2; wiecej szczegdlow na www.deltami.edu.pl),
ma miejsce, gdy n, jest bliskie 0,1-0,2. Sugeruje to, ze naprezenia spowodowane
przez grawitacje osiagaja na dole pnia okolo 80-90% wytrzymalosci drewna,
a pozostate 10-20% to zapas na wypadek silnego wiatru. Na duzych
wysokosciach dominujg naprezenia powodowane przez zginanie.

x %

Wymyélajac zalozenia i wyprowadzajac z nich R6MaK, nie wiedzialem, co

z tego wyjdzie. Wyszlo niezle; ,nie wyszlo” tylko zgrubienie pnia tuz przy
ziemi. To oznacza, ze zalozenia nie opisuja poprawnie zjawisk zachodzacych

w tym miejscu pnia. Warto wiec jeszcze raz zastanowic sie nad nimi. Kora,
ktéra w dolnej czesci pnia jest bardzo gruba, nie przenosi obciazen tak samo jak
drewno, a przekroje pnia nie sg okragle i po obciazeniu nie pozostaja plaskie.
Drzewa nie rosng idealnie pionowo i nawet niewielkie odchylenie od pionu

(rzedu 1°) moze bardzo zmienié rozklad naprezen. Mozna tez zakwestionowaé
podstawowe zalozenie, ze maksymalne naprezenie na kazdej wysokosci jest

takie samo. Skutki ewentualnego zlamania pnia dla drzewa bylyby tym
powazniejsze, im nizej by to nastapilo — gdyby odtamat sie tylko czubek, to
drzewo nadal mogtoby zy¢ i wytwarza¢ nasiona. Z tego powodu prawdziwy pien
moze by¢ na dole dodatkowo wzmocniony, czyli grubszy, niz to wynika z modelu.
Niemniej mozna dobraé parametry modelu tak, aby funkcja r(z) spelniajaca
RoMaK calkiem dobrze opisywala ksztalt prawie calego pnia mamutowca. Ale
kto chce, moze uznaé, ze podobienstwo otrzymanego wyniku do choinki z Jasova
jest stabe, a to, co ten model opisuje, to nie zaden mamutowiec, tylko lipa.
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*Wydzial Nauk Ekonomicznych,
Uniwersytet Warszawski

Matching markets Noblem nagrodzone
Michal KRAWCZYK™

Komitet Noblowski zadecydowal o przyznaniu Nagrody w dziedzinie nauk
ekonomicznych za rok 2012 Lloydowi Shapleyowi i Alvinowi Rothowi. Nagrody

z ekonomii nie sa, Scisle rzecz ujmujac, Nagrodami Nobla, bo gdy wynalazca
dynamitu ustanawial prestizowe wyréznienia, zadnej z nauk spotecznych

nie uznawano za wystarczajaco rozwinieta. Od roku 1969 sa jednak przyznawane
Nagrody z ekonomii ufundowane przez Bank Szwecji, ekonomisci sa zatem i tak
w lepszym polozeniu niz matematycy. Co prawda, niekiedy Komitet Noblowski
mimowolnie sugerowal, ze ekonomia wcigz pozostaje niedojrzala, przyznajac

w tym samym roku nagrody badaczom gloszacym poglady wzajemnie sprzeczne
(vide Hayek i Myrdal w 1974 roku czy Kahneman i Smith w 2002 roku). W tym
roku, na szczesdcie, uniknieto tego bolesnego wrazenia. Przeciwnie, Roth bardzo
silnie opiera swoje badania na wynikach starszego o blisko trzydziesci lat

kolegi. Decyzje trudno takze uznac za zaskakujaca — oba nazwiska pojawialy

sie na noblowej ,gietdzie” od lat, a ze Shapley przekroczyl dziewieédziesiatke,
rosta obawa, iz Komitet nie zdazy go uhonorowac¢. Rozstrzygniecie nalezy tez
pochwali¢ z tego wzgledu, ze nagrodzone wyniki to jeden ze stosunkowo niewielu
w ekonomii przykladéw pozornie abstrakcyjnej, suchej, formalnej, a przy tym
wcale niebanalnej teorii, ktéra ma bardzo praktyczne zastosowania.

Czego dotycza wiec badania Shapleya i Rotha (oczywiscie, te nagrodzone, bo
np. Shapley ma ogromne zaslugi w innych obszarach teorii gier)? Ogdlnie rzecz
biorac, dotycza tzw. matching markets, a wiec sytuacji, w ktérych dwie strony
,rynku” maja silne preferencje co do tego, z kim konkretnie po drugiej stronie
wejda w interakcje. Cechy tej nie ma np. rynek cebuli — gdy ide na targ, jest mi
zasadniczo wszystko jedno, od ktérego ze sprzedawcow ja kupie. Jesli natomiast
zamierzam sie ozenié, to, z kim polaczy mnie ,mechanizm rynkowy”, jest
absolutnie kluczowe. Podobnie, jezeli wybieram sie na studia, moge mie¢ swoj
porzadek uczelni czy poszczegdlnych kierunkéw od najlepszych do najgorszych
(i porzadek ten moze by¢ inny dla kazdego z kandydatéw). Oczywiscie, takze
uczelnie maja swoje listy pozadanych studentéw.

W systemie obecnie stosowanym w Polsce moze zdarzy¢ sie, ze pewna Marte
przyjma na uczelnie A, ale ona wolataby i$¢ na uczelnie B, lecz na 5 znalazla
sie dopiero na liscie rezerwowej. Nie sktada wiec matury na A, tylko czeka,
skutkiem czego A ja skredla. Tymczasem nie ma wcale gwarancji, ze na 3
doczeka sie przyjecia, wigc ostatecznie moze skonczy¢ np. na uczelni C. Zatem
A zamiast Marty przyjmuje z listy rezerwowej pewnego Jana, cho¢ wolataby
przyja¢ Marte, a i Marta wolalaby A wzgledem C, na ktérej konczy. Co gorsza,
moze by¢ nawet tak, ze C (stosujac inne kryteria niz A) przyjela tegoz Jana

w pierwszym rzucie, ale on wolal np. uczelni¢ D i byl tam na liScie rezerwowej,
zatem odrzucil oferte C i czekal na D, lecz tam sie nie dostal i dlatego wtasnie
skonczyt na A! Czyli gdybySmy zamienili Marte i Jana miejscami, to zaréwno
oboje zainteresowanych kandydatéw, jak i obie uczelnie skorzystalyby na tym!

Korzystajac z aparatu formalnego stworzonego przez Shapleya, powiemy, ze
rozwiazanie jest niestabilne, a (Marta, A) jest para blokujaca — obie strony
przedkladalyby bycie polaczonymi nad aktualna sytuacje (tj. Marta chciataby
zastapi¢ C przez A, a A bylaby gotowa wymieni¢ na Marte Jana, a — by¢ moze
— takze inne przyjete osoby). Oczywiscie, (Jan, C) tez jest para blokujaca.

Na ,rynku” malzenskim przypadek pary blokujacej — preferujacej siebie
nawzajem wobec aktualnych wspétmalzonkéw — potocznie mozemy nazwac
romansem. Intuicyjnie wida¢ wiec, ze lepiej, by procedura dawala rozwiazanie
stabilne, co podnosi satysfakcje uczestnikow i pozwala uniknaé kosztownych
dostosowan ex post; badania faktycznie pokazuja, ze mechanizmy gwarantujace
taka alokacje sa lepiej oceniane i dluzej pozostaja w mocy.

Shapley (we wspolpracy z Davidem Galem) udowodnil, ze rozwiazanie stabilne
(a wiec takie, w ktérym nie ma ani jednej pary blokujacej) musi istnie¢
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Rozwigzanie zadania M 1382.
Bedziemy zaznaczaé liczby w kilku
krokach. W kroku 1. w kazdym wierszu
zaznaczamy najmniejsza liczbe.

Jedli wéwcezas w kazdej kolumnie

jest zaznaczona doktadnie jedna

liczba, to konczymy. W przeciwnym
razie, w kolejnym kroku w kazdej
kolumnie, w ktérej znajduja sie

co najmniej dwie zaznaczone liczby,
odznaczamy je wszystkie (czyli usuwamy
zaznaczenie) oprocz najwiekszej.

W ten sposéb powstaly wiersze,

w ktérych nie zaznaczono zadnej liczby
— nazwijmy je wierszami wolnymi.
Nastepnie zaznaczamy w kazdym
wolnym wierszu najmniejsza liczbe
sposrod tych, ktore nigdy wcezesniej

nie byly zaznaczane ani odznaczane.
W nastepnym kroku znowu patrzymy
na kolumny, w ktérych sa zaznaczone
co najmniej dwie liczby, i powtarzamy
opisane rozumowanie, az uzyskamy
odpowiednie zaznaczenie lub nie bedzie
mozna wykonaé kolejnego kroku.

Kazdy wiersz moze staé¢ si¢ wolny

co najwyzej n — 1 razy, wiec wykonamy
co najwyzej n(n — 1) + 1 krokéw.

Po ostatnim kroku w kazdej kolumnie
bedzie zaznaczony doktadnie jeden
element.

Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze

w tej procedurze zaznaczono elementy

z przekatnej ai1, ..., ann (Mozemy

tak zalozy¢, ewentualnie przestawiajac
kolumny). Spéjrzmy na i-ty wiersz. Jesli
a;r < a;; dla pewnego k, to znaczy,

ze w pewnym kroku liczba a;; byta
odznaczona, a zatem a;; < agk-

i pokazal, jak go szukaé. W szczegdlnosci zaproponowat algorytm odroczonej
akceptacji. Gdy skorzystamy z terminologii ,rynku” malzenskiego, jedna

z jego wersji polega na tym, ze w pierwszej rundzie kazdy z panéw oswiadcza
sie pani, ktéra jest najwyzej na jego liscie akceptowalnych partnerek. Kazda

z pan ,roboczo” przyjmuje oSwiadczyny tego z jej adoratoréow, ktérego ceni
najwyzej (o ile ktérykolwiek jest do przyjecia). Kazdy odrzucony pan wykresla
z listy preferencji pania, ktéra go odtracita, i w kolejnej rundzie mechanizm
zostaje powtorzony z tak skréconymi listami. Pan, ktory wykresli wszystkie
akceptowalne partnerki, przestaje sie oéwiadczaé. Mechanizm konczy sie, gdy

w kolejnej rundzie nikt nie zostanie odtracony, a ,roboczo” przyjete w niej
oswiadczyny wyznaczaja ostatecznie utworzone pary (przy czym niektorzy moga
pozostaé samotni).

Poniewaz w kazdej rundzie poza ostatnig przynajmniej jedna pani zostaje
skreslona z przynajmniej jednej listy, mechanizm faktycznie doprowadzi

do pewnej alokacji w skonczonej liczbie krokow. Co istotniejsze, bedzie to
alokacja stabilna. Przypusémy przeciwnie, ze pewna para (Piotr, Anna) jest
para blokujaca. Oznacza to, ze Piotr o$wiadczyl sie kiedy$ Annie (skoro jest
ona wyzej na jego liscie niz jego docelowa zona) i zostal odrzucony (skoro nie sa
razem). Zauwazmy jednak, ze mechanizm ten gwarantuje, iz sytuacja kazdej

z pan z rundy na runde moze sie tylko poprawié¢, bo odrzuca o$wiadczyny, ktore
przyjela roboczo w poprzedniej rundzie, tylko jesli w nowej oswiadczyl sie ktos
atrakcyjniejszy (a nieodrzucone o$wiadczyny zostana powtdrzone). Stad wniosek,
ze Anna daje pierwszenstwo swojemu docelowemu mezowi przed Piotrem,
zatem (Piotr, Anna) para blokujaca nie jest. Zauwazmy, ze w opisanym wyzej
polskim systemie przyje¢ na studia bylo inaczej, tj. Marta stusznie zalowala,

ze odrzucita byla jo$wiadczyny” A, bowiem ostatecznie zaczela studia na

mniej preferowanej uczelni.

Oczywiscie, rownie dobrze moglibySmy rozwazaé¢ analogiczny mechanizm,

w ktérym oswiadczalyby sie panie. Na ogél doprowadzi on do innej konfiguracji
par. Co ciekawe, Gale i Shapley udowodnili, ze mechanizm odroczonej
akceptacji jest najlepszy dla strony oswiadczajacej si¢ i najgorszy dla

drugiej strony. Oznacza to, ze w sytuacji, gdy mezczyzni sie oswiadczaja,

kazdy mezczyzna otrzyma najlepsza z zon, jaka méglby otrzymaé w dowolnym
rozwigzaniu stabilnym, a kazda kobieta — najgorszego z mezéw. Nic dziwnego,
ze w tradycyjnym spoteczenstwie, dajacym wiecej wladzy mezczyznom,

to wlasnie oni sie oswiadczali!

Cho¢ akurat scentralizowane rynki doboru w pary malzenskie moga budzi¢ nasz
sprzeciw, latwo stwierdzi¢, ze zastosowanie mechanizmu odroczonej akceptacji
przy rekrutacji na studia pozwoliloby uniknaé¢ opisanego wyzej paradoksu,
zredukowalo obciazenia administracyjne dla uczelni i znacznie przyspieszyto
proces rekrutacji — otrzymawszy listy preferowanych uczelni od kandydatéw

i kryteria doboru (np. wagi poszczegdlnych przedmiotéw maturalnych)

od uczelni, dobrze napisany program komputerowy przeprowadzilby opisang
przez nas procedure w ciggu kilku sekund.

Istotnie, spektakularnym osiggnieciem Rotha sa liczne praktyczne zastosowania
algorytmow ltaczenia dwoéch stron rynku. Oczywiscie, réznica miedzy teorig

a praktyka jest taka, ze w teorii nie ma réznicy, a w praktyce jest. Przyktadowo,
implementujac algorytmy odroczonej akceptacji do problemu doboru absolwentow
szkdét medycznych do szpitali w Stanach Zjednoczonych (National Resident
Matching Program), Roth stanal przed problemem zwiazanym m.in. z parami
malzenskimi, w ktérych preferencje co do szpitali nie byly niezalezne —
malzonkowie woleli na ogét pracowa¢ mozliwie blisko siebie. W swych pracach
teoretycznych Roth pokazal, Ze tego rodzaju modyfikacje rujnuja wspomniane
wyniki — w tym przypadku alokacja stabilna moze wcale nie istniec!

Noblista zaproponowal jednak pewne (znacznie bardziej skomplikowane niz
algorytm odroczonej akceptacji) mechanizmy, ktére, jak pokazal na podstawie
symulacji komputerowych opartych na historycznych danych, prawie zawsze
dadza stabilne rozwiazanie.
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Rys. 2

Rys. 3

Innym, wdrozonym przez Rotha praktycznym zastosowaniem algorytméw
rozwazanych wczedniej przez Shapleya, jest problem wymiany nerek

do przeszczepu pochodzacych od zyjacych dawcéw. Przeszczep nerki jest
zbawieniem dla 0séb cierpiacych na cigezka niewydolnosé tych organéw,

a czlowiek zdrowy moze zasadniczo bez trwalej szkody dla zdrowia oddaé

jedna ze swoich nerek. Niemniej jest to istotne po$wiecenie, ktore wigkszosé
oséb jest gotowa podjac¢ tylko dla kogos bliskiego. Niestety, nawet jesli krewny
czy przyjaciel chorego zgodzi si¢ odda¢ mu swoja nerke, czesto okazuje sie, ze
jest ona nieodpowiednia ze wzgledéw medycznych, np. pacjentowi o grupie

krwi 0 mozna przeszczepié tylko nerke pochodzaca od osoby o tejze grupie.

7Z kolei rynek, na ktérym mozna by po prostu kupié¢ stosowng nerke, wiekszosé
ludzi uwaza za nieetyczny i prawodawstwo niemal wszystkich krajéw $wiata
wyklucza takie transakcje. Roth wzial jednak udzial w tworzeniu systemow
yancuchowej” wymiany. W uproszczeniu dzialajg one tak, ze np. kto$ gotowy
do oddania nerki zonie z niewydolnoscia, ktérej nie moze jednak bezposrednio
poméc z powodu niewladciwej grupy krwi, oddaje nerke na rzecz innej, nieznanej
sobie osoby, w chwili gdy z kolei jego zonie pomaga ktos inny, kto ma krewnego
z niewydolnoscia nerki itd. To chyba rzadki przypadek, gdy badania nagrodzone
Noblem, ale wcale nie z medycyny, bezposrednio ratuja ludzkie zycie.

Popularna piosenka powiada, ze money makes the world go ‘round. Przesada.
Centralnym pojeciem ekonomii jest efektywnosé, a nie pienigdz. Rynki
projektowane przez Rotha $wietnie radza sobie (prawie) bez niego.

Redaguje Krzysztof TURZYNSKI

F 829. Jednorodna lina zwisa z dwoch zboczy, z ktorych kazde jest nachylone
pod katem « = 7/8 do poziomu (rys. 1). Jaki ulamek calkowitej dlugosci liny
moze stanowi¢ czesé wiszaca w powietrzu?

Rozwiazanie na str. 16

F 830. Poruszajace si¢ bez tarcia po lodowisku dziewcze w pewnej chwili chwyta
koniec cienkiej liny nawinietej na stup o przekroju kotowym, przy czym lina

jest naprezona i prostopadla do predkosci vy dziewczecia w momencie ztapania
(rys. 2). Po skoficzonym czasie dziewcze, przez caly czas kurczowo trzymajace
sie liny, zderza sie ze shupem. Jaka jest predkosé dziewczecia w chwili zderzenia?
Rozwiazanie na str. 17

Redaguje Tomasz TKOCZ

M 1381. Na pélprostych CA, AB, BC, bedacych przedtuzeniami bokéw tréjkata
ABC| obrano odpowiednio punkty P, @, R, przy czym AP = BQ = CR (rys. 3).
Udowodnié, ze jesli tréjkat PQR jest réwnoboczny, to trojkat ABC' réwniez.
Rozwiazanie na str. 10

M 1382. Dana jest tablica n X n parami réznych liczb rzeczywistych.
Udowodnié¢, ze mozna w niej zaznaczy¢ n liczb, po jednej w kazdym wierszu
i kolumnie, w taki sposéb, ze jesli w pewnym wierszu zaznaczona liczba jest
wigksza od jakie$ innej w tym wierszu, to ta druga liczba jest mniejsza od
zaznaczonej liczby z jej kolumny.

Rozwiazanie na str. 7

M 1383. Udowodnié, ze dla liczb rzeczywistych a, b, ¢ jest spelniona nieréwnosé
la—bl+[b—c|+|a+b+c|>|al + bl

Rozwiazanie na str. 15
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ZloSliwy problem (MAX, +) i kubetkowe struktury danych

*pracownik firmy Google

Wojciech SMIETANKA®

Dany jest ciag zlozony z n nieujemnych liczb catkowitych ¢ = (¢1,¢a,. .., ¢n).
Na ciggu ¢ chcemy wykonywaé operacje dwoch rodzajow:

e update(i, j, w) —modyfikuje wartosci wyrazéw ciagu o indeksach z przedziatu
od i do j w sposéb zalezny od parametru w (dodatniej liczby catkowitej);
e query(i, j) — podaje zagregowang warto$é dla podciagu o indeksach od i do j.

W obydwu przypadkach zaktadamy, ze 1 <7 < j < n.

Bedziemy rozwazali dwie rézne operacje update, ktére oznaczymy
symbolicznie przez + i MAX. W operacji + nalezy do kazdego wyrazu
podciagu ¢;, ..., c; dodac liczbe w. Z kolei operacja MAX polega na zmianie
wartoéci wyrazu ¢; (i <1 < j) na max(¢;, w) — innymi stowy, jesli wyraz miat
wcezesniej wartos¢é nie mniejsza niz w, to jej nie zmienia, a jesli jego wartosé
byta mniejsza od w, to jego nowa wartoscig jest w.

Podobnie definiujemy dwie operacje query: + i MAX. Na zapytanie +
odpowiadamy, podajac sume wyrazéw z podciagu ¢, ..., c;. Odpowiedzig
na zapytanie typu MAX jest natomiast wartos¢ najwiekszego wyrazu

w rozwazanym podciagu.

Biorac pod uwage wszystkie kombinacje poszczegdlnych operacji,
otrzymujemy cztery rézne warianty problemu. Kazdy taki wariant
oznaczamy za pomoca pary, ktorej pierwszy wyraz opisuje rodzaj operacji
modyfikacji, a drugi okresla zapytanie. Mamy zatem nastepujace warianty:
(+,4), (+, MAX), (MAX,+) oraz (MAX, MAX).

Okazuje sig, ze nasz problem ma kilka ciekawych zastosowan. Wariant

(+, MAX) mozna wykorzysta¢ do implementacji systemu obstugi rezerwacji
miejsc w pociagu na trasie laczacej n 4 1 stacji. W pociagu znajduje sie
ustalona liczba miejsc siedzacych. Kazda rezerwacja dotyczy konkretnej
liczby pasazeréw i wskazuje numery dwoch stacji, na ktérych pasazerowie
zamierzaja wsiasé i wysias¢é. Naszym celem jest przyjmowaé kolejno
wszystkie rezerwacje, ktére nie powoduja przepeinienia pociagu.

Oznaczmy przez ¢; aktualna liczbe pasazeréw, ktorzy beda w pociagu na trasie
pomiedzy stacjami [ oraz [ + 1. Rezerwacje na podréz ze stacji ¢ do stacji j
dla w pasazeréw mozemy przyjaé, jesli warto$é query(i,j — 1) + w jest

nie wieksza niz liczba miejsc w pociagu. Po przyjeciu rezerwacji wykonujemy
update(i,j — 1, w).

Inaczej mozna na to spojrzeé¢ jak na problem kontroli przesytania danych
miedzy serwerami potaczonymi jedna linig danych o okreslonej przepustowosci
albo problem obstugi pobierania danych z Internetu przez uzytkownikow sieci
lokalnej w zadanych przedzialach czasowych (sie¢ ma ograniczony transfer).

Wariant (MAX, MAX) ma natomiast elegancka interpretacje kombinatoryczng
powiazang z popularna gra Tetris. Odpowiada on mianowicie sytuacji, w ktorej
klocki, ktére opadaja na plansze, maja regularna strukture (np. maja ksztalt
prostokatéw), a naszym celem jest, dla kazdego klocka, orzec, w ktérym miejscu
sie on zatrzyma, jesli spuscimy go z zadanej pozycji poczatkowej (nie mamy
mozliwosci wykonywania w locie obrotéw ani przesunied). Z kolei wariant (+, +)
reprezentuje dynamiczny problem obliczania sum cze$ciowych ciggu.

Trzy z podanych wariantow wyjsciowego problemu maja zatem jasno okreslona
interpretacje. Co wiecej, znane sa ich efektywne rozwiazania, w ktérych koszt
obstugi ciagu m zapytan to O(n + mlogn) (szukana strukturg danych sa
tzw. drzewa przedziatowe, o ktérych wiecej mozna przeczytaé lub postuchaé
na stronie http://was.zaa.mimuw.edu.pl).
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Rozwigzanie zadania M 1381.
Przyjmijmy oznaczenia bokdéw i katow
tréjkata ABC jak na rysunku i zalézmy,
zea=>b>c

Wéwcezas a = 8 = 7, a stad

cos a < cos 3 < cosy, poniewaz funkcja
cos jest malejaca na przedziale (0, 7).
Przyjmijmy, ze AP = BQ = CR = z.
Woéwczas z twierdzenia cosinuséw
otrzymujemy

QR2 =224 (a + 1’,)2 + 2z(a + z) cos 3,

PQ2 =224 (e + x)2 + 2z(c + x) cos a.

Gdyby bylto a > ¢, to poniewaz

cos 3 > cos a, mielibySmy QR > PQ,
co przeczyloby zalozeniu, ze tréjkat
PQR jest réwnoboczny. W takim razie
a=b=c

Za to czwarty wariant, (MAX, +), jest inny. Jego interpretacja
kombinatoryczna nie jest wcale az tak jasna, a do tego nie znamy sposobu
rozwiazania go w czasie O(n + mlogn) (w tym przypadku klasyczne drzewa
przedzialowe nie sprawdzaja sie). Okazuje sie jednak, ze mozna go w miare
prosto rozwigzaé, korzystajac z pewnej kubelkowej struktury danych. Nasze
rozwiazanie bedzie dzialalo w czasie O(n + my/nlogn).

Zacznijmy od podzialu wyrazéw ciagu pomiedzy kubetki, umieszczajac

w kazdym kubelku, z wyjatkiem ostatniego, k = [\/n | wyrazéw.

Jesli ostatni kubelek jest mniejszy, mozemy uzupelnié¢ go sztucznymi
wyrazami do rozmiaru k. Oprocz kolejnych wyrazow ciagu kubelek bedzie
przechowywal pewne dane pomocnicze. Zanim opiszemy strukture kubelka,
zaproponujmy troche inny sposéb myslenia o operacji update(i, j, w).
Zamiast méwié, ze dla kazdego ¢, takiego ze i <[ < j, wykonujemy

¢ := max(cy, w), mozna wyobrazié¢ sobie, ze dodajemy nowe ograniczenie
dolne na liczby na pozycjach od ¢ do j. Wtedy wartoéé¢ liczby w kubetku
bedzie réwna maksimum z jej poczatkowej wartosci oraz wszystkich
ograniczen dolnych jej dotyczacych. Takie ograniczenia dolne beda trzymane
osobno dla kazdego kubetka.

Struktura kubetka bedzie nastepujaca:

e t[1..k] — tablica kolejnych wyrazéw ciggu, ktére znajduja sie w kubetku;

e sorted_t[1..k] — posortowana tablica liczb t;

o sum_sorted_t[0..k] — sumy prefiksowe tablicy sorted_t[1..k|, czyli
sum_sorted_t[p| = sorted_t[1] 4+ sorted_t[2] + ...+ sorted_t[p];

o minimum — dolne ograniczenie na wszystkie wyrazy ciagu przechowywane
w kubetku, czyli maksimum z wartosci w z operacji update(i, j, w)
dotyczacych calego przedziatu kubetka; aktualna wartosé I-tej liczby
z kubelka to zawsze max(t[l], minimum).

Kazdy kubeltek umozliwia wykonywanie nastepujacych operacji
pomocniczych (szczegdlowy opis ich implementacji znajduje sie w dalszej
czedel artykutu):

1. sum_all() — obliczenie sumy aktualnych warto$ci wszystkich wyrazéw
ciagu zawartych w kubetku (dziala w czasie O(logk));

2. sum(i, j) — obliczenie sumy wyrazéw o indeksach od i do j, dla
1 <i<j <k (dziala w czasie O(k));

3. update_all(new_minimum) — aktualizacja dolnego ograniczenia na calym
przedziale do wartosci co najmniej new_minimum (dziala w czasie O(1));

4. update(i, j, new_minimum) — zwigkszenie wyrazéw o indeksach od ¢ do j,
dla 1 <14 < j <k, do wartoSci co najmniej new_minimum (dziala w czasie

O(klogk)).

Zauwazmy teraz, ze dowolny zakres indekséw od i do j (1 < i< j < n)
mozna rozbi¢ na pewna liczbe pelnych kubetkéw (oczywiscie, nie wigce]
niz y/n) oraz na co najwyzej dwa niepelne kubelki (te skrajne).

Dzigki temu zapytanie o sume liczb na przedziale od ¢ do j mozna
podzieli¢ na nie wiecej niz y/n zapytan sum_all() oraz co najwyzej

dwa zapytania sum(i’, 7). Stad kazde takie zapytanie obstugujemy

w czasie O(y/nlogn). Operacje modyfikacji ciagu na indeksach od 4

do j mozna takze wykonaé¢ w czasie O(y/nlogn), podobnie rozbijajac
caly przedzial na nie wiecej niz y/n kubetkéw, na ktérych wykonujemy
operacje update_all(new_minimum), i co najwyzej dwa brzegowe kubelki
z wykonywana operacja update(i’, ', new_minimum).

Przyktad. W tabeli na nastepnej stronie przedstawiono, jak zmienia sie
przykladowa kubetkowa struktura danych (n = 9) w wyniku pojedynczej
modyfikacji. Warto zwréci¢ uwage, ze w srodkowym kubetku zmienia sig¢
tylko dolne ograniczenie, tj. minimum.
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Kubelek 1 Kubelek 2 Kubelek 3

(&1 Co C3 C4 Cs Cg Cr Cg Co

t 4 2 1 7T 8 1 1 5 2

sorted_t 1 2 4 1 7 8 1 2 5

sum_sorted t | 0 1 3 7 0 1 8§ 16|10 1 3 8
minimum 0 0 0

update(3,8,4)

t 4 2 4 7 8 1 4 5 2

sorted_t 2 4 4 1 7 2 4 5

sum-_sorted_t | 0 2 6 10 |0 1 8 16|10 |2 6 11
minimum 0 4 0

Pozostaje opisaé, jak korzystajac z przechowywanych danych, efektywnie
wykonaé cztery operacje pomocnicze oferowane przez kubetek.

function sum_all()
pos := ostatnia pozycja taka, ze sorted_t[pos| < minimum
return minimum - pos + sum_sorted_t[k] — sum_sorted_t[pos]

Ostatnia pozycje pos znajdujemy, wyszukujac binarnie. Zauwazmy, ze

w tablicy ¢ jest doktadnie pos liczb mniejszych od minimum oraz doktadnie
k — pos liczb nie mniejszych niz minimum. Skoro aktualna wartos¢ kazdej
liczby to max(minimum, t[i]), wigc suma aktualnych wartoéci wynosi
minimum - pos (sumujemy pos najmniejszych liczb) plus suma k — pos
najwiekszych liczb, czyli sum_sorted_t[k] — sum_sorted_t[pos].

function sum(i, )
result == 0
for p:=1ito j do
result := result + max(minimum, t[p])
return result

W powyzszej funkcji sumujemy aktualne wartosci wyrazéw z kubetka
z okreslonych pozycji.

Aktualizacja dolnego ograniczenia na caly kubelek jest bardzo latwa:

function update_all(new_minimum)
minimum := max(new_minimum, minimum)

Jesli pojawia sie nowe dolne ograniczenie, ktére nie dotyczy catego zakresu
obejmowanego przez kubelek, lecz jedynie jego czesci, nalezy zaktualizowaé
liczby tylko z tego zakresu. Niestety, po takiej operacji tablice sorted_t oraz
sum_sorted_t staja si¢ nieaktualne, wigc obliczamy je ponownie. Oto zapis
stosownego algorytmu:

function update(i, j, new_minimum)
for p:=1ito j do
t[p] := max(t[p], new_minimum)
sorted_t := sort(t[1..k])
sum_sorted_t[0] :== 0
for p:=1to k do
sum_sorted_t[p] := sum_sorted_t[p — 1] + sorted_t[p]

Zaprezentowane rozwiazanie jest dosy¢ szybkie, jednak nie widaé¢ powodu,
dla ktérego problemu (MAX,+) nie mozna by rozwiazaé jeszcze szybciej.
Byé moze ktéremus z Czytelnikéw uda sie skonstruowaé takie rozwigzanie?
Czytelnik, ktéry do konca lipca 2013 roku przysle do redakeji rozwiagzanie
opisanego problemu o najlepszej ztozonosci, nie gorszej jednak niz

O(n + m+/n), zostanie nagrodzony kilogramem szwajcarskiej czekolady

w przesytce prosto z Zurychu. W przypadku wielu rozwiazan o tej samej
zlozonosci nagrodzimy subiektywnie najtadniejsze, w przypadku tego samego
najladniejszego rozwiazania — pierwsze sposrdéd otrzymanych.

11



Lekcja rysunku (5) — jeszcze raz dwunastos$cian

Ostatnio rysowaliémy dwunasto$cian foremny i dwudziestoscian foremny.
Przedstawimy jeszcze jeden sposéb rysowania dwunastoscianu foremnego.
Najpierw narysujemy trzy odcinki mniej wiecej réwnej dhugosci wychodzace
z jednego punktu pod katem okoto 120 stopni (rys. 1). Dalej wykorzystujemy

symetrie figury, a te trzy odcinki sa zaczatkiem trzech pieciokgtéw — Scian
rysowanego dwunasto$cianu. Z konca kazdego z odcinkéow rysujemy po dwa
nowe zblizonej dlugosci, tworzace dalsze boki wspomnianych pieciokatdw
(rys. 2). Przy rysowaniu warto pamigtaé¢ o symetrii, to znacznie ultatwia
wykonanie lepszego rysunku. Zamykamy teraz te trzy pieciokaty (rys. 3).
Pozostaly trzy pary odcinkow, ktoére trzeba ,domknac”, zeby otrzymac
kolejne trzy pieciokaty. W kazdym przypadku robimy to za pomoca trzech
odcinkéw, dwdch krétszych i jednego dtuzszego miedzy nimi (rys. 4, 5). Ten

dtuzszy powinien by¢ réwnolegly do lezacego naprzeciw. Zreszta te krétsze
tez powinny mieé swoje réwnoleglte odpowiedniki; znoéw dziata symetria.

& &

Rys. 3 Rys. 4 Rys. 5

8 "aola delid
P

Rys. 1

Rys. 2

Tylne, niewidoczne krawedzie
rysujemy, odwracajac

W pewnym sensie wyjsciowa
sytuacje, pamietajac,

ze przeciwlegle Sciany
dwunasto$cianu powinny by¢
réwnolegte (rys. 6, 7).

Rys. 6 Rys. 7

pisat i rysowat Zdzistaw POGODA
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Mota delld

Nauka pieczenia

Jeffrey spojrzal w kierunku piekarnika, gdzie apetycznie brazowiato kruche
ciasto nadziewane jabltkami. Byl pewien, ze odkryl naukows metode
umozliwiajaca otrzymanie ciasta idealnego: o strukturze cieniutkich ptatkow,
delikatnego, ale chrupkiego.

Klasyczne ciasto kruche przygotowuje sie wedtug formuty 3-2-1. Na trzy
czesdci objetodci maki przypadaja dwie czesci ttuszezu i jedna czesé wody.
Zazwyczaj dodaje si¢ jeszcze szczypte soli, a jesli ciasto ma by¢é stodkie,

rowniez kilka tyzeczek cukru.

Jeffrey zastanawial sie, czym kieruja sie ludzie kupujacy mrozone ciasto
kruche w supermarketach. Ostatecznie przepisu 3-2-1 sknocié¢ sie nie da,
a oszczednosé czasu na mieszaniu sktadnikéw i rozwatkowywaniu placka
wynosi zaledwie od kilku do kilkunastu minut.

Sktadniki ciasta kruchego nie sg bynajmniej jednorodne. Zwykta maka
pszenna sklada sie przede wszystkim ze skrobi, okolo 10% jej masy to

woda, a od 8 do 15% to biatka: gtéwnie glutelina i gliadyna. Jesli do maki
dodaé¢ wody, glutelina i gliadyna tacza sie, tworzac gluten. To wlasnie dtugie
tancuchy glutenu nadaja apetyczng sprezysto$é pierogom, ale ich nadmiar
calkowicie rujnuje ciasto kruche, ktore staje sie zbyt twarde. Formowanie

sie glutenu mozna utrudnié, dodajac do ciasta ttuszczu, ktoéry ,,chroni”
czasteczki biatek przed wiazaniem sie z czasteczkami wody. Niektorzy
zakwaszaja ciasto za pomoca octu winnego — ma to na celu ostabienie
wlékien glutenowych.

Jeffrey przekonal sie jednak na wlasnej skérze, ze glutenu nie nalezy sie
nadmiernie ba¢. Kiedys bardzo doktadnie zmiksowal make z ttuszczem, zeby
dokladnie zabezpieczy¢ make przed reagowaniem z woda. Rezultat? Ciasto
wyszlo niesmaczne, bez ,ptatkowej” struktury i nie nadawalo si¢ do niczego.

Niemal pét wieku temu w czasopismie Bakers Digest opisano, skad sie

bierze owa ,ptatkowa” struktura. Okazuje sig, ze najwazniejsze jest, by
podczas wyrabiania ciasta dodany do niego tluszcz sktadal si¢ zaréwno

z frakcji statej, jak i z frakcji ptynnej. Ta druga zapobiega powstawaniu
nadmiernej ilosci glutenu, a ten, ktéry i tak powstanie podczas wyrabiania
ciasta, uklada sie w warstwy rozseparowane frakcja stata. Kiedy temperatura
ciasta przekracza 70 stopni Celsjusza, frakcja stala topi sie, pozostawiajac
rozdzielone platki ciasta. Dalsze zwigkszanie temperatury prowadzi do
odparowania wody, co nadaje ciastu pozadana chrupkoscé.

Jeffrey, jak wigkszosé¢ ludzi z jego pokolenia, dzielit tluszcze na ,,dobre”

i ,zte”. Ten podzial na kategorie moralne mogt przebiegaé¢ wedtug kilku
réznych schematéw. ,,Zte” byly kwasy ttuszczowe nasycone i trans,
popularnoécia nie cieszyt sie tez ostatnio smalec, by¢ moze z uwagi na jego
delikatny, ale charakterystyczny aromat. Jeffrey uwazal jednak, ze aromat
ten doskonale komponuje si¢ z jabtkami. Do task konsumentéw wroécilo za to
niedawno masto, cho¢ zawiera ono na ogét wiecej od smalcu nasyconych
kwasow thuszczowych.
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Elementy fabuly i zawarte w tekscie
wiadomoéci pochodzg z ksigzki

J. Steingartena The Man Who

Ate Everything, Random House,
Nowy Jork 1998.

Smalec ma wyzsza od masta temperature topnienia, nie zawiera tez tyle
wody, ulatwiajacej tworzenie si¢ glutenu. Na dodatek, w niskiej temperaturze
czasteczki kwaséw tltuszczowych smalcu tworza skupiska wigksze od tych
osiagalnych w masle. Wszystko to sprawia, ze smalec jest doskonaltym wyborem
dla tych, ktorzy w ciedcie kruchym cenia jego ,platkowa” strukture.

Jeffrey pamietal, ze jego babcia zawsze siekala ciasto nozem, aby nie ogrzaé
nadmiernie tluszczu cieptem wtasnych rak, a po wyrobieniu chtodzita
ciasto w lodéwce. Sam nigdy nie byl przesadnie staranny, jesli chodzi

o temperature ciasta, a mimo to jego ostatnie eksperymenty kulinarne
prowadzily do nader apetycznych wynikéw.

Kiedy na $wiecie szalata druga wojna s$wiatowa, artykut opublikowany

w czasopiSmie Cereal Chemistry orzekl, ze jedli do kruchego ciasta uzywac

schtodzonego thuszczu, bardzo wazne jest, ile dodaje sie wody i jaka jest jej
temperatura. Jednak kiedy tluszcz ma temperature pokojowa, czynniki te

staja sie nieistotne — w rozsadnym zakresie ilosci i temperatury wody.

Jeffrey wyjal ciasto z piekarnika. Kuszacy zapach wypelnit juz cata kuchnie,
wedrowal do pozostalych czesci mieszkania. Rozlegt si¢ dzwonek do drzwi.
To przyszta Marion.

przygotowal Krzysztof TURZYNSKI

Formalnie, wymiar Minkowskiego
zbioru S okreslamy jako

dimar (S) = lim 28N
c—o log(1/¢)

gdzie N (eg) jest minimalng liczba
kostek o boku e niezbedna do pokrycia
zbioru S. Intuicyjnie, zbiér ma wymiar
Minkowskiego d, jesli minimalna
liczba kostek o boku &, niezbednych
do jego pokrycia, skaluje si¢ jak (1/e)?.
Przykltadem zbioru o niecatkowitym
wymiarze Minkowskiego jest zbiér
Cantora, ktérego wymiar wynosi
logs 2 ~ 0,6309. Inne, czgsto uzywane
pojecie wymiaru to tzw. wymiar
Hausdorffa.

*Institute for Quantum Computing,
Waterloo, Kanada

Hipoteza Kakeyi
Marcin KOTOWSKI™*, Michal KOTOWSKI*

Wyobrazmy sobie igle umieszczona wewnatrz pewnego zbioru na plaszczyznie.
Igte traktujemy jak odcinek jednostkowy, ktéry mozemy dowolnie obracaé

i przesuwaé¢ w obrebie naszego zbioru. Zalézmy, ze chcielibySmy wykonaé igla
obrét o 360° — jak wiele miejsca do tego potrzeba?

Oczywiscie, mozemy umiesci¢ igle na $rodku kola o promieniu 1/2 i obrécié ja
bez przesuwania, co wymaga pola rownego 7. Po chwili zastanowienia widac, ze
rozwiazanie to nie jest optymalne. Umieszczajac igle wewnatrz ksztaltu utworzonego
przez trzy tuki deltoidy, przedstawionego na rysunku, a nastepnie przesuwajac

i obracajac ja tak, aby w kazdej chwili stykala si¢ z brzegiem figury w trzech
punktach, mozemy wykona¢ pelny obrét przy polu . Czy da si¢ jeszcze lepiej?
Pytanie to zadal po raz pierwszy japonski matematyk Soichi Kakeya

w 1917 roku. Jak latwo sie przekonaé¢, aby wewnatrz zbioru dalo sie wykonaé
pelny obrét igly, musi on zawiera¢ odcinek jednostkowy w kazdym kierunku.
Wtlasnos¢ ta ma sens nie tylko na plaszczyznie, ale tez w przestrzeni dowolnego
wymiaru, co motywuje nastepujaca definicje:

Definicja 1. Zbiér K C R™ nazwiemy zbiorem Kakeyi, jesli zawiera on odcinek
jednostkowy w kazdym kierunku.

Zaskakujacej odpowiedzi na pytanie Kakeyi udzielit Abraham Besicovitch

w 1919 roku. Okazuje sie, ze istnieja zbiory o dowolnie malym polu,
wewnatrz ktorych mozna obrocié igte! Co wiecej, mozna nawet skonstruowaé
zbiory Kakeyi o polu réwnym zeru. Konstrukcje, oparta o sprytne

sklejanie tréjkatéw o coraz mniejszych polach, mozna obejrzeé¢ na stronie
http://www.math.ucla.edu/"tao/java/Besicovitch.html.

To jednak jeszcze nie koniec. Nawet wsrod zbiorow o mierze zero istnieja zbiory
,mniejsze” i ,wigksze”. Intuicje z tym zwiazana formalnie ujmuje pojecie

tzw. wymiaru Minkowskiego, ktéry (méwiac bardzo ogélnie) mierzy, jak
dobrze zbiér wypelnia przestrzen. Wymiar ten moze by¢ liczba niecatkowita.
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Cialo to struktura algebraiczna, w ktorej
mozna wykonywaé zwyczajne dzialania
dodawania i mnozenia oraz dzieli¢ przez
elementy rézne od zera. Przykladem ciata
o skoniczonej liczbie elementéw jest Zp,
zbior liczb od 0 do p — 1 z dziataniami
dodawania i mnozenia modulo p.

Rozwigzanie zadania M 1383.
Z nieréwnodci tréjkata mamy

[b—c|l+|a+b+c| > |a+ 2b|.

Pozbylismy sie tym samym zmiennej ¢
i wystarczy teraz udowodnié, ze

la — bl + |a + 2b| > |a| + [b].

W tym celu zamieniamy zmienne:

u=a—b,v=a+2b, tzn. b =v —u/3,
a = 2u + v/3. Otrzymujemy wéwczas
2u + v v —u
al + |b| = <
Jal + 6] = | 2 1<

<2\ \+1H+1H+1H
Z v Z v — =
\Su 37, 31 3u
H+2H<
= |u —|v| <

3

< Jul + [v] = la — b| + |a + 2b].

Przykladami zbioréw o niecatkowitym wymiarze Minkowskiego sa zbiory
samopodobne (fraktale). Maksymalny mozliwy wymiar zbioru S C R™ wynosi n.

Mozemy teraz wroci¢ do pytania, jak duzy w sensie wymiaru Minkowskiego musi
byé¢ zbiér Kakeyi.

Hipoteza (Hipoteza Kakeyi). Jesli K C R™ jest zbiorem Kakeyi w przestrzeni
n-wymiarowej, to K ma wymiar Minkowskiego (i wymiar Hausdorffa) réwny n.

Hipoteze te udato si¢ dotychczas udowodnic¢ jedynie dla n = 2. W wyzszych
wymiarach, pomimo wysitkéw wielu matematykéw, pozostaje ona problemem
otwartym, powiazanym z wieloma dzialami matematyki, miedzy innymi

z analiza harmoniczna i réwnaniami rézniczkowymi czastkowymi.

Skoro nie potrafimy udowodni¢ hipotezy Kakeyi w R™, nasuwa sie pytanie, czy
istnieje jaka$ prostsza wersja lub szczegdlny przypadek problemu, ktory latwiej
rozwigzaé. Zwroémy uwage, ze do zdefiniowania zbioru Kakeyi potrzebujemy
jedynie abstrakcyjnego pojecia prostej czy odcinka, natomiast nie jest istotne, ze
mamy do czynienia z liczbami rzeczywistymi. W szczegoélnosci mozemy rozwazaé
dyskretny wariant problemu, w ktérym n-wymiarowa przestrzen euklidesowa
zastepujemy przestrzenia nad cialem skonczonym.

Niech F, bedzie cialem o g elementach. Przez [y bedziemy oznaczac zbior
wektoréw (a1, ...,a,), gdzie a1, ..., a, € Fy, z naturalng operacja dodawania

po wspdlrzednych. Zamiast przestrzeni euklidesowej R™ rozwazamy wiec skonczona
przestrzen Iy o ¢ elementach. Prosta w kierunku v przechodzaca przez punkt a,
gdzie v, a € Fy, nazwiemy, podobnie jak w przypadku euklidesowym, zbi6r postaci
{a+tv:t eF,}. Kazda taka prosta zawiera ¢ punktéw.

Poniewaz nasza przestrzen jest teraz skonczona, bardziej naturalne w definicji
zbioru Kakeyi bedzie zastapienie odcinkéw prostymi.

Definicja 2. Zbior K C Fj nazwiemy zbiorem Kakeyi, jesli zawiera on prosta
w kierunku kazdego wektora z Fy'.

Aby sformulowaé hipoteze Kakeyi dla ciat skonczonych, potrzebujemy
Jeszcze dyskretnego odpowiednika wymiaru. W przestrzeni Fy' naturalnym
odpowiednikiem zbioru wymiaru d bedzie zbiér mocy rzedu ¢?. Prowadzi to
do nastepujacej hipotezy.

Twierdzenie (Hipoteza Kakeyi dla cial skoficzonych). Niech Fy bedzie
ciatem skonczonym o q elementach. Dla kazdego n > 1 istnieje taka stala ¢, > 0,
niezalezna od q, ze jesli K C Fy jest zbiorem Kakeyi, to

|K| > cnq”.

Problem ma teraz bardziej kombinatoryczny charakter niz w przypadku
euklidesowym, co nie znaczy, ze musi by¢ latwiejszy do rozwiazania. Hipoteze
Kakeyi dla cial skoniczonych postawiono w 1999 roku. Przez dziesigé lat, pomimo
prob wielu matematykéw, w tym medalistéw Fieldsa, nie udalto sie jednak jej
udowodnic.

W zwiazku z tym wielkim zaskoczeniem okazal sie przedstawiony przez Zeeva Dvira
w 2009 roku pigkny i prosty dowdd hipotezy Kakeyi dla cial skonczonych. Dowéd,
z pewnoscia zastugujacy na miano Dowodu z Ksiggi, korzysta z tzw. metody
wielomianowej, stosowanej juz wezeéniej w kombinatoryce, a przy tym jest tak
elementarny, ze daje si¢ zrozumie¢ z wykorzystaniem podstawowej wiedzy licealnej!

W dowodzie kluczowsg role graja wielomiany nad ciatami skoniczonymi. Niech f

bedzie wielomianem n zmiennych 1, ..., x, o wspélczynnikach z F,. Powiemy,
ze f ma miejsce zerowe w punkcie x = (z1,...,2,) € Fy, jedli f(x1,...,2,) = 0.
Stopniem jednomianu postaci ' - ... - z%" nazywamy sume wykladnikéw:

ay + ...+ an, a stopniem wielomianu — najwigkszy stopien jednomianu
wchodzacego w sklad f.

Przed przystapieniem do dowodu hipotezy przedstawiamy dwa lematy, ktorych
dowdd jest éwiczeniem dla Czytelnika. Nad cialem nieskoniczonym (np. R) wielomian
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Rozwigzanie zadania F 829.
Oznaczmy przez v stosunek dlugosci
wiszacej czesci liny do catkowitej dlugosci
liny. Niech N bedzie naprezeniem liny
tam, gdzie zaczyna sie jej wiszaca czesc.
Warunek réwnowagi dla wiszacej czeéci
to vmg = 2N sin a. Z kolei sita tarcia
statycznego jednej z dwéch lezacych
czgéci liny T' nie moze przekraczac
nacisku tej czesci liny na zbocze; nacisk
ten jest réwny (1 — v)mgcos a/2.

Ta sita tarcia musi zréwnowazy¢

dwie sity: sktadowsg sily grawitacji
wzdluz zbocza (1 — v)mgsina/2
dziatajaca na lezgcay czeé¢ liny oraz
naprezenie liny N. Podstawiajac
wartosci funkcji trygonometrycznych,
otrzymujemy maksymalna warto$é¢ v
réwng 3 — 22 ~ 0,17. Co ciekawe,

jest to maksymalna czesé¢ dlugosci

liny, jaka moze wisie¢ w powietrzu

dla dowolnego kata .

zerujacy sie w kazdym punkcie ciala musi by¢ tozsamosciowo réwny zeru (mieé
wszystkie wspdlczynniki zerowe). Zauwazmy, ze nie jest to prawda nad cialami
skoficzonymi — dla dowolnego ciala skoniczonego Fy wielomian f(z) = [[ e, (2 — a)
jest wielomianem stopnia ¢, ktéry zeruje sie w kazdym punkcie [Fy, a nie jest
tozsamosciowo réwny zeru. Kazdy wielomian o tej wlasnosci musi mie¢ jednak
odpowiednio wysoki stopieni, o czym méwi nastepujacy lemat.

Lemat 1 (Lemat SchwartzaZippela). Niech [ bedzie wielomianem n zmiennych
Z1,...,%n 0 wspolczynnikach z F,. Niech f ma stopiern d > 0. Wtedy liczba
miejsc zerowych f wynosi co najwyiej d-q" " .

Dowdéd przebiega przez indukcje wzgledem n. Dla n = 1 jest to po prostu
stwierdzenie, ze wielomian jednej zmiennej, majacy stopien d, ma co najwyzej d
miejsc zerowych. W szczegdlnosci, jesli wielomian f ma stopien nie wigkszy niz g — 1
1 zeruje si¢ w kazdym punkcie z € Fy, to musi by¢ tozsamosciowo réwny zeru.
Lemat 2. Niech K C Fy bedzie zbiorem mocy mniejszej niz (”Zd). Wtedy istnieje
wielomian f w zmiennych x1, ..., x, stopnia co najwyzej d, ktory zeruje sie we
wszystkich punktach K i nie jest tozsamos$ciowo réowny zeru.

W dowodzie kluczowa jest obserwacja, ze jednomianéw w zmiennych x1, ..., T,
stopnia co najwyzej d jest dokladnie ("), wobec czego uklad réwnai na

wspolcezynniki wielomianu f o zadanych wladciwodciach ma niezerowe rozwiazania.

Majac w reku powyzsze lematy, mozemy przystapi¢ do dowodu hipotezy Kakeyi.
Przypus$émy, ze istnieje zbior Kakeyi K o mniej niz ("t’i*l) elementach. Z Lematu 2
wnioskujemy, ze istnieje nietrywialny wielomian f stopnia co najwyzej ¢ — 1,
zerujacy sie w kazdym punkcie K. Zbiér K jest zbiorem Kakeyi, wiec dla dowolnego
niezerowego wektora x € [y zawiera on prostg w kierunku z, czyli zbiér postaci
{y+tx:teF,} dla pewnegoy € . Rozpatrzmy teraz obcigcie wielomianu f do
prostej w kierunku z, a wigc wielomian jednej zmiennej h, okreslony jako

ha(t) = fy + tx).
Dla kazdego t € F, mamy y +tx € K, wiec h, zeruje si¢ punkcie ¢. Oznacza to,
ze hy zeruje sie w kazdym punkcie ciata Fy, a poniewaz (tak jak f) ma stopien
co najwyzej ¢ — 1, wiec musi by¢ tozsamosciowo réwny zeru. Zatem dla kazdego
z € Fy mamy h, = 0.

Oznaczmy stopien f przez d i rozpiszmy f na czesci jednorodne, czyli

d
f = Zfza
=0

gdzie f; jest wielomianem zlozonym z jednomianéw stopnia dokltadnie i.
Nietrudno sprawdzi¢, ze dla dowolnego x € Fj wyraz wiodacy wielomianu

he(t) = f(y + tx), a wiec wspélezynnik przy t¢, wynosi fy(x). Skoro h, jest
rowny tozsamosciowo zeru, to ma wszystkie wspotczynniki rowne zeru, a wiec
dla kazdego = € Fy; zachodzi fq(z) = 0. Jednak fq ma stopien d < ¢ — 1, wige
gdyby nie byt tozsamosciowo réwny zeru, to na mocy lematu Schwartza—Zippela
moégltby mieé¢ co najwyzej d - ¢" ! < ¢" — q miejsc zerowych. Stad wniosek, ze

fa = 0. Zalozylismy jednak, ze wielomian f ma stopien d, czyli w szczegdlnosci
fa nie jest tozsamosciowo réwny zeru — otrzymujemy wiec sprzecznosc.

WywnioskowaliSmy zatem, ze dowolny zbiér Kakeyi K musi mie¢ moc

K| > (""97"), co z dokladnoscia do wyrazéw nizszego rzedu w ¢ wynosi ~ L¢

Udowodnili$my wiec hipoteze Kakeyi ze stata ¢, ~ %

n

Stosujac bardziej wyrafinowany wariant metody wielomianowej — tzw. metode
krotnosci — mozna udowodni¢ hipoteze Kakeyi z asymptotycznie lepsza stata
Cp R 4%. 7 drugiej strony, znane sa konstrukcje zbioréw Kakeyi rozmiaru
bliskiego 2”,;_1(]" dla dostatecznie duzego gq.

Czytelnikowi zainteresowanemu tym zagadnieniem, a w szczegdlnosci innymi
zastosowaniami metody wielomianowej, polecamy materiaty ze strony
http://warsztatywww.wikidot.com/www8:kody-ciala-igly przygotowane
przez autoréw artykutu.

16



Parzyste, nieparzyste Jakub RADOSZEWSKI

Zadanie pojawilo si¢ na Akademickich
Mistrzostwach Polski w Programowaniu
Zespotowym w 2012 roku.

L...]

Rozwigzanie zadania F 830.

Sita dzialajaca na dziewcze trzymajace sie
liny jest w kazdej chwili prostopadtla do
kierunku ruchu dziewczecia, nie wykonuje
wiec nad dziewczeciem zadnej pracy.
Predkos¢ dziewczecia zderzajacego

sig¢ ze stupem bedzie wiec rowna jego
predkosci poczatkowej.

Zadanie. Powiemy, ze ciag liczb naturalnych jest k-parzysty, jesli kazdy jego
k-elementowy spojny fragment ma parzysta sume. Przyktadowo, ciag:

A= (4,3,4,2,1,2 5,2 6,1, 4,1, 2 4)
jest b-parzysty, a ciag:

B = (52,4,4,1,6,3,2, 3,5 6,7, 4, 1)

nie. Ile minimalnie wyrazow ciagu B trzeba zmienié¢, aby stal si¢ on 5-parzysty?

Nastepujace podejscie jest bardzo naturalne. Suma pierwszych pieciu wyrazow
ciagu B jest réwna 16, jest wiec parzysta — nic nie trzeba zmienia¢. Suma wyrazow
od drugiego do szdstego jest réwna 17 — to zle. Aby suma ta stala si¢ parzysta,
wystarczy szosty wyraz ciagu zamienié¢ na jakikolwiek nieparzysty, np. na 1:

B = (5,2,4,4,1,1,3, 2 3,5, 6, 7,4, 1).
Teraz suma pieciu rozwazanych wyrazéw jest réwna 12 — mozemy i8¢ dalej.
Kolejny wyraz ciagu jest réwny 3, a suma pigciu wyrazéw konczacych si¢ na tym
wyrazie to 13. Wystarczy zatem na siédmej pozycji ciagu wstawi¢ jakakolwiek
liczbe parzysta, np. 2. Nowy ciag ma postac:

B" = (5,2,4,4,1,1,2,2 3,5 6, 7,4, 1).
Kontynuujac to podejécie, zmienimy jeszcze wyrazy 3, 6, 71 1. Niestety,
wykonaliSmy w sumie sze$¢ zamian, a da sie lepie;j.

Sprébujmy podejéé do zadania bardziej metodycznie. Przede wszystkim zauwazmy,
ze znaczenie ma jedynie parzystos¢ wyrazow ciagu. Wystarczy wiec, zamiast B,
rozwazad ciag:

C =(1,00,0 1,0 1,0, 1, 1,0, 1, 0, 1).

Oznaczmy przez W binarny ciag wynikowy (powstaly z C' poprzez minimalna
liczbe zamian).

Dla dowolnego ¢, sumy W; + W1 + Wito + W3 + W44 oraz

Wit1 + Wigo + Wiys + Wipy + Wii5 musza mieé te sama parzystosé. Stad
W; = Wiy5. Widzimy zatem, ze ciag W rozpada sie na 5 podciagéw statych:
W1 = W6 = Wll, W2 = W7 = W12 itd.

Zapiszmy ciag C' tak, aby wyrazy o indeksach rézniacych sie o 5 znajdowaly sie
jeden pod drugim:

11010011
110111
0]1]0|1

Wyrazy polozone w tych samych kolumnach musza staé¢ sie rowne w ciagu W.
Aby wykonaé jak najmniej zamian, w pierwszej kolumnie ustawimy same zera,
w drugiej — same jedynki, w trzeciej — zera, w czwartej i piatej — jedynki. Razem
wyszly nam trzy zamiany. Jakie to proste!

Ot6z. . . nie do konca. Zapiszmy nasz wynikowy ciag:

0[{1]01]1
0[{1]0|1]1
0[{1]0|1

Widzimy, ze sumy wszystkich piecioelementowych fragmentéow ciagu sa réwne,
ale — nieparzyste! No tak — wida¢, gdzie popemiliémy blad. Aby wszystkie sumy
staly sie parzyste, nalezaloby jedna z kolumn zmieni¢ na odwrét. Najbardziej optaca
sie wybraé¢ kolumne, ktéra w tym ukladzie wymaga najmniej zamian: ustawiamy
jedynki w pierwszej kolumnie (wzglednie zera w drugiej lub w czwartej). Ostatecznie
wykonaliSmy cztery zamiany. Oto uzyskany przez nas ciag wynikowy:

W = (1,1,0,1,1,1, 1,0, 1, 1, 1, 1, 0, 1)
oraz ciag B po minimalnej liczbie zamian:
Bw = (5,1,4,1,1,1, 3,2, 3,5 1, 7, 4, 1).
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Formalnie iloczyn wektorowy

jest zdefiniowany w przestrzeni

tréjwymiarowej; w zadaniach z geometrii
w dwéch wymiarach zwykle okresla sie go

dla wektoréw vy = [z1, y1], va = [z2, y2]

jako liczbe x1y2 — z2y1.

Rys. 1. Dwa przypadki potozenia

nieuporzadkowanej czwérki p
A (po lewej) i B (po prawej).

e gs

unktow:

q2

e q1

p1

° 46
gz
."

© 44

o g7

Rys. 2. Przejscie prostej ze stanu
(i,z,y) = (2,2,5) do stanu (3,2,5),

a nastepnie do (4, 3,4).

Informatyczny kacik olimpijski (61): Czworokaty wypukle

W tym kaciku zajmiemy si¢ zadaniem Quadrilaterals z obozu w Petrozawodsku
w 2006 roku. Na plaszczyznie dane jest n punktéw w polozeniu ogblnym (tzn. zadna
trojka punktéw nie lezy na jednej prostej). Nalezy wyznaczyé liczbe czworokatéw
wypuktlych, ktérych wierzchotki znajduja sie wsrod podanych punktéw.

Aby sprawdzié, czy punkty pg, p1, p2, p3 moga by¢ kolejnymi wierzchotkami
czworokata wypuklego w porzadku przeciwnym do kierunku ruchu wskazdéwek
zegara, wystarczy zbadaé, czy kazda tréjka kolejnych punktéw tworzy zakret
w lewo. W tym celu mozna zbadaé¢ znak iloczynu wektorowego:

(Pi = P(i—1)mod4) X (P(i+1) moda — Pi) > 0.
Sprawdzajac wszystkie mozliwe czworki uporzadkowane, liczbe ,,dobrych czwoérek”

mozemy wyznaczyé w czasie O(n*). Liczbe czworokatéw wypuklych uzyskamy,
dzielac liczbe ,,dobrych czwérek” przez 4 (bierzemy poprawke na obroty cykliczne).

Aby otrzymac szybsze rozwiazanie, skorzystamy z pewnego pomyslowego triku.
Rozwazmy dowolna nieuporzadkowana czwérke punktéw (w polozeniu ogdlnym)
i zastanéwmy sie, jakie czworokaty mozna na niej zbudowaé. W zaleznosci

od wzajemnego ustawienia punktéw mamy dwa przypadki (patrz rys. 1):

albo wszystkie punkty leza na brzegu otoczki wypuklej (przypadek A), albo
trzy punkty leza na brzegu otoczki wypuktej, a czwarty punkt w $rodku
(przypadek B). Latwo przekonaé sie, ze w pierwszym przypadku czworka
punktéw wyznacza jeden czworokat wypukly, natomiast w drugim przypadku
dostajemy trzy rézne czworokaty wkleste.

Powiemy, ze para punktéw {pi,pa} tworzy przeciecie z para punktéw {q1,ga},
jesli punkty q1, q2 leza po réznych stronach prostej wyznaczonej przez punkty
p1,p2. Zauwazmy, ze czworka punktéw z przypadku A generuje nam dwa
przeciecia (gdy za punkty p1, pa wezmiemy przeciwlegle wierzcholki czworokata
wypuklego), natomiast w przypadku B sa to trzy przeciecia (gdy jeden
z punktéw py, pa lezy w $rodku otoczki wypuklej). Niech P bedzie liczba
wszystkich przecie¢ w zadanym zbiorze n punktéw, natomiast a i b beda liczba
czworek punktéw tworzacych uklady odpowiednio typu A i typu B. Mozemy
napisa¢ nastepujacy uklad rownan:

{ () =a+b

P=2a+3b

Rozwiazujac ten uktad, dostajemy, ze liczba czworokatow wypuktych to
a= 3(2) — P (przy okazji: liczba wszystkich czworokatéw to a + 3b = 2P — 3(2))

Pozostaje pokazaé, jak wyznaczy¢ liczbe P. Jedli dla ustalonej pary punktow
{p1,p2} dokladnie & punktéw lezy po jednej stronie prostej pips 1 y punktéw
lezy po drugiej stronie tej prostej, to mamy x - y przecie¢ zawierajacych pare
{p1,p2}. Rozwazajac kazda taka pare {p1,p2} osobno, uzyskujemy czas O(n?).

Szybciej wyznaczymy P, korzystajac z metody zamiatania. Ustalmy punkt p;

i przesunmy punkty na plaszczyznie tak, zeby srodek uktadu wspoétrzednych
znalazl sie w p;. Dla kazdego innego punktu ¢ wyznaczmy kat a(q) € [0, 2),
jaki tworzy pdlprosta p1q z osia OX. Niech ¢, ..., q,—1 bedzie lista tych punktow
posortowana rosnaco wzgledem katéw «(q) mod 7, czyli wzgledem katdw, jakie
tworzy prosta p1q z osia OX. Na poczatku przyjmujemy ps = ¢1 1 wyznaczamy
liczby x 1 y punktéw, ktére leza powyzej i ponizej prostej p1ps2 (tj. odpowiednio
na lewo i na prawo od wektora p1p3). W kazdym kolejnym kroku i =1,...,n — 2
zmieniamy punkt ps na ¢; 11 i uaktualniamy z i y (patrz rys. 2):

if a(q;) < 7w then y:=y+ 1 else z := x + 1;
if a(qiy1) <mthenz:=z —1elsey: =y — 1;

Poniewaz dla ustalonego punktu p; sortowanie zajmie czas O(nlogn),

a przejrzenie — czas O(n), wiec caly algorytm wykona si¢ w czasie O(n?logn).
Uzyskany wynik (sume iloczynéw z - y) musimy podzieli¢ przez 2, gdyz
interesuja nas nieuporzadkowane pary punktéw {p1,ps}.

Tomasz IDZIASZEK
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne
Rozmiar lisci (jak) wysokich drzew

Wielko$¢ rozwinietych lidci drzew okrytonasiennych
(okrytozalazkowych), czyli owocujacych drzew liSciastych
(przykladem lisciastego drzewa nagonasiennego jest miltorzab),

jest bardzo zréznicowana, od kilku milimetréw do ponad metra.
Zroznicowanie to jednak istotnie zmniejsza sie dla gatunkéw
osiagajacych najwieksza wysokosé, dla ktorych wielkoséé lisci zawiera
si¢ miedzy 10 a 20 centymetréw.

Dlaczego liscie najwyzszych drzew nie sa ani mniejsze, ani wigksze
niz kilkanascie centymetréw i dlaczego drzewa lidciaste nie rosna
wieksze niz okoto 100 metrow, a najwieksze z nich rosna tylko

w lasach tropikalnych?

Autorzy pracy [1] argumentuja, ze wiaze sie to z ograniczeniami
wynikajacymi z mikrohydrodynamiki, ktérej prawom podlega
transport zyciodajnej energii w postaci cukréw wytwarzanych
w liSciach w procesie fotosyntezy.

Transport odbywa si¢ w zywej tkance, zwanej tykiem, poprzez
rurki sitowe (u okrytonasiennych) — wyspecjalizowane wydtuzone
komérki (ktérych promien okazuje si¢ byé¢ ograniczony do okoto
20 mikronéw). Transport ten mozna rozpatrywaé analogicznie do
obwodu elektrycznego.

Odpowiednikiem napigcia jest cinienie osmotyczne zwiazane

z réznica stezen (gléwnie cukréow) w lisciach i w zwyklej wodzie,
ktore jest zblizone u réznych gatunkéw. Natomiast oporem sa,

po pierwsze, polprzepuszczalne blony w zrddle i w odbiorniku, czyli
w lisciach i w tkankach, ktére maja byé¢ odzywione, a po drugie —
opér w pniu.

Opory zwiazane z pokonywaniem blon sg odwrotnie proporcjonalne
do powierzchni tych bton, ktére sa proporcjonalne do dlugosci liscia
oraz dtugoéci pnia. Wynika stad, ze opdr zwiazany z odbiorem
mozna pominac.

Natomiast opér pnia jest proporcjonalny do jego dlugosdci (tak jak
op6r omowy linii przesylowej).

Skutecznosé przesytania cukréw jest odwrotnie proporcjonalna

do oporu, wiec drzewo zbyt wysokie byé nie moze (ze wzgledu na
opér przesylania w pniu), a najwieksze wysokosci (im wyzej, tym
wiecej Swiatla, a wiec potencjalnie efektywniejsza fotosynteza) osiaga
tylko tam, gdzie warunki sg idealne.

Rosngcy na Tasmanii najwyzszy znany zyjacy

przedstawiciel gatunku Eucalyptus regnans Z kolei zbyt mate licie nie generuja wystarczajacego poczatkowego
o wysokosei okoto 100 metréw. strumienia sokéw, ktéry rosnie z rozmiarem liscia, jak rzeka rosnie
www . humboldt.edu/redwoods wraz z JeJ dorzeczem.

Ponizej, galazka z lisémi, kwiatami oraz Natomiast zbyt duze licie przestajg przyspieszaé transport

zawigzkami owocéw tego samego gatunku. . . . . , . .
w najwyzszych drzewach, bo dominuje tam opér pnia. W takim

razie drzewu ,nie oplaca sie” ponosi¢ wysokich kosztow ich tworzenia
i utrzymywania.

W ten sposoéb podobna wielkos¢ lidci i maksymalna wysokosé drzew
lidciastych znajduje nowe, oparte o prawa fizyki, wyjasnienie [1].
Wielkoéci te osiagaja optymalne wartosci ze wzgledu na skutecznosé
dystrybucji substancji odzywczych.

Piotr ZALEWSKI

(1] Kaare H. Jensen, Maciej A. Zwieniecki, Physical limits to leaf size in tall trees,
Phys. Rev. Lett. 110(2013)018104.
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Rzodkiewnik

Pszenica

Najwiekszy wspoétczesny GMO

Jezeli przejrzeé¢ daty, kiedy oznaczono pelne genomy réznych organizméw, to
widaé wyrazne opdznienie takich badan roélin w stosunku do bakterii i zwierzat.

Rosliny bardzo wczesnie (zapewne ponad 1,5 miliarda lat temu) oddzielity sie

od ,wspdlnego pnia” ewolucyjnego, a wspélnym przodkiem roslin i np. ludzi byt
zapewne organizm jednokomérkowy, majacy jadro, a w nim material genetyczny
(eukariont). O roslinach wiadomo, ze maja bardzo duze i ztozone genomy, dlatego
tez genetycy, w celu urealnienia badan, dtugo szukali gatunku rosliny z ,matym”
genomem. Wybdr padl na rzodkiewnika, Arabidopsis thaliana. To niepozorny
kwiatowy chwast, dostosowany do srednich warunkéw klimatycznych, o krotkim
czasie generacji, tatwy w rozmnazaniu (ros$nie nawet na trawniku mojego
Instytutu), na ktéry twoérca zielnika nie zwrécitby szczegdlnej uwagi.

Dla genetykéw okazal sie bezcenny, poniewaz liczba elementéw jego genomu
wynosi 125 milionéw; tworza one 25500 genéw, co pod wzgledem wielkosci mozna
poréwnywac z genomami muszki D. melanogaster i nicienia C. elegans. Zreszta,
podobng liczbe genéw maja ssaki, ale ich genomy sktadaja sie z okoto 3 mld
elementow. Najdtuzszy zbadany genom roglinny nalezy do rosliny ozdobnej Paris
japonica i sktada si¢ ze 150 mld elementéw. Zatem nie dtugosé i nie liczba gendéw
okreslaja pozycje ewolucyjng organizmu.

Genomem rzodkiewnika zajela sie w 1996 roku duza miedzynarodowa grupa
badaczy, projekt zakonczono 4 lata pézniej. Byt to wstep do poznawania
genomdw ziemniaka, ryzu, soi, jeczmienia, kukurydzy, pszenicy. Jak widac,
sprawa jest powazna, wigze si¢ z wyzywieniem catego $wiata. Ostatnie wyniki
dotycza genomu pszenicy. Pszenica jest jednym z najwazniejszych surowcoéw
spozywezych, na $wiecie produkuje sie jej 680 milionéw ton, stanowi 1/5 poboru
kalorii w pozywieniu ludzi. Co roku zdarzaja si¢ na swiecie kleski hodowcéw zbdz
zwigzane ze zmianami klimatu lub wzrostem liczby pasozytéw pszenicy (wirusy,
grzyby, owady). Dzi§ hodowcom pszenicy dokuczaja gltéwnie dewastujace pola
choroby, np. rdza traw oraz brak odpornoéci na susze.

Juz sama wiedza wstepna o tym genomie zapowiadata trudne wyzwanie naukowe.
Uwaza sie, ze genom pszenicy zwyczajnej (wypiek chleba) powstal w wyniku
miedzyrodzajowej hybrydyzacji trzech genomoéw trzech réznych gatunkow

z rodziny traw, istniejacych obecnie w jadrze pszenicy osobno, w dodatku

kazdy w podwojonej wersji (w genomie kukurydzy, na przyktad, wymieszaly sie
genomy dwu trawiastych przodkéw). Drugim interesujacym badaczy gatunkiem
komercyjnym jest pszenica twarda (wyréb makaronu), hybryda dwu genoméw

z rodziny innych traw. Hybryda pszenicy twardej i zyta jest wyhodowane

i uprawiane w Polsce pszenzyto.

Po oznaczeniu genomu pszenicy zwyczajnej (2010 r.) w laboratoriach W. Brytanii,
Niemiec i USA zaproponowano w listopadzie 2012 r. komentarz o lokalizacji

wielu gendéw i ich relacji do ztozonych cech agronomicznych. Wstepna wiedza

o genomie, jak w innych projektach genomicznych, jest propozycja ,szkicu”
genomu: identyfikacji wiekszosci genow i prob ich lokalizacji w chromosomach.
Takie wyniki pozwalaja juz na wycigganie wielu wnioskow, ale tez stymuluja do
dalszej pracy. W przypadku pszenicy zostaly nieodptatnie udostepnione swiatu,
stanowi to zachete takze dla hodowcéw zbdz do wspdlpracy z naukowcami.

Genom pszenicy zwyczajnej sktada sie z okoto 16 miliardéw elementéw (5 razy
dtuzszy niz genom cztowieka) i 96 000 genéw. Nadal nie ma pelnej odpowiedzi na
pytanie, ktéry gen nalezy do ktéorego trawiastego przodka. W cyklach hodowlanych
zmierzajacych do uzyskania coraz lepszych odmian niektére cechy zaczety
dominowaé, a niektére eliminowano. Badania genomu swiadcza o tym, ze hodowcy
wzmocnili geny nadajace trwalo$¢ przy przechowywaniu oraz geny zwigzane

7 przemianami energii.

Wiedza o pelnym zapisie genetycznym pszenicy pomoze w modyfikacji istniejacych
odmian w kierunku poprawy ich wtasciwosci agrarnych, a takze w identyfikacji
genéw nadajacych korzystne cechy dzikim, a spokrewnionym gatunkom traw.

Naprawde napracowali si¢ nasi praojcowie, hodowcy roslin, kreujac lub selekcjonujac

ten ztozony GMO.
Magdalema FIKUS
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FIZYCZNE

Materiaty i przyrzady: dwie butelki
polaczone zaworem kulowym (zob.

Delta nr 11/2012), okoto 1-1,5 1 gestego
szamponu do wloséw, linijka, katomierz,
stoper lub zegarek z sekundnikiem,
kilkulitrowe naczynie z cieptyg wodg, pisak
wodoodporny oraz termometr ze skalg

od zera do kilkudziesieciu °C.

Rys. 1. Budowa przyrzadu i obserwowane
w nim efekty; 1, 2 — przezroczyste
plastikowe butelki, 3 — zawér kulowy,

4, 5 — szampon, 6 — powietrze,

7, 8 — pecherzyki powietrza,

9, 10 — krople szamponu, 11 — piana.

Nie tylko 1$nigce wlosy  Stanistaw BEDNAREK

Prosty przyrzad zbudowany z dwoch przezroczystych, plastikowych butelek
potaczonych zaworkiem kulowym, ktérego uzywalismy do wytwarzania

i likwidacji tornada opisywanego w poprzednich kacikach, $wietnie nadaje sie do
przeprowadzenia jeszcze kilku interesujacych doswiadczen. Gérng butelke nalezy
caltkowicie napenié¢ szamponem (rys. 1) i bardzo powoli otwieraé¢ zawér. W szyjce
gbérnej butelki, tuz nad zaworem, utworzy sie pecherzyk powietrza i bedzie sie
powoli poruszal pionowo w gére (fot. 1), a jednoczes$nie do dolnej butelki kapnie
porcja szamponu. Zmieniajac otwarcie zaworu, mozemy zbadad, jak wptywa to
na rozmiary pecherzykéw, odstep czasu miedzy ich pojawianiem sie oraz ich
predkosé, pamietajac, ze wielkoSci te zaleze¢ beda takze od rodzaju uzytego
szamponu, Srednicy zastosowanego zaworu i temperatury szamponu. Warto zbadac
doktadniej te zaleznosci. Rozmiary pecherzyka mozemy z dobrym przyblizeniem
okresli¢ przez odczytanie ich na skali linijki przylozonej do Scianki gbérnej butelki.

Ruch pecherzykéw mozemy zbadadé ilosciowo. W celu wyznaczenia ich predkosci
na bocznej powierzchni gérnej butelki odmierzamy i rysujemy wodoodpornym
pisakiem odcinek o dlugosci okoto 20 cm, usytuowany pionowo i zaczynajacy sie
nieco nad szyjka butelki. Odcinek ten bedzie droga pokonywana przez pecherzyk.
Ustawiamy niewielki stopien otwarcia zaworu, zeby wytworzy¢ pecherzyk
powietrza o rozmiarach kilku milimetrow, i mierzymy czas ruchu pecherzyka
wzdtuz tej drogi, po czym obliczamy predkosé.

Analizujac obserwowany efekt od strony teoretycznej, tatwo zauwazyé, ze

na poruszajacy si¢ pecherzyk dzialaja dwie gtéwne sily skierowane pionowo. Sa to:
sita wyporu szamponu Fy,, zwrécona do gory, i sita oporu lepkiego F,, zwrdcona
w dét. W stanie ustalonym wypadkowa tych sit rowna sie zeru i pecherzyk jest

w ruchu jednostajnym i prostoliniowym. Sita wyporu jest wprost proporcjonalna
do objetosci pecherzyka, a wiec do trzeciej potegi jego promienia, a sita oporu
lepkiego wzrasta liniowo wraz z promieniem. Wyjasnia to, dlaczego wigksze
pecherzyki osiggaja wieksze predkosci. Dla $cistoéci nalezy dodaé, ze zaraz

po utworzeniu pecherzyka jego predko$é¢ wzrasta wyktadniczo do ustalonej
wartosci granicznej ruchu jednostajnego, ktora wyznaczaliSmy. Przeprowadzone
do$wiadczenia pozwalaja takze zauwazy¢é, ze predko$é ruchu pecherzykéw wzrasta
wraz ze wzrostem temperatury szamponu, gdyz wspotczynnik lepkosci, decydujacy
o wartosci sity oporu, maleje wyktadniczo ze wzrostem temperatury.

Po kilkunastokrotnym przeprowadzeniu opisanych doswiadczen nad powierzchnia
szamponu pojawi sie okazala piana (fot 2). Jest ona zbudowana z zamknietych
komorek, rozdzielonych cienkimi warstewkami szamponu, ograniczonymi z dwoch
stron btong powierzchniowa. W idealnym przypadku komérki te powinny mieé
strukture zapewniajaca minimalizowanie energii swobodnej. Jest ona zwiazana
przede wszystkim z napieciem powierzchniowym, a zatem komérki piany powinny
byé¢ wypelniajacymi przestrzen wieloScianami o najmniejszym polu przy ustalonej
objetosci. W rzeczywistosci jednak zdarzaja si¢ odstepstwa od tej regularnej
struktury, spowodowane m.in. przypadkowymi zaburzeniami podczas wychodzenia
pecherzykéw powietrza ponad goérng powierzchnie
szamponu czy laczeniem si¢ sasiednich komérek (fot. 3).

Zagadnienie znalezienia ksztaltu komorek piany okazato
sie fascynujacym problemem matematycznym. Kelvin
uwazal, ze rozwigzanie sktada sie z czternastoscianéw,
takich jak na rysunku 2(a). W 1993 r. Weaire i Phelan
znalezli jednak strukture majaca pole powierzchni o 0,3%
muiejsze, przedstawiong na rysunku 2(b).

Rys. 2. Modele komérek piany: (a) Kelvina, (b) Weairego i Phelana.



Klub 44

31-44

Termin nadsylania rozwigzan: 30 VI 2013

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
645 (WT = 1,15) i 646 (WT = 2,67)
z numeru 9/2012

Jedrzej Garnek Poznan 47,73
Roksana Stowik Knuréw 47,20
Wojciech Nadara Warszawa 39,64
Janusz Olszewski Warszawa 37,87
Pawel Labedzki Kielce 36,92

Zbigniew Sewartowski Wieliczka 35,45
Rami Marcin Ayoush Szelkéw 34,52

Krzepiace (ostatnio jako$ rzadkie)
zjawisko — jednoczesnie dwie

nowe postacie w Klubie 44 M:

pan Jedrzej Garnek oraz

pani Roksana Stowik. Panie stanowig
(niestety) wyrazng mniejszo$¢ wéréd
uczestnikéw Ligi; tym wigksza radosé,
ze oto mamy w naszym Klubie juz
piata Pania!

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koica miesigca n 4 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe 0s6b, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegétowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Zadania z matematyki nr 659, 660
Redaguje Marcin E. KUCZMA

659. Wierzcholki n-kata foremnego sa pokolorowane dwoma kolorami.

Co jednostke czasu pokolorowanie zmienia sie: kazdy wierzcholek przyjmuje
kolor, ktory bezposrednio przed tym momentem miala wiekszo$é¢ z trojki
wierzchotkéw: sam rozwazany wierzcholek oraz dwa z nim sasiadujace. Proces
konczy sie, gdy nowe pokolorowanie okaze si¢ identyczne z poprzednim (tzn. gdy
nic sig juz nie zmienia). Dla kazdej liczby naturalnej n > 3 wyjasnié¢, dla jakich
poczatkowych konfiguracji koloréw proces bedzie trwal nieskonczenie.

660. Dana jest liczba naturalna k > 1. Znalez¢ wszystkie liczby naturalne n > 1,
spetniajace nieréwnoéé d(n*) < k - d(n), gdzie d(x) oznacza liczbe dodatnich
dzielnikéw liczby naturalnej x.

Zadanie 660 zaproponowal pan Witold Bednarek z f.odzi.

Rozwigzania zadan z numeru 12/2012

Przypominamy tresé zadan:

651. Znalez¢ wszystkie pary liczb catkowitych (m, n), dla ktérych liczby

m 4+ 1 n+1 m? n?
— + —— oraz — + —
n m n m
sa takze calkowite.
652. Udowodni¢ nieréwnosé
an+1 pn+l el a4 b 4 e
+—+ >t T Te
a+b b+c c+a 2

dla liczb rzeczywistych a, b, c > 0 oraz liczb catkowitych n > 0.

651. Sprowadzenie podanych sum ulamkéw do wspélnego mianownika
pokazuje, ze iloczyn mn powinien byé dzielnikiem liczb m? 4+ m + n? + n oraz
m? + n3. Zatem n ma by¢ dzielnikiem liczb m? + m oraz m?, wiec takze liczby
m3 — (m? +m)(m — 1), téwnej m. Przez symetrie, liczba m ma by¢ dzielnikiem
liczby n. Dostajemy warunek |m| = |n|.

Gdy m = —n, podane w zadaniu sumy wynosza —2 oraz 0 (wigc sa caltkowite).
Jesli zag m = n, wynosza one odpowiednio 2 + % oraz 2n. Sa one obie calkowite
wtedy i tylko wtedy, gdy n = +1 lub n = £2.

Otrzymujemy odpowiedz: szukane pary to wszystkie pary postaci (—n,n), gdzie
n € Z, n # 0, a ponadto cztery pary (—2,—2), (—1,-1), (1,1), (2,2).

652. Autor zadania, pan Witold Bednarek, przystal je wraz z takim zmyslnym
rozwigzaniem: $rednia arytmetyczna ukladu 2n + 1 liczb, mianowicie
(2n — 1)-krotnie powtérzonej liczby a”*! oraz liczb ab™, b™ !, jest nie mniejsza
od ich éredniej geometrycznej, réwnej a™b:

(2n — 1)a" ™ + (a +b)b™ > (2n + 1)a"b.

Do obu stron dodajemy (2n + 1)a™*! i po prostym przeksztalceniu otrzymujemy

antt - (2n + 1)a™ — b"

a+b” 4in '
Wystarczy teraz napisa¢ analogiczne nieréwnosci dla par b, ¢ oraz ¢, a, po czym
dodaé te trzy nieréwnosci, by uzyskaé teze zadania.
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Klub 44

Termin nadsytania rozwigzan: 30 VI 2013

L L

Rys. 1

Rys. 2

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
542 (WT = 2,35) i 543 (WT = 2,45)
z numeru 9/2012

Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 39,02

Tomasz Rudny Warszawa 35,20
Tomasz Wietecha Tarnéw 31,13
Krzysztof Magiera Losiéw 28,34

Zadania z fizyki nr 556, 557
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

556. W poziomym cylindrze, w odleglosciach L i 2L na prawo od zamknietego
konca znajduja si¢ dwa tloki (rys. 1), ktére moga przemieszczaé sie bez tarcia
(grubosci ttokéw pomijamy). W lewej czesci znajduje sie para wodna pod
ciSnieniem pg, w prawej powietrze o takim samym cisnieniu. Ci$nienie

pary nasyconej wody w danej temperaturze wynosi 2pg. Prawy tlok

zostal wolno wepchniety na odlegtos¢ a. O ile przesunal sie lewy tlok?
Temperatura jest stala.

557. Detektor fal radiowych znajduje sie na brzegu jeziora na wysokosci h nad
poziomem wody. Rejestruje on sygnaly wysylane przez satelite wznoszacego

sie nad horyzontem. Przy jakich katach wzniesienia satelity nad horyzontem
obserwuje sie maksima sygnalu? Dlugosé fali emitowanej przez satelite wynosi .
Przyjmujemy, ze powierzchnia jeziora jest idealnie gtadka.

Rozwigzania zadan z numeru 12/2012

Przypominamy tresé zadan:

548. Ciezarek o masie M zawieszono na sprezynie o wspétczynniku sprezystosci k i potozono

na podstawce (rys. 2). W chwili poczatkowej sprezyna byla nieodksztalcona. Podstawke zaczeto
opuszczaé w dot z przyspieszeniem a. Po jakim czasie cigzarek stracil kontakt z podstawka? Jakie
bylo maksymalne wydtuzenie sprezyny?

549. Obwdd elektryczny sklada sie¢ z ogniwa o zaniedbywalnym oporze wewnetrznym i dwéch
opornikéw potaczonych szeregowo. Woltomierz wskazal spadek napigcia na pierwszym oporniku
U; = 4 V, na drugim oporniku U = 6 V, na obu opornikach U = 12 V. Jakie sg spadki napigé
na kazdym z opornikéw, gdy woltomierz nie jest nigdzie podtaczony?

548. Gdy a > g, czyli przyspieszenie podstawki jest nie mniejsze od
przyspieszenia ziemskiego, ciezarek odrywa sie od podstawki od razu. Zmiana
energii kinetycznej ciezarka po zakonczeniu ruchu w dét wynosi 0 i réwna jest
pracy sil cigzkodci i sprezystosci: 0 = Mgz — ka3 /2, gdzie zg jest maksymalnym
wydluzeniem sprezyny i wynosi 2Mg/k.

Rozwazmy przypadek a < g. Réwnanie ruchu ciezarka, dopdki nie straci

on kontaktu z podstawka, ma posta¢é Ma = Mg — kx — F(x), gdzie x jest
wydluzeniem sprezyny, a F'(x) sila reakcji podstawki. W chwili oderwania,

po przebyciu przez cigzarek drogi s, jest Fi(s) = 0. Stad s = M (g — a)/k. Z drugiej
strony s = at?/2, poniewaz do chwili oderwania cigzarek wraz z deska porusza sie
ruchem jednostajnie przyspieszonym i szukany czas wynosi t = 1/2M (g — a)/ka.
Predkosé ciezarka w chwili oderwania ma warto$é v = at = \/2Ma(g — a)/k.

Od chwili oderwania ciezarek porusza si¢ ruchem harmonicznym.

7Z zasady zachowania energii k(Al — 5)?/2 + Mv?/2 = kA%/2, gdzie

Al = Mg/k jest wydluzeniem sprezyny w stanie réwnowagi, a |Al — s|

jest odlegloscig od polozenia rownowagi w chwili oderwania, wyznaczamy
amplitude drgan A = M+/a(2g — a)/k. Maksymalne wydluzenie sprezyny zg
jest suma wydluzenia w polozeniu rownowagi Al oraz amplitudy drgan

xo = Mg/k + M+/a(2g — a)/k.

549. Poniewaz op6r ogniwa jest zaniedbywalny, suma spadkéw napieé na obu
opornikach réwna jest sile elektromotorycznej ogniwa, ktéra wynosi e = 12 'V,
jak wynika z trzeciego pomiaru. Oznaczmy opor woltomierza przez Ry,

a opornikéw przez Ry i Rsy. Niech natezenie pradu ptynacego przez opornik Rs, gdy
woltomierz polaczony jest réwnolegle z opornikiem Rp, wynosi I;. Drugie prawo
Kirchhoffa ma w tym przypadku postaé¢ e — Uy — Roly = 0, stad Iy = (e — Uy)/Rs.
Spadek napiecia na potaczonych réwnolegle opornikach R; i Ry wynosi

Ui = RyR1I1/(Ry + Ry) i prowadzi to do réwnania Ro(Ry + R1) = 2Ry R;.
Analogicznie rozwazajac przypadek polaczenia woltomierza z opornikiem Ro,
otrzymujemy réwnanie Ry (Ry + Rs) = Ry Ro. Eliminacja Ry daje zwiazek

2Rs = 3R;. Gdy woltomierz nie jest podlaczony, natezenie pradu w obwodzie
wynosi I = ¢/(Ry + Ra) = 2¢/(5Ry1). Spadek napigcia na pierwszym oporniku
wynosi wiec U = Ry =4,8 V, na drugim U}, =e—U; =72 V.
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Parsek to dystans, z ktérego odlegltosé
katowa Ziemia—Storice wynosi 1’ tuku
(1 pc = 3,2616 roku $wietlnego).

Poczerwienienie z jest funkcja
obserwowanej i emitowanej dtugosci
Ao 1Ae, 2=2A0/Xe — 1.

Prosto z nieba: Galaktyka na koncu Wszechswiata

Odlegtosci astronomiczne mierzone sa w okolicy Uktadu Stonecznego w parsekach (lub
latach $wietlnych), pomiedzy zgrupowaniami gwiazd w Galaktyce — w kiloparsekach,

a miedzy galaktykami w Grupie Lokalnej — w megaparsekach. Spojrzenie w jeszcze
wiekszej skali wymaga badania poczerwienienia fotonéw: od czaséw Hubble’a wiemy,

ze odlegte obiekty oddalaja sie od nas tym szybciej, im dalej od nas sie znajduja.
Obserwowane promieniowanie ma wtedy tym wigksze wzgledne przesuniecie

dlugosci fali (oznaczane z), im dalej znajduje sie zré6dlo — za pomoca odpowiedniego
modelu kosmologicznego mozna zatem wielkosé z zwiazaé z odlegloscia. Galaktyka
UDFy-38135539, uwazana do niedawna za najdalsza znana, ma z = 8,55, co ttumaczy sie
na 10 miliardéw parsekéw lub wiek okoto 13,1 miliarda lat (obserwujemy promieniowanie
wys$wiecone przez gwiazdy zaledwie 600 milionéw lat po Wielkim Wybuchu).

Lepsze jest wrogiem dobrego, a w dziedzinie duzych poczerwienien panuje szczegdlnie
zacieta rywalizacja. Niedawne dane Teleskopu Hubble’a, potaczone z obserwacjami
Teleskopu Spitzera, ujawniaja jeszcze starsza galaktyke, nazwanag MACS0647-JD,
dla ktérej z wynosi, zdaniem badaczy, az 11! Wszech$wiat dla z = 11 mial jedynie
420 milionéw lat (3% obecnego wieku). Odkrycie jest dzielem przegladu nieba CLASH
(ang. Cluster Lensing And Supernova survey with Hubble), ktory wykorzystuje zjawisko
soczewkowania grawitacyjnego swiatta odlegtych galaktyk na blizszych nam grupach
galaktyk. Pole grawitacyjne soczewki, w tym przypadku potozonej okoto 1,6 Gpc od nas
gromady galaktyk MACS J0647.74-7015, wzmacnia $wiatlo zrédla — bez tej dodatkowej
~pomocy” odlegta galaktyka bylaby po prostu zbyt staba nawet dla Teleskopu
Hubble’a. Poczerwienienie wyznaczono, analizujac zdjecia obiektu w réznych filtrach —
MACS0647-JD jest widoczna tylko w ,najbardziej czerwonych”, czyli najdtuzszych
falach. Metoda ta nie jest, co prawda, pomiarem spektrograficznym, tzn. obserwacja
przesuniecia dtugosci fali konkretnej linii widmowej; takich, powszechnie uwazanych
za ostateczne potwierdzenie, danych dostarczy dopiero Teleskop Kosmiczny Webba,
ktéry znajdzie si¢ na orbicie w 2018 roku.

Michal BEJGER

Niebo jak wtasna kieszen: Kwiecien

1" W tym miesiacu odnajdziemy na niebie gwiazdozbiér Pucharu

(tac. Crater), nalezacy do grupy czterdziestu o$miu opisanych

— przez samego Ptolemeusza w II w. n.e. Gwiazdozbior znajduje
o : sie¢ w kwietniu w poludniowej czedci wieczornego nieba pomiedzy
~ SEKSTANT | Panna, Hydra, Lwem i Krukiem; ostatnie dwie konstelacje stanowia
: L dobry poczatek poszukiwan. Wedtug mitu Puchar nalezy do boga
- Apolla — gnuény Kruk, wystany z naczyniem po wode, zwlekat

z powrotem, bardziej niz stuzba zainteresowany znalezionymi
przypadkowo figami. Przyniesiona w ramach przeprosin Hydra

(waz wodny) nie udobruchata Apolla, ktéry w pasji cisnal caly

L te menazerie na nieboskton. Najjasniejsza gwiazda Pucharu jest

e 0 Crateris, Labrum (z tac. krawedz, a takze warga), o jasnosci 3,56™,
L laczona z legenda o Swietym Graalu. Konstelacja zawiera réwniez

- kilka galaktyk o jasnosci mniejszej niz 11, odkrytych przez

H Herschela (NGC 3887, NGC 3511) i dostepnych obserwacjom

- za pomoca amatorskich teleskopow. Z Pucharem zwiazany jest tez
r6j n Krateridow, widoczny w styczniu na potkuli potudniowe;j;

12
Jasnos¢ (wielkos¢ gwiazdowa): o gwiarda zmienna
@2 3 e4 5 6 o galaktyka

Gwiazdozbiér Pucharu. Mapa nieba
we wspoélrzednych réwnikowych;
rozmiary gwiazd odzwierciedlaja ich
jasnosci w wielko$ciach gwiazdowych.
[Mapke nieba wykonano na podstawie
mapy IAU/magazynu Sky & Telescope
(Roger Sinnott & Rick Fienberg).]

na poétkuli péinocnej natomiast spodziewamy sie kwietniowych
Lirydéw (15-25 IV, max. 22 IV, liczba zliczen na godzine moze
siggnaé setki, choé¢ zwykle wynosi okoto 15).

< mgfawica planetarna
gromada otwarta

Ksiezyc znajdzie sie w nowiu 10 IV, a pelnia nastapi 25 IV. Wtedy réwniez dojdzie
do cze$ciowego, a zatem mato widowiskowego zaémienia Ksigzyca (szkoda, bo
obszar zaémienia przypada na Europe). Na niebie w kwietniu kréluja duze planety:
Jowisz (—1,89™) w gwiazdozbiorze Byka i Saturn (0,88™, Waga), ktéry 28 IV
znajdzie si¢ w opozycji (najlepszy moment do fotografowania jego tarczy i ksigzycow!).
Wenus (—3,8™) jest praktycznie niewidoczna przed zachodem Stonica, podobnie jak
Mars (1,18™), ktéry znajduje si¢ obecnie bardzo blisko Stofica, przez co nie ma szans
na jego obserwacje; dotyczy to takze Urana. Merkury (—0,02™) pojawia si¢ natomiast
rankiem, tuz przed wschodem.

M. B.
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Rys. 1. Odlegto$é¢ punktéw
(z1,y1,21) i (z2,y2, 22) réwna jest

\/(331 —22)2 4 (y1 — y2)% + (21 — 22)2.

D
N c
1
—a { b
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d “E
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Rys. 2
T'= (I7 -Y 7’2)
1
|
1
™
S=(0,0,0) 9”:
A |
1
1
T=(z,vy,2)

Rys. 3. Przy symetrii wzgledem
osi OX wspélrzedna x si¢ nie zmienia,
a wspoélrzedne y i z zmieniajg znak.

Zadania 4 i 5 pochodzg z LXII Olimpiady
Matematycznej.

Mnéstwo rachunkéw? Joanna JASZUNSKA

Geometria analityczna kojarzona bywa z duza iloscia rachunkéw, takie rozwiazania
czesto sg dlugie i pracochtonne. Oto kilka przyktadéw, ze nie zawsze jest tak Zle.

1. Dany jest tréjkat réwnoboczny ABC oraz dowolny punkt P na jego okregu
wpisanym. Wykaz, ze suma PA% + PB? + PC? nie zalezy od wyboru punktu P.

c+y+z=1,
w2+y2+z2:1.

(x—2)*+ (y — 1)? = 20,
(x+4)>+ (y+2)° =5.

4. W czworokacie wypukltym ABCD punkty M i N sa odpowiednio $rodkami
bokéw AB i CD, za$ przekatne przecinaja si¢ w punkcie E. Wykaz, ze prosta
zawierajaca dwusieczna kata BEC' jest prostopadla do prostej M N wtedy i tylko
wtedy, gdy AC' = BD.

2. Rozstrzygnij, ile rozwigzan ma uktad réwnan {

3. Rozstrzygnij, ile rozwigzan ma ukltad rownan {

5. W czworoécianie rozwazamy dwusieczne trzech katow plaskich majacych
wspolny wierzchotek. Wykaz, ze jezeli pewne dwie z tych dwusiecznych sa
prostopadle, to wszystkie one sa parami prostopadte.

Rozwigzania

R1. Wprowadzmy uktad wspétrzednych w R® tak, aby A = (1,0,0), B = (0,1,0),
C =(0,0,1) (rys. 1). Wtedy réwnanie plaszczyzny ABC to z +y + z = 1.

Rozwazmy sfere dang réwnaniem z2 + 32 + 22 = 72 dla takiego > 0, aby okrag
wpisany w tréjkat ABC byl przekrojem tej sfery plaszczyzng ABC.

Niech P = (z,v, z). Wéwczas PA? 4+ PB? + PC? = ((z — 1)* +y° 4+ 2%) +

+@?+ (=17 +2Y) + (@ +y’ + (2 - DY) =3@" +y" +2%) — 2w +y+2) +3 =
=3r? — 243 = 3r? + 1, czyli faktycznie nie zalezy od wyboru punktu P z okregu. [
R2. Réwnania opisuja plaszczyzne przechodzaca przez punkty (1,0,0), (0,1,0)

i (0,0,1) oraz sfere o $rodku w punkcie (0,0,0) i promieniu 1. Sfera ta przechodzi
przez te same trzy punkty, wiec przecina sie z dang plaszczyzna wzdluz okregu
przez nie wyznaczonego. Stad uktad réwnan ma nieskonczenie wiele rozwigzan. O

R3. Réwnania opisuja okrag o $rodku (2,1) i promieniu 2v/5 oraz okrag o érodku
(—4,—2) i promieniu v/5. Odlegto$é miedzy $rodkami tych okregéw réwna jest

V2 +4)2+ (1+2)2 =62+ 32 =322 + 12 = 3V/5, czyli réwna sumie ich
promieni. Okregi sa wigc styczne i uktad réwnan ma jedno rozwiazanie. O

R4. Wprowadzmy uktad wspélrzednych tak, aby E = (0,0) oraz by dwusieczna
kata BEC byta zawarta w dodatniej potosi OX (rys. 2). Czworokat jest wypukly,
wiec pierwszymi wspélrzednymi punktéw A, B, C, D s odpowiednio —a, b, c, —d
dla pewnych a,b,c,d > 0.

Prosta M N jest prostopadta do osi OX wtedy i tylko wtedy, gdy pierwsze
wspélrzedne punktéw M i N sg réwne, czyli gdy 1(—a+b) = 2(c — d) (%).

Odcinki AC' i BD tworzg z pozioma osia ten sam kat (3<BEC), wiec warunek
AC = BD réwnowazny jest warunkowi, ze rzuty tych odcinkéw na 0§ OX sa
réwne. Kazdy z rzutéw zawiera punkt E = (0,0), zatem sa one réwne wtedy

i tylko wtedy, gdy a +c¢=0b+ d (*x).

Warunki (x) i (%) sg réwnowazne, co konczy dowdd. O

R5. Wprowadzmy uktad wspélrzednych tak, aby wyrézniony wierzchotek S
czworoscianu byt w punkcie (0,0, 0), a prostopadle dwusieczne katéw plaskich
ASB i BSC byly zawarte odpowiednio w dodatnich pétosiach OX i OY.

Rozwazmy dowolny punkt T' = (z,vy, z) z pdlprostej SA™. Jego obrazem

w symetrii wzgledem osi OX jest punkt T = (z, —y, —2z) na polprostej SB~
(rys. 3). Z kolei obrazem punktu 7" w symetrii wzgledem osi OY jest punkt

T" = (—z, —y, 2) na pétprostej SC—. Punkty T i T sa wiec symetryczne
wzgledem osi OZ. Zatem, z dowolnoéci wyboru T', cate pétproste SC™ i SA™ sg
symetryczne wzgledem OZ. Stad dwusieczna kata C'SA zawarta jest w osi OZ,
co konczy dowdd. O
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