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dlaczego do badania powierzchni cieczy potrzebny jest
az tak skomplikowany uktad.
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H.E.S.S. II — po co nam taki duzy teleskop?

Rys. 1. Zjawisko Czerenkowa. Linig
przerywang zaznaczono tor czastki
naladowanej o predkosci ve,, wigkszej niz
predkos¢ wvgy, rozchodzenia si¢ Swiatla

w osrodku materialnym. Czastka ta
pobudza o$rodek do $wiecenia. Okregi

(w trzech wymiarach sfery) oznaczaja
mozliwe polozenia tych fotonoéw,
wyemitowanych w chwili, gdy czastka
naladowana przechodzi przez Srodek
kazdego z okregéw. Obwiednia tych
okregow, gdzie wystepuje szczegdlnie
duza koncentracja fotonéw, jest stozkiem
o kacie rozwarcia arcsin(vgw /vez). Fotony
Czerenkowa sg wigc emitowane pod katem
a = arccos(vgw /Vez) do kierunku ruchu
czastki naladowanej.

*doktorantka, Centrum Astronomiczne
im. M. Kopernika w Warszawie

Anna BARNACKA*

Podroézujac ze stolicy Namibii, Windhoek, do polozonego na afrykanskim
wybrzezu Oceanu Atlantyckiego Walvis Bay, mozna podziwiaé¢ dzika przyrode
prawie w ogdle nietknieta ludzka dzialalnoscia. Nie zobaczymy tu duzych
budynkéw, masztéw telefonii komorkowej, z rzadka daje sie dostrzec smuge
kondensacyjna samolotu na niebie. Tym bardziej rzuca sie¢ w oczy olbrzymia,
przypominajaca rzezby Caldera konstrukcja wznoszaca sie tajemniczo nad
horyzontem. Ten gigant w kolorze namibijskiej ziemi to teleskop o rozmiarze
lustra 28 metrow, co czyni go najwiekszym tego typu teleskopem na Swiecie.
Powierzchnia zwierciadla gléwnego wynosi prawie 600 m?, co w przyblizeniu
odpowiada powierzchni dwéch kortéw tenisowych. Urzadzenie to stanowi
cze$é obserwatorium H.E.S.S. (ang. High Energy Stereoscopic System). Dotad
wyposazone bylo w cztery mniejsze teleskopy, kazdy o $rednicy zwierciadla
12 metréw, co daje powierzchnie zbierajaca 113 m? (dwa korty do squasha).
Piaty instrument rozpoczat prace 26 lipca 2012 roku. Wraz z zarejestrowaniem
przezen pierwszego Swiatta realizowany w obserwatorium projekt badawczy
rozpoczal nowy etap, nazwany H.E.S.S. II. Nazwa projektu nie jest jedynie
akronimem frazy opisujacej techniczna strone przedsiewziecia, ale ma rowniez
uhonorowaé odkrywce promieniowania kosmicznego, Victora Hessa, laureata
Nagrody Nobla z fizyki w roku 1936. Rok rozpoczecia projektu H.E.S.S. II
jest takze szczegdlny dla spolecznosdci naukowej: obchodziliémy wtedy setna
rocznice odkrycia promieniowania kosmicznego oraz dziesieciolecie dziatalnosci
obserwatorium H.E.S.S.

H.E.S.S. rejestrowal dotad fotony w zakresie najwyzszych obserwowanych
energii, od 200 GeV az do 10 TeV. Czastki o tak wysokich energiach na pewno
nie sg pochodzenia termicznego, gdyz emitujacy je rozgrzany obiekt musiatby
mieé¢ temperature powyzej 700 bilionéw stopni — ponad milion razy wigksza
niz temperatura w centrach najbardziej masywnych gwiazd! Inwestycja

w piaty teleskop w centrum istniejacego juz uktadu czterech mniejszych,
umieszczonych w rogach kwadratu o boku 120 m, umozliwi poszerzenie zakresu
czulosci energetycznej do ,nizszych energii”, co dla naukowcoéw zwiazanych

z projektem oznacza energie rzedu kilku GeV. Jest to wazne osiagniecie, gdyz
wypelniona zostaje luka pomiedzy zakresami dostepnymi dla obserwatoriow
satelitarnych i naziemnych.

Obserwacje obiektow astrofizycznych emitujacych fotony gamma stanowia
nawet dzi$ duze wyzwanie. Detektor promieniowania gamma, majacy srednice

1 metra, dla typowego Zrédta obserwowanego w tym zakresie energii zarejestruje
zaledwie 1 foton o energii 1 GeV dziennie. Dla wyzszych energii fotonéw

jest jeszcze mniej: dla energii 1 TeV zarejestruje sie juz tylko 1 foton na rok!

Co gorsza (dla badaczy, nie dla innych zamieszkujacych Ziemie organizméw),

w zasadzie wszystkie te wysokoenergetyczne fotony sa pochlaniane przez
atmosfere. Ich bezposrednie wykrywanie wymagaloby wiec wyniesienia detektora
promieniowania gamma na orbite okoloziemska. Aby zapewnié¢ zarejestrowanie
dostatecznie duzej, tj. nadajacej sie do dalszej obrébki statystycznej, liczby
fotonéw o najwyzszej energii, detektor taki powinien dysponowaé efektywna
powierzchnia zbierajaca rzedu kilometra kwadratowego. O takim przyrzadzie
mozna w obecnych realiach technologicznych i finansowych jedynie pomarzy¢.

Okazuje sie jednak, ze fakt oddzialywania wysokoenergetycznych czastek

w atmosferze mozna wykorzysta¢ do badania tych czastek — tyle ze posredniego.
Wysokoenergetyczne fotony docierajace do atmosfery Ziemi oddziatuja

z czasteczkami azotu i tlenu, wywolujac kaskady czastek wtérnych, czyli

tzw. peki atmosferyczne. Wiele naladowanych czastek wtérnych ma predkosci
przekraczajace predkos¢ swiatla w atmosferze i emituje tzw. promieniowanie
Czerenkowa, ktore moze by¢ rejestrowane na powierzchni Ziemi. Fotony
promieniowania Czerenkowa naleza do zakresu optycznego z maksimum

w kolorze niebieskim. Ludzkie oko nie jest jednak w stanie dostrzec emisji tego
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promieniowania przez peki atmosferyczne, gdyz cate zjawisko trwa bardzo krétko
— od kilku do kilkudziesieciu nanosekund. Swiatlo Czerenkowa moze byé jednak
rejestrowane przez teleskopy podobne w konstrukeji do teleskopéw optycznych,
wyposazone w czule detektory i potrafiace dostatecznie szybko rejestrowaé dane.
Taki jest wlasnie piaty teleskop H.E.S.S. II, dysponujacy dwutonowa kamera

W tym przypadku stowo ,kilopiksel” skladajaca sie z 2048 fotopowielaczy.
nabiera doslownego znaczenia. . .
Wiadomo, ze wpadajaca do atmosfery czastka zaczyna tworzyé¢ kaskade

na wysokosci okolo 20 km, a kaskada osiaga swoje maksimum na wysokosci
okolo 8 km. Maksymalne rozwarcie stozka promieniowania Czerenkowa
t0 max = arccos(1/n), gdzie n jest wspélczynnikiem zalamania $wiatla

w atmosferze. K roS$nie w miare zmniejszania sie wysokosci nad
wysokoenergetyczny at max T0S € JS S1¢ WYySs S

. foton powierzchnia Ziemi. Dodatkowo czastki peku atmosferycznego nie musza
KINN = = = = = = = = , . . . . .
pek atmosferyezny  POTUSZAC i€ dokladnie wzdluz kierunku pierwotnego wysokoenergetycznego
8km--=---=- fotonu. Oznacza to, ze dla fotonu, ktorego predkosé poczatkowa jest prostopadia
|\ stozek do powierzchni Ziemi, podstawa stozka promieniowania Czerenkowa ma promien
promieniowania .. ) , . . L.
i\ Czerenkowa okoto 120 m i jest w miare réwnomiernie o$wietlona (rys. 2).
1
: Teleskop umieszczony gdziekolwiek wewnatrz takiego okregu bedzie w stanie
1
1

zarejestrowac Swiatlto Czerenkowa pochodzace z peku. Atmosfera dzialta tu
jak olbrzymi detektor czastek, ktérego powierzchnia efektywna jest réwna

powierzchni kota o promieniu réwnym maksymalnej odlegtosci na powierzchni
Ziemi miedzy osia stozka a teleskopem. Oznacza to, ze zastosowanie

opisanej techniki pozwala uzyskaé¢ efektywna powierzchnie zbierajaca rzedu

kilkudziesieciu tysiecy metrow kwadratowych, czyli kilku boisk pitkarskich.

Rys. 2. Wyemitowane przez pek

atmosferyczny promieniowanie .. . , . L. ., . .. .
Crerenkowa zostanie zarejestrowane Nalezy jednak pamietaé, ze mozliwosé badania promieniowania Czerenkowa

przez teleskop umieszczony w dowolnym  jest uwarunkowana mozliwoscia zebrania odpowiednio duzej liczby fotonéw
Ié‘;‘;‘;ix:wrz stozka promieniowania  teso promieniowania. Liczba fotonéw Czerenkowa produkowanych w peku
atmosferycznym zalezy od energii pierwotnego fotonu. Jesli energia ta wynosi
10 GeV, to do powierzchni Ziemi dociera od jednego do dwéch fotonéw
Czerenkowa na metr kwadratowy, a nalezy jeszcze uwzglednié straty zwiazane
7z absorpcja na powierzchni luster (okolo 10%) oraz z efektywnodcia uzytej
kamery (strata ok. 90% fotonéw). Zakladajac, ze do poprawnej interpretacji
danych uzyskanych przez teleskop potrzeba okolo 50 fotonow Czerenkowa
dla kazdego peku, mozemy oszacowaé, ze rejestracja promieniowania
gamma o energii rzedu 10 GeV wymaga detektora o powierzchni zbierajacej
przekraczajacej 600 m?, czyli mniej wiecej takiego, jak nowe urzadzenie
w obserwatorium H.E.S.S.

Promieniowanie w zakresie energetycznym od 10 do 200 GeV nie zostalo,
jak dotad, zbyt doktadnie zbadane. Dzieki obserwacjom teleskopéw
H.E.S.S. IT bedziemy mogli $ledzi¢ poczynania supermasywnych czarnych
dziur znajdujacych sie w centrach galaktyk, pulsaréw czy pozostatosci

po supernowych. Nie jest réwniez wykluczone, ze H.E.S.S. II dostarczy
informacji o wlasnosciach ciemnej materii, ktora, jesli sktada si¢ z masywnych
i stabo oddziatujacych czastek, moze anihilowaé w centrach galaktyk,
tworzac promieniowanie gamma o energiach rzedu od kilkudziesieciu do
kilkuset GeV. Pomimo olbrzymiego rozmiaru teleskopy H.E.S.S. II zostaly
zaprojektowane tak, aby mozna je bylo szybko skierowaé¢ w dowolny

punkt na niebie, jesli tylko pojawi si¢ informacja o ciekawym zjawisku.
Moze to by¢ np. doniesienie o btysku gamma, wystane przez ktéregos
satelite. Do tej pory zadne z naziemnych obserwatoriéw nie zarejestrowato
takiego btysku. H.E.S.S. IT bedzie w stanie zrobi¢ to jako pierwszy,
przyczyniajac sie, miejmy nadzieje, do wyjadnienia, co powoduje te eksplozje.
Astronomowie oczekuja takze, ze w rozwazanym zakresie energetycznym
uda sie odkry¢ zupelnie nowe zrédla promieniowania gamma, czyli

nowe, niezbadane jeszcze ciala niebieskie. Namibijskie obserwatorium,

w pracach ktérego biorag réwniez udziatl naukowcy z osrodkéw w Warszawie,
Krakowie i Toruniu, jest zatem wrecz skazane na sukces, a doniesienia

o nowych wynikach sa z uwaga studiowane przez astronomow, astrofizykow
i fizykéw czastek elementarnych.
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Tysiac poznanych genoméw ludzkich

Nie ma na $wiecie czlowieka — nosiciela perfekcyjnego genotypu. W 2008
roku spoteczno$é¢ miedzynarodowa (instytucje publiczne i komercyjne)
podjela program sekwencjonowania genoméw 1000 réznych ludzi. Owczesne
oceny jego kosztow siegaly 120 mln dolaréw. Panowatl tez poglad, ze

z malych réznic miedzy genotypami w populacji wynikaja rézne sktonnosci
do wielu nierozpoznanych co do przyczyny chordb, takich jak nowotwory,
cukrzyca, choroby uktadu krwionosnego.

Podjecie sie takiego zadania umozliwil fakt spadajacych szybko cen
podobnych analiz. Wystarczy przypomnieé, ze pierwszy opis genomu
ludzkiego, zakonczony w 2003 roku, kosztowatl kilka miliardéw dolaréw i byty
to wyniki uérednione, po przebadaniu DNA dziewieciu oséb. Przyniosty
nieoczekiwany wéwcezas wynik: okolo 98,5% ludzkiego DNA nie koduje
biatek, a ta funkcja DNA uznawana byla za najwazniejsza. Rola sekwencji
niekodujacych, ktora staje si¢ coraz bardziej widoczna, stanowi obecnie
chyba najwicksze wyzwanie dla genomiki.

Uzyskanie indywidualnych sekwencji DNA tysiaca os6b (utworzenie bardzie]
precyzyjnej mapy genomicznej czlowieka) oznacza, z punktu widzenia
statystyki, znalezienie wariantéw sekwencji wystepujacych u 95% ludzkosei.
Niektére z tych wariantéw sa czeste (powyzej 5% w populacji), inne

rzadkie i bardzo rzadkie (ponizej 0,5%). Wstepne wyniki ogloszono

w pazdzierniku 2010, w listopadzie 2012 roku program zakonczono.

Do badan uzyto DNA pochodzacy od 1092 ludzi uznanych za zdrowych,

z 11 regionéw $wiata (poréwnaj kropki na mapce) wéréd przedstawicieli

14 typ6éw populacyjnych. Srednio kazdy z badanych byl nosicielem 250-300
genetycznych wariantéow uniemozliwiajacych danemu genowi normalne
dziatanie i kazdy z badanych byt nosicielem 50-100 wariantéw juz uprzednio
przypisanych dziedzicznym chorobom. Poniewaz jednak mamy w swoich
komérkach po dwie kopie kazdego genu, uszkodzenie jednej kopii moze by¢
zrekompensowane przez poprawnie dziatajaca druga. Niektore ze szkodliwych
wariantéw uruchamiaja sie tylko w okreslonych warunkach, na ktére dany
cztowiek moze nigdy w zyciu nie trafi¢. Dzieki rozmnazaniu ptciowemu

w wiekszosci przypadkow w zygocie nastepuje wymieszanie wariantéw, takze
tych wystepujacych w jednej kopii, ale u kazdego w innym rejonie mapy.

Po raz pierwszy zidentyfikowano 56% rzadkich wariantéw i az 87% bardzo
rzadkich. Te rzadkie czasem charakteryzujg okreslone pochodzeniem
geograficznym sub-populacje, np. z Hiszpanii, Finlandii i Afro-amerykanskie.
Ale niezaleznie od miejsca pochodzenia zdrowi ludzie maja podobng liczbe
szkodliwych, rzadkich wariantéw.

Bogactwo wiedzy o molekularnej genetyce jest wielkie, a liczba danych
rosnie w tempie oszalamiajacym. Wynika to z szybkiego udoskonalania
technik pomiarowych i ich rosngcej miniaturyzacji, a takze z faktu, ze w tej
dziedzinie prawie zanikly dwu-, trzy-autorskie prace. Omawiany Projekt
1000 genoméw wykonywalo kilkuset autoréw ze 111 instytutéow (nie liczac
obstugi technicznej). Jezeli wrécimy do wizji, lubianej przez medycyne
molekularna, ze genetyka dazy do uzyskania obrazu genomu pojedynczych
ludzi, co tatwo pozwoli na diagnoze i propozycje sposobow indywidualnych
terapii, to na razie warto przytoczy¢ wynik poszukiwania obszaréw
genowych lub wrecz pojedynczych genéw odpowiedzialnych za dziedzicznego
raka pluc. Owszem, zlokalizowano takie regiony w 15. chromosomie; ich
genetyczne warianty bardzo silnie korelujg z takim nowotworem, ale oznacza
to zwickszenie pieciokrotne prawdopodobienstwa zachorowania, w dodatku
niezaleznie od tego, czy badany palil papierosy czy nie.

Co sprowadza si¢ do sentencji: gen nie wyrok!
Magdalena FIKUS
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*Katedra Matematyki,
Politechnika Rzeszowska

Lew 1 czlowiek

Jarostaw GORNICKI®
Okoto 1930 roku Richard Rado (1906-1989) postawil nastepujacy problem:

Lew (L) i czlowiek (C) — traktowani jako punkty — poruszajg sie w domknietym
kole jednostkowym z jednakowymi maksymalnymi predkosciami. Czy (glodny) lew
zawsze zlapie czlowieka?

Przez ponad dwadziedcia lat wierzono, ze w tej ,grze” lew jest zawsze zwyciezca.
Uzasadniata to nastepujaca strategia:

Strategia lwa. Lew, przechodzac do srodka kola, zmusza czlowieka do zajecia
pozycji na brzegu kota i ucieczki z maksymalna predkoscia wzdluz brzegu kota
(kazde odejscie czlowieka od brzegu to zblizenie si¢ do lwa). Zalézmy, ze lew
znajduje sie poczatkowo w punkcie Lo = (0,0), a czlowiek w punkcie Cy = (1,0).
Sprytny lew przemieszcza si¢ z maksymalna predkoscia, stale pozostajac na
promieniu LoCy, gdzie Cy jest polozeniem czlowieka w chwili ¢. Oznacza to, ze
lew biegnie po tuku mniejszego okregu O’ (o promieniu %; rysunek 1). Poniewaz
tuki LoLy i CoCy sa réwnej dtugosci (lew i czlowiek biegna z jednakowymi
maksymalnymi predkosciami), wiec lew spotka czlowieka w punkcie B. Nagla
zmiana kierunku ucieczki czlowieka, np. w punkcie C1, nie poprawia sytuacji
czlowieka! Lew, odbijajac symetrycznie maty okrag O" wzdluz prostej LoCh,
bedzie biegl po tuku Lj Ly okregu O” (rysunek 2). Zatem, bez wzgledu na

tor ucieczki cztowieka po brzegu kola, zostanie on zlapany i to w czasie

nie wigkszym niz czas potrzebny na to, by lew przebiegl polowe obwodu
mniejszego okregu.

Uwaga. Przypadek ten pokazuje, ze czesto spotykana sugestia ,najlepsza
metoda poscigu jest poscig w kierunku uciekajacego” w wielu sytuacjach

nie ma zadnego racjonalnego uzasadnienia — gdyby w rozpatrywanej ,,grze”
lew biegl w kierunku uciekajacego czltowieka — wzdtuz tzw. krzywej poscigu —
to pozostalby glodny (rysunek 3).

Dopiero w 1952 r. — ponad dwadziescia lat po postawieniu problemu —

Abram S. Besicovitch (1891-1970) zauwazyl, ze nieuzasadnione jest zakladanie,
iz najlepsza strategia dla czlowieka jest ,by¢ jak najdalej od lwa i poruszaé

sie wzdtuz brzegu kota”, oraz zaproponowal blyskotliwy sposéb skutecznej
ucieczki przed lwem. Opisal to J.E. Littlewood w A Mathematician’s Miscellany,
Methuen and Co., Ltd., London 1953, s. 135-136.

Strategia czlowieka (Besicovitch). Zalézmy, ze lew znajduje si¢ w punkcie
(0,0), a czlowiek w punkcie (O, %) Kolejne pozycje zajmowane przez lwa
i cztowieka — zawsze poruszajacych sie z jednakowymi maksymalnymi

predkosciami — bedziemy oznaczaé literami Lo, L1, Lo, ..., Cy, C1,Co, . . .,
odpowiednio. Czlowiek przemieszcza si¢ wzdluz tamanej o wierzchotkach
Cy, C1,Cs, ... utworzonej z odcinkéw o dlugosciach
1 1
L, =|ChaiCp| = 3 A T 1,2,...,

gdzie kazdy odcinek C,,_1C,, jest prostopadly do promienia LyC)_1, n=1,2,...
(rysunek 4).

Woweczas:
Po pierwsze, catkowita dlugos¢ tamanej CyC1C5 ... jest nieskonczona, bo
= I 1 1 1
;lnzi-;m>§-gﬁz+m
(gdyby bylo s = 3>° | 1 < 400, to wobec
— 1 — 1 =1 &1
P DI SO P P

mieliby$my sprzecznosé).
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Rozwigzanie zadania M 1377.
Zatézmy przeciwnie, ze wieloscian nie jest
wpisany w sfere. Wtedy istniejag dwa
wierzchotki wieloScianu, dla ktérych sfery
z zadania M 1376 réznig sie. Polaczmy te
wierzchotki Sciezka zlozong z krawedzi.
Wtedy znajdziemy taka krawedz AB

na tej Sciezce, ze sfera zawierajaca
wierzcholki $cian spotykajacych si¢ w A
rézni sie od sfery, w ktorg sg wpisane
$ciany spotykajace sie¢ w B. Ale to
znaczy, ze dla sasiednich Scian o wspdlnej
krawedzi AB istnieja dwie rézne sfery,

w ktére te Sciany sg jednoczesnie wpisane,

co przeczy tezie zadania M 1375.

Po drugie, lew nie moze zlapa¢ czlowieka.

Istotnie. Niech czlowiek przemieszcza sie po odcinku, a lew utrzymuje si¢ na
promieniu LyC, jak zostalo to ustalone w Strategii lwa. Poniewaz odcinek
Cy(C1 jest prostopadly do promienia LoCy, wiec lew nie moze zlapaé czlowieka,
gdy czlowiek przebiega odcinek CyC;. Podobnie, poniewaz odcinek CyCo

jest prostopadly do promienia LoC; (L1 € LoCh), wiec lew nie moze ztapaé
czlowieka, gdy czlowiek przebiega odcinek C1C5, i tak we wszystkich
pozostatych odcinkach nieskonczenie dlugiej tamanej.

Uwaga. Lamana CyC1Cy5 ... nie musi tworzy¢ ,spirali”, biegnac np. stale
zgodnie z ruchem wskazowek zegara, ale w kazdym z wierzchotkéw moze zmienié
kierunek na przeciwny. Gdy zas$ lew porusza sie wedlug innych zasad, to nalezy
spojrzeé, gdzie lew znajduje sie w n-tym kroku — jesli L,, znajduje sie we wnetrzu
jednej z poélplaszczyzn wyznaczonych przez prosta LoC),, to czlowiek powinien
przemieszczaé sie (wzdluz lamanej) w kierunku pélplaszczyzny bez lwa.

Co wiecej, tamana CyC1C5 . .. zawiera sie we wnetrzu kola jednostkowego.
7Z twierdzenia Pitagorasa bowiem mamy (rysunek 4):

|LoCol|* + 15 = |LoC1?,

|LoCh|? + 13 = |LoCo?,

wiec
|LoC|? = 12 + |LoCp_1 > = 12 + (12, + |LoCr_2|?) Z 12 + |LoCo?,

astad dlan =1,2,..., zachodzi

n

1 1 < 1
_ 2
(1) |LoCh| = 1 + kg,llk Sal —|— 1 Eﬁ R

Aby oszacowaé (od gory) wartos¢ wyrazenia > oo W’ rozwazmy funkcje
f(z) =273/2 2 > 0 (rysunek 5). Wéwezas

+oo
Zf D+ @)+ [ fa)dn

Poniewaz
1 1 +oo qg +o0 9
=1 f@= se=t [ e =2
2\/§ 27 3 565/2 3 \/§
wiec
— 1 1 1 2
2 5 St =+ o=+ = <28
() Z E N N RN TG

k
e

/\H

Stosujac oszacowani 2) w Wyraieniu (1), otrzymujemy

|LoChl < 4 28=4,/095<1 dlan=12,...,
co konczy uzasadnienie poprawnodci strategii Besicovitcha.
Istnieje wiele wariantéw problemu Rado, na przyktad:

Szpaki i mucha. W n-wymiarowej kuli jednostkowej znajduja sie szpaki i jedna
mucha. Wszyscy poruszaja sie z jednakowa maksymalng predkoscia. Jaka
minimalna liczba szpakow gwarantuje pochwycenie muchy?

(Odpowiedz: n szpakéw wystarczy, a n — 1 nie.)

Niektore z tego typu probleméw wciaz czekaja na swoich pogromcéw. Jeden

z nich ma wyjatkowo proste sformutowanie.

Lwy na polu golfowym. Czy dwa lwy zlapig czlowieka na ograniczonym polu
golfowym ze skonczenie wieloma jeziorkami? (Zakladamy, ze wszyscy uczestnicy
»gry” poruszaja sie z jednakowymi maksymalnymi predkosciami, nie moga
wchodzi¢ do wody, a brzegi jeziorek sa krzywymi gladkimi.)

5
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Rozwigzanie zadania F 826.
Sytuacja opisana w zadaniu przedstawiona
jest na ponizszym schemacie.

Dla czytelnosci schemat ten przesadnie
ukazuje polozenie tunelu wzgledem
krzywizny Ziemi. W rzeczywistosci
odlegto$¢ miedzy Deltg i Albionem

nie przekracza 100 km. Oznacza to, ze
kat o przyjmuje wartosci bardzo bliskie
zeru. Uzasadnia to przyblizenie

r/R = oS Gtmax = 1
oraz
r=r-tga~ Ra.

Przyspieszenie wagonéw jest zatem
réwne iloczynowi promienia Ziemi R

i ich przyspieszenia katowego & wzgledem
srodka Ziemi. Skladowa sily grawitacji
wzdluz tunelu Fy ,, wyraza si¢ wzorem
Fyw = Fygsina ~ Fya, gdzie F, jest
catkowity silg grawitacji dzialajaca

na wagon. Dla wagonu o masie m

mamy wiec

mRe + mga = 0.

Réwnanie to jest identyczne z réwnaniem
ruchu dla wahadla matematycznego

o dltugosci R, wagonik bedzie wiec
wykonywal ruch okresowy o okresie

T = 274/ R/g. Podréz z Delty

do Albionu zajmuje p6t okresu, zatem
szukany czas jest rowny %T =m+/R/g.
Podstawiajac wartosci liczbowe,
uzyskujemy czas przejazdu réwny

42 minuty, niezalezny od odlegtosci
miedzy Deltg i Albionem.

*Instytut Informatyki,
Uniwersytet Warszawski

Zliczanie podzialoéw liczby:
algorytm Eulera

Wojciech RYTTER®

Podzialy liczb sa ciekawymi obiektami kombinatorycznymi o dosy¢
skomplikowanych wtasnosciach. W tym artykule przedstawimy dwa algorytmy
zliczania takich obiektéw. Pierwszy prosty algorytm bedzie dziatal w czasie
O(n?) i pamieci O(n?), natomiast drugi, pochodzacy od Eulera i oparty na
tzw. liczbach pentagonalnych, w czasie O(n+/n) i pamieci O(n).

Podzial m = (A1, A, ..., \.) liczby naturalnej n na r czesci to przedstawienie tej
liczby w postaci sumy r dodatnich liczb catkowitych

n=MAM+X+...4+A, gdzie A1 >3 >...2 A\,

Wizystkie podzialy liczby n, w porzadku antyleksykograficznym, mozna
wygenerowad iteracyjnie nastepujaco. Zaczynamy od trywialnego podziatu

m = (n). W celu wygenerowania nastepnego podzialu szukamy pierwszego \; > 2
od prawej strony, zastepujemy \; przez \; — 1, a pozostale sktadniki na prawo
dobieramy tak, aby otrzymany podziat byl jak najwickszy leksykograficznie.

Na przyktad podzialty n = 5 w porzadku antyleksykograficznym to:

5, 441, 342, 3+14+1, 2+42+1, 241+14+1, 1+1+1+1+1.
Oznaczmy przez p(n) liczbe podzialéw liczby n, mamy:

n [0]1]|2|3[4]|5] 6| 7] 8] 9|10]11]12]| 13| 14| 15
pn) [ 1] 1]2|3][5[7[11]15]22]30|42[56|77|101 135|176

Dla n < 0 przyjmujemy, czysto formalnie, ze p(n) = 0.

Oznaczmy przez p(n, k) liczbe podzialéw liczby n na k czesci. Algorytm o czasie
kwadratowym wyznaczania p(n) dla n > 1 polega na obliczeniu (kwadratowej
liczby) wartosci p(n, k) na podstawie rekurencji:

(n, k) = 0 dla k > n lub k£ <0,
PRy = p(n—1,k—1)4+p(n —k,k) w przeciwnym przypadku.
Rekurencja wynika stad, ze mamy dwa przypadki:
e )\, = 1: Wtedy mamy p(n — 1,k — 1) podzialéw z pominieciem A.
o )\, > 1: Wtedy mozemy odjac jeden od kazdego \;, otrzymujac podzial
liczby n — k na k czesci.

W celu szybszego obliczenia p(n) rozwazymy podzialy na rézne czesci, tzn.

A1 > A >0 > A\
Niech p(n) bedzie liczba takich podzialéw. Przez peven (1), Doven (1), Podd (1), Podd (1)
oznaczmy liczbe podzialéw n na parzysta/nieparzysta liczbe czesei (o réznych
rozmiarach w przypadku symboli z 7).

Na przyktad p(15) = 27, poaa(15) = 14, Peven(15) = 13, patrz tez rysunek 3 (str. 9).
Zauwazmy, ze liczby p(n) sa przewaznie znacznie mniejsze od liczb p(n) (chociaz
na poczatku niewiele si¢ réznia).

Mozemy réwniez zdefiniowaé p(n, k) — liczbe podzialéw n na k réznych czesci.
Na przyklad p(50,7) = 522, co Euler obliczyl prawie 300 lat temu bez uzycia
komputera (ani kalkulatora), odpowiadajac na pytanie matematyka
Philippe’a Naudégo.

Kluczowa okazuje sie funkcja:
A(TL) = ﬁodd(n) - ﬁcvcn(n)'

Funkcje p(n), p(n) sa bardzo skomplikowane, natomiast zadziwiajace jest, ze
funkcja A(n) ma bardzo prosta strukture. Poczatkowe wartosci to:

)
n [1|2]3]4] 5|6] 7[8]9|10]11]12|13][14]15]|16]17]18
An)y|[1[1]o]o|-1]o|-1]0of0o] of of 1] of of 1] o] 0] O
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Rozwigzanie zadania M 1376.

Skoro w wierzchotku A spotykaja sie
trzy krawedzie, to w tym wierzcholtku
spotykaja si¢ tez trzy Sciany. Oznaczmy
je jak na rysunku.

Wezmy punkt przecigcia prostej £,

z plaszczyzng symetralng odcinka AC
(przyjmujemy definicje i oznaczenia

z rozwigzania zadania M 1375).

Zauwazmy, ze nalezy on tez do prostej £,.

Istotnie, nalezy do plaszczyzny
symetralnej AB, bo prosta £, jest

w niej zawarta, i do ptaszczyzny
symetralnej AC'. Przeciecie tych
plaszczyzn to wlasnie prosta £, .
Podobnie, nalezy on do prostej €.
Jest wiec rowno odlegly od wszystkich
wierzchotkéw Scian z, y, z

Oto kilka liczb pieciokatnych:

i 12| 3] 4] 5] 6] 7

Euler odkryt dwie istotne (dla obliczania p(n)) whasnosci funkeji A:

Wtasnosé 1. p(n) spelnia rekurencje:
(1) ) =Y A(k)-p(n—k).
k=1

Wtiasnos$é 2. Jak widaé z poczatkowych wartosci, A(k) jest ciagiem
rzadkim (bardzo duzo zer). Jest on latwo obliczalny za pomoca tzw. liczb
pentagonalnych. Wartosci tego ciagu to zera, +1 lub —1.

Z tego, ze ciag A(n) jest bardzo rzadki, wyniknie, iz przy obliczaniu p(n) tylko
O(y/n) skladnikéw sumy (1) jest niezerowych.
Zatem p(n) wyznaczamy w czasie O(y/n), znajac p(n — 1),p(n —2),...,p(0).
W sumie mamy algorytm dzialajacy w czasie O(n+/n) i pamigci O(n), o ile
potrafimy latwo wypisywaé niezerowe wartosci A(k).
Euler najpierw odkryt wlasnosci A heurystycznie, a dopiero po 10 latach znalazt
dowéd (byé moze wezesniej nie mial czasu).
Zdefiniujmy liczby pentagonalne (pieciokatne)
pent(i) = (3i — 1)i/2.

Nazwa pochodzi od interpretacji geometrycznej, podobnie jak dla liczb
tréjkatnych. Mamy:

pent(i) = pent(i — 1) 4+ 3i — 2.
Liczby pentagonalne bedziemy réwniez nazywaé liczbami trapezowymi

pierwszego typu, a liczby pent(i) + ¢ liczbami trapezowymi drugiego typu,
patrz gérny /dolny trapez na rysunku 1 (str. 8).

pent(i) | 1|5]12]22[35 51|70

Rozwigzanie zadania F 825.
W rozwazanej w zadaniu sytuacji

stosujemy wyidealizowany opis polegajacy
na przyjeciu, ze podloze jest powierzchnia

nieskonczenie cigzkiego ciala. Jesli
natomiast przyjmiemy, ze cialo,

od ktoérego odbija sie pileczka, ma
mas¢ M, to zasade zachowania pedu
i energii dla ruchu jednowymiarowego
przy zalozeniu, ze ciezkie ciato
poczatkowo spoczywa, mozemy
zapisaé jako:

mv = mvy + Mua,

1 2 1 s 1 2
—mv° = —mv; + —Mwv;,
2 2 2T
gdzie vy i v2 sa odpowiednio predkosciami

piteczki i ciezkiego ciata tuz po odbiciu.
Sa one réwne

M —m
v] = ———m7
M+ m
oraz
2m
Vo = v,
M+ m

a zatem dla M > m rzeczywiscie mamy
vy & —v oraz ve ~ 0.

g

Ponadto zdefiniujmy Wsp(’)lczynniki pentagonalne:

[ (=1)? jesli k = pent () lub k = pent(7) + 1,
2) e(k) = 1)+t li k& lub k&

0 w przeciwnym przypadku.
Lemat kluczowy.

(3)
Mozemy teraz zapisaé algorytm (jedna iteracje) wyznaczania p(n) nastepujaco:

(4) p(n) =Y (1) - (p(n — pent(i)) + p(n — pent (i) — i)).

i1

A(k) = e(k).

W réwnaniu tym korzystamy jedynie z wartosci ¢ takich, ze pent(i) <
jedynie O(y/n) takich wartodci i mozemy je wszystkie latwo obliczyé.

n, mamy

Twierdzenie. Liczby p(1),p(2),...,p(n) mozemy obliczyé w czasie O(n+/n)

i pamieci O(n).

Dowéd réwnania (1)

Uzasadnienie jest sprytna manipulacja algebraiczna, korzystajaca z tego, ze dwa
wielomiany bedace ta sama funkcja maja takie same wspotczynniki przy tych
samych potegach zmiennej. Sztuczka polega na tym, zeby te same wielomiany
przedstawi¢ na dwa rézne sposoby, z jednego wymnozenia otrzymujemy wynik,
ktory przyréownujemy do wymnozenia w innej formie. Zdefiniujmy:

dx)=0Q4z+2>+.. . +2"), ) =1-2
oraz
Wi(z) = Hsb(xi), W(z) = Hlﬁ(xz)
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Rys. 1. Trapezy rzedu k dla k = 4. Trapez
pierwszego typu ma pent(k) elementéw,
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(@]
o
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0 0 @ k=4
® oh-1

n=(3k+1)k/2=8+7+6+5

© 0 00 0@
© 0 00 e
© 0 0 e k=4
® ® /-5

a drugiego typu ma pent(k) + k

elementéw. Podzialy odpowiadajace tego

typu trapezom nazywamy podzialami

trapezowymi.
23=T4+6+5+3+2
O O O O O O e
O 0 0 O O ‘k:S
O O O O e
o O O
® O0rL=2
ibijekcja
23=8+4+5+7+3
O O O O O O O e
© 0 0 00 O @ k=2
O O 0 0 O
® & 01r-3

Rys. 2. Dzialanie funkcji F'.

’ . n ’ s . . . , s .
Wprowadzmy notacje = dla réwnosci wielomianéw z doktadnoscia do poteg
wyzszych niz n — inaczej méwiac, bierzemy reszte z dzielenia przez z"*1.
Zauwazmy, ze zachodzi dosy¢ tatwe réwnanie:

Na przykiad dla n = 1 mamy Wi(x) =1+ z, Wa(z) =1 — z oraz
A+x)(l—2)=1-2*2

Przedstawimy teraz te same wielomiany w innej formie, po wymnozeniu
czynnikéw ¢(zt) 1 ¢ (a*):

(©) Wi(z) £ p(0)2® + p(1)z! + p(2)2® + ... + p(n)a™,

Wa(z) =1 — A1)zt — A2)z% — ... — A(n)a™.
Aby uzasadni¢ powyzsze rownosci, zauwazmy, ze przy wymnazaniu czynnikow
é(x%) w Wi(x) na wszystkie mozliwe sposoby wybieramy z kazdego z nich
po jednym jednomianie. Kazdy taki wybér, w ktérym iloczyn wybranych
jednomianéw to z* dla k < n, odpowiada podzialowi liczby k, a jednomian
wybrany w ¢(z?), dla i € {1,...,n}, oznacza, ile wystapiet sktadnika i
znajduje sie w tym podziale. Podobnie sytuacja wyglada w przypadku Wa(z)
i czynnikéw 1 (z?); tutaj jednak dochodzi jeszcze znak jednomianu, wskazujacy
na parzysto$c¢ liczby czesci w odpowiadajacym mu podziale.
Zréwnania (5) dlan > 1 wynika, ze wspétezynnik przy 2™ w iloczynie Wy (x) - Wa(z)
wynosi zero. Korzystajac z wlasnosci (6), mozemy ten wspdlczynnik przedstawié
jako kombinacje iloczynéw p(i), A(j), gdzie i + j = n, w rezultacie otrzymujemy:
p(n)-1—=pn—1)-A(1) —p(n—2)-A(2) —=p(n—3)-A@B) —...— A(n) - p(0) = 0.

Stad bezposrednio wynika réwnanie (1).

Dowéd lematu kluczowego (réwnania (3))

W sekcji tej rozwazamy tylko podzialy na rézne czeéci. Dowod lematu
kluczowego wymaga wprowadzenia interpretacji geometrycznej podziatéw.

Podziat liczby moze zostaé¢ przedstawiony w postaci diagramu zwanego
diagramem Ferrersa. Liczby elementéw w poszczegdlnych wierszach
diagramu odpowiadajg poszczegolnym sktadnikom A;. Diagramy Ferrersa dla
przyktadowych podziatéw liczb 22 i 26 sa przedstawione na rysunku 1. Sa to
bardzo szczegdlne podzialy, ktére bedziemy nazywaé trapezowymi.

Podzial trapezowy rzedu k pierwszego typu jest postaci
(k+k—1k+Ek—2k+k—3,...,k),

a drugiego typu — postaci
(k+kk+k—-1k+k—-2...,k+1).

Obserwacja. Podzial trapezowy majacy pent(k) lub pent(k) + k elementéw
sklada sie z k czesci.

Liczbe n nazywamy liczba trapezowa, gdy istnieje podzial n bedacy podzialem
trapezowym. Dla danego n jest zawsze co najwyzej jeden taki podzial. Liczby
trapezowe sa postaci pent(j) lub pent(j) + j.

Dla diagramu 7 (niekoniecznie trapezowego) przez k(m) oznaczmy liczbe
elementéw na prawej diagonali, poczynajac od prawego gérnego elementu. Jesli
odpowiadajacym podzialem jest (A1, Aa, ..., Ar), to k(m) jest najwieksza liczba
naturalna, taka ze \; —1 = X\;11 dlai=1,2,...,k(7r) — 1. Przez h(n) = A,
oznaczmy dlugos¢ najkrotszego wiersza diagramu.

Jedli podzial 7 nie jest trapezowy oraz h(m) < k(w), to F(m) definiujemy jako
podzial powstajacy z m poprzez dodanie do kazdego z pierwszych h(w) wierszy
po jednym elemencie i usuniecie najkrétszego (dolnego) wiersza, patrz rysunek 2.

Podzialy o parzystej/nieparzystej liczbie cze$ci nazywamy
parzystymi/nieparzystymi. Zauwazmy, ze funkcja F' zmienia parzystosé podziatu.
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14+1+15
13+2+<12+2+1
1243+ 11+2+1
11+4+<10+4+1
10+5+ 9+5+1
9+64 8+6+1
8+T7+ 7+6+2
T+5+24+1¢ 8+5+2
T+4+4+3+1+ 84+4+3
9+3+2+1+<10+3+2
8+4+2+14 9+4+2
64+5+3+1«< 7+5+3
64+4+3+2< 5+4+3+2+1
6 + 5+ 4 podzial trapezowy

Rys. 3. Zgrupowanie podzialéow
nietrapezowych liczby n = 15
zgodnie z dziataniem funkcji F'.

Zachodzi nastepujacy, dosy¢ oczywisty fakt.

Wtasnoéé¢ funkcji F'. Funkcja F' jest bijekcja miedzy nietrapezowymi
podziatami n z h(m) < k() i nietrapezowymi podzialami n z h(w) > k(7).

Na mocy tej wlasnosci otrzymujemy:
1 gdy n jest nieparzysta liczbag trapezowa,

(7)  Podad(n) — Peven(n) = { —1 gdy n jest parzysta liczbg trapezows,
0 w przeciwnym przypadku.

Stad:
Dodd(n) — Peven(n) = e(n)  dla kazdego n.

Nieoczekiwana relacja miedzy funkcjami p(n) i o(n)
Jako ciekawostke podamy, bez uzasadnienia, pewien zwigzek dwoch pozornie
odleglych funkcji p(n) i o(n), przy czym o(n) oznacza sume dzielnikéw liczby n
(wlacznie z n). Mamy
n [1]23]4]5] 6[7] 8] 9]10]11|12]13]14]15
o(n) |1]3]4[7]6]12]8]15[13]18[12|28 |14 [24 24

Dla funkcji o zachodzi prawie taka sama rekurencja jak dla p(n), jedyna réznica
to zastapienie p(0) przez n we wzorze (1):

(8) o(n) = 2 A(k)-o(n—k)+ A(n) - n.
k=1

Przyklad. Dla n = 15 mamy:
o(15)=0(15—-1)+0(15—-2)—0(15—-5) —c(15=7) + o(15 - 12) + 15 =
=24+14—-18—-154+4+ 15 =24,
p(15) = p(15 — 1) + p(15 — 2) — p(15 = 5) — p(15 = 7) + p(15 — 12) 4+ p(0) =
=135+101 —42—-22+3+1=176.

Korzystajac ze zwiazku liczb A(k) z liczbami pentagonalnymi, wszystkie

wartosci o(n),o(n — 1),...,0(1) mozna obliczy¢, tak jak poprzednio, w czasie
O(n+/n) i pamieci O(n). Zachodzi réwniez inny zadziwiajacy zwiazek:
n
(9) o(n) = Z k- A(k)-pn — k).
k=1

Jedli n = [[p;"* jest rozkladem n na czynniki pierwsze, to

o(n) =[] =1/ ] - D.
Wydaje sig, ze wyznaczanie o dla wszystkich liczb 1,2, ... ,n za pomoca

wzoru (8) i liczb pentagonalnych jest jednak wygodniejsze niz przy zastosowaniu
ostatniego wzoru.

Australijski matematyk Kurt Mahler wykazal, ze liczba

0,12345678910111213141516171819202122232425262728293031323334353637383940...

(kazdy wie, jak dalej)
nie jest pierwiastkiem zadnego wielomianu o wspélczynnikach wymiernych.
Liczby takie stanowia wiekszos¢ liczb rzeczywistych, ale na odkrycie pierwszej
takiej liczby czekano az do 1844 roku (Joseph Liouville). To, ze liczba 7 tez
jest taka, udalo sie¢ wykazaé¢ dopiero w 1882 roku Ferdinandowi Lindemannowi.

M. K.



Rys. 1. Plansza 4 x 4.

Gracz A

Gracz B

Kropki — kreski Agata DREWNIAK ™

W dzisiejszym Swiecie ludzie stajg sie coraz bardziej leniwi. Chca osiagnaé

zysk w krétkim czasie, bez zbytecznej pracy. Najlatwiejszym sposobem

na ,zarabianie” sa gry. Ale czym wlasciwie jest gra? Wedlug stownika
matematycznego Edwarda Siwka jest to matematyczny model ciggu takich
sytuacji, ze w kazdej z nich kazdy uczestnik gry ma mozliwosé wyboru jednej
sposrdd dostepnych dla niego decyzji (strategii), wigZacej sie z okreslonym
zyskiem lub stratg. Celem jakiejkolwiek gry zawsze bedzie osiagniecie przez

nas jak najwiekszego zysku lub (w gorszej dla nas sytuacji) jak najmniejszej
straty. Jednakze nie zawsze mamy wplyw na to, jak potoczy si¢ dana rozgrywka.
W niektérych przypadkach mozemy liczy¢ jedynie na tut szczescia (np. w Lotto
czy przy rzucie moneta). Istnieja jednak gry, w ktérych znajomosé okreslonych
strategii wygrywajacych moze nas doprowadzi¢ do upragnionego sukcesu.

Do tego drugiego rodzaju nalezy gra KROPKI-KRESKI.

Przyjrzyjmy sie zasadom gry. Toczy sie ona na prostokatnej planszy zbudowanej
z kropek (takiej jak na rysunku 1). Zadaniem graczy jest taczenie kolejno sasiednich
punktéw liniami pionowymi lub poziomymi. W momencie, gdy cztery odcinki
(niezaleznie od tego, kto je narysowal) utworza kwadrat, gracz, ktéry go zamknal,
przejmuje to pole i wykonuje kolejny ruch. Wygra ten gracz, ktéry zamknie
wieksza liczbe kwadratow.

Wiekszo$¢ ludzi gra w taki sposéb, ze linie stawiaja w takich miejscach, aby

nie odda¢ pola przeciwnikowi. Tak dlugo poszukuja ruchéw, ktore nie zbuduja
trzeciego boku kwadratu, jak tylko to jest mozliwe. Tym sposobem na planszy
tworza sie tzw. lancuchy — figury, w ktérych zamkniecie jednego kwadratu
stworzy mozliwo$é zamkniecia kolejnego pola z tancucha przy jednym ruchu
gracza. Gdy cala plansza bedzie juz podzielona na tancuchy, dochodzi

do blokady — jakikolwiek ruch gracza doprowadzi do zamkniecia kwadratu przez
jego przeciwnika. Taki sposob gry okredlimy mianem gry na poziomie 0.

Przyktadowa rozgrywke prezentuje rysunek 2. Widzimy,
ze gracz B utworzyl blokade ztozona z trzech tancuchow

w 12. kroku. Na poziomie 0 kazdy z graczy bedzie

oddawal przeciwnikowi tancuch z jak najmniejsza liczba

kwadratéow (A oddaje B dwa kwadraty, B oddaje A
trzy kwadraty i A oddaje B cztery kwadraty).
Tym sposobem gre wygra gracz B w stosunku 6 : 3.

Co zatem nalezy zrobié, zeby wygra¢? Powinnismy

e 3\ przejsé na wyzszy poziom wtajemniczenia — poziom 1.
Musimy zdaé¢ sobie sprawe, ze o naszej wygranej

“— taficuch —’ decydowa¢ beda dwa czynniki. Po pierwsze, liczba
8 tanicuchéw podczas blokady, i po drugie, liczba krokéw,

po ktorych doszlo do blokady. Przy parzystej liczbie
tancuchow gracz, ktory otwiera pierwszy tancuch,

wygra, bo to on zamknie ostatni najdtuzszy tancuch,

a kazdy oddany przeciwnikowi odrobi, najczesciej

11 " blokada — z bonusem. Przy nieparzystej liczbie lancuchéw

12 przegrywa ten, ktéry otworzyt tancuch jako pierwszy

(na rysunku w kroku 13.). Wazna jest réwniez liczba

X)X XXX krokéw, po ktérych doszto do blokady. W przyktadzie

XIXIX z rysunku do blokady doszlo po parzystej liczbie

XXX krokéw. Zatem pierwszy tancuch otworzy ten gracz,

13 14

Rys. 2. Wynik 3 : 6.

15 16

*studentka Politechniki Slaskiej

ktory zaczyna rozgrywke; drugi gracz uczynilby to
w przypadku blokady przy nieparzystej liczbie krokéw.

Zalézmy, ze gracz B bedzie gra¢ na poziomie 0. Gracz A bedzie dazyt do tego, aby
do blokady doszlo po parzystej liczbie ruchéw i przy parzystej liczbie lancuchow.
Jesli mu sie to uda, to albo A otworzy pierwszy z parzystej liczby tancuchéw
(wygra A), albo B otworzy pierwszy z nieparzystej liczby lancuchéw (wygra A).

10



Jednakze gracz B roéwniez moze gra¢ na poziomie 1. Bedzie on dazyl do
uzyskania nieparzystej sumy ruchow i tancuchéw przy blokadzie. W momencie,
gdy gracz A zda sobie sprawe, ze przegra, jesli nadal bedzie (tak jak jego
przeciwnik) gral na poziomie 1, rezygnuje on z tej strategii na rzecz poziomu 2.
W jego zamiarze jest postawienie gracza B pod tzw. przymusem. Jak moze to
osiagnac? Popatrzmy na rysunek 3.

Gracz A zamiast zabraé¢ caly tancuch w kroku 15., podzielit

go na dwie czedci — czedé zostawia sobie, a czeéé¢ oddaje

przeciwnikowi. Gracz B zostal postawiony pod przymusem —
cokolwiek zrobi, to otworzy graczowi A najdluzszy lancuch.

Zauwazmy, ze gracz A za kazdym razem moze zostawié ostatnie

XX XX X
XIX|IX
XXX X

15 16 17

Rys. 3. Zmiana strategii w kroku 15. daje wynik 5 : 4.

Informacje o poziomach gry

sa zaczerpniete z: I. Stewart,

Histerie matematyczne. Gry i zabawy
z matematyka, przel. Pawel Strzelecki,
Proészynski i S-ka, Krakéw.

i Zadania

dwa kwadraty w dlugim taficuchu (trzy kwadraty i wigcej),
tym samym powodujac, ze jego przeciwnik B bedzie zmuszony
otwiera¢ mu kolejne tancuchy.

Gracz A moze w ten sposéb kontrolowaé gre. Jednakze, jesli dlugosé tancucha
jest réwna 3, to gracz A, wykorzystujac te strategie, bedzie oddawal przeciwnikowi
wieksza czes¢ tancucha, przy dlugosci 4 gracze zremisuja, a w sytuacji, gdy
tancuch zbudowany bedzie z pigciu i wigcej kwadratéw, gracz A moze realnie
mysleé o zwyciestwie.

Tak jak kazda gre, réwniez i te mozna modyfikowaé¢. Zachecam do tworzenia
wlasnych plansz (np. zastepujac podstawowe pole kwadratu innym wielokatem)
i rozwazan na temat strategii w nich wystepujacych.

Redaguje Krzysztof TURZYNSKI

F 825. Piteczka upuszczona z pewnej wysokosci odbija sie elastycznie od podloza
i powraca do wyj$ciowego poziomu. Oznacza to, ze jesli piteczka miala mase m,
a jej predkos¢ tuz przed odbiciem wynosila v, to zmiana pedu piteczki przy odbiciu
jest rowna 2muo, energia zas si¢ nie zmienia. Jak to mozliwe, ze zachodzi

przekaz pedu bez przekazu energii?

Rozwiazanie na str. 7

F 826. W stanie Michigan miedzy miejscowo$ciami Delta i Albion wykopano
idealnie prosty, podziemny tunel. W tunelu utozono tory, po ktoérych wagony
pasazerskie moga poruszac si¢ bez tarciaibez oporéw powietrza. Ruch tych wagonow
powodowany jest przez site grawitacji: najpierw przyblizaja sie one do srodka Ziemi,
pézniej za$ oddalaja sie od niego. Ile trwa podréz wagonu miedzy Delta i Albionem?
Rozwiazanie na str. 6

Redaguje Tomasz TKOCZ

Dany jest wielo$cian wypukly o nastepujacych wlasnosciach: w kazdym wierzcholtku
spotykaja sie 3 krawedzie, kazda Sciana jest wielokatem wpisanym w okrag.

M 1375. Udowodnié, ze kazde dwie sasiednie §ciany sa wpisane we wspoélna,
jednoznacznie wyznaczong sfere.
Rozwiazanie na str. 16

M 1376. Udowodnié, ze trzy sasiednie $ciany sa wpisane we wspolna sfere.
Rozwiazanie na str. 7

M 1377. Udowodnié, ze wieloécian jest wpisany w sfere.
Rozwiazanie na str. 5

11



Rys. 1

-/

Maota de

Lekcja rysunku (4)

Narysujemy teraz figure bardziej skomplikowana: dwudziestoScian.
Najpierw rysujemy szesciokat zblizony do foremnego (rys. 1). Aby
zachowadé symetrie, mozemy pomocniczo zaznaczy¢ o§ symetrii i inne
ykontrolne” proste. Teraz najwazniejszy moment — prowadzimy pieé¢
waznych kresek taczacych symetryczne wzgledem osi punkty: na przyktad
trzy kreski na gérze i dwie na dole (rys. 2).

N

L

Rys. 2 Rys. 3

Gdy to zrobimy, wystarczy polaczyé¢ odpowiednie punkty (rys. 3),

zeby otrzymadé widoczne krawedzie dwudziesto$cianu. Bez problemu
zaznaczymy réwniez krawedzie niewidoczne. Uzupelniamy rysunek

o kolejne pie¢ kresek w odwrotnej kolejnoéci niz poprzednio: tam gdzie
byly trzy kreski, prowadzimy dwie i na odwrét (rys. 4). Wreszcie laczymy
odpowiednie punkty (liniami przerywanymi), zeby zaznaczy¢ niewidoczne
krawedzie (rys. 5).

Rys. 4 Rys. 5

12



Rys. 6

Rys. 7

Rys. 8

Nieco trudniej rysuje sie dwunastoscian foremny,
a powodem jest koniecznos¢ dokonania wiekszej
liczby wyboréw. Zaczynamy od narysowania
pieciokata w przyblizeniu foremnego, ze wzgledow
praktycznych ,do géry nogami” (rys. 6).

7 kazdego wierzchotka wyprowadzamy odcinki
(rys. 7).

W tym miejscu jest najwieksza trudnosé, bo

trzeba te ,raczki” narysowaé metoda préb

i btedow: nachylenie i dtugoéci odcinkéw dobieramy
doswiadczalnie. Sugestia moze by¢ taka, zeby
konce dorysowywanych odcinkéw roztozyty sie
mniej wiecej podobnie, jak wierzchotki pieciokata
foremnego. Podkredlmy jednak — mniej wiecej.

I teraz taczymy sasiednie ,raczki” daszkami
skladajacymi sie z dwdch odcinkéw (rys. 8).
Widoczna cze$é dwunastoscianu jest gotowa.

Nie nalezy sie zraza¢ tym, ze za pierwszym razem
rysunek moze nie by¢ perfekcyjny. Pamietajmy, ze
nawet wielcy artysci nieraz wielokrotnie éwiczyli
rozne szczegoly swoich pézniejszych doskonatych
dzietl. Do doskonatosci dochodzi si¢ poprzez
¢wiczenia.

Jesli zechcemy dorysowaé niewidoczne krawedzie,
to przerywana linia rysujemy pieciokat identyczny
jak ten wyjsciowy, tylko obrécony o 180 stopni
wokot wybranego w przyblizeniu $rodka danego
pieciokata (rys. 9).

W praktyce polega to na tym, ze rysujemy odcinki
réwnolegle do odpowiednich bokéw tegoz pieciokata
i potem laczymy z wierzchotkami wczesniej
narysowanych daszkéw. I juz (rys. 10).

Rys. 9

13
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Rys. 1. Wykres funkcji

f(ﬂc):mzL_"_1

oraz stycznej do wykresu w punkcie 3.

1

\1\

Rys. 2. Wykres funkcji

fl@) =

i stycznej w & = 1.

1

RN

1+z+ a8

Nier6wnosci i styczne
Michat KIEZA

W dowodzeniu nieréwnosci czesto pomocna bywa tak zwana metoda
stycznych. Zdarza sig¢, ze wykres funkcji lezy nad pewna prosta styczna

do niego lub pod taka prosta (wszedzie lub tylko na jakim$ przedziale).

To oznacza, ze mozemy oszacowaé wartosci tej funkcji przez wartosci funkcji
liniowej, ktérej wykresem jest wybrana styczna. Zeby takie oszacowanie
doprowadzito do celu, wybrana styczna musi przechodzi¢ przez punkt,

dla ktorego badana nieréwnosé jest réwnoscia. Przyjrzymy sie kilku
przykltadom zastosowan tej metody. We wszystkich przyda si¢ réwnanie
prostej stycznej do wykresu funkeji f w punkcie xg:

y=f'(z0) -z + f(z0) — f'(20) - 2o
Sprawnie rézniczkujacy Czytelnik wyprowadzi ten wzér z tatwoscia.
1. (XLVII Olimpiada Matematyczna, II etap) Wykazad, Ze jesli kazda z liczb
a, b, ¢ jest nie mniejsza od f% oraz a+b+c=1, to
a b c 9
criteriTeriSw

Rozwigzanie. Dang nieréwnos¢ mozemy przepisa¢ w postaci

fla) + f(8) + f(e) < 15, adsic @)= 5.

Zauwazmy, ze rOwnos¢ zachodzi dla a =b=c = % Roéwnanie stycznej do

funkcji f w punkcie % ma postac

= §x + i
V=95 T s00
Zauwazmy, ze dla liczb a, b, ¢, spelniajacych warunek a + b+ ¢ = 1, suma

wartosci wyrazenia %x + % jest rowna %(a +b+c)+3- % = 19—0.
Wystarczy wiec, jesli wykazemy, ze dla x > —% prawdziwa jest nieréwnosé
T 18 3
2515575
co sugeruje wykres na rysunku 1. Po prostych przeksztatceniach otrzymujemy
0 < (3 — 1)%(4z + 3),
a ta nieréwno$¢ jest spelniona, poniewaz = > —%.

2. (Zadanie 506 z Klubu 44M) Udowodnié, Ze dla dowolnych liczb dodatnich
a, b, c,d zachodzi nieréwnodé
at bt ct d*

a3+ a?b+ b3 * b3+ b2c+c3 * A+ c2d+ d3 N d3 +d?a + a3 >

a+b+c+d
> — .

4

Rozwigzanie. Na pierwszy rzut oka ten przyklad jest inny od poprzedniego
— tym razem mamy sume funkcji dwoch zmiennych. Ale to tylko pozorna
trudnoé¢. Sprébujmy udowodnié nieréwnosé

a4

a3 + a?b+ b3
gdzie o i B sa pewnymi liczbami rzeczywistymi. Dzielac obie strony przez a

i podstawiajac = 2, otrzymujemy

a)
1
1+xz+ a3 >a+fz

Teraz juz wiemy, co robi¢: w wyjéciowej nieréwnosci réwnoé¢ zachodzi dla
a = b= c = d, wiec musimy tak dobra¢ wspélczynniki @ i 3, aby réwnosé
zachodzita dla x = 1. Znajdujac rownanie stycznej do wykresu funkcji
flx) = ﬁ w punkcie = 1, otrzymujemy wspdlezynniki o = % ig=-

> aa + (b,

4
g

14
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Rys. 3. Wykres funkcji

Fla) = (z +3)

i stycznej w « = 1.

222 + (3 — x)?

Udowodnimy teraz, ze dla dodatniej liczby rzeczywistej z zachodzi
nierownosé

_t T 4

ltz+25°9 9"
Réwnowaznie mozemy zapisa¢ 4z — 723 + 422 — 3z + 2 > 0, a nastepnie
doprowadzamy nieréwnosé do postaci (z — 1)2(42% +z +2) > 0 - teraz
widad, ze to prawda dla dowolnego x > 0. Zatem dla dowolnych liczb
dodatnich a, b zachodzi nieréwnosé¢

at S 7 4b
B+atb+b” 9" 9

Szacujac w ten sposéb kazdy ze skladnikéw lewej strony wyjéciowej
nieréwnosci, dostajemy teze.

3. (Olimpiada Matematyczna USA 2003) Udowodnié, ze dla dowolnych liczb
dodatnich a,b, c zachodzi nieréwnosé

(2a +b+c)? (20 + ¢+ a)? (2c+a+b)?

202+ (b+¢)2 " 2024 (c+a)? 22+ (a+b)2

Rozwigzanie. Tym razem sytuacja jest jeszcze inna, poniewaz mamy
sume funkcji trzech zmiennych. Jednak i w tym przypadku tatwo mozna
ja sprowadzi¢ do sumy funkcji jednej zmiennej. Zauwazmy, ze dana
nieré6wnos¢ jest jednorodna: liczniki i mianowniki ulamkéw sa wielomianami
zlozonymi z jednomianéw tego samego stopnia, a ponadto stopien licznika
i mianownika jest taki sam. Stad wynika, ze mozemy bez straty ogélnosci
przyja¢ a + b+ ¢ = 3. (Jest to bardziej wygodne niz zalozenie a + b+ c =1,
gdyz réwnosé zachodzi dla a = b = ¢ = 1.) Wéwcezas dana nier6wnosé
przyjmuje postac
(a+3)? (b+3)? (c+3)? -3

202+ (3 —a)? ' 22+ (3 — D)2 i 224+ (3—¢)2

(z+3)*

= 2224 (3—x)?
w punkcie x = 1, otrzymujemy do udowodnienia nieréwnosé
(z +3)? 4 4

< -x+ -,

202+ (3—x)2 3" ' 3
ktéra jest réwnowazna 0 < 1222 — 1522 — 62 + 9 = 3(x — 1)?(4x + 3),
co jest prawda dla x > 0. Dodajac stronami otrzymane w ten sposob
oszacowania wszystkich utamkow lewej strony danej nieréwnodci,
otrzymujemy teze.

Znajdujac réwnanie stycznej do wykresu funkcji f(x)

Jak nietrudno sie przekonaé, przy zatozeniu a + b + ¢ = 3, nieréwnosc¢

zachodzi nie tylko dla liczb dodatnich, ale takze dla nie mniejszych niz —%.
Zadania dla Czytelnikéw
4. (Zwardon 2006) Liczby rzeczywiste x1, %2, ..., Ty, gdzie n > 1, spelniajg
warunki )

1 =z 1

ﬁxiil < 5 orez Tp >—1, k=12,...,n.

Udowodnié, ze x1 + a0+ ...+ 2, < n.

5. (Jugostawia 1986) Udowodnié, ze dla dowolnych liczb dodatnich a,b, ¢
zachodzi nierouwnosé

a’ b3 3 a+b+c
+ + > .
a2+ab+b2  b2+bc+c? 2+ ca+a? 3

6. (Japonia 1997) Udowodnié, Ze dla dowolnych liczb dodatnich a,b,c
zachodzi nierouwnosé

(b+c—a)? (c+a—b)? (a+b—c)? >3

(b+¢)? + a? + (c+a)2+b2 " (a+b2+c27 5
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Rozwigzanie zadania M 1375.
Plaszczyznag symetralng odcinka XY
nazywamy plaszczyzne¢ do niego
prostopadla, przechodzaca przez
jego srodek.

Rozwazmy najpierw jedng $ciang x
naszego wielo$cianu. Plaszczyzny
symetralne krawedzi tej Sciany przecinaja
si¢ wszystkie wzdluz prostej £,
prostopadlej do $ciany x i przechodzacej
przez srodek okrggu opisanego na tej
Scianie. Ta prosta jest zbiorem Srodkéw
wszystkich sfer zawierajacych wszystkie
wierzchotki Sciany .

Niech AB bedzie wspdlng krawedzig
sgsiednich $cian x i y. Proste £, £, nie sg
réwnolegle i obie lezag w plaszczyznie
symetralnej AB. Przecinaja si¢ wiec

w jednym punkcie, ktéry jest srodkiem
sfery opisanej na scianach = i y.

Z drugiej strony, jesli jakas sfera jest
opisana na $cianach z i y, to jej Srodek
musi lezeé¢ zaréwno na prostej £,, jak i na
prostej £,, co dowodzi, ze ta sfera jest
wyznaczona jednoznacznie.

Informatyczny kacik olimpijski (59): Od$niezanie

Zadanie Odsniezanie z zeszlorocznego Obozu Naukowo-Treningowego

im. A. Kreczmara mozna sformutowaé¢ w jezyku teorii graféw nastepujaco.
W nieskierowanym, wazonym, sp6jnym grafie G wyrézniono cztery
wierzchotki. Nalezy usunaé¢ czesé krawedzi z grafu tak, zeby nadal istniaty
$ciezki pomiedzy kazda para wyrdznionych wierzchotkéow i zeby suma wag
krawedzi, ktore pozostaly w grafie, byla jak najmniejsza.

Oznaczmy zbiér wierzchotkéw grafu G przez V' i niech n, m oznaczaja liczbe
wierzchotkéw i krawedzi w grafie. Niech vy, v9,v3,v4 € V beda wyrdznionymi
wierzchotkami. Szukany optymalny zestaw nieusunietych krawedzi na pewno
nie bedzie zawiera¢ cyklu. Gdyby byly tylko dwa wyr6znione wierzcholki,

v1 1 vg, to nieusuniete krawedzie tworzylyby najkrétsza sciezke z vy

do vo. W przypadku trzech wyrdznionych wierzchotkéw od Sciezki z vq

do v w pewnym miejscu odchodzitaby jeszcze $ciezka do vs. Po chwili
namystu dochodzimy do wniosku, ze w przypadku czterech wyréznionych
wierzcholtkéw nieusuniete krawedzie powinny tworzy¢ ksztalt taki jak na
ponizszym rysunku. Wyréznione wierzchotki sa tutaj polaczone Sciezkami

z pewnymi dwoma wierzchotkami p i ¢ (nazwijmy je wierzchotkami
centralnymsi), ktére réwniez sa polaczone $ciezka. Bez straty ogdélnosci
wierzcholek v1 1 pewien inny wierzcholek v; dla ¢ € {2,3,4} sa polaczone

z p, pozostale dwa sg potaczone z g. Rysunek obejmuje rowniez przypadki,
gdy niektére wierzcholki pokrywaja sie (np. p = ¢ lub p = v1) — w takich
sytuacjach odpowiednie $ciezki maja zerows diugosé.

U1 v

U Uk

Jesli przez du,v] oznaczymy diugosé najkrotszej $ciezki pomiedzy
wierzchotkami u i v, to koszt powyzszego rozwiazania wynosi

d[vy, p] + dlvs, p| + d[p, q] + d[q,v;] + d[q, vi].

Pare wierzchotkéw centralnych p i ¢ mozemy wybraé na O(n?) sposobéw,
zas wierzcholek v; na trzy sposoby. Jednak zlozonosé czasowa algorytmu

jest zdominowana przez obliczenie tablicy d, ktére wykonujemy w czasie

O(nmlogn) za pomoca n wywolan algorytmu Dijkstry.

Zadanie mozna rozwiazaé szybciej. Ustalmy i € {2,3,4}. Niech graf G;
powstaje przez dodanie do grafu G dodatkowych wierzchotkéw s, ¢

i dodatkowych krawedzi: wierzchotek s taczymy z kazdym wierzchotkiem
u € V krawedzia o wadze d[v1, u] + d[v;, u], za$ wierzcholek ¢ taczymy

z kazdym u € V krawedzia o wadze d[u, v;] + d[u, vy].

Zauwazmy, ze $ciezka s — p ~ q¢ — t w grafie G; odpowiada rozwigzaniu,

w ktorym jako wierzchotki centralne wybieramy p i ¢; koszt takiego
rozwigzania jest rowny diugosci tej sciezki. Tak wiec, aby rozwiazaé¢ zadanie,
wystarczy dla kazdego i znalezé najkrétsza Sciezke z s do t w grafie G;.

Do konstrukeji grafu G; musimy wyznaczy¢ wartosci d[v, u] dla

v € {vy,v2,v3,v4} 1 u € V. Ostatecznie nasze rozwiazanie wymaga
siedmiu wywolan algorytmu Dijkstry (czterech w grafie G do obliczenia d
i po jednym w grafie G; dla kazdego wyboru v;). Graf G; ma n + 2
wierzchotkow i m + 2n krawedzi, wiec koszt algorytmu Dijkstry jest w nim
taki sam jak w grafie G. Zatem rozwigzanie dziata w czasie O(mlogn).

Tomasz IDZIASZEK
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Fundamental Physics Prize

... jest nazwa, ktora jeszcze nie ma oficjalnego
przektadu na jezyk polski. Nic dziwnego, nagroda

ta zostala ustanowiona w lipcu 2012 roku. Zaczelo
sie spektakularnie. Dziewieciu teoretykéw dostato po
trzy miliony dolaréw.

W ten sposob utworzony zostat komitet Nagrody, ktory
co roku ma dobieraé sobie nowego cztonka, oglaszajac
go laureatem.

Pierwszymi nagrodzonymi zostali nastepujacy
naukowcy (kolejno$é alfabetyczna).

— Nima Arkani-Hamed (najmlodszy, ur. 1972) za
oryginalne podejscie do najwazniejszych problemdow
fizyki czastek, w tym za pomyst tzw. wielkich
dodatkowych wymiaréw przestrzennych [1].

— Alan Harvey Guth (najstarszy, ur. 1947) miedzy
innymi za zaproponowanie kosmologicznej inflacji [2].

— Alexei Kitaev za idee odpornych na bledy obliczen
kwantowych z uzyciem anyonéw [3].

— Maxim Kontsevich za rozwijanie owocnych zwiazkoéw
fizyki teoretycznej z matematyka, np. rozwiniecie
homologicznej interpretacji tzw. symetrii lustrznej
superstrun [4].

— Andrei Linde za rozwiniecie kosmologii inflacyjnej [5].

— Juan Maldacena za dualnosé teorii cechowania
i grawitacji pozwalajaca réwniez na wglad w uktady
silnie sprzezone, jak np. wysokotemperaturowe
nadprzewodniki [6].

— Nathan Seiberg za istotny wktad w rozumienie
kwantowej teorii pola za pomocg geometrii
nieprzemiennej [7].

— Ashoke Sen za zauwazenie dualnosci w teorii strun
wiazacej wszystkie pie¢ wersji tej teorii [8].

— Edward Witten za to (w skrécie), ze wielkim
teoretykiem jest [7, 9].

Pora przedstawi¢ fundatora. Jest nim Yuri Milner
(ur. 1961) rosyjski multimilioner ,internetista”, ktéry
do biznesu przeszedl rozczarowany swoja kariera fizyka,
ale za najbardziej zmarnowane uwaza kilka lat pracy
w Banku Swiatowym.

W grudniu 2012 roku zostali ogtoszeni laureaci
stowarzyszonych nagrod: Physics Frontier Prize oraz
New Horizons in Physics Prize. Pierwsza (rzad wielko$ci
mniejsza) jest przedsionkiem nagrody gléwnej, bo to
spoérod jej laureatéw ma by¢é wyloniony kolejny cztonek
(badz czlonkowie, nie ma ograniczenia co do liczby
nagradzanych oséb) komitetu. Kandydatami zostali:

— Charles Kane, Laurens Molenkamp
i Shoucheng Zhang (wspdlnie) za przewidzenie
istnienia oraz odkrycie izolatoréw topologicznych;

— Alexander Polyakov oraz Joseph Polchinski (osobno)
za szereg odkry¢ w teorii pola i teorii strun.
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Natomiast druga ze stowarzyszonych nagréd ma
wyrdznia¢ mtodych wizjonerskich naukowcéw. W 2012
roku po 100 tysiecy dolarow otrzymali Niklas Beisert,
Davide Gaiotto, oraz Zohar Komargodski.

Ale to jeszcze nie wszystko. Rowniez w grudniu zostaty
przyznane dwie nagrody Special Fundamental Physics
Prize, ktére moga by¢ przyznawane w dowolnym
momencie za wyjatkowe osiagniecia.

Pierwsza sume trzech milionéw dolaréw dostal
Stephen Hawking za caloksztalt, a druga (podzielona
na trzy réwne czesci) obdzielono (obecnych i bylych)
kierownikéw projektow, ktore doprowadzity do odkrycia
nowej czastki w trakcie poszukiwania bozonu Higgsa
w CERN. Nagrodzeni zostali Lyn Evans (LHC),
Peter Jenni i Fabiola Gianotti (ATLAS) oraz

Michel Della Negra, Tejinder Singh Virdee,

Guido Tonelli i Joe Incandela (CMS) za ich wiodaca
role w odpowiednich projektach.

Uroczyste wreczenie przyznanych w grudniu nagréd
odbedzie sie w marcu w CERN razem z ogloszeniem
(i wreczeniem) gléwnej nagrody za 2013 rok. Mysle,
ze bedzie to jednoczesnie medialne wydarzenie
przyciagajace uwage tzw. cywilizowanego (czyli
medialnego wlasnie) Swiata.

Nie sposob unikngé¢ poréwnania z Nagroda Nobla,
do ktorej FPP jest po prostu ortogonalna. Potencjalni
laureaci obu nagréd to niemal zbiory roztaczne.

Yuri Milner co$ $wiatu méwi. A co kto ustyszy, to tylko
od niego zalezy.
Piotr ZALEWSKI
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Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koica miesigca n 4 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe 0s6b, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegétowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Zadania z fizyki nr 552, 553
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

552. Do podstawki lezacej na stole przymocowany jest pelny walec

o promieniu R, ktéry moze swobodnie obraca¢ sie wokol wlasnej osi. Do konca
nici nawinietej na walec i przerzuconej przez nieruchomy bloczek, jak na
rysunku 1, przymocowano cig¢zarek. Masy podstawki, walca i cigzarka sa
jednakowe. Ile obrotéw wykona walec w czasie t7 W chwili poczatkowej uktad
spoczywa. Tarcie mozna zaniedbac.

553. Ile ciepta wydzieli sie na oporze R w obwodzie przedstawionym na
rysunku 2(a) po zamknieciu klucza? W chwili poczatkowe]j kondensator

o pojemnosci C nie jest naladowany. Sita elektromotoryczna zrédla pradu
wynosi £, opor wewnetrzny zrédla jest zaniedbywalny. Wyidealizowana
charakterystyka pradowo-napieciowa diody przedstawiona jest na rysunku 2(b).

Rozwigzania zadan z numeru 10/2012

Przypominamy tres¢ zadan:

544. CienkosScienna, nieprzewodzaca sfera o promieniu R i masie M naladowana jest réwnomiernie
tadunkiem Q. W sferze znajduja si¢ dwa niewielkie otwory lezace na tej samej $rednicy. Czastka

o masie m i tadunku ¢ jednoimiennym z Q zaczyna zblizaé si¢ do sfery z bardzo duzej odleglosci
wzdtuz prostej przechodzacej przez otwory, z predkoscia poczatkowa v. W chwili poczatkowej
sfera spoczywa. Ile czasu czgstka znajdowaé sie bedzie wewnatrz sfery? Przyjmij, ze efekty
magnetyczne sg zaniedbywalne.

545. Satelita poruszajacy si¢ po orbicie kolowej o promieniu R wokét planety o promieniu r zostal
przyhamowany i zaczal poruszaé sie po orbicie eliptycznej, stycznej do powierzchni planety. Wyznaczy¢é
czas spadania satelity na planete. Przyspieszenie grawitacyjne na powierzchni planety wynosi g.

544. Sposdéb 1. Jako uklad odniesienia mozemy wybra¢ uklad inercjalny,

w ktérym sfera w chwili poczatkowej spoczywa. Sily elektrostatyczne sa
zachowawcze oraz nie dzialaja zadne sily zewnetrzne, spelnione sa wiec zasady
zachowania energii i pedu:

(me) _ (Md) | (md) | Qg
2 2 2 dregR’
mv = Muvy + mus,

gdzie vy 1 v2 sa odpowiednio predkosciami sfery i czastki w chwili, gdy czastka
dotrze do pierwszego otworu. Musi by¢ spelniony warunek vo > v1. Wiemy

z prawa Gaussa, ze wewnatrz réwnomiernie naladowanej sfery nie ma pola
elektrycznego, czastka porusza sie wiec od jednego do drugiego otworu ruchem
jednostajnym prostoliniowym z predkoscia wzgledng v, = vy — v1. Szukany czas
wynosi t = 2R /v,.

Sposéb 2. Przyspieszenia do 1 d; odpowiednio czastki i sfery w dowolnym
ukladzie inercjalnym wynosza @» = F/m i @, = —F /M, gdzie F jest silg, jaka
sfera dziala na czastke wzdtuz wektora polozenia wzglednego obu cial, a jej
warto$é zalezy od odleglosci miedzy nimi. Przyspieszenie wzgledne wynosi
a@=dy—a = F/u, gdzie y = mM /(M + m). Jest to réwnanie ruchu fikcyjnej
czastki o masie p, zwanej masa zredukowana uktadu dwéch cial, poruszajacej sie
z ich predkoscia wzgledna w polu sity F. Zasada zachowania energii w naszym
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Rys. 3

Rys. 4

Rozszerzona czotéwka ligi zadaniowej
Klubu 44 F
po 541 zadaniach

Andrzej Nowogrodzki

(Chocianéw) 2 — 39,02
Tomasz Rudny (Warszawa) 35,20
Krzysztof Magiera (Losiéw) 2 — 28,34
Tomasz Wietecha (Tarnéw) 8 — 27,04
Dariusz Wilk (Rzeszéw) 26,57
Radostaw Poleski (Kolobrzeg) 23,47
Jacek Konieczny (Poznan) 23,03
Ryszard Wozniak (Krakéw) 20.88
Andrzej Idzik (Bolestawiec) 10 — 19,79

Lista obejmuje uczestnikéw, ktérzy
przystali co najmniej jedno rozwigzanie
zadania z rocznikéw 2009-2012 oraz maja
w biezacej punktacji na swoim koncie

co najmniej 11 punktéw. Cyfra przed
kreska wskazuje, ile razy uczestnik zdobyt
juz 44 punkty.

Weterani Klubu 44 F (w kolejnosci
uzyskiwania statusu Weterana):

P. Bala, D. Lipniacki, A. Sikorski,

A. Surma (4), P. Gworys, A. Idzik (10),
T. Wietecha (8), J. Lazuka, M. Wéjcicki,
J. Witkowski (jesli uczestnik zdobyt

44 punkty wigcej niz 3 razy, podana
zostag odpowiednia liczba).

Pozostali czlonkowie Klubu 44 F
(alfabetycznie):

wdwukrotni”: M. Kozlik, J. Lipkowski,
K. Magiera, A. Nowogrodzki,
P. Perkowski, J. Piotrowski;

sjednokrotni”: A. Borowski, P. Gadzinski,
Z. Galias, A. Gawryszczak, A. Gluza,

W. Kacprzak, K. Kapcia, M. Lacki,

M. Lupiezowiec, B. Mikielewicz,

L. Motyka, R. Musial, T. Rawlik,

R. Repucha, J. Stelmach, L. Szalast,

T. Tkocz, P. Wach.

problemie sprowadzonym do ruchu jednego ciala ma teraz postac

w? i Qg
47T50R'

2 2
Stad

2 QaM +m)
2megRmM

Szukany czas wynosi t = 2R /v, gdy v > \/Qq(M + m) /2o RmM, dla
mniejszych predkosci czastka nie dotrze do wnetrza sfery.

Vyp =

Warto sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem, ze energia kinetyczna fikcyjnej
czastki o masie zredukowanej réwna jest sumie energii kinetycznych sfery
i czastki w uktadzie ich srodka masy.

545. Przyjmijmy, ze zmniejszenie predkosci satelity nastapito w punkcie A
orbity kotowej przedstawionej na rysunku 3. Ognisko elipsy, po ktérej zaczyna
poruszaé sig satelita, znajduje sie w punkcie O w Srodku planety. Interesuje nas
czas, po ktérym satelita znajdzie sie w punkcie B, czyli potowa okresu obiegu
po elipsie T3. Z III prawa Keplera mamy
T? @
72 R3
gdzie T jest okresem obiegu satelity po orbicie kolowej, natomiast a — pétosia
wielka elipsy: a = (R 4 r)/2. Okres obiegu po orbicie kolowej wyznaczamy,
wiedzac, ze sita dosrodkowa jest sila grawitacji
mv?  GMm
R  R?
oraz T = 2w R/v (M i m to masy planety i satelity, v to predkosé satelity). Stad
T2 T2(R+7r)?
! 2GM
Uwzgledniajac, ze przyspieszenie na powierzchni planety wyraza si¢ wzorem
g = GM/r?, otrzymujemy szukany czas:

T1 ™

_m (R+1r)3
2 2 ’

t:
2g

x % %
Podsumowanie ligi zadaniowej Klubu 44 F

Zadania przygotowywane od lutego 2012 r. przez Ewe Czuchry mialy nieco
bardziej popularny charakter niz pojawiajace sie w lidze pod kierownictwem
Jerzego B. Brojana. Oceniajac nadeslane przez uczestnikéw naszej zabawy
rozwigzania, nizej podpisany mial zatem przyjemno$¢ zapoznawaé sie

z eleganckimi i poprawnymi rozwiazaniami.

Tym wiekszym zaskoczeniem byl fakt, ze wziete wprost z podrecznika

Hallidaya i Resnicka zadanie 538 (WT = 1,96) polegajace na ocenie wysokosci,

z jakiej musi staczac sie cialo, aby, oderwawszy sie na poczatku wyrwy toru
przedstawionego na rysunku 4, nie wypadlo poza te wyrwe, miato tak mato
poprawnych rozwiazan. Sposréd dziesieciu () nadestanych rozwiazan jedynie prace
A. Idzika i T. Wietechy zawieraly kompletng dyskusje obu warunkéw, jakie
ciato to musi spetnié: zasieg rzutu ukosnego ze skraju wyrwy nie moze przekraczaé
jej rozmiaru oraz sita grawitacji nie oderwie ciala od toru przed osiagnieciem brzegu
wyrwy. Chociaz niemal wszyscy rozwiazujacy zauwazyli pierwszy z tych warunkow,
drugi z nich umknal uwagi wiekszosci autoréw.

Uwzglednienie obu warunkéw prowadzi do podwodjnej nieréwnosci na poszukiwanag,
wysokos¢. Tu nizej podpisany musi uderzy¢ sie w piersi, bowiem opublikowane
w numerze 9/2012 rozwiazanie zawiera irytujaca literéwke: ostateczny wynik
powiniem mieé postac

1 H 1

—cosopg < — —1—cosayg < ——.
2 O TR 0\2cosa0

Krzysztof TURZYNSKI
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Klub 44

1-44

Termin nadsytania rozwigzan: 30 IV 2013

Lista uczestnikéw ligi zadaniowej

Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
643 (WT =1,80) i 644 (WT = 1,74)

z numeru 6/2012

Tomasz Wietecha 8-44,80
Jedrzej Garnek 43,91
Roksana Stowik 43,65
Zbigniew Skalik 1-41,25
Adam Dzedzej 1-40,33
Wojciech Nadara 39,64
Pawel Labedzki 35,77
Rami Marcin Ayoush 34,52
Janusz Olszewski 13-34,05
Zbigniew Sewartowski 1-32,78
Tomasz Kochanek 32,40
Witold Bednarek 5-29,51
Andrzej Dorobisz 29,11
Marek Spychata 1-28,77
Krzysztof Kaminski 1-27,21
Andrzej Idzik 1-26,22
Jerzy Witkowski 5-24,14
Janusz Fiett 23,98
Tomasz Czajka 23,20
Michat Kozlik 22,80
Krzysztof Dorobisz 3-22,64
Grzegorz Karpowicz 1-21,28
Pawel Najman 5-20,86
Barttomiej Dyda 5-20,18

Legenda (przykladowo): stan ko

nta

5-29,51 oznacza, ze uczestnik juz

pigciokrotnie zdobyt 44 punkty,
a w kolejnej (széstej) rundzie m
29,51 punktoéw.

W tej kolejce 44 punkty przekroczyl, i to
juz po raz dziewiaty, Tomasz Wietecha
— nie majacy sobie rownych w ligowym

dwuboju mat-fiz.

a

Zestawienie obejmuje wszystkich

uczestnikoéw ligi, ktérzy spelniaj

nastepujace dwa warunki:

— stan ich konta (w aktualnie
wykonywanej rundzie) wynosi
co najmniej 20 punktéw;

a

— przystali rozwigzanie co najmniej

jednego zadania z rocznika 2010, 2011

lub 2012.

Nie drukujemy wig¢c nazwisk tych

uczestnikéw, ktérzy rozstali sie z liga trzy
lata temu (lub dawniej); oczywiscie jesli
ktokolwiek z nich zdecyduje si¢ wréci¢ do
naszych matematycznych tamigtéwek,

jego nazwisko automatycznie wréci

na liste. Serdecznie zapraszamy!

Zadania z matematyki nr 655, 656
Redaguje Marcin E. KUCZMA

655. Punkt D lezy na boku AB tréjkata ABC. Punkt E jest srodkiem okregu
dopisanego, stycznego do boku BC' oraz przedtuzen bokéw AB, AC. Punkt F
jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat AC'D. Dowiesé, ze jezeli trojkat CEF
jest réwnoramienny, to takze trojkat C'BD jest réwnoramienny.

656. Dana jest liczba naturalna n > 1. Niech M,, bedzie liczba naturalna, ktérej
zapis dziesietny sklada sie z n dziewiatek: M, =99...9 = 10" — 1. Znalez¢
najmniejsza jej wielokrotnosé, w ktorej zapisie dziesietnym cyfra 9 nie wystepuje.

Zadanie 656 zaproponowal pan Piotr Zarzycki z Gdanska.

Rozwigzania zadan z numeru 10/2012

Przypominamy tresé zadan:

647. Dany jest przedzial otwarty, ktérego konncami sa kwadraty dwéch kolejnych liczb naturalnych,
wigkszych od 1. Dowie$¢, ze w tym przedziale mozna znalezé trzy rézne liczby naturalne a, b, ¢ takie,
ze a® + b2 dzieli sie przez c.

648. Niech (F,,) bedzie ciggiem Fibonacciego: Fy = F» =1, F,, = F,,_1 + F,,_o (n > 3). Udowodni¢,
ze ciag ("’ F,7+2) jest malejacy.

647. Niech liczby n?, (n + 1)? beda koficami danego przedziatu. Wymagane
warunki spelniaja na przyktad liczby a =n? +2, b=n?+n+1,c=n%+ 1.
Rzeczywiscie, a = 1, b =n (mod c), wiec a? + b*> = 0 (mod c).

648. Mamy dowies¢, ze F?,; > F' 5. Dla n = 2 to prawda (22 > 3!). Dalej

przyjmujemy n > 3. Korzystamy ze wzoru F,, = (" — (—p)~™)/V/5, gdzie
¢ = (1 ++/5)/2. Oznaczmy:

proet L et tet
\/g ’ n \/5 bl
Wystarczy pokazaé, ze K], | > GZ;%, czyli (Ept1/Gri2)™ > 1/Grqa.

A poniewaz G, 1o > ¢" 2 /\/5, wystarczy dowieéé, ze
EnJrl " \/5

(1) > .
Gn+2 S0n+

Tloraz w nawiasie szacujemy z dotu:

E n+l _ ,,—n—1 1 —2n—2 —2n—4 1— —2n—2 —2n—4

ntl P @ _L1f e + . + )
1 + 90—271—4 ®

n

E, = zatem F, < F, <G,.

Gn+2 - (pn+2 + 90_”_2 ©
Stad i z nieréwnosci Bernoulliego

<En+1 >n N 1— n(<p72n72 + 90727174) B 902 _ nw72n(1 + 4,072)

on - S0n+2
Nieréwnos$é (1) bedzie udowodniona, jesli wykazemy, ze licznik tego ostatniego
ilorazu przekracza /5; jest to réwnowazne nieréwnosci

2n —2
(2) A

n (pg — \/5
Podstawiajac warto$é stalej ¢, sprawdzamy, ze nier6wnosé (2) zachodzi dla
n = 3. Zachodzi wigc dla wszystkich n > 3, bo wyrazenie po lewej stronie (2)
przedstawia ciag rosnacy. To konczy dowdd.

x % *

Napracowatem sie przy tym zadaniu jak wol; jest obawa, Ze jak osiol. Tymi
stowami rozpoczynala si¢ jedna z nadestanych do ligi prac. Trudno o wigksza
radosé¢ dla redaktora ligi, ktory takie pelne wdzigku wyznanie odczytuje jako
widomy przekaz, ze prowadzenie ligi ma sens; ze dostarcza ona uczestnikom
ciekawych wrazen. Jest wiec okazja, zeby podziekowaé¢ wszystkim, ktérzy
tymi swoimi wrazeniami dziela sie z nami w przysylanej korespondencji.

Gn+2

Czasem udaje sie redaktora niezle zaskoczy¢. Oto inny z uczestnikow napisatl,
ze zadania sa rzetelnie trudne (co prawda, to prawda — przynajmniej niektore),
ich rozwiazywanie wymaga czasu i wysitku, wiec moze by sie za wilozony trud
nalezata jakas nagroda: list uznaniowy do uczelni, czy wrecz stopien naukowy.
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Weterani Klubu 44 M (w kolejnosci
uzyskiwania statusu Weterana):

J. Janowicz (8), P. Kaminski (5),

M. Galecki (5), J. Uryga (4),

A. Pawlowski (4), D. Sowizdrzal,

T. Rawlik (6), M. Mazur, A. Bonk,
K. Serbin, J. Ciach (5), M. Prauza (4),
P. Kumor (11), P. Gadzinski (7),

K. Jedziniak, J. Olszewski (13),

L. Skrzypek (4), H. Kornacki,

T. Wietecha (9), T. Jozefczyk,

J. Witkowski (5), W. Bednorz,

B. Dyda (5), M. Peczarski,

M. Adamaszek, P. Kubit (5),

J. Cisto (9), W. Bednarek (5),

D. Kurpiel, P. Najman (5), M. Kieza (4),
M. Kasperski, K. Dorobisz,

A. Woryna, T. Tkocz

(jesli uczestnik przekroczyl barierg
44 punktéw wiecej niz trzy razy,
sygnalizuje to liczba w nawiasie).

Pozostali czlonkowie Klubu 44 M
(alfabetycznie):

ydwukrotni”:

Z. Bartold, A. Czornik, A. Daniluk,

Z. Galias, P. Jedrzejewicz, H. Kasprzak,
T. Komorowski, Z. Koza, J. Lazuka,

J. Matopolski, J. Mikuta, E. Orzechowski,
R. Pagacz, K. Patkowski, K. Piéro,

J. Siwy, S. Solecki, T. Warszawski,

G. Zakrzewski;

sjednokrotni”:

T. Bieganski, W. Boratynski,

M. Czerniakowska, A. Dzedzej,

P. Figurny, M. Fiszer, L. Garncarek,

L. Gasinski, A. Gluza, T. Grzesiak,

K. Hryniewiecki, A. Idzik, K. Jachacy,
M. Jastrzebski, A. Jézwik, K. Kaminski,
G. Karpowicz, J. Klisowski,

J. Kraszewski, A. Krzysztofowicz,

T. Kulpa, A. Langer, R. Latata,

P. Lipinski, P. Lizak, M. Lupiezowiec,

J. Mandziuk, B. Marczak, M. Marczak,
M. Matlega, R. Mazurek, H. Mikolajczak,
M. Mikucki, J. Milczarek, M. Miodek,
R. Mitraszewski, M. Mostowski,

W. Olszewski, R. Pikuta, B. Piotrowska,
W. Pompe, M. Roman, M. Rotkiewicz,
A. Ruszel, Z. Sewartowski, F. S. Sikorski,
Z. Skalik, A. Smolczyk, P. Sobczak,

M. Spychata, Z. Surduka, T. Szymeczyk,
W. Szymeczyk, K. Trautman, P. Wach,

K. Witek, A. Wyrwa, M. Zajac, Z. Zaus,
K. Zawistawski, P. Zmijewski.

Zadanie 631 [Czy istnieje o§mioscian opisany na

kuli, ktérej rzut na kazda $ciane jest w niej zawarty?]
(WT = 3,01; LPR = 5). Wszystkie rozwigzania podobne
do firmowego: J. Cisto, J. Fiett, W. Nadara,

J. Olszewski, T. Wietecha.

Zadanie 633 [Plaszczyzna pokolorowana czerwono/zielono;
dany AABC = (3X,Y, Z zielone, AXYZ = AABC)
lub (3P, Q czerwone, |PQ| =1)] (WT =2,10; LPR=5
(67 77)). J. Cislo, P. Labedzki przedstawili rozwigzania
nie rézniace si¢ istotnie od firmowego; J. Olszewski —

Na ile to bylo zartem, na ile serio? Powtorzmy nasze ulubione stowo, ktére sie
w corocznych omowieniach wielokrotnie pojawiato: zabawa. Nasza liga doprawdy
nie ma ambicji byé¢ niczym innym.

Biora w tej zabawie udzial gléwnie uczniowie i studenci; tego oczekiwaliSmy,
gdy liga zaczynala zywot. Ale jest tez dosé liczne grono uczestnikéw bardziej
zaawansowanych wiekowo, dla ktérych matematyka byta mlodzienicza fascynacja
— nierzadko wrecz kierunkiem studiéw — jednak dalsza Sciezka zawodowa
poprowadzita w inne rejony; zadania ligowe pozwalaja przywota¢ wspomnienia.
I to wlasnie jeden z nich uroczo napisal napracowalem sie jok wél. Serdecznie
zyczymy dalszej uciechy z zabawy w lige!

A teraz zwykle oméwienie wybranych zadan.

Zadanie 626 [Ciagi (zn), (Yn): 1 =a > 0, Tnt1 = (Tn + 25 1)/2, Yyn = | [ xiik;
limy, = 7] (wspétczynnik trudnosci WT = 2,83; liczba poprawnych rozwiazan
LPR = 3). J. Garnek i J. Olszewski przedstawili rozwigzania podobne do
firmowego, nieco zgrabniej zapisane. Inne byto rozwiazanie autora zadania (J. Cislo)
— na tym samym pomysle opart swoja prace W. Nadara:

Badane ciagi zalezg od liczby a > 0; piszmy yn(a). Dla a > 1 mamy
1 < yn(a) < ynt+1(a) < a, wiec istnieje granica limy,(a) =: g(a). Tak okreslona
funkcja g spelnia w przedziale (1; 00) warunki

) o =a-g(“TE). 1<g@) <a

réwnanie funkcyjne wynika z definicji yn(a) przez podniesienie do kwadratu
i przejécie do granicy. Oznaczajac f(a) = (a + a~')/2 i przepisujac réwnanie jako
g(a) = a'/?g(f(a))*/?, moima z niego indukcyjnie wyprowadzi¢ wzér
n
k— 27k n 27t . m
@) gla) = [H(f o)) } (@), edde M=o of.
—_—

k=1
m

Latwo sprawdzié, ze f™(a) — 1 przy n — oo; stad, wobec oszacowan w (1), czynnik
poza nawiasem kwadratowym w (2) takze dazy do 1. Wzér (2) (w granicy) pokazuje
wiec, ze funkcja g jest (dla a > 1) jednoznacznie wyznaczona przez warunki (1).
Pozostaje zauwazy¢, ze funkcja g(a) = (a + 1)/2 te warunki spelnia — stanowi
zatem jedyne rozwiazanie. Przypadek a < 1 moze by¢ sprowadzony do poprzedniego
przez zamiang zmiennej x — 1/x. Odpowiedz: limy,(a) = (a + 1)/2.

Zadanie 627 [Tabela (n wierszy, 2 kolumny; n > 2), w niej losowo liczby 1,...,2n.
Zdarzenia: A — w doktadnie jednym wierszu réznica wynosi +1; B — w zadnym
wierszu réznica nie wynosi £1. Ktére bardziej prawdopodobne?] (WT = 2,50;
LPR =4 (57)). Niektérzy uczestnicy zauwazyli, ze to zadanie — inaczej sformutowane,
ale znaczeniowo réwnowazne — byto zadaniem konkursowym XXX Miedzynarodowej
Olimpiady Matematycznej (1989); rozwiazania mozna znalezé w wielu miejscach.
Konstrukcje réznowartosciowego odwzorowania B — A (podana jako rozwiazanie
firmowe) wskazali J. Cisto, A. Dzedzej, J. Fiett.

Dwaj ostatni uczestnicy oraz J. Olszewski wyprowadzili ponadto wzory
rekurencyjne dla liczb rozmieszczen typéw A, B, na przyktad w postaci:

an =2n[(2n — 1)bn—1 + an—1], bn = 2n[(2n — 2)bp—1 + an-1]; a1 = 2, b1 = 0;
jasne, ze an > by.

Jeszcze jedna praca zawierala konstrukcje ,firmows” (lub podobna), ale z opisem
niezbyt jasnym, skrotowym, z luks w uzasadnieniu.

podobne, nieco bardziej zawite. A. Dzedzej podal dowdd

ciagle deformacje pewnych szczegélnych konfiguracji.
Jeszcze dwie prace zawieraly dowody — jedna lub druga
z tych metod — jednak, zdaniem oceniajacego, z takimi

Do zaprezentowania wybieramy eleganckie rozwiagzanie,
ktore znalazt Stanistaw Bednarek. Najpierw lemat:
Przy dowolnym rozbiciu plaszczyzny na trzy zbiory, w jednym
z nich sq dwa punkty odlegle o 1. Podany dowdd:
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(nie catkiem tatwy do formalnego zapisania), wykorzystujacy

lukami lub niejasnosciami, ze nie mogtly uzyska¢ pelnej oceny.



przypu$émy, ze tak nie jest, wtedy (rysunek) punkty U,V
sa w réznych zbiorach i tatwo si¢ przekonaé, ze punkty T, W
sa w jednym zbiorze; podobnie T, W’; ale [WW'| = 1.

A dalej tak: zaltézmy, ze nie istnieje AXY Z = AABC

o wierzchotkach zielonych. Kazdemu punktowi X
przyporzadkujmy AXY Z uzyskany przez przesunigcie
AABC o wektor AX i wybierzmy wierzcholek czerwony;
w zalezno$ci od tego, czy jest to obraz translacyjny punktu
A, B czy C, zaliczamy punkt X do zbioru I, II lub III.

W ktéryms z tych zbioréw s punkty X', X’ odlegte o 1
(lemat); mamy tréjkaty X'Y'Z', X"'Y"Z" | i zaleznie od
tego, czy to zbiér I, II czy III, odcinek X' X", YY" lub
Z'Z" ma oba kotice czerwone.

Warto nadmienié, ze ,lemat” jest znanym twierdzeniem,
méwiacym, ze liczba chromatyczna plaszczyzny (czyli
minimalna liczba koloréw potrzebnych do jej pomalowania
tak, by kazdy odcinek jednostkowy miat korice r6znobarwne)
przekracza 3.

Zadanie 637 [Dla jakich n zbiér {1,...,n} da sie rozbié¢ na
trzy zbiory o réwnych sumach?] (WT = 1,27; LPR = 16).
Latwiutkie. R6zne metody indukcyjne, pokazujace, ze to
sie da, gdy n Z 1 (mod 3) oraz n > 3. Na uwage zastuguje
ciekawe uogdlnienie, jakie znalazt J. Olszewski: zbiér
{1,...,n} da si¢ rozbié¢ na k podzbioréw o réwnych
sumach elementéw wtedy i tylko wtedy, gdy n + 1 > 2k
oraz n(n + 1) = 0 (mod 2k); dowéd wykonalnoéci przez
indukcje, podobng do firmowej dla k = 3, ale bardziej
zawily 1 wymagajacg rozpatrywania licznych przypadkow.

Natomiast K. Kaminski zauwazyl, ze jedli r(n) oznacza
liczbe rozbié zbioru {1,...,6n} na trzy zbiory o réwnych
sumach, to r(n) < 3°" (liczba wszystkich rozbié na trzy
zbiory), za$ rozwazajac rozbicia powstalte z laczenia par

o sumach 6n + 1 mozna uzyskaé¢ dolne oszacowanie dla
r(n), réwniez typu wykltadniczego — i postawil pytanie, czy
dla pewnej statej a > 0 istnieje dodatnia, skoniczona granica
lima™"r(n).

Zadanie 638 [a,b,c >0, A = % + % + %,
B=&+4+ 4+ C=L+L+f atbt+c>abec=
najwyzej jedna z liczb A, B, C jest < 1] (WT = 2,38;
LPR = 10). Sporo dobrych prac, wiec zadanie niezbyt
trudne. Jednak ciekawe przez to, ze wlasciwie wszystkie
rozwiazania byly rézne (no, przy odpowiednim rozumieniu
tego stowa. .. ). Kilku uczestnikéw pokazato (do$é znacznie
réznige sie w szczegoétach), ze kazde dwie z liczb A, B,C
daja w sumie co najmniej 2; rozwiazanie firmowe tez nalezy
do tej kategorii. Inni pokazali to samo nie dla sumy, tylko
dla sumy kwadratéw (A% 4+ B? > 2).

Mozna tez byto wziaé iloczyn i dowodzié, ze AB > 1;

tak to zrobil Tomasz Kochanek, uzyskujac dowdd

w jednej linijce:

a+b+c 1 12 7  3\2 1 3\2
= —_— _— = — - — — >
AB abe +432 [(a b+c) +23(b c) } =1
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Zadanie 639 [AABC; I — $rodek okregu wpisanego;

C1I przecina AB w punkcie D; prosta przez punkt D
przecina okrag (I AB) w punktach P, Q = CI — dwusieczna
kata PCQ] (WT = 2,41; LPR = 7). Popatrzmy, jak to
zrobil Jedrzej Garnek:

C

cA cr CB .
ﬁ = ﬁ = ﬁ wiec okrag (IAB) — to okrag
Apoloniusza dla odcinka C'D i stosunku %. Punkty
. . . lcp cI c
P, Q leza na nim, zatem takze ﬁ = ﬁ = ‘D—g“, a to

znaczy, ze proste PI, QI sa dwusiecznymi dwoch katoéw
trojkata C PQ); trzecia dwusieczna tez musi przechodzié
przez punkt .

J. Olszewski, T. Tkocz przedstawili w zasadzie
rozwigzanie firmowe. Inne rozwigzania (nie prostsze od
firmowego): jerudycyjne” — T. Kochanek (inwersja),
W. Nadara (biegunowa); rachunkowe — A. Bujalski,
T. Wietecha.

Zadanie 642 [Gra (A, B). Stata: n > 1 nieparzysta. Zmienna
(stan gry): « > 0 catkowita. Start: £ = n". Legalne ruchy:
x—x—r (0 <r<mn)oraz x — round(z/n). Zaczyna A;
kto osiagnie z = 0 (wygra)?] (WT = 2,50; LPR =7).
(Rozwiazujacy wytkneli brak zatozenian > 1). Zachowajmy
terminologie z rozwigzania firmowego: liczba «x jest zielona
[czerwonal, jesli, startujac od niej, strategie zwycieska ma
gracz rozpoczynajacy [jego przeciwnik]. Prawie wszystkie
dobre rozwigzania (R. M. Ayoush, B. Dyda, J. Garnek,
M. Miodek, J. Olszewski, W. Tobi$) byly oparte na tym
samym pomysle, co firmowe (autor zadania W. Nadara):
dowdd, ze wéréd liczb x > n? czerwone sa tylko (niektére)
liczby postaci z = [n/2] (mod n); zatem x = n™ jest zielona,
czyli A wygrywa.

Marek Spychata zrobitl to prosciej, w ogble

nie wzmiankujac reszty [n/2], a jedynie zauwazajac, ze
liczba & = n? jest zielona oraz dowodzac, ze wszystkie
wieksze liczby, podzielne przez n, sg zielone. Przypus$émy,
ze tak nie jest i ze = ¢ jest najmniejsza czerwong
wielokrotnoscig n, wieksza od n?; wtedy liczba ¢ — 1
(osiagalna z c) jest zielona. Wszystkie ruchy od ¢ powinny
prowadzi¢ do liczb zielonych, zas pewien ruch od ¢ — 1
powinien prowadzié¢ do liczby czerwonej. Ale jedyng liczba,
osiggalng od liczby ¢ — 1 a nieosiagalng od c, jest liczba

¢ — n, ktora wszelako czerwona nie jest — patrz okreslenie c.
Gotowe! Uzyskana informacja jest stabsza niz w pozostatych
rozwigzaniach (z [n/2]), ale do potrzebnego wyniku

(n™ zielona) akurat wystarczy. Krétko, tadnie.



Stowarzyszenie na rzecz Edukacji Matematycznej

W,
/MY

Wiegcej o finale Konkursu Prac
Uczniowskich Delty mozna przeczytac
w Delcie 12/2012.

Zadanie pochodzi z obozu naukowego
Olimpiady Matematycznej z 1999 r.

Inne rozwiazanie opisano w artykule
Ekstrema w Delcie 11/2012.

www.sem.edu.pl

Jesienna konferencja Stowarzyszenia na rzecz Edukacji Matematycznej chyba juz
na stale wpisala sie w kalendarz spotkan dotyczacych popularyzacji matematyki
i pracy z uczniami uzdolnionymi matematycznie. W dniach 26-28 pazdziernika
do Ameli6wki koto Kielc przyjechato okoto 150 nauczycieli matematyki oraz
pracownikéw wyzszych uczelni.

Tytul konferencji, Co jest najtrudniejsze?, zmuszal do zastanowienia sie, gdzie
sa najwieksze trudnosci w nauczaniu i uczeniu si¢ matematyki i z czego one
wynikaja. Uczestnicy mieli mozliwo$¢ podzielenia sie doswiadczeniami dotyczacymi
pokonywania tych trudnoéci.

Konferencja bytla tez okazja do zaprezentowania doswiadczen zwiazanych
z Olimpiadg Matematyczng Gimnazjalistow i organizacja seminariéw olimpijskich.

Sobotni wieczér poswiecony byl zmianom w szkolnictwie. Dyskusje przeciagnety
si¢ do pdznej nocy.

W ramach konferencji odbyt si¢ final Konkursu Prac Uczniowskich Delty. Piecioro
mlodych finalistéw prezentowalo swoje prace. Poziom ich wykladéw spotkal sie
z ogromnym uznaniem jury oraz uczestnikéw konferencji. Bardzo dziekujemy firmie
Zibi-Casio oraz Wydawnictwu Szkolnemu Omega za ufundowanie nagrod.

Jak co roku, tak i tym razem gléwna cze$¢ konferencji stanowity wystapienia
prelegentow. Odpowiedz na pytanie Co jest najtrudniejsze? nie byla
jednoznaczna. Na jednym z wykladéw dowiedzieliSmy sie, ze Najtrudniejsze
jest to, co jest najprostsze, a na wykladzie konczacym konferencje, ze Wszystko
jest wzgledne. .. czyli o tym, Ze odpowiedZ na pytanie ,Co jest najtrudniejsze?”
w kontekscie matematycznym zalezy od tego, kogo zapytamy.

W trakcie wykladéw prezentowanych bylo sporo ciekawych probleméw i zadan
do wykorzystania w pracy z uczniami w szkole i na zajeciach pozalekcyjnych.

Zachecajac wszystkich zainteresowanych do zapoznania sie z programem
i materiatami z konferencji na stronie http://sem.edu.pl/konferencja-2012,
przedstawiamy jedno z zadan, z wykladu Klopoty z kwantyfikatorams.

Zadanie. Koledzy Fredka mieszkaja na okregu. Fredek chce ich wszystkich
odwiedzi¢ i u kazdego z nich zatankowaé (Fredek ma nieograniczone mozliwosci
tankowania). Kiedy zatankowane paliwo zuzyje sie calkowicie, Fredek nie bedzie
mial mozliwosci kontynuowania podrézy. Wszyscy koledzy Fredka maja w sumie
doktadnie tyle paliwa, ile potrzeba na odbycie podrézy po catym okregu. Wykaz,
ze Fredek moze rozpoczaé podrédz od takiego kolegi, ze jadac zegarowo po okregu
i tankujac po drodze, odwiedzi wszystkich kolegdéw i wréci do punktu wyjscia.

Rozwigzanie. Przeprowadzimy dowod indukcyjny. Jesli Fredek ma jednego
kolege, to zaczynajac u niego wykona pelne okrazenie i wréci do punktu wyjscia.

Zalézmy zatem, ze dla n kolegdéw podroz jest mozliwa i rozwazmy n + 1 kolegdw.
Ponumerujmy ich zegarowo wokét okregu: Ky, Ko, ..., K, Kpt1.

Zauwazmy najpierw, ze pewien kolega K; ma tyle paliwa, by wystarczylo

na podréz do K, (gdzie K,, 12 = K1). Gdyby bowiem zaden kolega nie spelnial
tego warunku, to taczna iloéé¢ posiadanego przez wszystkich paliwa bylaby
mniejsza, niz potrzeba do pelnego okrazenia, sprzecznie z zalozeniem.

Jesli kolega K; 1, wraz ze swoim paliwem, zlozytby wizyte koledze K, to z zalozenia
indukcyjnego Fredek moégtby odwiedzi¢ wszystkich (n punktéw na okregu).

Niech Fredek rozpocznie podréz tak, jakby K1 goscil u K;. Wiemy, ze gdyby

u K; zatankowal cale paliwo oferowane przez K; i K;11, to mégtby dokonczy¢
podréz. U kolegi K; dostanie wystarczajaco wiele, by dotrzeé¢ do K; 1, bo tak
wybralismy K;. Potem u K;; zatankuje reszte paliwa oferowanego przez tych
dwdch kolegéw, wiec — jak juz wiemy — dokonczy podréz. O

Joanna JASZUNSKA i Barbara ROSZKOWSKA-LECH
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Teleskop nazwany zostal na czesé
amerykanskiego astronoma

Edwina Hubble’a, stynnego przede
wszystkim z obserwacji ,ucieczki
galaktyk” i pomiaréw zwigzanego z tym
efektu poczerwienienia $wiatta, co
zapoczatkowalo nowoczesng obserwacyjna
kosmologie.

Powstaje pytanie, jak bedzie nazywaé
si¢ ewentualna kolejna iteracja
Gtlebokiego Pola. . .

[1] http://www.nasa.gov/mission_pages/
hubble/science/xdf .html

Prosto z nieba: Granice kosmosu

Teleskop Hubble’a jest wzorcowym przykladem zwyciestwa czltowieka nad materia

w dziedzinie badan ekstremalnych (wystarczy przypomnieé operacje zaktadania
yokularéw korygujacych”, brawurowo przeprowadzong przez astronautéw). Wystuzony
Hubble miatl by¢ ostatnimi czasy wystany na emeryture z prozaicznych powodéw
(ograniczenie funduszy; zastapi go zreszta wkrotce nowy, wiekszy teleskop satelitarny
Webba), jednak wciaz prowadzone sg za jego pomoca przetomowe badania.

Jednym z nich jest obserwowanie specjalnie wybranego, matego wycinka nieba przez
bardzo dtugi czas. Taktyka ,dtugotrwatego naswietlania” umozliwia spojrzenie

w gleboka czern Wszechswiata w nadziei na dostrzezenie tam dalekich, a wigc bardzo
stabych obiektéw — obserwowany obszar zwyklo sie zatem nazywaé Glebokim Polem
(ang. Deep Field). Pierwsze dane otrzymano jeszcze w XX w.; w 2004 r. opublikowano
obserwacje Ultraglebokiego Pola (HUDF), a obecnym rekordzista sg dane z Ekstremalnie
Gtebokiego Pola (XDF, jesien 2012). Obserwowany obszar znajduje sie w gwiazdozbiorze
Pieca i jest wielokrotnie mniejszy od rozmiaréw Ksiezyca; skompletowanie danych
zajeto 10 lat, a catkowity czas ekspozycji wyniést okoto 2 milionéw sekund, czyli

prawie miesigc! Na zdjeciu [1] zarejestrowano $wiatto pochodzace z galaktyk w réznych
odleglosciach — fotony z najdalszej zostaly wyemitowane w momencie, gdy wiek
Wszechdwiata wynosit okoto 500 milionéw lat. Wigkszos$¢é obiektéw to mtode galaktyki
w fazie wzrostu, nieraz oddzialujace grawitacyjnie, co prowadzi do zderzen i zlewania si¢
w wieksze obiekty. Glebokie Pole jest unikalnym oknem w czasie i przestrzeni, przez
ktore astronomowie moga obserwowaé dramatyczne poczatki powstawania obecnie
widocznych struktur. Jeden z podczerwonych detektoréw wspomnianego wczesniej
teleskopu Webba bedzie kontynuowaé obserwacje XDF, siegajac wedtug przewidywan
teoretykéw jeszcze glebiej, do miejsc (momentéw) formowania sie pierwszych gwiazd,
nazwanych poetycko konicem Wiekéw Ciemnych.

Michat BEJGER

Niebo jak wtasna kieszen: Luty

Gwiazdozbiér Warkocz Bereniki (lac. Coma Berenices) odnajdziemy

. .PSY .
GONCZE

na niebie obok Lwa, do ktérego 6w pierwszy przynalezal przed

XVI w., gdy kartograf Geraldus Mercator (niektérzy twierdza, ze
nieco wezesniej Caspar Vopel) zwiazal ten obszar nieba z legenda

o krélowej Egiptu, Berenice II. Wedlug opowiesci ofiarowata ona
bogini Afrodycie swoje wlosy z prosba o szczesliwy powrdt meza

z wyprawy do Syrii. Kréolewski aspekt pobrzmiewa w nazwie drugiej
co do jasnosci gwiazdy, o Comae Berenices (Diadem). Najjasniejsza
gwiazda Warkocza, 3 (4,26™), jest za to bardzo podobna do Storca
i znajduje si¢ w odleglosci okoto 30 lat swietlnych od naszego uktadu,
co moze daé pojecie o jasnosci naszej dziennej gwiazdy widzianej

z kosmicznych odlegtosci.

Warkocz Bereniki zawiera osiem obiektéw Messiera oraz wiele
galaktyk (pdinocna czeéé lokalnej grupy galaktyk w Pannie).
Powodem dobrej widocznosci obiektow pozagalaktycznych jest
oddalenie od Drogi Mlecznej, a wiec od réznego typu pytéow

i Swiatta gwiazd populacji dysku: pétnocny biegun galaktyczny

T

T
14h 3h

Jasnosc (wielkos¢ gwiazdowa):
@0@®102e3 .4 .56

Gwiazdozbiér Warkocza Bereniki. Mapa
nieba we wspoélrzednych réwnikowych;
rozmiary gwiazd odzwierciedlaja ich
jasnosci w wielko$ciach gwiazdowych.
[Mapke nieba wykonano na podstawie
mapy IAU/magazynu Sky & Telescope
(Roger Sinnott & Rick Fienberg).]

znajduje si¢ wlasnie w Warkoczu. Obok gwiazdy v Comae Berenices

o gl znajdziemy takze podobna do Hiad, znanych z gwiazdozbioru Byka,
®  gromada kulista . . .
o giatda mienna gromade otwarta Melotte 111, grupe 40 gwiazd majacych taki sam

ruch wlasny (laczna jasno$é 1,8™).

Now Ksiezyca nastapi 10 II, petnia 25 II; 15 II natomiast w odlegtosci jedynie

30 tys. km od Ziemi (czyli 4 promieni od jej powierzchni!) przemknie asteroida

2012 D A14. Obiekt ma rozmiary olimpijskiego basenu (50 m), a jego zderzenie z Ziemia
wywolaloby katastrofe poréwnywalna do meteorytu tunguskiego (nie mamy sie jednak
czego obawiaé, poniewaz nawet tak bliski przelot nie stanowi realnego zagrozenia).

Merkury (—0,54™) i Mars (1,17™) znajduja si¢ obecnie w gwiazdozbiorze Wodnika,
po wschodniej stronie Storica; nieco nad nimi Uran (5,92™) w gwiazdozbiorze Ryb.
Jowisz (—2,23™) spotka sie z Ksiezycem wieczorem 18 II, w gwiazdozbiorze Byka.
Saturn jest widoczny w drugiej potowie nocy (1,23™, Waga), a Wenus rano
(—3,80™, Koziorozec).

M. B.
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Rys. 1. Szary obszar to pigte naroze,
kolorem zaznaczono jego brzeg.

Rys. 2. Dla pigtego naroza liczymy
kolorowe prostokaty, natomiast

nie liczymy czarnych, bo miescilty si¢ one
w mniejszych narozach.

Rys. 3

Rys. 4

Rys. 5. Szarym wypelnieniem oznaczono
wybrane wiersze i kolumny, kolorem —
prostokat i jego wyrézniong kratke.

n
3 .
E k Joanna JASZUNSKA
k=1
Rozwazmy szachownice n x n. Policzmy dwoma niezaleznymi sposobami, ile jest
na niej prostokatéw o bokach wzdtuz linii podziatu na kratki.

Sposéb I. Dla k = 1,2,...,n nazwijmy k-tym narozem szachownicy jej lewa
gbérna czesé o rozmiarach k x k, a brzegiem tego naroza nazwijmy dwa jego boki:
prawy i dolny (rys. 1). Prostokaty zliczajmy wedle tego, w ktérym narozu sie
mieszczg. Prostokat, ktory miesci sie w k-tym narozu, miesci sie tez we wszystkich
wigkszych narozach. Aby nie liczyé takich prostokatéw wielokrotnie, dla kazdego
naroza liczmy tylko te, ktére dotykaja jego brzegu (rys. 2). Wtedy kazdy prostokat
policzymy doktadnie raz — tylko przy najmniejszym narozu, w ktérym sie miesci.

Ile prostokatow miesci sie w k-tym narozu i dotyka jego brzegu? Taki prostokat
moze dotyka¢ obydwu bokéw z brzegu albo tylko jednego z nich. Prostokat
pierwszego z tych rodzajéw (rys. 3) mozna utozsamié¢ z pozioma prosta
wyznaczajacg jego géorny bok i pionowg wyznaczajaca bok lewy. Tego typu
prostokatéw jest wiec k2, bo prosta w kazdym z kierunkéw mozna wybradé

na k sposobow.

Kazdy prostokat dotykajacy tylko prawego boku naroza (rys. 4) mozna utozsamié
7z prosta pionowa wyznaczajaca lewy bok prostokata (jest & mozliwych takich
prostych) oraz z parg réznych prostych poziomych wyznaczajacych jego poziome
boki (par jest (g), bo wybieramy dwie proste sposrdd k). Takich prostokatéw jest
wiec k - (g) Prostokatéw dotykajacych tylko dolnego boku naroza jest tyle samo.

Wszystkich prostokatéw w k-tym narozu, dotykajacych jego brzegu, jest wiec

K+ 2k (’;) k2 pok PEED e e 1y =8,

2

n
Wobec tego wszystkich prostokatéw na szachownicy jest > k3. O
k=1

Sposéb I1. Kazdy prostokat mozna utozsami¢ z dwiema parami prostych
zawierajacych jego boki. Oznacza to, ze prostokatoéw jest tyle, na ile sposobéw
mozna na szachownicy wybra¢ pare roznych prostych pionowych i pare réznych
prostych poziomych. Prostych w kazdym z kierunkéw jest n + 1, wybraé dwie

n+1

5 ) sposobdéw, zatem prostokatéw jest (";1)2. O

mozna na (

Whniosek. Z powyzszych dwoch rozwigzan wynika réwnosé
n 2 n 2
3 [(n+1 . 3 (n(n+1)
S _( ' ) el Sk _<T
k=1 k=1

n
w uzyskujemy > k* =

k=1

n
W polaczeniu ze znanym wzorem Y, k =
k=1

(%

Jaka jest suma pdl wszystkich rozwazanych prostokatéw?

Rozwigzanie. Kazdy prostokat ,wnosi” do sumy pdl tyle, z ilu jednostkowych
kratek szachownicy sie sktada. Suma pél réwna jest wige liczbie par (prostokat,
nalezgca do niego kratka). lle jest takich par?

Dobudujmy do naszej szachownicy n x n po jednej pomocniczej kolumnie

z lewej i z prawej oraz po jednym wierszu, na gorze i na dole. Otrzymujemy
szachownice (n + 2) x (n + 2). Wybierzmy trzy rézne kolumny (mozna to zrobié
na (";2) sposoby) oraz trzy rézne wiersze (na tyle samo sposobéw). Taki wybér
mozna utozsami¢ z wybraniem prostokata i jego kratki: prostokat to obszar
pomiedzy pierwsza a trzecia z wybranych kolumn oraz pomiedzy pierwszym

a trzecim z wybranych wierszy, zas jego wyrdzniona kratka jest na skrzyzowaniu

$rodkowej z wybranych kolumn ze $rodkowym z wybranych wierszy (rys. 5).

Wobec tego par (prostokqt, nalezgca do niego kratka) jest (";2)2 i taka jest tez
szukana suma pol wszystkich prostokatéw na szachownicy. O
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