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Pomniki w powszechnym obiegu

Oczywiscie, mowa tu o znaczkach pocztowych. Zawieraja one zawsze wiecej
szczegblow od swych spizowych i kamiennych odpowiednikéw, a poza tym
kraza miedzy ludZmi, Zyjemy z nimi na co dziefi. No i jest ich (chyba) wiecej.
Tytulowe pomniki tym razem laczy historia analizy matematycznej.

Na okladce tego numeru Delty najstarsza upamietniona postacia (znaczek 1)
jest Demokryt — jego teori¢ atoméw autor dowcipnie zilustrowal wspoétczesna
wizja krazacych wokoét jadra elektronéw. Dwiescie lat mlodszy, wspolczesny
Hannibalowi Archimedes (2) jest zaprezentowany jako wynalazca $ruby uzywanej
do dzi$ przy nawadnianiu egipskich pol. Z okazji Swiatowego roku matematyki
przypomniano (3) jego blyskotliwa prace O kuli i walcu, dzieki ktorej poznano
pole powierzchni i objetosé kuli.

Nastepny w kolejce Simon Stevin (4) to czlowiek, ktéry oswoil dla

barokowej Europy ciagle jeszcze egzotyczny system dziesietny i nauczyt

ja postugiwaé sie utamkami dziesietnymi. Johannes Kepler zostal

z okazji miedzynarodowego roku astronomii przywolany przez Czechdéw
przypomnieniem, ze to jemu zawdzieczamy obecny model (5) stonecznego
uktadu planetarnego. Natomiast Niemcy zdecydowanie mniej trafnie (6) uczcili
jego czterechsetne urodziny.

Kolej na Francuzéw. René Descartes przedstawiony zostal (7) ze swym
fundamentalnym dzietem, inicjujaca racjonalizm Rozprawg o metodzie
(ciekawe, ze Francuzi popelnili blad i w pierwszej edycji tego znaczka bylo
zamiast de la napisane sur la). Z lewej strony widaé¢ jeden z anekséw tego
dzieta — ksiege proponujaca analityczny sposéb uprawiania geometrii. Z kolei
Pierre Fermat na czterechsetne urodziny otrzymal znaczek (8) ze swoim
stawnym Wielkim (u Anglosaséw — Ostatnim) Twierdzeniem — wtedy juz
wreszcie udowodnionym. Natomiast Blaise Pascal zostal uczczony z okazji
trzechsetlecia $émierci przypomnieniem (9) tak jego dzialalno$ci matematycznej,
jak technicznej czy religijne;j.

Analiza matematyczna zaistniala za sprawa Newtona i Leibniza, by staé sie
najbardziej fundamentalna galezia matematyki. [zaak Newton ma obszerna
reprezentacje na znaczkach. Tak obszerna (10)—(13), ze przypisano mu nie tylko
jego wlasne, lecz takze pare cudzych pomystéw (np. symbolike Leibniza).

Sam Gottfried Wilhelm Leibniz w trzysta pie¢dziesiate urodziny dostal za to
znaczek (14) precyzyjnie trafiajacy w jego koncepcje rachunku rézniczkowego.

Szwajcarie reprezentuja Jacob Bernoulli (15) ze swoim dzietem Ars coniectandi
i Uniwersytet w Bazylei (16) z okazji pieésetpieédziesieciolecia.

Interesujacy jest pomyst holenderski, by potaczyé polityke z nauka i Anglie

z Holandig (17): trzechsetlecie zaslubin Wilhelma IIT z Marig IT Stuart jest

w jednej serii z odkryciem rozszczepienia Swiatta przez Newtona i konstrukcja
zegara wahadlowego oraz zaobserwowaniem pierécieni Saturna, czego dokonalt
Christiaan Huygens.

Francois Marie Arouet, czyli Voltaire (18), raczej do matematykéw sie

nie zaliczal: analize okredlal jako sztuke liczenia i dokladnego mierzenia rzeczy,
ktorych istnienia nie mozna pojgé. Ale nalezal do grona intelektualistéw
wymieniajacych poglady na wszelkie tematy w ramach nowych, preznych
organizacji powolanych jako alternatywa dla uniwersytetéw — Akademii Nauk.
Niebagatelng role w umozliwieniu szerokiej wymiany pogladéw odegrata poczta
— poczta Taxisow (19) powstala w 1451 roku i stala si¢ publiczna w 1516 roku.
Znaczek (20) zostal wydany z okazji trzysta piec¢dziesiatej rocznicy powstania
Royal Society w serii 8 znaczkéw — ten prezentuje autora najwieckszego dzieta
wydanego przez to towarzystwo: Philosophiae Naturalis Principia Mathematica,
pdzniejszego prezesa. Prezeséw ukazuja tez znaczki (21) — Akademii Paryskiej

i (22) — Berlinskiej. W serii, do ktérej nalezy ten ostatni, pojawia sie tez (23)
Leonhard Euler, ktéry akurat w Berlinie prezesem nie zostal.
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Kolejnych tworcéw analizy matematycznej prezentuja znaczki (24)—(27): to
Jean le Rond d’Alembert, wspéttwoérca i spiritus movens Wielkiej Encyklopedii
Francuskiej, Joseph Louis Lagrange, chcacy traktowaé wszystkie funkcje jako
szeregi potegowe, Augustin Louis Cauchy, tutaj ze swym wzorem dotyczacym
funkcji zespolonych, i zapoznany czeski matematyk Bernhard Bolzano,
przywrécony swiatu przez Carla Weierstrassa.

A dalej juz parada wzoréw. Friedrich Carl Gauss prezentowany jest (28)

ze swoja probabilistyczna krzywa. Na znaczku (29) mamy tzw. wszystko

z najrozmaitszych dyscyplin; George Gabriel Stokes i Pierre Fermat maja swoje
wzory réwniez na znaczku (30).

(31) to, co prawda, nie znaczek, lecz stempel, ale Michail Wasiliewicz
Ostrogradski ma na nim okazje przedstawi¢ swoj wzor, dzielony czesto z Gaussem,
natomiast Aleksandr Michajlowicz Lapunow ma juz swéj znaczek (32). Caltka
krzywoliniowa (33) ma u$wietni¢ stulecie Rumunskiej Akademii Nauk — wymienieni
sa Dimitrie Pompeiu, Simion Stoilow, Gheorghe Titeica, a znaczek (34)

wydaje sie uzywaé¢ matematyki tylko jako dostarczyciela ,ogélnonaukowej”
symboliki. Rumun (dzialal w Niemczech) Herman Julius Oberth (35) reprezentuje
kosmonautyke, a James Clerk Maxwell (36) prezentowany jest jako twérca jednego
z dziesieciu wzorow, ktore zmienily oblicze swiata.

W spisie eksponatéw tej znaczkowej galerii brakuje wielu waznych nazwisk,
ale tez nie istnieja opracowania skierowane na tego rodzaju tematyke. Polecam
wlasne poszukiwania, cho¢ latwe one nie beda.

Jan SWADZBA

e
-~
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*Centrum Astronomiczne
im. Mikotaja Kopernika PAN

Zakrecona historia
Odele STRAUB”

Spin (moment pedu) jest jednym z dwdch atrybutéw astrofizycznej czarnej
dziury — drugim jest jej masa. Tak niespotykana i intrygujaca prostota jest
rzadko$cia w astronomii i powodem sukcesu modelu czarnej dziury. Co sprawia,
ze czarne dziury sa wyjatkowe? Aby odpowiedzieé¢ na to pytanie, pozwdl sie,
Drogi Czytelniku, zabraé¢ na pelna zawirowan wyprawe. W przeciwienstwie

do dawnych czaséw, gdy nieznane obszary oznaczano na mapach sentencja

hic sunt dracones (tu sa smoki) i omijano szerokim tukiem, ta podréz
zaprowadzi nas w bezposrednia, intymna blisko$¢ bestii — do miejsc, w ktérych
grawitacja i rotacja za¢miewaja wszystko inne.

Grawitacja i rotacja sa wszechobecne we Wszech$wiecie; od zarania wspélczesnej
nauki ciezar (lac. gravitas) oraz zdolnos$¢ do ruchu (obrotu) byly uwazane

za dwa najbardziej oczywiste atrybuty materii. Ich spotkanie moze stworzy¢
ekstremalne warunki, w ktérych jeden z zywiotéw zachowuje sie tak, jak gdyby
byl tym drugim. Takie wlasnie — masywne i wirujace — sg czarne dziury, idealne
uciele$nienie dwu podstawowych cech natury.

W czasach, gdy publikowano De revolutionibus orbium coelestium

Mikolaja Kopernika (O obrotach sfer niebieskich, 1534 r.), kula byla uwazana
za najdoskonalszy z wszystkich ksztaltow, a rotacja za najdoskonalszy ze
wszystkich ruchow. Co sie tyczy grawitacji, spekulowal Kopernik, nalezy

ja uwazaé za naturalne i pierwotne pragnienie kazdej materii, dazacej do
osiagniecia doskonalosci poprzez zjednoczenie sie w ksztalcie kulistego ciala.
Bezruch byl jedynym stanem uznawanym za szlachetniejszy niz rotacja.

W centrum Wszechswiata, w boskim bezruchu rzadzito zatem Slonice, raczej
duchowo niz fizycznie przewodzac rodzinie planet, ktére obracaly sie wokot
na przydzielonych im sferach. Smoki oraz inne mitologiczne stwory zostaly
przeniesione zza siedmiu moérz na firmament i umieszczone tam jako konstelacje
na sferze gwiazd stalych, ktéra obejmowala caly Wszech$wiat Kopernika.

Ow obraz zmienil sie nieco, gdy Kartezjusz (René Descartes) opublikowal
w 1644 1. Principia Philosophiae (Zasady filozofii), zawierajace teorie wiréw
(a takze stynne Cogito ergo sum). Wedlug niego Wszechswiat przypomina piane,
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Rozwigzanie zadania M 1368.
Odpowiedz: Pokrycie istnieje wtedy i tylko
wtedy, gdy n jest podzielne przez 4.

Przyjmijmy, ze kwadrat n X n udato

si¢ pokry¢ dostepnymi plytkami.

Skoro pole pltytki wynosi 4, to n musi
by¢ parzyste, powiedzmy n = 2m.
Rozwazmy kolorowanie naszego
kwadratu jak standardowej szachownicy
i zauwazmy, ze kazda plytka jest jednego
z dwéch rodzajéw: zawiera 3 czarne

pola lub 1 czarne pole. Niech liczba
plytek pierwszego rodzaju wynosi k,

a drugiego [. Zliczajac czarne i biate
pola, otrzymujemy 3k + [ = n2/2 =2m?
oraz k + 31 = 2m? (dzigki temu, ze n jest
parzyste, mamy po réwno podl czarnych

i biatych!). Stad w szczegdlnosci k = 1,
wiec 4k = 2m?, zatem m jest parzyste,

a n — podzielne przez 4.

Z drugiej strony, tatwo znalezé pokrycie
kwadratu 4 x 4 spelniajace warunki

zadania, wiec takze dowolnego kwadratu
n X n dla n bedacego wielokrotnosciag 4.

tzn. jest zlozony ze Scisle przylegajacych do siebie ,babli” zawierajacych wiry
roznych rozmiaréw i oddziatujacych na siebie wzajemnie. W centrum kazdego
babla znajduje si¢ gwiazda — Uklad Stoneczny ze Stoncem w $rodku jest wedtug
Kartezjusza tylko jednym z wielu. W modelu tym przestrzen nie jest pusta: kazdy wir
jest wypelniony znikomej grubosci sferycznymi warstwami tak, ze swoboda materii
ogranicza sie do ruchu kolowego wraz z sasiadujacymi powlokami. W ten sposéb
Kartezjusz uniknal niemitego spotkania z Inkwizycja — nieruchoma Ziemia jest
po prostu niesiona przez sfery niebieskie. Zjawisko grawitacji wyjasnil natomiast
za pomoca sklonnosci odsrodkowej czastek; te o tendencji mniejszej od otaczajacych
je powlok sa spychane w dé6! (do centrum), w kierunku nizszych pasm wiréw az
do momentu, gdy zostanie przywrdcona rownowaga. Dla ilustracji swego pomystu
Kartezjusz wrzucal do wytworzonego w wiadrze wody wiru zdzbla trawy, ktére
przesuwaly si¢ ku centrum lejka.

7 koncem XVII w. opisany powyzej model Wszechswiata uwazany byt za bardzo
intuicyjny i wyraznie lepszy od konkurencyjnej teorii tajemniczych sil proponowanej
przez pewnego Anglika. Dzentelmen 6w, Izaak Newton, w swoim Philosophiae
Naturalis Principia Mathematica (Matematyczne zasady filozofii przyrody)
przedstawil rewolucyjny i odnoszacy sie do samego sedna interesujacej nas sprawy
poglad. Newton pierwszy zdal sobie sprawe, ze to jedna i ta sama sita umozliwia
ruch planet po ich (eliptycznych) orbitach i sprawia, ze jablka spadaja z drzew
na ziemie. Newton zauwazyl podobienstwo miedzy grawitacja i obrotem — planety
nie kraza bez powodu wokét Stonca, tylko nieustannie na nie spadaja. Ponadto
Newton zaproponowal idee absolutnego czasu i przestrzeni absolutnej jako dwdoch
niezaleznie istniejacych podmiotéw. By wykazaé absolutnosé przestrzeni, Newton
wykonat nastepujacy eksperyment: wiszace na skreconej linie wiadro z woda
puszczamy swobodnie. Poczatkowo — w stosunku do obserwatora — tylko wiadro si¢
obraca tj. powierzchnia wody jest plaska, a naczynie przesuwa sie w stosunku do
spoczywajacego plynu. Z czasem jednak moment pedu wiadra jest przekazywany
do plynu, ktéry wkrétce zaczyna sie odsuwaé od osi rotacji w kierunku brzegéw
wiadra, przyjmujac charakterystyczny wklesty ksztalt wiru. Ptyn znajduje sie
teraz w spoczynku w stosunku do wiadra, a porusza si¢ wzgledem obserwatora.
Po zatrzymaniu wiadra powierzchnia wody przez chwile zachowuje wklesty,
wzgledem wiadra i obserwatora, ksztalt. Z punktu widzenia wiadra wklestos¢
oznacza zaréwno rotacje, jak i stan spoczynku, jednak dla Newtona, obserwujacego
doswiadczenie z oddali, oznacza zawsze stan rotacji. Absolutna przestrzen jest zatem
przestrzenia niezwiazanego z badanym zjawiskiem obserwatora, znajdujacego sie
w spoczynku. Wspotczesny Newtonowi Gottfried Leibniz byl naczelnym krytykiem
idei absolutnej przestrzeni i czasu. Uzywajac argumentow filozoficznych, Leibniz
dowodzil, ze skoro istoty ludzkie nie sa w stanie do$wiadczy¢ (tj. zmierzy¢) absolutu,
nie maja rowniez podstaw do twierdzenia, ze 6w w ogdle istnieje.

Principia Newtona powodowaly na poczatku wiele dyskusji i watpliwosci.

Na przyktad Swift, Miinchhausen, Blake i Malfilatre oSmieszali ide¢ grawitacji,
atakujac Newtona ad personam; pisano tez wiersze o piecknie wiréw. Dopiero jakis
czas po $mierci Newtona jego teoria ostatecznie zastapita kartezjanskie myslenie.
Wiréd obecnych na pogrzebie w 1727 r. byl takze francuski poeta Wolter. Po trzech
latach banicji za kagliwa krytyke francuskiej arystokracji, ktore spedzit w Londynie,
Wolter powrocit do Paryza z lista nowych pomystéw i pakietem pism filozoficznych
(Lettres philosophiques) — niestety, niemal natychmiast po ich publikacji znalazl
sie za sprawg Ludwika XV ponownie na indeksie. Jesli chodzi o nauke, Wolter byt
pod silnym wplywem brytyjskiego empiryzmu i wysmiewal kartezjanska wirowsa,
fizyke jako nadmiernie poetycka i przestarzala. Pisal, ze wypelniony wirami swiat
Paryza rézni sie zasadniczo od ,,préznego” Londynu, a przekonania Kartezjusza,
uwazajacego $wiatlo za ceche powietrza, konfrontowal z obliczeniami Newtona,
ktéry czas, w jakim $wiatlo przebywa droge Stonce—Ziemia, szacowal na okoto
szedciu i p6t minuty. Poglad Newtona przewazyt.

Ernst Mach, najbardziej znany krytyk Newtona, przeanalizowal doswiadczenie

z obracajacym si¢ wiadrem w Die Mechanik in threr Entwicklung (Nauka mechaniki,
1883 r.), stwierdzajac, ze absolutna przestrzen Newtona ma sens jedynie wtedy,
gdy utozsami sie ja ze sfera gwiazd stalych. Mach uznal, ze eksperyment Newtona
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Tzw. slaba zasada réwnowaznosci stawia
znak réwnosci migdzy masa grawitacyjna
i inercjalna, podczas gdy pelna zasada
utozsamia grawitacj¢ i przyspieszenie.

Spadajacy z nieskonczonoéci obserwator
z zerowym momentem pedu nie bedzie
poruszal si¢ po linii prostej, tylko
»zdryfuje” zgodnie z kierunkiem obrotu
obiektu, na ktéry spada.

Zwartos¢ wedlug astrofizykow: masa

danego obiektu podzielona przez rozmiar.

moéwi nam jedynie, ze ruch wody w stosunku do $cianek wiadra nie wywoluje
zadnej zauwazalnej sity odsrodkowej — jest ona natomiast wynikiem obrotu
wzgledem Ziemi i wszystkich innych masywnych cial niebieskich. Woda
obraca sie w stosunku do calej materii we Wszechs$wiecie; jesli by jej zabraklo,
powierzchnia wody pozostataby zawsze plaska. Oznacza to, ze istnieje relacja
miedzy obserwatorem lokalnym i odlegltym.

Myél ta zainspirowala Alberta Einsteina tak gleboko, ze nazywal ja zasada
Macha i stosowal na réwni z zasadg réwnowaznosci w trakcie formutowania
ogoblnej teorii wzglednosci. Poprzez zastosowanie do opisu grawitacji geometrii
riemannowskiej Einstein scalil czas i przestrzen. Od tej pory te dwa, poprzednio
autonomiczne, byty nie mogly juz istnie¢ samodzielnie, lecz wylacznie jako splot,
czterowymiarowa czasoprzestrzen. W 1916 r. Einstein byt w stanie opisaé, w jaki
sposob materia wplywa na czas i przestrzen — a takze vice versa — za pomocy
swych stynnych réwnan. W zaleznosci od wybranego rozkladu materii (lub pél
energii) znajduje sie rézne geometrie czasoprzestrzeni. Gdy chodzi o obracajace
sie obiekty, w 1918 r. Josef Lense i Hans Thirring opisali okolice obracajacego
sie, masywnego ciala ,wlokacego” za sobg inercjalne uklady odniesienia,

czyli autentyczny czasoprzestrzenny wir — oto jak przyciaganie wspoldziata

z obrotem! Miare dryfu danego inercjalnego obserwatora mozna, oczywiscie,
obliczy¢ z geometrii danego problemu, i nie jest wcale zaskakujace, ze efekt
zalezy zaréwno od masy, jak i od momentu pedu rotujacego centralnego ciala.

Ogodlna teoria wzglednosci najbardziej ekstremalne odksztalcenie czasoprzestrzeni
przewiduje w poblizu rotujacych czarnych dziur. Te barbarzynskie obiekty
pojawiaja sie jako osobliwosci w rozwiazaniach réwnan pola Einsteina w obszarach
czasoprzestrzeni tak zwartych, ze nawet Swiatlo nie jest w stanie z nich uciec.
Poza $wiatem réwnan czarne dziury nie ujawniaja sie chetnie, z ukrycia kierujac
ruchami gwiazd i gazu, Sciaganego w Swiecacych spiralach ze znajdujacych sie zbyt
blisko obiektéw. I choé efekty te skaluja sie zwykle z masg czarnej dziury, dopiero
uwzglednienie spinu w pelni ttumaczy zawilosci obserwacji, a to z pewnoscia warte
jest przedstawionych powyzej naukowych ,zawirowan”.

ttumaczenie: M. B.

Wyniki XXIX Ogoélnopolskiego Sejmiku Matematykow, Szczyrk, 7-10 VI 2012

Konkurs polega na przedstawieniu
opracowania jednego z tematéw
zaproponowanych przez Jury (wraz

z bibliografia) lub tematu wlasnego
oraz — w przypadku zakwalifikowania
si¢ do finalu — krétkim, publicznym
zreferowaniu tego opracowania.

W roku 2012/2013 zaproponowane
przez Jury tematy to:

e figury magiczne,

paradosky i sofizmaty,

historia symboliki matematycznej,
geometria fraktalna,

twierdzenia o wartosci $redniej,
punkty ekstremalne w zadaniach,
twierdzenia typu Ramseya,

metoda niezmiennikéw,

dzielenie sekretu,

Leibniz vs. Newton,

potprawdy, ktamstwa i statystyki,
abstrakcja,

matematyczne modele zmian klimatu,
modele matematyczne w epidemiologii
i immunologii,

wielkie katastrofy ekologiczne

w liczbach,

e oraz matematyka okiem plastyka.

Sejmiki organizuje Pracownia
Matematyki i Informatyki

Patacu Mlodziezy w Katowicach

we wspoélpracy z Uniwersytetem Slqskim;
www.spinor.edu.pl

Jury

w skladzie: dr hab. Janusz Morawiec — przewodniczacy, dr Tomasz Bielaczyc,
dr Pawel Blaszczyk, dr Adrian Briickner, dr Pawel Gladki, dr Piotr Kalemba,
dr Maria Kania, mgr Renata Kawa, dr Rafal Kucharski, dr Michal Machura,
dr Marian Podhorodynski, dr Barbara Przebieracz, dr Malgorzata Serwecinska,
dr Jolanta Sobera, dr Anna Szczerba-Zubek, mgr Artur Zielinski,

postanowito przyznac:

I miejsce: Karol Bacik z VIII LO w Katowicach za prace
Ciggi k — odkrycie czy klapa?

IT miejsce: Adam Baranowski z I LO w Sopocie za prace

Z prostej w plaszczyzne, czyli jak algebrq zawojowaé geometrig;
I1T miejsce: Piotr Pikul z VIII LO w Katowicach za prace
Nieznane wykresy znanych funkcyi,

wyrdznienia: Aleksander Horawa z I Spol. L w Warszawie za prace
Pewne wlasnosci skonczonych przestrzeni metrycznych,

Mariusz Nowak z VIII LO w Katowicach za prace

Rozwigzywanie rownan nieliniowych na przykladzie solitonow,
Martyna Waniek z II LO w Wodzistawiu Slaskim za prace
Matematyka do wziecia w reke

oraz

Agata Drewniak z I LO w Pszczynie za prace

Jak zarobic¢ a sie nie narobi¢ — prwadopodobienstwo.

W glosowaniu publicznosci na najlepsza prezentacje
nauczyciele i uczniowie zgodnie nagrodzili Karola Bacika.
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Co to jest nieskonczono$c¢?

Wyobrazcie sobie wielki, wielki budynek.
W $cianie ma matg dziurke. Codziennie
pod Sciane przylatuje ptaszek i wrzuca
do $rodka jedno ziarnko piasku. Z drugiej
strony budynek ma druga dziurke, przez
ktéra piasek moze si¢ wysypywac.

I to tak trwa. ..

Co ty wiesz o Kenii?

Na moim biurku przycupnely trzy kolorowe ptaszki, ktére moja przyjaciotka

M. przywiozta z Kenii. M. uczestniczy w polskim projekcie wspolpracy

z edukatorami w Kenii. Wchodza do srodowiska nauczycieli i uczniow
yhieformalnych” szkél podstawowych w slumsie Nairobi, jednym z najwiekszych
i najgorszych pod wzgledem jakosci zycia slumséow Afryki Wschodniej.

To kilkumilionowe miasto w miescie, lepianki i ludzie, ktérzy utrzymuja sie

z ustug na rzecz mieszkancow nieslumséw. W slumsach rodzi sie duzo dzieci.

Na edukacje kenijska sklada si¢ 8 lat szkoly podstawowej, 4 gimnazjum

i 4 uniwersytetu. Tylko szkota podstawowa w Kenii jest bezplatna i konczy ja
okoto 85% dzieci, 24% — gimnazjum (w przeliczeniu 1100 zl rocznie) i 2% idzie
na studia. W ten sposéb wysoka edukacja jest dostepna tylko dla dzieci bogatych.

W slumsie w Nairobi sa 3 szkoly publiczne, utrzymywane przez panstwo
zapewniaja nauke dwoém tysiacom dzieciakéw, a tylko w tym slumsie edukacja
podstawowa powinno by¢ objete 300 000 uczniow.

Braki te prébuje sie uzupelnié, tworzac ,szkoly nieformalne”. Ale i one
wymagaja nakladow finansowych i co najwazniejsze — wyszkolonych nauczycieli.
Jedynie 200 takich szkél w Kenii moze wspomoéc finansowo, wyrywkowo

i sporadycznie, rzad (np. jednorazowy zakup podrecznikéw). W nieformalnych
szkoltach uczg czesto absolwenci gimnazjum, niewiele starsi od uczniow. A jezeli
myslicie o klasie w takiej szkole, to wymazcie z glowy obrazek kolorowo
pomalowanego pokoju, z lawkami i tablicami, komputerami i mozliwoscia
wybiegniecia na przerwe na duze szkolne podwoérko.

Poza ptaszkami z Kenii obejrzalam fotografie z klas w szkole niepublicznej: to
niewielka izba, w ktérej dobrze, jezeli kazdy z kilkudziesigciu uczniéw ma dla
siebie krzesto. Powinna by¢ czarna tablica i kreda. Najwickszym zmartwieniem
zyciowym szkoly jest to, ze wiekszos$¢ dzieci jest glodna, brakuje toalet

W naszym rozumieniu tego stowa. Slums to slums.

Niewielka polska grupa, do ktérej nalezy M., uczy m.in. nauczycieli ze szkot
nieformalnych (za kazdym razem kilkunastu), jak rozmawia¢ z dzieémi

o przyrodzie, cztowieku i jego biologicznych potrzebach. Prowadza tez

z nimi warsztaty doswiadczalne z zakresu ,,przyrody”. Przyjmowani sa

z wielkim zrozumieniem, ale tez ich podopieczni zadziwiaja pomystowoscia
i $wiezoScia obserwacji. W ramach ¢wiczen intelektualnych proponuje
Czytelnikowi zastanowienie sig, jak wytlumaczyltby 10-letnim uczniom
problem nieskonczonosci. Zwyciezca takiego zadania, nauczyciel z Nairobi,
wprawil mnie w zachwyt!

Bardzo trudno wyrwaé sie ze slumsu, sukces edukacyjny jest jednym

z nielicznych na to sposobéw. No i sport, ale w tej dziedzinie méwi sie o klesce
kenijskich sportowcéw na ostatnich igrzyskach olimpijskich. Co prawda,
zaimponowal zwyciezca olimpijskiego finatu biegu na 800 m, David Rudisha
(rekord swiata), ale liczba olimpijskich kenijskich sukceséw zmalala i miejscowa
prasa odpowiedzialnos$cia obarczyla treneréw i niskie finansowanie sportu!

Czy my to znamy?

Nieliczni uczeni z Kenii moga uczestniczy¢ w badaniach lokalnych: tak tez stalo
sie z okazji znalezienia przez naukowcow kenijskich i brytyjskich szczatkéw
ludzkich sprzed okoto dwéch milionéw lat. Prawdopodobnie jest to trzeci
gatunek czlowieka, Homo rudolfensis, ktory zyl wéwcezas obok H.ertectus

i H.ergaster. Ewolucja wyprébowywala rézne prototypy, z ktorych tylko jeden
odniést ewolucyjny sukces.

Turysci, ktérzy odwiedzaja Kenie, widza przede wszystkim jedno jej oblicze:
Rezerwat Przyrody i bezkrwawe safari (Serengeti). W programie warsztatow
z polskimi edukatorami znalazta si¢ takze wycieczka kenijskich nauczycieli
do parku; ich samych na taka wizyte nie stac.
Magdalena FIKUS



Dowéd Zasadniczego Twierdzenia
Algebry przypisywany jest powszechnie
Gaussowi. Rozumowanie Ksiecia
Matematykéw zawieralo jednak subtelng
luke, wyeliminowang dopiero na
poczatku XX wieku. Autor pierwszego
pelnego dowodu, paryski ksiggarz
Jean-Robert Argand, zajmowal si¢
matematyka jedynie hobbystycznie. . .

»Wolno dodawaé” i ,wolno mnozy¢”

oznacza, ze jedli a, b sa elementami ciala,

to sg nimi takze a 4+ b oraz a - b.

Dziatanie dwuargumentowe @ jest
przemienne, jesli dla kazdych a,b € X
zachodzi réwnosé

adb=bda.

*doktorant, Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

Zera funkcji kwadratowych
Arkadiusz MECEL"

Niejeden maturzysta marzy zapewne, zeby na egzaminie dojrzatodci
rozwiazywac nastepujace, z pozoru btahe, zadanie:

Zadanie 1. Wyznacz liczbe miejsc zerowych funkcji f(x) = x2 + 1.

Abiturienta nie zrazitlaby prawdopodobnie nawet drobna przeszkoda, jaka jest
wyrazny brak informacji o dziedzinie funkcji f. Z uwagi na wszechobecno$é
zbioru liczb rzeczywistych w obecnym programie nauczania wydaje sie,

ze o zadnych zerach mowy by¢ nie moze. Nawet stynna ,delta” nie jest

tu potrzebna.

Tym, ktorzy z powodzeniem przejda przez egzamin maturalny, przyjdzie,

by¢ moze, zetknaé sie z liczbami zespolonymi. Majg one te wlasnosé, ze wsrod
nich znajduja sie pierwiastki nawet tak opornych funkcji, jak f(z) = 22 + 1.
Co wiecej, kazdy wielomian jednej zmiennej zespolonej o dowolnych
wspolezynnikach (nie tylko catkowitych) ma pierwiastek zespolony. Dowdd
tego waznego faktu, znanego powszechnie jako Zasadnicze T'wierdzenie Algebry,
mtodzi adepci matematyki poznaja w przynajmniej kilku odstonach, nierzadko
bardzo nieoczekiwanych.

Réwnanie 22 + 1 = 0 ma dwa pierwiastki zespolone: i oraz —i. Liczba
pierwiastkéw pokrywa sie zatem ze stopniem wielomianu i nie jest to zaden
przypadek. Zamieniajac 22 + 1 na dowolna inng funkcje kwadratowa, nigdy
nie dostaniemy wigcej niz dwoch réznych miejsc zerowych. Co wigcej,

nie jest to fenomen dotyczacy wytacznie liczb zespolonych. Okazuje sie, ze
ograniczenie nie powiekszy sie, o ile zalozymy przynajmniej tyle, ze zaréwno
wspotezynniki, jak i dziedzina funkcji f(x) = az? + bz + ¢ wyposazone sa

w dowolna strukture okreslana w algebrze mianem ciala. Jak sie jednak
okaze, ,przynajmniej” nie zawsze znaczy ,malo”.

Niepusty zbiér K nazwiemy ciatem, jesli wolno w nim odpowiednio dodawaé
i mnozy¢ pary elementéw. Dzialania te oznaczamy zwykle przez ,+” oraz ,,-”.
Co znaczy ,odpowiednio”? Muszg by¢ taczne i zwiazane znanymi prawami
rozdzielnosci. Kazde cialo musi mieé¢ zero, oznaczane przez ,,0”, oraz jedynke,
oznaczang przez ,1”. Sa one elementami neutralnymi odpowiednio dodawania
i mnozenia, a wiec dodawanie zera i mnozenie przez jedynke nie zmieniaja
elementu, ktéry poddajemy tym operacjom. Kazdy element musi mieé¢
element przeciwny, a kazdy poza zerem — element odwrotny. I rzecz dla nas
kluczowa: dziatania ,+” i ,-” maja by¢ przemienne.

Wspomnieliémy juz o liczbach rzeczywistych i zespolonych. Sa to przyktady
cial nieskonczonych. Tymeczasem juz na zbiorze dwuelementowym mozna
wprowadzi¢ strukture ciata. Rozwazmy zbiér {0, 1}. Przyjmijmy, ze dzialania
dodawania i mnozenia okreslone sg zgodnie z nastepujacymi tabelkami:

+lo1 |01
001 0]00
1/10 1]01

Nietrudno zidentyfikowaé¢ powyzsze reguly z dziataniami na resztach
z dzielenia przez 2. Czytelnik bez trudu sprawdzi, ze powyzsze warunki
zadaja na zbiorze {0, 1} strukture ciata dwuelementowego, oznaczanego
zwykle przez Fao. Skoro mamy ciato, mozemy rozwazaé funkcje kwadratowe
i wyznacza¢ miejsca zerowe. Spojrzmy na funkcje f : Fo — Fy zadana
wzorem f(z) = 22 + 1, ktérej wspdtezynniki naleza przeciez do Fa.
Podstawiajac elementy dziedziny, dostajemy:

fO)=0*+1=1, f1)=1241=0.
Ogdlnie, dla kazdej liczby pierwszej p zbiér {0,1,...,p — 1} reszt z dzielenia
przez p, wyposazony w dzialanie dodawania i mnozenia reszt, jest ciatem.
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A co z liczbami zlozonymi? Czy umiemy
wskazaé takie n, ze 2 + 1 ma wiecej
niz dwa pierwiastki modulo n? Czy

dla réznych n moze ich by¢ dowolnie
(skonczenie) wiele?

Historia odkrycia kwaternionéw jest
dobrze znana gléwnie z uwagi na
dublinski most Brougham i formuty
mnozenia, ktére w twérczym zachwycie
wyryt tam sam Hamilton. Jakiz to
wielki kontrast w poréwnaniu do
wspomnianego juz Gaussa, ktéry,
odkrywszy kwaterniony niemal

¢éwieré wieku wcezeéniej niz Hamilton,

uznal je za obiekt niegodny publikacji. . .

Analogiczna struktura zadana na zbiorze reszt z dzielenia przez liczbe ztozona
cialem by¢ nie moze — zachgcamy Czytelnika do poszukiwania powodu.

Co oznacza bycie pierwiastkiem wielomianu z? + 1 w ciele F,? Jest to,
oczywiscie, zwiazane z podzielnoscia przez p. Jesli rozwazymy zbiér X liczb
catkowitych, takich, ktore podniesione do kwadratu i powiekszone o 1 sa
podzielne przez p, to elementy tego zbioru daja co najwyzej dwie rézne
reszty z dzielenia przez p. Ktore dwie? To juz inna historia. . .

Postawmy jeszcze jedno pytanie. Czy funkcja f(z) = 22 + 1 moze mieé
nieskonczenie wiele miejsc zerowych? Odpowiedz brzmi: tak! Przyktad
dziedziny majacej te wlasnosé jest tym bardziej zaskakujacy, ze znajduje
sie bardzo blisko cial. Mowa tu bowiem o kwaternionach, uogélnieniu
liczb zespolonych, ktérych odkrycie, datowane na rok 1843, przypisuje sie
Hamiltonowi. Czym one sa?

Konstruujac cialo liczb zespolonych, do zbioru liczb rzeczywistych doktadalismy
tajemniczy element ¢, ktorego kwadrat byl réwny —1. Kwaterniony powstaja
na podobnej zasadzie, ale zamiast jednego elementu obcego rozwaza sie az trzy.
Nazwijmy je i, j, k. Kazdy z nich, podobnie jak jednostka urojona, ma te
wlasnosé, ze jego kwadrat to —1. Co wiecej, iloczyn dowolnych dwoéch réwny
jest trzeciemu (z dokladnoscia do znaku). Dokladniej,

ij=k, gJk=1i, ki=j gji=—-k, ik=-j5, kj=—1i.
O ile dowolny element w ciele liczb zespolonych wyraza sie jako a + bi,
gdzie a,b € R, w przypadku kwaternionéw dowolny element przedstawia
sie jako a + bi + cj + dk, gdzie a, b, ¢, d to dowolne liczby rzeczywiste.
Kwaterniony mozna dodawaé i mnozy¢ (stosujac analogiczna metode jak dla
liczb zespolonych). Dzialania sa taczne, zachowane sg prawa rozdzielnosci.
Znajda sie, rzecz jasna, zero i jedynka. Niemniej jednak kwaterniony nie sg
cialem, a powdd podalidémy juz na starcie. Pogwalcona zostala przemiennosé
mnozenia. Istotnie, ij = k, ale ji = —k. Ta drobna (i jedyna!) réznica — brak
przemiennosci mnozenia, ktéry wyklucza kwaterniony z klasy ciat — ma
powazne konsekwencje dla zliczania pierwiastkéw wielomianow.

Przyjrzyjmy si¢ sprawie doktadniej. Funkcja f(x) = 22 + 1 ma na pewno
przynajmniej trzy kwaternionowe zera. Sa to elementy ¢, j, k. Za duzo jak
na cialo, ale wciaz za malo jak na ,nieskonczenie wiele”. Podstawiajmy
wiec dalej:

i j k 2 5% k2 dj ik gk §i ki kj
f( + )3+3+3+3+3+3+3+3+3+1
_ —1—1—1+k—j+z—k+]—z+1:0‘

3

Nie tylko otrzymaliSémy kolejne miejsce zerowe, lecz takze ztapalidémy
nieprzemiennos¢ kwaternionéw na goracym uczynku. Otrzymane zero to skutek
reguly mnozenia elementéw i, j, k. W podobny sposéb mozemy otrzymaé coraz
wiecej pierwiastkéw. Doktadny rachunek pokazuje, ze wsrdéd kwaterniondéw
postaci a + bi + cj + dk funkcja x? + 1 zeruje si¢ doktadnie na tych, w ktérych
wspOlezynnik a réwny jest 0 (tzw. kwaterniony czyste), a ktére leza na sferze
opisanej réwnaniem b% 4 ¢ + d? = 1.

V3 V3 V3

Kwaterniony zaprowadzily nas zatem daleko od poczatkowych rozwazan.
Ale czy aby na pewno? Czy nie ma w tym zadnego podstepu? Pierwiastki
przez nas wskazane, cho¢ jest ich duzo, sa bardzo podobne. Wiele z nich
rozni jedynie tzw. sprzezenie. Oznacza to, ze jesli utozsamiliby$my wszystkie
pary pierwiastkéw x,y, dla ktorych istnieje kwaternion odwracalny wu,

taki, ze spetniony jest warunek x = v~ 'yu, to zostalyby nam doktadnie. ..
dwa pierwiastki! I nie jest to przypadek, ale calkiem powazne twierdzenie

i wladciwos¢ majaca analogie wsréd wielomiandéw wyzszych stopni.

Ale o tym to juz przy innej okazji. . .
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trudnosé

umiejetnosei gracza

Rys. 1

umiejetnosei gracza

czas gry

Rys. 2

*projektant gier, obecnie prowadzi
wtlasne niezalezne studio MoaCube

Poziom trudnosci gier komputerowych
z perspektywy projektanta

Tomek GROCHOWIAK™

Gry — komputerowe czy jakiekolwiek inne — opieraja sie w gléwnej mierze na
pokonywaniu trudnosci. Niezaleznie od tego, czy bawimy si¢ w berka, gramy

z kolegami w brydza, czy tez spedzamy czas przy najnowszej konsolowej
superprodukcji, podstawowy mechanizm tej rozrywki pozostaje doktadnie

taki sam. Przed graczem stawiany jest pewien wyimaginowany problem
(wyzwanie), ktéry musi on rozwiazaé¢ za pomoca posiadanych umiejetnosci.
Przezwyciezanie wyzwan przektada sie na postepy w grze, a towarzyszaca temu
satysfakcja jest glownym Zrodlem przyjemnosci czerpanej z gry.

Istotnym elementem dobrej zabawy jest wlasciwy dobér wyzwan w stosunku
do umiejetnosci oséb bioracych w niej udziat. Kazdy, kto miat kiedys
»przyjemnos¢” boksowaé sie ze starszym bratem, rozumie frustracje ptynaca
z bycia postawionym w sytuacji, w ktérej jest sie z géry skazanym na
porazke. Kazdy, kto mial szczeécie by¢ starszym bratem, wie, ze istnieje
ograniczona liczba razy, po ktérych pokazywanie ,mtodemu”, kto tu rzadzi,
przestaje by¢ zabawne.

Jest to zwiazane ze zjawiskiem okreslanym w psychologii jako flow. Flow,
wedlug tworcy tej koncepcji, Mihalya Csikszentmihdlya, to stan przyjemnego
uniesienia towarzyszacy wykonywaniu zadan w pelni wykorzystujacych nasze
umiejetnosci. Jesli przedstawimy na wykresie stan gracza w zaleznosci od jego
umiejetnosci i trudnosci rozgrywki (patrz rys. 1), to flow bedzie obszarem
pomiedzy frustracja a nuda, w ktérym wykonywana czynno$é jest dla nas
wystarczajaco trudna, aby by¢ stymulujaca, ale jednoczeénie stale w zasiegu
naszych zwiekszajacych sie umiejetnosci.

Celem projektanta gier jest utrzymanie gracza wlasnie w tym ulotnym stanie
uniesienia. Przygotowanie dla niego wtasciwych, stopniowo rosnacych wyzwan,
przy jednoczesnym braniu pod uwage tempa rozwoju jego umiejetnosci. Jest

to jeden z kluczowych aspektow profesjonalnego projektowania gier i wymaga
duzych nakladéw pracy ze strony projektantéw. Co ciekawe, sam gracz rzadko
zwraca uwage bezposrednio na ten aspekt rozgrywki, cho¢ znaczaco wplywa on
na jego odbiér gry. Jesli wszystko zostato zrobione we wlasciwy sposéb, gracz
moze po prostu skupié sie na zabawie, nawet nie zdajac sobie sprawy, ile pracy
zostato wlozone w uczynienie jej przyjemna. Jesli projektanci gry popetnili btad,
odbiorca szybko porzuci gre jako zbyt frustrujaca lub nudna.

Skoro odpowiednie wywazenie relacji miedzy stopniem trudnosci a umiejetnosciami
gracza na danym etapie gry jest najwazniejszym aspektem procesu jej
projektowania, to projektant musi zrozumieé, jak przebiega proces uczenia sie
oraz nabywania i doskonalenia nowych umiejetnosci. Intuicja podpowiada nam, ze
czlowiek uczy sie¢ caly czas w réwnym tempie, zatem poziom trudnosci gry powinien
rosnaé w przyblizeniu liniowo: jesli pierwszy etap mial poziom trudnosci 1, to drugi
powinien mie¢ poziom 2, trzeci — 3, a dziesiaty — 10. Na tej zasadzie funkcjonowalo
bardzo wiele wezesnych gier. Jest to jednak zalozenie bledne.

W pewnym uproszczeniu krzywa uczenia sie przypomina wykres funkeji
logarytmicznej (rys. 2). Odbiorca zdobywa wigkszo$¢ potrzebnych mu
umiejetnosci w pierwszych minutach rozgrywki. Kazdy gracz dobrze zna

ten proces: ,Aha — tak sie biega, tak sie skacze, a tak sie strzela”. W tym
poczatkowym stadium gra nie powinna stanowi¢ zadnego wyzwania — nauka
podstaw wystarczajaco dobrze spelnia te role. Wigkszos¢ gier dodatkowo
pomaga graczowi poprzez rozmaite samouczki. Oczywidcie, rézni ludzie
przyswajaja nowe umiejetnosci w réznym tempie i prezentuja rézny poziom
wyjsciowego doswiadczenia (nie bez znaczenia jest tez skomplikowanie samej
gry i jej grupa docelowa), ale generalnie ten okres szybkiego uczenia si¢ trwa
zwykle od kilkunastu minut do godziny. Na tym etapie wazne jest, aby gra
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trudnosé

Rys. 3

czas gry

czesto prezentowala nowe mechaniki (rézne sposoby poruszania sie bohatera,
uzywania przez niego przedmiotéw itp.) i przeszkody. Trzeba nadazy¢ za
graczem szybko poznajacym rozmaite sposoby rozwiazywania probleméw

i szukajacym nowych wyzwan.

Po tym wstepnym okresie podstawy rozgrywki zostaja zepchniete do
podswiadomosci i gracz moze faktycznie skupié¢ si¢ na odbiorze gry jako medium.
Nie musi si¢ juz zastanawia¢, ktorym klawiszem sie¢ skacze i jak pokonaé
przeciwnikéow w zielonej zbroi — robi to odruchowo. Proces nauki znacznie zwalnia
i ogranicza sie do stopniowej optymalizacji wykonywanych czynnosci. Od tego
momentu przyrost poziomu trudnosci powinien by¢ znacznie tagodniejszy i skupiaé
sig bardziej na wymaganiu uzywania kombinacji wyuczonych umiejgtnosci niz

na nauce nowych. Jesli na poczatku gracz nauczy? sie, ze przeciwnika A nalezy
przeskoczyé¢, a do przeciwnika B strzelié, to przeciwnik C moze wymagaé zaréwno
skakania, jak i strzelania. Przeciwnik D moze wymagaé podobnej kombinacji, ale
wykonywanej szybciej, natomiast niedobrze, jedli gra nagle oczekuje od gracza
czego$ zupelnie nowego. Na tym etapie zostanie to odebrane jako oszustwo: ,,Skad
mialem wiedzie¢, ze mam na tego potwora zrzucié¢ zyrandol!? Weczesniej nie bylo
zadnych zyrandoli!”. To stadium trwa juz az do konca gry.

Oczywiscie, nawet w ramach do$¢ precyzyjnie zdefiniowanej grupy docelowej
ludzie réznia si¢ doswiadczeniem oraz talentem, i idealne dopasowanie poziomu
trudnosci do kazdej grajacej osoby jest duzym problemem. Dlatego wiele

gier umozliwia modyfikacje (jawna lub nie) tego poziomu, w zaleznoci od
predyspozycji gracza. Klasycznym rozwiazaniem jest wybér poziomu trudnoéci,
ktéry odpowiednio przemnaza wartosci odpowiadajace za trudnosé rozgrywki
przy jednoczesnym zachowaniu podobnego okresu na nauke. Bardziej nowoczesna
i jednoczesnie kontrowersyjna metoda jest tak zwana trudno$¢ adaptatywna.
Polega ona na zaimplementowaniu w grze systemu oceniajacego umiejetnosci
gracza (np. na podstawie liczby przegranych i wygranych) i lagodnym zmienianiu
poziomu wyzwania tak, aby odbiorca caly czas znajdowal sie w stanie flow.

Jednym z zadan projektanta gry jest wyznaczenie zakresu, w ktérym bedzie

sig zmieniata trudno$¢ — gra musi si¢ na jakims poziomie zaczynaé i na jakims
konczyé. W dobie produkcji o budzetach liczonych w dziesiatkach milionéw
dolaréw nie zawsze mozna sobie pozwoli¢ na dtugi okres testéw i poprawek,
dlatego osobiscie polecam nastepujaca prosta technike, ktéra pozwala szybko
osiagna¢ zadowalajacy efekt. Jesli przedstawimy przyrost poziomu trudnoéci

w czasie jako krzywa zblizona do wykresu funkcji logarytmicznej, to najprostszy
wstepny zakres mozna osiagnaé, ustawiajac poczatek wykresu na poziomie,

w ktérym w gre nie da sie przegraé, a koniec tak, aby stanowil wyzwanie nawet
dla projektanta. ,,Stromy” okres szybkiej nauki nie powinien konczy¢ sie dalej
niz w 20% czasu gry. Metoda ta pozwala wypracowa¢ ramy, dzieki ktérym gra
szybko stanie sie grywalna i zdatna do testowania.

Kolejnym krokiem jest dodanie wariacji. O ile prostsze gry moga dzialac¢
calkiem sprawnie z trudnoécia liczona automatycznie wedtug wykresu, to
wiekszo$¢ obecnie wydawanych tytutow jest znacznie bardziej ztozona i podlega
tym samym prawom co filmy czy ksiazki. Potrzeba réznorodnoéci i koniecznosé
nadania fabule odpowiedniego tempa sprawiaja, ze nieznaczne odstepstwa od
wykresu sa wiecej niz wskazane. Jesli bohater gry spotyka sie ze swoja Nemezis,
to gracz bedzie oczekiwal, ze spotkanie to bedzie znacznie trudniejsze niz
wszystko, z czym mial do czynienia do tej pory. Z kolei po kazdym bardziej
intensywnym i wymagajacym fragmencie gry wypada pozwoli¢ graczowi
zrelaksowad sie i nacieszy¢ wygrana. Wreszcie, jesli gra jest dluga, konieczne
moze by¢ wprowadzanie nowych mechanik i wyzwan, aby zapobiec monotonii.
Kazdej z nowosci musi towarzyszy¢ kolejny okres przeznaczony na szybka nauke.
Ostateczny wykres powinien wyglada¢ mniej wigcej tak jak na rysunku 3.

Oczywiscie, temat wywazania gier jest duzo bardziej ztozony. Kolejne jego aspekty
lub praktyczne metody zastosowania powyzszej teorii sg materialem nie tyle na
kolejne artykuly, co na cale ksiazki. Poznanie podstaw jest jednak bardzo wazne

9



O
N3]
Q
=
<
=
-
=
czas gry
Rys. 4
N>
N
o)
=
<
=
=
3
czas gry
Rys. 5
0
N3]
o)
=
<
=
-
B
czas gry
Rys. 6

dla ogélnego zrozumienia problematyki projektowania gier. Zwlaszcza
w dzisiejszych czasach, w ktorych ogromne budzety i ograniczone terminy
uniemozliwiajg produkcje gier metoda niekonczacych si¢ testéw i poprawek.

Na zakoniczenie, w ramach ¢wiczenia umystowego, proponuje przyjrzeé sie kilku
najczesciej popelnianym bledom podczas projektowania poziomu trudnosci
nowej gry.

Na rysunku 4 przedstawiona zostata wspomniana na poczatku liniowa zaleznosé
trudnosci od czasu gry. Kazdy, kto gral w gre Tetris, wie, o co chodzi. Klocki
na kolejnych planszach spadaja stopniowo coraz szybciej. Na poczatku jest
przyjemnie. Potem pojawia sie nuda — umiemy juz graé, ale rozgrywka nadal
jest bardzo wolna. Na koncu, po krétkim momencie w stanie flow, gra staje sie
zbyt trudna i przegrywamy. Jesli chcemy zagra¢ po raz kolejny, zniecheca nas
koniecznosé¢ czekania, az gra stanie si¢ znowu wystarczajacym wyzwaniem.

Czesto spotykana w starszych grach strategicznych i amatorskich produkcjach
jest zaleznoé¢ z rysunku 5. Wystepuje ona réwniez w wielu symulatorach
lotu. Gra ma bardzo wysoka bariere wejscia, udziela graczowi malto pomocy

i od poczatku traktuje go tak, jakby znal wszystkie zasady. Wiekszo$¢ graczy
rezygnuje juz na samym poczatku, nawet jesli pokochaliby gre po dluzszym
zapoznaniu si¢ z nig.

Kolejny blad (rys. 6) jest bardzo czesto spotykany w grach fabularnych

(ang. role-playing games) i innych, w ktérych sila postaci gracza rognie

w trakcie gry. Poczatkowe wyzwania sg dos¢ wymagajace i interesujace. Jednak
wraz z uplywem czasu bohater staje si¢ coraz silniejszy, a gra nie nadaza

z dostarczaniem odpowiednio trudnych przeszkéd. W rezultacie przyrost
poziomu trudnoéci jest ujemny i gracz, zamiast stara¢ sie bardziej, przyklada
sie coraz mniej i mniej, az do poziomu nudy.

Czy obrazek widoczny na marginesie da si¢ odr6znié od jego lustrzanego
odbicia? Tak, bo nie mozna go tak ztozy¢ na pot, by wszystkie ciemne kotka
trafily na ciemne, a biale na biale. Ale spéjrzmy na obrazek ponizszy —

OOOOOO0

— gdy kotek jest tylko pie¢, przy dowolnym zaciemnieniu niektérych z nich
obrazek jest nieodréznialny od swojego odbicia.
A czy dla szesciu tez tak jest? Jak sadzisz, Czytelniku?
M. K.

Rys. 1

")

Redaguje Tomasz TKOCZ

M 1366. Dany jest kat ostry M SN, przy czym MS = SN. Punkt X lezy na
krotszym tuku M N okregu o srodku S i promieniu M.S, punkt Y jest takim
punktem odcinka SN, ze proste SM i XY sa rownoleglte. Znalez¢ takie polozenie
punktu X, przy ktérym pole trojkata SXY jest najwicksze.

Rozwiazanie na str. 23

M 1367. Liczby rzeczywiste x,y spelniaja réwnosé
(x+ x2+1)(y+\/y2+1> =1.

Udowodni¢, ze x +y = 0.
Rozwiazanie na str. 18

M 1368. Znalez¢ wszystkie liczby catkowite dodatnie n, dla ktoérych
kwadrat zlozony z n? kwadracikéw jednostkowych mozna pokry¢ Rys. 2
plytkami powstalymi z plytki pokazanej na rysunku 2 przez obrét o kat

0°, 90°, 180° lub 270°, w ten sposob, by plytki nie zachodzily na siebie.
Rozwiazanie na str. 3
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By narysowaé szescian, rysujemy
odpowiednie kwadraty lub réwnolegtoboki

w zaleznosci od tego, na jakim (jak
polozonym) szeécianie nam zalezy.

Rys. 6

Maota de

Lekcja rysunku (3)

W wielu rysunkach bardzo pomocny jest szescian, z narysowaniem ktérego raczej
nie mamy problemu.

Widzieli$my juz (Lekcja 1), ze wykorzystujac szedcian, mozemy narysowaé
niestandardowo polozony czworoscian i gwiazde oSmioramienng. Na bazie
szeScianu mozemy tez skonstruowaé o$miodcian (byla juz o nim mowa na

Lekeji 2) — $rodki $cian sze$cianu sa wierzchotkami o$mioscianu. Zaznaczywszy
wiec w szedcianie srodki écian, taczymy kazdy z nich z pozostaltymi, z wyjatkiem
tego naprzeciwko. Odmioscian gotowy.

,/

Rys. 1 Rys. 2

Inna figure dostaniemy, gdy zaznaczymy $rodki krawedzi szescianu (rys. 3),

a nastepnie w kazdej ze Scian szescianu polaczymy te punkty, tworzac czworokaty
(rys. 4). Pomijajac krawedzie sze$cianu, otrzymamy rysunek wieloscianu
nazywanego szescioo$mio$cianem (widziany z innej strony jest na rysunku 5).

Skad taka nazwa? Taki sam bowiem obiekt dostaniemy, gdy
w osmioscianie zaznaczymy $rodki krawedzi i odpowiednio je
polaczymy (rys. 6).

Pisal 1 rysowal Zdzistaw POGODA
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Rys. 2

Rys. 3

Udowodnienie stabilnosci tego rysunku,
czyli wyprowadzenie tego faktu

z powszechnie znanych twierdzen
geometrii, nie jest rzeczg prosta. Robi sie
to, uzywajac pojeé geometrii rzutowej.
Mozna tez sprébowaé to sprawdzié
rachunkowo, ale widaé, ile bytoby tu
zmiennych (co najmniej 8 razy po dwie
wspoélrzedne punktéw) i ile réwnan

(12 prostych), z czego wyniknaé by miato
jedno réwnanie trzynastej prostej.

Geometria jest nauka doswiadczalng
Marek KORDOS

W wielu miejscach mozna przeczytaé czy ustyszeé, ze matematyka, a zwlaszcza
geometria jest nauks aksjomatyczna i wszelkie zawarte w niej fakty uzyskuje
sie wtasnie z aksjomatow przez podporzadkowane prawom logiki dowody.

I chyba nikt w rzeczywistosci nie spotkal si¢ w szkole czy na studiach z tak
opisang sytuacja. Nietrudno tez byloby uzasadnié¢, dlaczego tak jest, ale tu
nie bedziemy tego robié, tylko zajmiemy sie kratka wypleciona z wikliny
albo z do$é¢ sztywnych drutéw (takich, z jakich zrobione sa siatki w plotach),
taka jak na rysunku 1.

To, ze jest ona kwadratowa, mozna latwo zmieni¢. Jesli pociagniemy

ja (rzecz jasna, delikatnie) za przeciwlegle rogi, mozemy uzyskaé romb
(gdy ciagniemy w plaszczyznie kratki) albo tez co§ w rodzaju siodla (gdy
zegniemy kratke — rys. 2). W tym drugim przypadku powstaje pytanie,
czy faktycznie w dalszym ciagu prety wiklinowe (czy druty) moga pozostaé
proste, czy tez tylko nam sie tak wydaje.

To, ze faktycznie moga one pozostaé proste, gwarantuje twierdzenie
Gallucciego:

Dane sq dwie trojki prostych skosnych, w ktorych kazda prosta jednej trojki
przecina kazdg proste drugiej trojki. Wowczas kazda prosta przecinajgca
wszystkie proste jednej trojki przecina kazdg prostg przecinajgcg wszystkie
proste drugiej trojki.

Ortodoksyjny geometra powinien w tym momencie
siegnaé po aksjomaty (w wersji Euklidesa, Hilberta,
Tarskiego, Krygowskiej, .. .) i wyprowadzié¢ z nich
to twierdzenie. My, oczywiscie, postapimy inaczej.
Narysujemy (starannie, linijka — inne przyrzady

nie beda potrzebne) rysunek, taki jak rysunek 3.

W ostatnim zdaniu najistotniejszym stowem jest
narysujemy i w nim tkwi to, co uzasadni twierdzenie
Gallucciego.

Nie pisze udowodni w obawie krzyku Beotéw, jakby
powiedziatl Gauss. Bardziej odwazny ode mnie jest
Harold S.M. Coxeter, ktory przedstawione dalej
rozumowanie $miato (i stusznie) nazywa dowodem.

Istotne jest tez to, jak taki rysunek wykonaé. I na czym
polega jego wazna w ponizszych rozumowaniach cecha,
jaka jest stabilnosé.

Zaczynamy od narysowania prostej k. Nastepnie wybieramy dowolny,
nielezacy na niej punkt P i prowadzimy przez niego dowolne trzy proste
przecinajace k (nazwijmy otrzymane punkty przeciecia A, B, C).

Teraz na prostej PA obieramy dowolnie punkt ) i prowadzimy przez niego
dowolne dwie proste przecinajace k (otrzymane punkty nazwijmy D i F)

i nieréwnolegte do dotychczas narysowanych. Ponadto oznaczmy przeciecie
prostej PB z QF przez R, a przecigcie PC z QD przez S. 1 jeszcze niech
przeciecie RS z k nazywa sie F.

Po drugiej stronie k wykonamy PRAWIE taki sam rysunek. Punkt P’
obieramy dowolnie. Na prostej P'F dowolnie obieramy punkt @Q’. Przeciecie
prostej P'D z Q'C oznaczamy przez R’, a przeciccie P'E z Q'B przez S’.

I teraz okazuje sie (prosze sprawdzié, najlepiej wielokrotnie, réznie obierajac
poczatkowe punkty), ze punkty R’, S’ i A leza na jednej prostej.

To, ze tak sie zawsze zdarzy, nazywa sie wladnie stabilnoscia rysunku.
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Pomyst, by nie rysowaé prostych,

o ktérych orzeka dowodzone twierdzenie,
byt lansowany przez — zdaniem wielu,
najwiekszego geometre XIX wieku —
Jacoba Steinera. Glosil on, ze rysunek
tylko rozprasza mys$li i moze nasuwaé
falszywe intuicje.

Pl

UWAGA! To nie jest rysunek, a tylko
schemat pokazujacy zaleznosci. Sytuacja
rzeczywista tak nie wyglada.

Uiy

No wtasnie: skoro tak jest zawsze, to mozemy postapi¢ jak przyrodnicy
i uznaé to za prawo przyrody, a takie nie wymagaja dowoddéw.

Spostrzezenie o stabilnosci bedzie nam potrzebne, aby$Smy mogli uznad,
ze dowodzac czego$ dla tych konkretnych punktéw, dowodzimy tego dla
dowolnych punktéow powigzanych wskazanymi wyzej zaleznosciami.

Teraz dokonamy calkiem realnej operacji: zegniemy pod pewnym katem
kartke z rysunkiem 3 wzdtuz prostej k. Oczywiscie, wyglada to nadal
tak samo, wiec mozemy nadal korzysta¢ z rysunku 3.

Jako jedng z tréjek prostych skosnych, o ktérych mowia zatozenia twierdzenia
Gallucciego, wezmy PQ’, P'Q i RS, jako drugg — PQ, P'Q’ i R'S. Czytelnik
Spostrzegawczy zauwazy, ze na rysunku nie ma tych prostych — to stuszna
uwaga, ale ich narysowanie czynitoby rysunek zupelnie nieczytelnym

(nie wiadomo byloby, ktére linie przecinaja sie, a ktére mijaja), a przeciez

i tak o tych (niewidzialnych) prostych mozemy wiele powiedzieé.

Mozemy np. sprawdzié, ze proste w kazdej trdjce faktycznie sa skosne.
Sprawdzmy to dla PQ’ i P'Q (pozostawiajac pozostale 5 sprawdzen
Czytelnikowi). Gdyby te proste lezaly na jednej plaszczyznie, na jednej
plaszczyznie lezalyby punkty P, @, A, F', P'1@Q’, a wiec kartka nie bylaby zgieta.

Mozemy tez sprawdzi¢, ze kazda z prostych pierwszej tréjki przecina kazda
z drugiej tréjki. Sprawdzimy to dla PQ’ (jak poprzednio, pozostawiajac
pozostale 6 sprawdzen Czytelnikowi) — dla wspomozenia wyobrazni
przedstawiamy obok schemat powstalej sytuacji. PQ’ z PQ ma wspdlny
punkt P, a z P'QQ" wspdlny punkt ’. Trzecie sprawdzenie jest mniej
banalne: poniewaz QS i P'R’ maja wspolny punkt D, wigc leza na jednej
plaszczyZnie i na tej plaszczyZnie poprowadzone sg proste P'Q i R'S

— gdyby byly przypadkiem réwnolegle, wystarczy jeden z punktéw na tej
plaszczyZnie odrobing przesunaé (tu korzystamy ze stabilnosci!).

Tak wiec (wraz z Czytelnikiem) uzyskaliémy dziewie¢ punktéw zaznaczonych
na schemacie czarnymi kropkami.

Polézmy teraz poprzeczke na pierwszej tréjce prostych (po angielsku transversal
jest pelnoprawnym terminem geometrycznym) przechodzaca przez R.

Poniewaz poprzeczka ta przecina PQ’, wigc lezy na plaszczyznie RPQ’,
czyli na RBQ' (RP i RB to ta sama prosta). Analogicznie, skoro przecina
P’'Q, wicc lezy na plaszczyznie RP'Q, czyli RP'E. Zatem ta poprzeczka to
przeciecie plaszczyzn RBQ' i REP’, czyli prosta RS’, bo proste BQ' i EP’
przecinaja sie¢ w S’

7Z kolei potézmy na drugiej trdjce prostych skosnych poprzeczke
przechodzaca przez R’. Lezy ona na R'PQ, czyli R'AQ i na R'P'Q’, czyli
R'AQ’, a wiec — jak widaé, jest prosta R’A. Nietrudno zauwazyé, ze R'A
przechodzi przez S’, a wiec poprzeczki maja punkt wspdlny, mianowicie S’.
* * *
Nietrudno wyobrazié sobie, ze przedstawiony wyzej dowdd nie wszystkich
przekonal. Formalistom brakowalto zapewne odwotania nie tyle moze do
aksjomatéw, co do jakich$ powszechnie uznanych za pewne, a takze za
normalne, twierdzen — takich, na ktore moglibySmy si¢ powotywacé, bez
obawy, ze nasz egzaminator ich nie zna. Realistow mogto zrazi¢ zagmatwanie
sytuacji, w ktérej rysujemy proste, o ktorych uzasadniane twierdzenie sie
nie wypowiada, by nie rysowa¢ prostych, o ktérych méwi — i to wszystko
jakoby dla wiekszej przejrzystosci.

Ale, jako sie rzeklo, geometria jest nauka doswiadczalna. Inzynierowie
umocowali sze$¢ zbrojonych betonowych belek w sposdb spetniajacy
zalozenia twierdzenia Gallucciego i, faktycznie, mozna bylo na nie ktasé
nastepne belki, zgodnie z tym twierdzeniem. Tak powstal dach przystanku
kolejowego Warszawa Ochota. Twierdzenie zatem jest prawdziwe.
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Rys. 4

Ksiega Szkocka to brulion, w ktérym
matematycy lwowscy i ich goscie

z najrézniejszych krajéow od 17 lipca

1935 roku do 31 maja 1941 roku zapisywali
przychodzace im do glowy problemy. A byto
ich niemalo, jako ze brulion miescil si¢

w lokalu gastronomicznym, w ktérym lubili
spedzaé czas, a ktéry nazywal sie wladnie
Szkocka. Brulion — réwniez z pézniejszymi
komentarzami i wyjasnieniami — zostal
wydany w jezyku angielskim, w 1981 roku
w Kanadzie.

Rozwigzanie zadania M 1367.
Mamy

1
2 1l — =
T+ \/ T+ e il

:\/W—y-
Podobnie,
y+\/y2+1l=4/224+1—2z.

Dodajac te réwnoéci stronami,
otrzymujemy teze.

Postscriptum 1 (o takich dowodach). W podobny sposéb mozna dowiesé
np. nastepujacego twierdzenia:

co najmniej jeden z rzutow prostokgtnych srodka cieZkosci czworoscianu na
plaszczyzny jego Scian lezy wewnqgtrz sciany.

W przeciwnym bowiem razie ten czworoscian potozony na stole bez konca by
sie przewracal.

Postscriptum 2 (o innej kratce z patyczkow). Jesli polaczymy pionowymi
patyczkami dwa poziome jednakowe okregi, a nastepnie obrécimy jeden

z tych okregow o jaki$ kat, to otrzymamy jedna z dwoch ,,gérnych” sytuacji
z rysunku 4 — w zaleznosci od tego, w ktéra strone bedziemy obracad.

Nie potrzeba specjalnej wyobrazni, by nalozy¢ jeden rysunek na drugi,

a nawet zrealizowa¢ to, co wyjdzie, wiklina lub drutem. Taka kratka jest
np. konstrukcja nosna miejskiej wiezy cinien w Ciechanowie.

Tym, ktorzy z pewnym dystansem odniedli sie do catego tego tekstu,
przyjemnie bedzie przeczytaé, ze administracja Ciechanowa tez z dystansem
odnosi sie do tej budowli.

Postscriptum 3 (moze jednak troche formalizmu). Pewna Mloda Dama
po przeczytaniu wersji wstepnej tego tekstu powiedziata, ze to chyba
wiele hatasu o nic, bo o obu tych powierzchniach jest mowa na I roku
studiéw matematycznych w ramach algebry liniowej — sa to paraboloida
hiperboliczna i hiperboloida jednopowlokowa, o wygodnych réwnaniach

r—y?+22=0 i 2=y -2+ 1=0.
Rzeczywiscie, to sg te powierzchnie, ale pamietam, ze — gdy bytem na I roku
— stwierdzenie, ze to takie geste kratki, zrobitlo na mnie wrazenie i chcialem
sie dowiedzie¢, czy to mozna jako$ zobaczy¢, a nie tylko wyliczy¢.

Postscriptum 4 (Wieley tez o tym myéleli). Okazuje sig, ze sprawa kratek
nekala tez Hugona Steinhausa. W Ksiedze Szkockiej sa az cztery postawione
przez niego problemy na ten temat. Oto one.

Problem 44. Ciggla funkcja z = f(x,y) przedstawia powierzchnie, przez
ktorej kazdy punkt przechodzq dwie proste catkowicie na niej lezgce. Wykazaé,
ze to jest paraboloida hiperboliczna. To samo bez zatoZenia cigglosci.

I jest dopisek z 30 lipca 1935 roku: Ten problem pozytywnie rozstrzygnagl
Banach, rowniez bez zalozenia cigglosci. Dowdd opiera sie na spostrzezeniu,
ze dowolne dwie proste tej powierzchni albo sie przecinajq, albo ich rzuty na
plaszczyzne xy sq¢ rownolegle.

Problem 61. Wyznaczyé powierzchnie z = f(x,y), takie, zZe przez kazdy ich
punkt przechodzq dwie przystajgce krzywe plaskie catkowicie na nich leZgce
(mocniej: przez kazdy punkt takie same).

Dopisek Stanistawa Ruziewicza (z 31 lipca 1935 roku): Wszystkie powierzchnie
obrotowe majq te wlasno$c; nie wiadomo, czy tylko one.

Problem 78, 2 sierpnia 1935 roku. ZnaleZé wszystkie powierzchnie
o nastepujgce] wlasnosci: przez kazdy punkt przechodzq dwie krzywe catkowicie
na nich lezqce i przystajgce odpowiednio do krzywych A i B (np. takjest na walcu).

Tu koledzy zawiedli — brak odpowiedzi do dzisiaj.

Problem 81 (z 6 sierpnia 1935 roku) tez jest na ten temat, ale jest postawiony
tak zawile, ze komentator w wydanej pod redakcja R. Daniela Mauldina

The Scottish Book ograniczyl si¢ do podania kilku mozliwych interpretacji
zadanych w nim pytan i (co jest calkowitym w tej ksiazce ewenementem)
podpisal sie nic nieznaczacym pseudo: Recenzent.

Po tych wszystkich wyjasnieniach
czuje sie usprawiedliwiony z napisania tego tekstu, M. K.
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FIZYCZNE

Materialy i przyrzady: takie same

jak w poprzednim odcinku, a ponadto:
zawér kulowy do instalacji wodociagowej,
denaturat, olej, gliceryna, okragtly pilnik,
linijka, dostep do cyfrowego aparatu
fotograficznego, komputera i drukarki.

Rys. 1. Budowa przyrzadu do ttumienia
tornada; 1 — przezroczysta, plastikowa
butelka, 2 — zawér kulowy, 3 — zakretka,
4 — woda.

Fot. Kolejne fazy doswiadczenia
z likwidowaniem i odtwarzaniem tornada.

z

Rys. 2. Sily dziatajace na ciecz; ﬁr — sita
odérodkowa, W — sita cigzkosci, F - sila
wypadkowa, Am — masa elementu
cieczy, a — kat nachylenia stycznej do
powierzchni cieczy, r, z — wspélrzedne
elementu cieczy.

Likwidujemy tornado Stanistaw BEDNAREK

W tym odcinku bedziemy kontynuowali do§wiadczenia z tornadami. Zbadamy
doktadniej sposoby ich likwidacji i ksztalt wewnetrznej powierzchni wirujacego leja.
Wykonujac opisane przed miesiacem do$wiadczenia, mieliSmy okazje zauwazyc,

ze przy matych srednicach otworéw w tacznikach butelek tornada byly mniej
stabilne i trudniej bylo je wytworzyé. Dla ich uzyskania nalezalo szybciej obracaé¢ na
poczatku przyrzadem. Dzieje sie tak dlatego, ze woda, jak wszystkie ciecze, wykazuje
lepkodé, czyli tarcie wewnetrzne, hamujace ruch. Im dtuzej woda sptywa przez otwor
w laczniku, tym bardziej rozpraszana jest w wyniku lepkosci energia kinetyczna
wirowego ruchu wody uzyskanego przez zakrecenie przyrzadem.

W kolejnych doswiadczeniach mozemy zbadaé¢ wplyw lepkosci cieczy na mozliwosci
wytwarzania tornad. W tym celu zastepujemy wode w butelkach przez denaturat, olej
lub gliceryne i z tymi cieczami postepujemy tak, jak w doswiadczeniach opisanych
przed miesigcem. Okazuje sig, ze wytworzenie tornada w glicerynie, nawet przy duzej
$rednicy otworu w zakretkach tacznika, jest bardzo trudne ze wzgledu na duza lepkosé
tej cieczy. Lepkosé gliceryny mozemy jednak latwo zmniejszy¢ przez zmieszanie jej

z denaturatem i uzycie do do$wiadczen tej mieszaniny.

Przyrzad uzywany do wytwarzania tornad mozemy ulepszy¢ tak, by dato si¢ likwidowaé
tornada na wlasne zyczenie, a nawet je. .. utajnia¢. Rysunek 1 przedstawia budowe takiego
ulepszonego przyrzadu, w ktérym ltacznik wyposazony jest w zawér kulowy. Nalezy wybraé
butelki z zakretkami o odpowiednio duzej $rednicy, co pozwoli nam na wprowadzenie w nie
koncowek zaworu. Po wykonaniu otworu w nakretkach butelek zewnetrzne powierzchnie
koncéwek zaworu i brzegi otworéw smarujemy klejem epoksydowym, taczymy i czekamy
do catkowitego stwardnienia kleju. Nastepnie do ustawionej na stole butelki nalewamy

wody, wypelniajac nia okoto 3/4 objetosci butelki i skrecajac obie butelki tacznikiem.

W celu wytworzenia tornada otwieramy zawér catkowicie, ustawiajac jego dzwignie
wzdluz butelek. Chwytamy przyrzad za tacznik i szybko odwracamy butelke z woda
ku gérze, po czym przyrzad wprawiamy w ruch obrotowy. Gdy wytworzone tornado
sie ustabilizuje, szybko zamykamy zawér. Zauwazamy wowczas, co pokazane jest takze
na umieszczonej obok serii zdje¢, ze lej tornada zanika nad tacznikiem i proces ten
postepuje od dotu ku gérze. Lej staje sie plytszy i siega tylko do czesci glebokosci
wody w gornej butelce. Jezeli znowu otworzymy zawoér, to lej sie poglebi
i otworzy, a tornado powrdci do pelnej okazalosci. Opisane wygaszanie
tornada mozemy powtarzaé¢ kilkakrotnie, zanim cata woda przeptynie
do dolnej butelki. Mozemy réwniez wydtuzaé czas zamkniecia zaworu,
az lej zaniknie calkowicie. Okazuje sig, ze jezeli czas zamkniecia zaworu
po zaniku leja nie bedzie zbyt dlugi, to tornado znowu powrdci, o ile
ruch obrotowy cieczy nie bedzie zanadto wyhamowany. Doswiadczenia

z likwidacja tornada mozemy powtérzyé po wymianie wody na

inne ciecze. Lacznik z zaworem pozwala tez na badanie mozliwosci
wytwarzania tornad przy zmienianym plynnie stopniu otwarcia zaworu
— zastepuje on pierscienie redukcyjne, opisane w poprzednim artykule.

Sprébujmy jeszcze dokladniej przyjrzeé si¢ ksztattowi leja, czyli powierzchni
swobodnej wirujacej cieczy (rys. 2). Na dowolny element cieczy o masie Am,
znajdujacy sie na tej powierzchni, dziataja dwie sity: sita odsrodkowa F,
skierowana poziomo wzdluz promienia r oraz sita cigzkosci W skierowana
pionowo. Ich wypadkowa F=F.+W jest odchylona od pionu o kat «, ktérego tangens
wyraza sic wzorem tg o = F,./W = w?r/g. We wzorze tym w oznacza predkosé katows
cieczy, zas g — przyspieszenie ziemskie. Powierzchnia swobodna cieczy w stanie réwnowagi
musi przyjaé taki ksztalt, zeby wypadkowa F byta do niej prostopadta. Gdyby tak

nie byto, to istnialaby sktadowa styczna sity wypadkowej do tej powierzchni, powodujaca
dodatkowy przeplyw cieczy i naruszajaca te réwnowage. Powierzchnia swobodna cieczy
jest osiowo symetryczna i w zasadzie wystarczy znalez¢ linie opisujaca ksztalt przekroju
osiowego, ale nie uwzgledniliSmy tu jeszcze zmniejszania sie ilosci cieczy w butelce (co
powoduje zmiane polozenia rozwazanego fragmentu cieczy) ani lepkosci. Odpowiednie
zaleznosci, pozwalajace opisaé te sytuacje, nosza nazwe rownania Naviera—Stokesa

i sa na tyle skomplikowane, ze nie bedziemy ich tu przedstawia¢. Nic nie stoi jednak

na przeszkodzie, by sfotografowaé¢ uzyskane leje i, wydrukowawszy uzyskane zdjecia,
sprébowaé dopasowaé do ksztaltu powierzchni leja krzywa empiryczng i badaé¢ zaleznosé
okreslajacych ja wspélczynnikéw od warunkéw poczatkowych i wlasnosci uzywanych
cieczy. W ten sposéb mozemy bezpiecznie poznawaé wybrane wtasciwosci tornada, ktorego
model zamknelidmy w butelkach, wyrzucanych zwykle na $mietnik.
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Co w (europejskiej) trawie piszczy

W pierwszym tygodniu lipca 2012 roku w Krakowie
goscil VI Europejski Kongres Matematyczny (takie
kongresy organizowane sg od 1992 roku co 4 lata;
poprzednie odbyty sie¢ w Paryzu, Budapeszcie,
Barcelonie, Sztokholmie i Amsterdamie). Przyznano

na nim dziesie¢ nagréd Europejskiego Towarzystwa
Matematycznego (dalej w skrécie EMS), przeznaczonych
dla oséb, ktére w wieku co najwyzej 35 lat maja
blyskotliwe osiaggniecia matematyczne.

W gronie wezesniejszych laureatéw nagréd EMS sa
m.in. Richard Borcherds, William Timothy Gowers

i Maksym Koncewicz (medale Fieldsa w 1998 r.),
Laurent Lafforgue (Fields w 2002 r.), Andriej Okunkow,
Grigorij Perelman i Wendelin Werner (medale Fieldsa
w 2006 r.) oraz Elon Lindenstrauss, Stanistaw Smirnow
i Cédric Villani (medale Fieldsa z 2010 1.).

To 70% medali Fieldsa przyznanych od 1998 roku.

Nagroda EMS stanowi wiec co najmniej przedsionek
do najwyzszych laurow w matematyce; choc¢by
dlatego warto wiedzie¢, kto i za co z grubsza ja
dostaje. Dla Czytelnikéw Delty niech to bedzie
wskazanie szczegélnie zywych fragmentéw frontu
badan, a takze informacja, w jakich matematycznych
oblokach bujaja najbardziej ambitni i zarazem
skuteczni naukowo przedstawiciele pokolenia
trzydziestolatkéw. Juz Hardy pisal, ze duma

i ambicja sg znakomitymi powodami do uprawiania
matematyki; odnotujmy wiec, w jakich rejonach
lokata ambicji przynosilta ostatnio nie tylko czysta
radosé, ale i prestizowe wyrdznienia. Oto dziesiatka
tegorocznych laureatéw.

Simon Brendle, 31 lat, obecnie profesor
Uniwersytetu Stanforda, otrzymal nagrode za
przetomowe prace z pogranicza geometrii i teorii
rownan rézniczkowych, dotyczace m.in. réznorodnych
potokéw geometrycznych, tzn. opisu ruchu
wielowymiarowych powierzchni z predkosciami
zaleznymi od ich krzywizny.

Emmanuel Breuillard, 35 lat, pracuje dzi§ na
Uniwersytecie Paris-Sud w Orsay. Zajmuje si¢
teoria grup, a w swojej pracy wykorzystuje metody
pochodzace m.in. z rachunku prawdopodobienstwa,
teorii liczb i kombinatoryki.

Alessio Figalli, 28 lat, jest profesorem na Uniwersytecie
w Teksasie w mieécie Austin. Interesuje go m.in. rachunek
wariacyjny, nieréwnosci w przestrzeniach funkcyjnych

i zagadnienie optymalnego transportu. Oto przyktad
problemu z kregu jego badan: przypus$émy, ze

zamknieta powierzchnia w przestrzeni ogranicza obszar
o objetosci %’ﬂ' (taki, jak kula jednostkowa), za$ jej

pole nieznacznie przekracza 47w. Co mozna powiedzieé

o ksztalcie tej powierzchni? Czy i w jakim sensie

jest ona podobna do zwyklej sfery?
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Adrian Ioana, 31 lat, dzi$ profesor na Uniwersytecie
Kalifornijskim w San Diego. Zajmuje si¢ analiza
funkcjonalna, gtéwnie teoria algebr von Neumanna, i jej
powiazaniami z teorig ergodyczng i teorig grup.

Mathieu Lewin, 34 lata, pracuje na Uniwersytecie
Cergy—Pontoise pod Paryzem i zajmuje sie
zastosowaniami matematyki w chemii kwantowej,
m.in. prébami takiego opisu zjawisk chemicznych,
ktéry pozwolilby jednocze$nie uwzgledniaé efekty
relatywistyczne i kwantowe.

Ciprian Manolescu, 33 lata, od 2008 r. jest
profesorem na Uniwersytecie Kalifornijskim w Los
Angeles. Zajmuje sie topologia i geometria rozmaitosci
troj- i czterowymiarowych, czerpiac przy tym metody
m.in. z teorii uktadéw dynamicznych i jej okolic.
Interesuja go takze konkretne algorytmy, pozwalajace
wykrywaé stopien i sposéb zawezlenia krzywej

w przestrzeni trojwymiarowej.

Grégory Miermont, 33 lata, od 2009 roku jest
profesorem w Orsay. Nagrode EMS dostal za prace,
dotyczace struktur losowych o geometrycznym
charakterze, m.in. graféw i drzew losowych, losowych
odwzorowan plaszczyzny i losowych metryk. Motywacje
do badan czerpie m.in. z kwantowej teorii grawitacji.

Sophie Morel, 32 lata, jest obecnie profesorem

na Uniwersytecie Harvarda. Zajmuje si¢ geometria
arytmetyczna, do ktérej, jak glosi oficjalny komunikat
o nagrodzie, wnosi nowe, nieoczekiwane pomysty.

Tom Sanders, 31 lat, od 2011 r. (po studiach,
doktoracie i pierwszej posadzie w Cambridge) pracuje

w Oksfordzie. Zajmuje si¢ kombinatoryka, analiza
harmoniczna i teoria liczb. Oto twierdzenie, ktore
opublikowal w zeszlym roku, wienczac szereg wynikow,
zapoczatkowanych przez medaliste Fieldsa z 1952 r.,
Klausa Rotha. Niech m(n) oznacza maksymalna mozliwa
liczbe elementéw takiego zbioru A C {1,2,...,n},

ktory nie zawiera zadnego trojwyrazowego postepu
arytmetycznego; wéwcezas n/m(n) > c-logn/(loglogn)®,
gdzie ¢ oznacza pewna stala. (Innymi stowy, podzbiory
{1,2,...,n} pozbawione tréjwyrazowych ciagdw
arytmetycznych sa dla duzych n bardzo male).

Corinna Ulcigrai, 32 lata, wyktada matematyke na
Uniwersytecie w Bristolu. Zajmuje si¢ matematycznym
opisem chaosu i teorig uktadéw dynamicznych, w tym
potokami na gladkich powierzchniach w przestrzeni
tréjwymiarowe;.

Godzi si¢ na zakonczenie dorzuci¢ jedno: nikt
z laureatéw nie zamyka sie w jednej, ciasno okreslonej
dziedzinie. Ich prace potwierdzaja stynny poglad
Hilberta: w matematyce liczy sie rozwiazywanie
probleméw; sama budowa pieknych teorii jest tylko
srodkiem do tego celu.

Pawel STRZELECKI



Informatyczny kacik olimpijski (56): Melodia

Tym razem oméwimy zadanie z pogranicza informatyki i muzykologii, ktore pojawito

si¢ na Baltyckiej Olimpiadzie Informatycznej w biezacym roku. W zadaniu mamy

do czynienia z pewnym instrumentem muzycznym, za pomoca ktérego mozna

zagra¢ n rodzajow nut. Muzyk ma zadang melodie, ktora chciatby zagra¢ — jest to
sekwencja m kolejnych nut. Niestety, nie jest to takie proste. Ot6z zagranie kazdej nuty
wymaga zakrycia niektérych otwordw instrumentu, a jesli dwie nuty istotnie réznig

sie wymaganym sposobem zakrycia, to muzyk nie jest w stanie zagra¢ jednej z tych
nut bezposrednio po drugiej. .. Innymi stowy, dla kazdej pary nut wiadomo z géry, czy
mozna zagraé je pod rzad, czy tez nie. Z tego wzgledu zagranie zadanej melodii moze
nie by¢ mozliwe. Muzyk chcialby wiec zagra¢ melodie mozliwie najblizsza zadanej,

to znaczy zagrac taka melodi¢ ztozong z m nut, ktéra bedzie réznita si¢ od zadanej
na najmniejszej mozliwej liczbie pozycji — i my mamy mu w tym pomédc. Dodajmy,
ze w naszym zadaniu liczba mozliwych nut jest stosunkowo niewielka (rzedu 100),
natomiast cata melodia moze sktadaé¢ sie nawet ze 100000 nut.

Jednym z pierwszych pomystéw, jaki narzuca sig

po przeczytaniu tego zadania, jest programowanie
dynamiczne. Ponumerujmy poszczegdélne rodzaje nut od 1
do n i oznaczmy kolejne nuty w zadanej melodii przez
ai,az,...,an. Niech dalej tablica wartosci logicznych

cli, j] reprezentuje podane pary nut, ktére mozna zagraé
bezposrednio jedna po drugiej; zakladamy, ze dla kazdego
i =1,...,n zachodzi c[i, {] = true. Chcemy wypelni¢
dwuwymiarowg tablice ¢, w ktérej pole t[k, ] oznacza
najmniejsza liczbe bledéw, jakie moze popelni¢ muzyk,
grajac — zamiast fragmentu melodii a1, ...,ar — jakas
melodie dtugosci k konczaca sie nuta typu i. Pomijajac
warunki brzegowe, pola tablicy ¢ mozemy wyznaczac

za pomocg prostej zaleznosci rekurencyjnej, w ktorej
sprawdzamy wszystkie mozliwe rodzaje nut, jakie mogty
wystapi¢ w melodii bezposrednio przed zadanag nuta:

(%) tlk,i] = (1 — dia,,) + m]m{t[k —1,7] : c[j,i] = true}.

W powyzszym wzorze §.y oznacza 1, jesli x =y,
a 0 w przeciwnym przypadku. To rozwiazanie dziata w czasie
O(mn?) i pamigci O(mn).

Da sig¢ jednak lepiej. Naturalne wydaje sie skorzystanie

z faktu, ze powyzsze rozwiazanie oblicza jedynie O(mn)
réznych wartosci. Gdybysmy tylko byli w stanie jako$
sprytniej wyznaczaé¢ minimum we wzorze (), np. w czasie
stalym, to uzyskalibySmy rozwigzanie dzialajace
zadowalajaco szybko. Pewna wskazéwka jest tu pierwszy
sktadnik wystepujacy we wzorze (x). Ot6z, w przeciwienstwie
do drugiego skladnika, moze on przyjmowaé tylko dwie rézne
wartosci, ktore zaleza jedynie od tego, czy w k-tym kroku
decydujemy sie zagraé¢ poprawng nute ag, czy tez nie.

Przyjrzyjmy sie pierwszemu z tych przypadkéw i sprobujmy
zmieni¢ nieco nasze podejscie. Gdyby udato nam si¢ wyznaczyé
jednowymiarows tablice p, w ktérej p[k] to maksymalna liczba
poprawnie zagranych nut podczas wykonywania poczatkowego
fragmentu melodii dtugosci k, przy zalozeniu, ze k-ta nute
zagramy poprawnie, to moglibyémy juz tatwo podaé wynik

— bytoby to maksimum ze wszystkich elementéw tablicy p
(dlaczego?). Przy wypelnianiu tego typu tablic za pomoca
programowania dynamicznego p[k] oblicza sie zazwyczaj jako
maksimum z tych wartosci p[l] + 1, dla [ < k, ktére ,pasuja do
faktu p[k]”. W naszym przypadku przy obliczaniu p[k] bierzemy
pod uwage te wartosci p[l] 4+ 1, dla ktérych istnieje poprawna
(czyli mozliwa do zagrania) melodia dtugosci k zawierajaca na
odpowiednich pozycjach nuty a; i ar.

Nie dosy¢, ze powyzsze rozwiazanie ma na starcie ztozonosé
czasowa 2(m?), to jeszcze nie bardzo widaé, jak takie pll]
znajdowac. Jest do tego potrzebny pewien pomyst: otéz
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tablice c mozemy potraktowac jako macierz sasiedztwa pewnego
grafu. Wowczas wartosé p[l] + 1 pasuje do p[k], jesli w tym grafie
istnieje Sciezka dtugosci k — [ taczaca nuty a; oraz ar. W tym
celu wystarczy sprawdzié, czy najkrotsza $ciezka w grafie

od a; do ax ma dlugos$é nieprzekraczajaca k — | (to przejécie
myslowe wynika akurat z faktu, ze c[i, i] jest zawsze prawdziwe).
Najkrotsze $ciezki miedzy wszystkimi parami wierzchotkéw
(nut) mozemy wyznaczyé w czasie O(n®), czy to za pomoca
algorytmu Floyda—Warshalla, czy to wielokrotnie wykonujac
przeszukiwanie wszerz.

W ten sposéb rozwiazaliémy problem implementacji nowego
rozwiazania, ale ciagle nie uporaliSsmy si¢ z jego paskudna
zlozonos$cig czasowa. Jedynym nowym pomystem, jaki pojawit
sie po drodze, byto wprowadzenie grafu nut. Jesli zdecydujemy
sie poswigci¢ mu jeszcze troche uwagi, to ta decyzja okaze sig
kluczowa dla skonstruowania efektywnego rozwigzania.

Potrzebne jest nam mianowicie juz tylko nastepujace
spostrzezenie: graf nut ma zaledwie n wierzchotkéw, wiec
wszystkie najkrétsze sciezki w tym grafie maja dtugosci
nieprzekraczajace n — 1. To oznacza, ze dla danego p[k]
wszystkie wartosci p[l] + 1 dla i < k —n + 1 sa z pewnoscia
dobre, a zatem przy obliczaniu p[k] wystarczy tylko
rozwazy¢ elementy tablicy potozone co najwyzej n pdl
wstecz oraz maksimum ze wszystkich elementéw potozonych
jeszcze wezesniej!

Zanim jednak zaczniemy $wietowaé nasz sukces, musimy
poczynié przykre spostrzezenie, ze graf nut moze nie by¢
spéjny. To oznacza, ze dla danego p[k] niektére nawet bardzo
odlegte wartosci p[l] + 1 moga nie by¢ dobre. Przezwyciezenie
tej trudnosci okazuje si¢ juz tylko kwestia czasu. Mozemy,

na przyktad, pamietaé zawsze n ostatnich elementow

tablicy p, a takze maksima ze wszystkich wczes$niejszych
elementéw pogrupowane po poszczegdlnych nutach (czyli

p[l] + 1 grupujemy po a;). Sprytniejsze rozwiazanie polega

na rozwazeniu kazdej spdjnej sktadowej grafu nut z osobna

i zastosowaniu dla niej metody z jednym pamietanym
maksimum — woéwczas nuty melodii wystepujace poza sktadowa
traktujemy po prostu jako niemozliwe do zagrania. W obu
przypadkach otrzymujemy algorytm dzialajacy w czasie
O(mn) i pamieci O(n). Do tego musimy jeszcze doliczy¢ koszt
wyznaczenia najkrétszych éciezek: czas O(n®) i pamigé O(n?).

Dodajmy na koniec, ze nasz muzyk nie bedzie specjalnie
zadowolony, jesli podamy mu jedynie minimalna liczbe btedéw,
jakie moze popelni¢ — chcialby przeciez wiedzie¢, jaka melodie
powinien zagrac¢! Polecamy zatem Czytelnikowi zastanowié¢ sie
nad tym, jak odtworzy¢ wynik.

Jakub RADOSZEWSKI



Stowarzyszenie na rzecz Edukacji Matematycznej

/MY

O nowej formule Olimpiady
Matematycznej Gimnazjalistéw mozna
przeczytaé¢ w Delcie 2/2012.

www.sem.edu.pl

Seminaria Poznajemy OMG

W roku szkolnym 2011/2012 zmieniona zostalta formuta Olimpiady Matematycznej
Gimnazjalistéw. Zmiana ta zaowocowala znacznym wzrostem zainteresowania
Olimpiada. W zwiazku z tym Komitet Gléwny Olimpiady Matematycznej
Gimnazjalistéw oraz Stowarzyszenie na rzecz Edukacji Matematycznej zorganizowalty
w calej Polsce cykl seminariow Poznajemy Olimpiade Matematyczng Gimnazjalistow.

Seminaria, ktérych w roku szkolnym 2011/2012 odbyto sie 24 i w ktérych wziglo
udzial 716 uczestnikéw, mialy na celu upowszechniaé¢ idee OMG wérdd nauczycieli
szkoét gimnazjalnych.

Przeprowadzone po zajeciach badania ankietowe wykazaly, ze gtéwnymi
motywacjami sktaniajacymi do udzialu w seminariach sg potrzeba wlasnego
rozwoju oraz trudnosci w pracy z uczniem zdolnym. Wyniki $wiadczg o duzej
satysfakcji uczestnikéw z udzialu w zajeciach. W ocenie ankietowanych
przyczynily sie one w znaczacym stopniu do wzbogacenia ich wiadomosci

i umiejetnosci, jak réwniez powinny okazaé sie bardzo przydatne w pracy
zawodowej. Na uwage zastugujg bardzo dobre oceny kadry dydaktyczne;j.
Seminaria beda kontynuowane w roku szkolnym 2012/2013 jako Olimpijskie
seminaria dla nauczycieli matematyki. Aktualny harmonogram zajeé oraz

informacje o rejestracji mozna znalezé na stronie Olimpiady Matematycznej
Gimnazjalistow www.omg.edu.pl w zaktadce Dla nauczyciela.

Przedstawiamy Czytelnikom niektére z zadan proponowanych uczestnikom
seminariéw.

1. Udowodnij, ze w dowolnej grupie oséb zawsze znajda sie dwie takie, ktore
maja tyle samo znajomych (przyjmujemy, ze jesli osoba A zna osobe B, to takze
osoba B zna osobe A).

Rozwigzanie. Oznaczmy przez n liczbe 0s6b w rozwazanej grupie. Wowczas kazda
z nich moze znac¢ 0,1,2,...,n — 2 lub wszystkich n — 1 sposréd pozostatych;
tacznie jest n mozliwosci — tyle, ile 0s6b. Gdyby kazdy mial inng liczbe znajomych,
to w rozwazanym gronie bytaby osoba A, ktéra nie zna nikogo, oraz osoba B,
ktora zna wszystkich. To prowadzi do sprzecznoéci, bo czy wtedy A i B sie znaja,
czy nie? Wobec tego nie jest mozliwe, by kazdy miatl inng liczbe¢ znajomych.
2. Dla jakich liczb rzeczywistych x istnieja takie liczby niewymierne aib, ze v = a + b7
Rozwigzanie. Dla dowolnej liczby rzeczywistej * mozna wskazaé¢ odpowiednie
liczby a i b w nastepujacy sposob.
Jesli liczba x jest niewymierna, to niewymierne sg takze liczby a = 2x oraz b = —x
(dlaczego?). Wéwczas, oczywiscie, a + b =2z —z = x.
Jesli liczba x jest wymierna, to liczba a = = — 7 jest niewymierna (dlaczego?).
Wowczas, przyjmujac b =7, mamy a +b=z — 7+ 7 = x.
3. W czworokacie ABCD kat BAD jest prosty. Wykaz, ze
CB+ BD + DC > 2AC.
Rozwigzanie. Odbijmy czworokat ABC D symetrycznie wzgledem prostych
AB oraz AD i przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. Wowczas
LC'AC" = «C"AB + «BAD + <«DAC" = «CAB + <BAD + <DAC =
=24 BAD = 180°,
wiec punkty C’, A i C” leza, w tej wtasnie kolejnoéci, na jednej prostej. Ponadto
AC' = AC = AC", stad C'C" = 2AC.

Jednoczeénie CB = C'B oraz DC = DC”, zatem CB + BD + DC =
= C'B+ BD + DC". Teza wynika z faktu, ze tamana C'BDC", taczaca punkty
C’ i C”, nie moze by¢ krétsza niz odcinek C'C” pomiedzy nimi:

CB+BD+ DC =C'B+BD+ DC" >C'C" =2AC.
Joanna JASZUNSKA i Barbara ROSZKOWSKA-LECH
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Klub 44

1-44

Termin nadsylania rozwigzan: 31 I 2013

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
637 (WT =1,27) i 638 (WT = 2,38)
z numeru 3/2012

Tomasz Tkocz Rybnik 46,40
Roksana Stowik  Knuréw 41,66
Michal Miodek Zawiercie 40,98
Adam Dzedzej Gdansk 40,33
Zbigniew Skalik ~ Wroctaw 40,02
Tomasz Wietecha Tarnéw 37,94
Pawel Labedzki  Kielce 35,77
Jedrzej Garnek Poznan 32,00

Po kilku miesigcach przerwy mamy kolejne
przekroczenie bariery 44 (a wszystko
wskazuje, ze dalsze posypig si¢ niebawem):
pan Tomasz Tkocz jest trzydziestym pigtym
Weteranem matematycznego Klubu 44.

Termin nadsytania rozwigzan: 31 I 2013

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
534 (WT = 1,33), 535 (WT = 2,17),
536 (WT = 1,25) i 537 (WT = 2,20)
z numeréw 3—4/2012

Michal Kozlik Gliwice 49,20
Marian Lupiezowiec  Gliwice 46,60
Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 38,04
Krzysztof Magiera 25,84
Tomasz Wietecha 18,82

Losiéw
Tarnéw

Pan Kozlik zdobyt 44 punkty po raz drugi,
a pan Lupiezowiec — po raz pierwszy.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koica miesigca n 4 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe 0s6b, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegétowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Zadania z matematyki nr 649, 650
Redaguje Marcin E. KUCZMA

649. W trojkacie prostokatnym ABC punkt D jest srodkiem przeciwprostokatnej
AB. Dowiesé, ze prosta AB jest styczna do okregu, ktérego Srednica laczy
srodki okregéw opisanych na tréjkatach ACD i BCD.

650. Dane sa liczby naturalne n oraz k (2 < k < n). Wyznaczy¢ maksymalna
liczbe wiez, ktére mozna ustawi¢ na szachownicy o rozmiarach n x n tak, by
wsrod dowolnie wybranych k wiez byty dwie, ktére sie wzajemnie atakuja
(przyjmujemy, ze atakujg sie wzajemnie kazde dwie wieze, stojace w tym samym
rzedzie poziomym lub pionowym, niezaleznie od tego, czy sa pomiedzy nimi
jeszeze jakie$ inne wieze).

Zadanie 650 zostalo opracowane na podstawie propozycji, ktora zglosit pan
Pawel Kubit z Krakowa.

Zadania z fizyki nr 546, 547

Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

546. Do naczynia w ksztalcie pélsfery o promieniu R,
szczelnie przylegajacego do podloza, zaczeto

nalewaé wode przez otwér u gory (rysunek).

Gdy woda wypelnita cale naczynie, podniosta je

i zaczeta wyciekaé z dotu. Jaka jest masa naczynia?
Gesto$é¢ wody wynosi p.

547. Jednakowe masy wodoru i helu umieszczono w naczyniu o objetosci V7.
Naczynie to oddzielone jest od pustego naczynia o objetosci V5 przegroda, ktéra
przepuszcza wodor, natomiast nie przepuszcza helu. Po ustaleniu si¢ réwnowagi
ci$nienie w pierwszym naczyniu zmalalo dwukrotnie. Jaki jest stosunek V5 /V;?
Temperatura jest stala.

L]

Rozwigzanie zadania M 1366.
Odpowiedz: X jest srodkiem tuku M N.

Zauwazmy, ze kat SYX ma stalag miare (niezalezng od wyboru punktu X), a odcinek SX — stalg
dlugos$é. Wszystkie rozwazane trojkaty SXY mozna wigc wpisa¢ w ten sam okrag, przy czym kat
SYX jest oparty na ustalonej cigciwie. Pole takiego tréjkata wynosi %SX -YY’, gdzie Y’ to rzut
prostokatny punktu Y na SX. Jest ono najwigksze, gdy Y'Y’ jest najwigksze, czyli wtedy i tylko
wtedy, gdy SY = YX. Ale to jest réwnowazne temu, ze XYSX = £YXS = ¥ XSM, czyli temu, ze SX
jest dwusieczng kata MSN.

Y___ X
77
N
Y X
s
s M|
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Prosto z nieba: Ultrajasne zrédla rentgenowskie

g Spadajaca na masywne ciala niebieskie materia staje sie czesto przyczyna bardzo
energetycznego promieniowania. Niebo ogladane w promieniach Rontgena jest
rozjasniane przez wiele typoéw obiektéw: pozostatosci po supernowych, biate karty,
pulsary, ale wiekszo$¢ tzw. zrédet punktowych to Swiatlo dyskéw akrecyjnych
wokol gwiazd neutronowych i réznej wielkosci czarnych dziur (od malych, o masach
poréwnywalnych do Stonca, az do supermasywnych czarnych dziur znajdujacych
sie w aktywnych jadrach galaktyk). Wéréd calej tej menazerii uwage przyciagaja
ostatnio ultrajasne Zrédia rentgenowskie — sa to najprawdopodobniej gwiazdowe czarne

% dziury otoczone dyskiem, ktérego jasnoéé jest wielokrotnie wicksza, niz przewiduje

standardowy model akrecji. Wedlug jednej z teorii dysk, z ktérego spada materia,

jest optycznie i geometrycznie gruby, przez co obserwowane promieniowanie ucieka

z okolic czarnej dziury jedynie w obszarach biegunowych. Alternatywny model
przewiduje istnienie poteznych ,wiatréw” wiejacych z powierzchni dysku i zmieniajacych
charakter promieniowania. Jest réwniez mozliwe, ze masa czarnej dziury jest znacznie

, wigksza od obserwowanych zwykle kilkunastu mas Stonca i znajduje sie w przedziale

100-1000 M. Niedawne obserwacje teleskopéw Chandra, XMM-Newton oraz Hubble’a
dostarczaja $wiezych danych na temat tych tajemniczych obiektéw — badacze mieli
wiele szczescia, rejestrujac gwaltowny rozbtysk w galaktyce spiralnej M83 oraz

w galaktyce Andromedy (M31). Towarzyszki obu czarnych dziur (stanowiace zrédta
$wiecacej materii) to gwiazdy w bardzo réznych stadiach rozwoju i zmiennosci. Wedlug
badajacych je astronomoéw oznacza to, ze ultrajasne zrodla rentgenowskie mozna
podzieli¢ na co najmniej dwie podklasy: jedna to uktady zawierajace mtode, stabilnie
rosngce czarne dziury, a druga — zawierajace starsze obiekty, ktore akreuja materie

w nieregularnych odstepach czasu. Obserwacje te pozwalaja, na przyklad, na poznanie
funkcji rozktadu mas niewidocznych, tj. nieakreujacych czarnych dziur, ktérych liczbe
w naszej Galaktyce szacuje sie na okoto miliarda.

Model ten zostal sformulowany przez
polskich astrofizykéw: M. Abramowicza,
M. Jaroszynskiego, M. Koztowskiego,

B. Paczynskiego i M. Sikore. Zostal on
nazwany przez Martina Reesa ,paczkiem’
(ang. Polish doughnut).

Michal BEJGER

http://www.nasa.gov/home/hgnews/2012/apr/HQ-12-139_Chandra_01d_Black Hole.html.

Niebo jak wlasna kieszen: Listopad

Psy Goncze (tac. Canes Venatici) sa niewielkim gwiazdozbiorem
widocznym na listopadowym niebie po péinocy, w okolicy
Lwa i Wielkiej NiedZzwiedzicy; w starozytnosci jasne gwiazdy
s Psow Goncezych stanowily cze$é tego ostatniego gwiazdozbioru.
Kilka nastepujacych po sobie pomytek w ttumaczeniu map
nieba sprawilo, ze zaczeto przypisywaé towarzystwo Psow
Gonczych znajdujacemu si¢ nieco nizej na niebie Wolarzowi
+#4  —  kropke nad i’ postawil w XVII wieku Jan Heweliusz,
wyodrebniajac je jako pelnoprawny gwiazdozbiér oraz nadajac
imiona Asterion (gwiazdka) i Chara (rado$¢), odpowiednio,
péhocnemu i potudniowemu psu. Chara to réwniez nazwa drugiej
0 co do jasnosci gwiazdy tej konstelacji, # Canum Venaticorum
(4,20™); najjasniejsza gwiazda Pséw Gonezych jest natomiast a?
— Cor Caroli (serce Karola, 2,90™), prototyp gwiazd zmiennych
typu a Canum Venaticorum, ktéra nazwe swa zawdzigcza
Edmundowi Halleyowi, pragnacemu w ten sposéb uczci¢ jednego
z angielskich krolow dynastii Stuartéow (Karola I lub Karola IT

oCorcaroli”
PSY GONGIE |

- +20°

T

T
40
Jasnos¢ (wielkos¢ gwiazdowa):

1 Stuarta). Mimo niewielkiego rozmiaru konstelacja zawiera az pigé

-~ mgfawica planetarna

o galaktyka

obiektéw Messiera, w tym galaktyki Wir (M51) oraz Stonecznik (M63),

.0 @l @2 e3 ¢4 -5 -6 ® gromada kulista

obie zwiazane grawitacyjnie w tej samej lokalnej grupie galaktyk.
Gwiazdozbiér Pséw Gonczych.
Mapa nieba we wspolrzednych
réownikowych; rozmiary gwiazd

28 listopada nastapi pélcieniowe (tzn. takie, gdy Ksiezyc przesuwa sie w stozku
pélcienia Ziemi) zaémienie Ksiezyca oraz catkowite za¢mienie Stonca, niewidoczne,
niestety, w Polsce (obszar dobrej widocznosci to potudniowy Pacyfik, Australia i Nowa
Zelandia). Néw Ksiezyca przypada 13., fortunnie dla obserwatoréw roju Leonidéw,
ktérych maksimum wystapi 17. (radiant we Lwie) — rdj 6w charakteryzuje si¢ duza
predkoscia meteoréw, a zwiazany jest z powracajaca co 33 lata w okolice Stoica
kometa Tempela—Tuttle’a. Wieczorami bedzie mozna podziwiaé Jowisza (—2,65™)
w gwiazdozbiorze Byka, oraz — przez lornetke — prawie niewidocznego goltym okiem
Urana (5,77™, w Rybach); Mars w gwiazdozbiorze Strzelca (1,23™) zachodzi prawie
réwnoczesnie ze Stonicem. Pozostate planety, Wenus (—3,88™) oraz Saturn (1,31™),
znajduja si¢ obecnie w gwiazdozbiorze Panny i sa widoczne przed §witem.

odzwierciedlaja ich jasnosci

w wielko$ciach gwiazdowych.

[Mapke nieba wykonano na podstawie
mapy IAU/magazynu Sky & Telescope
(Roger Sinnott & Rick Fienberg).]

M. B.
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POl
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Pojeé ,najmniej”, ,najwiecej” itp.
uzywamy tu ,nieostro”: najmniejsza
liczba w zbiorze to taka, od ktérej nie ma
mniejszej (ale moga by¢ inne jej réwne).

K5 droga
K1 K2 K4 \; K1

Rys. 1. Przyktadowa symulacja podrézy
zaczynajacej sie i koriczacej u kolegi K1,
wlasciwg podréz nalezy zaczaé od K4.

C

D
B

Rys. 2. Zakladamy, ze punkty A i C sa
biate, a punkty B i D — czarne.

Zadanie 1 pochodzi z obozu naukowego
Olimpiady Matematycznej w 1999 roku,
a zadanie 6 — z XL OM.

Ekstrema Joanna JASZUNSKA

W wielu problemach matematycznych warto rozwazaé elementy ekstremalne —
najwieksze, najkrotsze, najblizsze. .. Metoda ta bywa czesto przydatna w zadaniach
dotyczacych punktéw plaszezyzny lub graféw, czyli punktéw taczonych liniami.

1. Koledzy Fredka mieszkaja na okregu. Fredek chce ich wszystkich odwiedzi¢

i u kazdego z nich zatankowaé¢ (bak w samochodzie Fredka ma nieograniczona
pojemnosé). Kiedy zatankowane paliwo zuzyje si¢ catkowicie, Fredek nie bedzie miat
mozliwosci kontynuowania podrézy. Wszyscy koledzy Fredka maja w sumie doktadnie
tyle paliwa, ile potrzeba Fredkowi na odbycie podrézy po calym okregu. Udowodnij,
ze Fredek moze rozpoczaé podrdz od takiego kolegi, ze jadac zegarowo po okregu

i tankujac po drodze, odwiedzi wszystkich kolegéow i wroci do punktu wyjscia.

2. W pewnym kraju jest skonczona liczba miast, kazde dwa z nich taczy droga
jednokierunkowa. Wykaz, ze istnieje miasto, z ktérego mozna dojechaé¢ do kazdego
z pozostaltych (niekoniecznie bezposrednio).

3. Na plaszczyznie danych jest n punktéw, przy czym odlegto$ci miedzy nimi sa
rézne dla réznych par punktéw. Kazdy punkt taczymy odcinkiem z jego najblizszym
sasiadem. Czy mozna otrzymaé w ten sposoéb tamang zamknieta?

4. Na ptaszczyznie danych jest n punktéw bialych i n czarnych, zadne trzy nie sg
wspotliniowe. Wykaz, ze mozna je tak potaczy¢ n odcinkami, by kazdy odcinek miat
konce réznych koloréw i by zadne dwa odcinki nie mialy punktéw wspdélnych.

Rozwigzania

R1. Przeprowadzmy symulacje podrézy Fredka, startujac od dowolnego kolegi

i dopuszczajac podrézowanie z ujemna iloscig paliwa (rys. 1). Nastepnie rozwazmy
tego kolege, po dotarciu do ktérego Fredek mial najmniej paliwa. Rozpoczynajac
od niego, Fredek jest w stanie odby¢ calg podréz z nieujemna ilosciag paliwa. O

R2. Niech A bedzie miastem, z ktérego mozna dojechaé¢ do najwickszej liczby

z pozostalych. Zalézmy, ze istnieje miasto B, do ktérego nie mozna dotrzeé z A.
Droga taczaca A i B prowadzi wiec z B do A. Wtedy z miasta B mozna dojechaé
do A oraz dalej do wszystkich miast, do ktérych mozna dotrzeé z A. Lacznie wiec
z B mozna dojechaé do wigkszej liczby miast niz z A, sprzecznie z wyborem A. [J

R3. Przypu$émy, ze otrzymalidémy lamana zamknieta A1 A2Asz ... Ap ize A1 Az jest
jej najdhuzszym odcinkiem. Wtedy z A; jest blizej do Ax niz do As oraz z As jest
blizej do A3 niz do A;. Zatem odcinek A; Az nie mégl zostaé narysowany! [

RA4. Polaczmy punkty odcinkami tak, aby kazdy odcinek mial konice réznych koloréw
oraz by suma dtugosci wszystkich odcinkéw byta minimalna z mozliwych. Przypusémy,
ze odcinki AB i C'D maja wspélny punkt E (rys. 2). Wéwczas

AB+CD = (AE+ BE)+ (EC + ED) = (AE+ ED) + (BE + EC) > AD + BC

na mocy nieréwnosci tréjkata. Stad zmiana odcinkéw AB i CD na AD i BC
zmniejszytaby sume dtugosci wszystkich odcinkow, sprzecznie z zatozeniem. [J

Zadania domowe

5. Na plaszczyznie dany jest skoniczony zbiér punktow, z ktérych kazde trzy sa
wierzchotkami tréjkata o polu mniejszym lub rownym 1. Wykaz, ze istnieje tréjkat
o polu nie wigkszym niz 4, zawierajacy wszystkie te punkty.

Wskazowka. Rozwazmy tréjkat o maksymalnym polu utworzony przez dane punkty.
Przez kazdy z jego wierzchotkéw poprowadzmy prosta réwnolegta do przeciwlegtego
boku. Otrzymamy tréjkat o polu nie wigkszym niz 4. ..

6. W przestrzeni dany jest skoficzony zbiér punktéw, z ktérych kazde cztery sa
wierzchotkami czworoscianu o objetosci mniejszej lub rownej 1. Wykaz, ze istnieje
czworoscian o objetosci nie wigkszej niz 27, zawierajacy wszystkie te punkty.

7. Na ptlaszczyznie dany jest skonczony zbiér punktow, z ktérych zadne trzy nie leza
na jednej prostej. Wykaz, ze mozna wsrdd nich znalezé trzy takie, iz poprowadzony
przez nie okrag nie zawiera we wnetrzu innych punktéw tego zbioru.

Wskazowka. Rozwazmy takie dwa z danych punktéw, pomiedzy ktorymi odlegtosé
jest minimalna, oraz wszystkie przechodzace przez nie okregi.
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