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W nastepnym numerze rozwigzujemy problem,

jak dorysowac najmniejsza liczbe strzalek, by z kazdego
punktu mozna bylo dojechaé¢ do dowolnego innego.
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Rozwigzanie zadania F 817.
Potozenie réwnowagi ciezarka odpowiada
rozciggnieciu sprezyny o o = mg/k,
gdzie k jest stalg sprezyny (F = —kx).

Potozenie réwnowagi sptawika odpowiada
zréwnowazeniu sily cigzkodci przez sile
wyporu:

mg = Vopg,
czyli zanurzeniu jego objetosci Vo = m/p
na glebokosé hg = Vi /S = m/(pS), gdzie
S jest polem przekroju poprzecznego
splawika, a p gestodcia cieczy w wiadrze.

Poniewaz w obu przypadkach sity
generowane przez pionowe przesuniecie
wzgledem polozenia réwnowagi sa
proporcjonalne do tego przesunigcia

(i skierowane przeciwnie), wiec ruch jest
harmoniczny, a czesto$é jest pierwiastkiem
z ilorazu odpowiedniego wspdlczynnika
proporcjonalnosci przez mase:

k Spg

= w =

m m
Spadanie wiadra odpowiada zmianie
efektywnego przyspieszenia ziemskiego.
W zwigzku z tym ciezarek bedzie drgal
z t3 samy czestoscia, ale wzgledem
zmienionego polozenia réwnowagi, oraz
ze zmieniong amplituda (czy mozna

tak dobra¢ warunki poczatkowe, zeby
amplituda nie zmienila si¢?). Natomiast
w przypadku splawika zmieni si¢ czgstosé
drgan (zmaleje) i amplituda (chyba ze
spadanie rozpoczelo si¢ w momencie
maksymalnego wychylenia z polozenia
réwnowagi, wtedy amplituda sie

nie zmieni, dlaczego?), ale polozenie
réwnowagi nie zmieni sie.

sierotce, co chciala sie mézgiem elektronowym wyreczyc,

czyli kolejno$é znowu ma znaczenie
Tomasz IDZIASZEK

Wyobrazmy sobie biedna sierotke, ktorej macocha nakazala oddzieli¢ groch

od fasoli. Chcac nie chcac, dziewcze siada w kacie izby przed pokaznym

kopcem grochu pomieszanego z fasola i zaczyna prace. Praca jest niezwykle
monotonna: sierotka bierze nasiono z gorki i jesli to fasola, odrzuca je na lewa
strone, a jesli groch — na prawa; i tak w kétko. Sierotka jest catkiem porzadna,
wiec aby nie rzuca¢ nasionkami po calej izbie, ustalila, ze nasionka fasoli
odklada na lewa strone lewa reka, a nasionka grochu odklada prawsg reka.
Poniewaz na wybér reki, ktora siegnie po kolejne nasionko, musi si¢ zdecydowad,
zanim rozpozna jego rodzaj (w izbie jest do$é ciemno), wiec nierzadko bedzie
zmuszona do przelozenia nasionka z jednej reki do drugiej, co, oczywiscie, bedzie
spowalniaé jej prace.

Powiedzmy, ze sierotka w wiekszosci przypadkow wyciaga z gorki nasionko
fasoli (takie juz ma szczeScie). Zauwazywszy to, moze postapi¢ praktycznie

i na poczatku zawsze wyciaga¢ nasionka lewa reka, tak by zminimalizowaé liczbe
przetozen nasionka z reki do reki, a gdy w kopczyku zostanie juz w wigkszosci
groch, to bedzie wyciaga¢ nasionka prawa reka. Sierotka moze mie¢ szczescie
innego rodzaju, np. prawie zawsze co trzecie wyciggniete nasionko to groch.

W tej sytuacji madre dziewcze stwierdza, ze najbardziej oplacalny jest schemat:
lewa reka, lewa reka, prawa reka itd. Niestety, znajac bajkowe realia, sierotka
najpewniej bedzie wyciagata nasionka w zupelnie losowej kolejnosci, zatem
zadne wymyslne strategie nie pomoga jej w uniknieciu marnego losu i srednio
co drugie nasionko bedzie musialo zosta¢ przelozone z reki do reki.

Czytelnik Postepowy od razu zauwazy, ze wszystkie kltopoty skonczylyby sie,
gdyby na miejscu sierotki postawi¢ robota z chwytnym ramieniem, fotokomorka
i mozgiem elektronowym. Nie dosé, ze wykonalby on zadanie sprawniej

i na pewno bezblednie, to nie rozwodzilby sie dtugo nad wyborem strategii
postepowania, a praca zajelaby mu tyle samo czasu, niezaleznie od kolejnosci,
w jakiej wyciagalby ziarenka z gorki.

I moglibysmy zakonczy¢ ten artykul powyzszym moratem, gdyby nie to, ze
nie jest on do konca prawdziwy. Okazuje sie, ze w Swiecie maszyn nie wszystko
jest takie jasne i poukladane, a w elektronowym moézgu moze kry¢ sie co$ ze
sprytnej sierotki. Kto ciekaw, tego zapraszam do eksperymentu.
x % x

Poniewaz nie wszyscy Czytelnicy dysponuja odpowiednim sprzetem tudziez
zapasem grochu i fasoli, wigc eksperyment zasymulujemy na domowym
komputerze, piszac prosty program. Program bedzie wczytywal z wejscia
zero-jedynkowy ciag, ktory kodowaé bedzie rodzaje kolejnych nasionek. Zamiast
sortowania, program bedzie mial na celu policzenie nasionek, tzn. policzenie,
ile zer i ile jedynek wystepuje w wejsciowym ciagu. Jesli te warto$ci bedzie
przechowywal na zmiennych xg i 1, to po kazdorazowym wczytaniu nowego
bitu b nalezy wykona¢ taki kod:

if b =0 then zp :=xz9+1

else r1 =z, + 1
Skompilujmy nasz program i uruchommy go dla réznych ciagéw zero-jedynkowych
rownej dhugosci, w ktorych dokladnie potowa bitéw to zera. Wydawaloby sie, ze
czas dzialania naszego programu musi by¢ zawsze taki sam, w koncu wykonamy
doktadnie tyle samo operacji poréwnan i dodawania, co wiecej, wartosci zmiennych
xo 1 x1 zwigkszymy tyle samo razy. Okazuje sie jednak, ze na moim komputerze
dla ciggu By = 0™/21"/2 dlugosci n = 107, w ktérym pierwsza polowa ciagu to
zera, a druga potowa to jedynki, program dziata 0,11s, natomiast dla ciagu Bs,
w ktorym pozycje zer i jedynek sa losowe, program dziata 0,16s, czyli prawie
o polowe dluzej! Nie jest to bynajmniej blad pomiaru czasu, gdyz kolejne
uruchomienia programu potwierdzaja pierwotna obserwacje. Ponadto w obu
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()| IF | ID |EX|WB

2)

Rys. 1. Na wykonanie

IF | ID |[EX|WB

instrukcji

procesora skladajg si¢ cztery kroki:
IF (ang. instruction fetch),

ID (instruction decode),

EX (ezecute), WB (write back).

Na wykonanie dwéch

instrukcji

potrzebujemy 8 jednostek czasu.

(MW [IF [ 1D [EX]WB

) IF [ 1D [EX|WB

(3) IF [ 1D [EX|WB

(4) IF [ 1D [EX|wWB
(5) IF [ ID [EX|wB]

Rys. 2. Dzigki przetwarzaniu potokowemu

(ang. pipelining) w 8 jednostkach czasu
jestedmy w stanie wykonaé 5 instrukcji

w przypadku pustego

potoku i az

8 instrukcji w przypadku wypelnionego

potoku.

uruchomieniach programu wezytywanie danych zajmuje 0,03 s, wiec dysproporcja
czasu ,wlasciwych obliczen” jest w rzeczywistosci jeszcze wieksza.

Jaka jest przyczyna takiego zachowania? Czyzby domowy komputer z jakichs$
powodéw radzil sobie lepiej z ,przewidywalnymi” danymi, tak jak nasza
sierotka? A jesli tak jest w istocie, to jakie sa tego powody?

Jak wiemy, kompilacja powoduje przetworzenie kodu programu na ciag instrukeji
niskiego poziomu. Na przyktad, zwickszenie wartosci zmiennej znajdujacej

sie w rejestrze = procesora mogloby zostaé¢ zapisane w wewnetrznym jezyku
komputera jako

INC

Na wykonanie powyzsze]j instrukcji sklada sie kilka krokéw. Po pierwsze,
instrukcja musi by¢ pobrana z pamieci. Nastepnie musi zostaé¢ zdekodowana:
procesor odkrywa, ze chodzi o zwiekszenie zmiennej z rejestru. W kolejnym
kroku nalezy wykona¢ instrukcje: przestaé¢ wartosé zmiennej z rejestru do
jednostki arytmetycznej procesora i dokonaé¢ zwiekszenia. I ostatecznie nalezy
przestaé uaktualniona warto$é¢ z powrotem do rejestru. (Jest to przykiad dosé
uproszczony, w ogoélnym przypadku wykonanie instrukcji moze sktadaé sie

z wiekszej liczby krokdéw, tj. np. przekopiowanie danych z pamieci do rejestru
procesora. We wspdlczesnych procesorach liczba takich krokéw moze siegac
kilkudziesieciu.) Widaé wige, ze wykonanie pojedyncze] instrukcji nie jest takie
banalne. Jesli zalozymy, ze kazdy krok wykonuje sie w jednej jednostce czasu, to
na wykonanie n instrukcji potrzebujemy 4n jednostek czasu (rys. 1).

Zauwazmy jednak, ze skoro kazdy z krokow jest wykonywany przez inng

czed¢ procesora, to mozna przyspieszy¢ caly proces, umozliwiajac tym

czedciom procesora prace rownolegla przez przetwarzanie kilku instrukeji

naraz. (Tak jak na linii produkecyjnej w fabryce samochodéw ekipa montujaca
podwozie pracuje réwnolegle z ekipa malujaca karoserie — pracuja po prostu

na innych egzemplarzach.) Mozna postapi¢ tak: w pierwszym kroku pobieramy
pierwsza instrukcje z pamieci. W drugim kroku dekodujemy te instrukcje, ale

w tym momencie czesé procesora odpowiedzialna za pobieranie instrukeji jest
bezrobotna, wobec tego mozemy jednoczesnie pobraé¢ z pamieci druga instrukcje.
W trzecim kroku wykonujemy pierwsza instrukcje, dekodujemy druga i pobieramy
z pamieci trzecia. Dzigki takiemu potokowemu przetwarzaniu instrukcji

na wykonanie n z nich potrzebujemy tylko n + 3 jednostek czasu (rys. 2).

Jak kazdy $wietny pomysl, tak i ten ma pewne wady. Zauwazmy, ze przyjeliSmy tu
milczace zatozenie, ze zanim zakonczymy wykonywanie danej instrukeji, musimy
by¢ w stanie rozpoczaé wykonywanie nastepnej, a nawet trzeciej instrukcji z kolei.
W szczegdlnosci musimy wiedzieé, co to beda za instrukcje. O tym, ze nie zawsze
posiadamy te wiedze, mozemy sie przekonaé, kompilujac nasz pierwszy program:

(1) CMP b,0
(2) IFEQIMP (5)
(3) 1INC z,

(4) JMP (6)
(5) INC zo

(6)

W pierwszej instrukcji zapisanej pod adresem (1) wykonujemy poréwnanie
zmiennej b z zerem. Nastepna instrukcja jest instrukcja skoku warunkowego:
jesli liczby poréwnywane ostatnio byty rowne, to instrukcja ta powoduje skok do
instrukeji zapisanej pod adresem (5), w przeciwnym przypadku nie dzieje sie¢ nic.
Odpowiada to wybraniu odpowiedniej gatezi w instrukcji if. Jesli wykonaliSmy
skok (pierwsza galaz), to w instrukeji (5) zwiekszamy warto$é zg. Jesli skoku
nie wykonali$émy (druga galaz), to w instrukcji (3) zwiekszamy wartosé¢ z1,

a nastepnie wykonujemy bezwarunkowy skok do instrukeji (6). Kluczowa

jest w tym programie instrukcja skoku warunkowego IFEQJMP: mianowicie,
dopdki jej nie wykonamy, nie wiemy, czy nastepna po niej bedzie instrukcja (3),
czy tez instrukcja (5), nie wiemy wiec, ktéra z nich powinna byé w potoku
uwzgledniona jako nastepna. Procesor jest zatem w sytuacji naszej sierotki, ktora,
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(MW [IF[1ID[EX]WB

2) IF [ ID [EX|wB

(3) IF [ ID [EX|wB

(4) IF [ 1D [EX|wB
(6) IF [ 1D [EX|wE]
(M [IF[1ID[EX]wB

(2) IF [ID[EX|wB|

3) I,
(4) X : : :
(5) IRIEIEIE

Rys. 3. Sytuacja w potoku w przypadku,
gdy skok warunkowy w instrukcji (2)

nie nastapit i gdy nastapil. Liczby

w nawiasach oznaczaja numery instrukcji;
w pierwszym przypadku w instrukcji (4)
wystepuje bezwarunkowy skok do
instrukcji (6).

T T T
=OONOIO="
N N N

Rys. 4. Czterostanowy wskaznik
zgadujacy, czy skok zostanie wykonany.

Rozwigzanie zadania M 1359.
Odpowiedz: Oto pokolorowanie, w ktérym
taki odcinek nie istnieje.

Ustalmy punkt O ptaszczyzny

i pomalujmy go na czarno. Punkty na
kazdym okregu o srodku w O i promieniu
niewymiernym pomalujmy na bialo, zas
punkty na kazdym okregu o §rodku w O
i promieniu wymiernym — na czarno.
Przez dowolny odcinek dodatniej
dltugosci musi przechodzié¢ pewien

okrag pierwszego typu, jak rowniez
drugiego. Zatem odcinek ten nie moze
by¢ jednokolorowy.

dopdki nie dotknie nowego ziarenka, nie bedzie wiedziala, czy nalezato uzy¢
lewej czy tez prawej reki.

Mozna ten klopot sprébowaé rozwiagzaé nastepujaco: procesor zawsze bedzie
zakladal, ze po instrukcji zapisanej pod adresem (i) nastepuja instrukcje
pod adresami (i 4+ 1), (¢ + 2) itd. lub pod adresem, ktéry wskazuje skok
bezwarunkowy, i te wlasnie instrukcje bedzie uwzglednial w potoku. Jesli
jednak instrukcja (i) byla rozkazem warunkowego skoku i po jej wykonaniu
okazalo sig, ze nalezy skoczy¢ pod adres (j), to cze$ciowa praca zwiazana

z wykonaniem instrukeji (i + 1) i kolejnych jest uniewazniana, a potok jest
oprézniany i przetwarzanie zaczyna sie na nowo od instrukeji (7) (rys. 3).

W przypadku programoéow, w ktorych jest mato skokéw warunkowych lub sa
rzadko wykonywane, taka strategia moze sie oplacaé¢. Jednak w pesymistycznym
przypadku, gdy kazda kolejna instrukcja jest skokiem warunkowym, musimy
opréznia¢ potok po wykonaniu kazdej instrukcji, zatem czas wykonania

n instrukcji bedzie wynosit 3n + 1 jednostek — nasz potok nie bedzie zatem
wykorzystywany w pelni efektywnie.

Zauwazmy jednak, ze taka strategia nie moze by¢ stosowana w naszym
procesorze: przeciez program dla ciagéw Bj i Bs powinien dziataé¢ tak samo
dtugo, gdyz w obu przypadkach potok bytby oprézniany w polowie
instrukeji (2). Taka strategia odpowiada sytuacji, w ktérej nasza sierotka
postanowilaby zawsze uzywac lewej reki.

Mozemy przyja¢ inng metode postepowania i prébowac¢ zgadnaé, czy dany
skok warunkowy bedzie wykonany, czy tez nie. Okazuje sie, ze wspdlczesne
procesory tak wtasnie postepuja. Co wiecej, poniewaz nie znaja przysztosci,
wiec zachowuja sie jak nasza sierotka i zaktadaja, ze beda mialy szczeécie i na
podstawie zachowan instrukcji skoku warunkowego w przesztosci beda w stanie
przewidzie¢, jak bedzie sie ona zachowywala w przyszlosci.

Zapiszmy historie wykonywania skoku warunkowego w postaci ciagu ztozonego
z liter T i N. Jedna z najprostszych strategii zgadywania jest nastepujaca:
przyjmujemy, ze skok bedzie wykonany, jedli ostatnim razem byt wykonany
(czyli ostatnia litera w ciagu to T). Ta strategia ma sens w przypadku diugich
sekwencji analogicznych wyboréw, jak to ma miejsce dla ciagu Bi. Mozna ja
troche ulepszyé¢, aby byla niewrazliwa na sporadyczne przeklamania w historii,
za pomoca wskaznika mogacego przyjmowac cztery stany: No, N, T, Ts; kazde
wykonanie skoku powoduje zmiane stanu wskaznika o jeden w prawo zgodnie
z rysunkiem 4, a niewykonanie skoku — w lewo. Zgadujemy, ze skok zostanie
wykonany, jesli wskaznik znajduje sie w stanie T' lub T5.

Gdyby w naszym procesorze zastosowano powyzsza strategie, wyjasnialaby ona
roznice w dzialaniu programu dla ciggéw By i Bo: w przypadku pierwszego

z nich nasza strategia zgadywania nie zadziala tylko kilka razy (w $rodku ciagu
i, by¢ moze, na poczatku), z kolei jest ona zupelnie bezuzyteczna (jak w zasadzie
jakakolwiek strategia zgadywania) w przypadku drugiego z nich.

Niestety, to nie wyjasnia, dlaczego dla ciagu Bz = (001)"/?, w ktérym
doktadnie co trzeci bit to 1, czas dzialania jest taki sam jak dla ciagu Bj.
Wszak dla ciggu B3 musielibySmy pomyli¢ sie dla kazdej jedynki, czyli

co najmniej n/3 razy. Okazuje sie, ze strategia stosowana przez wspo6lczesne
procesory probuje uwzglednia¢ mozliwos¢ wystapienia krotkich cykli w historii
wykonywania skoku i jest z tego powodu troche bardziej skomplikowana.
Mianowicie, przy podejmowaniu decyzji patrzymy na k ostatnich liter w historii
i na podstawie tych liter wybieramy jeden z 2* czterostanowych wskaznikéw,
ktory uaktualniamy i podejmujemy decyzje zgodnie z jego wskazaniem.

W ten sposéb dostajemy mechanizm, ktory bedzie zgadywal poprawnie, o ile

w historii wykonywania skoku kazde k kolejnych bitéw jednoznacznie wyznacza
bit (k + 1)-szy. W moim komputerze jest k = 4, zatem w ciagu Bs, ktérego
historie mozna opisaé¢ regutami: po kazdym TT jest N, po kazdym TN jest T,

a po kazdym NT jest T, procesor nie pomyli sie ani razu (z wylaczeniem kilku
potencjalnych pomylek na poczatku ciagu).
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Opisane strategie nie sg jedynymi, ktore sa stosowane we wspolczesnych
procesorach. Istnieje cala gama rozwigzan, ktore pozwalajg przewidywaé typowe
historie wykonywania skoku. W niektérych procesorach do problemu podchodzi
sie zupelnie inaczej. Zaklada sie, na przyktad, ze w skompilowanym kodzie
po kazdej instrukcji skoku warunkowego musi wystapi¢ pewna liczba zwyktych
instrukcji, ktére beda wykonane niezaleznie od tego, czy skok nastapi, czy nie,
aby po ich wykonaniu adres docelowy byl juz obliczony.
% %

Morat z tej bajki jest taki, ze nawet kolejnos¢, w jakiej podajemy dane
programowi komputerowemu, ma znaczenie (mimo ze na pierwszy rzut oka
moze wydawacé sie to niewiarygodne). Drugi moral jest wazna wskazéwka dla
programisty: w kodzie, w ktérym wazna jest efektywnos¢ wykonania, nalezy,
o ile to mozliwe, unika¢ skokéw. Okazuje sie, ze nasz pierwszy program mozemy
przepisa¢ tak, by nie wystepowata w nim instrukcja if:

X = o + 1-— b,

xr1 =1+ b;

Tak napisany program dziata w czasie 0,11 s dla kazdego z ciagéow By, Bs i Bs.

Artykul powstal na podstawie
nastepujacych zadan:

198. Get Out!

7 serwisu acm.sgu.ru,

Plotki
z Obozu Naukowo-Treningowego
im. A. Kreczmara 2009,

Ucieczka i Budowanie plotu
z Baltyckiej Olimpiady
Informatycznej 2007.

Ucieczka
Jakub RADOSZEWSKI

Wyobraz sobie, Drogi Czytelniku, ze jeste$ kapitanem okretu wojennego

i w trakcie jednej z misji znalazte$ sie na srodku morza lezacego na terytorium
wroga. Wiesz, ze wrog rozmiescil w tej strefie pewna (skoficzona) liczbe
radaréw. Kazdy radar ma okreslony zasieg, by¢ moze rézny w przypadku
roznych radaréw, i jest w stanie wykryé¢ kazdy podejrzany obiekt, ktory znajdzie
sig¢ w jego zasiegu. Naszym sitom wywiadowczym udalo si¢ wykrasé plan
rozmieszczenia radarow. Na jego podstawie chcesz stwierdzié, czy mozesz
wydostaé si¢ z wrogich wod niezauwazony przez radary.

Powyzsza historia wojenna z lotu ptaka wyglada nastepujaco: na plaszczyznie
zadana jest pewna liczba kol stanowiacych obszary zabronione. Dla uproszczenia
nasz statek réwniez przedstawimy jako koto. Naszym zadaniem jest sprawdzic,
czy mozemy przemiesci¢ si¢ statkiem nieskonczenie daleko od poczatkowej
pozycji, nie dotykajac przy tym zadnego z pozostalych két (rys. 1).

Rys. 1

Takie sformulowanie problemu nie jest jednak zbyt wygodne. Mozemy je
uproscié¢ przez ,odpompowanie” kola reprezentujacego statek i ,napompowanie”
kot przedstawiajacych zasiegi radaréw. Dokladniej, promienie wszystkich
két-radaréw zwigkszamy o promien statku, a sam statek zmniejszamy do jednego
punktu — $rodka kola (rys. 2). Aby uzasadni¢ poprawnos$é tego przeksztalcenia,
wystarczy zauwazy¢, ze bezpieczna trasa statku charakteryzuje sie¢ tym, iz

jego érodek nie zbliza sie do zadnego radaru na odlegto$¢ mniejszg niz suma
promienia statku i zasieggu radaru. Po tej transformacji duzo latwiej udzieli¢
odpowiedzi na pytanie postawione w zadaniu; w sytuacji z rysunku 2 ucieczka

4



Rys. 4

Rys. 6

A jak stwierdzié, czy nasz statek moze
bezpiecznie przedostaé si¢ z zadanego
punktu poczatkowego do zadanego
punktu koncowego? Wskazéwka: Uzyj
dwoéch pélprostych i stwoérz cztery kopie
wyjsciowego grafu.

statku ewidentnie nie jest mozliwa, ale gdyby np. nie bylo prawego gdérnego
radaru, to mozna byloby wskazaé bezpieczna trase ucieczki.

A moze daltoby sie w ogdle pozby¢ z problemu wszystkich kétek? Okazuje sie,

ze jest to mozliwe. Intuicja jest taka, ze pojedynczy radar bardzo tatwo ominaé,
ale za pomocg radaréw, ktérych zasiegi nachodza na siebie, mozna zbudowaé juz
bardzo skuteczng pulapke. Przedstawmy wiec cala sytuacje jako graf G, ktorego
wierzchotki reprezentuja lokalizacje radaréw, a dwa wierzchotki sa potaczone
krawedzia, gdy zasiegi odpowiadajacych im radaréw przecinaja si¢ (rys. 3). Nasz
statek moze opusci¢ terytorium wroga wtedy i tylko wtedy, gdy nie jest otoczony
zadnym cyklem grafu G.

Uzasadnienie tego faktu w jedna strone jest oczywiste: jesli statek jest otoczony
cyklem, to na pewno nigdy sie z niego nie wydostanie. W druga strone trzeba sie
troche bardziej nagimnastykowaé, bo nie kazda trasa ucieczki ,z grafu” faktycznie
unika wszystkich radaréw. Przykladowo, na rysunku 4 (przedstawiajacym graf
odpowiadajacy sytuacji bez prawego gdérnego radaru) trasa narysowana linig
przerywana nie przecina krawedzi grafu, ale nie jest bezpieczna trasa ucieczki.
Poprawne uzasadnienie moze wygladac¢, na przyklad, tak: dzielimy graf na spdjne
sktadowe i dla zbioru okregow z kazdej sktadowej wyznaczamy ich zewnetrzny obrys.
Skoro statek nie jest otoczony zadnym cyklem grafu, to mozemy nim dopltynaé do
obrysu najblizszej sktadowej, a nastepnie przeptynaé do jakiegokolwiek punktu
wzdluz obrysu. Z ktorego$ takiego punktu bedziemy mogli albo juz bezposrednio
uciec w sina dal, albo przedostaé sie do obrysu innej sktadowej itd.

Pozostal nam juz tylko problem stwierdzenia, czy statek znajduje si¢ wewnatrz
jakiegos$ cyklu, czy tez nie. W tym momencie kto$§ moégltby przypomnieé sobie
klasyczny algorytm sprawdzania, czy zadany punkt lezy we wnetrzu danego
wielokata (niekoniecznie wypuktego). Aby to sprawdzié, wypuszczamy z tego
punktu potprosta w losowym kierunku i zliczamy jej przecigcia z brzegiem
wielokata; jesli jest ich nieparzyécie wiele, to punkt lezy wewnatrz wielokata,

a jesli parzyscie wiele, to na zewnatrz. Losowos¢ kierunku gwarantuje, ze
pélprosta nie przejdzie przez zaden wierzchotek wielokata, dzigki czemu unikamy
rozwazania przykrych przypadkéw szczegdlnych. Niestety, w naszym problemie
mozemy mie¢ w grafie co$ wiecej niz jeden wielokat, co powoduje, ze zaleznie od
kierunku pélprostej liczba przecie¢ moze byé parzysta badz nieparzysta (rys. 5).
Klasyczny algorytm tutaj nie zadziala.

Warto jednak pozostaé przy pomysle z péiprosta, tylko sprytniej go
wykorzysta¢. Chcemy stwierdzié, czy w grafie GG istnieje taki cykl, ze taczna
liczba przecie¢ krawedzi tego cyklu z wybrana pdélprosta jest nieparzysta.
Krawedzie grafu przecinajace pdélprosta zmieniaja parzystosé licznika przecied,
oznaczymy je zatem jedynka, a pozostale krawedzie poetykietujemy zerami.

Teraz przyszedl czas na kluczowy pomyst: stworzymy nowy graf G’ zawierajacy
dwie kopie oryginalnego grafu. Dokladniej, dla kazdego wierzcholtka v grafu G
do grafu G’ dodamy wierzchotki (v,0) i (v,1); tutaj druga wspélrzedna oznacza
parzystos¢ liczby przecie¢ z wybrang pélprosta. Jesli w grafie G mamy krawedz
taczaca wierzcholki v i w o etykiecie 0, to w grafie G’ tworzymy dwie krawedzie,
taczace (v,0) z (w,0) oraz (v,1) z (w,1). A jesli rozwazana krawedz grafu G ma
etykiete 1, to w grafie G’ laczymy wierzchotki (v,0) z (w, 1) oraz (v,1) z (w,0)
— patrz rysunek 6.

Byl juz kluczowy pomysl, teraz pora na kluczowe spostrzezenie: cykl ztozony

z krawedzi grafu G uniemozliwiajacy statkowi ucieczke w grafie G’ odpowiada
po prostu sciezce z jakiego$ wierzchotka (v,0) do (v, 1). Wystarczy zatem
stwierdzié, czy w grafie G’ jaka$ para wierzchotkéw postaci (v,0), (v, 1) nalezy
do tej samej spojnej skladowej. Nie trzeba wielkiego zaciecia algorytmicznego, by
uwierzy¢, ze sprawdzenie tak sformutowanego warunku nie moze juz by¢ trudne.
Faktycznie, do podzialu grafu na spojne sktadowe mozna zastosowaé praktycznie
dowolny algorytm przeszukiwania grafu, a najwygodniej — przeszukiwanie w glab.
Ostateczne kryterium stwierdzajace mozliwo$¢ ucieczki statku okazato sie¢ zatem
niezbyt skomplikowane i, co ciekawe, niespecjalnie zwiazane z geometria.
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Z symetrii wynika, ze indukcja pola
magnetycznego musi by¢ skierowana
stycznie do okregéw, dla ktérych
przewodnik jest osig symetrii, a jej
warto$é, pomnozona przez obwdod takiego
okregu, powinna odpowiadaé pradowi,
ktéry przepltywa (na wskro$) przez
powierzchnig¢ kola (prawo Ampere’a).
Stad )

B =17

2nr

gdzie r jest promieniem okregu,
a j, jako gestos¢ liniowa, jest réwne
natezeniu pradu.

Efekty relatywistyczne w zasiegu reki?
Piotr ZALEWSKI

Predkosé ¢, nazywana predkoscia $wiatla, jest réwna 299 792 458 m/s. Dokladnie,
bo metr jest zdefiniowany za jej pomoca i z wykorzystaniem wzorca sekundy.
To, w poréwnaniu z predkosciami, ktérych doswiadczamy, bardzo, bardzo duzo.
Na przyktad samolot mysliwski o dlugoéci 10 metréw, lecacy z predkoscia

u = 3km/s, skréci sie lorentzowsko przez czynnik /1 — u?/c?, czyli o pieé
angstremow, a wiec dtugosé¢ odpowiadajaca pojedynczej czasteczce paliwa
lotniczego.

Jak widaé¢, mierzalne efekty relatywistyczne wydaja si¢ dla zwyklego Smiertelnika
nieobserwowalne.

A jednak, podobnie jak monsieur Jourdain nie zdawal sobie sprawy, ze mowi
proza, tak my mozemy nie wiedzieé, ze efekty relatywistyczne wlasnorecznie
wielokrotnie badali$my.

Zacznijmy od eksperymentu myslowego. Wyobrazmy sobie dwa bardzo dtugie,
potozone bardzo blisko siebie i bardzo waskie tasmociagi, poruszajace si¢
przeciwbieznie z predkosciami v i —v. Na tasmociagach umocowane sa,

w jednakowych odstepach [, tadunki +¢ na tym poruszajacym si¢ w prawo oraz
—q na tym poruszajacym sie w lewo. Liniowa gesto$¢ ladunku tasmociagoéw
wynosi wiec o4 = +¢q/l = 40 oraz o_ = —q/l = —0. Z odpowiednio duzej
odleglosci r tasmociagi sa rownowazne pradowi o sumarycznej gestosci liniowej

Jjx =Jj+ +j- =voy —vo_ = 2vo.

Nastepnie umie$émy, w odlegtosci r od tak skonstruowanego ,przewodnika”

z pradem, spoczywajacy (v, = 0) tadunek probny +¢. Na ladunek ten nie bedzie
dziala¢ zadna sila ze strony ,przewodnika”, bo sumaryczna liniowa gestosé
tadunku jest, z konstrukeji, zerowa.

A teraz spéjrzmy na te sytuacje z ukltadu, ktéry porusza si¢ w prawo z predkoscia
u = v. W ukladzie tym dodatnio natadowany tasmociag spoczywa. Poniewaz
predkosci tasmociagéw sa niewielkie, to sprobujmy opisaé te sytuacje za pomoca
transformacji Galileusza. Zgodnie z nia predkosci po prostu sie dodaja. Wtedy
ujemnie naladowany tasmociag porusza sie z predkosécia v* =v_ —u = —2v,

a wiec sumaryczna gestos$¢ pradu wynosi tyle samo co poprzednio (natezenie pradu
nienatadowanego przewodnika jest niezmiennikiem transformacji Galileusza):

Jr=7J3 +Jjl =0-2v(-0) =js.
Gestos¢ tadunku réwniez nie ulega zmianie, bo transformacja Galileusza na nig
nie wplywa.

Poniewaz jednak ladunek prébny porusza si¢ obecnie z predkoscia v, = —v, wigc
okazuje sie, ze dziala na niego sila (odpychajaca, tak jak miedzy przewodnikami
o przeciwnych kierunkach pradu):
. PoJs
Fyp = +q(—v)B = +q(-v) 5 =
wr

Nie jest dobrze. Rozpatrywane uklady sa inercjalne. Jesli w jednym nie dziala
sita, to (w zgodzie z doswiadczeniem) w drugim takze dzialaé¢ nie moze.

Sprébujmy temu zaradzié¢ za pomoca transformacji Lorentza. Zgodnie z nia
predkosci dodaja sie troche inaczej. Jezeli uktad primowany porusza sie
wzgledem nieprimowanego z predkoscia u, to (réwnolegta do u i skierowana
w te sama strong) predko$é¢ w w ukladzie nieprimowanym przejdzie na

,  w—u
w =

wu *

C2
Oprécz tego poruszajace sie (wzgledem jakiego$ ukladu inercjalnego) z predkoscia w
ciala ulegaja skréceniu (w tym ukladzie) o czynnik

— = T (/P

w
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Rozwigzanie zadania M 1358.
Odpowiedz: Oto przyktad, w ktérym taki
podzbiér nie istnieje.

Rozwazmy rodzing
F = {Al,Bl,AQ,BQ, .. }
gdzie, dlan > 1,

A, ={1,3,...,2n — 1} U {2n},

B, ={2,4,...,2n} U {2n + 1}.
Oczywiscie, pary zbioréw A, A;, jak
réwniez By, B; maja wspolny element.
Zbiory Ay i B; tez maja wspdlny element
— gdy k < [, jest nim 2k, w przeciwnym
przypadku jest nim 20 + 1. Skoro
A, N B,, = {2n}, zbiér S musialby
zawieraé¢ wszystkie liczby parzyste, bylby
wiec nieskoriczony.

Natezenie pola elektrycznego obliczamy
ponownie, wykorzystujac symetrig
ukltadu. Rozpatrzmy walec o promieniu r
i dlugosci d, ktérego osia symetrii jest
»przewodnik”. Z prawa Gaussa wynika,
ze natezenie radialnie rozchodzacego
sie¢ pola elektrycznego, w odleglosci r
od przewodnika, pomnozone przez
powierzchni¢ boczng walca 27rd, jest
proporcjonalne do tadunku od wewnatrz
walca. W ten sposéb otrzymujemy

o-d o

€o2mr - d eo2mr’

czyli postaé¢ analogiczng do wzoru
na indukcj¢ pola magnetycznego dla
opisywanej sytuacji.

wzdluz kierunku ruchu, co w naszym przypadku powoduje wzrost gestosci
liniowej tadunku o czynnik v,, (bo skracajacy si¢ odstep [ jest
w mianowniku).

Teraz nalezy uwazaé (ale tylko przez chwile). Jezeli popatrzymy na tasmociag
z uktadu, w ktorym tasmociag spoczywa, to zmierzymy gestosé tadunku +oy,
ktora z gestoscia tadunku o w uktadzie poczatkowym (tym opisanym na
poczatku) jest zwigzana warunkiem oy = v4,(£o0) = v, (£00), natomiast
gestosé pradu warunkiem ji = tvoy = Fv7,(+og) = vy,00. Oczywiscie, musi
to by¢ prawda dla dowolnej predkosci w poruszania sie danego tasmociagu (tu

dla dodatnio naladowanego):
Ow = Tw00,
Jw = WYw0op.

Bezpoérednim rachunkiem mozna sprawdzi¢ nastepujace rownosci:

wu
Yw' = YwYu <1 - C_2>7

Vo W = YooY (W — ).
Latwo wtedy wykazaé (podstawiajac i porzadkujac), ze pod wplywem opisanych
wyzej transformacji z uktadu poczatkowego do uktadu poruszajacego sie
z wzgledna predkoscia u (ukladu primowanego), kombinacja (o, j) przeksztalca
sie analogicznie do kombinacji czasu i polozenia (¢, x).

o=qlc——--%],
C C

"= —u-o).
Dzieki temu mozemy dokladna analize zaaranzowanej sytuacji pozostawié¢
Czytelnikowi i po prostu (znajac jx oraz oy = 0) obliczy¢ sumaryczna
gestosé (liniowa) tadunku oraz sumaryczna gesto$é (liniowa) pradu w ukladzie
primowanym:

r ( u jE)_ —u Jx

o =qulos -~ ) = —
C C C C

Js= (s —u-02)="7"js

co daje nastepujace wartosci sity elektrycznej FJ, (przyciagajacej dla v = v,
bo o’ jest wtedy ujemne) oraz sily magnetycznej Fy, (odpychajacej, jak
poprzednio):

!

o
FlL = LB = /. Py :H_e—lcfQ
E q 4 6()27T7’ 0 ’
-/
Fl'oe —w-d B = —u-o POz _ ..
M q q Dy Ko,
gdzie k = —uq’' -y, jx/(27r), a ¢’ jest wartoscia tadunku prébnego w ukladzie

primowanym (nie musimy wnika¢ w to, jaka jest jego wartosé). Sily te sie
znosza, o ile egug = ¢~2. To, dla wychowanych na ukladzie SI, nie musi by¢
oczywiste, ale przeciez przenikalnosci dielektryczna eg i magnetyczna g prozni
to tylko przeliczniki jednostek wlaénie przez te relacje zdefiniowane!

Uzmystawiamy sobie w ten sposob, ze elektromagnetyzm klasyczny jest
teoria relatywistyczna. Wszelkie klasyczne efekty magnetyczne mozna
wyjasni¢ za pomoca szczegoélnej teorii wzglednosci. Paradoksalnie jednak,
takie proste rozwazania sprawdzaja si¢ tylko dla niewielkich predkosci
(dopdki mozna nie uwzgledniaé efektéw zwiazanych ze skonczona predkoscia
Swiatla).

Efekty magnetyczne sa mierzalne, bo oddzialywanie elektromagnetyczne

jest duzo silniejsze niz grawitacyjne, ktore determinuje naszg codzienna
wrazliwo$é¢, oraz dlatego, ze dos¢ tatwo zaaranzowaé sytuacje, w ktérej tadunki
sie poruszaja, ale sa zbilansowane.

W kazdym razie, ilekroé¢ przyczepiamy magnesikiem przypominajke do lodéwki,
tylekro¢ do$wiadczalnie potwierdzamy szczegdlng teorie wzglednosci.
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Paradoks jest zazwyczaj objawem

jakiej$ luki — nieprecyzyjnej definicji lub
nieuprawnionej konstrukcji. Paradoks
ktamcy dowodzi koniecznosci rozrézniania
poziomoéw jezyka; samo zdanie i zdanie,
ktére o nim moéwi, sa tym samym, sg

na tym samym poziomie. Takie zdanie,
odnoszace sie do siebie, nazywa sie
autoreferencyjnym (samoorzekajacym).

L. .}

Rozwigzanie zadania F 818.
Splawik pozostanie w spoczynku, ale
cigzarek zacznie drgac¢, bo w zmienionej
sytuacji znajdzie si¢ poza polozeniem
réwnowagi (zacznie poruszaé si¢ w gére
wzgledem wiadra).

Eubulides, Richard, Godel
Wiktor BARTOL

Gdy w potowie XIX wieku odkryto geometrie nieeuklidesowe,
zainteresowanie matematykéw zaczeto zwracaé sie w strone podstaw
matematyki. Na jakich podstawach mozna lub nalezy oprze¢ matematyke?
Na tym tle zrodzit si¢ w latach 20. XX wieku tzw. program Hilberta,
postulujacy zbudowanie sformalizowanej matematyki na fundamencie
aksjomatycznym i wyprowadzanie z aksjomatéw twierdzen jedynie za
pomocyg $cisle okreslonych regut. Tak zbudowana teoria powinna by¢
zupelna i niesprzeczna i te jej wlasnosci powinny daé¢ si¢ udowodnié.

Teoria formalna jest zupelna, gdy kazde zdanie prawdziwe w dowolnym
jej modelu jest jej twierdzeniem, a wiec istnieje dla niego dowdd
wychodzacy od aksjomatow. Réwnowaznie, gdy dla kazdego zdania Z
jest tak, ze albo Z, albo negacja Z jest w tej teorii. Z kolei teoria jest
niesprzeczna, gdy istnieje co najmniej jedno zdanie w jej jezyku, ktére
jej twierdzeniem nie jest. Mowiac inaczej, niesprzecznos$é¢ oznacza, ze
nie istnieje takie zdanie Z, ze i Z, i negacja Z sg twierdzeniami teorii.

Prébe takiej konstrukeji matematyki podjeli Brytyjczycy: Bertrand Russell
i Alfred North Whitehead w publikowanym w latach 1910-1913 (choé
niedokonczonym) dziele Principia Mathematica. Kilkanascie lat pézniej,

w 1931 roku, ukazalta sie praca Kurta Friedricha Godla Uber formal
unenstcheidbare Sdtze der Principia Mathematica und verwandter
Systeme I (O formalnie nierozstrzygalnych zdaniach Principia Mathematica
i podobnych systeméw). Godel wykazal w niej, ze program Hilberta

nie moze zostac zrealizowany: dla kazdej niesprzecznej teorii matematycznej,
zawierajacej arytmetyke, istnieje zdanie GG, takie ze ani GG, ani negacja G
nie jest twierdzeniem tej teorii. Innymi stowy, jesli teoria jest niesprzeczna,
to nie jest zupelna.

Dwa inspirujace paradoksy. Czytelnik zapewne zetknal si¢ ze stynnym
paradoksem ktamcy, sformutowanym mniej wiecej 2400 lat temu przez
FEubulidesa: czy zdanie ,, To zdanie, ktore teraz wypowiadam, jest
falszywe” jest prawdziwe czy falszywe? Kazda préba analizy prowadzi

do nieuchronnego wniosku, ze prawdziwos¢ tego zdania jest rownowazna
jego fatszywosci.

Wiele lat pdzniej, w 1905 roku, francuski matematyk Jules Richard
sformutowal inny paradoks. Wyobrazmy sobie, ze dysponujemy lista
wszystkich wlasnosci arytmetycznych liczb naturalnych, zapisanych

w ustalonym jezyku naturalnym. Kazdy opis wlasnosci jest skoniczonym
ciggiem symboli ze skonczonego alfabetu, zatem mamy tych wtasnosci
przeliczalnie wiele, co oznacza, ze mozemy je ponumerowaé liczbami
naturalnymi. W ten sposéb podzieliliSmy liczby naturalne na dwie
kategorie. Pierwsza niech stanowig te liczby, ktére maja te wtasnosé, ktérej
sa numerem. Na przyktad, gdyby wlasnosé¢ bycia liczba parzysta miata
numer 12, to 12 byloby liczba pierwszej kategorii, gdyz jest parzysta.
Druga kategori¢ niech stanowia liczby, ktére nie maja wlasnosci, ktorej

sa numerem. Na przyktad, gdyby wlasnosé bycia liczba parzysta miata
numer 5, to 5 byloby liczba drugiej kategorii — i te liczby nazwijmy
liczbami Richarda. Bycie liczba Richarda jest pewna wtasnoscia liczb
naturalnych, zostal jej wiec przypisany pewien numer, powiedzmy, k.

Czy k jest liczbg Richarda? Odpowiedz ,tak” implikuje, ze k nie jest liczba
Richarda, podobnie jak odpowiedZ ,nie” implikuje, ze nig jest. Tak wiec
k jest liczba Richarda wtedy i tylko wtedy, gdy nia nie jest.
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Rozwigzanie zadania M 1357.

Niech G bedzie takim punktem na boku
. oG BF BF CE
AC, ze =

— = —. Skoro — < —, to
GA FA FA EA
punkt E lezy na odcinku AG.

X

} BD BF .
Wobec —— < —— prosta DF jest
DC FA

réwnolegla do prostej AC' lub przecina ja
w punkcie X lezacym od strony punktu A
na zewnatrz odcinka AC. Zatem

[DEF] < [DGF],

tzn. mozemy przepchnacé punkt E
do gorszego przypadku — punktu G.
Poniewaz pole tréjkata DGF nie zalezy
od potozenia punktu D na odcinku BC,
wiec mamy

[DGF] = [BGF] = Br [AGF] =

= Pl = JF) =
BF [ AF\?
=— | — [ABC].
FA \ AB
X A
Niech t = — < 1. Woéwczas
AB

BF 11—t

FA =t
i mamy

1 2
[DEF] < ——t*[ABC] =

= (1 — t)[ABC] < ~[ABC].

1
4
Réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy,

1
gdy t = = i [DEF] = [DGF]. Ale

[DEF] = [DGF] zachodzi wtedy

i tylko wtedy, gdy DF || AC lub E = G.
Zatem réwno$¢ w tezie zadania zachodzi
wtedy i tylko wtedy, gdy punkt F oraz
punkt D lub E sa $rodkami odpowiednich
bokéw tréjkata ABC.

Pozostawiajac na boku kwestie Zzrédet sprzecznosci, odnotujmy, ze w obu
przypadkach mamy do czynienia ze zdaniem, ktore w ten czy inny
sposob odnosi si¢ samo do siebie. Co wiecej, mozna bytoby zauwazy¢, ze
zadnego z nich nie da si¢ ani udowodni¢, ani obali¢. Zauwazmy jednak,
ze w przypadku paradoksu klamcy mamy do czynienia z pojeciami
prawdziwoéci i falszywosci niemieszczacymi sie w zadnej teorii formalnej,
w przypadku zas paradoksu Richarda — z wlasnodcia, ktéra zalezy

od kolejnosci, w jakiej numerujemy wlasnoéci liczb naturalnych, a ta

nie jest przeciez wlasnoécia arytmetyczna, wyrazalng w jakiejkolwiek
teorii formalne;j.

Paradoksy wykorzystane. Godel powoluje sie w swojej pracy na
inspiracje zaczerpnigte z powyzszych paradokséw. Zasadnicza koncepcja
dowodu polegata na zamianie ,prawdziwosci” i ,falszywosci” na
ydowodliwos¢” i ,niedowodliwos¢”. Jak takie pojecia, Scisle zwiazane

z danym systemem formalnym (w tym ze zbiorem aksjomatéw, regul
wnioskowania), wyrazi¢ w arytmetyce? Tu Godel wpadl na pomyst, nazwany
péiniej numeracjg Godla: kazdemu symbolowi (7-elementowego) alfabetu
przypisat liczbe nieparzysta od 1 do 13, zmiennym reprezentujacym obiekty —
liczby pierwsze, poczynajac od 17: zmiennej x liczbe 17, zmiennej y liczbe 19
itd. (Zmienne wyzszych rzedéw reprezentowane byly przez potegi liczb
pierwszych). W ten sposéb kazdy symbol alfabetu i kazda zmienna mialy
swoj unikalny numer. Formuta jest skoniczonym ciagiem takich symboli.
Jedli numerami symboli kolejno wystepujacych w formule sa ny,na, ..., ng,
to formule przyporzadkowuje si¢ numer 2”32 ... py*, gdzie p;, oznacza k-ta
liczbe pierwsza. Podobnie przypisuje sie numer kazdemu ciggowi formutl
(a wiec np. dowodom): jesli numerami formul sa, kolejno, m,ma, ..., m,
to numerem ciagu jest 2m13™2 ... p™=. Nietrudno zauwazy¢, ze w ten
sposéb kazdy symbol alfabetu, kazda zmienna, formuta czy ciag formut
ma jednoznacznie przypisany numer.

Teraz nalezy wtasnosci systemu formalnego przettumaczy¢ na jezyk
arytmetyki. Opisanie tego procesu wykracza poza mozliwosci tego artykutu,
odnotujmy jednak dwie formuly arytmetyczne, istotne dla konstrukcji
dowodu twierdzenia Godla. Pierwsza to formula Bew(x, y), oznaczajaca, ze =
jest numerem dowodu formuly o numerze y; druga to formuta So(z, v, Z(y)),
reprezentujaca, mowiac w uproszczeniu, formule powstaly przez zastapienie
w formule x zmiennej v przez y. Na przyktad, formula Vx-Bew(x, y) méwi,
ze zadna liczba nie jest numerem dowodu formutly o numerze y, czyli —
innymi stowy — formuta o numerze y nie ma dowodu. Niech teraz n bedzie
numerem nastepujacej formuty, w ktoérej dokonano pewnego podstawienia:

Ve-Bew(z, Sb(y,19, Z(y))).
Przyjrzyjmy sie formule (i to ona wlasnie bedzie zdaniem G)
Vz—Bew(z, Sb(n,19, Z(n))).
Sb(n, 19, Z(n)) jest numerem formuly otrzymanej przez zastapienie
w formule o numerze n zmiennej o numerze 19 (czyli y) przez n. Ale
to jest wlasnie formuta G! Méwi zatem formuta G o tym, ze formuta G

nie ma dowodu! Jak wykazuje Godel, nie ma dowodu takze jej negacja.
System nie jest zupelny (przypomnijmy, jesli jest niesprzeczny).

Tak Godel wykorzystal tworczo oba przedstawione wyzej paradoksy.
Dla pelnosci obrazu warto jeszcze dodaé, ze postugujac sie formuta G,
udowodnit on takze, ze jesli system jest niesprzeczny, to w ramach tego
systemu nie mozna tej niesprzecznosci udowodni¢. Mozna to zrobié

w systemie obszerniejszym — pod warunkiem, ze jest on niesprzeczny.
Zyjemy zatem w $wiecie niesprzecznosci warunkowej. .. Paradoks?
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Niemozliwy skrét
Damian NIWINSKI*

Ten list uczynitem dluzszym tylko dlatego, Ze nie mialem
dosé czasu, by napisaé go krocej. Usprawiedliwienie, jakie
Blaise Pascal wktada w sw6j XVI List prowincjalny,
wyraza intuicje, iz zapisanie jakiejs mysli zwiezle

moze byé¢ bardziej czasochlonne niz zapisanie jej
rozwlekle. Umiejetnosé skrétu bywa przejawem geniuszu.
Tadeusz Boy-Zelenski odnotowuje nastepujacy przyktad
sztuki translatorskiej Stanistawa Wyspianskiego. Pierwsze
zdanie tragedii Pierre’a Corneille’a Cyd brzmiatoby

w dostownym przektadzie z francuskiego na polski:

Elwiro, czy zupelnie szczerze powtdrzylas mi wszystko?
Czy nie ukrywasz nic z tego, co powiedziat ojciec?

W przekltadzie Wyspianskiego fragment ten brzmi
Wiec mowil. .. ¢

Zostawiamy tymczasem poezje, by przyjrzec sie
zagadnieniu skrétu w dziedzinie matematyki. Na przyktad,
jakie jest najkrétsze przedstawienie danej liczby
naturalnej? Pytanie nie jest catkiem precyzyjne (co to jest
przedstawienie?), ale ma pewien potencjal sensu. Jasne
jest w szczegdlnosci, ze odpowiedz zalezy od wlasnosci
danej liczby bardziej niz od jej rozmiaru. Na przyktad,
wypisanie cyfr dziesigtnego rozwiniecia liczby

N = 10"

przekroczyloby ramy tego artykulu, a nawet zapewne
wszystkich numeréw Delty (dla poréwnania: liczbe
atoméw we Wszechswiecie szacuje si¢ ,,jedynie”

przez 32°Y), ale przeciez przedstawilismy ja powyzej
jednoznacznie. W konsekwencji niedtugie przedstawienie
bedzie miata tez na pozoér bardziej skomplikowana liczba

3141592653589793238462643383279 .. .......
N+1

utworzona przez N + 1 poczatkowych cyfr rozwiniecia
dziesietnego liczby 7, ktéra mozemy zapisa¢ w postaci
|7 - 10" |. Czytelnik zauwazy oczywiscie, ze odwoltujemy
sie tutaj do pewnych ,kodéw kulturowych” (notacja
potegowania, definicja liczby 7). O tym, ze droga ta moze
by¢ ryzykowna, $wiadczy tzw. paradoks Berry’ego podany
przez Bertranda Russella (G.G. Berry, ktéremu Russell
przypisal autorstwo tego paradoksu, byt bibliotekarzem
w oksfordzkiej Bodleian Library):

nagmniejsza liczba naturalna n, ktorej nie da sie opisac
w jezyku polskim przez mniej niz 1000 symboli

wladnie zostala tak opisanal!

Aby uniknaé paradoksu, spéjrzmy na mozliwe
przedstawienie liczb naturalnych globalnie, jak na funkcje
a: N — A% gdzie A" jest zbiorem wszystkich stéw, jakie
mozna utworzy¢ z liter pewnego skoniczonego alfabetu A.
Dla jednoznacznosci potrzeba, by funkcja « byta
réznowartosciowa. Interesowaé nas bedzie dlugosé |a(n)]
stowa a(n). Mamy, na przyktad, standardowe
przedstawienia liczb w k-arnym systemie pozycyjnym
(np. binarnym lub dziesietnym), o : N — {0,1,...,k —

1},

*Instytut Informatyki, Uniwersytet Warszawski

10

gdzie |a(n)| = |log, n| + 1. Mogtloby si¢ wydawaé, ze
w kazdej liczbie dopatrzymy sie jakiejs ,regularnosci”
(czyz nie uruchamiamy inwencji, by zapamietaé

kod PIN?), ktéra pozwoli zapisaé ja istotnie krocej.
Jednak prosty rachunek wykaze pewna bariere.

Lemat o nieskracalnosci. Dla dowolnej
réznowartosciowej funkcji o : N — A* istnieje
nieskoriczenie wiele n € N, dla ktérych |a(n)| > |log, n],
gdzie r jest liczbg elementow zbioru A.

Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze stow krotszych niz k jest

k:_
1+7’+7’2—|—...—|—rk_1=r !

k
<r..
r—1

Przyjmujac k = |log, m|, widzimy, ze dla kazdego m
musi istnie¢ pewna liczba hard(m) < m, dla ktérej
|a(hard(m))| = |log, m].

Wybierzmy najpierw m, dla ktérego |log,. m] > |a(0)].
Wtedy

|a(hard(m))| > |log, m| > |log, hard(m) ]
(ostatnia nier6wnosé z nieostrej monotonicznosci funkcji
|log,. x|). Potézmy mo = hard(m).

Przypu$émy teraz, ze wybraliSmy juz ¢ réznych
liczb mo, m1,...,me—_1, z ktorych kazda spelnia
|a(ms)| > |log, m;|. Wybierzmy m tak, by

(%) llog, m] > max (Ja(mo)l,. .., |al(me1)]).
Ponownie, dla pewnego hard(m) < m mamy
|a(hard(m))| > |log, m] > |log, hard(m)].

Z nieréwnosci () mamy hard(m) & {mog, m1,..
Ktadziemy wigc my = hard(m).

-,me—1}~

Utworzony w ten sposob ciag mo, m1, ... potwierdza teze

Lematu. O

Pozwolimy sobie teraz na dygresje i pokazemy, ze Lemat
o nieskracalnosci dostarcza jednego z wielu mozliwych
argumentéw na

Twierdzenie (Euklides). Istnieje nieskonczenie wiele
liczb pierwszych.

Dowad. Przypuéémy, ze przeciwnie — pierwsze sa jedynie
liczby po, p1,...,pr—1- A zatem kazda liczbe naturalna
mozna przedstawi¢ w postaci

an,0 an,1 An k—1

n=p,"" p" D
dla pewnych an,0,an,1,...,ank—1 € N. To pozwala nam
okreslié¢ przedstawienie o : N — {0, 1,2}"

a(n) = bin(an) 2 bin(an,1)2 ... 2bin(an,k—1),
gdzie bin(z) oznacza binarne przedstawienie liczby x. Mamy
|bin(x)| < |logy ] + 1, a z drugiej strony an,; < log, n, bo
pi = 2. A zatem przedstawienie a spelnia

la(n)] < k- ([logg logyn| +2).
Z Lematu wynika, ze dla nieskoniczenie wielu n

k- (|logylogsn| +2) > |logs n],
co jest, oczywiscie, nie do pogodzenia z asymptotycznym
zachowaniem wystepujacych tu funkcji. A wiec hipoteza
skonczonosci zbioru liczb pierwszych byta bledna. O



Powr6¢émy do postawionego na wstepie pytania

o najkrétszy opis liczby n. WidzieliSmy juz, ze kazde
przedstawienie ma przyktady trudno skracalne,

a z drugiej strony drastyczny skrét jest czasem mozliwy.
Zauwazmy jednak, ze rozwazanie dowolnej funkcji
réznowartosciowej o : N — A™ jest nieco za ogdlne,
oczekujemy przeciez, by z przedstawienia a(n)

dato sie odtworzyé n. Scislej méwiac, interesuja nas
przedstawienia o dane razem z algorytmem, ktéry na
podstawie a(n) oblicza n w jakim$ zrozumialym dla nas
przedstawieniu (np. dziesigtnym). W pewnym sensie
a(n) stanowi wiec program, jaki moze postuzyé do
obliczenia n.

Idac tym tropem, ustalmy sobie jakis jezyk
programowania (np. Pascal lub C). Zachecamy
Czytelnika, by dla rozgrzewki napisal w swoim ulubionym
jezyku program generujacy wspomniang wyzej liczbe

|7 - 10" |. (Nie radzimy go jednak uruchamiaé. ..)

Ogodlnie, dla dowolnej liczby n, niech P, bedzie
programem o najmniejszej dtugosci, ktory bez zadnych
dodatkowych danych generuje liczbe n; jesli takich
programéw jest wiecej, wybieramy pierwszy w porzadku
leksykograficznym. Funkcja « : n — P, zalezy wprawdzie
od wyboru jezyka programowania, jednak z ogdlnej

teorii obliczalnosci wynika, ze dtugosci programéw
wskazywanych przez funkcje dla sensownych jezykéw
r6znig si¢ co najwyzej o staly (zalezng od tych jezykdw,
ale nie od n).

Powyzsze przedstawienie liczb naturalnych wprowadzit
Andriej N. Kolmogorow w badaniach nad losowoscia,
(Kolmogorow uzyt jako jezyka programowania
abstrakcyjnego formalizmu maszyn Turinga).
Z Lematu o nieskracalnoéci wynika bowiem, ze
dla nieskonczenie wielu n jest

|Pn| = log, n],
gdzie r jest rozmiarem alfabetu, jakiego uzywamy
w naszym jezyku programowania. Mozna z grubsza
powiedzied, ze dla takich liczb optymalnym (lub prawie
optymalnym) rozwiazaniem jest banalny program
w rodzaju write(n). Liczby te sa ,nieskracalne” z powodu
braku jakiejkolwiek regularnosci, a wiec losowe. Funkcja
n +— | Py|, zaproponowana przez Kolmogorowa jako miara
losowo$ci, jest dzi§ powszechnie nazywana zloZonoscig
Kolmogorowa.

Subtelniejsza analiza dowodu Lematu pokazuje, ze liczby
trudno skracalne dominujg pod wzgledem gestosci.
Paradoks polega na tym, ze trudno jest wygenerowaé
konkretne przyktady wtasnie ze wzgledu na losowy
charakter tych liczb.

Ztozonos$¢ Kolmogorowa rozwigzuje w pewnym sensie
problem najkrétszego opisu, ma jednak pewna wade,
ktéra ogranicza jej praktyczne zastosowanie. W pewnym
sensie ,dopada” nas tu paradoks Berry’ego.

Twierdzenie (Kolmogorow). Funkcja n — P, jest
nieobliczalna, tzn. nie da sie jej obliczyé zadnym
algorytmem.

Szkic dowodu. Zaktadajac, ze mamy taki algorytm, mozemy
dalej skonstruowaé algorytm, ktéry dla danego n znajduje
najmniejsze M, takie ze |Pa| > n; nazwijmy je My,.
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Niech P bedzie programem (z jedng zmienna wolna),
ktory realizuje ten algorytm. Jedli teraz ustalimy liczbe n
i podstawimy ja w programie P za zmienng wolna,
otrzymamy program (powiedzmy) @, generujacy
liczbe M,,. Oszacujmy jego dtugos$é. Zaktadajac, ze n jest
dane w postaci binarnej, otrzymujemy

Qn| < ([logyn| +1) +|P| + A,
gdzie stata A jest odpowiedzialna za podstawienie
wartosci liczbowej za zmienng. (W tym miejscu
odwotujemy sie do skladni jezyka programowania.) Dla
dostatecznie duzych n prawa strona tej nieréwnosci jest
ostro mniejsza od n, co daje nam nieréwnosé |Qn| < n.
Ale zatozyliSmy przeciez, ze liczby M, nie da si¢
wygenerowaé programem krotszym od n. Otrzymana
sprzeczno$¢ dowodzi nieobliczalnosci funkcji n — P,. O

Uwaga. Czytelnik rozpoznal zapewne w powyzszym
rozumowaniu schemat paradoksu Berry’ego: M,, jest
najmniejsza liczbg, ktorej nie da sie wygenerowad
programem krétszym od n. Ta liczba rzeczywiscie
istnieje, nie da sie jej jednak obliczy¢ z n.

Podobne rozumowanie prowadzi do alternatywnego dowodu
Twierdzenia Godla o niezupetnosci, ktéremu poswiecony
jest artykul Wiktora Bartola Eubulides, Richard, Godel
(w tym samym numerze). Spostrzegt to Gregory Chaitin,
ktory w tym samym czasie mial podobne idee

co Kolmogorow (z tym ze Kolmogorow byt wtedy — w latach
szedc¢dziesigtych XX wieku — u szczytu swojej dtugiej kariery,
a Chaitin byt jeszcze uczniem college’u). Zatozenia o sile
wyrazu teorii sg tu troche inne, ale réwnie tatwe do uzyskania
z prostych arytmetycznych aksjomatéw.

Zaktadamy mianowicie, ze istnieje formuta Kol(m,n)
reprezentujaca relacje |Pm| < n, tzn. w teorii 7' dowodzi
sie Kol(m,n), wtedy i tylko wtedy, gdy |Pm| < n.

Twierdzenie (Godel-Chaitin). Jesli teoria T' spelnia
powyzsze zaloZenie i jest niesprzeczna, to istnieje
zdanie @, takie Ze ani @, ani —p nie sq¢ twierdzeniami T'.

Szkic dowodu. Przypu$émy, ze nie ma takiego zdania, wiec
w szczegolnosci, dla kazdej pary liczb m,n, w teorii T'
dowodzi sie doktadnie jednej z formul Kol(m,n)

i mKol(m,n). Skoro istnienie w T dowodu Kol(m,n) jest
réwnowazne |Pn,| < n, to, wobec zalozonej dychotomii,
istnienie w T" dowodu = Kol(m,n) jest rbwnowazne

|Pr| > n. Majac dane n, mozemy wiec, przeszukujac
wszystkie takie dowody, znalezé najmniejsze M, takie

ze |Pa| = n. Podobnie jak poprzednio, nazwijmy

je My, i niech program P realizuje algorytm x — M.
Jesli w programie P podstawimy za zmienng liczbe n

w postaci binarnej, to analogicznie jak poprzednio,
znajdziemy (przy dostatecznie duzym n) program @y
zaprzeczajacy definicji M,,. O

Inaczej niz w oryginalnym dowodzie Gdodla,

nie otrzymalismy tutaj explicite konstrukcji niezaleznej
formuty ¢. Jednak argument — wywodzacy sie

z paradoksu Berry’ego — jest chyba nieco prostszy

i bardziej intuicyjny, jako ze odwotuje sie do tempa
wzrostu funkcji w miejsce tajemniczego btednego

kota z paradoksu ktamcy. I tu, i tam widzimy, jak
paradoksy, przy odpowiedniej interpretacji, staja sie
konstruktywnymi argumentami.
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Szufladki w biurku lorda Wheathorna.

Maota de

Tajemnica dworu Edensville

W dniu naszego powrotu z Grenoble, gdzie przez dwa tygodnie pomagalismy
miejscowej policji uporac sie z problemem — z pozoru btahym, lecz o jakze przygnebiajacym
rozwigzaniu — znikajacych przydroznych lamp gazowych, w mieszkaniu przy

Baker Street 221B oczekiwal niezaniedbywalnej wielkosci stos korespondencji.

Usiadtem w fotelu i zaczatem przegladaé przesyltki, koperta za koperta, probujac zgadnaé,
ktérym warto przyjrzec sie najpierw. Uwage Holmesa natychmiast przykuty dwie
jednakowe koperty. Przez chwile trzymat je w dloniach, poréwnujac, potem rozerwat,
przeczytat szybko i podal mi.

— Co o tym sadzisz, drogi Watsonie?

— Listy napisane na tym samym papierze, ta sama pieczec. .. Nawet charakter pisma
bardzo podobny. Panowie Evan i Adam Wheathornowie musza by¢ bliskimi krewnymi. ..
Tak, oczywiscie, to bracia, obaj pisza o smierci ojca... Widze, ze chca, zebys pomégt im
odnalezé rodowe klejnoty, do ktérych ,nie ma dostepu z powodu nagtej Smierci ojca”,
jak pisze Adam. Holmes, — oderwalem wzrok od kartek — to wyglada na jeszcze jednag
sprawe spadku wymyslonego przez synéw, zawiedzionych stanem majatku po $mierci
gtowy rodziny. To chyba elementarne?

— Jabym tak nie powiedziatl. W licie Evana jest napisane, ze zapobiegliwy lord Wheathorn
pozostawil klejnoty ,w miejscu niewatpliwie uniemozliwiajacym kradziez, ale takze
korzystanie z dziedzictwa”. Spadek niewatpliwie istnieje. To, co mnie zastanawia, to
dwa osobne listy i fakt, ze kazdy z braci pisze wyraznie, ze dziedzictwo nalezy sie wlasdnie
jemu... Wysdlij telegram. Jedziemy porannym pociggiem.

Na dworze Edensville powitato nas dwéch bardzo podobnych mtodziencéw, autorow
listéw. Towarzyszyt im starszy mezczyzna, spokojny i dystyngowany — pan Eliott, prawnik
rodziny Wheathornéw. Przyjechal poprzedniego dnia przedyskutowac kwestie zarzadzania
majatkiem i zdecydowal si¢ zostaé¢ dtuzej, gdy nadeszla wiadomos$é o naszym przyjezdzie.
To z jego opowiesci dowiedzieliSmy sig, z jakim problemem przyjdzie nam si¢ zmierzy¢.

Ot6z najcenniejsza rzecza pozostawiona przez zmartego lorda Wheathorna byt klejnot,
ktorego opis pozwole sobie pominaé jako malo znaczacy dla naszej historii, przekazywany
z pokolenia na pokolenie najstarszemu synowi. Lord uwielbial wszelkiego rodzaju zagadki
i dlatego zabezpieczyl skarb przed kradzieza, uzywajac dosé niekonwencjonalnej metody.
Gdyby nie zmart tak nagle, przekazatby go synowi osobiscie. Niestety, po upadku na
polowaniu nie odzyskal przytomnogéci... A sam fakt, ze do klejnotu nie ma dostepu,
wcale nie byl najgorszym problemem! Bracia Wheathornowie sa blizniakami. Tylko
rodzice wiedzieli, ktéry urodzit si¢ pierwszy. Przekazali t¢ informacje synom, ale od nich
nie dalo si¢ uzyskaé¢ sensownej odpowiedzi! Teraz, gdy zadnego z rodzicéw nie mozna juz
byto o to zapytaé, nikt nie wiedzial, ktéry z mtodych Wheathornéw powinien otrzymacé
rodowy skarb.

W tym momencie opowiesci doszlismy do pokoju, ktory stuzyl zmartemu za pracownie.
Wéréd licznych szufladek poteznego biurka wyrdzniaty sie trzy nieduze, zdobione,

z dziurkami na malenki kluczyk. Adam wyjal z kieszeni kluczyk, a pan Eliott wyjasnil,
dlaczego do tej pory nie prébowali zbadaé zawartosci szuflad.

— Lord Wheathorn wiele razy powtarzal, ze w dwéch szufladkach zamontowal zatrute
ostrza, ktére natychmiast po otwarciu zrania Smiertelnie tego, kto sprébuje zajrzeé¢ do
srodka. W trzeciej jest klejnot. Napisy na szufladkach maja poméc wybraé wtasciwa. . .

— Ale, niestety, wydaja sie¢ catkiem bez sensu! — wtracit Evan.

— Pamietam jeszcze, ze lord Wheathorn méwil, iz co najmniej jeden z tych napiséw
jest prawdziwy i co najmniej jeden jest falszywy. — dodatl pan Eliott.

Spojrzatem uwaznie na wyryte w drewnie stowa (zamieszczam obok szkic) i pomyslatem,
ze faktycznie stary lord Wheathorn chyba juz wczesniej musial upa$é na glowe. Holmes
przez chwile patrzyl pustym wzrokiem w $ciang, a potem pewnym ruchem wyciagnat
dtonr do jednej z szufladek, przekrecit klucz i wyjal niewielkie zawiniatko. Rodowy skarb
byl owiniety w karteczke z napisem, ze ma on zostaé¢ przekazany, zgodnie z tradycja,
pierworodnemu synowi. Obaj bracia wyciagneli reke, jakby chcieli wyja¢ Holmesowi
klejnot z dloni, ale ten podal go natychmiast prawnikowi, méwiac:
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Kazdy Czytelnik z pewno$cia wie,

w jakich ksigzkach mozna przeczytac
wiecej o przygodach Sherlocka Holmesa.
Ale pewnie nie kazdy zetknal sie

z ksigzkami Raymonda Smullyana, ktéry
o logice matematycznej — poczawszy

od zagadek az po twierdzenie Godla —
pisze réwnie pigknie i zajmujaco, jak

Sir Arthur Conan Doyle o stynnym
detektywie. Zagadki pojawiajgce si¢ w tej
opowieéci autor zaczerpnal z ksigzki
pod zastanawiajacym tytutem , Jaki
jest tytul tej ksigzki?”, ale polecié
uwadze Czytelnika chcieliby$Smy takze
dwie pozycje o zblizonej tematyce:
,Dama czy tygrys” i ,,Szatan, Cantor

i nieskonczonosé¢”. Co ciekawe, Smullyan
napisal tez ksigzke, w ktérej wystepuje
Sherlock Holmes (niewydana po polsku),
ale sg tam tylko zagadki szachowe
(niestety — przynajmniej zdaniem
niektérych matematykéw).

Maria DONTEN-BURY

— Nie tak szybko! Klejnot pozostanie pod opieka pana Eliotta tak dtugo, az nie ustalimy,
ktéremu z was ma zostaé¢ przekazany.

WyszliSmy z gabinetu.

— Alez, Holmes! Przeciez oni nigdy nie ujawnia, ktéry urodzil sie pierwszy. Jak chcesz
sie tego dowiedzie¢? — zapytalem, gdy tylko znalezliSmy sie za drzwiami.

— Nie spiesz si¢ tak, drogi Watsonie. Myéle, ze w tym domu sa jeszcze rzeczy, ktérych
mozemy sie dowiedzieé.

— Ale skad wiedziates, w ktérej szufladzie jest klejnot?
— Nie teraz. Chodzmy porozmawiaé z pozostatymi domownikami.

Istotnie, od starej pokojéwki dostaliémy niezwykle ciekawa informacje (jak okazalo sig
p6zniej, kluczowa dla rozwiazania zagadki):

— Pan Evan i pan Adam nie zawsze méwia prawde. Gdy mieli po kilka lat, uméwili sie,
ze najpierw przez trzy dni z rzedu Evan ktamie, a Adam méwi prawde, potem przez
kolejne trzy dni jest odwrotnie: to Adam ktamie, a Evan méwi prawde, a w koricu
przez jeden dzien obaj klamia. I tak w kétko. Tylko wszyscy w domu zapomnieli, kiedy
to sie doktadnie zaczeto. Rodzice pamietali, ale teraz to juz nic nie wiadomo. ..

Osobiécie bytem przekonany, ze ta wiadomosé nic nam nie da, ale z wyrazu twarzy
mojego przyjaciela mogtem sadzi¢, ze ma juz pewien pomyst. Przez caly wieczoér
jednak nie udalo mi si¢ wyciagnaé z niego ani stowa na ten temat. A rano przy
$niadaniu oznajmit, ze wracamy do Londynu. Pan Eliott wygladal na niemal
oburzonego, ze zostawiamy go z nierozwigzanym problemem wyznaczenia dziedzica.
Bracia spogladali na Holmesa nieufnie. On jednak poprosil Eliotta o klejnot

i zapytal Evana:

— Czy to ty urodzite$ si¢ pierwszy?
— Tak — odpowiedzial zapytany.

Holmes zwrécil sie¢ do Adama i zadat mu to samo pytanie. Niestety, nie ustyszatem
odpowiedzi; zagtuszyt ja dzwiek talerza upuszczonego przez lokaja na widok klejnotu
w dloni Holmesa. Ale mdj przyjaciel widocznie usltyszal i zrozumial juz wszystko, bo
podal klejnot Adamowi, sktonit sie lekko i wyszedl. Poszedtem za nim.

— Holmes, co on odpowiedzial? I skad wiedziales, ze te pytania wystarcza do
stwierdzenia, ktéremu nalezy sie klejnot?

— Nie wiedziatem, ale postanowitem zaryzykowaé. Gdyby druga odpowiedz byta
inna, trzeba by byto poczekaé troche dtuzej na rozstrzygniecie tego dylematu. A jaka
byla druga odpowiedz, to powinienes wiedzie¢. Méwitem ci juz: jeste$ dobrym
obserwatorem, ale nie wyciagasz wnioskdw.
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Ciemnos$¢é nocnego nieba jest paradoksalna,
gdy zalozymy, ze Wszechswiat jest wieczny
i nieskonczony — patrzac w dowolnym
kierunku, powinniémy wtedy zawsze
zobaczy¢ jakqs gwiazde.

Sprzecznoé¢ w paradoksie bliZzniagt
wynika z blednego zrozumienia
zatozen szczegdlnej teorii wzglednosci,
tj. niewyrézniania ukladéw odniesienia
(blizniak-podréznik tamie t¢ zasade).

Ciag gléwny to pierwsza faza ewolucji
gwiazdy, podczas ktérej w jadrze
wpalony” jest wodoér.
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Wiadomosé wystana w 1974 r. z teleskopu
Arecibo w kierunku gromady Herkulesa
(M13). Frank Drake zawarl w niej

m.in. schemat struktury DNA, uktadu
planetarnego oraz wizerunek czlowieka.

O paradoksach w astronomii
Michat BEJGER

Paradoksem w naukach przyrodniczych nazywa sie najczesciej zaskakujacy
wynik hipotezy, ktéra okazuje sie nieprawdziwa z powodu zbyt odwaznie,

a czesto nieswiadomie czynionych zalozen. Historia astrofizyki dostarcza wielu
znanych przykladéw, wsréd nich np. paradoks Olbersa (dlaczego nocne niebo
jest ciemne?) czy paradoks blizniat (czemu jeden z braci po powrocie z podrézy
relatywistyczna rakieta jest mtodszy od tego, ktéry zostal na Ziemi, skoro
poruszali si¢ wzgledem siebie z ta sama predkoscia?). Ponizej zamiesciliSmy
kilka innych astronomicznych sprzecznosci, podajac rowniez wytlumaczenie,
gdy jest to mozliwe.

Gwiazdy podwdjne typu Algola

Wigkszo$¢ gwiazd, ktére widzimy na nocnym niebie, znajduje sie w uktadach
podwdéjnych. Rozdzielone za¢mieniowe uktady podwdjne, w ktérych

krzywa zmian blasku sklada si¢ gléwnie z nieza¢mionego $wiatta obu

gwiazd, przerywanego czasami ostrym za¢mieniem, nazywa sie uktadami
za¢mieniowymi typu Algola (pierwowzorem tej klasy jest Algol, § Persei, znany
jako gwiazda zmienna od XVII w.). Zachowanie si¢ uktadéw podwdjnych
umozliwia badanie ewolucji gwiazd i tempa zachodzacych w nich zmian.
Zmiany te zaleza np. od poczatkowej masy gwiazdy (im wigksza masa na

ciagu gléwnym, tym szybsza ewolucja). Jako ze gwiazdy ukladu powstaly w tym
samym czasie, mniej masywna gwiazda ewoluowalta wolniej niz jej bardziej
masywny towarzysz. Bardzo czesto zdarza si¢ natomiast, ze jest odwrotnie —
masywna gwiazda znajduje sie wciaz na ciagu gtownym, podczas gdy mniej
masywna jest juz na galezi olbrzymow, rozpoczynajac palenie helu w jadrze.
Obserwowana sprzecznosé¢ z ,regulami sztuki” jest spowodowana transferem
masy z obecnie mniej masywnej do bardziej masywnej gwiazdy. Gwiazdowy
lifting sprawia, ze oszacowanie tempa ewolucji (a zatem wieku) sktadnikéw
ukladu ,zamienia si¢” miejscami.

Paradoks Fermiego

,Gdzie Oni sa?”, pytanie zadane w polowie poprzedniego stulecia przez stynnego
fizyka Enrico Fermiego jest zwiezltym podsumowaniem dotychczasowego

braku sukcesu préb nawiazania kontaktu z pozaziemskimi cywilizacjami

(a przynajmniej stwierdzenia, czy w ogéle istnieja). Weiaz aktualne pytanie,
zwane réwniez problemem Silentium Universi, mozna zilustrowaé takze za
pomoca réownania Drake’a, ktére w najprostszej formie liczbe okolicznych
cywilizacji szacuje nastepujaco:

N = prnefiTa

gdzie R to liczba nowych gwiazd powstajacych w Galaktyce w ciaggu roku,

fp — procent gwiazd, wokét ktérych powstaja planety, n. — érednia liczba planet
w danym ukladzie, na ktérych moze powstaé zycie, f; — prawdopodobienstwo
powstania na umozliwiajacej zycie planecie inteligentnej i technologicznie
zaawansowanej cywilizacji, zdolnej do nawiazania kontaktu, T' — czas, w ktérym
taka cywilizacja wysyla sygnaly w Kosmos. Dla R = 10, f, =1/2, n. =2,

fi =107% oraz T = 10* lat Drake otrzymal do$é¢ optymistyczne N = 10.
Oczywidcie, diabel tkwi w szczegdlach i nie znajac niektérych parametréw

(ne, fi), nie jesteSmy w stanie udzieli¢ miarodajnej odpowiedzi. Zakladajac
jednak, ze w naszej Galaktyce istnieja obce cywilizacje o tempie rozwoju
podobnym do naszego (tzn. takie, ktére sa badz wkrétce beda zdolne
podrézowaé miedzy gwiazdami z predkoscia duzo mniejsza od predkosei Swiatla),
wydaje si¢ dziwne, ze cala Galaktyka nie zostala jeszcze skolonizowana —
szacowany czas kolonizacji nawet przy ,,powolnych” metodach transportu wynosi
okoto 50 mln lat, czyli mgnienie oka w gwiazdowej skali czasu. Czy zatem czas
zycia cywilizacji jest na tyle krotki, ze zwykle nie jest ona w stanie wydostaé

si¢ z macierzystej planety? A moze Obcy sa tak odmienni od nas, ze w ogdle
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Postugujac si¢ stowami bohatera ksigzki
pt. Kontakt Carla Sagana (nb. réwniez
twércy wiadomosci z Arecibo), byloby to
okropne marnotrawstwo miejsca.

Akeno Giant Air Shower Array w Japonii,
Pierre Auger Observatory w Argentynie.

Promieniowanie reliktowe tta powstalo
w momencie oddzielenia si¢ swiatta od
materii we wczesnym Wszech$wiecie;
obecnie jest bardzo niskoenergetyczne
— jego temperatura wynosi okoto 2,7 K.

nie mamy szans nawigzaé¢ z nimi kontaktu? Przecietna galaktyka, podobna do
naszej, zawiera okoto 10! gwiazd; szacuje sie, ze galaktyk we Wszechéwiecie jest
réwniez okolo 10!, co daje 10%? gwiazd — wydaje sie co najmniej podejrzane, iz
inteligentne zycie, zdolne do stworzenia cywilizacji technicznej, powstato jedynie
na Ziemi. Wydaje sie jednak, ze wspélczesne misje satelitarne (np. teleskop
Kepler), odkrywajace coraz bardziej podobne do Ziemi planety, umozliwia

w koncu odpowiedz na postawione przez Fermiego pytanie.

Relatywistyczne dzety

Kazda z aktywnych galaktyk (kwazaréw, z ang. quasi-stellar objects) zawiera
w swym jadrze supermasywna czarna dziure, ktora akreujac okoliczna materie,
jest bardzo wydajnym zrédlem energetycznego promieniowania. Czarne
dziury sa (tak sie przynajmniej obecnie uwaza) odpowiedzialne réwniez
za ,produkowanie” relatywistycznych strug plazmy, wyrzucanych ponad
powierzchnie dysku galaktyki na odleglosci kilo-, a nawet megaparsekdw.
Pomiary predkosci tych strug (dzetéw, z ang. jets) przynosza czasami
zaskakujace rezultaty — predko$é¢ propagacji wicksza od predkosci swiatla
w prozni! Fenomen ten wyjasnia sie na podstawie geometrii zjawiska
w nastepujacy sposéb: rzut predkosci dzetu na sfere niebieska (skladowa
predkosci prostopadla do kierunku obserwacji) mozna zapisaé jako
_ Bcsind

T 1 Bsing’
gdzie 8 = v/c jest prawdziwa predkoscia dzetu w jednostkach predkosci $wiatla c,
a 0 jest katem pomiedzy osia dzetu i kierunkiem do obserwatora. Maksymalna
predko$é v, max ~ ¢y (gdzie «y jest czynnikiem Lorentza, v = 1/4/1 — 52) moze
by¢ duzo wieksza od ¢! Paradoksalny pomiar nad$wietlnych predkosci dzetow jest
w rzeczywistoéci potwierdzeniem ich relatywistycznych predkoéci, v ~ c¢. Pozornie
sprzeczny ze zdrowym rozsadkiem efekt zostal przewidziany teoretycznie przez
Martina Reesa w latach 60. XX wieku. Nadswietlne predkosci wyplywu strug
wykryto od tego czasu w przypadku wielu aktywnych jader galaktyk, a takze
obiektéw blizszych Ziemi, jak w przypadku mikrokwazara GRS 19154105 (uktadu
podwéjnego z czarna dziura o masie ok. 15 My).

Energetyczne promieniowanie kosmiczne

Na co dzien nie zdajemy sobie z tego sprawy, ale nasza planeta jest nieustannie
bombardowana wysokoenergetycznymi czastkami, zwanymi promieniowaniem
kosmicznym. Czastki te (gléwnie protony) oddzialuja z atomami atmosfery,
produkujac efektowne peki krétkozyjacych miondéw, obserwowanych nastepnie
przez detektory typu AGASA czy Auger. Pochodzenie promieniowania
kosmicznego jest wciaz owiane tajemnica; przy zatozeniu, ze pochodzi
ono z odlegtych zrédet, mozna jednak otrzymaé gérne ograniczenie na ich
energie — nie moze by¢ ona wigksza od energii granicznej, przy ktorej czastki
zaczynaja oddzialywaé z fotonami promieniowania reliktowego tta, voums,
produkujac piony

YCMB +p — P+ T

Teoretyczna granica energii (granica GZK, Greisena—Zatsepina—Kuzmina) wynosi
510" eV; w ciggu ostatnich kilkudziesieciu lat, za pomoca réznych urzadzen
obserwowano natomiast zjawiska wielokrotnie bardziej energetyczne (3 - 1020 eV;
taka energie kinetyczna ma pitka tenisowa lecaca z predkoscia 150 km/h!).
Proponuje sie kilka wyttumaczen ,dziwnych” obserwacji; od prozaicznego bledu
pomiarowego (wadliwej interpretacji danych detektora) poprzez zalozenie, ze
czastki sa przyspieszane przez lokalne Zrédlo energii, az do rozwazenia bardziej
masywnych od protonéw czastek, np. ciezszych jader atomowych.

Przedstawione powyzej paradoksy pelnia bardzo szczegélna role w rozwoju
astrofizyki. Krytyczne studiowanie zatozen prowadzacych do — czesto pozornie
— sprzecznych ze zdrowym rozsadkiem wynikdéw przyczynia sie bowiem do
ulepszenia istniejacych teorii i pelniejszego zrozumienia praw fizyki rzadzacych
obserwowanym przez astronomoéw Wszech$wiatem.
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Rys. 1. Schemat rozwazanego uktadu
przewodzacych walcéw.

Rys. 2. Przekrdj poprzeczny przez
rozwazany uktad przewodzacych walcéw.

Dla uproszczenia tego rachunku
zakladamy przyblizenie nieskonczenie
dtugich walcéw.

Oczywiscie, zalozenie, ze w przewodniku
poruszaja sie¢ tadunki ujemne doprowadzi
do tego samego wyniku, w rachunkach
trzeba jednak bedzie bardziej uwaznie
przygladac si¢ znakom + i —.

Wynik nierelatywistyczny otrzymamy,
kladac v = 1 w definicji pedu;
wéwcezas, oczywiscie, wyrazenie dane
réwnaniem (4) jest réwne zeru.

Ukryty ped Krzysztof TURZYNSKI

Przy omawianiu elektrycznosci i magnetyzmu w uniwersyteckim kursie fizyki
definiuje sie wielkos¢ zwang wektorem Poyntinga:

(1) S =E x B,

ktorg interpretuje sie np. jako gestosé¢ pedu pola elektromagnetycznego mnozona
przez czynnik ¢?, gdzie ¢ jest predkoscia $wiatla w prézni. Oznacza to, ze ped
niesiony przez pole w ustalonym fragmencie przestrzeni mozna obliczyé, catkujac
C%S po tym wlasnie fragmencie. Jak si¢ zaraz przekonamy, prowadzi to do
zastanawiajacych wynikéw.

Rozwazmy dwa dlugie, przewodzace, koncentryczne walce o promieniach a i b,
przy czym a < b; walec wewnetrzny natladowany jest liniowsa gestoscia tadunku A,
a zewnetrzny liniows, gestoscig —\, przez oba walce plynie prad elektryczny

o natezeniu . Uktad taki przedstawiony jest schematycznie na rysunku 1. Zgodnie
z prawem Gaussa, pomiedzy walcami wystepuje pole elektryczne o natezeniu

FE = ﬁ skierowane na zewnatrz osi walcoéw oraz, zgodnie z prawem Ampere’a,
pole magnetyczne o indukcji B = ?IT, prostopadle zaréwno do pola elektrycznego,
jak i do osi walcow (rys. 2); wewnatrz mniejszego walca oraz na zewnatrz
wigkszego pola sg réwne zeru. Wykorzystujac wzor (1), nietrudno znalezé ped pola
elektromagnetycznego w omawianym uktadzie — jest on réwny

ALY 1 b

em )

= n
2mepc?  a

gdzie ¢ jest dlugoscia walcow, i skierowany wzdtuz osi walcéw. Kierunek i zwrot

tego pedu pokrywa sie z kierunkiem przeptywu pradu w wewnetrznym walcu.

Tu pojawia si¢ pewien problem. Jedli uktad walcéw spoczywa, to jego ped
jest rowny zeru. Jak widzimy, ped pola elektromagnetycznego jest rézny od
zera, a zatem w ukladzie powinno by¢ ,co$”, czego ped ma taks samg dtugosé
i kierunek, a przeciwny zwrot. Czyli co?

Rozszyfrowanie tej zagadki wymaga zastanowienia sig, jaka jest mikroskopowa natura
zrodel pola elektrycznego i magnetycznego — czyli pradu elektrycznego i gestosci
tadunku na walcach. WyobraZzmy sobie (perwersyjnie), ze prad polega na przeptywie
elementarnych tadunkéw dodatnich ¢, ktérych liczba w wewnetrznej i zewnetrznej
czesci kabla to odpowiednio N4+ oraz N4, a niezerowa gestos¢ tadunku zapewniana
jest przez obecnos¢ odpowiedniej liczby nieruchomych tadunkéw ujemnych —Q@Q.
Yadunki g poruszaja sie z predkosciami odpowiednio v, i v., zatem:

Ny+quw  N.yqu.
(2) 1= 7 = V.
Przy przejsciu z wewnetrznej czesci przewodu na zewnetrzng energia tadunku ¢
zmienia si¢ z £, na &, ktére sa zwiazane zaleznoscia:
(3) & =Ew+ Vg,
gdzie V jest réznica potencjatoéw elektrostatycznych zewnetrznego i wewnetrznego
walca. Zgodnie ze szczegblna teoriag wzglednosci energia ciata o masie spoczynkowej m
i predkosci v w inercjalnym ukladzie odniesienia wynosi £ = myc?, gdzie
v =1/4/1—12v2/c?, a ped tego ciata to p = myv. Uzbrojeni w te wiedz¢ mozemy
obliczyé wypadkowy ped tadunkéw krazacych w obwodzie (znak + oznacza ruch
zgodny z kierunkiem pradu):

1/ v
(4) Pg = —Noymzvz + Nyt Mmywvew = _;m(’yz - ’Yw) = T2
przy czym w obliczeniach skorzystaliémy najpierw z (2), a nastepnie z (3).

Poniewaz w opisanym ukfadzie V' = 5 7:\50 In (2), otrzymujemy:

_ _HolA 0N
pq— 271’ 1n<a - Pem -

Suma pedu pola elektromagnetycznego oraz tzw. pedu ukrytego, czyli sumy peddw
tadunkéw sktadajgcych sie na prad elektryczny, jest zatem réwna zeru!

Na pierwszy rzut oka moze wydac si¢ nieco dziwne, ze do wyjasnienia, dlaczego
niezbyt skomplikowany uktad przewodnikéw z pradem moze spoczywaé, musieliSmy
odwotac sie do szczegdlnej teorii wzglednodci. Zaskoczenie nie powinno jednak trwadé
dlugo — przeciez teoria ta zostata sformulowana przez Einsteina wlasnie w celu
podania praw ruchu zgodnych z prawami elektrycznosci i magnetyzmu.
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Normalna-nienormalna?

Numer poswiecony paradoksom nie bytby kompletny, gdyby nie pojawila sie¢
w nim paradoksalna gra. Przyjrzyjmy sie zatem pewnej grze, inspirowanej
paradoksami teoriomnogos$ciowymi, ktére rozkwitty w poczatkach XX wieku.

Bedziemy rozwazac gry dwuosobowe, w ktérych gracze wykonujg ruchy na przemian.
Sa gry, ktére za kazdym razem koncza sie po skonczonej liczbie ruchéw —

i te gry nazwiemy normalnymi. Taka gra sa, na przyklad, warcaby. Mozna sobie
jednak wyobrazié¢ takze i takie gry, w ktére w pewnych sytuacjach mozna grac

w nieskonczonosé, na przyklad, gdy kazdy gracz podaje w swoim ruchu liczbe
naturalng i przegrywa ten, ktory juz nie moze podac liczby wigkszej od ostatniej
liczby przeciwnika.

Oto reguly gry, ktora nazwiemy uniwersalng:

1. Gracz, ktéry rozpoczyna gre, wybiera gre normalna.

2. Drugi gracz wykonuje pierwszy ruch w wybranej grze normalne;j.

3. Dalej gracze wykonuja naprzemiennie swoje ruchy zgodnie z regutami
wybranej gry.

Czy gra uniwersalna jest normalna? Jesli tak, to grajac w nia, mozna ja wybraé
w pierwszym ruchu. Wtedy drugi gracz musi wykonaé¢ pierwszy ruch wybranej
gry (czyli gry uniwersalnej), a ten ruch polega na wybraniu gry normalnej;
wybiera wiec. .. gre uniwersalna. Wtedy na pierwszego gracza spada obowiazek
wykonania pierwszego ruchu tej gry, wiec — a jakze! — wybiera gre uniwersalna.
I tak w nieskonczonosé, co jawnie pokazuje, ze gra uniwersalna nie jest
normalna. Ale jesli nie jest normalna, to nie mozna jej wybra¢ w pierwszym
ruchu gry uniwersalnej; trzeba wybraé¢ gre ,naprawde” normalna, a ta skonczy
sie po skoniczenie wielu ruchach. Zatem gra uniwersalna jest normalnal

Normalnosé, jak widaé, niewiele rézni sie od nienormalnosci. . .

Rys. 1

Rys. 2

Przygotowal Piotr ZALEWSKI

F 817. W wiadrze pltywa cylindryczny sptawik (obciazony tak, by byl ustawiony
pionowo). Do raczki wiadra przymocowany jest ciezarek na niewazkiej, speliajacej
prawo Hooke’a sprezynie. Wiadro wisi na linie (patrz rys. 1). Sptawik i cigzarek maja
te samg mase m i drgaja z ta samg czestoscig kotowa w. Jak zmienig sie parametry
ich ruchu, jezeli wiadro zacznie spadac ze stalym przyspieszeniem mniejszym od
przyspieszenia ziemskiego g7 Opory ruchu nalezy zaniedbad.

Rozwigzanie na str. 1

F 818. Co sie stanie, jezeli przed rozpoczeciem spadania sptawik i ciezarek beda
nieruchome?
Rozwiazanie na str. 8

Redaguje Tomasz TKOCZ

M 1357. Na bokach BC, CA i AB trojkata ABC (rys. 2) dane sa odpowiednio punkty
D, E i F, takie ze

BD _BF _CE

DC T~ FA ~ EA
Udowodnié, ze

[DEF] < ~[ABC]

1
4
(gdzie [F] oznacza pole figury F). Kiedy zachodzi réwno$é?
Rozwigzanie na str. 9

M 1358. Dana jest rodzina F skonczonych podzbioréw zbioru liczb catkowitych
dodatnich, taka ze dowolne dwa rézne zbiory tej rodziny maja wspélny element.
Czy istnieje taki skonczony podzbior S zbioru liczb catkowitych dodatnich, ze dla
dowolnych A, B € F jest ANBNS # (7

Rozwigzanie na str. 7

M 1359. Kazdy punkt plaszczyzny pomalowano na bialo lub czarno. Rozstrzygnad,
czy istnieje niezdegenerowany do punktu odcinek jednokolorowy.
Rozwigzanie na str. 3
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne
Monstrualne fale

Przez lata wystepowaly one tylko w opowiesciach marynarzy, ktéorym nikt nie dawat
wiary. Najczesciej okreslane sa angielska nazwa rogue waves (ale nazw jest wiecej, rowniez
polskich). Nie tak dawno poswigcono im specjalny numer European Physical Journal [1]
i tam pokuszono sie o zdefiniowanie pojecia. Chodzi o pojawiajacy sie jakby znikad fale,
ktoéra ma amplitude co najmniej dwa razy wieksza niz fale w okolicy. Zjawisko to, rozumiane
jako efekt nieliniowy, wystepuje w wielu dziedzinach (optyka nieliniowa, kondensacja
Bosego-Einsteina, fizyka plazmy, ekonomia (?) itp.), ale pierwotnie odnosi si¢ do fal na
glebokiej wodzie (glebokosé duzo wigksza od dtugosci fali).

Jest wiele historycznych doniesien, ktére mogtyby by¢ za pomoca takiej fali wyjasnione,
ale z kategorii mitu do rzeczywistosci zostata ona przeniesiona dopiero dzieki

rejestracji za pomoca przyrzadéw morskiej (norweskiej) platformy Draupner 1 stycznia
1995 roku. Wezesniej wydawalo sie, ze tak duze (dwudziestometrowe) fale praktycznie
sie nie zdarzaja.

Natura tego zjawiska naturalnego nadal pozostaje tajemnica, ale jest coraz wiecej
argumentéw za uznaniem nieliniowosci zjawiska. Jedyna konkurencyjna teoria odwotuje si¢
do zwyklej interferencji, ale podejscie to nie ttumaczy czestosci wystepowania fenomenu,
ktory jest odkrywany coraz czesciej np. w danych pochodzacych z satelitarnej obserwacji
oceandéw. Na szczescie fale te, tak jak powstaja (pozornie) z niczego, tak po chwili znikaja
bez §ladu. Chyba ze akurat trafia na jakis statek — wtedy to on moze zniknaé bez sladu.
Najbardziej znana jest historia niemieckiego barkowca MS Miinchen, ktéry zatonat

w niewyjasnionych okolicznosciach w czasie sztormu w 1978 roku. W efekcie zakrojonej
na olbrzymig skale akcji ratunkowo-poszukiwawczej odnaleziono pojedyncze przedmioty
ze statku, w tym puste tratwy ratunkowe, oraz pusta szalupe, na ktérej znaleziono $lady
$wiadczace o tym, ze zostala ona zdarta z poktadu, cho¢ znajdowata sie dwadziescia
metréw ponad linia wodna.

Do modelowania monstrualnych fal uzywa sie najczesciej nieliniowego rownania
Schrodingera. Udato si¢ uzyskaé rozwigzania wygladajace jak domniemane fale.
Niektérym to jednak nie wystarcza i podjeli probe wzbudzania tego typu fal w warunkach
laboratoryjnych.

Kolejna z takich préb wlasnie zostata zakonczona sukcesem [2]. Udalo sie¢ wygenerowad fale
az pie¢ razy wyzsza niz zafalowanie doswiadczalnego akwenu i to w sposéb powtarzalny.
Do publikacji [2] dotaczony jest filmik pokazujacy, jak taka fala wywraca t6deczke piracka
(wzigta z zestawu klockéw LEGO). Jednoczesnie efekt jest doktadnie mierzony, a pomiary
zgadzaja sie bardzo dobrze z przewidywaniami.

Jedna z cech wyrdzniajacych rzeczywiste monstrualne fale jest ich aspekt chaotyczny.
Takiej fali, jak na razie, nie udato sie¢ wytworzy¢.

Jest jednak proste doswiadczenie, ktére pokazuje co§ podobnego. Do demonstracji
potrzebny jest styropianowy kubeczek do napojéw wypelniony woda, np. do

trzech czwartych, oraz nieidealnie gltadki sté6t. Nalezy przesuwaé kubeczek po stole.
Powinno by¢ stycha¢ umiarkowanie nieprzyjemny dzwigk, jakby brzeczenie, ktére jest
spowodowane skokowym przesuwaniem sie kubeczka po stole. Wibracja ta wzbudza

w sposéb przypadkowy fale powierzchniowe w kubeczku. Przy odpowiednio zdecydowanym
przesunieciu z kubeczka wyskakuja do géry krople, cho¢ powierzchnia wody jest tylko
zmarszczona. Mozna to zrobié¢ tak, ze wylatuje tylko jedna kropla.

Niestety, nie jest mi znany teoretyczny opis tego efektu, wiec trudno jest wyrokowacé, czy
jest to zjawisko nieliniowe, czy tylko interferencja. Wyglada jednak bardzo spektakularnie.
Amplituda wzbudzen przekracza amplitude zmarszczek o dwa rzedy wielkosci!

Wréémy do powaznych badan [1, 2]. Dyscyplina rozwija sie bardzo intensywnie.

Nie wiadomo jednak, jakie bedzie to miato przetozenie na transport morski. Trywialne
stwierdzenie, ze zdarzenia rzadkie, cho¢ zdarzaja sie rzadko, to jednak sie zdarzaja, réwnie
rzadko jest poczatkiem jakiegokolwiek dziatania. Najwyzej ubezpieczyciele podniosg
sktadke. Szansa na budowanie statkéw zdolnych wytrzymac uderzenie takiej monstrualnej
fali sa niewielkie. Podobnie jak niewielkie sa szanse na budowe budynkéw zdolnych
wytrzymaé najwieksze trzesienia ziemi (takie, jakich ludzkosé nie pamieta, ale jakie
wypietrzaja gory), cay zabezpieczenie rynkéw finansowych przed kolejnym kryzysem.
Dlatego poszukiwane sa sposoby wykrywania warunkéw, w ktérych wystepowanie takich,
jak widaé realnych, potworéw morskich jest mozliwe.

Piotr ZALEWSKI
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Pospieszcie sie! Spieszymy sie?

Tytulowe pytanie w réznych watkach pojawia sie przy nowinkach medycznych,
biotechnologicznych, ,wyciekajacych” z laboratoriéw naukowych. Zaczyna sie
od opisu cudownie wyleczonych myszy lub procesu, ktory moze odnies¢ sukces
technologiczny.

Mozna bada¢ jakas chorobe u jakiego$ gatunku, byle choé cze$ciowo podobny byt
do cztowieka, majac nadzieje na znalezienie wspdlnego tta genetycznego i wspélnej
terapii. Na przyktad, badamy wspdlne nam i myszom choroby. Wspdlnego
przodka z mysza mieliSmy okoto 60 mln lat temu i od tego czasu ewoluowaty
zaré6wno gryzonie, jak i linia ssakéw konczaca sie na Homo sapiens. Mamy wiele
podobienstw genetycznych, ale takze réznice, trudno zatem spodziewaé sie
identycznego przebiegu réznych choréb, na ktére i my, i one choruja, a wiec takze
mozliwosci znalezienia identycznej terapii. Na przykltad, r6znie chorujg myszy

i ludzie na mukowiscydoze. To genetyczna choroba, jednogenowa (jezeli w ogrodzie
genéw bywaja w ogdle jednogenowe choroby), w obu gatunkach zmutowany jest
ten sam (homologiczny) gen. Skutkiem tej zmiany w blonach komérek nabtonka
chorego powstaje zmienione jedno biatko (produkt genu). U cztowieka pierwsze
objawy choroby dotykajg nabtonek uktadu oddechowego, u myszy — pokarmowego.
Nie wiadomo, jak dalekie konsekwencje terapeutyczne (dla myszy i ludzi) zwiazane
sa z taka réznica w patologii. Mysz nie jest malym cztowieczkiem ani czlowiek

nie jest wielkg mysza.

Nalezy dazy¢ do wigkszej indywidualizacji terapii w stosunku do osobnika,

nie gatunku. To znaczy dopasowywac terapie do konkretnego, indywidualnego
genotypu. Ale nawet wtedy odpowiedz réznych pacjentéow jest rézna. Niedawno
badacze hiszpanscy opisali zindywidualizowang terapie litych ludzkich nowotworéw
z zaawansowanego stadium choroby. Przyblizyli si¢ zatem do sytuacji, w ktorej
szuka sie leku dla danego czlowieka, a nie dla danej choroby. Robili to tak:

e fragmenty nowotworowej tkanki 14 pacjentéw wszczepiono myszom z uprzednio
genetycznie ostabionym ukladem immunologicznym (zeby utrudnié¢ odrzucenie
ludzkiej tkanki), nowotwér ludzki zaczal sie w nich rozrastad;

e chore myszy potraktowano réznymi lekami antynowotworowymi aplikowanymi
pojedynczo i w kombinacjach;

e 14 pacjentéw traktowano nastepnie wedtug 17 réznych procedur sugerowanych
przez leczone odpowiednio myszy. Uzyskano poprawe, w réznym stopniu,

u 11 pacjentéw.

Na tych przyktadach widaé, ze wspolczesnie mala jest szansa na znalezienie
uniwersalnych lekéw i procedur przeciwnowotworowych. Z innych doswiadczen,

w ktérych okreslany jest , genotyp” choréb nowotworowych, czyli zestaw tych
genéw cztowieka, ktore ulegaja zmianie w trakcie rozwoju réznych nowotworow,
wynika takze, ze zmiany te dotycza aktywnosci kilkudziesigciu, jesli nie kilkuset,
genéw. O ilez bardziej skomplikowana sytuacja niz w przypadku mukowiscydozy. . .

Ale nawet gdyby$my zadowolili sie powtarzaniem juz teraz powyzszej procedury,
do ewentualnego stosowania klinicznego droga daleka. Trzeba mie¢ $wiezg probke
tkanki nowotworowej. Odpowiedni nowotwér w myszy rosnie 6-8 miesiecy

i nie w kazdej myszy (60%). Trudno o po$piech. Trzeba tez odszukaé wlasciwy

i skuteczny zestaw lekéw. Koszty calej procedury sg wysokie. . .

Swiadkowalis’my wielu procedurom, budzacym na wstepie nadzieje (np. terapie
komérkami macierzystymi), i takie byly szybko modyfikowane i ulepszane. Tylko
co to znaczy szybko? I na ile trzeba sie spieszy¢, a na ile byé ostroznym? Kazda
nowa procedura niesie ze sobg jakie$ zagrozenia.

Na razie cieszmy si¢ pierwsza medyczno-kosmetyczng procedurg zatwierdzong do
wprowadzania w zycie w USA. Dotyczy biologicznej metody usuwania zmarszczek
twarzy (tzw. zmarszczki usmiechu). In vitro hoduje si¢ wtasne komérki skory,
prawdopodobnie raczej pacjentki. Trzykrotnie, co 6 tygodni, wprowadza si¢ te
komorki we wskazane regiony twarzy. Efekt jest do$¢ wyrazny i dtugotrwaty.

Jak pisza wynalazcy: dobra procedura, jezeli kogos na nia stac... Proponuje

nie przejmowac si¢ i dalej czesto sie usmiechac.

Magdalena FIKUS
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Informatyczny kacik olimpijski (53): Dziurawa szachownica

W tym miesiacu oméwimy zadanie, ktére pojawito sie
w pierwszej edycji konkursu Potyczki Algorytmiczne,
w roku 2005.

Dana jest szachownica o m wierszach i n kolumnach
(m < n), majaca taki feler, ze na niektérych jej polach
znajduja si¢ dziury. Obliczono, na ile sposobéw mozna
na tej szachownicy rozstawi¢ m wiez tak, by zadna

z wiez nie stala na dziurawym polu i nie grozita zbiciem
innej (tzn. w kazdej kolumnie moze staé¢ co najwyzej
jedna wieza, a w kazdym wierszu stoi doktadnie

jedna wieza). Nalezy wskazaé te pola szachownicy,

w ktorych mozna wywierci¢ dodatkowe dziury tak, aby
powyzsza liczba ustawien nie zmienita sie. Przyktadowa
szachownica zostata przedstawiona na ponizszym
rysunku. Krzyzykami oznaczono dziurawe pola, zas
kolorem wyrdézniono jedno z dwbéch prawidtowych
rozmieszczen wiez. Dodatkowe dziury mozna zrobi¢ na
polach bl oraz a2.

3|E | X[ X
2 B |X
1| X

a b ¢

o | DmE| X | X

Zapewne niektérzy Czytelnicy od razu zorientuja

sie, ze pod plaszczykiem terminologii szachowej

kryje sie problem, ktéry mozemy sprowadzi¢ do
znajdowania skojarzen w grafach dwudzielnych. Tak

jest istotnie. Rozwazmy bowiem graf dwudzielny G

o n + m wierzchotkach: wierzcholki ze zbioru A beda,
odpowiadaé wierszom szachownicy, natomiast wierzchotki
ze zbioru B — kolumnom. Dwa wierzchotki a € A

i b € B laczymy krawedzia wtedy, gdy na przecieciu
wiersza a i kolumny b nie ma dziury. W takiej sytuacji
poprawne rozstawienie wiez na szachownicy odpowiada
skojarzeniu rozmiaru m w grafie G. Tres¢ zadania
mozemy wiec przeformutowaé nastepujaco: nalezy znalezé
te krawedzie w grafie G, ktore nie naleza do zadnego
skojarzenia rozmiaru m.

N
a b c d a b c d
NNV SN
G el

To prowadzi nas do pierwszego rozwigzania. Dla kazdego
niedziurawego pola szachownicy (4, j) wykonujemy
nastepujace sprawdzenie: stawiamy na nim wieze
i probujemy rozstawi¢ m — 1 wiez na pozostatej czesci
szachownicy, uruchamiajac algorytm wyznaczania
najliczniejszego skojarzenia w grafie dwudzielnym.
Rozwiazanie to mozna przyspieszy¢: zamiast za kazdym
razem od nowa znajdowa¢ najliczniejsze skojarzenie,
mozemy zaczal¢ od poprzednio znalezionego. W tym celu
usuwamy wieze z wiersza i i kolumny j. Za kazdym razem
wystarczy zatem ustawi¢ co najwyzej dwie brakujace

wieze, czyli znalezé co najwyzej dwie Sciezki powigkszajace
skojarzenie. Ztozonoé¢ czasowa to O(n?m?).

Podamy teraz lepsze rozwiazanie. Na poczatek
znajdujemy w grafie G dowolne skojarzenie rozmiaru m
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(jesli takie skojarzenie nie istnieje, to mozna wywiercié

dziury we wszystkich polach). Tworzymy teraz graf

skierowany G’ o takim samym zbiorze wierzchotkéw co G

i nastepujacych krawedziach:

(1) krawedzie, ktére w grafie G nalezalty do znalezionego
skojarzenia, kierujemy od A do B,

(2) pozostale krawedzie z G kierujemy od B do A,

(3) dodajemy krawedzie z wszystkich skojarzonych
wierzchotkéw w B do wszystkich nieskojarzonych
wierzchotkow w B.

Nastepnie znajdujemy silnie spéjne sktadowe w grafie G’.
Okazuje sie, ze krawedzie, ktére nie naleza do zadnego
skojarzenia rozmiaru m w grafie G, to te krawedzie

typu (2) w grafie G', ktére tacza dwie rézne silnie spéjne
sktadowe. Sprébujmy to uzasadnic.

Stosunkowo tatwo wykazaé, ze pozostate krawedzie

typu (2) naleza do pewnego skojarzenia. Rozwazmy

taka krawedz e, ktora lezy wewnatrz pewnej silnie

spbjnej sktadowej, zatem lezy ona na pewnym cyklu.

Cykl ten moze sktadac si¢ z naprzemiennych krawedzi
typu (1) i (2) lub moze zawieraé¢ krawedzie typu (3).

W pierwszym przypadku do skojarzenia zamiast

krawedzi typu (1) z cyklu bierzemy krawedzie typu (2)

i uzyskujemy nowe skojarzenie zawierajace krawedz e.

W drugim przypadku rozwazamy najdtuzsza Sciezke cyklu
zawierajaca e, a niezawierajaca krawedzi typu (3). Sciezka
ta sklada si¢ na zmiang z krawedzi typu (1) i (2) oraz
zaczyna sie¢ w wierzchotku nieskojarzonym, a konczy

w skojarzonym. Znowu wigc odwrdcenie rolami krawedzi
typu (1) i (2) zalatwia sprawe.

Rozwazmy teraz krawedz e (z b do a) typu (2), ktéra
taczy w G’ dwie rézne silnie spdjne sktadowe. Wszystkie
wierzchotki w A sy skojarzone, niech wiec b’ € B bedzie
wierzchotkiem skojarzonym z a. Oznaczmy przez L zbidr
tych wierzchotkow, z ktérych mozna dojsé do wierzchotka b
(w szczegdlnosei b € L, a ¢ L). Wszystkie wierzchotki w L
sa skojarzone, w przeciwnym przypadku taki nieskojarzony
wierzchotek musiatby by¢ w B, zatem prowadzilaby do
niego krawedz typu (3) z b', czyli krawedz e lezataby
wewnatrz silnie spéjnej sktadowej. Ponadto zbiory AN L
i BN L sg réownoliczne i skojarzone miedzy soba oraz zaden
z wierzchotkéw A N L nie jest potaczony z wierzchotkami
spoza L. Innymi stowy, wszystkie wierzcholki z BN L

sa potrzebne do skojarzenia wierzchotkow z AN L,

zatem w najliczniejszym skojarzeniu zaden nie moze by¢
skojarzony przez krawedz e. To konczy dowodd.

Na ztozonosé czasowa rozwiazania sklada si¢ znalezienie
najliczniejszego skojarzenia w G i wyznaczenie silnie
spoéjnych sktadowych w G’. Pierwszy krok mozna
wykonaé¢ w czasie O(nm?), korzystajac z metody Sciezek
naprzemiennych, lub w czasie O(nm+/n), korzystajac

z algorytmu Hopcrofta—Karpa.

Drugi krok mozna wykonaé¢ za pomoca dwoch przeszukan
grafu w glab. Jako ¢wiczenie dla Czytelnika pozostawiamy
pokazanie, ze mozna to zrobié¢ w czasie O(nm). Klopot
stanowig krawedzie typu (3), ktérych moze byé rzedu n?,
nalezy zatem wykorzystac ich regularna strukture.

Tomasz IDZIASZEK, Pawel PARYS
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Stowarzyszenie na rzecz Edukacji Matematycznej

www.sem.edu.pl

I Czesko-Polsko-Stowackie
Zawody Matematyczne Junioréow

Kontynuujac ideg¢ Czesko-Polsko-Stowackich Zawodéw Matematycznych dla
licealistow, w tym roku po raz pierwszy zorganizowano odpowiadajace im zawody
na szczeblu gimnazjalnym. Od 20 do 23 maja 2012 r. w Mszanie Dolnej spotkaly sie
szedcioosobowe reprezentacje trzech krajéw, aby rywalizowaé¢ w dwéch rodzajach
zawodéw: indywidualnych i druzynowych.

Zawody indywidualne forma przypominaly finat Olimpiady Matematycznej
Gimnazjalistow: uczestnicy w ciggu 4 godzin rozwiazywali pie¢ zadan. Nastepnego zas
dnia uczestnicy, w drodze losowania, zostali podzieleni na trzyosobowe druzyny w taki
sposéb, aby w kazdej z druzyn znalazt sie doktadnie jeden reprezentant kazdego kraju.
Druzyny otrzymaly tresci szesciu zadan: dwoch po czesku, dwoch po polsku i dwoéch po
stowacku. Rozwigzania takze musialy zosta¢ oddane w réznych jezykach, przy czym
kazde rozwigzanie mialo by¢ napisane w innym jezyku niz jego tresé¢. Zmuszato to
uczestnikow do wspoédlpracy i komunikacji miedzy zawodnikami réznych narodowosci.
W wiekszosci przypadkéw uczestnicy poradzili sobie z ta bariera bez probleméw.

W zawodach indywidualnych zwyciezyt reprezentant Polski, Konrad Majewski,
a czes¢ mieszana wygrata druzyna w sktadzie Ema Krakovska, Konrad Majewski
i Viktor Nemecek. Wszystkim zwyciezcom gratulujemy.

Przedstawiamy pochodzace od uczestnikow rozwiazania czwartego zadania z serii
indywidualnej i trzeciego zadania z serii druzynowe;j.

Zadanie 4 (I). Udowodnij, ze wsréd dowolnych 51 wierzcholkéw 101-kqta
foremnego istniejq takie trzy, ktore sq wierzchotkami trojkgta réwnoramiennego.

Rozwiazanie. Przypusémy, ze potrafimy tak wybraé¢ 51 wierzchotkéw 101-kata
foremnego, by zadne trzy nie byly wierzchotkami tréojkata réwnoramiennego.
Oznaczmy wowczas wierzcholki 101-kata przez Ap, Ao, ..., Ajg1 W taki sposéb,
by wierzchotek A1p; byl wybrany. Podzielmy teraz pozostale wierzcholki na

50 par postaci {A;, Ajo1—;} dlai =1,2,...,50. Zauwazmy, ze kazda z tych par
tworzy podstawe tréjkata réwnoramiennego o wierzchotku Ajg1, zatem z kazdej
pary dokladnie jeden wierzcholek musial byé¢ wybrany. W szczegdlnosci wybrany
jest jeden z wierzcholkéw sasiadujacych z A1g1 (tzn. {41, A1p0}) oraz jeden

z wierzcholkéw odleglych o dwa miejsca od A1g1 (czyli {Aa, Agg}). Nie moga
by¢ to jednak sasiednie wierzcholki, bo wéwczas wraz z Ajg; tworzylyby

trojkat réwnoramienny ztozony z trzech sasiednich wierzchotkéw. Zatem, gdy

z jednej strony sasiadujacy z nim wierzcholek zostal wybrany, z drugiej wybrany
zostal wierzchotek odlegly od niego o dwa miejsca. Przypusémy zatem bez
straty ogoélnosci, ze wybrane zostaly wierzcholki A; i Agg. Stosujac powyzsze
rozumowanie z wierzchotkiem A; zamiast Aqg; oraz z wierzchotkiem Agg
zamiast A1q1, stwierdzamy, ze wybrane musialy by¢ As oraz Agg. Dostajemy
zatem tréjkat réwnoramienny Agg A1g1 A3, co jest sprzeczne z zatozeniem.
Otrzymana sprzecznosé konczy rozwiazanie zadania.

Zadanie 3 (D). Udowodnij, ze jesli n jest dodatnig liczba calkowitq, to liczba
2(n% + 1) — n nie jest kwadratem liczby calkowitej.

Rozwiazanie. Rozwazmy reszty z dzielenia liczby n przez 5.
Dla n =0 (mod 5) lub n = 3 (mod 5) mamy 2(n? + 1) —n = 2 (mod 5), a wiec
2(n? + 1) — n nie moze by¢ kwadratem liczby catkowite;.
Podobnie dla n =1 (mod 5) lub n = 2 (mod 5), liczba 2(n? + 1) — n nie moze
by¢ kwadratem liczby calkowitej, bo 2(n? +1) —n = 3 (mod 5).
Przypuéémy zatem, ze n = 5k — 1 dla pewnego k catkowitego. Wowczas

2(n* +1) —n =2((5k — 1) + 1) — (5k — 1) = 50k? — 25k + 5,
czyli 2(n? +1) —n =5 (mod 2)5. Zatem liczba 2(n? + 1) — n jest podzielna
przez 5, ale nie jest podzielna przez 25, czyli i ona nie moze by¢ kwadratem
liczby calkowite;.

Filip SMENTEK
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Klub 44

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
532 (WT = 3,55) i 533 (WT = 2,50)
z numeru 2/2012

Jacek Piotrowski Razeszéw 44,06
Michal Kozlik Gliwice 42,72
Marian Lupiezowiec  Gliwice 41,85

Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 36,71
Krzysztof Magiera FLosiow 22,60
Pan Piotrowski zdobyt 44 punkty
po raz drugi.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koica miesigca n 4 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe 0s6b, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegétowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Rozwigzania zadan z numeru 4/2012
Redaguje Fwa CZUCHRY

Przypominamy tres¢ zadan:

536. Na pionowej, obracajacej si¢ ze stalg predkodcia w osi zamocowany jest poziomo sztywny, niewazki
pret. Wzdluz niego moga poruszaé si¢ bez tarcia dwie kuleczki, kazda o masie m, potaczone sprezyna
o stalej sprezystosci k — obie lezg po tej samej stronie osi obrotu. Taka sama sprezyna laczy kulke
blizsza osi z punktem zamocowania osi i preta. Nierozciagnigte sprezyny maja dtugosé lp kazda. Znalezé
dlugosci obu sprezyn podczas ruchu. Dla jakich parametréw uzyskane rozwigzanie ma sens fizyczny?

537. Cztery niewazkie prety o dtugosci I, polagczone przegubami w romb, zostaly za przegub A
podwieszone na suficie (rys. 1). Przeciwlegly przegub C obciazono cigzarkiem N, a pozostale

l i stalej sprezystosci k. W polozeniu réwnowagi

. Znalez¢ okres malych drgan cigzarka.

przeguby B i D rozparto sprezyna o dlugosci %
okazalo sig, ze prety sa nachylone do pionu pod katem o = 30°

536. Oznaczmy przez [y i ly szukane dlugodci sprezyn. Dla kulek poruszajacych
sie ruchem harmonicznym o czestosci w spelnione sg réwnania:

mw?ly = k(11 — lo) — k(ly — lp), WAl 4 1) = k(ly — o).
Stad wyznaczamy:
lo
Tio3g 2 P 1(1=5),

gdzie B = = 2 >o. Rozwiazanie to ma sens fizyczny, gdy obliczone wartosci
l1 i Iy sa dodatnie, czyli

1-36+32>0, 1-p3>0.
7 drugiego warunku wynika 5 < 1, a z drugiego § > %(
< 3(3 = V/b). Ostatecznie otrzymujemy 0 < 8 < (3 —

\/—) ~ 2,6 lub
V/5), czyli

537. Dla dowolnego odchylenia pretéw od pionu o kat & prety dzialaja

na ciezarek sita Fy; = 2N cos &, a na sprezyne sita Fr = 2N sina. Z prawa
Hooke’a mamy Fy = (%l — 2l sin o?)k7 gdzie k jest stala sprezyny. Zatem
= %kl/tg& — 2kl cos &. Przy malej zmianie wysokosci Ah ciezarka wokot
polozenia réwnowagi hg = 2[ cos «, sita nan dzialajaca zmienia sie o

AF = %klA(]_/tg @) — 2lkA(cos &) |a=as,

gdzie A(1/tg@)|g=a = M\a oA = —Aa/sin? a oraz

A(cos @)|g=aq = —sin aAa. Z drugiej strony Ah = —2sin aAa«, zatem
AF = —5klAa = —5kAh,
przy czym uwzglednilismy to, ze o = 30°. Zatem okres malych drgan wynosi
T = 27r\/m. Mase m znajdujemy z warunku réwnowagi:
3 kl

——— — 2kl cosa = mg.
2tga

Stad m = ikg Ostatecznie, szukany okres drgan ciezarka wynosi:

V3l

T=2
m 10g
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Klub 44 Rozwigzania zadan z numeru 4/2012
Redaguje Marcin E. KUCZMA

® Przypominamy tres¢ zadan:

639. W tréjkacie ABC punkt I jest srodkiem okregu wpisanego. Prosta CI przecina bok AB
w punkcie D. Prowadzimy przez punkt D dowolng prosta, przecinajaca okrag opisany na tréjkacie
IAB w punktach P i Q. Wykazaé, ze prosta C1I jest dwusieczng kata PCQ.

o -
I

640. Ciag liczb catkowitych dodatnich (a1, az, as,...) spelnia warunek

1 1 (1)t an
_ . — dlan=1,2,3...
aiaz azas A Qn41 Ap41

Dowiesé, ze spelnia on réwniez liniowg zalezno$¢ rekurencyjna
ant2 = Aapy1 + Ba, dlan=1,2,3...

Wyznaczy¢ wszystkie pary wspétezynnikéw (A, B) oraz wszystkie pary
wyrazéw poczatkowych (a1, az), dla ktérych ta rekurencja liniowa generuje ciag (a, ), spelniajacy
zadany na wstepie warunek.

639. Niech w; i wy beda (odpowiednio) okregami Widaé wiec, ze podana zalezno$é jest spelniona dla
opisanymi na trojkatach ABC i IAB. Dwusieczna C'D wszystkich n > 1 wtedy i tylko wtedy, gdy
kata BCA, a raczej jej przedhuzenie, przecina okrag w; (1)
w $rodku tuku AB. Oznaczmy ten punkt przez S. S .. .
Zachodzi réwnosé |SA| = |SI| = |SB| (znana, a przy J,ezel} s (a,%),/ spelmamg ten warunek, miatby
tym latwa do wykazania). Punkt S jest wiec §rodkiem rowniez spetniac rekurencje typu
okregu wy. Zatem |SP| = [5SQ)|. (2) ant2 = Aani1 + Bay
(z ap = 1), to dla n = 1, 2 mieliby$my
a3:Aa2+B a2—a3:—1

{ a4 = Aag + Bag oraz { aé — Q204 = 1.
Pierwsza para rownosci to uktad réwnan
liniowych (z niewiadomymi A, B) o wyznaczniku
a3 —az = —1 # 0, wiec majacy doktadnie jedno
rozwiazanie. Przy tym jest on spelniony dla A = aq,
B =1 (co tatwo stwierdzié¢, korzystajac z drugiej pary
réwnosci). Stad wniosek, ze jedynym kandydatem na
postulowang zaleznosé rekurencyjng jest réwnanie

a1 =1 oraz al.,—apanie=(—-1)" dlan>1.

(3) Gnt2 = Q20py1 +a, dlan>1,

z warunkiem poczatkowym a; = 1. Wprowadzmy
oznaczenia:

2
Dn = 0pyq — Gplni2, Rn = Qn42 — (a2an+1 + an)
i zauwazmy, ze (dla n > 2)
2
Uni1Rn1 = a5 — any1(aza, +an_1),

aan = nQnp+4+2 — an(a2an+1 + an)7

skad przez odjecie stronami
(4) an+1Rn_1 - aan = Dn + Dn—l-
W punkcie D przecinaja sie cieciwy AB i C'S okregu wy, Ponadto (wobec a; = 1) mamy: Dy 4+ Ry = —1.

a takze cieciwy AB 1 PQ okregu wy. Tak wiec Whioski: Jezeli ciag liczb calkowitych dodatnich (a,,)

|CD|-|DS| = |AD| - |DB| = |PD|- |DQ]|. spelnia wyjsciowa zaleznos$é, czyli warunki (1), to dla
Roéwnoséé miedzy skrajnymi iloczynami z kolei dowodzi, wszystkich n mamy D,, = (—1)", wigc prawa strona (4)
ze istnieje okrag ws, przechodzacy przez punkty ma stale wartos¢ 0; przy tym Ry = —D; —1=01ze
C,S,P,Q. Jego cieciwy SP i SQ maja jednakowa wzoru (4) wynika, ze R, = 0 dla wszystkich n — mamy
dhugo$é, wiec wyznaczaja przystajace tuki SP, SQ. zaleznosé (3).

Oparte na nich katy PCS 1 QCS (wpisane w okrag ws)

. X i Na odwrdt, jesli réwnanie (3) (z wyrazem poczatkowym
sg rowne — a to jest teza zadania.

a1 = 1 oraz dowolnym as) jest dla wszystkich n
640. Niech L,, oznacza sume po lewej stronie zaleznosci,  spelnione, czyli wszystkie R;, sa zerami, to wobec (4):

podanej na poczatku zadania, zaé P, — utamek po D, = —D,—y dlan > 2; przy tym Dy = —R; — 1= —1,
prawej stronie. Dla n = 1 mamy P;/L; = a3, zatem zatem D,, = (—1)" — a to jest zaleznos¢ (1).
rownost Ly = Py wymusza wartos¢ e, = 1. Dalej, Ostatecznie wige, zadana na wstepie zaleznosé jest
Lo — L. — (=) P ._p — api1 — Anlnt2 réwnowazna rekurencji liniowej (2) z parametrami
et " ni1Qnio’ el " Qpt1Qp42 B =a; =1, A= as — dowolna liczba naturalna.
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Prosto z nieba: O twarzy na Ksiezycu

Podczas pelni tarcza Ksiezyca jest podobna, zdaniem niektérych, do usmiechnietej
twarzy; inni twierdza natomiast, ze morza i wzgorza ksiezycowe ukltadaja sie

w rysunek krélika, niewiast (czasami czytajacych ksiazke!), a nawet sw. Jerzego
rozprawiajacego sie ze smokiem. Odktadajac na bok pytanie o mechanizmy dziatania
ludzkiego moézgu, zadajmy inne: czemu widziana przez nas powierzchnia Ksiezyca
jest tak réznorodna i sktada si¢ z ,moérz” i ,ladéw”? Okres obrotu Ksiezyca wokot
osi jest obecnie zsynchronizowany z okresem obiegu wokét Ziemi tak, ze wciaz
widzimy te sama strone (w procesie tzw. rotacji synchronicznej obecnej tez w innych
uktadach planeta—satelita). Przyczyna tego zjawiska sg sity plywowe, odpowiedzialne
takze za przyptywy Ziemskich oceanéw — ksztatt Ksiezyca jest w rzeczywistosci
dos¢ odmienny od idealnej kuli i przypomina raczej jajowata pitke do rugby.

W przypadku rotacji wokol osi szybszej/wolniejszej od okresu orbitalnego w uktadzie
Ziemia—Ksiezyc powstaje moment sity zwalniajacy/przyspieszajacy rotacje satelity
wokot jego osi. Wykonane po raz pierwszy przez misje Luna zdjecia satelitarne
drugiej, niewidocznej z Ziemi potkuli Ksiezyca, ukazuja powierzchnie drastycznie
rézng od dobrze nam znanej — po drugiej stronie Ksiezyca praktycznie nie ma
moérz! Istnieje wiele hipotez ttumaczacych ten stan rzeczy. Wedtug jednej z nich
przed okresem synchronizacji, w czasach gdy Ksiezyc byt jeszcze ptynny, czesé
gestego wnetrza ,przesuneta” sie w kierunku Ziemi, co doprowadzito do czestszych
i bardziej obfitych wylewow lawy — morza ksiezycowe to obszary pokryte bazaltows,
lawg powstala w wyniku wybuchéw starozytnych wulkanéw i uderzen meteorytow.
Widoczna z Ziemi strona zawiera takze wiecej pierwiastkéw radioaktywnych.
Badacze twierdza rowniez, ze w przesztosci Ksiezyc obracal sie o wiele szybciej,

ale od okoto miliarda lat, dzieki dyssypacji zwiazanej z sitami ptywowymi, nasz
satelita jest na stale obrocony twarza w kierunku do Ziemi.

Przyklady interesujacych

pareidolii znajdziemy np. tu:

http://www.netaxs.com/ mhmyers/
mnillusion.html.

Kadr z filmu Georgesa Méliesa
pt. Podréz na Ksiezyc.

Michal BEJGER

Niebo jak wlasna kieszen: Sierpien

Gwiazdozbiér Jaszczurki (tac. Lacerta), w sierpniu doskonale
widoczny wieczorami na wschodzie nieba, jest potozony pomiedzy
FLabedziem, Pegazem, Kasjopeja i Cefeuszem. Jaszczurka zostata
zdefiniowana jako osobny gwiazdozbiér przez Jana Heweliusza,
jednak wczesniej czyniono wiele prob zagospodarowania tego
znajdujacego si¢ pomiedzy wyraznymi gwiazdozbiorami kawaltka
nieba — wspélczesny Heweliuszowi Augustin Royer nazywa

ten region Bertem i Reka Sprawiedliwosei (Sceptrum et Manus
Tustitiae), chcac w ten sposéb uhonorowaé swojego patrona,
Ludwika XIV. Nieco p6zniej (XIX w.) Johann Bode zaproponowat
alternatywna nazwe, Chwala Fryderyka (Frederici Honores),

na cze$¢ Fryderyka IT Wielkiego, kréla Prus. Najjasniejsze gwiazdy
Jaszczurki tworza ksztatt podobny do litery W i z tego powodu
nazywana jest ona czasem Malg Kasjopeja. Jaszczurka moze
,pochwali¢ sie” obiektem BL Lacertae, czyli prototypowym
blazarem — galaktyka o aktywnym jadrze wykazujaca duza
zmiennos¢ jasnosci i znaczaca polaryzacje swiatta; poczatkowo
mylono te obiekty z gwiazdami zmiennymi.

Péinocnoamerykanski tubylczy lud Chumash z okolic dzisiejszej
Kalifornii réwniez nazywa ten zbiér gwiazd Jaszczurka.

Johann Bode: ojciec chrzestny Urana i popularyzator regutly
odtwarzajacej diugosci pélosi wielkich orbit planet w Uktadzie
Stonecznym za pomocy prostego wzoru: a = 0,4 + 0,3 - 2™,
gdzie n = —00,0,1,2,... (réwnanie Titiusa-Bodego).

+50°

Petnia Ksiezyca przypada drugiego sierpnia. W $rodku miesigca
(12-13) bedziemy mogli podziwia¢ maksimum widowiskowych
Perseidow (60 zdarzen/godz., radiant w Perseuszu). Dla lubiacych
wstawac wezesnie atrakcja beda, byé moze, obserwacje wschodzacej
Wenus (—4,2 m, gwiazdozbiér Blizniat) oraz Jowisza (—2 m,
gwiazdozbidér Byka). Wieczorami natomiast nisko nad horyzontem
w gwiazdozbiorze Panny zaobserwujemy obok siebie Saturna
(1,34 m) oraz Marsa (1,15 m) — polecamy obserwacje tego
ostatniego: na sierpien przewidziano ladowanie tazika ,,Curiosity”,
wystrzelonego w kierunku Czerwonej Planety w listopadzie 2011 r.
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Jasnos¢ (wielkos¢ gwiazdowa): & mglawica planetama
@1l @2 o3 4 .5 -6 O jasna mglawica
o galaktyka

gromada otwarta
@ gwiazda zmienna

Gwiazdozbiér Jaszczurki. Mapa nieba we wspélrzednych
réwnikowych; rozmiary gwiazd odzwierciedlaja ich jasno$ci
w wielko$ciach gwiazdowych. [Mapke nieba wykonano

na podstawie mapy IAU/magazynu Sky & Telescope
(Roger Sinnott & Rick Fienberg).]
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Obserwatorzy wyposazeni w teleskop beda mogli zapolowaé
na Neptuna, ktéry 24 sierpnia znajdzie si¢ w opozycji (7,8 m,
gwiazdozbiér Wodnika).

M. B.
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Zabawy ze slowami Joanna JASZUNSKA

Niektére gry moga wydawac si¢ trudne, dopdki gracz si¢ nie dowie, o co tak naprawde
w nich chodzi — wtedy nagle te same gry okazuja sie tatwe, czasem wrecz oczywiste.
Dwa takie przyktady opisano w deltoidzie 7/2010; oto dwa kolejne.

Gra 1. Kazde z nastepujacych dziewieciu stéw napisano na osobnym kartoniku:
GORY, LIST, LONT, LUPY, MROK, PISK, POZA, SMAR, TYKA.

Dwaj gracze na przemian biora sobie po jednym kartoniku. Wygrywa gracz, ktéry jako
pierwszy skompletuje trzy wyrazy zawierajace te sama litere.

Czy ktérys z graczy moze zawsze wygrac? Jesli tak, to ktéry i jak?

Polaczmy liniami stowa zawierajace te same litery, czyli narysujmy graf, ktérego
wierzchotkami sa stowa, a krawedz oznacza wspdlna litere (rys. 1). Jak widaé. .. nic
nie widaé, trzeba wiec jakos$ ten graf uproscic.

Mozemy nie rozwazaé liter nieistotnych — wystepujacych tylko w jednym lub dwéch
stowach (np. G, M), bo nie da sie skompletowaé trzech wyrazéw z taka litera. Kazda
z pozostalych liter wystepuje w doktadnie trzech stowach. Ponadto dowolne dwa
wyrazy maja najwyzej jedng wspdlna istotng litere.

W grafie na rysunku 2 kazde trzy stowa o wspdlnej literze leza na jednej prostej

i na odwrot, kazde trzy stowa ,wspotliniowe” majg wspdlna litere. Narysowano
tylko krawedzie od pierwszego z takich stéw do drugiego i od drugiego do trzeciego,
a krawedZ miedzy pierwszym a trzecim (np. POZA-MROK) jest ,w domysle”.

Celem gry jest skompletowanie trzech stéw o wspdlnej literze, czyli stéw

z jednego wiersza, jednej kolumny lub jednej przekatnej na rysunku 2. Czyz

nie wyglada to znajomo? Ta gra to nic innego niz zakamuflowane ,kétko i krzyzyk”!
Kto kiedykolwiek grat w ,koétko i krzyzyk”, wie juz, jak graé, zeby nie przegraé. Gra
zazwyczaj konczy sie remisem i, niestety, traci na atrakcyjnosci. .. chyba ze gramy

z niewtajemniczonym przeciwnikiem! [J

Gra 2 (jednoosobowa). Danych jest dziesigé kartonikéw z nastepujacymi stowami:
BAL, BEZ, NIZ, GNU, GOL, KOT, KI1J, MAJ, MUS, SET.

Celem gracza jest ulozenie ich ,w kotko” tak, by kazde dwa sasiadujace stowa miaty
wspoélna litere. Powyzsza kolejno$é bytaby rozwiazaniem, gdyby stowa SET i BAL
mialy wspélng litere.

Czy rozwigzanie istnieje? Jesli tak, to jak je znalezé?

Znéw narysujmy graf, taczac krawedziami stowa o wspdlnych literach. Mozna osiggnaé
efekt podobnie nieczytelny, jak na rysunku 1, ale mozna tez rozmiesci¢ wierzchotki
tak, jak na rysunku 3. Uzyskujemy tzw. graf Petersena. Celem gry jest znalezienie
cyklu przechodzacego przez kazdy wierzchotek grafu dokladnie raz, czyli tzw. cyklu
Hamiltona. Niestety, tego w grafie Petersena zrobié si¢ nie da. .. ale jak to udowodnié
bez sprawdzania wszystkich mozliwosci?

Gdyby cykl Hamiltona istnial, miatby 10 krawedzi (bo tyle jest stéw). Mozna by
pokolorowacé je na przemian w dwéch kolorach i w kazdym wierzchotku trzecia

z wychodzacych z niego krawedzi pomalowaé trzecim kolorem. Oznaczaloby to, ze graf
Petersena jest 3-barwny krawedziowo, tzn. mozna tak pomalowaé jego krawedzie trzema
kolorami, by krawedzie o wspélnych wierzchotkach miaty rézne kolory.

Przypusémy wiec, ze graf Petersena jest 3-barwny krawedziowo. Wtedy pewne dwie
niesasiednie sposréd pieciu krawedzi obwodu sa jednego koloru, powiedzmy GOL-GNU
i BAL-BEZ (rys. 4). Krawedz GOL-BAL jest wéwczas drugiego koloru, zatem obie
krawedzie GOL-KOT i BAL-MAJ sa w kolorze trzecim. Jednoczeénie jedna z krawedzi
NIZ-GNU, NIZ-BEZ jest drugiego koloru, a jedna trzeciego, wiec krawedz NIZ-KIJ jest
w kolorze pierwszym. Wynika z tego, ze obie krawedzie KIJ-KOT i KIJ-MAJ sg tego
samego koloru (drugiego), sprzecznie z zalozeniem.

Stad graf Petersena nie jest 3-barwny krawedziowo, a wiec nie ma w nim cyklu
Hamiltona, czyli gra 2 nie ma rozwigzania. [J

Zadanie domowe

Czy gra 2 ma rozwigzanie, jesli stowa KOT i MUS zastapié¢ stowami TOM i SUK?
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