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Dni Matematyki
w Bialymstoku i okolicach

Politechnika Biatostocka

Zbigniew BARTOSIEWICZ*

Od roku 2004, zwykle co dwa lata, Oddzial Biatostocki Polskiego Towarzystwa
Matematycznego organizuje Dni Matematyki w Bialymstoku. Ostatnie Dni,
w roku 2011, nazywaly sie Podlaskie, bo kilka imprez wyszto poza Bialystok.
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Druk plakatu reakzowano przy pomocy

W roku 2004 Dni Matematyki towarzyszyly Zjazdowi
Polskiego Towarzystwa Matematycznego w Biatymstoku.
7 czasem okazalo sie jednak, ze to Zjazd byl czedcia

Dni Matematyki, co zostalo uwiecznione na plakacie
anonsujacym te wielkie wydarzenia. Smiala koncepcja
plakatu na poczatku mato komu sie podobala, ale szybko
dopisano mu modny przymiotnik ,kultowy” i jego
kolejne reaktywacje zdobity Dni Matematyki w latach
2007, 2009 i 2011.

Zaréwno pierwsze, jak i kolejne Dni Matematyki
mialy za cel promowanie i popularyzacje matematyki.
Adresowane byly do calej spolecznosci Biategostoku,
a potem Podlasia, lecz gtéwny cel stanowili mtodzi
ludzie ze szkol, zwlaszcza ponadgimnazjalnych. W roku
2004 oprécz tradycyjnych imprez okolozjazdowych,
jak final Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki,
pojawil sie specjal lokalny — wystawa

Matematyka dla kazdego. Matematyka dla artystow,

przygotowana przez grupe oséb z Katedry Matematyki
Politechniki Biatostockiej pod kierunkiem

dr. Ryszarda Janiszewskiego. Znaczna cze$é eksponatow
zostala wykonana przez studentow architektury,
bardziej artystow niz inzynieréw, stad hasto ,artysci”

w tytule wystawy.

Poniewaz byly to jeszcze czasy ,,przedkopernikanskie”,
gdy matematyke i inne madre nauki podawano raczej
exr cathedra, a nie bawiono sie nimi w centrach nauki,
ydotykalno$¢” wystawy robita duze wrazenie. Pamigtam
dziennikarke z lokalnej telewizji, ktéra trzeba byto
prawie sila zaciagnaé¢ na wystawe i ktora potem

trzeba bylo sila z niej wyrzucaé. Wystawa stala sie
znana w Polsce, bo przewinela sie przez nig wiekszo$¢
uczestnikow Zjazdu. Byla potem prezentowana

we Wroctawiu w czasie Festiwalu Nauki.

Warto tez wspomnieé¢ o pokazywanym na wystawie
wprawdziwym” dywanie Sierpinskiego, wykonanym
przez biatostocks Fabryke Dywanéw Agnella.
Dywan poczatkowo mial leze¢ na podtodze, ale
ostatecznie zawist na stelazu, dzigki czemu nadal
Swietnie si¢ prezentuje.

Kolejne Dni Matematyki w Biatymstoku przynosity
nowe pomysly promowania matematyki. Rok

2007 zapoczatkowal wychodzenie z matematyka

na miasto. Najpierw byl Happening Matematyczny

na biatostockich Plantach. ZachecaliSmy spacerujacych
do rozcinania wstegi Mobiusa, zagrania w samotnika,
narysowania fraktala na chodniku. Zanurzajac
ksztaltki z drutu w misce z mydlinami, mozna byto
wyprodukowaé¢ powierzchnie minimalna.



Dwa lata pdzniej na Rynku Miejskim odbyt si¢ Piknik
Matematyczny. Czlonkéw Oddzialu Biatostockiego PTM
wsparli goécie z Aveiro w Portugalii oraz z Walbrzycha.
Pojawily sie nowe zabawki: mosty krélewieckie, uktadanki,
stanowiska do rysowania krzywych stozkowych. Mozna
byto wzia¢ udzial w loterii fantowej. Mlodziez brata
udzial w konkursie matematycznym przygotowanym
przez mgr Katarzyne Kowejsze. Niestety, pogoda

nie sprzyjala matematyce na Swiezym powietrzu.
Namioty, ktére chronilty nas przed deszczem, mato

nie zostaly porwane przez wiatr. W roku 2011 schronilismy
sie¢ wiec w Galerii Handlowej ,,Alfa”, prezentujac
Kiermasz Matematyczny, kontynuowany nastepnego
dnia na Politechnice Bialostockiej. Natomiast Piknik
Matematyczny na Swiezym powietrzu zostal przeniesiony
do Michalowa, gdzie wzbogacil obchody Dnia Dziecka.
Wyjécia na miasto organizowala dr Dorota Mozyrska.

7 wyjSciem, czy raczej wyjazdem na miasto, wiaze

sie inna impreza wymyslona i przeprowadzona przez

dr. Rajmunda Stasiewicza: Autobusowe lamanie gléwki.
Przez dwa tygodnie w biatostockich autobusach wisialy
proste zadania matematyczne i tamigléwki logiczne.

Nie wymagaly znajomosci wielkiej matematyki i zwykle
mozna je bylo rozwiaza¢ w glowie, bez skomplikowanych
rachunkéw. Odpowiedzi mozna bylo znalezé na stronie
internetowej Dni Matematyki.

Jedna z bardziej spektakularnych imprez byt Konkurs
Matematyczny dla VIP-6w przeprowadzony w roku 2007
przez dr Marzene Filipowicz-Chomko i dr Ewe Girejko.
Notable niezbyt garneli sie do konkursu, wielu odméwito,
niektérzy prominenci wystali podwladnych — VIP-6w
nizszej rangi, jeden nie dojechal. Ale stawili sie: rektor
Politechniki, wicekurator o$wiaty, komendant policji

i rektor seminarium duchownego. Konkurenci walczyli

w pieciu dyscyplinach matematycznych: matematyce
ciecia papieru, matematyce zegara, matematyce
uwalniania, matematyce dodawania i matematyce
dziatki. Eksperci komentowali poszczegdlne zadania
stawiane uczestnikom konkursu, wydobywajac ukryte
przed postronnymi glebokie treéci matematyczne. Walka
byla wyréwnana, nic wigc dziwnego, ze wszyscy zajeli
wspOlnie pierwsze miejsce.

Dr Edward Zych od ponad 30 lat konstruuje wielosciany
z tworzywa sztucznego i ma pewnie najwieksza ich kolekcje
w Polsce. Nie moglo go zabraknaé¢ na Dniach Matematyki.
W roku 2007 demonstrowal wielosciany na Uniwersytecie
w Bialymstoku, a péZniej na Politechnice Bialostockie;j.
Pokazy byly ubarwione opowieéciami o wieloScianach

i wzbogacone warsztatami, na ktérych mozna byto poznaé
tajniki konstruowania wieloscianéw.

Origami towarzyszyto Dniom Matematyki od poczatku.
Warsztaty prowadzone przez nauczycielke matematyki,
mgr Terese Cetere, podkreslaty zwiazki origami

z matematyka, szczegélnie z geometrig przestrzenna.
Oprocz kwiatkéw i zwierzaczkéw z kolorowego papieru
pojawialy sie wieloSciany i powierzchnie. Warsztaty byly
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W czasie Dni Matematyki zawsze prezentowane byty wyktady popularne
dotyczace matematyki i jej zastosowan. Zwykle byty skierowane do uczniéw
szkél ponadgimnazjalnych. Niektore byly adresowane do studentéw

i nauczycieli akademickich. Oprécz lokalnych wyktadowcow z Politechniki

i Uniwersytetu pojawiali sie godcie z Warszawy, Krakowa i Lodzi. Jeden lub
dwa wyklady konczyly zawsze uroczystos¢ rozdania nagréd w Konkursie
Matematycznym dla uczniow szkél ponadgimnazjalnych, impreze obecng na
wszystkich Dniach Matematyki. W roku 2011 cze$¢ wykladow odbyla sie

w szkotach w Bialymstoku i w Lomzy.

W roku 2007 dr Edward Zych, przy udziale kilku laureatéw Olimpiady
Matematycznej, poprowadzit warsztaty dla przyszlych olimpijczykow. W tym
samym roku w Wyzszej Szkole Matematyki i Informatyki Uzytkowej odbyt sig
Festiwal Gier Matematycznych, w ktorym uczestniczyly setki dzieci i mtodziezy.
Stale imprezy Dni Matematyki to Konkurs Plastyczny i Konkurs Fotograficzny
prac dotyczacych matematyki.

Dni Matematyki w roku 2011 wzbogacily sie o pokaz filmu o tematyce
matematycznej. Studenckie Koto Milo$nikéw Gier Logicznych zorganizowalo
turniej gry go. Dr Ewa Girejko i dr Dorota Mozyrska zorganizowaly
miniwarsztaty dla nauczycieli Nietypowa lekcja matematyki, z udziatem
Marka Matejuka, tworcy i producenta uktadanek Happy Cubes, ktore stale
towarzyszyly Dniom Matematyki.

Od roku 2007 Dni Matematyki byly wspélorganizowane przez Wydzial
Informatyki Politechniki Biatostockiej, a doktadniej przez Centrum
Popularyzacji Matematyki ,,Signum”, kierowane przez dr Anne Poskrobko.
Z ,Signum” wywodzi sie wigkszosé organizatoréw i wykonawcow

Dni Matematyki. W wielu imprezach, zwlaszcza na Swiezym powietrzu, brali
udziatl studenci: w roku 2007 z Wyzszej Szkoly Matematyki i Informatyki
Uzytkowej, w latach 2009 i 2011 z Politechniki Bialostockiej.

F 813 (Hamilton). Cykloida to tor punktu okregu toczacego sie bez poslizgu
po prostej. Wykazaé, ze dowolny pionowy promien oswietlajacy cykloide

od dotu, odbiwszy sie od cykloidy, przechodzi przez punkt, w ktéorym podczas
wykreslania cykloidy znajdowatl sie srodek tego okregu.

Rozwiazanie na str. 15

F 814 (Huygens). Jaki ksztalt musi mie¢ obrotowo symetryczna miseczka,
by obiegajaca ja poziomo kulka na kazdej wysokosci poruszala sie z ta sama
predkoscia katowa?

Rozwiazanie na str. 5

Redaguje Tomasz TKOCZ

M 1351. Punkty A, B, C'i D sa wierzchotkami czworokata wypuklego.
Udowodni¢, ze odcinki AB i C'D sg réwnolegte wtedy i tylko wtedy, gdy wewnatrz
czworokata ABC'D istnieje punkt P o nastepujacej wlasnosci: kazda prosta
przechodzaca przez P, ktéra przecina odcinki AB i C'D, dzieli czworokat ABC D
na czesdci o réwnych polach.

Rozwiazanie na str. 4

M 1352. Niech 1 <7 < r < nbedaliczbami naturalnymi. Rozwazmy r-elementowe
podzbiory zbioru {1,...,n}. Dla takiego podzbioru niech t; oznacza jego i-ty
element, przy zalozeniu, ze elementy sa uporzadkowane malejaco. Udowodnié, ze
$rednia arytmetyczna wszystkich tak uzyskanych liczb ¢; wynosi 4 - 2%

. i r+1°
Rozwiazanie na str. 19

M 1353. Udowodnié, ze dla dowolnej liczby naturalnej n > 1 istnieja takie
liczby naturalne k, [, ze

1 1 1 1

n ke T aDGry T

Rozwiazanie na str. 18
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Rozwigzanie zadania M 1351.
Zalézmy najpierw, ze istnieje punkt P
o podanej wlasnosci. Poprowadzmy
przez niego dwie proste. Jedna przecina
boki AB i CD odpowiednio w punktach
X1 1Y7, adruga — w punktach X2 i Ys.

A

x|

Mamy
[AX1PY>D] + [PX1X2] =

1
= [AX2Y>D] = S[ABCD] =

— [AX,Y1D] = [AX, PY2D] + [PY1Ya),
gdzie [F] oznacza pole figury F. Zatem

1
EPXI - PX5 -sin X X1 PXs =

[PX1Xs2] = [PY1Y2] =

1
EPYl - PY3 - sin XY1 PY>,

astad PX; - PXs = PY; - PY>. Prowadzac
przez P trzeciag prosta, przecinajaca
AB i CD odpowiednio w punktach X3 1i Y3,
otrzymamy PXs - PX3 = PY> - PYs.
Dzielagc stronami ostatnie dwie réwnoéci,
otrzymamy

PX PY;

PXs3  PYs'
co wobec twierdzenia odwrotnego
do twierdzenia Talesa implikuje, ze
X1X3 || Y1Y3, tzn. AB || CD.

Odwrotnie, niech AB || CD. Niech K i L
beda odpowiednio §rodkami bokéw

AB i CD. Niech P bedzie $érodkiem
odcinka K L.

p\Y L c

A K

Z wypuklosci czworokata ABC D

wynika, ze punkt P lezy w jego wnetrzu.
Oczywiscie [AKLD] = 3[ABCD]

i [PKX] = [PLY] dla dowolnej prostej
przechodzacej przez P i przecinajacej
odcinki AB, CD odpowiednio w punktach
X, Y. Zatem P ma wlasno$é, o ktérej
mowa w tresci zadania.

Kilka zadan, o ktérych...
Krzysztof CIESIELSKI®

Na IV Konferencji Stowarzyszenia Edukacji Matematycznej miatem

przyjemno$é¢ méwié o matematycznych zadaniach ,,0 ktérych nie wiedzieliscie,

ze o nich nie wiedzieli$cie”. Sformulowanie to nawiagzuje do niedawno przelozonej
na jezyk polski ksiazki Johna Barrowa 100 essential things you didn’t know

you didn’t know, ktorej tytul w polskim przektadzie brzmi, nie wiedzie¢ czemu,
Jak wygraé na loterii? Czyli z matematykq na co dzien. Ponizej — kilka sposrod
zadan, o ktérych tam méwitem.

1. Sznurek godzinny to taki sznurek, ktory po zapaleniu spala sie przez réwna
godzing — ale nieréwnomiernie i nie wiadomo jak. Czy mozna ugotowaé jajko,
ktore nie moze gotowaé sie krocej niz 7 minut i dluzej niz 8 minut, majac do
dyspozycji trzy sznurki godzinne, kuchenke gazowa, rondelek i wode?

2. Tle wynosi suma wspétczynnikéw wielomianu
W(x) _ (2.’[2 — 3z 4+ 1)2011 o (1,3 o 9%2 4 B+ 3)2011 + (1,2 Lor— 3)2011?

3. Miary katéw w trojkacie maja sie jak 1: 5 : 6. Najdtuzszy bok tréojkata to 6.
Tle wynosi wysoko$¢ opuszczona na ten bok?

4. Na Wyspie Zagadkowej (jest to wyspa powstala mniej wiecej 40 lat

temu w Rozkoszach Lamania Glowy Lecha Pijanowskiego) miesci sie ogréd
zoologiczny. Nie byto w nim stonia. Dyrektor ZOO poprosil zatem listownie
znanego towce zwierzat o dostarczenie stonia. Pare tygodni pézniej 16dz towcy
zwierzat ze stoniem na pokladzie przybila do brzegu. Cena slonia, zalezna od
wagi, wydala sie dyrektorowi mocno wygérowana. Na Wyspie Zagadkowej byly
jednak jedynie niewielkie wagi towarowe, nie byto wagi, na ktérej zmiescitby sie
ston. Czy dyrektor moégl zwazy¢ slonia i sprawdzié, czy lowca go nie oszukuje?

5. Ile, co najwyzej, Scian czworoscianu moze by¢ tréjkatami rozwartokatnymi?

6. Liczba 9999...9999 jest zapisana za pomoca 999 dziewiatek. Ile wynosi suma
cyfr kwadratu tej liczby?

7. lle rozwiazan ma uklad réwnan:
r+y+z=1,
22 + 1% 4+ 2% = 20117

8. Ile jest prostych dzielacych trojkat o bokach 2010, 2011, 2012 na dwa trdjkaty
o réwnych polach?

9. Czy mozna stwierdzi¢, czy liczba ludzi, ktorzy uscisneli dlonie nieparzystej
liczby ludzi (w calej dotychczasowej historii Ziemi), jest parzysta czy nieparzysta?
Jesli mozna, to jaka jest ta liczba?

Czesto urok zadania mozna doceni¢ dopiero wtedy, gdy sie nad tym zadaniem
troche (byé moze ,calkiem spore troche”) myslato. Na konferencji mozna bylo
uczestnikéw do tego zachecié, wreczajac im kartke z tematami zadan wieczorem,
w przeddzien referatu. W tekscie wydrukowanym w miesieczniku — zamieszczone
odpowiedzi czesto wrecz kusza, by na nie rzucié¢ okiem.

Delta rozwiazuje ten problem znakomitym pomystem ,druku lustrzanego”.
Dzigki temu wcale nie jest tak tatwo przeczytaé rozwiazanie, nawet jesli
niechcacy (lub pozornie niechcacy) sie na nie spojrzy. .. Zastosujemy te metode
i tu, a dodatkowa ,,pomoca” niech bedzie fakt, ze podane zostang nie tyle
pelne rozwiazania, co szkice czy istotne wskazéwki (ale do rozwiazania raczej
wystarczajace). Nie bedzie tez rysunkéw, jako ze lustrzane odbicie rysunku
wyglada nad wyraz podobnie do oryginalu. Mam jednak do Czytelnikéw prosbe
— by po lusterko siegneli dopiero w ostatecznosci. Wielka rados¢ moze sprawié
satysfakcja osiagnieta dzicki samodzielnemu rozwiazaniu niestandardowego
zadania. Na wszelki wypadek, by pokusa nie byta zbyt wielka, wskazéwki owe
beda rozsiane po calym numerze.
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Rozwigzanie zadania F 814.
Poniewaz kulka toczy si¢ poziomo,
wigc sita odsrodkowa i sila grawitacji
majg wypadkowsa prostopadtla do
powierzchni miseczki. o

h

muv?

mg

Oznaczmy przez O punkt przeciecia
prostej zawierajacej t¢ wypadkowa z osig
miseczki i przez P przecigcie tej osi
z plaszczyzng ruchu kulki. Niech r bedzie

promieniem zataczanego okregu i niech
h = OP. Mamy
muv? /r r
mg h
a wiec

[v] = ry/g/h.

Stad czas obiegu to
2nr/|v| =274/ h/g

i predkosé katowa to 4/g/h. Jedyna
zmienng jest tu h, wigc poszukujemy
takiej krzywej (bedacej przekrojem
miseczki), dla ktérej owo h, czyli OP,
jest stale.

Krzywsg taka jest parabola, a konkretnie
x? = 2hy. Istotnie, styczna do niej
w punkcie (a, b) to
a (1,2
—x—y=——>b,

h h
a normalna to

+ + 2
z+ —-y=a+ —b.
Y h

Ta normalna przecina o§ x = 0 w punkcie
a a .
—y=a+ —b, czyliy=h+b,
h h

miseczka jest zatem paraboloidg obrotowa.

Pasazerowie na gape

W malym, drewnianym letnim domku mojej kuzynki po zimie pozostat
trudno usuwalny zapach. Co gorsza — pozostaly réwniez zimowe mieszkanki
domku — polne myszy, wraz z przychéowkiem. Gniazda mialy m.in.

w szufladzie z papierowymi serwetkami, zywily sie réznymi, nieopatrznie
pozostawionymi, precelkami.

Myszy towarzysza ludzkim domostwom od dawna. W VIII-X wieku
Vikingowie, migrujacy po p6inocnych morzach Europy, z dzisiejszej Norwegii
do Szkocji, Irlandii, Islandii, Nowej Fundlandii i Grenlandii, zabierali

w nieznane konie, owce, kozy, kury. Wspélczesne badania genetyczne
$wiadcza tez o tym, ze blizej nowego miejsca osiedlenia porywali na statki
tamtejsze kobiety. Nie wiedzieli zapewne o tym, ze w ich Arkach Noego
osiedlity si¢ rowniez myszy.

Historie migracji tych myszy badaja uczeni z zainteresowanych krajow:
Wielkiej Brytanii, Islandii, USA, Danii i Szwecji. Poddali analizie DNA
myszy ,wykopaliskowych” i dzi§ zyjacych na terenach podbijanych przez
Vikingéw. Dwanascie stuleci ewolucji gryzoni na tyle zmienito ich genotypy,
ze mozna okresli¢ regiony $wiata, z ktérych pochodza wspotczesne myszy.
Najpierw myszy ,norweskie” wyladowaly w Islandii, a kontynuowaty

swoje podroze az na Grenlandie. Nie znaleziono genetycznych dowodéw na
sredniowieczne pochodzenie dzisiejszych myszy nowofundlandzkich; te myszy
zostaly przywiezione przez Europejczykéw z pdzniejszych fal emigracyjnych.

Wspdlne losy ludzi i towarzyszacych im pasozytéw, bakterii i zwierzat
rozszyfrowywane sa obecnie dzieki taniejacym, a wiec tatwiej dostepnym,
szybkim metodom sekwencjonowania DNA. Gdy my$limy o ciele ludzkim, coraz
czedciej powinnismy widzied je jako caly wszech$wiat dla wspotzasiedlajacych je
mikroorganizméw. Takimi sa, na przyktad, bakterie Helicobacter pylori, obecne
w przewodzie pokarmowym ponad 50% ludzi, wywolujace wrzody zoladka.
Poznanie uktadu helikobakteria-czlowiek umozliwia réwnolegltosé zdarzen
ewolucyjnych w obu gatunkach. Sktadaja sie na to takie okolicznosci jak te,
ze jedynym gospodarzem dla tych bakterii jest tylko jeden gatunek (ludzie),
ze zakazenie rozprzestrzenia sie w najblizszej rodzinie, do dzieci i najblizszych
krewnych (ach, te caluski dla niemowlat !) oraz ze przekazanie niewielkiej liczby
mikroorganizméw wystarcza do zakazenia.

Mozna ocenié¢, ze H. pylori byta juz w ludzkich zotadkach w czasie fali
migracji z Afryki 58 000 lat temu, ale jak dlugo przedtem (niektorzy sadza,
ze ponad 100 000 lat temu) nie wiadomo. W tym czasie ewoluowali i ludzie,

i bakterie, pewne dane wskazuja takze na niezalezne poczatki zakazenia ludzi
przez rézne galezie ewolucyjne bakterii.

Jeszcze bardziej ztozony system ko-ewolucji przedstawia Plasmodium falciparum
(zarodziec malarii) wraz z czlowiekiem i komarem. Nie ma watpliwodci, ze
mozna wykazaé¢ wzajemne wplywanie na ewolucje kazdego z tych gatunkow.
Sadzi sig¢, ze zarodziec przenidst sie na ludzi z malp na przelomie okresu
mezolitycznego z neolitem. Pézniej malaria wplywata w sposob zasadniczy
na ludzi z basenu Morza Srédziemnego, ich kulturowe, dietetyczne zachowania
oraz powstawanie cech adaptacyjnych. W ten sposéb prawdopodobnie

doszto do wyselekcjonowania ludzi bardziej odpornych na zakazenie, co
zmniejszyto fatalne skutki demograficzne tej choroby. Z kolei poréwnania
roznych gatunkéw zarodzea prowadza do wniosku, ze i one ewoluowaly i stawaly
sie coraz bardziej zakazne dla ludzi. I komary, i zarodZce naleza do gatunkdw
wspoélzamieszkujacych te same tereny, gtéwnie rolnicze, co ludzie.

I czy kto$ jeszcze moze zaprzeczyé, ze podroze w czasie (w kazdym razie
do tylu) nie sa mozliwe?
Magdalena FIKUS



W rozumowaniach byt btad
Marek KORDOS

W poprzednim numerze Delty przedstawitem trzy dowody V postulatu
Euklidesa. Dla wszystkich Czytelnikow bylo jasne, ze zawieraja one bledy. Fakt,
ze mimo to kazdy z nich przez pewien czas byl uznany za poprawny, wskazuje
na ogromny klopot, jakim dla my$licieli — juz niekoniecznie matematykdw

— byto przyjecie do wiadomosci, ze moga istnie¢ dwie wykluczajace sie, ale
poprawne, a wiec w szczegbdlnosci niesprzeczne teorie opisujace ten sam obiekt,
w tym przypadku przestrzen. A przeciez przestrzen, w ktorej ,,odbywa sie”

T aanadn” )
b=,

7
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Felix Klein (1849-1925), matematyk
niemiecki, wywarl ogromny wplyw na
rozwdéj matematyki, proponujac oparcie
jej nie na aksjomatach i nasladowaniu
fizyki, lecz na przeksztalceniach,

a zwlaszcza grupach przeksztalcen.

W ciagu stulecia spowodowalo to
zasadniczg restrukturyzacje matematyki
zwang przetomem bourbakistowskim.

Hermann Helmholtz (1821-1894)
przytoczong w tekécie prace

napisal w 1868 roku pod wplywem
lektury wyktadu habilitacyjnego
Bernharda Riemanna (1826-1866)

z 1854 roku, O hipotezach, ktére lezg

u podstaw geometrii, w ktérym Riemann
wskazuje na mozliwosé tworzenia bogatej
rodziny geometrii nieeuklidesowych — tak
uprawia sie geometrie dzisiaj.

Janos Bolyai (czyt. bojoj) (1802-1860),
matematyk wegierski; jego praca
dotyczaca geometrii nieeuklidesowej
(1823) zostala zle przyjeta przez
$rodowisko naukowe i ukazala sie dopiero
w 1832 roku jako dodatek do ksigzki
ojca poswigconej dydaktyce matematyki.
Gdy okazalo sie, ze w Niemczech
wydano i pozytywnie przyjeto prace
Lobaczewskiego, Jdnos zatamal si¢

i spedzil reszte zycia w catkowitym
odosobnieniu.

Nikotaj Lobaczewski (1792-1856),
matematyk rosyjski (z polskimi
korzeniami), opublikowal w 1826

roku w Kazaniu prace O navanax
zeomempuu, ktéra powszechnie poznano
po wydrukowaniu jej w 1840 roku

po niemiecku. Wobec watpliwosci

co do jej filozoficznego (i religijnego)
znaczenia Lobaczewski zostal usunigty
ze stanowiska rektora uniwersytetu

w Kazaniu i przeniesiony na emeryture.

/

Rys. 1

9%

Wiszechswiat, jest jedna.

Powstalo wiec pytanie, jak — niezaleznie od odwolywania si¢ do Natury — mozna
stwierdzi¢ poprawnosé teorii. Rozwiazanie przyniosta lekka modyfikacja tego
pytania przez Felixa Kleina: zapytat on

jak stwierdzic¢, Ze jedna teoria jest co nagmniej tak poprawna, jak druga?
I odpowiedzial na to pytanie: jesli w teorii T1 mozna zbudowaé model teorii T,
to teoria To jest co najmniej tak samo poprawna, jok teoria T.

Po czym zbudowal (w 1870 roku) model geometrii powstajacej przez dolaczenie
do czterech poczatkowych postulatow Euklidesa zaprzeczenia piatego postulatu
w geometrii euklidesowe] (model Kleina) oraz w tej geometrii model geometrii
euklidesowej (horysfera). W ten sposéb wykazal, ze obie geometrie sa
jednakowo poprawne.

A filozoficzny problem istnienia dwu teorii opisujacych ten sam obiekt zostal
niewiele pozniej rozstrzygniety wedtug pomystu fizyka, Hermanna Helmholtza,
ktory w pracy O faktach, ktore lezg u podstaw geometrii zaproponowal, by
matematyki nie uwazaé¢ za nauke przyrodnicza, lecz za skrzynke z narzedziami
do uprawiania nauk przyrodniczych.

Model Kleina

Do wskazania bledéw w przytoczonych dowodach V postulatu potrzebny bedzie
nam — rzecz jasna — tylko pierwszy z modeli zbudowanych przez Kleina. Oto on.

e Plaszczyzna bedzie wnetrze kola (bez brzegu! — oznaczmy ten brzeg o).

e Prostymi beda cieciwy tego kota (oczywiscie, bez koncow).

e Proste beda prostopadle wtedy i tylko wtedy, gdy przedtuzenie jednej z nich
przechodzi przez punkt przeciecia stycznych do o w konicach drugiej (okazuje
sie, ze jest to relacja symetryczna) lub gdy jedna z nich przechodzi przez
srodek kota, a druga jest euklidesowo do niej prostopadtla.

To okresla model catkowicie, a wynika z tego, miedzy innymi, ze

e odleglos¢ punktéw A i B to
AP - BQ

Y40 - BP
gdzie P i @ to konce prostej] AB, XY to euklidesowa dlugosé odcinka XY,
a A jest dowolnie ustalong stala dodatnia;

e punkty rownoodlegte od prostej tworza elipse styczna do o w koncach
tej prostej;

e kat miedzy prostymi to euklidesowy kat, jaki tworza okregi prostopadte do o
i przechodzace przez konce tych prostych.

b

)\-‘l

Czytelnik Ciekawski moze z tego wyprowadzi¢ wszelkie wlasnosci tej
nieeuklidesowej geometrii zwanej geometria Bolyaia—Y.obaczewskiego na czesé¢
dwdéch odwaznych matematykdw, ktorzy pierwsi uparli sie, ze taka geometria
istnieje (lub geometria hiperboliczna ze wzgledu na jej analityczne wlasnosci).
My zauwazymy wstepnie, ze nie jest w niej spetlniony V postulat: przez punkt P
poza prosta k przechodzi nieskoficzenie wiele prostych z nia rozlacznych (rys. 1).
O tych dwu, ktore maja z k wspélne konce, méwimy, ze sa do k réwnolegle,

o pozostalych — ze sa nadréwnolegle.
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Rys. 2

Rys. 3

Mozna, oczywiscie, zbudowadé
tréjwymiarowy model Kleina. Bedzie
to kula bez brzegu — reszta bez zmian.
Horysfera to elipsoida obrotowa
(powierzchnia), ktérej o obrotu
przechodzi przez $rodek tej kuli, i ktéra
jest styczna do brzegu tej kuli (a wigc
bez jednego punktu!). Dodatkowo
zaktadamy, ze (gdy kule potraktujemy
jak jednostkowa) pozostale osie maja
dtugosé¢ réowng kwadratowi dlugosci osi
obrotu. Na tej powierzchni za proste
uwazamy przecigcia jej z plaszczyznami
modelu Kleina przechodzacymi przez
brakujacy punkt. Uwazamy te proste za
prostopadte, gdy powstaly z plaszczyzn
prostopadlych. Geometria na tej
powierzchni jest wtedy identyczna

z geometrig plaszczyzny euklidesowej.

Ale to juz opowies¢ na inng okazje.

Na czym polegaly bltedy?

Juz z ogladu rysunku 1 mozna stwierdzi¢, ze Saccheri zadnego bledu
matematycznego nie popelnil — w geometrii Bolyaia-FLobaczewskiego (B-L.)
proste réwnolegle sa asymptotyczne. Mylil si¢ tylko w intuicji, ze takie cos
prostym przydarzy¢ sie nie moze. Faktycznie jego praca FEuclides ab omni naevo
vindicatus byla pierwsza praca z geometrii B-L,, ale o tym przekonano sie
dopiero dwa wieki pdzniej.

Legendre popelnil — mozna powiedzie¢ — pol bledu: pierwsza cze$é jego
dowodu, gdy wykazuje, ze suma katéw trojkata w geometrii absolutnej

nie moze byé¢ wieksza od 7, jest poprawna. Uzyskany wynik dzi$ nazywa
sie twierdzeniem Saccheriego—Legendre’a, bo i u Saccheriego mozna znalezé
podobne rozumowanie.

Natomiast dowdd, ze nie ma trojkatéw o sumie katow mniejszej od 7, korzysta ze
zdawaloby sie oczywistej przestanki: przez punkt wewngtrz kgta wypuklego mozna
poprowadzi¢ prostq przecinajgcg oba jego ramiona. Jej falszywosé widaé na
rysunku 2. Kolorowa prosta jest réownolegla do obu ramion kata — nazywa si¢ ja
prostq zagradzajgcq. Zacieniowany obszar za nia sklada sie — co tatwo sprawdzié
linijka — z punktéw, przez ktére nie mozna poprowadzié prostej przecinajacej
oba ramiona kata (punkty A’ i B’ z dowodu Legendre’a moga nie istniec).

Sprawa z dowodem Farkasa Bolyaia jest (chyba)
prostsza, cho¢ obrazek bedzie wiekszy. Okazuje sie
bowiem, ze w geometrii B-L istnieja tréjkaty, na
ktérych nie mozna opisa¢ okregu — po prostu symetralne
ich bokéw nie przecinaja si¢! Pokazuje to rysunek 3.

Nieprzecinajace si¢ proste k i | beda symetralnymi
tréjkata, ktéry buduje sie tak. Bierzemy miedzy nimi
jaki§ punkt P i rysujemy elipsy przechodzace przez

ten punkt i styczne do o odpowiednio w koncach
prostych k il — sg to linie, ktére skladaja sie z punktéw
odleglych tak jak P odpowiednio od prostej k i [
(druga czarna kropka na poprzedniej stronie) — zatem
S jest srodkiem PQ, a T érodkiem PR. Kazda prosta,
ktorej przedluzenie przechodzi przez X (przez Y), jest
prostopadia do k (do [) — trzecia kolorowa kropka.
Zatem k jest symetralng P(Q), a [ symetralna PR.
Wobec tego na tréjkacie PQR nie mozna opisaé okregu.

Inne zdania réwnowazne V postulatowi

Zatem kazde ze zdan

— przez punkt wewnetrzny kgta wypuklego mozna poprowadzié prostg przecinajgcq
oba ramiona kgta;
— na trojkgcie mozna opisaé okrqg;

jest rownowazne V postulatowi na gruncie poczatkowych czterech.

Czytelnik Zainteresowany sprawdzi, ze podobnie jest ze zdaniami:

— istniejq nieprzystajgoce trojkgty podobne;

— na plaszczyznie kazda prosta przecina przynajmniej jedng z przecinajgcych sie
prostych;

— istniejg trzy wspolliniowe punkty jednakowo odlegle od danej prostej;

— odleglosé punktow zorientowanej prostej od innej prostej jest funkcjq
monotoniczng;

— odleglosé punktow prostej od wspolplaszczyznowej i rozlgeznej z nig prostej jest
ograniczona (do wyboru: z géry lub z dolu);

— istnieje prostokqt;

— wysokosci trojkqta przecinajq sie

itd.

7



S6Lg  ANACPOQST 8991

908 gquiemideer’ g bogens 1y brymie evmwe
opJicyA¢’ vglbieLm leap pomieny

26 CAfL 6] o2pgpuIc] [ICNPA [9LMO

(10495 = 15 = 105555 = 5 " T04p, + 17
g miéc

90099990 = T0,,, — I’

Q' NYMMISITA:

Rys. 1

Maota de

Lekcja rysunku (1)

Wydaje sie, ze w czasach szybkich komputeréw, programoéw graficznych i innych
gadzetow nie ma sensu zajmowanie si¢ rysunkiem odrecznym. Réwnie dobrze
jednak mozna by zrezygnowadé z nauki pisania i tabliczki mnozenia — sa przeciez
odpowiednie edytory i kalkulatory. Zdarza sie jednak, ze rozwiazujac jakie$
zadanie, dobrze byloby podeprzeé¢ nasza wyobraznie wlasnie rysunkiem, a nie ma
pod reka supernowoczesnych narzedzi.

Niemal kazdy nauczyciel matematyki wie, ze odpowiedni rysunek do zadania

z geometrii to czesto ponad potowa sukcesu przy rozwigzaniu. Gdy jednak
trzeba narysowaé chocby trojkat wpisany w okrag, to mozna ustyszeé o braku
zdolnosci rysunkowych. A przeciez wykonanie nawet pozornie zawitego rysunku
nie musi by¢ trudne. Wystarczy pamietaé, ze rysunek jest to skonczony ciag
kresek prowadzonych w odpowiedniej kolejnosci.

Oto pierwsza lekcja. Zacznijmy od rysunku czworoscianu. Z tym na pewno
nie ma problemu. Najpierw rysujemy tréjkat (rys. 1),

\ \

\ |

\ s \

‘x. R

\ / '

\ \ \
/ \ " A \
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Rys. 2a Rys. 2b

potem wybieramy punkt (rys. 2), najczesciej na
zewnatrz tréjkata (choé czasem potrzebny jest taki

punkt wewnatrz), i taczymy go z wierzchotkami ) \

tréjkata (rys. 3). To wie niemal kazdy. i \/ / - g \
'l | =3
Rys. 3a Rys. 3b

A gdyby tak sprobowaé narysowaé czworo$cian stojacy nie na solidnej podstawie,
tylko na krawedzi? Dla specjalisty to nic trudnego, jednak wydaje sie, ze bez
wprawy nie jest latwo wykona¢ poprawny rysunek. Jest jednak sposéb, zeby
narysowac to prosto. Najpierw szkicujemy pomocniczo sze$cian — z tym chyba
tez nie ma problemu (rys. 4). Rysujac go, pamietajmy, zeby krawedzie idace
w glab nie byly réwnolegle do przekatnych $ciany przedniej. Na Scianach
réwnoleglych (gérnej i dolnej) naszkicujmy przekatne prostopadte (rys. 5).
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Konce tych przekatnych sa wierzchotkami poszukiwanego czworoscianu,

a przekatne — jego krawedziami. Wystarczy teraz tylko polaczy¢ te

wierzcholki kazdy z kazdym (rys. 6). Czworoscian, stojacy na krawedzi, gotowy.
Ponadto, powinien to byé czworosécian foremny (przynajmniej teoretycznie)

— prawda?

Widzimy tez, ze w szescianie sa dwa takie czworosciany (,ten drugi” jest na
rysunku 7). Mozemy je narysowaé jednoczesnie (rys. 8) — po prostu zaznaczamy
przekatne wszystkich Scian. Dobrze jest jeszcze zaznaczy¢ wspolne linie — sa to
odcinki taczace $rodki sasiednich Scian szescianu (rys. 9).

Rys. 8 Rys. 9

W ten sposob dostaliSmy gwiazde o$mioramienna (stella octangula), kompozycje
dwéch czworoscianow foremnych. Dla lepszego efektu mozna odpowiednio
pokolorowa¢ widoczne $ciany, czyli ,zapomnie¢” o szescianie, z ktorego stella
powstala (rys. 10). Jedli cala procedure powtérzymy w nieco przekreconym
szescianie, to otrzymamy gwiazde obrécona — w innej perspektywie (rys. 11).

Rys. 10 Rys. 11

Pisal i rysowal Zdzistaw POGODA

Jak mierzy¢ odleglosci na niebosklonie, gdy brakuje odpowiedniego sprzetu?

=

=

Zrédlo rysunku:
http://commons.wikimedia.org/
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Amatorskie obserwacje mozna z powodzeniem wykonywaé, nie przejmujac sie
zanadto skomplikowang aparatura — do oszacowania rozmiaréw katowych oraz
odleglosci pomiedzy obiektami na sferze niebieskiej wystarczy sprawna dlon.

Dla przyktadu Ksiezyc, ktorego tarcza ma okoto 0,5° tuku (30 minut katowych,
podobnie jak Stonce — nawiasem moéwiac, ta ciekawa koincydencja zapewnia nam
widowiskowe za¢mienial) miesci sie z duzym zapasem w obrysie malego palca,
natomiast tylne gwiazdy Wielkiego Wozu znajduja sie w odleglosci trzech palcow,
czyli okoto 5° tuku. Zachecamy do samodzielnego przetestowania tej hipotezy!

M. B.



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Wymiana splatania z op6zZnionym wyborem

Tak ttumaczy si¢ angielski termin delayed choice

for entanglement swapping. Oczywiscie, chodzi

o splatane stany kwantowe. A skoro tak, to, ani chybi,
o kolejne badanie ujawniajace, jak bardzo odjechana
jest mechanika kwantowa, czyli ponowne wykazanie
nieadekwatnosci klasycznej (niekwantowej) intuicji.

Tytulowe okreslenie dotyczy mys$lowego eksperymentu [1],
w ktérym o tym, czy stany kwantowe dwoch obiektow
sa splatane, decydujemy juz po tym, jak zostaly one
zmierzone. Koncepcja ta zostala wtasnie zrealizowana
doswiadczalnie [2].

Sytuacja zostala zaaranzowana za pomoca
(nieozywionych) obserwatoréw: Alicji, Boba oraz
Wiktora. Wytwarzano dwie (kwantowo) splatane
pary fotonéw 11 2 oraz 3 i 4 poprzez spontaniczna
konwersje ultrafioletowych (404 nm) fotondéw

w dwoéch krysztatach BBO na pary fotonow
podczerwonych (808 nm). Natezenie poczatkowego
femtosekundowego impulsu bylo tak dobrane, zeby, przy
niskim prawdopodobienstwie konwersji, praktycznie
nie zdarzalo sie skonwertowanie dwéch fotonéw

w pojedynczym krysztale.

Nastepnie foton 1 byl przesytany do Alicji, foton 4

do Boba, a fotony 2 i 3, za pomoca duzo dhuzszych
swiatlowoddéw, do Wiktora. Dla kazdej pary odbieranych
fotonéw Alicja i Bob wybierali (uprzednio) jedna

z trzech niezaleznych baz polaryzacyjnych, a nastepnie
dokonywali pomiaru polaryzacji, zanim para fotonéw

2 i 3 dotarta do Wiktora.

Wiktor, za pomoca kwantowego generatora liczb
losowych, decydowal, czy splata¢ fotony 2 i 3, czy nie.
Zgodnie z mechanikg kwantowa splatanie takie
powoduje splatanie pary 1 i 4, a rozplatanie poczatkowo
splatanych par 11 2 oraz 3 i 4, czyli tytutowa wymiane
splatan. Tylko ze pomiary polaryzacji fotonéw 11 4
zostaly juz dokonane i to w chwili, gdy nie wiadomo
bylo, czy Wiktor bedzie platal, czy nie bedzie.

Poniewaz wszystkie wyniki pomiaréw polaryzacyjnych
byty rejestrowane, wiec za pomoca badania korelacji mozna
bylo stwierdzi¢, czy wymiana splatania nastapita, gdy
Wiktor platal, oraz czy nie nastapila, gdy tego nie robil.

Wyniki eksperymentu [2] potwierdzily wymiane splatan
w pierwszym oraz jej brak w drugim przypadku.

Tymczasem klasyczna intuicja sklania nas do
przypisania obiektywnego znaczenia pojedynczym
obserwowanym przez nas zdarzeniom, np. dokonanemu
przez nas pomiarowi polaryzacji fotonu, ale w takim
razie mozliwe byloby wplywanie na przeszlosé.

Jak widaé¢, pokusie takiego przypisania nalezy sie oprzeé¢
i uznaé, ze mozna kwantowo platac¢ nie tylko stany
rozdzielone przestrzennie, ale i te rozdzielone czasowo.

Piotr ZALEWSKI

[1] Asher Peres, Delayed choice entanglement swapping,
J. Mod. Opt. 47(2000)139-143.

[2] Xiao-song Ma, Stefan Zotter, Johannes Kofler, Rupert Ursin,
Thomas Jennewein, Caslav Brukner i Anton Zeilinger,
Ezxperimental delayed-choice entanglement swapping,
Nature Physics, doi:10.1038 /nphys2294, 22 kwietnia 2012.

Polskie dziewczeta sa najlepsze!

W tym roku w dniach 12-13 kwietnia odbyla sie po raz pierwszy
Europejska Olimpiada Matematyczna Dziewczat. W zawodach rozegranych
w Murray Edwards College w Cambridge uczestniczyto 70 uczestniczek

z 19 krajow, nie tylko europejskich. Kazdy uczestniczacy w Olimpiadzie kraj
mogt wystawié co najwyzej czteroosobowa druzyne.

Polska reprezentacja, kierowana przez Michata Pilipczuka (obecnie doktorant
na Uniwersytecie w Bergen w Norwegii) i Joanne Ochremiak (doktorantke

w IM UW), odniosta pelny sukces, wygrywajac w klasyfikacji druzynowej

ze 122 pkt. Tuz za nimi uplasowala si¢ druzyna Rumunii (121 pkt.), a dalej
Ukraina (117 pkt.) i Stany Zjednoczone AP (110 pkt.). Najlepszy wynik

w druzynie uzyskala Barbara Mroczek (36 pkt. i zloty medal), pozostale
uczestniczki: Anna Siennicka (31 pkt.), Agata Latacz (28 pkt.) i Anna Olech
(27 pkt.) zdobyly medale srebrne.

Warto podkresli¢, ze to juz trzecie w ostatnim czasie zwycigstwo uzdolnionej
matematycznie polskiej mlodziezy, po wygranej na Srodkowoeuropejskiej
Olimpiadzie Matematycznej (MEMO 2011) i na Olimpiadzie Matematycznej
Panstw Baltyckich (Baltic Way 2011).
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Olimpiada

61. Olimpiada Fizyczna 2011/2012

W dniach 13-17 kwietnia br. odbyl si¢ w Warszawie
final 61. Olimpiady Fizycznej. Do tegorocznych
zawodow trzeciego stopnia zakwalifikowalo sie

69 zawodnikéw, w tym jedna dziewczyna. W sobote

14 kwietnia zawodnicy w dwéch turach rozwiazywali
zadanie doswiadczalne polegajace na badaniu
rozciggania wlosa pod wplywem przylozonej sity oraz
na wyznaczeniu jego modutu Younga. Przeprowadzenie
eksperymentu wymagato uzycia jako ciezarkéw monet
jednozlotowych, ktore — co warto podkresli¢ — zachowaly
si¢ w niezmienionej liczbie 210 sztuk do konca zawoddéw
do$wiadczalnych. Okazalo sie, ze zadanie to dobrze
réznicowalo uczestnikéw Olimpiady, mozna bowiem
byto wykona¢ doswiadczenie na wiele sposobow,

ale nie wszystkie z nich zapewniaty odpowiednio
doktadne wyniki. Jedno rozwigzanie wyréznialo sie pod
wzgledem pomystowoéci i doktadnosci przeprowadzonych
pomiaréw. Jego autor, Szymon Pinkowski, otrzymat
za nie wyrdznienie oraz wszystkie wykorzystywane

w czesci do$wiadczalnej monety.

W niedziele 15 kwietnia zawodnicy rozwiazywali zadania
teoretyczne. Pierwsze, ktérego tematem bylo pole
elektryczne wokol wygietego i naladowanego drutu,
okazalo sie stosunkowo proste. Drugie zadanie,

wymagajace analizy rownowagi cieplnej ciata
umieszczonego wewnatrz kata dwusciennego
utworzonego przez dwa zwierciadla, dobrze réznicowalo
uczestnikéw olimpiady, a rozwiazaniu autorstwa
Mateusza Manki przyznano wyrdznienie. Trzecie
zadanie, w ktérym wystepowala ramka z pradem
poruszajaca si¢ w polu magnetycznym, byto wyraznie
najtrudniejsze i zadnego rozwiazania nie mozna byto
uzna¢é za bezbledne. Najwieksze klopoty sprawita
zawodnikom dyskusja poprawnosci zatozen przyjetych
dla rozwiazania tego zadania.

Na podstawie uzyskanych ocen Komitet Gléwny
Olimpiady Fizycznej, stosujac regule regulaminows,
wylonit sposréd finalistéw osiemnastu laureatéw.
Zwyciezca 61. Olimpiady Fizycznej zostal z wynikiem
84 pkt. Michal Pacholski z Warszawy, ktory otrzymat
nagrode gtéwna: tablet ufundowany przez firme Labis

z Warszawy.

Treéci zadan wraz z wzorcowymi rozwigzaniami

7z tegorocznej edycji Olimpiady Fizycznej mozna znalezé
na stronie Komitetu Gléwnego Olimpiady Fizycznej
http://wuw.kgof .edu.pl/.

Konrad DZIATKOWSKI

oto laureaci w kolejnosci zajetych miejsc:

. Michat Pacholski, XIV LO im. S. Staszica w Warszawie,
. Bartlomiej Zawalski, XIV LO im. S. Staszica w Warszawie,

. Jan Rydzewski, V LO im. Ks. J. Poniatowskiego w Warszawie,
. Filip Ficek, V LO im. A. Witkowskiego w Krakowie,
. Maciej Gatka, IT LO im. W. Pniewskiego w Gdansku,
. Jakub Mrozek, XIV LO im. S. Staszica w Warszawie,
. Mateusz Zielinski, Zesp6t Szkét Uniwersytetu Mikotaja Kopernika Gimnazjum i Liceum,
9. Remigiusz Lewandowski, Technikum nr 1 w Siedlcach,
10. Pawel Nalecz-Jawecki, XIV LO im. S. Staszica w Warszawie,
11. Konrad Szymanski, V LO im. A. Witkowskiego w Krakowie,
12. Mateusz Manko, IX LO im. C. K. Norwida w Czestochowie,
13. Robert Przybycien, IV LO im. T. Reytana w Warszawie,
14. Jakub Supel, XIV LO im. S. Staszica w Warszawie,
15. Piotr Urbanczyk, VIII LO im. M. Sktodowskiej-Curie w Katowicach,
16. Jacek Lysiak, XIV LO im. S. Staszica w Warszawie,
17. Michal Szyszkowski, III LO im. A. Mickiewicza we Wroclawiu,
18. Radostaw Rzepliniski, XIV LO im. S. Staszica w Warszawie.

A
1
2
3. Kacper Oreszczuk, VI LO im. J. Kochanowskiego w Radomiu,
4
5
6
7
8
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LV Olimpiada Astronomiczna
Wybér zadan

Druga seria zadan zawodoéw I stopnia

1. Czas zakrywania planetoidy przez Ksiezyc, czyli czas jaki uptynat od pierwszego do
drugiego kontaktu wyniést At = 1,4 sekundy. W czasie pomiaru obserwowang na sferze

zmiane polozenia planetoidy wzgledem Ksiezyca mozna uznaé za jednostajna po linii
prostej z predkoscia katowa w = 0,530/godz. Dodatkowo wiemy, ze podczas zakrycia
minimalna odlegto$é pomiedzy srodkami Ksiezyca i planetoidy wyniosta 3/4 promienia
katowego Ksiezyca. Jakie wynikaja stad katowe rozmiary planetoidy jesli obydwa ciata

potraktowaé jako idealne kule i przyjaé, ze Ksiezyc mial érednice katowa R = 32,
a planetoida byta w poblizu opozycji?

2. Gwiazdy supernowe typu la, ktérych jasnos¢ absolutna w maksimum wynosi

—19,3 mag, stanowia niezwykle wazny wskaznik odlegltoéci we Wszech$wiecie (tzw.
$wiece standardowe). Podaj, w jakiej odleglosci od Ziemi znajdowalaby si¢ gwiazda
supernowa typu la, gdyby jej jasno$é obserwowana byla taka, jak jasno$é obserwowana
Stonca. Ocen, jakie skutki dla zycia na Ziemi mégtby spowodowa¢ wybuch supernowej
w takiej odleglosci. Brakujace dane wyszukaj samodzielnie.

Zadania zawodéw 11 stopnia

1. W grudniu 2011 roku doniesiono o odkryciu pozastonecznej
planety , Kepler 22-b” o promieniu ponad dwukrotnie wiekszym
od promienia Ziemi, obiegajacej macierzysta gwiazde w ciagu
290 dni. Gwiazda ma promienn 0,98 promienia Stonca i mase
0,97 masy Storica oraz temperature efektywna 5500 K, a planeta
obiega ja po orbicie zblizonej do okregu. Traktujac planety jak
ciala doskonale czarne, poréwnaj warunki termiczne planety
Kepler 22-b z warunkami termicznymi planet znajdujacych
sie¢ w strefie ekosfery naszego Stonica. Wymien w punktach
inne warunki, ktére powinny by¢ spelnione, aby na tej planecie
moglo istnie¢ zycie w formach spotykanych na Ziemi.

2. Rozpatrujemy keplerowska orbite gwiazdy podwdjnej

w uktadzie zwigzanym z jednym z jej sktadnikéw,
nazywanym gwiazda centralng. Oblicz mimosrdd e tej
orbity oraz kat nachylenia i jej ptaszczyzny do plaszczyzny
prostopadtej do kierunku widzenia, gdy obserwowana orbita,
tj. rzut orbity keplerowskiej na ptaszczyzne prostopadta do
kierunku widzenia, jest:

a) elipsa o wielkiej pétosi a = 1,6” i malej potosi b =1,1",
a gwiazda centralna lezy w srodku tej elipsy, to znaczy
w punkcie przeciecia jej osi;

b) okregiem, a gwiazda centralna lezy w potowie promienia
tego okregu;

c) elipsa o wielkiej p6tosi a = 2,17 i matej pétosi b = 1,47,
a gwiazda centralna lezy doktadnie w potowie malej
poétosi tej elipsy.

Zadania zawodéw 111 stopnia

1. Z poczatkiem roku 2011 doniesiono o znalezieniu ciat

o masach kilkunastu mas Jowisza i temperaturach zblizonych
do ziemskich. Oszacuj tempo stygniecia takich cial. W tym
celu zaléz dla uproszczenia, ze temperatura ciata zmienia

sie jednakowo w calej objetosci, a cialo ma mase 10 mas
Jowisza, gestoéé 1000 kg/m? i temperature efektywna

300 K oraz zbudowane jest z gazu doskonalego o masie
molowej 2 g/mol. W szczegdlnosci okredl ile lat bedzie trwalo
zmniejszenie temperatury o 1 stopien. Przyjmij, ze ciepto
molowe rozpatrywanego gazu wynosi gR, gdzie R jest stala
gazowa, a masa Jowisza jest réwna 2 - 1027 kg.

2. Na podstawie obserwacji przelotu satelity stwierdzono, ze
odlegtosé katowa od zenitu do wysokosci h = 40° pokonalt
on w czasie At = 105 s. Wyznacz okres obiegu T' tego
satelity oraz promien R jego kolowej orbity. W rozwiazaniu
pomin wptyw ruchu obrotowego Ziemi i przyjmij: promien
Ziemi r = 6 370 km; warto$¢ pierwszej predkosci kosmicznej
vr = 7,91 km/s.

3. Obiegajacy Ziemie satelita sktada sie z dwbch czesdci

o jednakowych masach réwnych 100 ton kazda, potaczonych
lina, ktoérej kierunek stale pokrywa sie z kierunkiem promienia
wodzacego satelity. Przyjmujac, ze orbita satelity jest okregiem,
oblicz okres obiegu tego satelity oraz naprezenie liny rozumiane
jako sita przenoszona przez ling. Przyjmij, ze odleglosé ,dolnej”
czesci satelity od srodka Ziemi wynosi 6 600 km, dtugosé liny
wynosi 100 km, a sama lina ma znikomg mase.

Koncowa klasyfikacja zawodéw finalowych (I-V: laureaci, VI-XXV: finaliSci):

1. Filip Ficek (Krakéw),

. Kacper Bucki (Kety),

. Jakub Klencki (L6dz),

. Aleksandra Hamanowicz (Torun),
. Przemystaw Kuta (Tarnéw),

. Mateusz Krakowczyk (Rybnik),

. Jerzy Knopik (L6dz),

. Mieszko Rutkowski (Krakéw),

9. Magdalena Stasiewicz (Bialystok),
10. Mateusz Czyznikiewicz (Torun),
11. Lukasz Pietrasik (Wroctaw),

12. Piotr Kolaczek-Szymanski (Szczecin),
13. Joanna Starobrat (Lublin),

0 O Ui W

14. Jakub Ahaddad (Krosno),

15. Konrad Szymanski (Krakéw),

16. Maciej Glowacki (Krosno),

17. Damian Mazurek (Lublin),

18. Szymon Poptawski (Bialystok),
19. Martyna Chruslinnska (Szczecin),
20. Remigiusz Lewandowski (Sielce),
21. Malgorzata Kaczmarczyk (Wroclaw),
22. Przemystaw Gumienny (Knuréw),
23. Ewelina Kucal (Radziejéw),

24. Henryka Netzel (Wroclaw),

25. Piotr Staron (Krakéw).

Strona internetowa Olimpiady Astronomicznej: http://www.planetarium.edu.pl/oa.htm.
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Laureaci I miejsca

1. Karol Farbis$ (464, Zesp6t Szkét Ogélnoksztatcacych
nr 6 im. J. Kochanowskiego, Radom, opiekun naukowy:
Mirostaw Mortka, Marcin Andrychowicz)

2. Wojciech Nadara (461, XIV Liceum Ogdlnoksztalcace
im. S. Staszica, Warszawa, o.: Bartosz Szreder)

3.—4. Bartlomiej Dudek (450, Zespét Szkét nr 14, Wroctaw,
o.: Marcin Dublaniski, Damian Rusak, Dawid Matla)

Wiktor Kuropatwa (450, V Liceum Ogdélnoksztaltcace
im. A. Witkowskiego, Krakéw, o.: Lech Duraj, Adam Polak)

5. Mateusz Golebiewski (442, Zesp6t Szkét nr 14,
Wroctaw, o.: Dawid Matla, Damian Rusak)

6.—7. Krzysztof Pszeniczny (430, Gimnazjum
i Liceum im. Jana Pawtla II Siéstr Prezentek, Rzeszéw,
o.: Grzegorz Owsiany)

Bartosz Tarnawski (430, Katolickie Liceum
Ogdlnoksztatcace, Katowice, o.: Antoni Salamon)

8. Marcin Smulewicz (426, Liceum Ogolnoksztatcace
im. B. Prusa, Skierniewice)

Laureaci IT miejsca

9. Michal Zajac (367, V Liceum Ogdlnoksztalcace
im. A. Witkowskiego, Krakéw, o.: Lech Duraj)

10. Mateusz Kopeé (350, I Liceum Ogdlnoksztalcace
im. A. Mickiewicza, Bialystok, o.: Ireneusz Bujnowski,
Iwona Bujnowska)

11.-12. Michat Lowicki (334, Liceum Ogdlnoksztaltcace
nr ITI, Wroclaw, o.: Michat Sliwinski)

Szymon Stankiewicz (334, Zespét Szkot
Ogoélnoksztalcacych nr 6 im. J. Kochanowskiego, Radom,
o.: Mirostaw Mortka, Marcin Andrychowicz)

13. Szymon Lukasz (310, V Liceum Ogdlnoksztalcace
im. A. Witkowskiego, Krakéow, o.: Grzegorz Herman,
Andrzej Dyrek)

14. Przemystaw Jakub Kozlowski (307, Spoteczne
Liceum Ogolnoksztalcace i Spoteczne Gimnazjum nr 8 STO,
Bialystok, o.: Ireneusz Bujnowski, Iwona Bujnowska)

15. Sebastian Daniel Nowak (301, I Liceum
Ogolnoksztalcace im. A. Mickiewicza, Bialtystok,
o.: Ireneusz Bujnowski, Iwona Bujnowska)

16. Stanistaw Dobrowolski (286, XIV Liceum
Ogolnoksztalcace im. S. Staszica, Warszawa,
o.: Joanna Smigielska)

17. Konrad Paluszek (282, Gimnazjum z Oddziatami
Dwujezycznymi nr 42, Warszawa)
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Komitet Gléwny przyznal tacznie 30 tytutéw laureata i wyr6znit
zawodnikow, ktorzy uzyskali co najmniej 150 punktéw. Ponizej
publikujemy liste nagrodzonych zawodnikéw (w nawiasach liczba
zdobytych punktéw, szkola oraz opiekun naukowy):

Wyniki XIX Olimpiady Informatycznej

W dniach od 27 do 30 marca 2012 r. w Tréjmiescie odbyty si¢
zawody III stopnia XIX Olimpiady Informatycznej. Do finatu zostato
zakwalifikowanych rekordowo wielu, bo az 100 zawodnikéw. W ciggu
dwodch dni zawodow finatowych zawodnicy mieli do rozwigzania w sumie
sze$¢ zadan programistycznych ocenianych od 0 do 100 punktéw.

Olimpiada
Informatyczna

18. Kamil Zyta (280, III Liceum Ogélnoksztalcace
im. Marynarki Wojennej RP, Gdynia,
o.: Ryszard Szubartowski)

19. Jakub Kotodziej (278, I Liceum Ogdélnoksztaltcace
im. W. Ketrzynskiego, Gizycko, o.: Evelyn Jelec)

Laureaci II1 miejsca

20.—23. Wojciech Janczewski (250, I Liceum
Ogodlnoksztalcace im. T. Kosciuszki, Legnica,
o.: Romualda Laskowska, Marcin Panasiuk)

Konrad Kijewski (250, I Liceum Ogdlnoksztatcace
im. M. Konopnickiej, Suwalki, o.: Marek Galaszewski)

Btlazej Magnowski (250, III Liceum Ogo6lnoksztalcace
im. Marynarki Wojennej RP, Gdynia,
o.: Ryszard Szubartowski)

Rafal Stefanski (250, XIV Liceum Ogdlnoksztalcace
im. S. Staszica, Warszawa, o.: Joanna Smigielska,
Maciej Matraszek)

24. Krzysztof Kiewicz (236, VIII Liceum Ogdlnoksztalcace
i 58 Gimnazjum im. Wtadystawa IV, Warszawa,
o.: Agnieszka Samulska)

25. Wojciech Szalapski (233, I Liceum Ogolnoksztalcace
im. S. Zeromskiego, Ozorkéw)

26. Aleksander Kramarz (231, Zesp6l Szkét
Ogdlnoksztatcacych nr 6, Bydgoszcz, o.: Malgorzata Piekarska,
Krzysztof Hyzyk)

27.-28. Piotr Bejda (230, V Liceum Ogolnoksztalcace
im. A. Witkowskiego, Krakéw, o.: Lech Duraj, Adam Polak)

Pawel Nowak (230, XIII Liceum Ogdlnoksztaltcace, Szczecin,
o.: Czestaw Drozdowski)

29. Lukasz Majcher (225, Ponadgimnazjalne IV Liceum
Ogdlnoksztatcace, Rzeszow, o.: Robert Swider,
Grzegorz Owsiany)

30. Michal Kowalczyk (217, Zesp6t Szk6t Ogdlnoksztalcacych
nr 6, Bydgoszcz, o.: Malgorzata Piekarska, Maciej Borsz)
FinaliSci z wyréznieniem

Krzysztof Kleiner (208, V LO, Krakéw), Piotr Jarosz

(200, I LO, Ciechanéw), Marek Sokotowski (200, I LO,
Lomza), Grzegorz Bialek (198, ZSO nr 6, Bydgoszcz),
Krzysztof Kulig (198, V LO, Krakéw), Kamil Rychlewicz
(194, I LO, L6dz), Michat Piekarz (189, V LO, Krakéw),
Stanistaw Barzowski (183, III LO, Gdynia), Grzegorz Swirski
(175, V LO, Krakéw), Pawel Tabaszewski (174, XIV LO,
Warszawa), Andrzej Bialokozowicz (168, I LO, Bialystok),
Leszek Kania (168, V LO, Krakéw), Konrad Cichy (166,

LO nr III, Wroctaw), Michal Kownacki (161, ZS nr 14,
Wroctaw), Maciej Kacprzak (154, VIII LO, Warszawa),
Antoni Zawodny (150, XIV LO, Warszawa).



punktéw na 36 mozliwych):

Nagroda stopnia pierwszego

Maciej Duleba (36) — XIV Liceum Ogodlnoksztalcace im. Polonii
Belgijskiej we Wroclawiu

Nagrody stopnia drugiego

Igor Kotrasinski (30) — XIV Liceum Ogdlnoksztatcace
im. Stanistawa Staszica w Warszawie

Wojciech Nadara (30) — XIV Liceum Ogdlnoksztalcace
im. Stanistawa Staszica w Warszawie
Nagrody stopnia trzeciego

Lukasz Bozyk (26) — VI Liceum Ogolnoksztalcace im. Tadeusza
Reytana w Warszawie

Grzegorz Bialek (24) —VI Liceum Ogdlnoksztalcace im. Jana
i Jedrzeja Sniadeckich w Bydgoszczy

Karol Kaszuba (24) — XIV Liceum Ogdlnoksztalcace
im. Stanistawa Staszica w Warszawie

Michal Zajac (24) — V Liceum Ogolnoksztalcace im. Augusta
Witkowskiego w Krakowie

Pawel Natecz-Jawecki (23) — XIV Liceum Ogdlnoksztalcace
im. Stanistawa Staszica w Warszawie

Michal Seweryn (23) — V Liceum Ogdlnoksztalcace im. Augusta
Witkowskiego w Krakowie
Nagrody stopnia czwartego

Damian Rupar (19) — Liceum Ogélnoksztalcace im. Jana
Pawta II Siéstr Prezentek w Rzeszowie

Teodor Jerzak (18) IV Liceum Ogdlnoksztalcagce im. Mikolaja
Kopernika w Rzeszowie

Stawomir Kubicki (18) — I Liceum Ogdlnoksztalcace
im. Stanistawa Dubois w Koszalinie

LXIII Olimpiada Matematyczna

W zawodach stopnia pierwszego wzieto udzial 1409 uczniéw, do zawodow
stopnia drugiego zakwalifikowano 622 uczniéw, a do zawoddéw stopnia
trzeciego — 104 uczniéw. Komitet Gtéwny Olimpiady Matematycznej
na posiedzeniu w dniu 20 kwietnia br. postanowit przyznaé¢ 24 osobom
tytul laureata oraz nagrody pierwszego, drugiego, trzeciego i czwartego
stopnia, za$ 3 osobom — wyrdznienie.

Laureatami LXII OM zostali (w nawiasie podano liczbe uzyskanych

Adam Malinowski (18) — IIT Liceum Ogdlnoksztatcace
im. Adama Mickiewicza we Wroctawiu

Barbara Mroczek (18) — XIV Liceum Ogdlnoksztalcace
im. Stanistawa Staszica w Warszawie

Anna Olech (18) — XIV Liceum Ogdlnoksztalcace im. Stanistawa
Staszica w Warszawie

Konrad Jan Paluszek (18) — Gimnazjum z Oddzialami
Dwujezycznymi nr 42 w Warszawie

Kamil Rychlewicz (18) — I Liceum Ogdlnoksztalcace
im. Mikotaja Kopernika w todzi

Bartlomiej Zak (18) — XIV Liceum Ogdlnoksztalcace
im. Stanistawa Staszica w Warszawie

Pawel Kura (17) — VIII Liceum Ogdlnoksztalcace im. Marii
Sktodowskiej-Curie w Katowicach

Anna Siennicka (17) — XIV Liceum Ogdlnoksztalcace
im. Stanistawa Staszica w Warszawie

Marcin Smulewicz (17) — Liceum Ogdlnoksztalcace
im. Bolestawa Prusa w Skierniewicach

Kacper Swierzowicz (17) — Liceum Ogdlnoksztalcace im. Jana
Pawtla IT Siéstr Prezentek w Rzeszowie

Grzegorz Adamski (16) — I Liceum w Szamotulach

Kajetan Ozarowski (16) — XIV Liceum Ogdlnoksztalcace

im. Polonii Belgijskiej we Wroctawiu

Wyréznienia

Grzegorz Gtluch (14) — III Liceum Ogdlnoksztalcace im. Adama
Mickiewicza we Wroctawiu

Janusz Schmude (14) — IV Liceum Ogodlnoksztatcace Zespotu
Szkét Ogélnoksztalcacych nr 4 im. Tadeusza Kosciuszki w Toruniu

Michal Ziobro (14) — V Liceum Ogoélnoksztatcace im. Augusta
Witkowskiego w Krakowie

Komitet Gtéwny Olimpiady Matematycznej dzigkuje wszystkim, ktérzy pomagali laureatom
i wyréznionym uczniom w przygotowaniach do zawodow.

. . . . 10 4 s Matematyczna ©
VII Olimpiada Matematyczna Gimnazjalistow gr-sseis:a3
W zawodach stopnia pierwszego wzieto udzial 14 176 uczniéw, do zawoddéw stopnia drugiego © :!: :!: :!:
zakwalifikowano 1403 uczniéw, a do zawoddow stopnia trzeciego — 214 uczniéw. -a Ll i Ll LI

Komitet Gléwny Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistéw na posiedzeniu w dniu 17 marca br.
postanowil przyzna¢ 149 osobom tytul laureata pierwszego, drugiego, trzeciego i czwartego stopnia. 2= |, H--E-- .:

Tytul laureata pierwszego stopnia otrzymali:

[ |
mojsijplzouwi

Anna Czerwinska — Zespél Szkét Ogélnoksztatcacych nr 7 w Szczecinie

Konrad Majewski — Gimnazjum z Oddziatami Dwujezycznymi nr 42 w Warszawie

Dariusz Marzec — Gimnazjum w Otmuchowie

Marcin Michorzewski — Zespél Szkét Ogélnoksztatcacych nr 7 w Szczecinie

Pawel Milczek — Gimnazjum nr 24 w Gdyni

Konrad Paluszek — Gimnazjum z Oddzialami Dwujezycznymi nr 42 w Warszawie

Oskar Szymanski — Katolickie Gimnazjum im. §w. Stanistawa Kostki w Kielcach

Jan Tabaszewski — Zesp6t Szkét nr 51 im. Ignacego Domeyki w Warszawie

Zadania oraz pelne wersje komunikatéw z obu olimpiad mozna znalezé na stronach www.om.edu.pl oraz www.omg.edu.pl
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Rozwigzanie zadania F 813.

Styczna do cykloidy w kazdym punkcie P
przechodzi przez najwyzszy punkt
wyznaczajacego ja okregu. Istotnie,
poniewaz nie ma poslizgu, wigc predkosci
ruchu ,obrotowego” i postepowego sa
réwnej diugoscei, a ich wypadkowa (czyli
wektor styczny) jest dwusieczng kata
miedzy nimi.

Prosta pozioma przechodzaca przez
punkt P przecina okrag w punkcie A.
Pionowa $rednica okregu przecina go

u goéry w punkcie B. Z symetrii mamy
XPAB = XAPB, ale kat PAB jako
wpisany réwny jest katowi dopisanemu
miedzy cieciwg PB i styczng do

okregu w P. Zatem PB jest dwusieczng
kata miedzy wektorami.

Informatyczny kacik olimpijski (52): Robot sortujacy

Tym razem oméwimy zadanie Robot sortujgcy (ang. Robotic Sort) z Mistrzostw
Europy Srodkowej w Programowaniu Zespotowym 2007 (CERC 2007). W zadaniu
wystepuje nietypowy algorytm sortowania n-elementowego ciggu liczb catkowitych.
W i-tym kroku (dla ¢ = 1,...,n) znajdujemy w ciggu i-ty najmniejszy element;
zatézmy, ze znajduje si¢ on na pozycji j;. Nastepnie odwracamy fragment ciggu
znajdujacy sie miedzy pozycjami i-ta a j;-ta i w ten sposéb rozwazany element
trafia na docelowa pozycje w posortowanym ciggu. Naszym zadaniem jest
efektywnie zasymulowad ten algorytm, a dokladniej, wyznaczy¢ ciag pozycji
iy, Jn. Przyktadowo, jesli ciagiem do posortowania jest 3, 4, 5, 1, 6, 2, to
wynikowy ciag pozycji odpowiadajacych prawym koncom kolejnych odwrécen

to 4, 6, 4, 5, 6, 6. Dla uproszczenia zalozymy, ze wyjsciowy ciag jest permutacja
liczb 1,...,n. W oryginalnym zadaniu cigg nie musial by¢ réznowartosciowy, ale
sprowadzenie ogdlnego przypadku do przypadku permutacji jest catkiem proste.

Bezposrednia implementacja algorytmu sortowania przez odwracanie ma ztozonos$é
CZasowa, @(nQ). Mozna si¢ o tym przekonaé, sprawdzajac dziatanie algorytmu
dla ciagu 2,4, 6,8, ..., 7, 5, 3, 1 — wlasnie w tym przypadku wykonujemy
najwiekszg liczbe operacji.
W takim razie sprobujemy zastosowac jakie$ inne podejécie. Ponumerujmy
elementy ciggu po kolei, od lewej do prawej, od 1 do n. Zalézmy, ze najmniejszy
element ciggu znajduje sie na pozycji a. Wowczas po pierwszym odwrdceniu
elementy ciaggu beda ustawione w nastepujacej kolejnosci:
a, a—1, ..., 1, a+1, a+2, ..., n.

Widzimy, ze tak naprawde struktura ciggu zmienita sie dosy¢ nieznacznie. Jesli
teraz drugi najmniejszy element znajdowat sie, przyktadowo, na pozycji b < a, to
po drugim odwréceniu ciag bedzie miat postac:

a, b, b+1, ..., a—1,0-1,b—-2, ..., 1, a+1, a+2, ..., n.
Domyslamy sie juz, co bedzie dalej. Po i-tym odwrdceniu ciag bedzie miat postac¢

S1, 82, ..., Si, (al, bl,’l"l), (az, bQ,’I“Q), ey (am, bm,rm),
dla pewnego m < i, przy czym si,...,S; to numery ¢ najmniejszych elementow
ciagu, za$ (aj, bj, ;) oznacza ciag liczb aj, a; + 1, ..., b; ustawionych w takim

wlasnie porzadku (jesli r; = 0) lub odwrotnie, malejaco (jesli r; = 1).

Zauwazmy, ze uzywajac takiej reprezentacji, kolejne odwrocenie w ciaggu mozemy
wykonaé w czasie O(m), o ile tylko bedziemy dla kazdego elementu 1, ..., n pamietaé,
na ktérej pozycji wyjsciowego ciagu sie znajdowal (oznaczenie: pli]). Zalézmy, ze
pli + 1] = k. Znajdujemy teraz taka grupe (aj, bj,r;), ze k € [a;, b;j], rozbijamy ja na
dwie, a nastepnie miedzy te dwie czesci wstawiamy, odwrdcone, wszystkie wezesniejsze

Rozpatrzmy punkt P powstaly po obrocie
okregu o kat ¢. Niech S bedzie $rodkiem

grupy. Przykltadowo, jesli r; = 0, to wynikowy ciag ma postac:
S1, 82, ..., Si, k, (aj, k— 1, 1), (aj71, bjfl, 1-— V“jfl), ey (a1, b1, 1-— 7‘1),

(k?-l—l,bj,()), (aj+1,bj+1,rj+1), Ceey (am,bm,rm).

okregu. Wowezas ¥SPB = xSBP — /2. Przypadek rj = 1 rozpatrujemy analogicznie. Po kazde]j operacji przybywa
Pionowy promien jest réwnolegly do SB co najwyzej jedna grupa — byé¢ moze zero, jesli k znajdowalo sie na skraju grupy
I tworzy ze styczng ten sam kat co SB, (g b, r;). To jednak oznacza, ze liczba grup moze rosnaé liniowo, wigc koszt czasowy

a wigc ten sam co SP, co konczy dowdd.

catego algorytmu moze by¢ rzedu @(nQ). Pozostawiamy Czytelnikowi znalezienie

zloliwego przyktadu, wymuszajacego wykonanie takiej liczby operacji — co ciekawe,
poprzednio podany zlodliwy przyktad nie ma tej wtasnosci.

Mogtoby sie wydawad, ze poniesliémy porazke — tyle
wysitku, a na koncu i tak algorytm jest kwadratowy.
Mozemy jednak osiggnaé lepsza ztozonosé czasowa, jesli
tylko dostrzezemy mocna strone naszego algorytmu:
ot6z na samym poczatku jest on bardzo szybki. Koszt
pierwszych k krokéw algorytmu to O(k?). Przyjmijmy

k = |\/n]; wéwczas podane kroki wykonujemy

w czasie O(n). Kolejne kroki bytyby bardziej kosztowne,
dlatego zamiast nich zrobimy. .. porzadek. Mozemy
mianowicie wypisaé¢ explicite wszystkie wyrazy ciggu
powstalego po k odwrdceniach, ponumerowaé je kolejno,
wyznaczy¢ od nowa tablice indekséw poszczegdlnych
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elementéw w ciagu (p) i kolejne odwrdcenia wykonywaé
juz za pomoca nowego ciagu.

Uporzadkowanie ciggu po y/n odwréceniach zajmuje czas
O(n), taki sam jak symulacja tych y/n odwrécen. W trakcie
calego algorytmu takich wiekszych faz musimy wykonaé
mniej wiecej /1, co daje taczna zlozonosé czasowa O(n+/n).

Na koniec warto dodacd, ze cate zadanie mozna rozwiazac
takze w czasie O(nlogn), uzywajac struktur danych
opartych na drzewach zréwnowazonych. Jednak
takie rozwigzanie nie byto nigdy autorowi kacika
do szczesdcia potrzebne.

Jakub RADOSZEWSKI



Wyznaczanie wysokoS$ci wzgdérz na powierzchni Ksiezyca

Terminator to granica miedzy o$wietlong
i nieo$wietlong czedcig Ksigzyca lub
planety. Plaszczyzna terminatora jest
prostopadta do kierunku Ksiezyc—Stonce.

Zdjecia Ksigzyca mozna znalezé

na przyklad na stronie
http:/legault.perso.sfr.fr/quarters.html
lub
http:/www.astrosurf.com/cidadao/moon.htm.

Stonce

obserwator

Rys. 1. Wzniesienie na powierzchni
Ksiezyca i rzucany przez nie cien.
Ptaszczyzne rysunku wyznaczaja Srodki
Stonca i Ksigzyca oraz polozenie ziemskiego
obserwatora. Wszystkie wzniesienia W,
lezace na okregu, ktorego plaszczyzna jest
réwnolegta do plaszczyzny terminatora
(na rysunku jest to linia przerywana), sa
oswietlane przez Stonice pod tym samym
katem (h = const).

*Wydzial Fizyki,
Uniwersytet w Bialymstoku

Andrzej BRANICKI™

Cienie widoczne na tarczy Ksiezyca sa cennym zrédtem informacji o uksztaltowaniu
jego powierzchni. Widoczna z Ziemi dlugos$é cienia dowolnego wzniesienia zalezy
od fazy Ksiezyca. Najwieksza jest wtedy, gdy w poblizu nieréwnosci, rzucajacej
cien, przebiega linia terminatora. Najbardziej ,,chropowaty” Ksiezyc zobaczymy
wtedy, gdy jasna jest polowa tarczy, natomiast w czasie pelni jego powierzchnia
wydaje si¢ zupelnie ptaska. Pomiar katowej dlugosci cienia umozliwia wyznaczanie
wysokosci wzniesienia wzgledem powierzchni, na ktora 6w cienn pada. Pomiaréw
mozemy dokonywaé¢ na podstawie bezposrednich obserwacji wizualnych oraz zdjeé
Ksiezyca wykonanych samodzielnie lub dostepnych w Internecie.

Zadanie postawione w tytule jest bardzo tatwe do rozwiazania w przypadku, gdy
widzimy dokladnie polowe tarczy Ksiezyca (rys. 1). Zalézmy, ze wzniesienie W
lezy w plaszczyznie wyznaczonej przez srodki Stonca i Ksiezyca oraz potozenie
ziemskiego obserwatora. Z trojkata, w ktérym jedna z przyprostokatnych jest
wysoko$¢ wzgérza H (patrz: powiekszony szczegdl po prawej stronie rysunku 1),
wynika, ze

(1) H =re | sinh,

gdzie r oznacza odlegtos¢ Ziemia-Ksiezyc, €| — obserwowana katowa dlugosé
cienia wzniesienia, zas h — katowa wysokos¢ Stonca ponad horyzontem

w miejscu, w ktérym polozone jest wzniesienie. Symbole opatrzone ,, 1” dotycza
chwili, gdy patrzymy na Ksiezyc prostopadle do kierunku Ksiezyc—Stonce

(gdy Ksiezyc jest w pierwszej lub ostatniej kwadrze). Gdy r oznacza odleglosé
Ziemia—Ksiezyc, R — promien Ksiezyca (w dalszych rozwazaniach jego wartosé
przyjmiemy za dana) i 6 — katowy promien jego tarczy, mamy r = R/d. Wobec
tego zalezno$é (1) mozna zapisaé¢ w postaci:

H:R%sinh.

W omawianym przypadku wysoko$¢ Slonca ponad horyzontem h w miejscu,
w ktorym znajduje si¢ wzniesienie, jest latwa do wyznaczenia. Jest ona réwna
katowi miedzy plaszczyzna terminatora a prosta laczaca $rodek Ksiezyca

i wzniesienie. Skoro tak, to

WW’'|  ray  ap

sinh = = = ,
R R 0
gdzie o jest katowa odlegloscia wzniesienia W od plaszczyzny terminatora, czyli
€L Q|
2 H=R——.

W przedstawionej sytuacji wyznaczenie wysokos$ci wzniesienia wymagalo
bedzie zmierzenia katowej $rednicy tarczy Ksiezyca ¢, katowej dhugosci cienia
wzniesienia €, oraz katowej odleglosci tego wzniesienia od plaszczyzny
terminatora o .

Otrzymane rozwiazanie dotyczy bardzo szczegélnej chwili, gdy oSwietlona jest
doktadnie polowa tarczy Ksiezyca, oraz szczegdlnej lokalizacji wzniesienia.
Wystarczy jednak chwila zastanowienia, by usunaé drugie z wymienionych
ograniczen. Zauwazmy bowiem, ze plaszczyzna horyzontu jest w kazdym miejscu
styczna do globu, czyli jest prostopadla do kierunku ku centrum globu (patrz
rys. 1). Skoro tak, to wysokos$é h Stofica ponad horyzontem w dowolnym miejscu
globu jest rowna katowi miedzy kierunkiem ku centrum globu i ptaszczyzna
terminatora. Oznacza to, ze ma ona jednakowa warto$¢ we wszystkich miejscach
globu, ktére sa rownoodlegle od plaszczyzny terminatora. Punkty o jednakowe;j
wartoéci h tworza na powierzchni Ksiezyca okregi réwnolegte do plaszezyzny
terminatora, ktérych $rodki sa polozone na prostej taczacej srodki Ksiezyca

i Stonca. Najwigkszym z tych okregéw jest terminator, dla ktérego h = 0.
Katowa wysoko$¢ Stonca wzrasta ze wzrostem odlegtosci od terminatora.

W punkcie Z Slofice jest w zenicie. Zalezno$é (2) mozna zatem stosowaé do
wyznaczania wysokosci wzniesienia polozonego w dowolnym miejscu tarczy, lecz
tylko wtedy, gdy Ksiezyc jest bliski pierwszej lub ostatniej kwadry.
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Stonce

obserwator

Rys. 2. Obserwowana katowa dlugosé
odcinka |WW’'| («) oraz dlugosé
cienia (¢) zalezg od kata f (czyli od
fazy Ksigzyca). Okrag narysowany
linig przerywana jest $§ladem przecigcia
z globem Ksiezyca plaszczyzny
réwnolegtej do plaszczyzny rysunku

i przechodzacej przez wzniesienie. Slad
ten dla ziemskiego obserwatora bedzie
odcinkiem prostopadlym do prostej
taczacej punkty kontaktu terminatora
z brzegiem tarczy Ksiezyca.

Rys. 3

Rys. 4. Kat f mozna wyznaczy¢, mierzac
katy 816 badz v id.

Rozwiazanie (2) pozostaje jednak malo uzyteczne ze wzgledu na pierwsze

z wymienionych ograniczen. Okresy, w ktérych Ksiezyc potozony jest blisko
prostokatnego naroznika trojkata, sa krétkie i moga pokrywacé sie z okresami
niepogody. Nietrudno jest jednak otrzymaé rozwiazanie ogdlniejsze.

Jedli licznik i mianownik zaleznosci (2) pomnozymy przez r2, dostaniemy

(rey)(ray)

— R

Tloczyny re ), ra) sa odcinkami rownoleglymi do kierunku Ksiezyc—Stonce.
Gdy widzimy polowe tarczy Ksiezyca, to na odcinki te patrzymy prostopadle.
Przy innej fazie patrzymy na nie pod pewnym katem f (wartosci f =0
odpowiada pierwsza kwadra, f = 90° — pelnia, f = 180° — ostatnia kwadra,

f =270° — néw). Rysunek 2 przedstawia sytuacje, gdy Ksiezyc jest w fazie
miedzy pierwsza kwadra i pelnia. Wynika z niego nastepujaca zaleznos¢ miedzy
dlugoscia odcinkéw re i ra oraz rey iray:

H =

E:cosf, ﬂ:cosf.
TeQ rorg
Zaleznosci te pozwalaja uogdlnié wzoér (2) dla dowolnej fazy Ksiezyca:
cea 1
3 H=R-% — .
(3) 0 6 cos? f

Widagé, ze zalezno$é¢ wysokosci wzgérza H od kata f jest staba dla niewielkich
jego wartosci. Przyjmijmy np., ze |f| &~ 13°, co odpowiada odstepowi okolo 1 doby
od pierwszej lub ostatniej kwadry. Ksztalt jasnej czesci Ksiezyca, odpowiadajacy
tym chwilom, jest pokazany na rysunku 3. Uzycie zaleznosci (2) zamiast (3) jest
wtedy zrédltem bledu wzglednego rzedu 5%. Tymczasem rozmycie granicy cienia
i linii terminatora skutkuje duzymi bledami pomiaru katéow e i «, czego finalnym
skutkiem jest wzgledny blad wartoéci H nie mniejszy niz 10%. Wynika stad, ze do
wyznaczania wysokosci wzniesien w chwilach bliskich momentowi, gdy widoczna
jest polowa tarczy Ksiezyca, mozna wykorzystywaé zalezno$é (2).

Jesli ksztalt jasnej czesci Ksiezyca bedzie wyraznie réznil sie od polowy okregu,
to na podstawie rysunku 4 mozemy sformulowaé zalezno$é umozliwiajaca
wyznaczenie wartosci kata f i uwzglednienie jej w zaleznosci (3)

sin f = @ = é
R 6
Tak wiec dla dowolnej fazy Ksiezyca (dowolnej wartosci kata f) zaleznosé (3)
wyglada nastepujaco:
e 1
50 (1—(8/0)?)
Poniewaz w praktyce znacznie latwiej mozna zmierzy¢ kat v niz (3, zaleznosé
powyzsza — pamietajac, ze v = § + [ — mozemy zapisaé jako funkcje kata :

oY 1
W H=R55 trme )
Kroétkiego komentarza wymaga jeszcze problem pomiaru kata «. Jak wynika
zrysunku 2, jest to kat, pod jakim widoczny jest odcinek WW', gdzie W' jest rzutem
punktu W na plaszczyzne terminatora (punkt W' jest polozony pod powierzchnia
Ksiezyca). Dokladny pomiar tego kata nie jest wiec mozliwy poza szczegblnym
przypadkiem, gdy widoczna jest doktadnie potowa tarczy Ksiezyca. Wtedy bowiem
punkt W’ bedzie polozony dokladnie na linii terminatora, tzn. o = o’. Jezeli
obserwacji dokonano w chwili bliskiej momentowi wystapienia pierwszej lub
ostatniej kwadry, to punkt W’ bedzie znajdowal sie bardzo blisko terminatora,
w odleglosci niewiele wigkszej niz nieostrosé jego granicy. Mozemy wtedy przyjaé,
ze a = o' . Zauwazmy jednak, ze réwniez dla dowolnej fazy Ksiezyca problem
okredlenia wartosci a rozwiazuje sie sam. Cienie wzgdrz dostatecznie dhugie, by
mozna byto mierzy¢ je w miare dokladnie, sa widoczne tylko blisko terminatora,
a wtedy punkt W’ réwniez bedzie bardzo blisko linii terminatora. Skoro tak, to
niezaleznie od fazy Ksiezyca mozemy przyjmowaé, ze o = o’.

H=R

Przygladajac si¢ zaleznosci (4), bedace]j rozwiazaniem postawionego zadania, warto
zauwazy¢, ze wielkosdci katowe wystepuja w niej wylacznie w postaci ilorazow.
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Dzieki temu do wyznaczenia wysokosci wzniesienia nie jest potrzebna znajomoscé
katowej skali obrazu Ksiezyca obserwowanego w lunecie badz katowej skali
fotografii Ksiezyca. Otrzymane zaleznosci sa, oczywiscie, prawdziwe dla dowolnego
kulistego obiektu oswietlonego odleglym, niemal punktowym Zrédlem Swiatta.

* * *

Jesli R uznamy za wielko$é znana, to do wyznaczenia wysokosci wzniesienia
konieczne bedzie zmierzenie czterech katéw: €, o/, v, 4 (rys. 5). Mozna je
zmierzy¢é w trakcie bezposredniej obserwacji wizualnej lub wykorzystujac
do pomiaréw zdjecie Ksiezyca.

v Zrobienie zdjecia Ksiezyca, umozliwiajacego wykonanie niezbednych pomiaréw

z rozsadna dokladnoécia, wymaga uzycia obiektywu o ogniskowej zblizonej

do 1 m. Role takiego obiektywu spelnia zazwyczaj obiektyw lunety lub
zwierciadlo teleskopu. Decydujacy wplyw na dokladno$é pomiaru ma wielko$é

i ostro$¢ obrazu Ksiezyca. Ze wzgledu na drgania uktadu fotografujacego
powodowane powiewami wiatru i turbulencja atmosferyczna czas naswietlania
nie powinien przekraczaé¢ 1/30 sekundy. Poniewaz jedng z mierzonych wielkosci
jest promien tarczy Ksiezyca, a wielko$¢ te mozna wyznaczy¢ najdokladniej,
mierzac Srednice tarczy, zdjecie powinno obejmowaé cata oSwietlong cze$é tarczy.

Rys. 5. Katy, ktére nalezy zmierzy¢, aby
wyznaczy¢ wysokosé wzniesienia. Linia
przerywana laczy punkty jednakowo
odlegte od ptaszczyzny wyznaczonej przez
polozenie obserwatora, srodka Ksi¢zyca

i srodka Stonca.

Bezposredni (wizualny) pomiar katéw e, o/, v, § bedzie wymagal uzycia lunety
lub teleskopu umozliwiajacego osiagniecie ponad stokrotnego powiekszenia.

i Typujac wzniesienia przewidziane do pomiaru, nalezy wybieraé takie,

Rozwigzanie zadania M 1353.
Zauwazmy, ze

ktoérych otoczenie wydaje sie w miare plaskie i poziome. Jedyna wskazowka,
umozliwiajaca ocene stopnia spelnienia tego warunku, jest swiatlocieniowy obraz
otoczenia. Jesli zalezy nam na zmierzeniu wysokosci konkretnego wzniesienia,

1 1 1 . , L . e I .
- ot nalezy poczeka¢ na wieczor, w ktérym znajdzie sie ono w poblizu terminatora.
n n — n(n —

ale

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Eil+17<Eik+1>+<k+17k+2>+”'+(771+1>7k(k+1)+(k+1)(k+2)+'”+l(l+1)’

zatem wystarczy przyjac k=n—1,l=n(n—1) — 1.

Test na liczbe pierwsza
Wojciech CZERWINSKI*

Chyba wszyscy lubimy liczby pierwsze. Szczegdlne wrazenie robia te naprawde
duze, wydaja sie skrywaé w sobie jakas nadzwyczajna tajemnice: dlaczego
akurat one staly sie swego rodzaju wybrancami sposréd innych liczb i maja
tak niezwykte wlasciwosci?

ebejuigldcy MILADKI XqIDTY”
brsecpoqsr qogjgquie lequy broegy
mieLscpojeK’ ¥ brzex leqen mrerscpojeg
qme (LIRS mmer brxecpoqgsic brzex
@* PKoLo brozgs wy gsIe[i¢ pLOlkdp Uy

Matematycy od dawna zastanawiaja sie, jak sprawdzad, czy liczba jest pierwsza.
Dawniej robili to tylko (a moze az) z ciekawosci i poczucia doniostosci zadania.
W dzisiejszych czasach majg takze bardziej praktyczne motywacje. Przyktadowo,
na potrzeby algorytmu RSA chcieliby$dmy umieé¢ sprawdzaé, czy liczba majaca
okoto 500 cyfr jest pierwsza, czy tez zlozona.

Powszechnie stosowany i w praktyce najszybszy jest test pierwszosci
Millera—Rabina (w skrécie test MR), wymyslony w 1980 roku. Wykorzystuje on
losowo$¢ i opiera si¢ na nastepujacym pomysle. Powiedzmy, ze chcemy sprawdzic,
czy liczba n jest pierwsza. Okazuje sie, ze jezeli n jest ztozona, to co najmniej
potowa liczb ze zbioru {1,2,...,n — 1} jest Swiadkami zloZonosci tej liczby

(to zreszta bardzo mato doktadne oszacowanie). Nazwa bierze sie stad, ze jezeli
dla pewnej liczby n istnieje liczba 1 < a < n — 1 bedaca jej swiadkiem ztozonosci,
to wiadomo, ze n jest liczba ztozona.

Wigcej szczegbltéw o algorytmie

RSA i o tescie Millera—Rabina

mozna przeczyta¢ m.in. w ksigzkach
Wprowadzenie do algorytmdw

T. Cormena, R. Leisersona, R. Rivesta
i C. Steina oraz Kryptografia. W teorii
i w praktyce D. Stinsona.

Stosunkowo tatwo jest sprawdzié, czy dana liczba a jest swiadkiem ztozonosci

dla n, ale nie bedziemy teraz wchodzi¢ w szczegdly, co to znaczy i jak sie to robi.
Co wiecej, odpowiednie obliczenia mozna wykonaé szybko — jezeli liczba n ma

k cyfr, to algorytm sprawdzajacy, czy a jest swiadkiem ztozonosci dla n, wykonuje
mniej wiecej k> operacji. To znaczy, ze dla n bedacej liczbg pieésetcyfrowa wykona
on mniej wiecej 5002, czyli 125 milionéw operacji. Nasz domowy komputer
potrzebuje na to mniej wiecej jednej setnej sekundy — czyli nie jest Zle.

*doktorant, Instytut Informatyki,
Uniwersytet Warszawski
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Zwréémy uwage, ze jesli liczba n ma

k cyfr, to k jest rzedu logn. Zatem
test MR wykonuje de facto rzedu

log3 n operacji. Jednak naturalng
miarg wielko$ci liczby danej na wejsciu
jest wlasnie liczba jej cyfr. Dlatego
wymagamy, by algorytm wielomianowy
rozwigzujacy problem testowania
pierwszoéci wykonywal rzedu log® n
operacji; n® to za duzo.

Rozwigzanie zadania M 1352.
Wykazemy najpierw, ze
it (n—r)
Z k n—=k _(n +1
i r—i) \r+1)°
k=i

Rozwazmy w tym celu (r + 1)-elementowe

podzbiory zbioru {1,...,n + 1},

dla ktérych t;411 = k 4+ 1. Wtedy

i < k< n—(r—1). Zatem elementy

ti, ... ti itiga, ..., tr4+1 mozemy wybrac

k\ (n—k\ o s .
na (7) (7‘77.’) sposobéw. Sumujac te
mozliwosci po dozwolonych wartosciach k,

dostajemy zadany wzér.

Rozwazmy teraz r-elementowe podzbiory
zbioru {1,...,n}. Takich podzbioréw,

dla ktoryeh t; =k, jest (571) (77F),

gdzie i < k < n — r + ¢. Zatem Srednia
arytmetyczna liczb ¢; wynosi

G

Ale (571) = ¢

k . . .
% (,l.>, wigc ta $rednia
jest réwna

Zatem aby sprawdzié, czy liczba n jest pierwsza, postepujemy tak: losujemy a

z przedziatu od 1 do n — 1 i sprawdzamy, czy a jest $wiadkiem zlozonoéci

dla n. Jezeli jest, to wiemy, ze n jest ztozona. Jesli nie, to n przeszta pierwsza
prébe i sprawdzamy dalej. Poniewaz dla dowolnego n swiadkowie zlozonoéci to
przynajmniej potowa liczb z przedziatlu od 1 do n — 1, wiec prawdopodobienstwo,
ze liczba ztozona n przejdzie pojedynczg probe, jest nie wigksze niz 1/2. Losujemy
wiec kolejne a i znow sprawdzamy, czy jest ono $wiadkiem ztozonosci dla n. Jezeli
liczba n jest ztozona, to prawdopodobienstwo przejscia 30 testéw bez znalezienia
$wiadka ztozonosci jest mniejsze niz 1/2%° (czyli réwniez mniejsze niz 1/10%).

Po 100 testach prawdopodobienstwo tego, ze bltednie uznamy liczbe ztozong za
pierwsza, jest juz mniejsze niz szansa na to, ze w ciagu nastepnej minuty wielki
meteoryt uderzy w Ziemie i zakonczy wszelkie nasze matematyczne dywagacje.
Czyli mamy pewno$¢ zupelnie wystarczajaca. Przeprowadzenie 100 testéw zajmie
na domowym komputerze nie wiecej niz sekunde¢ — to bardzo niewiele.

Matematykom jednak problem testowania pierwszosci nadal nie dawal spokoju.
Chcieli mie¢ metode dajaca pewnos¢ absolutna, obliczajaca wynik w sensownym
czasie, a nie tylko wystarczajaca do celéw praktycznych.

Powiemy, ze algorytm jest wielomianowy, jezeli dla danych rozmiaru k wykonuje
co najwyzej W (k) operacji, gdzie W to pewien wielomian. Czyli, na przyktad,

test MR jest algorytmem wielomianowym, gdyz dla liczby o k cyfrach wykonuje

co najwyzej C - k® operacji dla pewnej stalej C'. Algorytmy wielomianowe sa
umownie uwazane za szybkie, a te o wigkszej zlozonoéci — za wolne. W informatyce
teoretycznej dla danego problemu bardzo waznym pytaniem jest, czy da sie
skonstruowaé algorytm wielomianowy rozwigzujacy go, ktéry podaje poprawna
odpowiedz zawsze, a nie tylko z duzym prawdopodobienstwem. Dla problemu
testowania pierwszosci pytanie to do niedawna byto problemem otwartym.

Test MR nie jest rozwiazaniem, poniewaz zawiera element losowosci.

Chociaz przez wiele lat nie udawalo sie znalez¢ odpowiedzi, wigkszos¢ matematykow
wierzyta w istnienie wielomianowego testu pierwszosci. Az wreszcie w roku 2002
trzech naukowcoéw z Uniwersytetu w Kampurze oglosito znalezienie pierwszego
takiego algorytmu. Nazwano go algorytmem AKS, od pierwszych liter nazwisk
twércow: Agrawal, Kayal, Saxena. To byt wielki sukces — kwestia trudnoéci testowania
pierwszosci zostala ostatecznie rozstrzygnieta. Autorzy otrzymali za to osiggniecie
m.in. nagrode Godla — najbardziej prestizowe wyrdznienie w dziedzinie informatyki
teoretycznej. Co ciekawe, test AKS dziala w praktyce wolniej niz test MR. Po pewnych
poprawkach dla liczby o k cyfrach wykonuje rzedu k° operacji, a oryginalny algorytm
jest nawet jeszcze nieco wolniejszy. To nie umniejsza jednak doniostosci wyniku.

Opis algorytmu miesci si¢ na zaledwie kilku stronach, co jest zupelnie niespotykane
dla osiagnie¢ matematycznych tej trudnosci. Co wigcej, uzywa (po paru
poprawkach) jedynie elementarnej matematyki. Opiera si¢ na kilku bardzo sprytnych
spostrzezeniach. Korzystajac z okazji, przyjrzyjmy sie temu algorytmowi z lotu ptaka.
Glownym pomystem jest nastepujace spostrzezenie.

Lemat. Niech a,n € N, n > 2 oraz NWD(a,n) = 1. Wéwczas n jest pierwsza
wtedy i tylko wtedy, gdy

(1)

Dowaod. Kongruencje z lematu rozumiemy jako réwno$é¢ modulo n wspotczynnikow
przy odpowiednich potegach z'. W wyrazeniu (z + a)" wspétczynnik przy =’

to (?) a™ "t Wystarczy wiec zastanowié sie, kiedy n dzieli (?) dlal<i<n—-1
oraz czy a" = a (mod n). Gdy n jest pierwsza, to tatwo sprawdzié, ze liczby

(?) oraz a" — a sa podzielne przez n (ten ostatni fakt to male twierdzenie
Fermata), wigc teza jest prawdziwa.

(r+a)" =z" +a (mod n).

Przypusémy teraz, ze n jest ztozona i liczba pierwsza g dzieli n. Niech m bedzie
takim maksymalnym wyktadnikiem, ze ¢ |n. Wéwczas jednak mamy

m, [ n-n—1-...-(n—q+1)
q"t = ,
q q:
gdyz q dzieli licznik w m-tej potedze, a mianownik w pierwszej. Liczba ¢ jest
wzglednie pierwsza z a, czyli gt (Z)a"fq, a zatem nt (Z) a9, co dowodzi tezy
réwniez dla liczb ztozonych. O

)
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Ro6wnos$é wielomianéw W(z) i V(z)
modulo pewien wielomian Z(z) oznacza,
ze reszty z dzielenia wielomianéw W i V
przez wielomian Z sg takie same. Zapis
(z+a)" =2" +a (mod n,z" — 1)
interpretujemy tak: najpierw obliczamy
reszty r1(z) i ro(z) z dzielenia
wielomianéw (z + a)™ i 2™ + a przez
2" — 1, a nastepnie poréwnujemy
wsp6lczynniki wielomianéw rq i 72
— sprawdzamy, czy sg przystajace
modulo n. Inaczej, mozemy sprawdzié,
czy reszta z dzielenia wielomianu
(x+a)” — 2™ — a przez " — 1 jest
wielomianem, ktérego wszystkie
wspélezynniki sa podzielne przez n.

1 bogmoloud axnggnd mAzogozcrd
ogbomiequieRo (LOIKIpy LOMIOPOCIIERO
pA (g leeg lequocseanie boqepymd
£O mopec £680 QQ,’ 9 c1écimy obgrpy Uy
2LOQKOMA ODYLIA Uy (AU 29TUADT IR
obgLpA lerp 1y bemuAm jarm ORLERM’ K¢
vglwuielasA ke mAvozr 30,7 K¢ fe
OfILNAIIMEIIA CRMOLOKIP® KEQLEBO

PRI 291 (LOIRSE obyLfA DY 2LeqUICH
2AIJGLLACNTI6 m (AU OKLERN qLABT

m OKLI® 0 2reqUICA @' DorAzommldc

Jeap brozpogrdeud’ leep miéc mbrasmh
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Czytelnik zainteresowany szczegdélami
bez problemu znajdzie w Internecie
artykut autoréw algorytmu Primes is
in P, napisany naprawde¢ przystepnie
i przejrzyscie.

By rozstrzygnaé, czy n jest pierwsze, wystarczy wiec sprawdzié¢, czy wielomiany
(z+a)"™ i 2™ 4+ a maja wszystkie wspoélezynniki przystajace modulo n. Gdybys$my
jednak sprawdzali je po kolei przy kazdej potedze x, to wykonalibySmy przynajmniej
rzedu n operacji. To za duzo, wiec trzeba oblicza¢ wspoétczynniki sprytnie.

Kolejny pomyst to sprawdzanie réwnosci (1) modulo wielomian postaci " — 1 dla
pewnego r € N, czyli

(2) (z+a)" =2" +a (mod n,z" — 1).

Moze sie jednak okazaé, ze niektére liczby zlozone speliaja réwnosé (2), mimo ze
nie spelniajg réwnoéci (1). Rozwiazaniem tego problemu jest sprawdzanie (2) dla
odpowiednio dobranego r i dla wszystkich dodatnich wartosci a, nie wiekszych
niz |\/¢(r)logn]| (gdzie ¢(r) oznacza liczbe liczb mniejszych od r i wzglednie
pierwszych z r). Okazuje sig, ze liczba n, spelniajaca wszystkie takie réwnosci,
musi by¢ pierwsza. Wladnie w wykazaniu prawdziwosci tego spostrzezenia lezy
gtéwna trudnosé techniczna dowodu.

Niech o,(n) bedzie taka najmniejsza liczba k, ze n* =1 (mod r). Algorytm AKS
dziata wedlug nastepujacego schematu:

Jjeslin=abdlaa €N, b> 1, to zwr6é ZEOZONA
. znajdz taka najmniejsza liczbe r, ze o.(n) > log®n
.jesli 1 < NWD(a,n) < n dla jakiego$ a < 7, to zwréé ZLOZONA
. jesli n < ry to zwr6¢ PIERWSZA
.dla a od 1 do [1/¢(r)logn| wykonuj:
jedli (z 4+ a)™ # 2™ + a (mod n,z” — 1), to zwréé¢ ZELOZONA
6. zwr6¢ PIERWSZA

Uk W N~

Bez wielkiej trudnosci mozna stwierdzié, ze jesli algorytm zakonczy dziatanie

w jednym z pierwszych pieciu krokéw, to odpowiedz jest poprawna. Jezeli zwroci
wynik w punkcie 1, to zrobi, oczywiscie, stusznie. Jezeli znajdzie w punkcie 3 taka
liczbe k = NWD(a,n), ze 1 < k < n, to k jest nietrywialnym dzielnikiem n, czyli
istotnie n jest ztozona. Z kolei jezeli w punkcie 4 okaze sig¢, ze n < r, to znaczy, ze
w punkcie 3 sprawdziliSmy wszystkie a < n i kazda byta wzglednie pierwsza z n,
czyli faktycznie n jest pierwsza. Jesli w punkcie 5 réwnosé modulo n nie jest
spelniona, to nie zachodzi réwniez zaleznosé (1), czyli istotnie n jest zlozona.
Pozostaje jedna watpliwosé co do poprawnosci algorytmu: czy wynik zwracany

w punkcie 6 jest poprawny?

Dowdd opiera sie na analizie funkcji f oraz liczb m € N spelniajacych réwnanie

f(@)™ = f(z™) (mod z" —1,p)
dla pewnego konkretnego czynnika pierwszego p liczby n. Jedli liczba n przeszta
testy w punkcie 5, to dla kazdej funkcji postaci f(x) = x + a oraz m = n powyzsza
kongruencja jest prawdziwa. Mozna wyprowadzi¢ analogiczne zaleznosci dla innych
funkcji f i liczb m i, idac tym tropem, udowodnié, ze algorytm stusznie zwraca
wynik PIERWSZA w punkcie 6. To rozumowanie pozwala zakonczyé dowdd
poprawnosci algorytmu, ale wymaga troche pracy nad szczegdtami.

Czytelnik Uwazny chcialby pewnie zapytaé, czy istotnie algorytm AKS jest
wielomianowy. Te sprawe rozwiazuje lemat, z ktérego wynika, ze dla n > 2 istnieje
7 nie wigksze niz [log® n] speliajace whasnosé z drugiego kroku algorytmu.
Analizujac dokltadnie dalsze kroki (do czego przydaje si¢ pewne doswiadczenie

w szacowaniu zlozonosci), zauwazymy, ze ten fakt rzeczywiscie pozwala na
oszacowanie czasu dziatania algorytmu przez wielomian zalezny od logn. Dobrym
zadaniem na poczatek jest znalezienie sposobu wykonania pierwszego kroku

w czasie wielomianowym od log n.

Te wyniki nie oznaczaja bynajmniej, ze cata sprawa liczb pierwszych doczekata
sie ostatecznego zamkniecia. Istnieje naprawde ogromnie duzo nierozwiazanych
probleméw dotyczacych liczb pierwszych. Wiele z nich ma takze znaczenie
praktyczne. Chyba najwazniejszym takim problemem jest zagadnienie faktoryzacji
liczb, czyli znajdowania ich rozktadu na czynniki pierwsze. Do dzi$ nie ma

dla tego problemu zadnych algorytméw dzialajacych w zadowalajacym czasie,
choéby takich, ktore wykorzystuja losowosé, albo nawet takich, ktore wydaja sie
poprawne, ale na razie nie umiemy tego udowodnic.
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VII Olimpiada Matematyczna Gimnazjalistow

W dniu 18 marca 2012 r. zakonczyla sie VII Olimpiada Matematyczna
Gimnazjalistéow. W zawodach pierwszego stopnia wziglo udzial 14176 uczniow
z 1312 szkol, w tym z kilku szkél polskich w Wilnie. Do zawodéw drugiego
stopnia zakwalifikowano 1403 uczniéw z 627 szkél, a do zawodow trzeciego
stopnia (finalowych) — 214 uczniéw ze 111 szkdl.

Zawody finalowe, podczas ktorych uczestnicy zmagali si¢ z pigcioma zadaniami
w czasie trzech godzin, odbyly sie 17 marca 2012 r. w Warszawie.

Ponizej przedstawiamy dwa zadania z zawodéw finalowych. Pierwsze z nich
okazalo sie dla uczestnikow najlatwiejsze, a drugie — najtrudniejsze.

1. Wyznacz wszystkie takie liczby rzeczywiste x, dla ktérych liczby x + /3 oraz
2 +/3 sq wymierne.

Szkic rozwigzania. Oznaczmy przez a i b odpowiednio liczby wymierne x + /3
oraz z2 + /3. Woéwczas © = a — v/3. Stad otrzymujemy

b=(a—V3)?*+V3=(1-2a)V3+a*+3,
czyli
(1—2a)V3=0b—a®-3.
Przypuséémy, ze liczba 1 — 2a jest rozna od zera. Wowczas
b—a®—3
3= ——.
V3 1—2a

Liczba po prawej stronie ostatniej réwnosci jest wymierna, jako iloraz dwdch
liczb wymiernych. Otrzymujemy wiec sprzeczno$é, z ktérej wynika, ze

1 —2a = 0. Wobec tego a = %, czyli x = % — /3.

Bezposrednio sprawdzamy, ze liczba z = % — /3 spelnia warunki zadania.

Na mocy powyzszego rozumowania jest to jedyna liczba o zadanej wlasnosci.

2. Czy na powierzchni kazdego czworo$cianu mozna wskazaé takie cztery
punkty, ktore sa wierzchotkami kwadratu, i z ktérych zadne dwa nie leza na
jednej Scianie tego czworos$cianu? Odpowiedz uzasadnij.

Szkic rozwigzania. Wykazemy, ze takie cztery punkty istnieja w kazdym
czworo$cianie.

Rozwazmy dowolny czworoscian ABC' D, w ktérym BC = a, AD = b.
Na krawedziach AB, AC, DB i DC wybierzmy odpowiednio takie punkty
K, L M, N, ze
AK AL DM DN b
KB LC MB NC a
7 twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa wynika, ze proste KL i M N
sa rownolegte. Wobec tego punkty K, L, M, N leza na jednej ptaszczyznie.
Ponadto z twierdzenia Talesa obliczamy
KL AK b
BC AB  a+V’
skad
KL—BC.—0 —
a—+ a-+b
Analogicznie wykazujemy, ze kazdy z odcinkow LN, NM, M K ma dlugosé
ab/(a + b). Stad wniosek, ze czworokat K LN M jest rombem.

Niech P bedzie srodkiem rombu K LN M. Punkty przeciecia prostych,
zawierajacych dwusieczne katow K PM i M PN, z bokami rombu tworza
wierzchotki czworokata. Czworokat ten jest kwadratem, gdyz jego przekatne sa
réwne i przecinaja sie pod katem prostym.

Waldemar POMPE
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Termin nadsylania rozwigzan:
31 VIII 2012

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
528 (WT = 2,25) i 529 (WT = 2,40)
z numeru 12/2011

Marian Lupiezowiec  Gliwice 41,85
Jacek Piotrowski Rzeszow 41,02
Michal Kozlik Gliwice 36,95

Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 36,71
Krzysztof Magiera Losiéw 20,98

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koica miesigca n 4 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe 0s6b, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegétowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Zadania z fizyki nr 540, 541
Redaguje Fwa CZUCHRY

540. Po poziomym torze rusza z miejsca dlugi pociag towarowy i na drodze
I =1 km osiaga predkosé v = 60 km/h. Lokomotywa ma mase M = 200 ton,
a kazdy z czteroosiowych wagondéw o masie m; = 20 ton ma ladownosé

meo = 80 ton i kola o promieniu 7 = 500 mm. Ile maksymalnie obciazonych
wagonow moze mieé¢ ten pociag?

541. Szklana kulka o érednicy 5 mm znajduje sie roztworze gliceryny. W chwili
poczatkowej kulka ta zostala upuszczona i zaczela spadac¢. Znalezé poczatkowe
przyspieszenie i predkos¢ graniczna, jaka osiagnie kulka.

Rozwigzania zadan z numeru 2/2012
Redaguje Jerzy B. BROJAN

Przypominamy tres¢ zadan:

532. Ciezarek o masie m; wisial na sprezynce o stalej sprezystosci k i drgal z amplituda A;. Z géry
sypie si¢ w tempie o = dm/dt cienki strumien piasku, ktéry spada ze stala predkoscig v, (stalag
wskutek np. dzialania sily oporu powietrza). Piasek pada na ciezarek i przykleja sie, dalej drgajac
razem z nim. Po czasie dlugim w poréwnaniu z okresem drgan masa ciezarka wraz z piaskiem
wzrosta do wartoéci mso. Znalezé koncowg amplitude drgan. Zalozy¢, ze predkoéé ruchu cigzarka

nie przekraczala predkosci spadku piasku.

533. Wodér Hp znajduje sie w temperaturze 300 K pod cidnieniem 100 Pa w naczyniu o stalej
objetosci. Ile bedzie wynosi¢ ci$nienie w naczyniu, jesli ogrza¢ wodér do temperatury 3 - 10° K?

532. Przyjmijmy, ze ciezarek porusza sie z predkodcia
v do géry, wtedy jego predkosé wzgledem piasku
wynosi v + v,. Poniewaz masa piasku na jednostke
dlugosci strumienia jest réwna a/v,, wiec masa
piasku przyklejonego w ciggu czasu dt wynosi

dm’ = a(v + vp)dt/v,. Energia przeksztalcona

w ciepto jest rowna

1
dQ = 5(1} + vp)2dm’ &(v + vp)dt.

2vp
W ciagu jednego okresu masa cigzarka nie zmienia
sie znaczaco i mozna przyjac, ze jego ruch jest
w przyblizeniu harmoniczny: v = Aw sinwt, gdzie A
jest amplituda, w = \/k/m. Gdy podstawimy zaleznosé
v(t) do d@Q, rozwiniemy szescian i scatkujemy wzgledem
okresu, niezerowy wktad do catki dadza tylko parzyste
potegi sin wt — zerowa i druga:

’ Lo s 3 A2,2
Q= ; sziavaJrZa wT.

Pierwszy sktadnik po prawej stronie jest poczatkowa
energia kinetyczna piasku przyklejonego w ciaggu
okresu, zatem drugi sktadnik (Q2) jest spadkiem
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energii drgan w tym czasie. Przechodzac do dtuzszej
skali czasu, nalezy wyrazenie Qo /T = %aA%;z
przyréwnaé do —dE/d¢, gdzie E jest energia drgan
ciezarka, F = %kA2. Stad
dA 3«
dt dm
Podstawienie adt = dm i scalkowanie prowadzi do
wyniku Am?3/* = const, czyli

3/4
Ay = A, (@> .

ma
Jak widaé¢, warto$¢ predkosci piasku nie ma
znaczenia.

533. Srednia energia ruchéw termicznych kgT

w temperaturze 3 - 105 K wynosi — w przeliczeniu na
elektronowolty — okoto 300 eV, czyli znacznie wiecej
zaréwno od energii dysocjacji czasteczek wodoru,
jak i energii jonizacji atomowego wodoru. Kazda
czasteczka Hy rozpadnie si¢ wiec po podgrzaniu na
cztery czastki — dwa jadra i dwa elektrony. Ci$nienie
wzroénie 4 - 10% razy i wyniesie 4 MPa.



Klub 44
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Termin nadsyltania rozwigzan:
31 VIII 2012

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
627 (WT = 2,50) i 628 (WT = 1,33)
z numeru 10/2011

Pawel Kubit Krakéw 42,27
Tomasz Tkocz  Rybnik 39,93
Zbigniew Skalik Wroctaw 37,25
Jerzy Cisto Wroctaw 36,67
Michal Miodek Zawiercie 35,88
Roksana Stowik Knuréw 35,87
Adam Dzedzej Gdansk 32,39
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Zadania z matematyki nr 643, 644
Redaguje Marcin E. KUCZMA
643. Wyznaczy¢ wszystkie pary (m,n) liczb caltkowitych m > 3, n > 6,

spelniajace réwnanie
n\ 8m—4/m
6/  15m \3)

644. Dana jest liczba rzeczywista « > 1. Obliczy¢ minimalna wartosé funkcji
flx) =2 —2)*(1+2%)

na przedziale (0;1).

Zadanie 644 zaproponowal pan Witold Bednarek z f.odzi.

Rozwigzania zadan z numeru 2/2012

Przypominamy tres¢ zadan:

635. Niech A, B, C, D, K beda pigcioma réznymi punktami, lezacymi na jednym okregu. Odleglosci
punktu K od prostych AB, BC,CD, DA wynosza odpowiednio a, b, ¢, d. Znalezé wzoér algebraiczny,
pozwalajacy wyznaczy¢ dowolng z liczb a, b, ¢, d, gdy znane sg trzy pozostale.

636. Ciag (z,) jest okreslony rekurencyjnie:

1
—— dlan=0,1,2,...

72 P
2 Ty,

o =1, Zpt1=4/1+

Wykazaé, ze ciag (2"a,,) jest zbiezny i obliczy¢ jego granice.
635. Niech R bedzie promieniem danego okregu — opisanego na kazdym z trojkatow
KAB, KBC, KCD, KDA. Zachodzi réwnos¢
|AB|-a |AB|-|KA|-|KDB|
2 4R ’
ktorej obie strony wyrazaja pole trojkata K AB. Po uproszczeniu dostajemy
pierwsza z wypisanych ponizej réwnosci, a dalsze trzy sa jej cyklicznymi
odpowiednikami:
_ |KA|-|KB| b |[KB|-|KC| . |KC|-|KD| J— |[KD|-|KA|

2R ’ 2R ’ 2R ’ 2R ’

Stad wynika wzoér, o ktéry pyta zadanie: ac = bd.

636. Wyrazy ciagu (x,,) sa liczbami dodatnimi. Zapiszmy kazdy z nich jako
tangens pewnego kata ostrego:
Tp =tga,, 0<a,<m/2.
Wykazemy, ze oy, = 20, 41. Zaczynamy od oczywistej zaleznosci
2tg aupg1 2T 41
tg(2057,,+1) = 1= (tg 04n+1)2 = 11— .”L'%_H'
Przeksztatcamy mianownik ostatniego ulamka:

2
1 1 1
2 —
1—1’n1 1—( 1+12—) —1—(1+372—2

n Tn, n
2 1 1 2
:_( 1+_2__) _ Zntl
Tn Ty, Tn Tn

Po podstawieniu do poprzedniej rownosci otrzymujemy zwiazek

tg(2am41) = Ty =ty
i w konsekwencji 2a, 11 = a, (obie liczby: 2cu,41 1 v, leza w przedziale (0;7) ).
Tak wiec a1 = /2 dla wszystkich n; a skoro 29 = 1, czyli ag = 7/4,
wnosimy stad, ze

O[n:w dlan:(),LQ,...
Wystarczy teraz zauwazy¢, ze o, — 0 i skorzystaé ze znanej relacji granicznej
tg o
lim 8% _
a—0 «
Otrzymujemy odpowiedz:
T tgw ™
2%, =2"tgay, = — - gdn | T przy n — oo.
4 a, 4
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Powazne badania przekonuja jednak,
ze nie nalezy polegaé¢ na tym sposobie
nawigacji w terenie.

Ezoterycznie usposobieni Czytelnicy
wiedzg zapewne, ze zjawisko precesji,
czyli ruch punktu Barana, lezy u podstaw
popularnego w drugiej potowie XX w.
ruchu filozoficznego New Age.

Polaris, ktéra obserwujemy gotym okiem jako jedng
gwiazde, jest w rzeczywistodci ukltadem potrdéjnym,
ktorego najjasniejszy sktadnik jest gwiazdg pulsujaca
typu d Cephei. W Kosmosie mato co jest naprawde
niezmienne; dokladne obserwacje Polaris byly prowadzone
od lat czterdziestych XIX w., a ich poréwnanie ze
wspolczesnymi danymi pokazuje wzrost sredniej jasnosci
o okoto 15%. Takze okres pulsacji, wynoszacy obecnie

4 dni, wydluza si¢ srednio o 4,5 sekundy rocznie.

To szybkie w astronomicznej skali czasu tempo zmian

22h 21h
| ]

L 1 |

Prosto z nieba: Polaris

W jaki sposéb zidentyfikowaé kierunek péinocny, gdy w poblizu nie ma ani jednego
drzewa pokrytego mchem z odpowiedniej strony? Nie budzi w nas najmniejszego
sprzeciwu stwierdzenie, ze Polaris (a Ursae Majoris, najjasniejsza gwiazda Malej
Niedzwiedzicy) ,z definicji” jest zwiazana z kierunkiem péinocnym. Nie zawsze
jednak tak bylo: oddzialywanie grawitacyjne w uktadzie Ziemia-Ksiezyc-Stonce
sprawia, ze ziemska o$ obrotu sama obraca sie¢ wokdél pewnego kierunku

w przestrzeni (ulega precesji) z okresem okoto 26000 lat. W wyniku tego efektu
za okoto 14000 lat Gwiazda Polarna bedzie Wega (« Lyrae). Z takim samym
okresem przesuwa sie po niebie punkt Barana, czyli punkt przeciecia ekliptyki
(toru ruchu Stonica) z réwnikiem niebieskim (rzutem réwnika ziemskiego na
sfere niebieska) — to doktadnie w tym punkcie znajduje si¢ Stoice w momencie
réwnonocy wiosennej (poczatku wiosny). Z powodu precesji punkt éw znajduje
si¢ obecnie w gwiazdozbiorze Ryb i przesuwa si¢ powoli w kierunku Wodnika.

jest zdumiewajace i zupelnie nie pasuje do teoretycznych
modeli ewolucji — uwazaja badajacy Polaris astronomowie.
Obecna burzliwa faza zycia Polaris jest zwiazana

z kurczeniem sie gwiazdy, polaczonym z wyrzucaniem

w przestrzen kosmiczng ogromnych ilosci materii (okoto
masy Ziemi rocznie). Moze to $wiadczy¢ o przebudowie
jej wnetrza — zmianie ,paliwa termojadrowego” z wodoru
na hel w jadrze. Wydaje sie, ze jest to jedynie przejsciowy
stan aktywnosci, nie powinnismy si¢ wiec martwié, ze

z niebosklonu zniknie nagle nasz naturalny kompas. . .

Michat BEJGER

' '

+20°

T

Niebo jak wtlasna kieszen: Czerwiec

W czerwcu przyjrzymy sie jednemu ze stabiej widocznych
gwiazdozbioréw letniego nieba, Liskowi (tac. Vulpecula).
Wytyczony przez Jana Heweliusza pomiedzy Lutnig, Ortem

a babedziem (w $rodku Tréjkata Letniego, ktérego wierzchotkami
sa Wega, Altair i Deneb) i przedstawiany pierwotnie jako lisek
z gesia w pysku (tac. Vulpecula et Anser). Na pamiatke wielkiej
wyobrazni gdanskiego astronoma — zauwazy¢ takie szczegotly
wérod gwiazd czwartej wielkosci i stabszych to nie lada osiagniecie
— najjasniejsza gwiazda Liska (a Vulpeculae, 4,44 mag) zwana
jest czasami Gesig (Anser). W gwiazdozbiorze Liska znajduje
sie kilka obiektéw niewidocznych gotym okiem, ale szczegdlnie
godnych uwagi, wérdéd nich pierwszy pulsar, PSR B1919+21,
odkryty w 1967 r. przez Jocelyn Bell (okres obrotu wokot

osi 1,33 s). Tuz obok niego znajduje si¢ historycznie pierwszy

T &
4 , e < .
1 [REBIE -
T T T
21 200
Jasnosc (wielkos¢ gwiazdowa): & mefawica planetara
.0 @l @203 ¢4:5:6 O jasna mglawica

@ gromada kulista

Gwiazdozbiér Liska. Mapa nieba we wspélrzednych
réwnikowych; rozmiary gwiazd odzwierciedlajg ich jasnosci

w wielkosciach gwiazdowych. Pigciokatne gwiazdki oznaczaja
pozycje pulsaréw (szczegély w tekscie). [Mapke nieba wykonano

na podstawie mapy IAU/magazynu ,,Sky &
(Roger Sinnott & Rick Fienberg).]

pulsar milisekundowy, przez wiele lat najszybciej rotujacy
znany pulsar, PSR B1937+21 (okres obrotu 1,56 ms, czyli

641 razy na sekunde!). Oprécz pulsaréw, zaznaczonych na
mapie gwiazdkami, Lisek zawiera réwniez mglawice planetarng,
Hantle (obiekt Messiera M27), ktéra mozna z tatwoscia
zaobserwowadé przez lornetke (7,5 mag). Wewnatrz mgtawicy
(obtoku kolorowego zjonizowanego gazu) znajduje sie bialy
karzel — wypalone weglowo-tlenowe jadro czerwonego olbrzyma,
ktérego odrzucona w trakcie ewolucji otoczka to wtasnie M27.

)
19"
gromada otwarta
@® gwiazda zmienna

Telescope”

W trakcie pelni Ksigzyca 4 czerwca nastapi jego czeSciowe
zaémienie, widoczne na Pacyfiku, w Australii i Azji; néw
przewidziano na 19 czerwca. Czerwcowe roje meteorow
to: niezbyt ,szybkie”, a wiec mite do obserwacji Bootydy
o radiancie w gwiazdozbiorze Wolarza i maksimum
przypadajacym na koniec miesiaca, a takze Arietydy, ktore
z powodu dosé matej odlegtosci radiantu (Baran) od Storica
sg czasem widoczne w ciagu dnia. Gtéwnym wydarzeniem
czerwca jest jednak bezdyskusyjnie przejécie planety Wenus
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przed tarcza Stonica — bardzo rzadkie zdarzenie (nastgpne
dopiero w 2117 r.), ktére w Polsce bedzie widoczne czesciowo
w trakcie wschodu Stonica 6 czerwca (idealne warunki do
obserwacji catego tranzytu panowac beda za to na Pacyfiku,
np. we francuskiej Polinezji na wyspie Tahiti, gdzie w 1769 r.
analogiczne zjawisko obserwowal kapitan Cook). Czerwiec
to, oczywiscie, takze miesigc przesilenia letniego, ktore
w tym roku wypada 21., zaraz po p6inocy (o pierwszej 9).
Wszelkiej pomyslnosci w Noc Kupaly!

M. B.



Rys. 2

Rys. 3. Obracamy w kierunku
przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara.

Rys. 4

Zadanie 3 pochodzi z VI Olimpiady
Matematycznej.

Punkt w tréjkacie Joanna JASZUNSKA

Punkt P lezy wewnatrz tréjkata réwnobocznego ABC o boku dlugosci a
i o wysokosci h. Rzutujemy ten punkt na boki tréjkata oraz taczymy go
z wierzchotkami. Odlegtosci punktu P od bokéw BC,C' A, AB oznaczamy
odpowiednio przez z,v, 2.

1. Wykaz, ze suma pol szarych trojkatéw na rysunku 1 nie zalezy od potozenia
punktu P.

2. Udowodnij, ze suma x + y + z nie zalezy od polozenia punktu P.

3. W jakiej czedci trojkata ABC powinien leze¢ punkt P, aby z odcinkéw
o dtugosciach x,y, z mozna bylto zbudowaé tréjkat?

4. Wykaz, ze z odcinkéw o dlugosciach PA, PB, PC' mozna zbudowaé trojkat.

5. Wyznacz miary katow trojkata o bokach PA, PB, PC, jesli < BPC = «,
ICPA =0, xAPB = ~.

6. Wyznacz pole trojkata ABC, jeSli PA =5, PB =3, PC = 4.
7. Udowodnij, ze PA+ PB+ PC > 2(x + y + z).

Rozwigzania

R1. PoprowadZmy przez punkt P proste réwnolegle do bokéw trojkata (rys. 2).
Dzielg one trojkat ABC na trzy trojkaty réwnoboczne i trzy réwnolegloboki.
Polowa kazdej z tych szesciu figur jest szara. Wobec tego suma pdl szarych
trojkatow réwna jest polowie pola trojkata ABC. O
R2. Niezaleznie od polozenia punktu P suma x + y + z réwna jest h, poniewaz
ah ar a az alr+y+z
O = [ABC) = [PBO) + [POA] + [PAB) = 2 1 ¥ 4 & = % 0
R3. Z rozwiazania poprzedniego zadania wiemy, ze = + y + z = h. Stad nier6wnos¢
tréjkata z < x 4+ y réwnowazna jest warunkowi z < h/2. Analogicznie powinny by¢
spelnione warunki « < h/2 oraz y < h/2. Oznacza to, ze punkt P powinien lezeé
wewnatrz tréjkata utworzonego przez srodki bokéw trojkata ABC. O

RA4. 7 nieréwnosci trojkata mamy PA + PB > AB. Ponadto AB = BC
oraz BC > PC, stad PA+ PB > PC. Analogicznie PA + PC > PB oraz
PB+ PC > PA.O

R4 inaczej. Obréémy tréjkat o 60° wokdl wierzcholka A (rys. 3); obraz
punktu P oznaczmy przez P'. Wtedy < P’AP = 60° oraz P’A = PA, zatem
trojkat AP P’ jest rébwnoboczny. Stad trojkat C' P’ P ma boki o zgdanych
dtugosciach P’P = PA, P'"C = PB oraz PC. O

Jeszcze inne rozwigzanie, korzystajace z twierdzenia Ptolemeusza, opisano w deltoidzie 6/2009.

R5. W sytuacji z rysunku 3 mamy <P’ PC = S APC — < APP' = 3 — 60°,
podobnie <CP’'P = v — 60°. Stad, korzystajac z réwnosci a + 3 + v = 360°

1 z sumy miar katéw trojkata CP’'P, otrzymujemy < PCP’ = a — 60°. O

R6. Obréémy tréjkat o 60° wokdt wierzchotka A (rys. 4). Niech P4 bedzie obrazem
punktu P. Tak jak na rysunku 3, tréjkat AP P4 jest réwnoboczny. Tréjkat C Py P
ma boki dtugoséci P4P = PA =5, PAC = PB = 3, PC = 4, wiec jest prostokatny.
Analogicznie zdefiniujmy punkty Pg i Pc jako obrazy P przy obrotach

wokoét odpowiednio wierzchotkéw B i C'. Wtedy tréjkaty BPPp i CPP¢ sa
rownoboczne o bokach odpowiednio dtugoéci 3 i 4, a tréjkaty AP P i BPoP
oba sa prostokatne o bokach dlugoéci 3, 4, 5.

Pole kolorowego szeéciokata APgBPoC Py jest réwne [ABC] plus ,dodatki”:
[ABC|+[APpB]+[BPcCl+[CPsA]=[ABC]+ [CPB]+ [APC]+[BPA]=2[ABC].

Jednoczesnie pole to jest réwne sumie pdl trzech szarych trojkatéow rownobocznych
i trzech biatych prostokatnych:
523 323 4233 3.4 50vV3
V3 BB EVE 34 B0VS g
4 4 4 2 4

Szukane pole tréjkata ABC' jest wiec dwukrotnie mniejsze: [ABC] = 2547\/5 +9.0

Wiskazéwka 7. Skorzystaj z rysunku 3 lub 4 oraz z rozwiazania zadania 2.
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