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*pelnomocnik Dziekana Wydzialu Fizyki
Uniwersytetu Warszawskiego
ds. makrokierunku studiéw Energetyka
i Chemia Jagdrowa;

wiecej informacji o tych studiach mozna
znalez¢é na stronie atom.chem.uw.edu.pl.

Jadra atomowe skladaja si¢ z dodatnio
naladowanych protonéw oraz obojetnych
elektrycznie neutronéw.

Podstawy energetyki jadrowej
Przemystaw OLBRATOWSKI®

Energetyka jadrowa nie stanowi fundamentalnej dziedziny wiedzy, takiej jak
matematyka czy fizyka. Jest natomiast dziedzing bardzo szeroka — zrozumienie
calodci wystepujacych tu zagadnien wymaga znajomosci fizyki jadrowej, fizyki
ciala stalego, termo- i hydrodynamiki, ale réwniez takich nauk jak ekologia,
ekonomia czy nawet socjologia. W tym krétkim artykule przedstawimy tylko
fizyczne podstawy tej galezi przemystu.

Skad energia? Energetyka jadrowa opiera sie na stynnym wzorze Einsteina

E = mc?. Orzeka on, ze z racji samego posiadania masy w kazdym ciele

zawarta jest pewna energia, zwana energia spoczynkowa, rowna masie ciala
pomnozonej przez kwadrat predkosci $wiatla. Mozna latwo obliczy¢, ze

w jednym kilogramie zawarta jest energia 25 mln MWHh, czyli tyle, ile przecigtny
blok elektrowni wytwarza przez 3 lata lub ile wyzwala sie w wybuchu ponad

22 mln ton trotylu. Jednak z materii nie da si¢ wydoby¢ calej zawartej tam
energii spoczynkowej, gdyz zgodnie ze wzorem Einsteina doprowadzitoby

to do zupelnego znikniecia masy, czyli samej materii! Na to, na szczedcie,

nie pozwalajg inne prawa fizyki.

Céz zatem robié, aby wyrwaé¢ materii cho¢ czesé jej energii spoczynkowej?

W energetyce jadrowej wykorzystuje sie do tego celu zjawisko rozszczepienia
jader atomowych. W pewnych okolicznosciach niektore jadra moga sie
rozszczepié, czyli podzieli¢ na dwa mniejsze, zwane fragmentami rozszczepienia.
Te dwa nowe jadra zawieraja w sumie tyle samo protonéw i neutronéw

co jadro wyjsciowe. Jednak ich taczna masa jest nieco mniejsza od masy

jadra wyjsciowego. Skoro tak, to mniejsza jest tez ich energia spoczynkowal
Czes¢ energii spoczynkowej jadra wyjéciowego musi sie zatem w jaki$ sposéb
wydzieli¢ i to wladnie ja mozemy wykorzysta¢. W zjawisku rozszczepienia
wydziela si¢ mniej wiecej 0,1% energii spoczynkowej wyjsciowego jadra.
Oznacza to, ze w rzeczywistosci z catkowitego rozszczepienia jednego kilograma
materii mozemy uzyskaé¢ nie miliony, lecz tysiace megawatogodzin, czyli

z grubsza tyle, ile przecigtny blok elektrowni wytwarza w ciagu jednego

dnia. To mniej, ale nadal bardzo duzo. Aby wytworzy¢ tyle samo energii

w elektrowni konwencjonalnej, trzeba spali¢ okolo 1000 ton czystego wegla,
czyli milion razy wiecej!

Mogtoby kogo$ jednak niepokoié, ze energetyka jadrowa zuzywa materie,

z ktorej zbudowana jest Ziemia, czerpiagc energie elektryczna z masy. Zdawajmy
sobie jednak sprawe, ze w energetyce konwencjonalnej dzieje sie¢ doktadnie

to samo! Na przyktad spalanie wegla polega na taczeniu atomu wegla C

z czasteczka tlenu Og w czasteczke ditlenku wegla CO,. Proces ten dostarcza
nam energii, dlatego ze czasteczka ditlenku wegla jest nieco 1zejsza niz atom
wegla i czasteczka tlenu razem wziete, a zatem ma nieco mniejsza od nich
energie spoczynkowa. Zwyklym spalaniem tez rzadzi wzoér Einsteina, a zatem
wytworzenie okreslonej energii wymaga unicestwienia takiej samej masy jak

w energetyce jadrowej.

Samorzutne rozszczepienie si¢ jadra atomowego jest w przyrodzie zjawiskiem tak
rzadkim, ze nie moze stuzyé¢ wytwarzaniu energii elektrycznej. Niektore jadra
mozna jednak pobudzi¢ do rozszczepienia, bombardujac je wiazka odpowiednich
czastek. Szczegdlnie dobrze do tego celu nadaja sie neutrony, gdyz jako czastki
pozbawione tadunku elektrycznego nie sa odpychane przez protony jadra
atomowego i tatwo wnikaja do jego wnetrza.

Gdyby jednak wywotanie kazdego kolejnego rozszczepienia wymagato dostarczenia
nowego neutronu z zewnatrz, to sprawa bytaby przegrana mimo duzej energii
wydzielanej w pojedynczym rozszczepieniu. Nie datoby sie bowiem dostarczac
neutronéw na tyle szybko, aby wytwarzaé¢ jakiekolwiek rozsadne ilosci energii.
Na szczescie, fragmenty rozszczepienia same emituja nowe neutrony! Moga one
wniknaé¢ do kolejnych jader i wywotac ich rozszczepienie. Powstale w tych
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Rys. 1. (a) Schemat reakcji tancuchowej.
(b) Schemat reakcji tanicuchowej w bombie.
(c) Schemat reakcji taficuchowej
zachodzacej w reaktorze; szarym
prostokatem zaznaczono absorber.

Jadra réznych pierwiastkéw chemicznych
réznia si¢ liczba protonéw. Przyktadowo,
jadro o 92 protonach to jadro uranu,
oznaczanego symbolem chemicznym U.
Jadra o ustalonej liczbie protonéw

mogg zawieraé rézne ilodci neutronéw.
Jadra jednego pierwiastka, rézniagce sig
liczbg neutronéw, nazywamy izotopami
tego pierwiastka. Izotopy oznaczamy,
piszac u géry po lewej stronie

symbolu chemicznego tgczng liczbe
protonéw i neutronéw. Izotop uranu

0 143 neutronach oznaczymy zatem
symbolem 235y,

rozszczepieniach jadra emituja nowe neutrony i tak dalej. W ten sposob
reakcja podtrzymuje sie sama i nie wygasa mimo braku neutronéw z zewnatrz.
Zjawisko to nazywamy laricuchowq reakcjq rozszczepienia lub w skrocie reakcjg
tancuchowq. Przebieg reakcji lancuchowej przedstawiono na rysunku 1(a).

Energia wydzielona w reakcji rozszczepienia nie dociera jednak do nas od

razu jako energia elektryczna. W pierwszej kolejnosci réznica migdzy energia
spoczynkowa jadra wyjéciowego a suma energii spoczynkowych fragmentéw
rozszczepienia zmienia sie w energie kinetyczna tychze fragmentow. Poruszajac
sie z duzymi predko$ciami, jadra fragmentéw uderzaja w inne atomy i wprawiaja
je w drgania cieplne. Gtéwnym efektem pracy reaktora jest wiec po prostu
wydzielanie duzych ilosci ciepta.

Stabilnie, a nie lawinowo. Reakcja tancuchowa zachodzi zaréwno w reaktorze
jadrowym, jak i w bombie atomowej. W konstrukcji bomby chodzi o to, aby
jak najwieksza energia wydzielita sie w jak najkrotszym czasie. W idealnym
przypadku wszystkie neutrony wyemitowane z jednego rozszczepienia powinny
uderzy¢ w kolejne jadra i wywolaé kolejne rozszczepienia. Przyjmijmy, ze

w reakcji rozszczepienia powstaja dwa neutrony. Kazde rozszczepienie wywolta
wiec dwa kolejne. Liczba rozszczepien w jednostce czasu bedzie rosnaé
wyktadniczo i nastapi wybuch. W przypadku reaktora chcemy natomiast,

aby tylko jeden neutron wyemitowany z rozszczepienia wywolal nastepne
rozszczepienie. Liczba rozszczepien w jednostce czasu bedzie wtedy stala,

czyli stala bedzie moc reaktora. Cel nasz mozemy osiagnaé, umieszczajac

w reaktorze specjalny material zwany absorberem, ktéry pochtonie nadmiarowe
neutrony z kazdego rozszczepienia, zostawiajac tylko ten jeden. Zilustrowano to
na rysunku 1(b)(c).

Za szybko i za mato? Cho¢ przebieg reakcji lancuchowej jest koncepcyjnie
bardzo prosty, to jednak jej rzeczywiste przeprowadzenie natrafia na
przynajmniej dwa problemy. Pierwszy jest natury fundamentalnej i wynika
stad, ze Swiat jader atomowych rzadzi sie prawami mechaniki kwantowej, wedle
ktoérej nic nie dzieje sie na pewno, a jedynie z pewnym prawdopodobienstwem.
Roéwniez neutron uderzajacy w jadro atomowe nie wywoluje rozszczepienia

na pewno, a jedynie z pewnym prawdopodobienstwem, ktére w dodatku

zalezy od predkosci neutronu. Jesli neutron ma mata predkosé, to szansa na
rozszczepienie jest duza, poniewaz neutron przelatuje przez jadro dlugo i ma
duzo czasu na wywolanie reakcji. Analogicznie neutron o duzej predkosci

ma male szanse na wywolanie rozszczepienia. Aby wystarczajaco wydajnie
rozszczepiaé jadra, neutrony musza mieé¢ predkosci okoto 8000 km/h. Sa to
neutrony. .. powolne, zwane termicznymi, poniewaz takie bytyby predkosci ich
ruchéw termicznych w temperaturze pokojowej. Natomiast neutrony emitowane
przez fragmenty rozszczepienia maja predkosci rzedu 80000000 km/h i sa

na og6l zbyt szybkie, aby skutecznie wywolywaé rozszczepienia. Nazywamy je
neutronami predkimi.

Tylko niektére jadra podlegaja reakcji rozszczepienia wywolanej przez neutrony.
Na Ziemi wystepuje naturalnie w wystarczajacych ilo$ciach tylko jedno z nich

— jest nim 23°U. Dlatego wtasnie izotop ten jest podstawowym paliwem dla
energetyki jadrowe;j.

Druga trudnos¢ z wywolaniem reakcji tancuchowej polega na tym, ze naturalny
uran, jaki otrzymuje si¢ z rudy, zawiera zaledwie 0,7% izotopu rozszczepialnego.
Pozostale 99,3% to 238U, ktéry nie podlega rozszczepieniu. Z tego powodu

w naturalnym uranie bardzo trudno jest utrzymac reakcje tancuchowa.

Wzbogaci¢ lub spowolni¢. Opisane powyzej trudnosci mozna, na szczescie,
skutecznie przezwyciezyé. Mozna bowiem zwiekszyé zawartoéé 23°U w paliwie
jadrowym, oddzielajac go od 238U — proces ten nazywamy wzbogacaniem.
Poniewaz jednak wszystkie izotopy tego samego pierwiastka maja niemal
identyczne wlasnosci chemiczne, wzbogacanie musi odbywaé sie przy uzyciu
metod fizycznych, z ktérych najpopularniejsza jest metoda wiréwki. Uran
naturalny w postaci gazowego UFg umieszcza si¢ w szybko wirujacym cylindrze,
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Rys. 2. Schemat wiréwki.
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Rys. 3. Budowa kasety paliwowej.

Ciezka woda (D2O) rézni sie od zwyklej
wody tym, ze atomy wodoru H sa
zastapione atomami deuteru — izotopu
wodoru, ktérego jadro oprécz protonu
zawiera tez jeden neutron.
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Rys. 4. Schemat najprostszej elektrowni
jadrowej. Rdzen umieszczony jest

w stalowym zbiorniku reaktora. Od dotu
do zbiornika doprowadzana jest woda,
ktéra przepltywa miedzy pretami
paliwowymi, pelnigc jednocze$nie
funkcje moderatora i chtodziwa. Woda
podgrzewa si¢ tak bardzo, ze zamienia
si¢ w pare, ktéra nastepnie obraca
turbine. Turbina napedza pradnice,

a para przechodzi przez skraplacz, gdzie
ponownie zamienia sie¢ w ciecz, i powraca
do zbiornika reaktora.

jak to pokazano na rysunku 2. Poniewaz jadra 238U sg nieco ciezsze od

jader 235U ze wzgledu na dodatkowe trzy neutrony, wiec dzialajaca na nie
sita odsrodkowa jest wieksza, przez co jadra te gromadza sie przy Sciankach
cylindra. W érodku natomiast pozostaje gtéwnie 235U, skad mozemy go
odpompowaé odpowiednia rurka. Zwickszenie zawartosci 22U do kilkunastu
procent wystarczy do podtrzymania reakcji tancuchowej, nawet mimo matej
skutecznosci rozszczepiania jader przez neutrony predkie. Reaktory dzialajace
na takiej zasadzie nazywamy reaktorami predkimi.

Neutrony powstajace podczas rozszczepienia mozna takze spowolnié, aby

byly bardziej skuteczne w wywotywaniu kolejnych rozszczepien. W tym celu
przepuszcza sie je przez material zwany moderatorem. Odbijajac sie wielokrotnie
od jader atomowych moderatora, neutrony wytracaja predkos¢, az osiagna stan
rownowagi termicznej z moderatorem, czyli az osiagna predkosci termiczne.
Reaktory dzialajace w ten sposéb nazywa si¢ reaktorami termicznymi. Moga
one dziala¢ przy wzbogaceniu uranu do kilku procent, a nawet na uranie
naturalnym. Obecnie wszystkie dzialajace na Swiecie przemyslowe reaktory
energetyczne naleza do tej wlasnie kategorii.

Budowa reaktora jadrowego. Glownym elementem reaktora jest paliwo

ze wzbogaconego uranu — w postaci ditlenku uranu UOs, gdyz uran metaliczny
jest trudny w uzyciu, a w pewnych warunkach nawet samozapalny. Z UQO9
przygotowuje sie ceramiczne pastylki paliwowe w ksztalcie walca o wysokosci
okolo 1 cm i $rednicy kilku milimetrow. Pastylki te umieszcza si¢ w rurkach

ze stopu cyrkonu, wytwarzajac w ten sposéb prety paliwowe. Prety grupuje

sie z kolei w kasetach paliwowych. Konstrukcja ta pokazana jest na rysunku 3.
Wreszcie kasety umieszczone jedna obok drugiej tworza rdzen reaktora, czyli
jego najwazniejsza czesé, w ktoérej zachodzi reakcja rozszczepienia. W zaleznosci
od reaktora rdzen moze mie¢ rozmiary od kilkudziesieciu centymetréw do
kilkunastu metrow i wazy¢ od kilkudziesieciu kilograméw do kilkuset ton.

W reaktorach termicznych znajduje si¢ moderator, ktorym jest najczesciej
zwykla woda, cho¢ moze by¢ tez ciezka woda lub grafit. Skoro w reaktorze
wydziela sie cieplo, to trzeba reaktor chlodzi¢, gdyz w przeciwnym razie
moze sie on stopi¢. Kolejnym elementem jest wiec chltodziwo. Najczesciej
jest nim takze woda, ale stosuje sie rowniez gazy lub nawet ciekle metale.
Wreszcie absorber neutronéw ma zwykle postaé¢ pretow wykonanych z boru,
kadmu lub hafnu. Prety te, zwane pretami kontrolnymi, mozna wsuwaé lub
wysuwaé z rdzenia, sterujac w ten sposéb szybkoécia reakcji tancuchowe;j.
Schemat najprostszej elektrowni jadrowej znajduje sie na rysunku 4. Zauwazmy,
ze zasada wytwarzania pradu elektrycznego w elektrowni jadrowej jest
doktadnie taka sama jak w konwencjonalnej. Tyle tylko, ze Zrodlem ciepta
podgrzewajacego wode nie jest tu kociol, lecz reaktor jadrowy.

Energia przysztosci? Przy obecnej technologii reaktoréow termicznych
Swiatowe zasoby uranu starcza na nieco ponad 100 lat, czyli mniej wiecej na
tyle, co zasoby wegla. Jednak znajdujacy sie w reaktorze nierozszczepialny 233U
pod wplywem bombardowania neutronami przemienia si¢ w sztuczny

izotop rozszczepialny 23°Pu. Pluton ten juz wykorzystuje sie jako wtérne
paliwo, ale jego iloSci, powstajace w reaktorach termicznych, sa niewielkie.

W reaktorach predkich mozna natomiast wytworzy¢ warunki, w ktérych

kazde rozszczepienie prowadzi do powstania wiecej niz jednego nowego

jadra rozszczepialnego. Zjawisko to, zwane powielaniem paliwa, pozwala na
niemal catkowite wykorzystanie nie tylko 23U, ale takze stokrotnie bardziej
rozpowszechnionego 22%U. Zamiast o 100 latach mozna wiec méwié o 10000 lat!
Mozliwosci wykorzystania toru (Th) jako paliwa jadrowego czy tez wydobycie
uranu z wody morskiej moga wydluzy¢ te perspektywe do kilkuset tysiecy lat.

Niezaleznie od tego, jak potoczy sie historia, w najblizszych latach bedziemy
Swiadkami trudnego, ale tez fascynujacego zmagania sie¢ ludzkosci z jednym
z najwiekszych wyzwan, jakim jest zaspokojenie potrzeb energetycznych.

W zmaganiach tych energia jadrowa zawsze pozostanie wazna alternatywa.
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Co moga nam dac¢ ciezary i wypory?
Marek KORDOS

W Delcie 6/2011 Jerzy Zabczyk przytoczyl anegdote o Feynmanie w zwiazku
z pewnym geometrycznym zadaniem efektownie umieszczonym przez

Hugona Steinhausa w Kalejdoskopie matematycznym (o czym Feynman

nie wiedzial) i zaproponowal Czytelnikom atrakcyjne zadania.

Warto moze uzupehié te historie opowiescig o ogdlniejszym problemie zawartym
w wydanej w 1896 roku pracy E.J. Routha:

czy mozna obliczyc, jakq cze$c¢ pola trojkgta ABC' stanowi pole trojkgta K LM,
a jakg pole tréjkata PQR (patrz rys. 1), gdy wiemy, ze

BK CL AM
A~ Y T = M — =7
KC LA MB
Jak mozna sie domysli¢, odpowiedz jest pozytywna. Konkretnie:
Ay +1
A = -A ,
T O DD+ T
A B (A\pv —1)2 A
POET Qi p D+ v+ DA+ A+ O

gdzie Axyz oznacza pole trojkgta XY Z.

Najbardziej elegancki dowéd prowadzi przez nowe pojecie: wspdlrzedne
barycentryczne, znacznie zreszta wazniejsze od twierdzenia Routha. Wywodzi
sie ono z fizyki (Feynman by sie ucieszyl). Ale po kolei.

Srodek ciezkosci

Zastanéwmy sie, jakie ciezary nalezy umiesci¢ w wierzcholkach (niewazkiego)
tréjkata, aby jego srodek ciezko$ci znalazl sie we wskazanym punkcie
jego wnetrza.

Moze lepiej zacza¢ od prostszego pytania: jakie ciezary my i mp nalezy umiescié
w koncach (niewazkiego) odcinka AB, aby jego srodek ciezkosci znalazl sie we
wskazanym punkcie X tego odcinka. Sprawa prosta — znamy ja z lekcji fizyki
(ramie razy sila):
(1) ma-AX =mp- XB, czyli 2—2:%.
Jesli zatem mamy w wierzchotkach tréjkata ABC' umieszczone, odpowiednio,
ciezary ma4, mp i m¢, to mozemy pierwsze dwa z nich zastapi¢ ciezarem
ma + mp umieszczonym w opisanym przez (1) punkcie X, a nastepnie znalezé
srodek ciezkosci dla tak obciazonego odcinka CX — bedzie to zgodnie z (1)
punkt P, spelniajacy zaleznos¢

mgc XP

(2) ma+mp PC’

Majac wigc dane cigzary umieszczone w punktach A, B, C', mozemy znalezé
punkt P i odwrotnie: majac punkt P lezacy wewnatrz trojkata ABC, mozemy
zgodnie z (1) i (2) tak dobraé ciezary, jakie nalezy umiescié¢ w A, B i C, aby
w P byt ich $rodek cigzkosci.

Wniosek 1 (spodziewany). Jesli tréjki (ma, mp,m¢) @ (m/y, mly,m¢) sa
proporcjonalne, to wyznaczajg ten sam srodek ciezkosci.

Ale jest tez (uzasadniajacy umieszczenie na rysunku 2 niepotrzebnych dotad
odcinkéw AP i BP)

Whiosek 2 (niespodziewany): ma : mp : me = Apop : Acap : Aapp.

Rzeczywiscie, mamy bowiem
ma XB Apcx Appx  Apcx —Appx  Apcp _ Apcp
mp  AX  Aaxc Aaxp Aaxc—ADaxp Aapc  Acap

Rownosé pozostalych stosunkéw uzasadniamy analogicznie.

4



A
c
Rys. 3
Gdzie jest srodek cigzkodci S, gdy
ma=mp =1, mec =—17

B
S
M
A
C

Dla A i B $rodek ciezkosci (z cigzarem 2)
to M — $rodek odcinka AB. Zgodnie z (1)
mamy
-1
2 mar

M3
= , czyli SC = —2773,
s

a wiec M jest rowniez srodkiem C'S,
innymi stowy ACBS jest
réwnolegtobokiem.

mc

Czytelnik Bystry dostrzeze, ze
znajdowanie $rodka ciezkosci dla dwéch
punktéw z cigzarami tego samego
znaku odpowiada dzwigni dwustronnej,
a z cigzarami przeciwnych znakéw —
jednostronnej.

Funkcja n zmiennych jest jednorodna
stopnia k, jesli dla kazdego A zachodzi
f(Az1, Aza, ..., Axy,) =

=2 f(a1, o, ...
Jesli f jest wielomianem, warunek
jednorodnoéci oznacza, ze wszystkie
jego wyrazy sa tego samego stopnia;
np. % + 222y — Txyz? jest funkcja
jednorodng stopnia 4 trzech zmiennych.

Tn ).

Moze kogo$ zastanowi¢ dziwna kolejno$é wymieniania wierzchotkéw tréjkatow.
Jest ona jednak przemyslana. A bierze si¢ stad, aby napisane zaleznosci
nie zmienily sie, gdy dopuscimy cigzary ujemne.

Wypbr

Juz Archimedes wiedzial, ze efektywna silta ciezkosci moze dzialaé¢ zaréwno

w dol, jak i do géry. Te druga sytuacje obserwujemy np. przy wznoszeniu sie
balonu. Archimedes (zapewne) balonéw nie widzial, ale mial do czynienia

z ciezszymi od wody statkami, ktére mimo tego unosza sie na jej powierzchni,
i jest autorem znanego prawa, ktére mowi wtasnie o ujemnych ciezarach,
czyli o wyporze (dla XIX-wiecznych pensjonarek ozdobiono je widokiem
wyskakujacego z wanny nagiego mezczyzny).

O ile ograniczenie sie do dodatnich ciezaréw pozwalalo utozsamiaé¢ z obciazeniami
wierzcholkéw trojkata ABC punkty jego wnetrza (i brzegu), to dopuszcezenie
ciezarow ujemnych pozwala przez obciazanie tych wierzchotkéow otrzymac srodek
ciezkosci w dowolnym punkcie plaszczyzny trojkata ABC.

Nalezy tylko zamiast odcinkow rozpatrywaé wektory, a zamiast tréjkatéw — trojkaty
zorientowane, czyli takie, ktérych pola réznia sie znakami, gdy wierzchotki obiegane
sawinnej (cyklicznej) kolejnosci (bo sa tylko dwie mozliwosei — prawda?). Wszystkie
wzory zostaly wyzej napisane tak, aby ta zmiana nie psula ich poprawnosci (dla
wprawy prosze przesledzi¢ dowéd Wniosku 2 w sytuacji z rysunku 3).

Wspélrzedne barycentryczne

7 opisanych wyzej obserwacji Ferdinand Mobius wyciagnat wniosek, ze mozna
zamiast tradycyjnych wspolrzednych kartezjanskich wprowadzi¢ wspétrzedne
oparte na ciezarach i wyporach. Mianowicie, na plaszczyznie obieramy (dowolnie)
trojkat Ay As Az (nazywaé go bedziemy ukladem odniesienia), a kazdemu
punktowi P plaszczyzny przypisujemy ciezary /wypory (mq,ma, ms) takie, by po
umieszczeniu ich w punktach Aq, Ao, A3 $rodek ciezkosci wypadl w P. Te trojke
(m1,ma, m3) nazywamy wspélrzednymi barycentrycznymi punktu P. Warto
zwrdci¢ uwage na dwie zasadnicze réznice miedzy wspotrzednymi, do ktorych
jestesmy przyzwyczajeni, a wspolrzednymi barycentrycznymi.

O pierwszej traktuje Wniosek 1: wspélrzedne barycentryczne dane sa

z doktadnoscig do proporcjonalnoéci, mowimy, ze sa jednorodne. Wynika

z tego fakt, ze wszystkie wyrazenia opisujace rézne geometryczne sytuacje

za pomocg wspotrzednych barycentrycznych musza byé odporne na zmianeg
wszystkich wystepujacych w nich wspoélrzednych na proporcjonalne. Takie
funkcje, tez nazywane jednorodnymi, maja duzo korzystnych wlasnoéci, ktérych
nie bedziemy tu opisywac, ale ktére sa powodem, ze wszelkie nowoczesne teorie
geometryczne korzystaja z tych wlasnie wspotrzednych.

Druga réznica to fakt, ze jesli suma cigzaréw /wyporéw w tréjce (my, ma, ms)
jest réwna zeru, ale nie jest to trojka (0,0,0), to na plaszczyZnie nie ma
punktu, ktéry byltby srodkiem ciezkosci tak obciazonego uktadu odniesienia

— latwo zauwazy¢, ze juz dwa punkty obciazone odpowiednio ciezarem 1

i wyporem —1 nie maja Srodka ciezko$ci. Wobec tego mozna dla tych obciazen
do plaszczyzny dolaczy¢ idealne punkty bedace wyimaginowanymi ich srodkami
ciezkosci. Tak wzbogacona plaszczyzna nazywa sie plaszczyzna rzutowa — znéw
nie bedziemy tu przytaczali jej rewelacyjnych wlasnosci, tylko odeslemy do
artykutu Marii Donten-Bury w Delcie 6/2011.

A tu zajmiemy sie wiec ,zwyklymi” punktami, czyli tymi, dla ktérych suma ich
wspolrzednych barycentrycznych jest rézna od zera. Jedli tak jest, to sposrod
réznych tréjek (mq, me, m3), wyznaczajacych dany punkt P, mozemy wybraé te
(jedyna), dla ktérej suma wspoélrzednych wynosi 1 — o tej trdjce (mq, me, ms)
méwimy, ze to wspdlrzedne arealne punktu P. Od razu zauwazmy, ze dwie

z tych wspolrzednych wyznaczaja trzecia. Te wspolrzedne arealne pozwalaja
wskazaé zwiazek miedzy wspdlrzednymi kartezjanskimi (nawet uko$nokatnymi)
a wspolrzednymi barycentrycznymi.
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Korzystamy tu z faktu, ze tréjkat,
ktérego wierzchotki maja w kartezjanskim
uktadzie wspéirzednych wspélrzedne
(p1,p2), (q1,92), (r1,7r2), ma pole

llpi—r1 p2—re

2| —r1 g2—r2|’
Warto dodaé uwage, ze gdy uklad
wspdélrzednych nie jest prostokatny, za
jednostke pola przyjmujemy tutaj (jak
w uktladzie prostokatnym) podwojone
pole tréjkata utworzonego przez wektory
jednostkowe osi.

Czytelnik Niedoinformowany w kwestii
wyznacznikéw moze w tych i dalszych
rachunkach przyjaé, ze wyznaczniki sg
inng forma zapisu liczb:

air a2 | _
= ai1622 — @12021

a3z1 az2 ass
= a11a22a33 + ai2a23a31 + aizas2az1 +
— (a11a23a32 + a12a21a33 + aizaziasz),

co pozwoli mu arytmetycznie sprawdzié,
czy nie ma gdzie$§ bledu.

WeZzmy pod uwage dla punktu A; obciazenie (1,0,0), dla Ay obciazenie (0, 1,0)
i dla Az obciazenie (0,0, 1). To sa zreszta ich wspélrzedne arealne. Potraktujmy
pierwsze dwie wspolrzedne tych punktow jako ich wspélrzedne kartezjanskie.
Zastanéwmy sie teraz, jakie arealne obcigzenia uktadu odniesienia umieszcza
srodek ciezko$ci w punkcie P o kartezjanskich wspélrzednych (x, ).

Poszukiwane wspélrzedne arealne punktu P oznaczmy przez (mq, me, ms).
Z Whniosku 2 wynika (rys. 4), ze skoro mj + mq + ms = 1, to
Ap,asp = M1A4, 4545,
a rownos¢ ta prowadzi do rachunku
1
Ty ‘ — 9., ‘ 1 0 ‘ _

Mooy 1| =™

i, analogicznie, y = ma.

Okazuje sie wiec, ze wspdlrzedne arealne to zwykle wspolrzedne uzupelnione
tylko trzecig liczba, dopelniajaca ich sume do jedynki. Pozwala to na

nastepujacy rachunek dla punktéw P = (p1,p2,p3), Q = (q1,92,93),
R = (r1,72,73), danych przez swoje wspdlrzedne arealne:

1
A 71171—7"1 Po — 1 71171 P2 . 71171 P2 P3
PQR = 5 _ _ = a1 Q2 = a 492 Q3
hi—n @-—r 2 ry re 1 2 re o Tre T3

Wobec tego punkty P, @, R sa wspdlliniowe wtedy i tylko wtedy, gdy

b1 P2 P3
@ g g3|=0.
. T2 T3
Stad réwnanie prostej PQ to
pPr P2 D3

@ 2 g|=0,
r1 T I3

czyli

(3) T - P2 D3 p1 D3 p1 P2

a2 g3 a1 g3 a Qg2
Jak tatwo zauwazy¢, réwnanie to nie zmieni sig, gdy przejdziemy do dowolnych
wspolrzednych barycentrycznych.

+.’£3“

Dowdd twierdzenia Routha

jest teraz czysto rachunkowy. Jesli za uklad odniesienia wspolrzednych

barycentrycznych przyjmiemy trojkat ABC, to jego wierzchotki beda miaty

odpowiednio wspolrzedne (1,0,0), (0,1,0) i (0,0, 1) i pole tego tréjkata bedzie
1

réowne —.
2

Wspélrzedne punktu K (rys. 1) obliczamy ze wzoru (1) — skoro ramiona maja
by¢ w stosunku 1 : \, wiec ciezary musza by¢ odwrotnie proporcjonalne, co
daje 0w A, A\ w Bilw C, czyli wspélrzedne barycentryczne K to (0, A, 1).
Ze wzoru (3) mamy réwnanie prostej AK: xo = Axs. Analogicznie dostajemy
wspOlrzedne L: (1,0, 1) i réwnanie prostej BL: x5 = pxy oraz wspolrzedne M:
(v,1,0) i réwnanie prostej CM: x1 = vas. Rozwiazujac wszystkie trzy uklady
par tych réownan, otrzymujemy wspélrzedne P: (1, Ay, i), wspolrzedne Q:

(v, 1, uv) 1 wspélrzedne R: (vA, A, 1).

Trzeba jeszcze pamietaé, ze do obliczania pdl trojkatow uzywamy wspdlrzednych
arealnych, a te otrzyma¢ mozna, dzielac dowolne wspélrzedne barycentryczne
przez ich sume. Obliczamy wiec pole trojkata K LM:

0 XN 1
0 A 1 L0 p
L T S Sl B v 1.0 1 A + 1
2| mHL #61 2 M FDp+DE+D) 2 A+D(p+ D) +1)
A RS



L
C

Rys. 5. Tréjkat K LM znika, ale
gdzie jest teraz tréjkat PQR?

C

Rys. 6. A teraz znika tréjkat PQR.

oraz — analogicznie — pole trojkata PQR:

I Apop
v 1 v
1 vA A 1
2 M+ p+ ) +v+ 1)+ A+1)
1 1+ (A\pv)? 4+ Ay — 3 uv B
T2t pt )t r+D)EA AL

1 (Apv —1)2
2 M+ p+ 1)y +rv+1)A+A+1)’

co konczy dowodd.

Steinhaus, Chung, Feynman, Menelaos, Ceva...

Steinhaus w Kalejdoskopie matematycznym (i Chung, chcac zazartowaé
z Feynmana) pyta tylko o pole tréjkata PQR i tylko w przypadku, gdy
A=p=v= 3 Zagadnienie, w sytuacji gdy wszystkie wspolczynniki sg rowne,
przedstawia sie o wiele prosciej: otrzymujemy dla stosunku pola KLM i PQR
do pola ABC

AN+l (A% —1)2 A2 =12\ —1)3 A—1)3

O+DF D EA+1)3 (2 FA+1pP( 18 AN—1°

1 1.1
codla A = 3 daje 3 i - (ten ostatni wynik mial wlasnie obliczy¢ Feynman —
mogt tez zajrzeé do wielokrotnie od 1938 r. wznawianego w USA Mathematical

Snapshots, czyli Kalejdoskopu).

Ale twierdzenie Routha ma o wiele ciekawsze przypadki szczegdlne:

e gdy \uv = —1, punkty K, L, M lezq na jednej prostej (rys. 5);

o gdy \uv = 1, proste AK, BL i CM przecinajq sie w jednym punkcie (rys. 6),
co nie wymaga juz zadnego dowodu. Fakty te znane sa jako twierdzenie

Menelaosa i twierdzenie Cevy. Czytelnik Zaangazowany potrafi z pewnoscia
podac jeszcze inne wnioski z twierdzenia Routha.

m Zadania

\./

Redaguje Fwa CZUCHRY

F 807. Punktowe zrédlo swiatta S oswietla przezroczysta kulke. Dzigki przestonie padaja
na nig tylko promienie biegnace blisko osi k taczacej S ze $rodkiem kulki. W efekcie

w odleglosci b za kulka powstal obraz Zrédta S. Kulke przecieto przez $rodek prostopadle
do k i powierzchnie przeciecia posrebrzono. Gdzie teraz znajduje si¢ obraz zrédta S7
Rozwigzanie na str. 11

F 808. Punktowe zrédlo swiatta znajduje sie pod dnem cylindra na jego osi. Cylinder jest
wykonany z materiatu o wspétczynniku zatamania n. Dla jakiej najmniejszej wartosci n
ani jeden promien swiatta nie wydostanie si¢ przez powierzchni¢ boczna na zewnatrz?
Rozwiazanie na str. 9

Redaguje Tomasz TKOCZ

M 1342. Méwimy, ze funkcja f: R — R ma cykl dlugosci n o poczgtku xo, gdy istnieje
takie zo, ze liczby zo, 21 = f(20), x2 = f(x1), ..., Tn—1 = f(Tn—2) sa parami rézne,
zas T, = f(xn_1) = xo. Udowodnié, ze jesli wielomian o wspolczynnikach catkowitych
ma cykl o poczatku bedacym liczbg catkowita, to jest on dtugosci 1 lub 2.
Rozwigzanie na str. 20

M 1343. Trzy okregi o jednakowym promieniu r maja doktadnie jeden punkt
wspélny D i przecinaja si¢ parami jeszcze w punktach A, B i C. Udowodnié¢, ze okrag
wyznaczony przez punkty A, B i C réwniez ma promien dlugosci r.

Rozwigzanie na str. 19

M 1344. W zawodach matematycznych wzielo udzial 100 uczniéw. Mieli oni

do rozwiazania 5 zadan. Wiadomo, ze kazde zadanie zostalo rozwigzane przez
przynajmniej 56 uczniéw. Wykazac, ze mozna wskaza¢ takich dwoch uczniow, ze kazde
zadanie zostalo rozwiazane przynajmniej przez jednego z nich.

Rozwigzanie na str. 24
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Jest to skrét pracy uczniowskiej
nagrodzonej ztotym medalem w XXXIII
Konkursie Prac Uczniowskich

z Matematyki w 2011 roku (Lo6dz).

function gauss(A,n)
for i := 1 to n do
for j: =i+ 1 ton do
if A[j,i] # 0 then
swap(A[i], A[j]);
if A[i,i) = 0 then return 0;
for j:=i74+ 1 ton do
for k := i to n do
Alj K] = A[j, K]
— Ali, k] - (Alg,14]/A[4,4]);

return 1;

Algorytm eliminacji Gaussa dla

macierzy A rozmiaru n X n, indeksowanej
Alwiersz, kolumna)]. Funkcja zwraca

0 lub 1 w zaleznosci od tego, czy
wyznacznik macierzy jest zerowy,

czy tez nie (przyp. red.).

Jezeli rozktad prawdopodobienstwa

dla pewnego pola jest jednostajny, to
dodanie ustalonej liczby do liczby w tym
polu lub pomnozenie jej przez niezerowg
liczbe zachowuje jednostajnosé rozktadu,
gdyz dodawanie i mnozenie sg w ciele
operacjami odwracalnymi.

*XIV LO im. Stanislawa Staszica,
Warszawa

O prawdopodobienstwie, wyznacznikach
i pokryciach cyklowych
Wojciech NADARA™

W tym artykule bedziemy sie zajmowali obliczaniem wyznacznikéw

macierzy w dowolnym skonczonym ciele F'. Bedziemy takze badali, jakie jest
prawdopodobienstwo, ze taki wyznacznik dla macierzy z losowo wpisanymi
elementami z ciala F jest rézny od 0, oraz jakie jest prawdopodobienstwo, ze
w losowym grafie skierowanym jest nieparzyscie wiele pokry¢ cyklowych.

Jezeli mamy dana macierz kwadratows z wpisanymi w nig elementami
ciata F; to ciezko na pierwszy rzut oka stwierdzi¢, czy jej wyznacznik jest
zerowy, czy nie. Sprawa okazuje sie duzo prostsza, gdy mamy do czynienia
z macierza w postaci schodkowej (tzn. z taka, ktéra ma zera ponizej
gléwnej przekatnej). Wyznacznik takiej macierzy jest zerowy wtedy i tylko
wtedy, gdy na jej gtéwnej przekatnej znajduje sie co najmniej jedno 0.
Aby sprowadzi¢ naszg macierz do postaci schodkowej, uzyjemy metody
eliminacji Gaussa. Bedziemy wykonywaé¢ dwa rodzaje operacji. Pierwszym
bedzie zamiana dwoch wierszy miejscami, a drugim bedzie dodanie do
ustalonego wiersza innego wiersza pomnozonego przez staly. Jak wiadomo,
operacja drugiego rodzaju nie zmienia wyznacznika macierzy, operacja
pierwszego rodzaju natomiast zmienia jego znak, a wiec nie zmienia tego,
czy wyznacznik jest zerowy, czy nie.

Sprowadzajac macierz do postaci schodkowej, najpierw musimy zadbaé o to,
aby w gérnym lewym rogu naszej macierzy znalazt sie jaki$ niezerowy element.
Jezeli w pierwszej kolumnie sa same zera, to przerywamy nasz algorytm,
gdyz wyznacznik naszej macierzy na pewno jest réwny 0. W przeciwnym
przypadku, jezeli w gérnym lewym rogu jest juz niezerowy element, to nic
nie robimy, a jesli nie, to zamieniamy pierwszy wiersz z ktoryms, w ktorym
w pierwszej kolumnie znajduje si¢ niezerowy element. Nastepnie musimy zadbaé
o to, aby w tej kolumnie nie bylo wiecej niezerowych elementéw, zatem jezeli
w goérnym lewym rogu znajduje sie element a, a w innym wierszu w pierwszej
kolumnie znajduje sie element b, to musimy do tego wiersza dodaé¢ pierwszy
Wwiersz pomnozony przez _Tb Zatem zrobilidmy juz wszystko, co mielidémy
zrobi¢ z pierwszym wierszem i pierwsza kolumna, i dalej ograniczamy sie do
reszty naszej macierzy, dla ktorej powtarzamy to postepowanie. Konczymy je
w momencie, gdy w macierzy, ktéra nam pozostata, w pierwszej kolumnie sa
same zera (wtedy wyznacznik réwna sie 0) lub gdy szczesliwie dojdziemy do
konica (wtedy wyznacznik jest niezerowy).

Jak ta metoda moze nam pomodc w obliczeniu prawdopodobienstwa, ze
dla kwadratowej macierzy A rozmiaru n X n, w ktérej kazde pole jest
wpisany z réwnym prawdopodobienstwem jaki$ element ciata F', jej
wyznacznik jest niezerowy? Oznaczmy liczbe elementéw ciata F' przez q.
Zastanéwmy sie najpierw, jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze bedziemy
mogli wykonaé pierwszg faze algorytmu, czyli ze w pierwszej kolumnie
znajdzie si¢ jaki$ niezerowy element. Aby$my nie mogli jej wykonaé,
w kazdym z n pél pierwszej kolumny musi znalez¢ sie 0, a znajduje sie ono
w kazdym polu z prawdopodobienstwem %. Zatem prawdopodobienstwo
tego, ze bedziemy mogli wykonaé pierwszg faze algorytmu, wynosi 1 — qi
Nietrudno przekonaé sie o tym, ze nie tylko w pierwszej, ale w dowolnej,
i-tej fazie algorytmu, rozkltad prawdopodobienstwa wartosci znajdujacych sie
w polach i-tej kolumny, jest jednostajny. Stosujac analogiczna argumentacje
wnioskujemy, iz prawdopodobienstwo tego, ze bedziemy mogli wykonaé i-ta
faze, o ile bedziemy mogli wykonaé pierwsze ¢ — 1 faz, jest réwne

1

L= qn7i+1'
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L] L]
C/B 4
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Rozwigzanie zadania F 808.

Przez boczng powierzchnie cylindra

nie wydostanie si¢ zaden promien
Swiatla, jesli dla promienia o (skrajnym)
kacie padania 7/2 na dno cylindra kat
padania o na powierzchni¢ boczng bedzie
spelnial nieréwnosé sina > 1/n.

s

W tym przypadku na powierzchni bocznej
nastapi calkowite odbicie. Z geometrii
ukladu wynika, ze

sina = 4/1 — sin? 3,

Stad

sinf3 = 1/n.

MNmin = \/5

Stad otrzymujemy koncowy wynik, ze prawdopodobienstwo wykonania
calego algorytmu, czyli prawdopodobienistwo tego, ze wyznacznik macierzy
bedzie rézny od 0, jest réwne

(2 )

Zajmijmy sie teraz nastepujacym problemem. Rozwazmy graf skierowany

o n wierzchotkach, w ktérym dla kazdej uporzadkowanej pary liczb (7, j),
takiej ze 1 < 1i,j < n, krawedz skierowana od wierzchotka ¢ do wierzchotka j
wystepuje z prawdopodobienstwem % (w szczegdlnodei, w tym grafie moga
wystepowaé petle). Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze w tym grafie jest
nieparzysta liczba pokry¢ cyklowych?

A czym wlasciwie sa pokrycia cyklowe? Otéz pokrycie cyklowe to taki
zbiér n krawedzi grafu, ze z kazdego wierzchotka wychodzi doktadnie
jedna krawedz i do kazdego wierzchotka wchodzi doktadnie jedna krawedz
z tego zbioru. Przedstawia sie ono jako zbiér rozlacznych cykli o tacznej
dtugosci n. Kazde pokrycie cyklowe mozemy utozsamiaé z n-elementowsa
permutacja o, w ktérej o (i) jest numerem wierzchotka, do ktérego wchodzi
krawedz wychodzaca z wierzchotka o numerze i. Natomiast permutacja o
reprezentuje pokrycie cyklowe, jezeli dla kazdego ¢ = 1,2,...,n istnieje
krawedz z wierzchotka i do wierzchotka o (7).

Zapiszmy nasz graf w postaci macierzy sasiedztwa A, czyli macierzy
kwadratowej o wymiarach n x n, w ktérej w polu (i, j) jest 1, jezeli istnieje
krawedz od wierzchotka ¢ do wierzchotka j, a w przeciwnym przypadku jest
tam 0. A jak na te macierz przenosza sie pokrycia cyklowe? Rozpatrzmy
pewne pokrycie cyklowe i zaznaczmy w naszej macierzy pola odpowiadajace
krawedziom nalezacym do pokrycia. Bedzie to n takich pdl, ze zadne
dwa pola nie znajduja si¢ w tym samym wierszu ani w tej samej kolumnie
i, w dodatku, wszystkie te pola maja wartos¢ 1. Zatem iloczyn liczb
w tych polach bedzie réwny 1. A co dzieje si¢ z permutacjami, ktérym
nie odpowiadaja pokrycia cyklowe? Jezeli zaznaczymy w analogiczny
sposob w naszej macierzy pola odpowiadajace potencjalnym krawedziom
z tej permutacji, to skoro nie reprezentowala ona pokrycia cyklowego,
to w co najmniej jednym zaznaczonym polu znajdzie sie¢ 0. W takim
razie iloczyn liczb w tych polach bedzie réwny 0. Mozemy zatem wysunaé
wniosek, ze liczba pokryé cyklowych w tym grafie jest réwna
Z a1,6(1)02,0(2) - - - An,o(n)»
oceSs,
gdzie S, to zbidér wszystkich n-elementowych permutacji, a a; ; to
warto$é pola (i,j) w macierzy sasiedztwa. Powyzsza liczbe nazywa si¢ tez
permanentem macierzy A. Przypatrzmy sie teraz wzorowi permutacyjnemu
na wyznacznik macierzy:
det A = Z (71)IHV(U)a1,a(1)a2,a(2) -+ Qp o(n)>
g€S,
gdzie Inv(o) jest liczba inwersji w permutacji o, ale dla nas istotne bedzie
to, ze (—1)™v(?) moze przyjmowaé tylko wartosci 1 i —1, a skoro te dwie
liczby sa tej samej parzystosci, zatem permanent i wyznacznik macierzy
calkowitoliczbowej sa tej samej parzystosci. Zauwazmy jeszcze, ze to,
czy wyznacznik takiej macierzy sasiedztwa jest parzysty, to po prostu
pytanie, czy wyznacznik tej macierzy jest zerowy, jezeli potraktujemy
macierz sgsiedztwa jako macierz nad ciatem Zy. W dodatku, sposéb, w jaki
losowalismy krawedzie grafu, odpowiada sposobowi, w jaki losowalismy
elementy macierzy we wczeSniejszej czesci artykutu. Z polaczenia tych
faktéw otrzymujemy wniosek, ze prawdopodobienstwo tego, ze liczba
pokryé cyklowych naszego grafu jest nieparzysta, jest réwne
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Rys. 4

Prostokat arytmetyczny
Jakub RADOSZEWSKI

W tym artykule oméwimy zadanie Prostokqt arytmetyczny z Akademickich
Mistrzostw Polski w Programowaniu Zespolowym 2011. Jednak zanim to
zrobimy, zastanowimy sie nad dwoma pozornie niezwigzanymi problemami.

Problem 1. Dany jest n-elementowy ciag liczb catkowitych aq,...,a,.
Chcieliby$my dla kazdego elementu ciagu wyznaczy¢ najblizszy mniejszy
od niego element polozony na lewo od niego. Formalnie, dla kazdego i
szukamy najwickszego takiego j, j <4, ze a; < a;. Aby ta warto$¢ byta
zawsze zdefiniowana, dokladamy sztuczny element ag = —oo (patrz rys. 1).

Najprostszy algorytm rozwiazujacy Problem 1 dziala w czasie O(n?).
Uzywajac sprytnych struktur danych (zréwnowazone drzewa binarne),
mozna otrzymaé rozwiazanie dzialajace w czasie O(nlogn). Podany
problem mozna jednak rozwiazaé prosto i liniowo, jesli tylko pdjdzie sie
za strzatkami.

Idea takiego rozwiazania jest jasna: bedziemy przypisywac strzatki kolejnym
elementom, od lewej do prawej. Dla danego i zaczynamy od sprawdzenia, czy
a;—1 < a;. Jesli tak, to wiemy, ze strzalka z a; prowadzi do a;_;. A jesli nie,
to idziemy do pierwszego elementu mniejszego niz a;_1, czyli dokladnie
wzdtuz strzalki z a;_1. Kontynuujemy to postepowanie az do momentu,

gdy znajdziemy element mniejszy niz a;. Przykladowo, rysunek 2 ilustruje
wyznaczanie strzatki wychodzacej z tréjki.

Aby uzasadnié, ze ten algorytm jest liniowy, wystarczy pokazaé, ze

wzdtuz kazdej strzatki przejdziemy co najwyzej raz. Faktycznie, jesli przy
wyznaczaniu strzalki dla a; przechodzimy wzdtuz strzatki wychodzacej

z pewnego a; (j < 1), to wiemy, ze aj > a;. To oznacza, ze kazda strzalka
wychodzaca z elementéw a1, a;42, ... prowadzi albo do a; lub elementu
polozonego na prawo od a;, albo do jakiego$ elementu mniejszego niz a;,

a zatem polozonego na lewo od a;. Strzatke wychodzaca z a; wykorzystamy
zatem dokladnie raz, co chcieliSmy wykazac.

Problem 2. Mamy dana tablice rozmiaru n x n wypelniona zerami

i jedynkami. Nalezy znalezé prostokatny fragment tej tablicy wypelniony
samymi jedynkami o jak najwigkszej powierzchni (patrz rys. 3). Ten problem
pojawit sie na IX Olimpiadzie Informatycznej jako zadanie Dzialka.

Wszystkich prostokatéw w takiej tablicy jest rzedu n*, wiec problem
trzeba rozwiazywadé jako$ sprytniej. Znana jest cala gama rozwiazan

o zlozonodci czasowej O(n?), O(n3), a nawet O(n?). Pokazemy tu dosy¢
proste rozwigzanie o optymalnej ztozonosci O(n?).

Zacznijmy od wyznaczenia dla kazdego pola (i, j) tablicy liczby kolejnych
pol wypelnionych jedynkami potozonych w doét od tego pola, wliczajac
samo pole (7, j). Oznaczmy te warto$¢ przez D[i, j]. Takie wartosci

latwo wyznaczamy w czasie O(n?), idac od dotu do géry tablicy (rys. 4).
Zauwazmy, ze D], j] jest niezerowe tylko wtedy, gdy oryginalna tablica
w polu (7, 7) miala jedynke.

Teraz przychodzi kluczowe spostrzezenie. Ot6z poszukiwany prostokat
mozemy skonstruowaé tak: bierzemy jakie$ pole (7, j) i wyznaczamy
prostokat zawierajacy to pole w gérnym wierszu, o wysokosci D[, j]

i siggajacy w prawo i w lewo tak daleko, jak tylko si¢ da. Faktycznie,
wynikowy prostokat nie moze byé rozszerzony w dét (ani w zadna
inna strone), wiec musi by¢ opisanej postaci dla pewnego pola (i, 7).
Przykladowo, na rysunkach 3 i 4 pole (4, ) wynikowego prostokata
(kwadratu) o powierzchni 9 to jego prawy gérny rog.
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Dla kazdego pola (i, j) o niezerowym DJi, j] szukamy zatem najblizszych
pdél w tym samym wierszu, dla ktérych wartosci D sa mniejsze niz DI, j],
czyli takich indekséw j' < j < j”, ze DIi, j'], D[i,j"] < Dli, j], j’ jest
maksymalne, a j” — minimalne. Wéwczas wynikiem jest maksimum

z illoczynéw postaci (j” — j' — 1) - D[i, 7] dla wszystkich pdl (3, j).
Zauwazmy jednak, ze jest to dokladnie zastosowanie Problemu 1 do
i-tego wiersza tablicy D, tyle ze raz od lewej do prawej (wyznaczanie j'),
a raz od prawej do lewej (wyznaczanie j”). Wystarczy otoczy¢

tablice D obwddka z polami zawierajacymi —oo i mozemy juz
zastosowaé poprzedni algorytm, wiersz po wierszu. Dostajemy zadany
czas O(n?).

Problem 3. Przyszta wreszcie pora, aby sformulowaé¢ wspomniane

na wstepie zadanie o prostokacie arytmetycznym. Znéw mamy dang

tablice rozmiaru n x n, tym razem moga si¢ w niej znajdowaé¢ dowolne
nieujemne liczby catkowite. Szukamy w niej prostokata arytmetycznego

o maksymalnej powierzchni, przy czym prostokat arytmetyczny to prostokat,
w ktérym liczby w kazdym wierszu oraz w kazdej kolumnie tworza ciag
arytmetyczny (patrz rys. 5).

Na poczatek zajmijmy si¢ prostokatami o wysokosci 1. Widzimy, ze kazdy
wiersz tablicy mozemy podzieli¢ na maksymalne ciagi arytmetyczne,

z ktorych kazdy ma dlugosé co najmniej dwa i kazde dwa kolejne ciagi
maja doktadnie jeden element wspélny. Przyktadowo, dolny wiersz tablicy
z rysunku 5 dzielimy na ciagi (6,3,0) i (0,4, 8), a gérny na ciagi (1, 3)
i(3,7,11,15). Korzystajac z takiego przedstawienia, w czasie O(n?)

tatwo znajdziemy najdtuzszy prostokat arytmetyczny o wysokosci 1.
Podobnie rozpatrujemy prostokaty o dlugosci 1, wysokosci 2 (jak?)

i dlugoséci 2.

Odtad interesowaé nas beda tylko prostokaty, ktérych kazdy bok ma
dlugos¢ co najmniej 3. Znajdowanie takich prostokatéw sprowadzimy do
zadania Dzialka.

Zaznaczmy mianowicie kotkiem kazdy taki element tablicy, ze

kwadrat o boku 3 zawierajacy ten element w $rodku jest prostokatem
arytmetycznym (rys. 6). Okazuje sie, ze prostokat o obu wymiarach

nie mniejszych niz 3 jest arytmetyczny wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie
zawarte w nim elementy tablicy (poza, ewentualnie, jego wewnetrzna
obwddka o szerokosci 1) sa zaznaczone kétkami. Rzeczywiscie, jesli prostokat
jest arytmetyczny, to kazdy jego podprostokat jest arytmetyczny, wiec

w szczegdlnosci wszystkie kwadraty o boku 3, zawarte w tym prostokacie,
sg arytmetyczne. A w druga strone, jesli mamy dwa sasiednie elementy
tablicy zaznaczone kotkami, to ciggi arytmetyczne w otaczajacych je
kwadratach 3 x 3 sklejaja sie w dtuzsze ciagi arytmetyczne dokladnie tak,
jak trzeba.

Podsumowujac: waskie prostokaty arytmetyczne rozpatrzyliémy osobno,
a problem szukania odpowiednio grubego prostokata arytmetycznego

o maksymalnej powierzchni sprowadziliémy do poszukiwania maksymalnych
prostokatéw ztozonych wytacznie z wyrdznionych pél, czyli doktadnie do
Problemu 2. Cale rozwiazanie dziala w optymalnym czasie O(n?) i jest,

w sumie, calkiem sprytne.

Na koniec ciekawa wtasnos$é prostokatéw arytmetycznych, ktéra moze
zainteresowa¢ takze nieinformatykow: prostokat o wysokosci co najmniej 2
jest arytmetyczny wtedy i tylko wtedy, gdy liczby w kazdej jego kolumnie
oraz w dowolnych dwdch jego wierszach tworzg ciagi arytmetyczne.
Dodajmy, ze ta wlasno$¢ nie zachodzi, jesli wymagamy tylko, aby jeden
wiersz prostokata stanowil ciag arytmetyczny.
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Rys. 1

A P B

Rys. 2b. Widok na czworoscian ABC D
z gory.

Mota delld

Odkryj twierdzenie sam
Czasem przydaje sie do czegos nastepujace twierdzenie o dwusieczne;:

jesli w trojkgcie ABC' poprowadzimy dwusieczng kgta C przecinajgcg odcinek AB
w punkcie P, to stosunek dlugo$ci odcinkow AP i BP bedzie réwny stosunkowi
dlugosci bokéw AC i BC' (rys. 1).

O trudnych zadaniach i efektownych rozwiazaniach, w ktérych ma ono swdj
udzial, mozna by dtugo pisaé, ale tym razem spojrzymy na nie od innej strony:
ciekawe, czy istnieje jego odpowiednik w geometrii przestrzennej?

Zeby otrzymad podobna zaleznosé dla czworoscianu, nalezaloby pewnie wziaé
plaszczyzne dwusieczna kata dwusciennego i jej punkt przeciecia z przeciwlegta
krawedzia. Stosunek dlugosci odcinkéw, na ktore dzieli ja ta plaszczyzna,
powinien by¢ réwny. .. no wladnie, czemu?

Wezmy jaki$ szczegdlny czworoscian i sprawdzmy, co dla niego wychodzi.
Na przyktad, co sie dzieje dla czworoscianu foremnego?

W tym przypadku dwusieczna kata dwusciennego dzieli czworoscian na
symetryczne czedci i ten stosunek jest rowny 1. Wydaje sie, ze podobnie jak dla
tréjkata, powinnismy umie¢ zapisa¢ ten stosunek jako iloraz dwoch wielkosci
zaleznych od Scian wybranego kata dwusciennego. Niestety, pierwszy przyktad
wyglada na zbyt szczegdlny, poniewaz kazdy ze stosunkéw: pél, obwodow,
wysokosci, krawedzi wychodzacych z tego samego wierzchotka jest takze

rowny 1. Trzeba pomyéle¢ nad lepszym przyktadem do testowania.

Sprébujmy moze wziaé taki czworoscian ABC D, aby spodek wysokosci
poprowadzonej z wierzchotka D na podstawe ABC pokrywal sie z punktem C
(inaczej méwiac, krawedz C'D ma by¢ prostopadla do $ciany ABC'), i popatrzeé
na plaszczyzne dwusieczna kata dwusciennego przy krawedzi CD (rys. 2a).

Dlaczego to dobry przyktad? Widzimy, ze cze$é wspdlna plaszczyzny
dwusiecznej kata dwusciennego przy krawedzi C'D z plaszczyzna ABC' jest
dwusieczna kata AC B, czyli na podstawie ABC' mamy narysowana sytuacje
z plaskiej wersji twierdzenia o dwusiecznej (rys. 2b).

A dlaczego tak jest? Zauwazmy, ze plaszczyzna dwusieczna dzieli kat dwuscienny
na potowy. Kat dwuscienny zas jest rowny katowi ptaskiemu utworzonemu

przez dwie proste lezace w polplaszczyznach go ograniczajacych i prostopadle

do wspdlnej krawedzi. WybraliSmy czworoscian tak, zeby prosta C'D byla
prostopadta do plaszczyzny ABC, a wiec w szczegdlnosci do prostych AC 1 BC.
To oznacza, ze proste AC 1 BC tworza kat ptaski réwny katowi dwusciennemu
miedzy wybranymi $cianami.

Teraz, jesli przez P oznaczymy punkt przeciecia plaszczyzny dwusiecznej kata
dwusciennego przy krawedzi C'D z krawedziag AB, to na mocy twierdzenia
o dwusiecznej mamy

AC AP

BC  BP’
Mozemy zatem stad podejrzewac, ze chodzi o stosunek pdl $cian tworzacych kat
dwuscienny. Albo stosunek wysoko$ci opuszczonych na wspolng krawedz — czy
widzisz, Czytelniku, ze to ta sama liczba?

Czyli udowodnilidémy juz pierwszy ciekawy przypadek rozszerzonego twierdzenia:

jesli w czworo$cianie jedna z krawedzi jest prostopadta do pewnej sciany, to
plaszczyzna dwusieczna kgta dwusciennego przy tej krawedzi dzieli przeciwleglq
krawedz w stosunku rownym stosunkowi pol Scian zawierajgcych krawedz tworzqcq
kgt dwu$cienny.
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Rys. 3

Wydaje sie, ze takie twierdzenie moze by¢ prawdziwe dla dowolnego czworoscianu,
ale czy potrafimy to jako$ udowodni¢?

Moglibyémy zlozy¢ dwa czworosciany, ktére majag taka sama podstawe i ktére
spelniaja zalozenia opracowanego juz szczegdlnego przypadku. Dokladniej,
wysokosci opuszczone na te $ciany, ktore bedziemy sklejaé¢, musza by¢
krawedziami czworoscianu.

Czworoécian ABC' D mozemy w ten sposéb sklei¢ z dwéch mniejszych, gdy
da sie skonstruowaé plaszczyzne zawierajaca pewng krawedz i prostopadla
do krawedzi przeciwlegltej. Na rysunku 3 widaé plaszczyzne zawierajaca
krawedZ AB i prostopadta do krawedzi CD. Punkt D’ to punkt przecigcia
tej plaszczyzny z krawedzia CD.

W tej sytuacji, korzystajac ze szczegdlnego przypadku twierdzenia dla

czworo$cianéw ABCD i ABD'D, mamy
AP AD'" [ACD]

BP ~ BD'  [BCD]
poniewaz odcinki AD’ i BD' sg prostopadle do krawedzi CD.

Co ciekawe, punkt D’ moze leze¢ tez poza odcinkiem C'D — wtedy mozna
powiedzie¢, ze odejmujemy czworoéciany, zamiast je dodawac.

Niestety, to jeszcze nie wszystko. Istnieja czworoéciany ABC D, ktoérych nie mozna
w ten sposob sklei¢ — spodki wysokosci poprowadzonych z wierzchotkéw A i B
na prostag C'D nie pokrywaja sie. Co wtedy?

Spréobujmy narysowaé sytuacje dla dowolnego czworoscianu (rys. 4). Niech

A’ i B’ beda rzutami prostokgtnymi odpowiednio wierzchotkéw A i B na

prosta C'D. Umiemy juz udowodnié¢ twierdzenie w przypadku, gdy punkty

A’ i B’ si¢ pokrywaja. Ogolnie jednak nie musi tak by¢, wiec nie mamy tréjkata,
dla ktérego mozna by zastosowaé twierdzenie o dwusieczne;j.

Skad wziaé taki trojkat? Moze co$ przesunaé tak, zeby punkty B’ i A’ trafily

w jedno miejsce? Wyobrazmy sobie przesuniecie réwnolegte odcinka BB’ wzdluz
prostej C'D tak, zeby B’ pokryl sie z A’. Niech B” bedzie obrazem punktu B

w tym przesunieciu.

Wtedy punkt A’ jest rzutem prostokatnym punktu B” na prosta CD, czyli
czworodcian AB”CD da sie sklei¢ z dwdch ladniejszych”, tak jak to robiliSmy
przed chwila! To znaczy, ze jesli plaszczyzna dwusieczna kata dwusciennego przy
krawedzi CD przecina krawedz AB” w punkcie Q, to

AQ  AA [ACD]

B//Q T BMA [B”CD}.

A poniewaz przesuwaliémy punkt B” réwnolegle do CD, to B”A’ = BB’
i [B"CD] = [BCD].
Gdybysmy jeszcze wykazali, ze

AQ AP

B"Q  BP’
czyli inaczej, ze proste PQ i BB sa réwnolegle, to otrzymaliby$my pelng
wersje twierdzenia. Na szczescie to juz jest tatwe: skoro odcinki BB” i CD sg
rownolegle, to kazda plaszczyzna zawierajaca prosta C'D przecina plaszczyzne
ABB" wzdluz pewnej prostej réwnoleglej do BB .

Zaraz, czy na pewno? Tak — gdyby proste PQ i BB’ mialy jaki$ punkt
wspolny S, to plaszczyzna dwusieczna kata dwusciennego przy krawedzi C'D
mialaby trzy punkty wspélne z plaszczyznag C'D: punkty C, D oraz S.

Wobec tego nie mamy juz zadnych watpliwoéci, ze

w dowolnym czworoscianie plaszczyzna dwusieczna kgta dwusciennego dzieli
przeciwleglq krawedZ w stosunku rownym stosunkowt pol Scian czworoscianu
zawierajgcych krawedz tego kgta dwusciennego.

Malg Delte przygotowal Michal KIEZA
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do ladowania.

takich wywodéw.

Wydawnictwa Uniwersytetu
Warszawskiego, 2011

Kilka wyznan laika
Krzysztof TURZYNSKI

Bylem, jak si¢ wydaje, czlowiekiem w miar¢ pouktadanym i bez sklonnosci
do przesadnych uniesien. Moze z pewnymi wyjatkami. Dawno temu
podczas transatlantyckiego lotu wzialem do reki powies¢ Margaret Atwood,
by przeczytaé pare stron, a potem sie zdrzemna¢. Wzrok znad ksiazki
podniostem, kiedy doszedlem do konca tekstu, a samolot podchodzit

Bytem, jak si¢ wydaje, czlowiekiem do$¢ optymistycznym. Kiedy

Grigorijowi Perelmanowi przyznano Medal Fieldsa, czytalem w ogélnopolskich
dziennikach barwne opisy warunkéw bytowych ekscentrycznego uczonego.

Brak wzmianek o tym, czym jest udowodniona przez niego hipoteza Poincarégo,
tlumaczylem sobie (i innym) nieprzygotowaniem masowego czytelnika do

Bylem, jak sie wydaje, bezkrytycznie namietnym pozeraczem stowa pisanego.
7 pewnym zalem obserwowalem tylko, jak pelnokrwiste eseje z czasow, kiedy
wiodace tygodniki opinii mialy forme wielkich, czarno-biatych ptacht papieru
niepierwszej jakosci, ustepuja miejsca (z cennymi wyjatkami) wyrobom

artykutopodobnym, ktérych najwazniejszym elementem jest chwytliwy ,lead”

oraz kolorowe zdjecie.

A potem w moich rekach znalazla sie ksigzka Pawla Strzeleckiego
Matematyka wspolczesna dla myslgcych laikow.

Ksiazka, potraktowana jako lektura przed snem,
zemscita sie za taki despekt. Kiedy udato mi sie od niej
oderwaé, mozliwa liczba godzin snu przed porannymi
obowiazkami byta zalosnie niewielka. Préba czytania

w pociagu podmiejskim skonczyla sie dotarciem daleko
poza stacje docelowa. Pdzniej, biorac ten tom do reki, za
kazdym razem sprawdzalem, czy nieuchronne wessanie
w wartka narracje moze spowodowac jakies dalsze
nieoczekiwane komplikacje zycia osobistego.

Nie oznacza to, bynajmniej, ze opisywang ksigzke mozna
czytaé jak jakis posledni kryminal, angazujacy utamek
czeéci mozgu odpowiedzialnej za abstrakcyjne myslenie.
Autor, wzorem wielu innych profesoréw uniwersyteckich,
nie traktuje czytelnika jak osoby o ograniczonych
zdolno$ciach poznawczych lub tez kogos, komu nalezy

w po6l minuty przedstawi¢ zabawna anegdotke. Whbrew
rozpowszechnionym przekonaniom o tym, jak powinna
wygladaé¢ popularyzacja nauk Scistych, w tekscie
wystepuja tam, gdzie sa potrzebne, wzory (a nawet
dowody!), rysunki sa za$ raczej oszczedne.

Pawel Strzelecki nic sobie nie robi z mody na teksty
skladajace si¢ z felietonikow nieprzekraczajacych
dwoéch stron druku. Poszezegdlne rozdziaty ksiazki sa
dosy¢ dlugimi, przeplatanymi dygresjami opowiesciami
o rozwoju roznych dzialéw matematyki zwiazanych

na ogo6l, zdaje sie, zgodnie z gustem autora, z teoria
ukladéw dynamicznych. Wiele z przytoczonych
przyktadéw najnowszych wynikéw badawczych stanowi
doskonaty ilustracje tezy, ze bardzo wazna czescia
matematyki jest rozwiazywanie ,zadanek” — czyli
probleméw, zwykle niewinnie brzmiacych, do ktorych
sformulowania wystarcza pojecia wpajane z lepszym
lub gorszym skutkiem w szkole $redniej. Rozwiazania
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wielu takich ,zadanek” wykorzystuja tymczasem subtelne
zwiazki réznych dzialéw matematyki, niejednokrotnie
prowadzac ku obszarom nieogarnigtym jeszcze ludzka
wiedza. Gdyby zas dziennikarzy produkujacych ,newsy”
o Perelmanie, zyjacym nedznie w pelnym robactwa
mieszkaniu, dalo si¢ jako$ sklonié¢ do lektury rozdziatu 9.,
poswieconego hipotezie Poincarégo, musieliby oni

z zawstydzeniem przyznad, ze zignorowali najciekawszy
element historii z Medalem Fieldsa — tyle ze wymagajacy
co nieco myslenia.

Nie da si¢ uniknaé tego, ze ksiazka taka jak Matematyka
wspotczesna. . . stanowi takze pewnego rodzaju tekst
programowy stwierdzajacy, czym dzi$ jest, zdaniem
autora, dziedzina nauki zwana matematyka. Autor
cytuje na poczatku definicje Thurstona, twierdzacego,
ze matematyka obejmuge liczby naturalne oraz geometrie
plaskq i przestrzenng; matematyka jest przedmiotem
badan matematykow; matematykamsi sq ci ludzie, ktorzy
zwiekszajq i poglebiajg nasze zrozumienie matematyks.
Kazdy moze si¢ w duchu zzymac na niekonkretnosé tego
postulatu, przedtem jednak powinien odpowiedzie¢ sobie
na pytanie, czy na pewno wie, na czym polega obecnie
w,zrozumienie matematyki”. Mam wrazenie, ze ksiazka
Pawla Strzeleckiego pozwolila mi zobaczyé niezmiernie
interesujacy fragment odpowiedzi na to pytanie.

Nie wiem, czy nie byloby przesadna préznoscia lub
kokieteria, gdybym przed przeczytaniem Matematyki
wspolczesney. . . zechcial zaliczy¢ siebie publicznie do
grona myslacych laikéw. Wiem za to, ze teraz, kiedy
przyjemno$c¢ jej pierwszej lektury mam juz za soba, bede
z niecierpliwoscig, czekal na kolejna ksiazke tego autora.
Ze wie, jak pisa¢ o matematyce — to oczywiste. Czy zechce?
— noblesse oblige, szlachectwo ducha, rzecz jasna.
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Rozmyslania przy malowaniu oka

Pare dni temu stuchacz radiowy zakwestionowal sens utrzymywania nauki

i naukowcoéw, bez ktorych przeciez mozna by sie obejé¢. Przez wiele lat,
organizujac Warszawski Festiwal Nauki, bylam pytana konsekwentnie przez
ywnikliwych” dziennikarzy, PO CO popularyzuje sie nauke. Pytanie mozna by
rozszerzy¢ o to, JAK popularyzuje sie nauke.

Zrédel, poczatkéw popularyzacji nauki upatruje w jej rozwoju. W pierwszej
polowie XX wieku przedstawiciele ,caltej” liczace] sie $wiatowej fizyki gromadzili
si¢ na konferencjach w Getyndze w liczbie kilkudziesieciu oséb, a odkrycie
chemicznej natury genu stanowilo tylko ciekawostke. Rzadko te osiagnigcia byty
upowszechniane, jezeli — to w formie ksiazek. Tak powstal stereotyp uczonego

w przystowiowej wiezy z kosci stoniowe;j.

Zmiany w takim sposobie myslenia nastaly wraz z pojawieniem si¢ nauk
interdyscyplinarnych, na styku fizyki z biologia, medycyny z chemia,
matematyki z informatyka i innych. Zeby robi¢ co$ na miare jeszcze XX

wieku, trzeba bylo przekonaé¢ do swoich projektéw kolegéw i kolezanki

z pokrewnych dziedzin. Trzeba bylo umie¢ méwié o swojej nauce w sposéb
przystepny: biolog powinien zrozumieé sie z fizykiem, aby razem mogli uprawiaé
biofizyke. A w ramach wspdlczesnej biotechnologii wspélpracowaé powinni

byli mikrobiolog, genetyk, lekarz, chemik, fizyk, konstruktor reaktoréw
fermentacyjnych, informatyk i wielu innych. I ktos jeszcze powinien byl uczyé
tych podej$¢ w uczelniach wyzszych, w $rednich szkotach tez.

Wypracowywanie wspélnego jezyka, koniecznosé zachety dla uczonych z réznych
dyscyplin nauczyly umiejetnosci wyrzeczenia sie specjalistycznych zargonow.
Niektorym si¢ to nawet spodobalo.

Nauka na styku dyscyplin stawala sie coraz bardziej kosztowna, nie byta juz
tylko zawodowym hobby malych grup ludzi. Wymagala ,obudowania” naukami
humanistycznymi: filozofia, socjologia, psychologia. Czasem nawet przydawat
sie, ze swoja niebanalng wyobraznia — malarz, rzezbiarz, czy tez muzyk.
Pienigdze na badania dawalo panstwo, pojawil sie tez nowy typ mecenatu —
prywatny przemyst, firmy produkcyjne, fundacje. Tym fundatorom tez nalezato
wyttumaczy¢, co i dlaczego warto badaé, z jakich kosztownych badan moze
wyrosnaé co$, co mozna bedzie sprzedac¢! Nalezato tez méwié¢ do nich jezykiem,
ktory rozumieli.

W latach 60. XX wieku powstaly pierwsze interakcyjne Centra Nauki
(oczywiscie, zaczelo sie to w USA), zainicjowano pierwsze festiwale i pikniki
naukowe. Ich wspaniala cecha bylo to, ze kazdy ,maluczki” moégl tu dotknaé
nauki, samodzielnie wykonaé¢ do$wiadczenie. Podatnik zaczynal rozumiec,
dlaczego warto cze$é¢ podatkow przeznaczy¢ na rozwédj nauki. Pierwszy festiwal
nauki w Polsce i pierwszy piknik powstaly w 1997 roku. Bylidmy w czoléwce
dzialan tego typu w Europie.

Dzi$ liczba form, w ktérych popularyzuje sie nauke, wzrasta z kazdym

dniem. Najszybciej rozwijaja sie formy elektroniczne: strony informacyjne

w Internecie, transmisje na zywo, portale spotecznosciowe, naukowe blogi

i twittery, nawet nauka w Second Life. Rozkwitaja bardzo réznorodne w formie
i ,rozmiarze” spotkania z nauka: szkolne festiwale, dni nauki w malych miastach
pozbawionych uczelni i centrow, kawiarnie naukowe dorostych i mtodziezy,
uniwersytety dzieci i senioréw, wieczorki naukowe, spotkania filozoficzne.
Propaguje sie nauke dzieki imprezom w typie ,Mam talent”. Mozliwa staje

sie interakcja w mys$leniu, tak jak wczedniejsze instytucje i centra nauki
wprowadzily interakcje w do$wiadczeniu. Wbrew pesymistom nie zniknety tez
pisma i ksiazki popularyzujace nauke.

Moze ten cytowany we wstepie shuchacz radiowy po prostu mnie prowokowal,
a ja sie datlam na to nabracé. ..
Magdalena FIKUS
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Krzyzak litewski

Whbrew oczywistemu skojarzeniu nie chodzi tu

o Konrada Wallenroda, lecz o uktadanke, jaka przed
wiekami wymyslili litewscy drwale. Sklada si¢ ona

7z szesciu patyczkow jednakowej dtugosci i majacych
jednakowe kwadratowe przekroje. Przynajmniej przy
obu koncach. Bo w srodkowej partii w pieciu z nich
czego$ brakuje. A braki dobrane sg w ten sposéb, ze
patyczki te dadza sie zlozy¢ wlasnie w trojwymiarowy
krzyzak (w filmach wojennych mozna co$ o podobnym
ksztalcie, ale z betonu lub stali, spotka¢ jako zapory
przeciwczotgowe). I to ztozyé tak zmyslnie, ze wewnatrz
nie bedzie pustego miejsca.

A oto skladajace si¢ na niego patyczki.

—
(=T
GOAT
=y (7
17 (&7
=g

Uzycie stowa ,sktadajace si¢” jest zdecydowanie
przesadnym eufemizmem — patyczki nie tylko nie sktadaja
sie, ale wrecz wydaja si¢ ztosliwie uniemozliwia¢ ztozenie
ich w krzyzak prébujacemu wykonaé to delikwentowi.
Polecam takie proby — jeéli za pierwszym razem uda sie
tego dokonaé podczas godziny lekeyjnej (co nie znaczy,
abym sugerowal skladanie krzyzaka na lekcjach), mozna
by¢ z siebie bardzo dumnym.

Oczywiscie, aby krzyzak sktadaé, trzeba mie¢ odpowiednio
wyciete patyczki. W posiadaniu redakcji jest taki zestaw
patyczkow i to oryginalny, bo rzeczywiscie wyciety kozikiem
przez litewskiego drwala. Mniej wiecej trzydziesci lat temu
w handlu ukazaly sie takie plastikowe patyczki, z ktérych
mozna byto ztozy¢ taki sam krzyzak. Ale, o dziwo, patyczki
nie byly takie same — dwie czesci réznity sie od odpowiednich
oryginalnych (i narysowanych obok) patyczkéw. Wynika

z tego, ze Czytelnik Pracowity, wycinajac sobie patyczki na
litewski krzyzak, ma pewng swobode w zaprojektowaniu
jego czesci (w tym kontekscie zaskakujacy jest fakt, ze
oryginalne litewskie krzyzaki wszystkie maja jednakowe
czesci). Nie wiemy, jak wielka jest taka swoboda, czyli ile jest
istotnie réznych zestawdéw patyczkow na litewski krzyzak.
Zachecamy do préb — poprawne, a rozne od zamieszczonego
tutaj, zestawy opublikujemy. Podobnie opublikujemy prace
teoretyczng dowodzaca, ze mozliwych konstrukeji jest

tyle a tyle. Jako warunek dla konstruktoréw stawiamy

to, ze — przyjmujac wymiary przekroju patyczka jako a X a
— odstepy cie¢ musza byé wielokrotnosciami a/2.

Szczegdlnie istotng sprawg jest takze to, by rzeczywiscie
wewnatrz ztozonego krzyzaka nie byto luk. Sprawdzaé

to mozna mierzac i obliczajac, ile drewna w patyczkach
brakuje. Z naszych obliczen wynika, ze powinno brakowaé
go 5a>. Jedli wynik ten jest bledny, bedziemy wdzieczni
za sprostowanie.

I jeszcze uwaga techniczna. Czytelnik niebedacy drwalem
moze by¢ przy struganiu patyczkéw wystawiony na
niebezpieczenstwo pokaleczenia sie nozem. Dlatego
sugerujemy, aby dobraé¢ do pracy drewno mozliwie
migkkie i o réwnolegtych stojach. A, oczywiscie, ideatem
bytoby struga¢ patyczki z balsy. Mozna takowe naby¢
w sklepach dla modelarzy.

M. K.

O niespodziewanej tozsamosci algebraicznej

Zatézmy, ze suma kwadratéw trzech liczb naturalnych
jest podwojonym kwadratem pewnej liczby naturalne;j.
Czy mozliwe jest, zeby woéwczas suma czwartych poteg
tych trzech liczb byta podwojona czwarta potega

tej samej liczby?

Okazuje sig, ze moze tak by¢. Powiemy, jak skonstruowaé
nieskonczenie wiele takich tréjek w szczegdlnym przypadku,
gdy jedna z tych trzech liczb jest suma dwdch pozostatych.

Zauwazmy najpierw, ze
2’y + (x+y)’ = 20" + 2y +y°),
e +yt (@) =207 Fay 7

W szczegdlnosei, gdy wezmiemy x = a® — b oraz y = 2ab + b2,
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a zatem z + y = a”® + 2ab, otrzymujemy wlagnie
(a® = b°)% 4 (2ab + b°)* + (a® + 2ab)* = 2(a” + ab + b*),
(a® = b*)* + (2ab + b*)* + (a® + 2ab)* = 2(a® + ab + b*)™.
Na przyktad dla a =3 i b =1 mamy
8% +7°+15° =338 =2 13%,
8+ 7'+ 15 =57122 =2 134
Czy badana zalezno$é jest spelniona tylko wtedy, gdy
jedna z trzech liczb jest sumg dwoch pozostatych?
Czy skonstruowalismy wszystkie trojki liczb naturalnych
spelniajace te zaleznos¢? Pozostawiam to do przemyslenia

Czytelnikom.
Aleksander GORSKI



Stowarzyszenie na rzecz Edukacji Matematycznej

www.sem.edu.pl

W dniach 4-6 listopada 2011 roku w hotelu Ameliéwka koto Kielc odbyta sie
konferencja organizowana przez SEM wspélnie z Wydziatami Matematyki i Nauk
Informacyjnych Politechniki Warszawskiej i Matematyki, Informatyki i Mechaniki
Uniwersytetu Warszawskiego. Byto to juz czwarte spotkanie naukowe zorganizowane
w podobnej formie przez nasze Stowarzyszenie. Konferencja ta, podobnie jak

/MY

poprzednie: Konkursy matematyczne w Polsce, Matematyka — jak uczyé? oraz
Gdzie jest matematyka?, stworzyta okazje do spotkania wielu oséb zainteresowanych
rozbudzaniem matematycznych zdolnosci mtodziezy.

Do Ameliéwki przyjechato prawie 140 matematykéw z catej Polski na co dzien
zajmujacych sie szeroko rozumiang edukacjg matematyczna. Zgodnie z tradycja,
uczestnikami konferencji byli zaréwno nauczyciele matematyki w szkotach réznych
typéw, jak i pracownicy naukowi wyzszych uczelni.

W trakcie konferencji odbywajacej sie pod hastem Gdzie jest nauczyciel? zastanawiano
sie przede wszystkim nad rolg nauczyciela w ksztatceniu matematycznym.

Inwersja wzgledem okregu o $srodku S

i promieniu 7 to przeksztalcenie, ktére
kazdemu punktowi P ptaszczyzny

poza S przyporzadkowuje taki punkt P’
pélprostej SP™, ze SP - SP' = r2.

Prébowano odpowiedzie¢ na pytanie, jaka wartos¢ wnosi nauczyciel do wyksztalcenia
mlodych ludzi. Doswiadczeni nauczyciele matematyki, pracujacy w specjalnych
klasach matematycznych, dzielili sie swoimi spostrzezeniami i metodami pracy,
pokazujac Gdzie jest nauczyciel w klasie uczniow zdolnych? Dyskutowano

réwniez o podrecznikach matematyki oraz o sposobach i potrzebie uczenia

matematyki humanistéow. Przedstawiono takze wiele interesujacych zagadnien
P matematycznych, ktére mozna wykorzysta¢ na zajeciach pozalekcyjnych

w gimnazjach i szkotach ponadgimnazjalnych. Konferencja byla tez okazja

prezentacji nowej formy organizacji Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistow.

Wiecej informacji o konferencji mozna znalezé na stronie internetowej

sem.edu.pl/konferencja-2011.

Jednym z wielu bardzo ciekawych odczytow matematycznych bylo wystapienie

Inwersja ma, migdzy innymi, takie

wlasnosci:

e zachowuje katy miedzy krzywymi;

e okregi nieprzechodzace przez S
przeksztalca na okregi;

e okregi przechodzace przez S
przeksztalca na proste nieprzechodzace
przez S i odwrotnie;

e proste przechodzace przez S
przeksztalca na te same proste.

Wojciecha Martysa o inwersji wzgledem okregu. Chcieliby$my zwrdci¢ uwage
naszych Czytelnikow na pewna tadng wlasnos¢ inwersji przedstawiong wraz
z dowodem podczas tego referatu.

Wtasno$¢. Niech o1 i 0o bedqg rozlgeznymi okregami leZgeymi na danej
plaszczyinie. Wtedy istnieje tnwersja tej plaszczyzny przeksztalcajoca okregi
01 1 09 na okregi koncentryczne.

Dowdd. Mozemy zalozyé, ze okregi o1 i 02 nie sg koncentryczne. Oznaczmy

przez | prosta przechodzaca przez srodki oy 1 02. Na prostej [ znajdujemy

o e
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i punkt A, z ktérego dlugosci odcinkéw stycznych, poprowadzonych do o; i 09,
sa jednakowe. Oznaczmy przez r dlugo$é¢ odcinka stycznego poprowadzonego

z A do o1. Zauwazamy, ze okrag o o srodku w punkcie A i promieniu r jest
prostopadly do o1 i do 09. Oznaczmy przez X jeden z punktow przeciecia

o z I. Wtedy inwersja o srodku w punkcie X przeksztalca prosta [ w siebie,

co oznacza, ze Srodki obrazéw o} i o}, okregdw o1 1 02 w tej inwersji leza

na [. Ponadto inwersja o srodku w punkcie X przeksztalca o na prosta k (bo
X € o) prostopadla do [ (inwersja zachowuje katy). Wiec o} i 0}, sa okregami
prostopadtymi do k, co oznacza, ze ich érodki leza na k. Podsumowujac: srodki

o} 10} leza na k inal, a wiec o] i oy musza byé koncentryczne.

Proponujemy Czytelnikom wykorzystanie udowodnionej
wlasnosci w analizie nastgpujacych zadan.

Zadanie 1. Dane sq dwa okregi o1 1 02. ZnajdZ inwersje
przeksztatcajgeqg o1 na oo.

Zadanie 2. Dany jest okrqgg o i dwa rozlgezne okregi
01 1 09. Narysuj okrag styczny do o i prostopadly do
okregow o1 1 0.
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Zadanie 3. Niech o1 © 0o bedg roztgcznymi okregami,
takimi zZe o1 lezy we wnetrzu oo. Rysujemy okrag ki
styczny zewnetrznie do o1 © wewnetrznie do 0s.
Nastepnie rysujemy okrqg ko styczny zewnetrznie do

01 1 k1 oraz wewnetrznie do o itd. Jezeli po skonczonej
liczbie krokow ostatni okrgg bedzie styczny zewnetrznie
do ki, to mowimy, zZe okregi ki, ko, ..., k, tworzg
laricuch Steinera okregow o1 i 0. Wykaz, Ze jezeli
istnieje lancuch Steinera okregow o1 i 09, to jest to
niezalezne od polozZenia pierwszego okregu k.

Barbara ROSZKOWSKA-LECH, Krzysztof CHEEMINSKI
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Prosto z nieba: Gwiazdy — fabryki zycia

Od prawie dwustu lat, dzieki badaniom m.in. C. Wheatstone’a, A.J. Angstroma,
G. Kirchhoffa i R. Bunsena, wiadomo, ze Swiatlo emitowane przez dowolny
obiekt (metal, gaz, gwiazde) zawiera cechy charakterystyczne dla tego obiektu
oraz jego temperatury. Metody analizy powstawania i zachowania sie owej
zakodowanej w $wietle informacji (tj. linii emisyjnych i absorpcyjnych w widmie
promieniowania, powstajacych z powodu nadmiaru/niedoboru fotonéw
emitowanych /pochlanianych przez atomy badz czasteczki w danej czestosci
fali) nazywane sa zbiorczo spektroskopia. Spektroskopia jest powszechnie
stosowana w wielu dzialach chemii i fizyki, a w szczegdlno$ci przez astronomow,
ktérzy niejako z definicji dysponujg ograniczonymi mozliwosciami badania
interesujacych proceséw ,na odleglo$é”. Metodami spektroskopowymi odkryto
np. pierwiastek hel — najpierw na Stoncu (stad nazwa pochodzaca od imienia
greckiego boga Heliosa) w postaci specyficznej linii emisyjnej, a dopiero
pézniej wyodrebniono go w laboratorium na Ziemi. Korzystajac z postepu
technologicznego, np. teleskopu kosmicznego Spitzer [1], wyposazonego

w spektroskop IRS do obserwacji w podczerwieni, badacze odkrywaja coraz
wiecej zagadkowych prazkéw widmowych. Obserwacje najjasniejszego na
ziemskim niebie ,obszaru gwiazdotwoérczego”, czyli Mglawicy Oriona (M42,

w marcu wieczorami dobrze widocznej na potudniu, w gwiazdozbiorze Oriona),
wykonane Spitzerem, ujawnily, na przyklad, mnéstwo linii pochodzenia
organicznego. Ich istnienie tlumaczy sie zwyczajowo obecnoscia w materii
prostych czasteczek wielopierscieniowych weglowodoréw aromatycznych
(przykladem jest naftalen, nadajacy charakterystyczny zapach kulkom

na mole). Niestety, wystepowanie tych zwiazkéw nie wyjasnia wszystkich

cech promieniowania mglawicy M42 — material organiczny odpowiedzialny

za obserwowane linie jest, wszystko na to wskazuje, o wiele bardziej

zlozony [2]. W szczegdlnodci obserwowane widma wskazuja na réznorodnosé
skomplikowanych czasteczek, szybkie tempo produkcji w atmosferach

gwiazd mglawicy oraz podobienstwo do organicznych molekut znajdowanych
w ziemskich meteorytach. To ostatnie nie powinno dziwi¢: meteoryty sa

wszak czesto fragmentami pierwotnej materii powstalej podczas tworzenia sie
Uktadu Stonecznego. Czyzby wigc zycie przybylo na Ziemie prosto z nieba?
Wyglada na to, ze kluczem do tej zagadki jest nasza najjadniejsza gwiazda.

Michat BEJGER

1] http://www.spitzer.caltech.edu
P P
2] http://www.nature.com/nature/journal/v479/n7371/full/nature10542.html
P J

Gabinet matematycznych zagadek

Tan Stewart, ktorego czytelnikom Delty przedstawiaé nie trzeba, stosowalt

w swoich ksiazkach rézne formy literackie: eseje, wyklady, listy... Tym razem
wybral forme najprostsza: zbior wszelkiego rodzaju ciekawostek, zadan,
informacji, takze tytulowych zagadek (do ktdrych ksiazka sie absolutnie

nie ogranicza), wszystko pod wspdluym hastem: Matematyka, ktdrej uczyliscie sie
w szkole, to jeszcze nie wszystko. Ksiazke mozna zaczaé czyta¢ w dowolnym
miejscu; otwierajac na chybil-trafil, mozna trafi¢ na teorie wezléw przedstawiona
na trzech stronach obok pélstronicowego problemu skoczka szachowego,

albo na niespelna 6-stronicowe przedstawienie hipotezy Poincarégo obok
¢wieréstronicowej zagadki logicznej. Mozna tez wyszukaé tekécik o mrowce
Langtona (jak udowodnié, ze mréwka zawsze zacznie w konicu budowaé
autostrade) lub o patentach na liczby pierwsze, mozna przeczytaé o teorii chaosu
albo dowiedzieé sie (co matematykom zajelo sporo czasu), czy mozna ustyszeé
ksztalt bebna. Mozna wreszcie zobaczy¢, z czego $mieja si¢ matematycy.

I rozwiaza¢ zadanie: jaki liczebnik oznaczajacy liczbe catkowita dodatnig jest
rowny wartosci punktéw, ktore mozna za niego uzyskaé w Scrabble’u?

W. B.
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W POSZUKIWANIU PRAWDY

st APOSTOLOS DOXIADIS, CHRISTOS H. PAPADIMITRIOU
wsowt ALECOS PAPADATOS, ANNIE DI DONNA

Wydawnictwo W.A.B., 2011

W poszukiwaniu prawdy

W pewnym miescie fryzjer goli tylko tych, ktorzy nie golg sie sami. Kto
goli fryzjera? — to pytanie jest powszechnie znane jako paradoks Russella,
nazwany tak na cze$¢ matematyka Bertranda Russella (1872-1970), ktéry
w swoim stynnym dziele Principia Mathematica (napisanym wspoélnie

z Alfredem Whiteheadem) dal podwaliny pod fundament matematyki
oparty na logice.

Nakladem Wydawnictwa W.A.B. ukazalo si¢ polskie ttumaczenie ksiazki
opowiadajacej o jego zyciu. Nie byloby moze w tym nic zaskakujacego,
wszak biografie stawnych uczonych nie naleza do rzadkoéci, gdyby nie to,

ze wspomniana ksigzka nosi tytul Logikomiks, mozna zatem wnioskowac,

ze jej stronice nie sa bynajmniej gesto zapelione drobnym drukiem, ale
wlagnie rysunkami, ktére to stanowig podstawe komiksowego medium.

Za scenariusz odpowiadaja Apostolos Doxiadis (matematyk, pisarz i rezyser)
oraz Christos H. Papadimitriou (informatyk, §wiatowej slawy specjalista

od zlozonosci obliczeniowej), rysunki zas§ wykonali Alecos Papadatos

i Annie Di Donna.

Logikomiks jest historig o poszukiwaniu podstaw matematyki. Na 352
stronach (to tylko o 10 mniej niz potrzebowal Russell by udowodnié

w Principiach, ze 1 + 1 = 2) mamy okazje poznaé najwybitniejszych
uczonych z konca XIX i pierwszej polowy XX wieku, takich jak

Gottlob Frege (ojciec nowoczesnej logiki), George Cantor (twérca teorii
zbioréw) czy Ludwig Wittgenstein (filozof, uczen Russella). Mamy

okazje postuchaé¢ stynnego wyktadu Davida Hilberta wygloszonego na
Migdzynarodowym Kongresie Matematykow w Paryzu w roku 1900 na temat
,Probleméw matematyki” i przekonac sie co mial o nim do powiedzenia jego
najwiekszy rywal Henri Poincaré. Jestesmy tez swiadkami przetomowego
wykladu Kurta Godla na konferencji logikow Kola Wiedenskiego, w ktérym
przedstawil swoje twierdzenie o niezupelnosci. Oprécz paradoksu Russella
poznajemy inne ciekawostki z matematycznego folkloru, np. koncepcje
hotelu Hilberta, czy fakt, ze Lewis Carroll mial duzo wspdlnego nie tylko

z Alicja, ale i z George’em Boole’em. Ttem historycznym dla opowiesci jest
epoka obfita w bedace triumfem rozumu wynalazki (kinematograf, radio),
lecz takze w absolutnie nielogiczne dziatania skutkujace wybuchem dwdéch
wojen swiatowych.

Po lekturze Logikomiksu moze si¢ nam wydad, ze wszyscy, ktorzy
na powaznie chcg zajmowaé sie¢ matematyka, musza by¢ albo mniej
lub bardziej obtgkani, albo na dobrej drodze do osiagniecia tego stanu
(zwlaszceza, ze motyw naukowca o pigknym, choé nie do konca zdrowym
umysle jest do$é mocno zakorzeniony w naszej kulturze). Warto jednak
pamiectaé, ze to wlasnie bohaterowie tej opowiesci zbudowali fundamenty,
na ktorych w pierwszej potowie XX wieku dwaj kolejni giganci —
Alan Turing i John von Neumann — oparli teorie obliczen, dzieki ktérej
zyjemy dzi§ w erze komputerow.

Tomasz IDZIASZEK

AXDZ, BYDX, CZDY sa rombami

& o boku dtugosci r. Wobec tego

AX || ZD || CY, a z definicji punktu K

Rozwigzanie zadania M 1343. zachodzi AX || KB, wiec CY || KB.
Oznaczmy $rodki okregéw wyznaczonych Poniewaz sg to odcinki dlugosci r,

przez tréjki punktéw A, B, D; B, C, D; to takze CYBK jest rombem o boku

C, A, D odpowiednio przez X,Y, Z. Niech dlugosci r. Zatem AK = BK = CK =,
K bedzie takim punktem, ze AXBK czyli punkty A, B, C leza na okregu

jest rombem. Zauwazmy, ze czworokaty o $rodku w punkcie K i promieniu 7.
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Rozwigzanie zadania M 1342.
Zalézmy nie wprost, ze wielomian P

o wspoélczynnikach catkowitych ma cykl
Lo, T1,-..,Tn—1 dlugosci n > 2. Mamy
Ty = P(xzp—1) = xo. Kluczowa bedzie
dla nas obserwacja, ze dla dowolnych
liczb catkowitych a i b zachodzi

a—b|P(a) — P(b).
Mamy bowiem cigg podzielnoéci
(zo — z1) [ (21 — 22),

(z1 — x2) | (z2 — =3),

(tn—1 —z0) | (w0 — x1).

Wynika stad, ze

zj—1 —x; = £(z; — zj41)
dla j < n (przyjmujemy, ze 41 = 7).
Znak ,,—” jest wykluczony, gdyz liczby
To,...,Tn—1 83 parami rézne. Mamy wiec
zj_1 —x; =xj; —xj+1. Oznacza to, ze
ciag (zo,...,Tn—1,xo) jest arytmetyczny.
Musi on byé¢ staty, co daje sprzecznosé.

Najchlodniejszy brazowy karzel,
czyli czym sie r6zni gwiazda od planety
i czy istniejg formy posrednie

W pazdzierniku 2011 roku K.L. Luhman ze wspétpracownikami oglosit potwierdzenie
swoich wezesniejszych obserwacji, ze cialo niebieskie WD 0806-661B (sktadnik

uktadu podwéjnego) jest najchlodniejszym brazowym kartem. Obiekt ten zostal
zidentyfikowany w danych z kamery IRAC satelity Spitzer obserwujacej na dtugosci
fali 4,5 wum. Dalsze obserwacje prowadzone byly na wniosek autoréw w zakresie 3,6 pm
przez ten sam instrument. Dodatkowo wykonane zostalty obserwacje teleskopami VLT
(Very Large Telescope, 8,2 m) i Magellan Baade Telescope (6,5 m). Zebrane wyniki
pozwolily (przez poréwnanie z modelami teoretycznymi) na oszacowanie temperatury

i masy obiektu.

Jak na brazowego karta WD 0806-661B jest obiektem wyjatkowo malo masywnym —
ma zaledwie 6-9 mas Jowisza (69 M) — i chlodnym: jego temperatura to 300-345 K.
Dla poréwnania, temperatura efektywna Jowisza wynosi okoto 124 K. Tak chtodny
brazowy karzel nalezy do niedawno zaproponowanego typu widmowego Y.

Brazowe karly w gruncie rzeczy nie sa gwiazdami, gdyz ich masa jest zbyt mata,

aby we wnetrzu moégl zachodzié pelny cykl syntezy helu (cykl pp badz CNO), co

jest cecha charakterystyczna dla gwiazd na ciagu gtéwnym. Czym by nie byly — sa
bardzo wazne z punktu widzenia tworzenia teoretycznych modeli powstawania gwiazd

i planet, gdyz ich parametry, w szczegélnoséci masy, znajduja si¢ pomiedzy parametrami
charakterystycznymi dla gwiazd i dla planet. Nie oznacza to jednak, ze tatwo jest
wyznaczy¢ choéby ten przedzial mas. Cze$é uczonych uwaza, ze dolna jego granica

jest 13, natomiast gérng 70-80 M.

Ustalenie tego przedziatu jest trudne niejako z zalozenia, brakuje bowiem jasnych,
a co wazniejsze powszechnie uznanych kryteriow odréznienia brazowego karta z jednej
strony od planety, a z drugiej od gwiazdy.

Jednym z zaproponowanych znacznikéw jest obecno$é litu w atmosferze. Kazda
gwiazda rodzi sie z pewna zawartoscia tego pierwiastka, ktéry szybko zanika

w trakcie ewolucji mtodej gwiazdy. W skali czasowej rzedu milionéw lat lit

w widmie gwiazdy staje si¢ niewidoczny. Tak wiec w widmach chtodnych brazowych
kartéw o metalicznosci podobnej do stonecznej powinnismy obserwowaé linie litu.
Rzeczywistos$¢ nie jest jednak tak prosta. We wnetrzu brazowych kartéw o masach
przekraczajacych okolo 65 M ; zachodza reakcje termojadrowe miedzy jadrami litu

a protonami, w wyniku ktérych powstaja jadra helu (4He). Jesli wiec brazowy karzet
jest do$¢ masywny, to — po odpowiednio dtugim czasie — w jego widmie moze juz

nie by¢ linii litu, podobnie jak w widmach gwiazd.

Innym zaproponowanym kryterium sa linie metanu, ktére powinny by¢ obecne
w widmach brazowych kartéw. Ze wzgledu na niedostateczng ilos¢ obserwacji nie jest
jeszcze jednak jasne, czy wszystkie tego typu obiekty maja takie linie.

Z kolei Grupa Robocza do Spraw Planet Pozastonecznych ( Working Group on

Eztrasolar Planets — WGESP) Miedzynarodowej Unii Astronomicznej zaproponowala

definicje méwiaca, ze planety jest obiekt

1° o masie mniejszej niz najnizsza masa, dla ktérej mozliwa jest synteza deuteru
(przyjmuje sie, ze jest to 13 M),

2° krazacy wokot gwiazdy (badz biatego karta czy gwiazdy neutronowej)

bez wzgledu na to, jak powstal. Zgodnie wiec z tg definicja odkryty najchtodniejszy

brazowy karzel jest w istocie planeta — gazowym olbrzymem.

Istnieje jeszcze inne kryterium odrézniajace brazowe karty od planet. Wedtug niego
brazowe karty w uktadach podwéjnych powstaja razem z gwiazda macierzysta z obloku
materii miedzygwiazdowej, natomiast planeta tworzy sie pézniej niz gwiazda w wyniku
taczenia si¢ mniejszych fragmentéw dysku protoplanetarnego.

Dotychczas nie rozstrzygnieto, ktéra definicje nalezy uznaé za najtrafniejsza, tym
bardziej ze za wszystkimi przemawiajg mocne argumenty. Sami autorzy wspomnianego
wyzej artykulu w innym, opublikowanym w tym samym 2011 roku, oglaszajacym
odkrycie WD 0806-661B, stwierdzaja, ze nie sa w stanie rozstrzygnaé, czy jest

on brazowym kartem powstalym razem z gwiazda macierzysta, czy tez planeta.
Debata trwa.

Agnieszka MAJCZYNA
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Aqua vitae?

Woda zycia, tak nazywano w Sredniowieczu

destylat otrzymywany ze sfermentowanego soku
winogronowego. Wynalazek rozpowszechnit sie

w krajach arabskich, a do Europy przywedrowat wraz
z powracajacymi krzyzowcami. Specyfik nazywano
rowniez ,duchem wina”, stad spirytus (z laciny)

i pézniejszy alkohol (poprzez lacine z arabskiego,
pierwotnie oznaczajacy proszek otrzymany przez
sublimacje, a wtérnie destylat).

Aqua vitae byla poczatkowo uwazana za (i uzywana
jako) lekarstwo. Nazwe te mozna odnalezé prawie
niezmieniong w jezykach romanskich, a w rejonach
dawnego Imperium Rzymskiego, w ktérych méwi sie
innymi jezykami, w formie ttumaczenia (np. whisky
jest zanglicyzowana celtycka, dokladniej, gaelicka
szkocka, woda zycia).

7 kolei ten sam zrédtostow odnajdujemy w postaci
zapozyczen w jezykach ludow, ktérych ziemie

nie zostaly nigdy przez Rzymian podbite (a wige
rejonow, do ktorych specyfik, wraz z kultura, dotart
juz w okresie, kiedy zaczeto stosowaé duzo wigksze
dawki lecznicze, migdzy innymi dzieki genialnym
wynalazkom umozliwiajacym produkcje tej esencji
niemalze z kazdej formy roslinnej). Stad staropolska
okowita czy jej skandynawskie odpowiedniki
(fonetycznie: akwawit).

Trzeba bylo jednak czekaé¢ ponad tysiac lat

i doczekaé sie czaséw, w ktérych juz nikt (?) okowity
za medykament nie uwaza, na dowdd, ze aqua vitae
przedtuza zycie i to dwukrotnie! Donosi o tym praca
naukowcéw z UCLA [1] opublikowana 18 stycznia
2012 roku.

Tych, ktérych zmartwilo, ze informacja dotarta

do nich za pézno (czyli juz w Wielkim Poscie),
spiesze uspokoié, ze chodzi o okowite mocno
rozcienczona. Okazuje sie, ze wystarczy stezenie
rzedu 0,05 %o, a najwyzszym przebadanym byto 4 %o,
czyli odpowiadajace procentowej zawartosci alkoholu
w dwudniowym kefirze.

W dodatku dtugowieczno$¢ nie dotyczy wszystkich.
Na razie przebadano tylko jeden gatunek

i to w dodatku w do$é¢ szczegdlnym okresie

i warunkach zycia.

Gatunek ten jest dla nauki bardzo zastuzony.
Przyczynit si¢ juz do zdobycia wielu Nagrod Nobla,

a jego nazwa sugeruje, ze W zajmowaniu si¢ nim moze
by¢ ukryte (lac. abditum) jeszcze wiele niespodzianek.
Chodzi o najbardziej eleganckiego z blotnych nicieni,
czyli o Caenorhabditis elegans.

W pracy [1] zawarto wyniki badania dlugosci
zycia larwalnej fazy diapauzy L1 (spowolnienia
rozwoju), w ktéra wchodza nicienie C. elegans,
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jezeli pozbawi si¢ je pozywienia po tym, jak wykluja
sie z jajeczek.

We wezedniejszej pracy zesp6l autoréw publikacji [1]
stwierdzil wydtuzenie zycia tych nicieni w obecnosci
cholesterolu, ale poniewaz uzyto wtedy alkoholu
etylowego jako rozpuszczalnika, wiec postanowiono
zbadaé¢ wplyw samego alkoholu.

Badane nicienie zyja w stanie gtodu okoto 10 dni, a w
niskoprocentowym roztworze alkoholu etylowego dwa
razy dtuzej, ale w tym przedtuzonym zywocie réwniez
sie nie rozwijaja. Okazalo sie, ze prawie cala korzysé
przypisywana cholesterolowi moze by¢ wytlumaczona
pozytywnym wpltywem alkoholu.

Naukowcy sprawdzili réwniez, jak dlugo mozna
poczekaé z podaniem lekarstwa” (kilka dni)

oraz czy inne alkohole daja podobne efekty.

Okazalo sig, ze obecno$é metanolu (1 %) nic nie daje,
propanol, butanol i izobutanol daja taki sam efekt
jak etanol, ale izopropanol juz nie. Wynikatoby

stad, ze potrzebny jest co najmniej dwuweglowy
tancuch weglowodorowy.

Oprocz tego wykazano, ze nicienie wykorzystuja
dostarczony alkohol. Zeby to sprawdzié, zaserwowano
im zestaw deuteryzowanych alkoholi (chyba
najbardziej wyszukane alkohole, jakie istnieja),

ktore umozliwity sprawdzenie obecnosci deuteru

w aminokwasach, jakie odnaleziono w nicieniach

po skonczeniu ich (nicieni) misji.

Na koniec mozna sie zastanowié, czy te badania
bezposrednio odnosza sie do gatunku Homo sapiens
sapiens. Po pierwsze, stezenie alkoholu w tkankach
cztowieka po spozyciu aqua vitae zawiera sie

w granicach uzytych w eksperymencie. Po drugie,
inzynieria biochemiczna dziala podobnie i w naszych
organizmach, bo robak ma, co prawda, duzo mniej
genéw niz my, za to my mamy ponad polowe jego.

Wyciaganie stad wniosku o dobroczynnym wplywie
permanentnego podchmielenia na dlugosé naszego
zycia jest, na szczescie, pochopne. Badane robaki
zyja co prawda dluzej, ale tylko w stanie gltodu,

a do tego si¢ nie rozwijaja — pozostaja w stanie
larwalnym. Alkohol wplywa jednak na nie w bardzo
zauwazalny sposob.

A czlowiek przechodzi cata ewolucje jako embrion.
Wiemy, ze duze dawki alkoholu w tym okresie zycia
maja katastrofalne skutki. Okazuje si¢, ze nawet
bardzo male stezenia moga mie¢ znaczenie. . .

Piotr ZALEWSKI

[1] V. Castro, S. Khare, B.D. Young, S.G. Clarke,
Caenorhabditis Elegans Battling Starvation Stress:
Low Levels of Ethanol Prolong Lifespan in L1 Larvae Paola,
PLoS ONE: 10.1371/journal.pone.0029984.



Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,

Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koica miesigca n 4 2. Szkice

umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
— lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
— przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe 0s6b, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

Termin nadsytania rozwigzan: 31 V 2012

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw

jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegétowy

regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Zadania z matematyki nr 637, 638
Redaguje Marcin E. KUCZMA

637. Znalez¢ wszystkie liczby naturalne n>3, dla ktérych zbiér {1,2, ..., n} daje sie
przedstawi¢ jako suma trzech rozlacznych zbioréw o réwnych sumach elementéw.

638. Liczby dodatnie a, b, ¢ spelniaja warunek a + b+ ¢ > abc. Udowodnié, ze
co najwyzej jedna z liczb

1

jest mniejsza od 1.

3a+2_b+z’ 3b 2 a

1 1 1 1 1 1 1

1
—+t—+ - §+%+E

Zadanie 638 zaproponowal pan Pawel Kubit z Krakowa.

Rozwigzania zadan z numeru 11/2011

Przypominamy tres¢ zadan:

629. Niech n bedzie liczbg naturalng wiekszg od 2. Dowiesé, ze ze
zbioru {1, 2,...,n} mozna usunaé¢ dwie liczby tak, by suma liczb,
ktoére pozostaly, byla kwadratem liczby naturalnej.

630. W trojkacie ostrokatnym o bokach dlugosci a, b, ¢ Srodkowa
poprowadzona do boku ¢ ma dlugosé¢ d. Wykazaé, ze dla kazdej liczby
dodatniej p < 2 zachodzi nieréwnosé

7 p c\” c\*
"+ b d—+ — d— — .
o+ >(+2) +( 2)

629. Suma wszystkich liczb w zbiorze {1,2,...,n}
wynosi S = n(n 4+ 1)/2. Suma dwéch liczb z tego zbioru
moze by¢ dowolna liczba naturalng od 3 do 2n — 1.
Usuwamy dwie — suma liczb, ktore pozostaly, moze

by¢ dowolng liczba naturalng od S —2n+1 do S — 3.
Wystarczy wykazaé, ze w przedziale (S — 2n + 1;.S — 3)
znajduje sie jaki$ kwadrat liczby naturalne;j.

Niech m bedzie najwigksza liczba naturalna,

ktoérej kwadrat nie przekracza S — 3. Wowcezas

(m+1)2 > 8 -3, skad m? +2m > S — 3, czyli

m? > S — 3 — 2m. Wystarczy wykazaé, ze prawa strona
ostatniej nieréwnosci jest nie mniejsza niz S — 2n + 1;
czyli ze zachodzi nierownosé m < n — 2.

Dla n = 3,4,5,6 réznica S — 3 wynosi kolejno 3,7,12, 18,
co daje wartosci m = 1,2, 3,4; mamy réwnos¢ m = n — 2.

Dla n > 7 szacujemy kwadrat liczby m:

2
m2<5—3=¥—3=
:(n_2)2_ (n_2)2(n_7) <(n_2)2

i dostajemy nieréwnosé¢ m < n — 2, ktéra chcielidémy
wykazac.
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630. Przyjmijmy, ze a < b i oznaczmy przez o
miare kata ostrego (lub prostego), jaki
zadana $rodkowa tworzy z prosta,
zawierajaca bok c. Jest to kat
wewnetrzny w trojkacie o bokach
dtugosci a, ¢/2, d, przeciwlegly
bokowi a. Ze wzoru kosinusow:

c? c?
a? =d?>+ — — cdcos, b2:d2+z+cdcosé.

Przepiszmy te zwiazki w postaci
2 2

a’ — (d— g) =cd(1 —cosd) = (d—|— g) — b7
Wiadomo, ze jesli F' jest funkcja $cisle wklesta
(w pewnym przedziale) i jesli k jest stala dodatnia, to
funkcja G(z) = F(x + k) — F(x) jest §cisle malejaca.
Zastosujmy te wlasnoéé¢ do funkeji F(x) = 2P/ (Scidle
wklestej w przedziale (0;00), skoro 0 < p < 2) oraz do
stalej dodatniej k = ed(1 — cos§). Tworzymy funkcje
malejaca G(x) = (z + k)P/% — 2P/,

Zauwazmy, ze (d — ¢/2)? < b? (réwnowaznie: |d — c¢/2| < b;
jest to nierownos¢ dla bokéw jednego z trojkatow,
na ktoére $rodkowa dzieli trojkat wyjsciowy). Zatem

(i 5)) o)
czyli

((d— g)Z + k)p/z - (d— %)p > (02 + k)2 — P

Pamietamy jednak, ze (d — ¢/2)? + k = a?,
b2 +k = (d + ¢/2)?. Otrzymujemy nieréwnosé
a5y (are)
a ( 2 > la+ 5
— czyli teze zadania.
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Zadania z fizyki nr 534, 535
Redaguje Fwa CZUCHRY

534. Jaki jest opér miedzy punktami A i B ukladu pokazanego na rysunku 17

535. Szpulka nici toczy si¢ bez poslizgu po poziomej powierzchni. Predkosé konca
nitki jest skierowana poziomo i ma wartosé¢ vy, wewnetrzny i zewnetrzny promien
szpulki to r i R odpowiednio. Na szpulce opiera sie deseczka zaczepiona zawiasem
w punkcie A (rys. 2). Znalezé predkosé katowa w deseczki w zaleznoéci od kata a.

Jak widaé, Jerzy B. Brojan, po ponad 21 latach sterowania nawg
Ligi Fizycznej, przekazuje dowddztwo Ewie Czuchry. W imieniu redakcji

sktadam dotychczasowemu Redaktorowti serdeczne podziekowania
1 jednoczesnie zapewniam, iz dotozymy wszelkich staran, by Liga
utrzymata swqg dotychczasowg range.

Marek Kordos

Rozwigzania zadan z numeru 11/2011
Redaguje Jerzy B. BROJAN

Przypominamy tres¢ zadan:

526. Ponizej linii przerywanej (p. rys. 3) wystepuje jednorodne, prostopadte do plaszczyzny rysunku
i zmienne w czasie pole magnetyczne, a powyzej tej linii pola nie ma (B = 0). Opornosci opornikéw
sa jednakowe, jednakowe sg takze trzy pola powierzchni objete oczkami obwodu: miedzy linig
przerywana a srodkowym woltomierzem, miedzy srodkowym woltomierzem a dolnym opornikiem oraz
miedzy dolnym opornikiem a dolnym woltomierzem. Jesli dolny woltomierz wskazuje 1V, to jakie

jest wskazanie pozostalych woltomierzy?

Rys. 2 527. Lodéwka pobiera cieplo od ciala A o temperaturze Ty = —5°C i oddaje ciepto otoczeniu

o temperaturze Ty = 20°C, dzialajac na nastepujacej zasadzie. Naczynie o stalej objetosdci

poczatkowo zawiera powietrze atmosferyczne o temperaturze T i ci$nieniu pg = 10° Pa, nastepnie
przy zachowaniu doskonalej izolacji termicznej pompa prézniowa obniza ciSnienie w naczyniu do
osiggniecia temperatury 7. Dalej odpompowuje si¢ powietrze az do stanu bliskiego prézni, przy
czym temperatura pozostaje rowna Th wskutek pobierania ciepta od A. Nastepnie naczynie jest
ponownie napelniane powietrzem atmosferycznym i cykl si¢ powtarza. Ile wynosi minimalna wartos$¢
2\ pracy pompy niezbednej do odprowadzenia 1J ciepta od A?

Pompa zawiera niewielki cylinder pozostajacy stale w temperaturze Ty i ttok. Otwarcie zaworu
laczacego cylinder z naczyniem nastepuje w chwili dojscia tloka ,,do konca” (objeto$é cylindra
réwna zeru), po osiggnieciu przez tlok polozenia przeciwnego nastepuje zamkniecie tego zaworu,

a po cofnigciu tloka do polozenia, w ktérym powietrze pobrane z naczynia zostanie sprezone do
ci$nienia pg, nastepuje otwarcie zaworu umozliwiajacego odprowadzenie na zewnatrz sprezonej
partii gazu. Ten zawér zostaje zamkniety tuz przed otwarciem pierwszego. Na kazdy cykl przemian

w naczyniu prézniowym przypada wiele cykli pracy pompy. Powietrze nalezy uwazaé za gaz

Rys. 3 doskonaly o cieple molowym Cy réwnym (5/2)R.

526. Oznaczmy silte elektromotoryczng indukeji w kazdym
oczku jako £ i przyjmijmy, ze ma ona zwrot prawoskretny
— oczywiscie wtedy prad ptynie przez oba oporniki
prawoskretnie. Napiecia na woltomierzach (Ui, Uz i Us)
niech beda dodatnie, gdy plus jest po prawej stronie.

Dla kolejnych oczek obowiazuja réwnania

0=—-U, — IR,
E=Us+ IR, E=-Us+IR, E=Us—IR.
Widzimy, ze Uz =0, Uy = —3Us = —0,5 V.

527. Oznaczmy symbolami ng i n; poczatkowy liczbe moli
powietrza w naczyniu oraz liczbe moli w chwili osiagniecia
temperatury Ti. Z réwnania adiabaty w zmiennych p—T'
pT?/ =) = const,
gdzie v = Cp,/Cy = 1,4, po przeksztalceniach znajdujemy n1:
T\ Y/ O=1
n1 =no| = .
! 0(%)
Wyznaczymy teraz prace pompy prézniowej przy
odpompowaniu niewielkiej ilosci powietrza dn, przy zalozeniu,
ze ci$nienie w naczyniu pozostaje w przyblizeniu stale
i réwne p. Jesli objetoé¢ cylindra pompy jest réwna Ve
(zgodnie z podanym zalozeniem V. jest znacznie mniejsze
od objetosci naczynia), to wejdzie do niego dn = pV./RTy
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moli powietrza, a praca przeciw sile parcia z zewnatrz
wyniesie Wi = (po — p)Ve. Sprezanie powietrza w cylindrze
zachodzi izotermicznie, zatem praca

Ve
W2:/(po—P')dV:/ (po—pv)dV,
Ve

c

gdzie dolna granica catki odpowiada zerowaniu si¢ wyrazenia
podcatkowego. Praca catkowita jest réznica Wi — Wa
i okazuje si¢ rowna
dW = W1 — WQ = RT() hl(po/p) . dn.
Podczas odpompowania adiabatycznego ci$nienie p zalezy
od liczby moli n pozostalej w naczyniu wg réwnania
p = po(n/no)” i w wyniku calkowania otrzymujemy

no p()
Wad:RTo/ In (?) dn =

1

B 1 To
_RT()’y(no n1<1+77111’1(T1>))

Dla odpompowania izotermicznego zaleznos$é p(n) ma postaé
p=n- poTl/noTo i catkowanie daje wynik

0 To
Wizot = R 1+ ——1 (—))
¢ Onl( + v—1 " Ty

Pozostaje obliczenie ciepta pobranego podczas
odpompowania izotermicznego. W | zwyklej” przemianie



izotermicznej (tzn. gdy n = const, V jest zmienna) cieplo to
jest réwne

dQ = —dW = pdV.
Tutaj zamiast zmiany objetosci nalezy wprowadzié¢
zmiang liczby moli dn, ktéra jest rownowazna dV/,
o ile dV/V = —dn/n. Dlatego dQ = —RT1dn, a jesli stanem
koncowym jest préznia, to @ = RT1n1. Szukany iloraz

dla danych Ty, 71 i v przyjmuje wartosé¢ 1,48, co mozna
poréwnad z

To

T 1=0,093
dla cyklu Carnota. Gltéwnym powodem tej duzej
rozbieznoéci jest nieodwracalno$é wpuszczenia powietrza
atmosferycznego do opréznionego naczynia — gdyby

Wad + Wizot _ To(yno — yn1 +na1) wykorzysta¢ prace ci$nienia atmosferycznego w tej fazie
Q Tina (odjac ja od Waa + Wizt ), to warto$é n zmalataby do 0,109.
Marzec Marcowe noce sg jeszcze dosyé dlugie, a ze juz coraz cieplejsze, zachecaja do

obserwacji. Nisko, nad potudniowo-zachodnim horyzontem, na pograniczu Barana,
Wieloryba i Ryb, wschodzié¢ bedzie Jowisz (—2,2 mag). Cho¢ mozemy podziwiaé
go przez caly miesiac, to jednak z kazdym dniem bedzie zachodzit coraz wczesniej,
w pierwszej polowie nocy. Podobnie tez wyjatkowo jasng Wenus (—4,2 mag),

Saturn (+0,4 mag).

pojawiajaca sie w Rybach nad zachodnim horyzontem, obserwowaé¢ mozna bedzie
przez caly miesiac, ale jedynie wieczorem. Tuz po zachodzie Stonca, na wschodzie,
w gwiazdozbiorze Lwa, ujrzymy Marsa (—1,2 mag) — do korica miesiaca widoczny
on bedzie przez cala noc. Pé6Znym wieczorem w Pannie wschodzi nieco ciemniejszy

Neptun, podobnie jak Merkury i Uran, pojawia sie nad horyzontem w blasku
wschodzacego Stonca. Najwczesniej wschodzi Uran, ale ze wzgledu na swa niewielka
jasno$é (+5,9 mag) i wschodzace Storice raczej nie bedzie si¢ nadawal do obserwacji.

W marcowe noce warto spojrzeé¢ na gwiazdozbiér Lwa. Latwo go odnalezé,

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
522 (WT = 2,10) i 523 (WT = 2,00)
z numeru 9/2011
Tomasz Wietecha Tarnéw 45,71

Jacek Piotrowski Rzeszéow 38,72
Michal Kozlik Gliwice 30,22

Osmy raz przebiegl Pan Tomasz
mete 44 punktéw w Klubie 44 F!

bowiem lezy tuz pod goérujaca niemal w zenicie Wielkg NiedZzwiedzica. Jest to
dosy¢ rozlegta i bogata w gwiazdy konstelacja — przy dobrej pogodzie nawet
nieuzbrojonym okiem mozemy dostrzec 70 gwiazd. Najjasniejsza gwiazda i sercem
Lwa jest Regulus (« Leo). Nazwe te, oznaczajaca ,Malego Kréla”, nadal mu
Mikotaj Kopernik. Z jasnoécig +1,35 mag jest Regulus jedna z najjasniejszych
gwiazd naszego nieba, ale nie to czyni go ciekawym obiektem. Juz za pomoca
niewielkiej lornetki dostrzezemy, ze jest to gwiazda podwdjna. Sktadnik gtéwny
jest kartem typu widmowego B7 i jasnosci 150 razy wigkszej niz Storice. Natomiast
sktadnik wtérny w niewielkim teleskopie sam okazuje sie uktadem dwoch kartow

(Regulus B i C) o typach widmowych K2 i M4 oraz jasnosciach, odpowiednio,
+8,1 mag i +13,5 mag. Separacja tych sktadnikéw wynosi 100 jednostek
astronomicznych, a okres orbitalny 2000 lat. Uktad Regulus B i C jest oddalony
od sktadnika A o 4200 jednostek astronomicznych. Zupelnie niedawno, bo

w 2008 roku, odkryto, ze Regulus A ma jeszcze jednego, stabego towarzysza. Jest
nim bialy karzetl o masie okoto 0,3 Mg, obiegajacy sktadnik gléwny z okresem
40,11 dnia w odlegtoéci prawdopodobnie 0,35 jednostki astronomicznej. Uktad ten
(Regulus A i bialy karzel) jest szczegélnie ciekawy ze wzgledu na wieksza gwiazde.
Regulus A, przy promieniu kilka razy wickszym niz promieri Storica, obraca sig¢
wokél swojej osi z okresem 15,9 godziny. Dla poréwnania okres rotacji Stonca
wynosi, w zaleznosci od szerokosci heliograficznej, od 25 dni na réwniku do 31 dni
na biegunach. Predkosé rotacji Regulusa A jest bliska wartosci, przy ktérej sita
odsrodkowa staje sie wigksza niz grawitacja i gwiazda moze ulec zniszczeniu. Przy
tak krotkim okresie obrotu gwiazda jest mocno splaszczona, promien biegunowy

wynosi 3,15 promienia Stonca (3,15 Rg), réwnikowy za$ az 4,16 Re. Nie jest

jasne, czy orbita biatego karta, krazacego wokoét tak zdeformowanej gwiazdy, jest

Rozwigzanie zadania M 1344.

Dla kazdej pary uczniéw popatrzmy na
zbiér zadan, ktérych zaden z dwojki

nie rozwigzal. Tych zbioréw jest (lgo)'
Chcemy pokazac, ze przynajmniej jeden
z nich jest pusty. Zauwazmy, ze dla
kazdego zadania istnieje co najwyzej 44
uczniow, ktérzy go nie rozwigzali. Zatem
kazde zadanie nalezy do co najwyzej
(121) sposrod naszych zbioréw.
Niepustych zbioréw jest wiec co najwyzej
5- (%) = 4730 < 4950 = (*3°). Zatem
istnieje para uczniéw, dla ktoérej zbiér
zadan, ktérych zaden z uczniéw z pary
nie rozwiazal, jest pusty.
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stabilna, a zatem jaka bedzie przysztos¢ tego skomplikowanego uktadu.

Petnia Ksiezyca przypada 8 III, a noéw 22 III. Wiosna rozpoczyna

sie¢ 20 III. W marcu mozna bedzie obserwowaé szereg koniunkcji:

13 IIT Antaresa z Ksigzycem (kiedy to odlegto$é miedzy nimi wynosié

bedzie 4°44°), 14 TI1 Wenus i Jowisza (3°01"), 25 11T Ksiezyca i Jowisza (3°01’)
oraz 26 111 Ksiezyca i Wenus (1°50°). Tylko trzy roje meteoréw o $redniej
aktywnosci beda mialy swoje maksima w marcu: 13 IIT Gamma Normidy,

z przewidywanymi 8 zjawiskami na godzine, Virginidy (obecnie Antyhelion), kilka
maksiméw w okresie od 15 III do 15 IV z 5 zjawiskami na godzine, oraz 30 I1I
Delta Pavonidy, réwniez z 5 zjawiskami na godzine. Zatem czystego niebal

Agnieszka MAJCZYNA



ozq

Prosta przechodzaca przez punkt P
przecina okrag I' w punktach A i B.
Dla P na zewnatrz I"

potega punktu P wzgledem okregu I to

Pot(P,I") = PA- PB = PC - PD = PE?.

Gdy P znajduje si¢ wewnatrz I, to
Pot(P,I') = —PA-PB=—PC - PD.
Gdy P lezy na I', to Pot(P,I") = 0.

Rys. 2

Rys. 3

Rys. 4

Zadanie 4 pochodzi z XLVI Olimpiady
Matematycznej, a zadanie 7 — z IT OM.
Dowéd twierdzenia 1 mozna znalezé
np. w Delcie 8/2009 (zad. M 1251).

Osie potegowe Joanna JASZUNSKA

Pojecie potegi punktu z poprzedniego deltoidu (przypomniane na marginesie) prowadzi
do ponizszych trudniejszych twierdzen o ciekawych zastosowaniach.

Twierdzenie 1. Dla niewspolsrodkowych okregow Iy i [> zbior punktow P, takich Ze
Pot(P, I'1) = Pot(P, I:), jest prostq, zwang osiqg potegowq It i I (rys. 1).

o Cp p @O

Rys. 1. Przykltady osi potegowych. O$ potegowa jest prostopadla do prostej taczacej $rodki.

1. Dane sa dwa okregi roztaczne zewnetrznie. Dla kazdej z ich wspélnych stycznych
rozwazmy $rodek odcinka pomigdzy punktami stycznosci (rys. 2). Wykaz, ze punkty te
sa wspotliniowe.

2. Okrag o srodku O, wpisany w czworokat ABCD, jest styczny do bokéw
AB, BC,CD, DA odpowiednio w punktach K, L, M, N. Proste KL i M N przecinaja
sie w punkcie P. Wykaz, ze proste OP i BD sa prostopadte.

Twierdzenie 2. Jesli srodki okregow I, I, I3 sq parami rézne, to osie potegowe
par okregéw I i I's, I's i I's oraz It i I's sq réwnolegle (gdy $rodki tych okregéw sq
wspdlliniowe) lub przecinajq sie w jednym punkcie (w przeciwnym przypadku).

Dowdd. Jesli srodki okregdéw lezg na jednej prostej, to osie potegowe sg prostopadte
do niej. W przeciwnym przypadku zadne dwie osie nie sa réwnolegte; niech P bedzie
punktem przecigcia osi I'1 1 I z osia I i I's. Wtedy Pot(P, I') = Pot(P, I) =

= Pot (P, I'3), wigc P lezy tez na osi potegowej okregdéw I i I's. O

3. Dane sa trzy okregi o niewspoétliniowych $rodkach; kazda para okregéw si¢ przecina.
Wykaz, ze proste zawierajace ich wspolne cieciwy przecinaja si¢ w jednym punkcie.

4. Szesciokat ABCDEF jest wypukly oraz AB = BC, CD = DE, EF = FA.
Wykaz, ze proste zawierajace wysokosci tréjkatow BCD, DEF, FAB, poprowadzone
odpowiednio z wierzchotkéw C, E, A, przecinaja sie w jednym punkcie.

5. Wewnatrz wielokata wypuklego lezy skonczenie wiele parami roztacznych okregdw.
Wykaz, ze mozna ten wielokat podzieli¢ na wielokaty wypukte, z ktérych kazdy zawiera
dokltadnie jeden okrag.

Rozwigzania

R1. Srodek P odcinka pomiedzy punktami stycznosci £ i F' ma jednakows potege
PE? = PF? wzgledem kazdego z okregéw, wiec lezy na ich osi potegowej. [

R2. Niech I = O(B, BK) oraz I'x = O(D, DM) (rys. 3). Prosta OK jest styczna

do I't, bo OK L BK. Stad Pot(O, ) = OK? = OM? = Pot(O, I:), wiec O lezy na osi
potegowej I i I's. Ponadto Pot(P,I1) = PK - PL = Pot(P,0(0,0K)) = PN - PM =
= Pot(P, I), wiec P takze lezy na osi potegowej I i . O$ potegowa OP okregéw

Iy i I's jest prostopadta do prostej BD taczacej ich srodki. O

R3. Proste te sa osiami potegowymi, wiec teza wynika z twierdzenia 2. [J

R4. Niech It = O(B, BC), I = O(D, DE) oraz I3 = O(F,FA) (rys. 4). Punkt C
nalezy do I i I, wiec osia potegowsa tych okregéw jest rozwazana w zadaniu prosta
przechodzaca przez C' i prostopadta do prostej BD taczacej ich srodki. Pozostate
rozwazane proste s osiami potegowymi okregéw I i I3 oraz I3 i I'. Srodki B, D, F
okregdéw nie sa wspoélliniowe, wiec osie potegowe przecinaja sie w jednym punkcie. [J

Wskazéwka 5. Do czesci W, zawierajacej okrag I, niech nalezg punkty, ktérych
potega wzgledem I jest mniejsza niz wzgledem innych okregéw. Granice migdzy
czesciami wyznaczaja wtedy osie potegowe (dlaczego?). ..

Zadania domowe

6. Rézne okregi I, I'> sa wspoétsrodkowe. Wykaz, ze nie istnieje taki punkt P, ze
POt(P, Fl) = POt(P, Fg)

7. Dany jest okrag I" oraz punkty A, B lezace w nieréwnych odlegtosciach od $rodka
tego okregu. Udowodnij, ze wspélne cieciwy okregu I' z okregami przechodzacymi
przez punkty A i B leza na prostych majacych jeden punkt wspdlny.
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