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Czarnobyl 25 lat p6zniej

Pomiar promieniotworczosci gleby w miescie Prypeé

Wiadystaw SURALA*, Piotr BRZEZINSKI™,
Kornel BIERNACKI™, Kacper BIENKOWSKI™
zdjecia w tekscie i na oktadce: Weronika WOLSZCZAK

Fot. 1. Ekspedycja przy reaktorze nr 4.

Fot. 2. Widok hali reaktora.

Fot. 3. Wrak autobusu na skladowisku sprzetu, uzywanego
do likwidacji skutkéw awarii, nieopodal sktadowiska odpadéw
w Burakliwce.

O dziatalnosci Studenckiego Kota Fizyki wiecej mozna
dowiedzie¢ si¢ na stronie skfiz.fuw.edu.pl.

*Uniwersytet Warszawski, Wydzial Fizyki
**Uniwersytet Warszawski, Wydzial Geologii
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Troche historii. W dniu 26 kwietnia 1986 roku w reaktorze
w czwartym bloku elektrowni jadrowej w Czarnobylu
nastapil wybuch. Podczas testow systeméw bezpieczenstwa
reaktora (sic!) niekompetentna obstuga doprowadzita

do niekontrolowanego, lawinowego wzrostu jego mocy.
Woda chlodzaca odparowala i rozerwata ostone reaktora;
nastepnie wybuch uwolnionego z wody wodoru rozsadzit
dach budynku. Fragmenty grafitowego rdzenia oraz

paliwa jadrowego wydostaly sie na zewnatrz, stajac sie
zarzewiem pozaru. Do atmosfery dostata sie czesé

paliwa jadrowego oraz pary radioaktywnego cezu i jodu.

Wokét reaktora bezposrednio po wybuchu wyznaczono
strefe bezpieczenstwa o promieniu 30 km. Przesiedlono
ponad 200 tysiecy oséb, w tym calg ludnosé
piecdziesieciotysiecznego miasta Prypeé, odlegtego o 4 km
od miejsca awarii. Do dzi$ teren ten pozostaje strefa
zamknieta, a dostanie sie¢ tam wiaze sie z koniecznoscia
uzyskania specjalnych pozwolen, mimo ze wizyta taka
obecnie nie jest ryzykowna.

Wybuch w Czarnobylu byl najwigksza katastrofa w historii
cywilnej energetyki jadrowej i jedyna, w ktoérej zgineli

ludzie. Niewatpliwie z tego wzgledu stal sie on symbolem
niebezpieczenstw zwigzanych z wykorzystaniem energii jadrowej
— mimo ze bedacy jego wynikiem opad promieniotwérczy byt
wyraznie mniejszy niz ten spowodowany testami wojskowych
glowic nuklearnych w latach 50. i 60. XX wieku. Do dzi$ wiele
publicznych wypowiedzi o wybuchu w Czarnobylu trudno
nazwadé racjonalnymi i opartymi na faktach, a skale psychozy
moze ilustrowaé fakt, ze mniej wiecej w tym samym czasie
magnetyczny rezonans jadrowy zaczeto powszechnie nazywac
obrazowaniem za pomocg rezonansu magnetycznego, aby

nie wywotywaé ztych skojarzen.

Ekspedycja. W dniach 27 lipca — 5 sierpnia 2011 roku
kierowana przez Arkadiusza Trawinskiego ze Studenckiego
Kota Fizyki grupa studentéw Uniwersytetu Warszawskiego
odbyta pod patronatem Polskiego Towarzystwa Nukleonicznego
ekspedycje naukowa do zamknietej strefy wokét Czarnobylskiej
Elektrowni Jadrowej. W ramach ekspedycji przeprowadzono
interdyscyplinarne badania z réznych dziedzin: od fizyki,
przez biologie i chemie, az po psychologie. Zadania badawcze
obejmowaty m.in. pomiary radioaktywnosci w strefie
zamknietej, badanie zawartosci izotopu *”Cs w mchu, badanie
aktywnosci promieniotwérczej gleby i zywnosci, poszukiwanie
trwalych zmian w organizmach zywych, takich jak slimaki,
oraz badania spoleczne za pomoca specjalnie w tym celu
przygotowanych ankiet.

Zanim przystapimy do omawiania naszego zadania,
chcielibyémy sie podzieli¢ z Czytelnikami ogélnymi
spostrzezeniami ze strefy zamknietej. Prype¢ jest obecnie
miastem catkowicie opuszczonym i bardzo zdewastowanym.
W zabudowanych miejscach wygladem przypomina wizje
grafikéw projektujacych gry komputerowe, ktérych akcja
dzieje sie¢ w epoce ponuklearnej. Wydaje sie, ze czas zupelnie sie
zatrzymal — na ulicy mozna natkna¢ sie na $wiadectwa uczniéw
i dzienniki szkolne z roku 1986, w duzym sklepie straszy¢
potrafia dawno rozbite telewizory. Wszystkie przedmioty



Fot. 4. Znak drogowy w poblizu opuszczonej i zrownanej z ziemia
wioski Kopaczi.

Fot. 5. Dozymetr RKP-1-2.

Fot. 7. Szpital w Prypeci.

majace jakakolwiek warto$é zostaty dawno wywiezione.

W lecie miasto wyglada, jakby budynki wzniesione zostaly

w samym $rodku lasu — drzewa nie rosng tylko tam, gdzie
kiedy$ byta betonowa wylewka. Widzac mtoda brzoze, rosnaca
w podlodze hallu 6smego pigtra hotelu ,,Polesie”, mozna
odnie$¢ wrazenie, ze sity natury prébuja odebraé ten teren
cywilizacji. Zycie w strefie zamknietej — poza ludzkim —

po prostu kwitnie, chociaz zadni widokéw o$mionogich myszy
czy $wiecacych grzybéw beda z pewnoscig niezmiernie
zawiedzeni. Ta mieszanka niszczejacych wytwordéw cztowieka
i witalnosci przyrody powoduje, ze wizyta w sasiedztwie
elektrowni w Czarnobylu jest przezyciem trudnym do opisania
—to trzeba po prostu zobaczy¢ samemu. Nietrudno jest zarazem
znalez¢ widoki, ktére, uwiecznione na zdjeciach, beda stanowity
albo niezwykle emocjonalny przekaz wyolbrzymiajacy ogrom
katastrofy, albo, zgota przeciwnie, argument za tym, ze
normalne zycie w stefie zamknietej jest w zasadzie mozliwe.

Podczas pobytu w strefie zamknietej naszym konkretnym
zadaniem byl pomiar promieniotworczosci gleby w sasiedztwie
dawnej elektrowni jadrowej. To proste do$wiadczenie pozwolito
nam przekonaé sie na wtasne oczy o obecnej skali skazenia
radioaktywnego, bedacego wynikiem wybuchu w elektrowni
jadrowej 25 lat wczesniej. Istotne jest dla nas réwniez to,

ze dzigki wykonaniu tego i innych zadan mozemy dorzucié

— na miare naszych skromnych mozliwosci — kilka faktéw

do toczacej sie od lat dyskusji o bezpieczenstwie energetyki
jadrowej. Temat ten jest bardzo kontrowersyjny, a w mediach
bardzo czesto brakuje rzetelnych informacji dotyczacych
poruszanej ponizej tematyki.

Przyrzady pomiarowe. W badaniach wykorzystaliSmy
dozymetr RKP-1-2, przedstawiony na fotografii 5. Na dozymetr
zatozona byta metalowa ostona praktycznie nieprzepuszczajaca
promieniowania alfa i obnizajaca dziesieciokrotnie

natezenie promieniowania beta. Dzigki temu wynik
wskazywany przez dozymetr odpowiadal przede wszystkim
promieniowaniu gamma (pochodzacemu z izotopu 137Cs).
Moc dawki pochlonietej mierzona byta w mikrogrejach
nagodzine (LGy/h). Gdyby mierzone przez nas promieniowanie
bylo wylacznie promieniowaniem gamma, przelicznik z grejéw
na siwerty wynositby 1.

Zaréwno grej (Gy), jak i siwert (Sv) sa réwne J/kg. W grejach mierzy
sig ilo§¢ promieniowania pochlonigtego przez dany material, siwert zas
jest jednostka biologicznego réwnowaznika dawki, tj. okresla iloéé
promieniowania gamma powodujacego skutki réwnowazne danemu
rodzajowi promieniowania. Dla promieniowania beta przelicznik z Gy
na Sv jest réwny jednosci, dla promieniowania alfa réwnowaznik dawki
jest dwudziestokrotnie wigkszy niz dawka pochlonigta.

Chociaz zbadanie sktadu promieniowania jonizujacego,
docierajacego do dozymetru, byto poza naszym zasiegiem,
zastosowanie ostony pozwala nam przyjacé, ze dla naszego
przyrzadu odpowiedni przelicznik jest rzedu jednosci.

Pomiary. W glebie na terenie strefy zamknietej mozna
spodziewaé sie zwiekszonej w poréwnaniu z naturalng
zawartodci izotopéw promieniotwérezych. Ich obecnosé

jest wynikiem opadu radioaktywnego wywoltanego awaria,

a takze wtornego skazenia spowodowanego np. przeptywem
skazonej wody. Zrédlem tej skladowej promieniowania sa
izotopy *7Cs oraz °°Sr o czasie polowicznego rozpadu rzedu
30 lat — wchtaniane wraz z woda moga powodowaé réwniez
skazenie flory i fauny badanych terenéw. Do pomiaréw
uzyto sondy geologicznej. Dla kazdego punktu pomiarowego
wywiercono siedem otworéw lezacych w wierzchotkach
sze$ciokata foremnego wpisanego w okrag o promieniu 1 m
oraz w $rodku tego okregu (wspélrzedne tego punktu
okreslaty stanowisko pomiarowe). Dokladnie mieszajac cala
glebe ze wszystkich odwiertéw, formowalidémy z niej gruba



Mapa punktéw pomiarowych, kwadraty wyznaczajace miejsce
pomiaru maja bok okolo 30 m.

Fot. 8. Wagon kolejowy na opuszczonej stacji Janéw, wykorzystanej
do ewakuacji mieszkancéw Prypeci.
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Fot. 10. Sztuczny zalew, skad pobierano wode do chlodzenia
elektrowni w Czarnobylu.

warstwe o powierzchni odpowiadajacej powierzchni pomiarowe;j
dozymetru RKP-1-2, a nastepnie zblizaliémy do niej dozymetr
na odlegtos$¢ okoto 1 cm i dokonywalismy pomiaru. Ten sposéb
pomiaru gwarantowal dobre usrednienie wartosci mocy dawki
pochlonietej w danym punkcie pomiarowym. Nastepnie
zapisywana bylta doktadna dlugosé i szeroko$é geograficzna
punktu pomiarowego przy uzyciu systemu GPS. Doktadne
wartosci pomiaréw i ich wspétrzedne geograficzne zawarte sa
w tabeli. Niepewno$é¢ pomiaru wynosita 1 pGy/h (niepewnosé
systematyczna radiometru). Dokladno$é uzytego systemu GPS
wynosi jedng sekunde katowa.

pomiar pomiar
N N E

[uGy/h] [uGy/h]
51°24/26”  30°2'24" 7 51°24’28"”  30°3'55" 6
51°24/35"”  30°2'34" 5 51°24’24"”  30°4'10" 20
51°24'43"  30°2'53" 11 51°24’11”  30°4’2" 15
51°24’45"”  30°3'10" 8 51°24'17"”  30°3'55" 7
51°24'34”  30°3'3"” 16 51°24'4" 30°3'50" 8
51°24/26"” 30°3'5" 14 51°23'57"”  30°3'36" 13
51°24/21"  30°2'48" 17 51°24'3" 30°3'22" 10
51°24’12"”  30°3'0" 6 51°24’10"”  30°3'14"” 14
51°24'15”  30°3'14" 7 51°24’11”  30°3’41” 11
51°24’27"  30°3'40” 10 51°24'26"” 30°3'16"” 4

Wspblrzedne i wartoéci pomiaréw mocy dawki pochtonigtej.

Dyskusja wynikéw. Srednia dawka pochlonieta,
obliczona z pomiaréw, wynosi 10 + 4 pGy/h. Poziom
skazenia gleby pod powierzchnia jest wyzszy niz na
powierzchni (w zakresie jednego rzedu wielkosei), jednak
moc dawki pochlonietej promieniowania jest poréwnywalna
z wystepujacg w Warszawie i na pewno mniejsza niz

w wielu miejscach na Swiecie, np. w Finlandii czy Iranie
przy strukturach geologicznych zawierajacych duze

ilosci granitu. Zréznicowanie wynikéw pomiaréw jest
najprawdopodobniej spowodowane réznym stopniem
wyplukania radioaktywnych izotopéw (cez jest rozpuszczalny
w wodzie) oraz nieréwnomiernym opadem po awarii
elektrowni. Przeliczajac moc dawki pochtonietej z mSv/rok
na puSv/h i przyjmujac, ze przelicznik z Sv na Gy jest
rzedu jednosci, zauwazamy, ze promieniowanie w Prypeci
przekracza srednia na powierzchni Ziemi (ok. 2,5 mSv/rok)
o co najmniej rzad wielkosci [1].

Nie ma jednak wielkiego sensu bezposrednie poréwnywanie
naszych wynikéw pomiaru sredniej dawki pochtonietej

do sredniego rownowaznika dawki na powierzchni Ziemi.
Cho¢ éredni udzial dawki promieniowania pochodzacej

od skorupy ziemskiej dla wiekszosci miejsc na Ziemi

waha sie od 0,3 do 0,6 mSv na rok, znanych jest wiele
obszaréw, w ktérych warto$é ta jest tysiackrotnie wieksza [1].
Pomimo to w obszarach tych nie notuje sie zwiekszonej
zapadalno$ci na choroby nowotworowe czy wiekszej czestosci
mutacji komoérek. Oznacza to, ze wedtug naszych pomiaréw,
zbieznych z wynikami innych badaczy [2], teren miasta
Prype¢ nie jest miejscem, gdzie promieniowanie jonizujace
moze w jakikolwiek sposob by¢ niebezpieczne dla zdrowia
0s6b tam przebywajacych, przy zachowaniu prostych
srodkéw bezpieczenstwa, np. niezblizaniu sie do szczegdlnie
aktywnych przedmiotéw (pozostalosci sprzetu z akeji
ratunkowej, ubioréw strazakow).

Literatura

[1] Ludwik Dobrzynski, Podstawy fizyczne medycyny nuklearnej,
Instytut Probleméw Jadrowych, Otwock-Swierk, 2009.

[2] Albert Gattner, Katastrofa w Czarnobylu, po dwudziestu latach:
stan miejsca i ludzi, konsekwencje dla rozwoju energetyki
i ekologii, postrzeganie spoleczne, Wydzial Fizyki Politechniki
‘Warszawskiej, Warszawa, 2009.



Suma nieskonczona — co to jest?

Zmarly ojciec zostawil Janowi i Jézefowi
w spadku jeden cudowny miecz. Ustalili,
ze w pierwszym roku miecz bedzie

u Jana, w drugim u Jézefa, w trzecim
znéw u Jana itd. W ten sposéb podzielili
spadek na pél. Taka bajeczka miala

w XVIII w. przemawiaé za stusznoécia
wzoru ($).
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*Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Michal KRYCH”

W roéznych sytuacjach pojawiaja sie sumy nieskonczenie wielu sktadnikdw.
Juz w szkotach podstawowych pojawiaja sie obiekty typu 7132,32323232323 ...
Nalezy, oczywiscie, rozumieé, ze chodzi o liczbe

7130 + 2,3 4 0,023 4 0,00023 + 0,0000023 + . ..
Oznaczajac = = 2,3 + 0,023 4+ 0,00023 + 0,0000023 + . . ., otrzymujemy
ré6wnosé x = 2,3 + 1%, z ktérej wnioskujemy, ze x = Zo = 230 = 232

0,99 — 99 99°

zatem 7132,32323232323... = 7132%. Rozumowanie to mozemy uogélnic¢.
Obliczmy sume S = a + aq + aq® + ag® + ... — w podanym wczeéniej przyktadzie
bylo a = 2,3 oraz ¢ = ﬁ. Mamy

S=a+aqg+aq® +ag®+...=a+qla+aqg+ag®+...)=a+qS,
wige jesli tylko ¢ # 1, to a +ag + ag® + ag® + ... = § = 2. Podstawiajac
a =1, ¢g = —1, otrzymujemy réwnos¢
$) I l4l—l41-14..—— -1
( SR ey Rt %
Jednak mamy tez
1-1+1-141-14...=1-H)+1-1)4+(1-1)+...=04+0+0+...=0
oraz
I1-141-14+1—-1+...=14+(-1+1)+(-1+1)+...=1404+0+...=1.

Wobec tego % = 0 =1, co nawet absolwentom wspolczesnych szkét moze wydaé
sie podejrzane.

Tylko nieliczni zakwestionowaliby réwnosé
I 1+1 1+1 1+1 1+1 1+1 1+1 1+1 B
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
_ 1 1 n 1 1 1 n 1 1 1 n 1 1 1 n
7 2 43 6 8 5 10 12 7 14 16
W koncu po obu stronach réwnosci wystepuja te same liczby, co prawda
kolejnoéé¢ sktadnikéw jest inna, ale sa to te same sktadniki. Jednak zachodza

,oczywiste” réownosci

11_’_1 1+1 1+
2 3 4 5 6

<111111111111

1376 85 0 2t

2

(096D

2 3 4
(DD

2 4 3 6 8

1 1 1 1 1
:<§_Z>+<6_§>+ 10 E>+
1@1+11+11+1

5 7

7 tych réwnosci wynika od razu, ze
11 1 1 1 1 1 1 1 1 1

53 175 67T st 0T 12

5173 6 85 10 127 1 1_6+"'>’
co wyglada 7le, bo zachodzi oczywista nieréwnosé
A S S S U U B T B
2 3 5 6 7 8 9 10 11 12
1
5

4
7171+171+ 71+171+171+171+ -
a 2 3 4 6 7 8 9 10 11 12
1 1

— w kazdym nawiasie jest liczba dodatnia, a po pomnozeniu liczby dodatniej
przez 2 otrzymujemy liczbe wieksza od wyjsciowe;j!
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Niels Abel (1802-1829): Z wyjatkiem
szeregu geometrycznego nie istnieje

w matematyce ani jeden szereg, ktérego
sume mozna dokladnie zdefiniowad.
Céz, $wiat sie powoli zmienia. . .

Jasne tez jest, ze

CDE DGt
(DG 6D (D () ()
(6D (ow) () (o) -

. 1+1 1+1 1+1 1+1 1+1 +
- 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 T
+1 1+1 1+1 1+1 1+1 1+ .
7 8 &8 9 9 10 10 11 11 12 7
wigc suma

R R N (R M

jest liczba z przedziatu (%, 1), zatem nie uratuje nas ani réwnos¢ 2 -0 = 0, ani
2.00=00.

Takich rozumowan, prowadzacych do wynikéw sprzecznych ze zdrowym rozsadkiem,
mozna podaé¢ dowolnie wiele. Po to, by méc porozumiewac si¢ i mieé szanse na
poprawne rozumowania, trzeba zdefiniowa¢ sume nieskoniczona. Potem trzeba sie
zastanowi¢ nad wlasnosciami dziatan w nowej sytuacji.

Suma nieskonczona, czyli sumg szeregu o wyrazach ag, a1, as, . . ., nazywamy
granice lim, . S, ciagu sum czesciowych, ktérego kolejnymi wyrazami sg sumy
poczatkowych wyrazéw ciagu (a,): so = ag, $1 = ap + a1, S2 = ap + a1 + as, ...

Jesli suma szeregu jest skonczona, to méwimy, ze szereg jest zbiezny. Jesli
suma szeregu jest nieskonczona lub jesli ciag sum cze$ciowych szeregu nie ma
granicy, to mowimy o szeregu rozbieznym. Jesli szereg ma sume, skoniczona lub
nieskoficzona, to oznaczamy ja symbolem

ag+ay +as+... lub Zan.

W $wietle tej definicji suma 1—1+1—141—1+ ... po prostu nie istnieje,
bo cigg sum czeéciowych wyglada tak: 1,0,1,0,1,0,..., wiec nie ma granicy.
Podobnie nie jest prawda, ze 1 +2+4+8+ 16+ ... = ﬁ = —1, bo

w ,wyprowadzeniu” wzoru a 4+ aq + aq®> +aq® + ... = ﬁ traktowaliSmy sume
a+aq+ ag® + ag® + ... jak liczbe, a ta suma jest réwna +o0o — po drodze
odejmowaliSmy +o0o od +00, a tego dzialania sensownie zdefiniowaé nie sposob.

Suma
1 + 1+1 1+1 1+1 1+1 1+
2 3 4 5 6 7 8 9 10 12
jest dobrze zdefiniowana, co tatwo mozna wykazac:
1 1<1 1+1 1<1 1+1 1+1 1
2 2 3 4 2 3 4 5 6
11 1 1 1 1 1
<l-c-+s—-—-+-—=c+-—3

—=<...,
2 3 4 5 6 7 8
wiec ciag ,,parzystych” sum czeéciowych jest rosnacy, podobnie
1>1 1—i-1>1 1+1 1-i-1>1 1+1 1+1 14—1>
2 3 2 3 4 5 2 3 4 5 6 77

wiec ciag ,nieparzystych” sum czeSciowych maleje, a ich réznica dazy do zera,
zatem oba maja te sama granice, wobec tego skonczona. PokazaliSmy wczesniej,
ze zmiana kolejnosci sktadnikow tej sumy moze prowadzi¢ do dwukrotnego
zmniejszenia jej wartosci.

Czytelnikowi proponujemy udowodnienie réwnosci

e
2 2 3 4 5 6 7 8 9 10
ST S 3 HEE
3 257 4911 6 13 15 8

— znéw po obydwu stronach réwnosci sa te same liczby, ale w innej kolejnosci.
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Dla A = 2 poczatek wyglada tak:

1+l+l+l+i+i+i—l+
3 5 7 11 13 15 2

1 1 1 1

+1—7+1—9+~+£+H_Z;

wiec m1 =8, n; =1, mg =21, np = 2.

Spacerujemy wokét punktu A, po
przekroczeniu go natychmiast zawracamy
w przeciwng strone. Wyrazy szeregu to
dtugosci kolejnych kroczkéw.

1 1
+ >2-6:—itd.

3

o] =
S| =

)

N | =

7 tieréumodei 1 1 11 1
nlelrowmosml—i—§>2-§:17 §+1>2-Z=
wynika, ze gdyby suma
1 11 1 1 1 1 1
+§+§+Z+5+6+?+§+...

byla skoniczona, to bylaby wieksza od siebie, a to nie jest mozliwe, wobec tego

1 11 1 1 1 1 1 B

+§+§+Z+g+6+?+§+...—oo.

Stad wynika, ze rowniez

1+1+1+1+i+.__:1(1+1+1+1+1+__.>:ﬁ:oo

2 4 6 8 10 2 2 3 4 5 2 ’

azatem1+l+1+1+1+...=oo7bowiem1>l,l>l,l>1,itd.
3 5 79 2°"3 4°5 6

Niech A bedzie dowolng liczbg. Zmienimy kolejnosé sktadnikow sumy
1 1 . 1 1 n 1 1 n 1 1 n
2 3 4 5 6 7 8§ 7
tak by po tym przeksztalceniu suma stala sie liczba A. Niech m; oznacza taka

najmniejsza liczbe naturalna, ze zachodzi nieréwnosé

11
I+ -+-+...+

— > A
3 5 2m1 —1
Przez nq, oznaczamy takg najmniejsza liczbe naturalna, ze
1 1 1 1 1 1
1+g+g++m*ififfﬂ<z4
Przyjmijmy, ze ms jest najmniejsza liczba naturalna, dla ktorej
1 1 1 1 1 1
+§+5+...+m—§—1—...
1 1 1 1
L+ + +...+ > A

2n1  2my+1 0 2my+3 T 2me—17
i jednoczesnie mo > my. Potem okreslamy no jako najmniejsza z tych liczb
naturalnych, dla ktorych

TIUE IV S O VI S
3 2m1—1 2 4 27’1/1 2m1—|—1
1 1 1 1
"'+2m2—1_2(n1+1)_2(n1+2)_"'_%\

i jednoczesnie ny > ny. Definiujemy w taki sposéb dwa $cisle monotoniczne
ciagi liczb naturalnych (m;) i (n;) oraz nowy szereg nieskonczony, rézniacy sie
od sumy 1 — % + % - % + ... jedynie kolejnoscia sktadnikéw. Niech S,, oznacza
n-ta sume czedciowa nowego szeregu. Jasne jest, ze

1

A— T < Spy+ny <A,
A< Sm1+n1+7nz <A+ 2y — 1’
1 .

A— 2— < Sm1+n1+m2+n2 < A itd.
n2

Pozostate sumy czeSciowe znajduja sie miedzy pojawiajacymi sie w tych
nieréwnosciach. Wynika stad, ze A = lim,, ., S,. Wykazaliémy wiec,

ze zmiana kolejnosci sumowania moze spowodowa¢ w zasadzie dowolna
zmiane sumy.

Czytelnik moze zmodyfikowaé to rozumowanie, tak by nowa suma byta réwna
oo lub —o0. Moze tez doprowadzi¢ do tego, by po zmianie kolejnosci sktadnikéw
ciag (Sy) w ogdle granicy nie mial.

Bernhard Riemann, jeden z najwybitniejszych matematykéw wszech czaséw,
zaobserwowal, ze jesli suma ag + a1 + az + . .. ma skoniczong wartos¢ i jednoczesnie
lao| + |a1| + |az| + ... = +00, to mozna zmienié¢ kolejno$¢ wyrazéw szeregu,

tak by suma stala sie réwna z géry danej liczbie rzeczywistej A. Podane wyzej
rozumowanie po kosmetycznych zmianach staje sie dowodem tego twierdzenia.
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C
A B
Rys. 1
B
I Q
A R C
Rys. 2

Dodajmy na koniec, ze wzér 1 +2+44+8+16+... = ﬁ = —1, z pozoru

absurdalny, moze mie¢ jednak pewien sens. Mozemy napisaé¢ réwnosé

I 1 1 1Jrzfa+ z—a 2+ zZ—a 3+
-2 (I-a)—(2—a) 1-a l—a l—a l—a )

ktora zachodzi dla kazdej liczby zespolonej z, dla ktérej spetniona jest
z—a

nieréwnosé

‘ < 1; litera a tez oznacza liczbe zespolona. Przyjmujac

kolejno a =0, a =14, a = 1 +1i,a= 1 + 4, otrzymujemy kota otwarte o sSrodkach

1 1
w wymienionych punktach i promieniach |1 — al, czyli 1, v/2, 1 V17, 1 V4l.

Kazde dwa kolejne maja punkty wspoélne, a ostatnie zawiera liczbe z = 2.

1
Funkcja 1 jest wigc przedstawiana réznymi wzorami w kolejnych kotach.

—z

Mozna wigc mysleé, ze 1 +24+4+8+ 164 ... = % to warto$¢ funkcji, ktora
w kole opisanym nieréwnoécig |z| < 1 jest zdefiniowana jako 1+ 2 + 2% + ...,
przedtuzonej w rozsadny sposéb poza to kolo, tak ze liczba 2 znajduje si¢

w dziedzinie tego przedtuzenia. W tym przypadku wyglada¢ moze to

na udziwnianie, ale w innych sytuacjach bywa inaczej: dany jest szereg

i nie wiadomo, jaka funkcje przedstawia — to prowadzi do pojecia funkcji
analitycznej, zreszta na ogdl wielowartosciowej. Pisal o tym juz Leonhard Fuler
(1707-1783), ale precyzyjne definicje pojawily si¢ po ponad stu latach.

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 805. Po odsluchaniu zapisu na taémie magnetofonowej okazalo sie, ze promien
nawinietej tasmy zmniejszyt sie¢ dwukrotnie w czasie ¢; = 20 minut. Po jakim
dodatkowym czasie t5 promien nawinietej tasmy zmniejszy sie znowu dwukrotnie?
Rozwiazanie na str. 10

F 806. Na pusta szpule starego magnetofonu, obracajaca sie ze stala predkoscia
katowa, nawija si¢ tasma magnetyczna. Po zakonczeniu nawijania w czasie t1
okazalo sig, ze promien nawinietej tadmy 7y jest trzy razy wiekszy od
poczatkowego promienia 9. W jakim czasie mozna nawina¢ na te sama szpule
tasme magnetyczng takiej samej dlugosci, ale dwa razy ciensza?

Rozwiazanie na str. 15

Redaguje Tomasz TKOCZ

M 1339. W trojkacie ABC kat przy wierzchotku A ma wigksza miare niz
kat przy wierzcholku B (rys. 1). Wykazadé, ze dwusieczna poprowadzona

z wierzcholka B jest dluzsza niz dwusieczna poprowadzona z wierzcholtka A.
Rozwiazanie na str. 10

M 1340. Na przeciwprostokatnej AB trojkata prostokatnego rownoramiennego
ABC wybrano punkt P. Niech @ i R beda rzutami prostokatnymi punktu P na
boki BC' i C'A (rys. 2). Udowodnié, ze pole ktoérejs z figur ARP, PQB, PRCQ
stanowi co najmniej % pola tréjkata ABC.

Rozwiazanie na str. 24

M 1341. Dane sa liczby rzeczywiste a, b, ¢, d, takie ze b < ¢ < d. Udowodnié
nieré6wno$é
(a+b+c+d)? > 8(ac+ bd).

Rozwiazanie na str. 11
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Szachy — wygrana czy remis?

éi!él.

Pétruch (ang. ply) to ruch wykonany
przez jedna ze stron. Zatem na caly
ruch (posunigcie bialych jak i czarnych)
skladaja si¢ dwa pélruchy.

Dokladniejsze obliczenia i wyjasnienia
techniczne mozna odnalezé na stronie
http://jknow.republika.pl/

szachy/szachy.html,
z ktérej wykorzystano fragmenty
dotyczace obliczen.

Tablice Nalimova podaja ocene¢ pozycji

i okredlajg liczbe ruchéw koniecznych do

zakonczenia partii (uzyskaniem wygranej

badz remisu). Tutaj mozna sprawdzié,

jak to wyglada:

http://wuw.k4it.de/
index.php?topic=egtb&lang=en

*nauczyciel w klubie szachowym
Szachowe Umysly w Stalowej Woli

**matematyk, absolwent
Uniwersytetu Jagiellonskiego

Tomasz PINTAL*, Pawel KUBIT™

Zastanéwmy sie nad pytaniem zawartym w tytule, to jest: czy partia szachdw,
przy bezblednej grze obu stron, zakonczy sie wygrana ktéregos z graczy, czy
moze tez nieunikniony jest remis? Do dzi$ nie jest znana odpowiedZ na to
pytanie i to pomimo faktu, ze w rozwiazaniu tego problemu moglyby nam
pomdéc odpowiednio napisany program i poshuzenie sie superkomputerem

(a najlepiej moca obliczeniowa wielu takich urzadzen polaczonych w jedna sieé

— tak jak w przypadku globalnej sieci Internet). Sprébujmy zatem wstepnie
oszacowad, ile réznych sytuacji musialoby zostaé przeanalizowanych, aby uzyskaé
odpowiedz na postawione na poczatku pytanie.

Zakladamy, ze partia trwa 50 ruchéw ($rednio po okoto 40 ruchach rozgrywka
szachowa albo wlasénie sie konczy, albo obaj zawodnicy sa zorientowani co do
koncowego jej wyniku). Jak wiadomo, przy rozpoczeciu partii biale maja

20 mozliwosci ruchu, w odpowiedzi na to czarne maja takze 20 mozliwosci, czyli
po dwéch pierwszych posunieciach (pélruchach) jest dokladnie 400 réznych
wariantéw gry. Moze sie to wydawaé niewielka wartoscia, ale zobaczmy, co
dzieje sie dalej: liczba mozliwych kontynuacji szybko wzrasta wraz z kolejnymi
ruchami. Jak szybko? Opisuje to ponizsza tabela.

liczba posunieé | 2 3 4 5 6
liczba mozliwych wariantéw ] 400 8902 197281 4865609 119060324

Po pierwszych trzech pelnych ruchach (6 pélruchéw, czyli 3 posuniecia bialych
oraz czarnych) jest nieco ponad 100 milionéw wariantéw, czyli 108. W zaleznogci
od fazy gry jest okoto 100 do 1000 mozliwosci kontynuowania gry na ruch

(czyli po wymnozeniu liczby posunieé bialych i czarnych mozna uzyskaé liczbe
w przedziale od 100 do 1000). W efekcie mozliwych partii jest rzedu 10120,

Dla ukazania skali problemu (zlozonosci szachéw) dodajmy, ze szacowana liczba
atoméw w obserwowalnym Wszechéwiecie to 1080,

Zauwazmy tez, ze skoro na dowolnym polu szachownicy 8 x 8 mozna ustawic¢
jedna z 12 bierek badz tez zostawié je puste, to liczba wszystkich ustawien figur
(zaréwno tych poprawnych w sensie szachowym, jak i szachowo nielegalnych)
jest réwna 13%4, czyli w przyblizeniu 107!,

Czy jest wigc mozliwe rozwiazanie problemu z wykorzystaniem superkomputeréw?
Zakladajac, ze nasz program bylby w stanie analizowaé z szybkoscia 1000 000
wariantéw na sekunde, na przerobienie calosci bedzie potrzebowal okoto

10197 lat, a wiec wiecej niz wiek Wszechéwiata. Nawet przy$pieszenie obliczef
10 milionéw razy (107) niewiele zmieni, bo nadal otrzymujemy bardzo znaczaca
wartoéé: 10190 lat. Na pocieszenie mozna wspomnieé, iz liczba mozliwych
pozycji na szachownicy (w tym przypadku nalezy wyeliminowaé te ,nielegalne”:
chociazby takie, w ktérych obydwa kroéle sa szachowane, na szachownicy

jest wiecej niz 18 hetmanéw lub 20 wiez itp.) waha si¢ w granicach od 1038

do 10% (dla poréwnania: w warcabach angielskich mamy ,tylko” 5 - 10%°
mozliwych ustawien pionéw). Niemniej jest to wystarczajaco duza liczba, ktéra
gwarantuje, ze jak na razie odpowiedz na pytanie postawione w tytule jest

poza naszym zasiegiem.

Na czym polega zatem czesciowy sukces w ,badaniu szachéw” na obecnym
etapie rozwoju techniki? W chwili obecnej sa juz dostepne tablice koncowek
(tzw. tablice Nalimova). Sa to wygenerowane oraz ocenione wszystkie mozliwe
prawidlowe pozycje, ktére mozna uzyskaé¢ w grze szachowej (jak na razie
jedynie dla 6 bierek, w tym obowiazkowo zawsze oba kréle). Pojawia sie
pytanie: czemu dostepne sa tylko pozycje szesciobierkowe? Opracowanie tablic
siedmiobierkowych wymagaloby bowiem poteznych mocy obliczeniowych,

a dodatkowo wielkiej przestrzeni do ich zapisania. Tak wigc rozwiazanie w ten
sposéb problemu ,,przeliczenia szachéw do spodu” raczej do konca wieku nam
nie grozi. Jedynym ratunkiem jest opracowanie komputeréw kwantowych lub tez
wynalezienie algorytmu, ktéry pozwoli na udowodnienie (za pomoca regul), iz
dane pozycje naleza do kategorii remisowych lub wygranych.
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Rys. 1. Remisowe zakoriczenie partii
Aronian—-Nakamura (odpowiednio
zawodnikéw nr 3 i 12 Swiatowej listy
rankingowej). Brak przewagi materialnej
oraz widocznych stabosci z obu stron
powoduje, ze gracze nie podejmuja
dalszych wysitkéw w celu wygrania partii.

E

C> be

C> be
> [>be

o
A

C> be

£5
&
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Rys. 2. Biale uzyskaly remis: ustawity
twierdze¢, ktérej nie mozna sforsowac.

— N W s ol & N

Rys. 3. Zugzwang oznacza sytuacje,
najcze$ciej w koncowej fazie gry,

w ktérej wykonanie ruchu powoduje
natychmiastowe pogorszenie pozycji
strony bedacej na posunieciu (tu bialych),
prowadzace do przegranej.

Jak wiemy, istnieja takie gry, w ktérych jedna ze stron dysponuje strategia
wygrywajaca (czyli prowadzaca do zwyciestwa bez wzgledu na to, co zrobi
przeciwnik), przy czym nie zawsze jest rozpoznane, jak gracz ma zrealizowad
swoja wygrana. Tak jest chociazby z gra hex. Z szachami by¢ moze jest
inaczej... W tym miejscu przedstawimy kilka argumentéw na poparcie hipotezy,
iz szachy sa gra remisowa.

Rozgrywki na najwyzszym $wiatowym poziomie wsrdéd zawodowych szachistéw
koncza sie¢ w zdecydowanej wickszosci remisami (rys. 1). Dzieje sie tak zwlaszcza
wtedy, gdy obaj przeciwnicy dysponuja zblizonym poziomem gry oraz bardzo
dobrym przygotowaniem i znakomitg aktualng formg sportowa. Dodatkowym
argumentem jest fakt, iz rozgrywki miedzy najsilniejszymi programami
komputerowymi ( Houdini, Rybka, Stockfish itp.) koncza sie zwyciestwem
wylacznie wtedy, gdy ktérys z nich osiagnie zdecydowang przewage. Najczesciej
jest ona wynikiem uzyskania lepszej pozycji dzieki tzw. ksigice debiutowe;.

Obecne ksiazki debiutowe sa tworzone na podstawie partii najsilniejszych szachistéw
Swiata, co powoduje stale ich ulepszanie. Niektére z tych ksiazek sa wykonywane
przez pasjonatéw i czesto bywaja znacznie silniejsze niz te dostarczane razem

z programami komputerowymi. Dlatego z uwagi na coraz mniejsza ilo$¢ ,dziur”
w ksiazkach debiutowych, mozna zaryzykowac stwierdzenie, ze bez znalezienia
istotnego wzmocnienia wariantu lub jeszcze gdzieniegdzie ,niezalatanej dziury”...
po prostu nie jest mozliwe osiggniecie przewagi pozwalajacej na uzyskanie wygranej.

Kolejna przestanka wspierajaca nasze przypuszczenia jest zwigzana z koncowa
fazg partii szachowej. Okazuje sig, ze istnieje pewien odsetek pozycji, ktore
nawet pomimo wyraznej przewagi jednej ze stron nie sg mozliwe do wygrania.
Za przyklad moze postuzyé¢ sytuacja, w ktorej strona silniejsza ma dwa skoczki
lub tez piona bandowego i gonca (niekontrolujacego pola przemiany). Sa takze
pozycje typu twierdza, w ktérych — pomimo duzej przewagi jednej ze stron —
mozna uzyskaé jedynie remis (rys. 2).

Z naszych analiz wynika, iz na chwile obecna jedyna mozliwosé obalenia przyjete;
hipotezy o remisowoéci szachéw moze by¢ zwiazana z sytuacja tzw. zugzwangu
(rys. 3). Zugzwang oznacza, ze strona rozpoczynajaca partie w konicu dochodzi do
pozycji krytycznej, w ktorej koniecznosé wykonania ruchu powoduje, ze z pozycji
yidealnej” przechodzi w pozycje przegrang. Niemniej jednak baza kilku milionéw
partii (ktéra obecnie ma do dyspozycji niemal kazdy szachista) wskazuje wyraZnie,
iz bez bledu strony rozpoczynajacej nie dochodzi do tego typu pozycji. Zwykle
uzyskana przewaga (czy tez patrzac od strony stabszej —strata niemajaca charakteru
krytycznego) gwarantuje uzyskanie jedynie remisu. Inaczej méwiac, to raczej czarne
musza sie martwié¢, aby tak neutralizowaé przewage, zeby nie wyjs$¢ poza ,strefe
remisu”, anizeli biale, aby nie wpasé w pozycje zugzwangu. Tak czy inaczej: biale
nie sa w stanie wygra¢ (forsownie) partii, jesli czarne nie popelnia krytycznego
bledu (lub bledéw), ktéry sprawi, iz wyjda one poza ,strefe remisowa”.

Fakt ten nie powinien zresztg nas specjalnie dziwi¢, bowiem juz trzeci mistrz
$wiata, José Rail Capablanca, blisko sto lat temu przewidywal, iz w niedalekiej
przyszlosci szachy ,umra na remis”. Z tego wzgledu zaréwno on, jak i jego
nastepcy tworzyli rézne ,,odmiany szachow”, ktoérych celem byloby przede
wszystkim skomplikowanie gry.

Jednym z przykladow takiego od$wiezenia moga by¢ tzw. szachy Fischera
(sf960). Ta odmiana jest prosta modyfikacja kréolewskiej gry, polegajaca na
losowym ustawieniu figur (klasyczne szachy to jedna z 960 mozliwosci ustawienia
— stad nazwa) oraz nieco innych regutach wykonywania roszady. Obecnie szachy
Fischera sg traktowane jako przysztosé szachow, z uwagi na to, ze pozwalaja

one uniknaé powielania utartych schematéw debiutowych wystepujacych

w szachach klasycznych.

Podsumowujac: jedli w niedalekiej przyszlosci okaze sie, ze szachy to gra
remisowa, wéwczas by¢é moze warto bedzie siegnaé¢ do innej formy tej
niezwyklej gry. Na razie jednak zaczekajmy na ich definitywne ,rozwiazanie”
— udowodnienie tego, ze szachy (klasyczne) sa na pewno gra remisowa.
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Rozwigzanie zadania F 805.

Niech poczatkowy promieri nawinigtej
tasmy bedzie réwny 4r. Zatem po
dwukrotnym zmniejszeniu si¢ tego
promienia powierzchnia nawinietej
tadmy zmniejszy si¢ o wielko$é

S = 7(161% — 4r?) = 12712, Pray
odstuchiwaniu zapisu predkosé liniowa
przesuwu tasmy v jest stala, zatem
dlugosé nawinietej tasmy to 11 = vty.
7 drugiej strony jest ona réwna

S/d = 12712 /d, gdzie d jest gruboscia
tasmy. Z poréwnania tych wzoréow
wynika, ze 12772 = vt d.

Gdy promien nawini¢tej tasmy
zmniejszy sie znowu dwa razy, pole
powierzchni nawiniecia zmniejszy sie
o wielko$¢ S1 = mw(4r? — r?) = 3712,
stad 371'7‘2/(1 = vty. Ostatecznie:

to = t1/4 = 5 minut.

Rozwigzanie zadania M 1339.
Zal6ézmy, ze w tréjkacie ABC mamy
XA > ¥B. Odtézmy kat é{B na
dwusiecznej AD jako na ramieniu, jak
na rysunku.

A B

Z podobienstwa tréjkatéw AHD i BHG
mamy fg = %. Ale w tréjkacie ABH
bok BH lezy naprzeciw wiekszego kata
niz bok AH, wiegc BH > AH. Stad

i z uzyskanej proporcji otrzymujemy

BG > AD. Tym bardziej wiec BE > AD,

co mieliémy udowodni¢.

Inne rozwigzanie mozna znalezé w Delcie

1/2010.

Czy W(x) =07 Jakub RADOSZEWSKI

Poszukiwanie pierwiastkéw wielomianu jest jednym z podstawowych zagadnien
rozwazanych we wszystkich naukach $cistych. W tym artykule zajmiemy sig¢
czyms$ znacznie prostszym: sprawdzaniem, czy dana liczba jest pierwiastkiem
zadanego wielomianu. Majac dany wielomian W(x) = a,2™ + ... + a12 + ag

i konkretna warto$é parametru x, chcemy wiec sprawdzié, czy W (z) = 0. Mozna
by spytac, czy nie wystarczy w tym celu podstawi¢ warto$¢ x i na tym skonczy¢?
Rzeczywiscie, jedli mamy do czynienia z ,nieskomplikowanym” wielomianem
(cokolwiek by to mialo znaczy¢) i ,sensownym” parametrem x, to problem

jest trywialny. Moze sie jednak okazaé, ze nasze dane nie sa ,nieskomplikowane

i sensowne”, ale za to mozemy wesprze¢ sie¢ domowym komputerem. . .

Przede wszystkim nalezy sprecyzowac, jakimi liczbami zamierzamy sie zajmowac.
Aha, a wigc to tutaj tkwi haczyk! Podejrzliwy Czytelnik zapewne domyséla sie
juz, ze za moment wkroczymy w mroczny Swiat komputerowych reprezentacji
liczb rzeczywistych, z przyblizeniami, cechami, mantysami i wszedobylskimi
epsilonami. Faktycznie, komputerowe sprawdzenie réwnosci W (z) = 0 w liczbach
rzeczywistych nastrecza pewnych trudnosci i jest istotnym zagadnieniem

w dziedzinie metod numerycznych. My jednak nie bedziemy sie w to tutaj
wglebiaé i zalozymy, ze mamy do czynienia wylacznie z liczbami catkowitymi.
Czy w takim razie problem zawiera w sobie jeszcze jakas trudnos¢? Owszem.

Ot6z nieprzyjemne jest to, ze przy obliczaniu W (x) szybko zaczynamy mieé¢ do

czynienia z bardzo duzymi liczbami. I to nawet wtedy, gdy wspdlczynniki a;

sa niewielkie, co dla informatyka znaczy, ze co do wartosci bezwzglednej

nie przekraczaja dwéch miliardéw (orientacyjne ograniczenie standardowego

typu calkowitego 32-bitowego ze znakiem; faktycznie jest to 23!, czyli troche

wiecej). Rzeczywiscie, bez trudu widzimy, ze jednym z pierwiastkow wielomianu:
21090 92999 92998 1 92— 10

jest x = 10, ale jesli chcieliby$my to sprawdzi¢, wykonujac proste podstawienie,

musielibyémy operowaé na liczbach zawierajacych 1000 cyfr. Nawet osoba

niezaznajomiona z komputerem tatwo zauwazy, ze obliczenia na takich

dtugasnych liczbach musza by¢ w jakim$ sensie trudniejsze. Tak jest

w istocie: wykonywanie operacji na duzych liczbach jest powolne, a do tego

bywa wyjatkowo niewygodne, jedli akurat natrafimy na system czy jezyk

programowania, ktoéry dostarcza implementacje dziatan jedynie na wbudowanych

typach catkowitych, co zazwyczaj oznacza liczby 64-bitowe (ze znakiem), czyli

mniejsze co do wartoéci bezwzglednej niz 263,

No dobrze, ale my chcemy tylko sprawdzié, czy W(x) = 0, a niekoniecznie od razu
obliczy¢ dokladna warto$¢é W (x) — to przeciez musi by¢ prostsze! I rzeczywiscie:
ponizej opisujemy krotka i elegancka metode rozwiazujaca ten problem.

Zalézmy, ze x # 0 — z przypadkiem x = 0 latwo sobie poradzié¢, sprawdzajac, czy
ag = 0. Checemy stwierdzié¢, czy:
™ + ...+ asx® + a1z + ag = 0,
rownowaznie czy:
anz™ + ...+ asx? + a1z = —ag.
Lewa strona jest podzielna przez x, a zatem prawa tez musi dzieli¢ sie przez .
Otrzymujemy pierwszy warunek konieczny na to, zeby = bylo pierwiastkiem W:

(1) ap mod z = 0.
Jesli on zachodzi, mozemy calg réwnosé podzieli¢ przez x, otrzymujac:
a
apz™ V4. Fasr +a = _20
x

Ta sytuacja jest podobna do poprzedniej. Przerzucamy a; na druga strone:
a
ant” V4. 4 asx = _20 —a
x

i otrzymujemy drugi warunek konieczny:

(2) (E + a1> mod z = 0.
x
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Rozwigzanie zadania M 1341.
Wykonujemy nastepujace przeksztalcenia:

(a+b+c+d)? —8(ac+ bd) =
=a? +2a(b+c+d)+ (3)

+(b+c+d)278a(:78bd:
=a®+2a(b—3c+d)+ (b—3c+d)?+ (4)

+(b+c+d)? = (b—3c+d)? —8bd =

xrn mn—l

Nastepnie znow dzielimy obie strony réwnosci przez x i kontynuujemy to
postepowanie, az po lewej stronie pozostanie samo a,,. Po drodze otrzymamy
kolejne warunki konieczne na to, zeby x bylo pierwiastkiem wielomianu W,
na przyktad trzeci z nich bedzie postaci:

(a—g—l—%—&—ag) mod x = 0.
T T

Na koncu za$ wystarczy sprawdzi¢, czy:
ao ay an—1

+..F +a, = 0.

W ten sposob uzyskujemy nastepujacy pseudokod, w ktérym sprawdzamy

=(a+b—3c+d)?+
4+ (2(b — ¢+ d) - 4c — 8bd).

Wystarczy wykazac¢, ze drugi sktadnik
jest dodatni. Ale

kolejno warunki (1), (2), (3) itd., a na koncu (4).

w = ap;

if x # 0 then

for i :=1 ton do

(b—c+d)-c—bd=
=0b—-c)-c+d-(c—b) =

=(c—b)(d—c¢c) > 0.

if w mod x # 0 then return false;
wi=w/x + a;
if w # 0 then return false

else return true;

Zauwazmy, ze warto$¢ zmiennej w nigdy nie przekroczy sumy wartosci
bezwzglednych liczb a;, wiec nie bedziemy mieé¢ do czynienia z zadnymi duzymi
liczbami. Czyli pelny sukces!

Na zakoniczenie warto dodaé, ze podany problem mozna takze rozwiazaé
za pomocy tak zwanego schematu Hornera, w ktérym wykorzystujemy
nastepujace przedstawienie:

W)= ((...((an -z +apn_1) T+ an—2)...) - z+a1) -+ aop.
Wystarczy mianowicie prébowaé obliczy¢ W (x) zgodnie z tym schematem, od
lewej do prawej — na przemian mnozymy przez z i dodajemy a; — przy czym
obliczenia przerywamy, jesli aktualna wartosé staje sie zbyt duza. Wiemy
wéwcezas, ze na pewno wynikiem nie bedzie zero. A to, jaka jest ta graniczna
wartos¢, przy ktorej mozemy od razu udzieli¢ odpowiedzi negatywnej,
pozostawiamy do rozstrzygnigcia Czytelnikowi.

Prosto z nieba: Nowa nadzieja

Rozpoczeta w 2009 r., sponsorowana przez NASA

misja kosmiczna Kepler ma na celu oszacowanie liczby
zdatnych do zamieszkania planet, ich parametrow

oraz wlasciwosci uktadéw planetarnych, w ktérych

si¢ znajduja. Dotychczas zarejestrowano ponad

tysiac kandydatéw na planety, obecnie skrupulatnie
weryfikowanych podczas dodatkowych obserwacji.
Wéréd wielu interesujacych odkryé jedno zastuguje

na szczegdlna uwage: jest to planeta znajdujaca sie

w uktadzie podwéjnym. Uklad 6w tworza gwiazdy
nieco chlodniejsze i nieco mniej masywne od Stonca,

a znajduje sie on okoto 200 lat $wietlnych od naszego
ukladu planetarnego (w gwiazdozbiorze Labedzia).
Planeta zostala oznaczona kryptonimem Kepler-16b [1],
nieformalnie natomiast astronomowie ochrzcili ja
zdecydowanie bardziej romantyczng nazwa Tatooine
(znana z Gwiezdnych wojen George’a Lucasa planeta
dziecinstwa Luke’a Skywalkera). W odréznieniu od
filmowej Tatooine glob odkryty przez zesp6l Keplera jest
zimnym gazowym gigantem. Nie spodziewamy sie tam
zatem odnalez¢ przejawow zycia podobnego do ziemskiego
gléwnie z powodu panujacej tam zdecydowanie za niskiej
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temperatury — Kepler-16b znajduje sie¢ poza obszarem
sprzyjajacym powstaniu zycia (tzw. ,ekosfera”).

Doniesienia o odkryciu planety o dwoch stoncach
zdarzaly sie juz wczesniej, ale nigdy nie znalazly
potwierdzenia podczas bardziej wnikliwej analizy.
Obserwacje Keplera sa jednak tak wysokiej jakosci, ze
ich wiarygodnosé praktycznie nie jest kwestionowana.
Mozliwo$¢ istnienia planety typu Kepler-16b byla

od dawna przedmiotem rozwazan teoretykow,
przewidujacych rézne niestandardowe sposoby
powstawania ukladéw planetarnych. Biorac pod uwage
fakt, ze wigkszosé gwiazd w Galaktyce znajduje sie

w uktadach podwdéjnych, mozemy spodziewaé sie
wiekszej liczby takich planet, niz to wynika z oszacowan
wykorzystujacych obserwacje samotnych gwiazd.
Oznacza to takze, ze wzrosto prawdopodobienstwo
znalezienia planety o podobnych do Ziemi parametrach.
Czas pokaze (trzymamy keiukil), czy wéréd kolejnych
planet Keplera znajdzie sie takze druga Ziemia.

Michat BEJGER

[1] http://kepler.nasa.gov/Mission/discoveries/kepler16b



O
#

Rys. 1

Rys. 2

Mota delld

O sadzeniu drzew

Girard DESARGUES, matematyk, architekt ogrodéw, doradca kardynata
Richelieu (a wigc réwiesnik Atosa, Portosa i Aramisa) postawil kolegom
ogrodnikom pytanie:

Jak posadzi¢ 10 drzew w dziesieciu rzedach po 3 drzewa w kazdym rzedzie?

I kiedy oni doszli do wniosku, ze wida¢ matematycy nie sa catkiem
normalni, przedstawil im widoczne obok rozwiazanie.

Natomiast kolegom matematykom wyttumaczyl, ze taka mozliwosé
bierze sie stad, iz zyjemy w tréjwymiarowe]j przestrzeni. Mozna bowiem
— patrzac uwaznie na ten rysunek — dopatrzy¢ sie w nim czworos$cianu
przecietego plaszczyzng.

* ok %

Zastyszawszy o tym, Blaise PASCAL, matematyk, fizyk, filozof,
bezboznik i teolog, konstruktor arytmometru, wynalazca taczek, i tak
dalej, i dalej. .., cztowiek szalenie ambitny, postanowil, ze zmierzy sie
z trudniejszym pytaniem:

Jak posadzi¢ 9 drzew w dziewieciu rzedach po 3 drzewa w kazdym rzedzie?
I faktycznie pokazal, jak te drzewa trzeba posadzi¢ — rysunek jest obok.

Kazdy z nas moze wykona¢ oba te rysunki, bo wykonuje sie je ,byle jak”
— nalezy po prostu rysowaé¢ po kolei proste usytuowane podobnie,

jak na tych rysunkach, a ostatnia prosta zawsze ,sama wyjdzie”.

Prosze sprobowac!

Uzasadnienie jednak, ze zadanie Pascala ma rozwiazanie, w matematyce
jest réwnowazne temu, ze... a-b=">0-a — i kto by to pomys$lal! Nie jest
jednak tatwo sie o tym przekonac.

*x ok %

Cwieré tysiaclecia pézniej Gino FANO, jeden z czlonkéw stynnej Wioskiej
Szkolty Matematycznej, na wzor ktorej po pierwszej wojnie Swiatowej
powstata Polska Szkota Matematyczna, udowodnil, ze siedmiu drzew
nie da si¢ posadzi¢ w siedmiu rzedach, po trzy w kazdym rzedzie, bo
gdyby sie dalo, to daloby sie réwniez sprawdzi¢, ze 1 +1 = 0. To juz
wymaga wyzszej szkolty jazdy.

* * *

No, a co z 6semka? To zadanie dla Ciebie, Czytelniku.
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Rys. 4

Istnieje tez praca z 1951 roku

(G.A. Dirac), ktéra glosi, ze dlan > 7

,2dwudrzewnych” rzedéw jest

n
co najmniej 7 ale dowdd jest tak zawity,

ze niewielu chce go zaakceptowad.

James Joseph SYLVESTER, Anglik, najpierw kabareciarz, potem
matematyk, Ojciec Zalozyciel matematyki amerykanskiej (wykladal tam
przed i po wojnie secesyjnej), patrzac na rysunki Desarguesa i Pascala,
zauwazyl, ze sa na nich (nienarysowane) rzedy, w ktérych sa tylko dwa
drzewa. Postawil wiec pytanie:

A czy istnieje sad, w ktorym nie wszystkie drzewa stojg w jednym rzedzie,
ale w kazdym rzedzie sg co najmniej 3 drzewa?

I cho¢ odpowiedz wydawala si¢ oczywista — nie (oczywiscie rozpatrujemy
tylko sady ze skonczona liczba drzew), to ladny dowdd zostat

podany dopiero 60 lat temu. Przedstawil go Theodore MOTZKIN.

Oto ten dowdd.

Przypuéémy, ze jest sad majacy skonczong liczbe drzew, ktore nie wszystkie
stoja w jednym rzedzie, ale na kazdej prostej wyznaczonej przez dwa drzewa
rosnie jeszcze co najmniej jedno drzewo. Dla kazdego drzewa wybierzmy

ten rzad drzew, do ktérego ono nie nalezy, ale do ktérego ma najblizej (jesli
jest takich kilka, to wybierzmy kt6ry$ z nich). Teraz wérdéd wybranych par
(drzewo, rzad) wybierzmy te, dla ktorej odleglo$é ta jest najmniejsza. Niech
para ta bedzie (P, k). Oznaczmy przez @) rzut P na k. Zgodnie z naszym
przypuszczeniem na k sa co najmniej trzy punkty, zatem co najmniej dwa z nich
leza po jednej stronie punktu @ (zakladamy, ze kazda ze stron zaczyna sie od
punktu Q) — oznaczmy je kolejno K i L (rysunek 3). Wtedy wysoko$é QR

w trojkacie prostokatnym PQL jest krétsza od PQ. Na dodatek KM < QR.
Zatem odlegloéé punktu K od prostej PL jest mniejsza od odleglosci P od k,
ktora miata byé najmniejsza — otrzymana sprzecznosé konczy dowdd.

Powstalo wiec pytanie, ile co najmniej jest takich ,,dwudrzewnych”
rzedow w sadzie ztozonym z n drzew. Motzkin udowodnit (1951),
ze wiecej niz v2n — 2, L.M. Kelly i W.0.J. Moser wykazali (1958), ze

_ ..o, .. S S,
jest ich co najmniej - lze tego juz poprawic sie nie da, co widaé

na rysunku 4.
* * *

Problem Pascala mozna rozwiazaé tez w inny sposob (rys. 5). Ale jak
sie przekonaé, ze ten sposob jest inny? Ponumerujmy punkty w obu
obrazkach ilustrujacych problem dziewieciu drzew (rys. 6).

Jezeli ustalimy na kazdym z nich punkty 1, 2, 3, 4, 5, 6, to na obrazku

z lewej mozemy punkt 7 dobra¢ prawie dowolnie na prostej 56

i dokonczyé¢ rysunek. Natomiast na obrazku z prawej poruszenie punktu 7
nie pozwoli rysunku dokonczyé. Zatem rysunki te sg rzeczywiscie rézne,

a nie tylko inaczej narysowane.

W geometriach dyskretnych wielokat B nazywamy
wpisanym w wielokat A, jesli ma on wierzchotki na
prostych zawierajacych boki wielokata A.

Na obu rysunkach trojkat 123 jest wpisany
4 w tréjkat 789, ten z kolei jest wpisany w tréjkat 456,

‘F a ten — o dziwo — w tréjkat 123.
No, a czy mozna znalezé takie trojkaty A i B, by A

—q

7 byl wpisany w B, a B w A?
6

Okazuje sie, ze nie.

X

Ale dla pieciokatow jest to juz mozliwe, co wiecej, takie pieciokaty sa juz
na tych stronach narysowane. Kto nie umie ich odszukaé, niech poszuka
na innych stronach.

Malqg Delte przygotowat Marek KORDOS
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Na poczatku bytlo...

Pytanie o poczatek (i koniec, oczywiscie) kazdego zjawiska, ktére poznajemy,
jest szczegdlnie frapujace. Moga to by¢ sprawy blahe (kiedy i dlaczego
zainteresowales sie muzyka reggae? kiedy i dlaczego przestales si¢ spotykac

z ta dziewczyna?), ale moga dotyczy¢ spraw zasadniczych, o czym méwi
Ewangelia wg Jana.

W miare rozwoju nauki wzrasta wiedza o koncach i poczatkach. Wazny
naprawde poczatek to ,Wielki Wybuch”. Nazwa bardzo obrazowa,
przemawiajaca do laikow, takich jak ja, ktéra zawsze starala sie dopytaé
specjalistow, co bylo w czasie zerowym, a moze takze, czy bylo cos przed WW
(por. wyzej cytowane slowa Sw. Jana). A oni méwia, ze matematyka nie jest
jeszcze gotowa do odpowiedzi na to pytanie. W dodatku, jezeli rzeczywiscie

z innych doswiadczen, o ktorych ostatnio glosno, okaze sie, ze istnieja czastki
szybsze od $wiatla, to juz wszyscy uczeni beda mieli wielki ktopot.

Ostatnio, analizujac wyniki uzyskane przez teleskopy zainstalowane na
Hawajach, udalo si¢ znalez¢ pozostalosci pierwotnego gazu, niezanieczyszczonego
materialem gwiezdnym, obserwowanego 2 miliardy lat po WW. Po raz pierwszy
uzyskano mozliwo$é bezposredniego potwierdzenia mechanizmu pierwotnej
nukleosyntezy. Obserwowany stosunek liczby atoméw deuteru i wodoru oraz brak
ciezkich pierwiastkéw $wietnie pasowal do hipotez o skladzie pierwotnego gazu
wynikajacych z teorii WW.

A teraz o zupelnie innych poczatkach. Dotycza one problemu zasiedlenia przez
ludzi kontynentu Ameryki Pélnocnej.

Badanie takich poczatkéw taczy sie takze z ulepszeniem metodyki badan,

w szczegolnosci zwiekszenia czutodei metod i konstrukeja nowych narzedzi
badawczych. Niedawno o istnieniu okoto milion lat temu trzeciego gatunku
czlowieka — obok H. sapiens i czlowieka z Neandertalu — (to inna skala czasowa
niz wspomniana uprzednio) wywnioskowano ze znalezionej w syberyjskiej

jaskini matej kosteczki dloni. A dla Amerykanéw sensacyjnym odkryciem

(zn6éw zmieniamy skale) okazala sie koS¢ zebra mastodonta, w ktérej utkwil
koniuszek strzaly (tez z kosci innego mastodonta) wystrzelonej przez czlowieka.
Oba wykopaliska z regionu péinocno-zachodniego wybrzeza Ameryki zbadano
najnowszymi technikami datowania radioaktywnym weglem i sekwencjonowania
DNA. Mastodont przewrécil sie na ten bok, w ktérym utkwila strzala i mysliwi
7z tej czesci zdobyczy nie mogli skorzystaé. Poszli sobie dalej, obrobiwszy dostepny
bok giganta. Niby nic nadzwyczajnego, tyle tylko, ze i mastodont, i strzata
lokalizuja w czasie to udane polowanie na 13800 lat temu, czyli na 1000 lat
wezesniej niz dotychczas przyjmowany okres zasiedlania Ameryki Pin. przez ludzi
kultury Clovis. Slady tych ostatnich znajdowano gléwnie na dzisiejszych terenach
Stanéw Zjednoczonych, ale takze w Meksyku oraz Ameryce Srodkowej.

Zarowno ludzie Clovis, jak i nowo identyfikowani, starsi od nich o 1000 lat,
zostawiali po sobie ogromne cmentarzyska upolowanych wielkich ssakéw, razem
z pozostalo$ciami broni mysliwskiej. I ci wezedniejsi, i ludzie Clovis wytepili
potem skutecznie mastodonty i mamuty w tamtym regionie. Kultura Clovis
trwala tylko 500-800 lat i nie ma uznawanej powszechnie hipotezy, dlaczego tak
krotko. Moze zjedli cale dostepne mieso?

Amerykanscy Indianie uwazaja ludzi Clovis za swoich bezposrednich przodkdéw
i staraja sie uniemozliwi¢ badania miejsc ich pochéwkéw.

Oczywidcie, nie trzeba dodawaé, ze wielu antropologéw, fizykéw i chemikow
znajduje stabe punkty w tej historii dwiema kos¢émi opisanej. Ja jednak
wole wizje dzielnych ludzi przeprawiajacych sie przez teren, ktory dzis
nazywamy morzem Beringa, zdobywajacych nowy lad, ptynacych wzdluz brzegu
Pacyfiku ku cieplejszemu swiatu. Widocznie tyle jest jeszcze we mnie dziecka,
ktére lubi legendy!

Magdalena FIKUS
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Rozwigzanie zadania F 806.

Po nawinieciu grubszej tasmy bedzie
ona zajmowaé powierzchnie o polu

Sy = w(ry — r3) = 8mr3. Zatem
dlugosé nawinietej tadmy bedzie réwna
l=S1/d=8rrl/d, gdzie d jest

gruboscia tasmy.

Po nawinieciu cienszej tasmy bedzie
ona zajmowacé powierzchni¢ o polu

Sy = Tr(r; - rzg) a jej dtugos$é wyniesie
I =2n(r; —rg)/d. Poniewaz dlugosci

tadm sg jednakowe, to z poréwnania
2

2 i . e e 02 2 L2
WZOrow na nie V\/ylllk(l, ze ’;lt - ’0 = /171'10.

Stad r, = roV5.
Liczba obrotéw szpulki w pierwszym
i drugim przypadku jest réwna:

Ny = (rp —ro)/d =2ro/d,
No = (1o — 70)/(d/2) = 2(V/5 — 1)1o/d.

Predkosé katowa jest stala, zatem

ty = (VB — 1)t;.

Nasza tablica ¢t to po prostu tablica

z haszowaniem modularnym, stosujaca
metode lancuchowa do rozwiazywania
kolizji. Zauwazmy, ze uzywamy tutaj
matematycznej definicji operacji modulo:

T
zmodn=xz—n|—|,
n

zatem 0 <  mod n < n nawet dla
ujemnych wartosci . Nie jest to jednak
definicja powszechnie obowigzujaca

w popularnych jezykach programowania.

Informatyczny kacik olimpijski (49): Monety

W tym miesiagcu opiszemy zadanie Monety, ktére pojawito sie na Potyczkach
Algorytmicznych w roku 2010. Dany jest ciag n rzutéw moneta. Nalezy sprawdzid,
jaka jest najdtuzsza seria kolejnych rzutéw, w ktérej wypadto doktadnie k razy
wiecej ortéw niz reszek. Dla przyktadu, w ciagu
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serie od pigtego do dwunastego, jak réwniez od széstego do trzynastego rzutu
zawierajg doktadnie 6 ortéw i 2 reszki. Zatem dla k = 3 odpowiedzig jest 8, gdyz
nie istnieje zadna dtuzsza seria zawierajaca doktadnie 3 razy wiecej ortéw niz reszek.

Uproéémy na chwile nasze zadanie i powiedzmy, ze chcemy znalezé najdtuzsza
serie spelniajaca warunki zadania, ktora zawiera pierwszy rzut. Uzyjemy dwdoch
zmiennych r i o0, oznaczajacych liczby reszek i ortow, ktore wypadty do tej pory.
Za kazdym razem, kiedy po rzucie wystapi k - r — o = 0, bedzie to oznaczato,

ze znalezliSmy dluzsza serie. Zauwazmy jednak, ze nie potrzebujemy az dwdch
zmiennych: nie interesuje nas dokltadna liczba ortéw i reszek, a jedynie ich
wzajemne zbilansowanie. Mozemy wiec trzymac jeden licznik s, ktory po kazdym
rzucie bedziemy uaktualniali nastepujaco: wyrzucenie reszki zwieksza s o k,
natomiast wyrzucenie orta zmniejsza s o 1. Oznaczmy przez s; wartos¢ licznika po
i-tym rzucie (przyjmujemy tez so = 0). Teraz kazde s; = 0 odpowiada poprawnej
serii konczacej si¢ i-tym rzutem.

A co w ogdlnym przypadku? Zastanéwmy sig, jaki warunek musi byé spelniony,
aby pewna seria spelniajaca warunki zadania konczyta si¢ i-tym rzutem moneta.
Fatwo przekonaé sie, ze jest tak wtedy, gdy istnieje taki rzut j < i, ze wartosé
licznika po i-tym rzucie jest taka sama jak po j-tym rzucie (s; = s;) — wtedy rzuty
od (j + 1)-ego do i-tego tworza poprawnag serie. Chcieliby$my zatem dla danego s
szybko stwierdzaé, jaki jest (o ile istnieje) najmniejszy numer rzutu j, dla ktérego
s; = s. Skorzystamy w tym celu z drzewa wyszukiwan binarnych, w ktérym dla
klucza s bedziemy trzymaé¢ odpowiadajacy mu numer rzutu. Teraz po i-tym
rzucie, jesli klucz s; wystepuje w drzewie z wartoscia j, to zgltaszamy znalezienie
serii o dtugosci ¢ — j. W przeciwnym przypadku uaktualniamy drzewo, wstawiajac
do niego klucz s; z wartoscig i. Zauwazmy, ze jesli w drzewie istnial juz klucz s;,
to nie musieliSmy go uaktualniaé¢, gdyz interesuje nas jedynie najmniejszy numer
rzutu odpowiadajacy temu kluczowi. Kazda operacja na drzewie zajmuje czas
O(logn), zatem cale rozwigzanie dziala w czasie O(nlogn).

Czytelnicy, ktorzy styszeli o tablicach haszujacych, moga powiedzieé, ze

bez klopotu uzyskaliby$my rozwiazanie dzialajace w oczekiwanym czasie O(n),
gdybyémy zamiast drzewa wyszukiwan binarnych uzyli wlaénie tablicy haszujacej.
To prawda, ale okazuje sie, ze mozna jeszcze lepiej — wykorzystujac specyfike
naszego zadania, mozna zaprojektowaé ,tablice haszujaca”, ktéra da nam
rozwigzanie O(n), i to w pesymistycznym przypadku!

Zamiast drzewa bedziemy mieli tablice ¢[0..n — 1]. Odwotania do klucza s beda
realizowane przez komorke t[s mod n], w ktérej bedziemy trzymadé liste par

postaci (klucz s, numer rzutu). Innymi stowy, po i-tym rzucie sprawdzamy, czy

na liscie t[s; mod n] znajduje sie para (s;,j) dla pewnego j. Jedli tak, to zgtaszamy
znalezienie serii o dtugosci ¢ — j, a w przeciwnym przypadku uaktualniamy liste
t[s; mod n], wstawiajac do niej nowa pare (s;,17).

I teraz czas na kluczows obserwacje. Zaltézmy, ze nastapil drugi z powyzszych
przypadkéw. To oznacza, ze na liscie t[s; mod n] moga znajdowaé sie tylko pary
(s',7), gdzie s' = s; + an dla a # 0. Zauwazmy jednak, ze ilekroé¢ nasz licznik
osiggnal pewng wartosé s, to w przysztosci juz nigdy nie bedzie rowny s — n lub
mniejszy, poniewaz po kazdym rzucie mozemy go zmniejszy¢ co najwyzej o 1.
Zatem na liscie nie ma zadnej pary dla a > 0 (bo wtedy byloby s’ > s; + n, co
przeczy temu, ze aktualna wartosé licznika to s;). Co wiecej, skoro pary, ktére
moga pojawié sie na liscie, spelniaja s’ < s; — n, to sytuacja, w ktérej licznik
bytby réwny s’, nigdy juz nie wystapi. Tak wiec przed dodaniem pary (s;,i) do
listy t[s; mod n] mozemy z niej usunaé¢ wszystkie wystepujace na niej pary. Widaé
zatem, ze na zadnej liScie nie bedzie nigdy wiecej niz jednej pary — stad czas
wyszukiwania na lidcie faktycznie bedzie staty.

Tomasz IDZIASZEK

15



Silnik unipolarny z wirujaca bateriag Stanistaw BEDNAREK

FIZYCZNE

Budowa silnika, w ktérym obraca sie
tylko bateria; 1 — magnes neodymowy,
2 — wspornik nieferromagnetyczny,

3 — pinezka, 4 — bateria okragla,

5 — kapselek mosigzny.

W silniku unipolarnym opisanym w poprzednim artykule elementem ruchomym
byl magnes neodymowy z przyciagnietym do niego gwozdziem, natomiast okragta
bateria pozostawala nieruchoma. Teraz odwrécimy te sytuacje i zbudujemy silnik,
w ktorym jedynym elementem ruchomym bedzie bateria. Przed przystapieniem
do doswiadczen nalezy przygotowaé nastepujace przedmioty i materialy: duzy
magnes neodymowy o $rednicy co najmniej 3 cm i wysokosci 2 cm, stalowy
gw6zdz lub wkret, okragta, niealkaliczna baterie typu R20, pinezke, pasek cienkiej,
nieferromagnetycznej blachy (miedzianej, mosieznej albo aluminiowej o wymiarach
10 x 4 cm i grubosci 0,5 mm) oraz mosiezny kapselek od zuzytej baterii plaskiej.
Potrzebne beda réwniez kombinerki, nozyczki o zaokraglonych koncach, wkretak,
okragly pilnik do metalu, mlotek i cienki wodoodporny pisak. Przed przystapieniem
do doswiadczen nalezy obowiazkowo zapoznaé si¢ ze wskazowkami dotyczacymi
bezpiecznego postepowania z magnesami neodymowymi, jakie zamiesciliSmy

w poprzednim artykule.

Z baterii usuwamy obudowe z blachy stalowej. Blache odgina sie za pomoca wkretaka
lub konca noza przy krawedziach, wzdluz ktorych jest ona ztaczona, i nastepnie
$ciagga kombinerkami. Nalezy zachowac tu ostroznoéc¢, zeby nie skaleczy¢ sie ostra
krawedzig blachy i nie powgniata¢ cynkowego kubka oraz nie pokruszy¢ wystajacego
precika weglowego. Kubek cynkowy stanowi ujemny biegun baterii, a precik weglowy
— dodatni. Dla zabezpieczenia si¢ przed skaleczeniem najlepiej uzywaé podczas
tej pracy bawelnianych rekawiczek ochronnych. Bateria musi by¢ niealkaliczna,
poniewaz baterie alkaliczne nie maja cynkowego kubka, a rozgiecie blach obudowy
spowoduje wyciek elektrolitu i zniszczenie baterii. Kolejnym etapem pracy bedzie
natozenie na koniec wystajacego precika weglowego mosieznego kapselka, wyjetego
ze zuzytej baterii plaskiej. W srodku kapselka nalezy wykonaé niewielkie wglebienie,
np. przy uzyciu ostrego konca gwozdzia, w ktérego tebek lekko uderzamy mtotkiem.
Jezeli precik baterii R20 ma zbyt duza $rednice, nalezy go nieco oskrobaé przed
nalozeniem kapselka. Kapselek bedzie stanowil tozysko oporowe silnika i zapewni
jednoczesnie przepltyw pradu. W poblizu konca paska nieferromagnetycznej
blachy nalezy wykona¢ okragly otwér o érednicy nieco wigkszej niz Srednica
zewnetrzna cynkowego kubka baterii R20. Otwér ten najlepiej wycia¢ zgrubnie
nozyczkami z zaokraglonymi koncami i wykonczy¢ pilnikiem. Pasek blachy trzeba
dwukrotnie zgia¢ pod katem prostym, zeby otrzymac wspornik w ksztalcie litery C,
pokazany na rysunku. Wysoko$¢ pionowego ramienia tego wspornika nie powinna
przekracza¢ 1 cm. W dolnym ramieniu wspornika trzeba jeszcze przebi¢ ostrym
koncem gwozdzia maty otworek, przez ktory zostanie wcidnigta od zewnatrz
pinezka. Otworek ten powinien by¢ wykonany pod srodkiem otworu w gérnym
ramieniu wspornika.

Po przygotowaniu opisanych elementéw czas na doswiadczenia z silnikiem.

Na $rodku gornej, plaskiej powierzchni walcowego magnesu nalezy ustawic
wspornik, a w jego otwér wsunac od géry okragla baterie R20 bez stalowej obudowy.
Dzigki ferromagnetycznej pinezce wspornik zostanie mocno przyciagniety do
magnesu. Koniec baterii z kapselkiem nalezy skierowa¢ w dét i oprzec¢ ja na ostrzu
pinezki wchodzacym we wglebienie kapselka. Co wtedy zauwazymy? Okazuje sie, ze
nastepuje powolny obrot baterii. W tym silniku prad elektryczny ptynie od kapselka,
nalozonego na dodatni biegun baterii, przez pinezke i dolne ramie wspornika, do
jego ramienia pionowego i gornego oraz do powierzchni cynkowego kubka baterii.
Wewnatrz baterii prad ptynie radialnie poprzez elektrolit od cynkowego kubka
do precika weglowego. Elektrolit z pradem znajduje sie w pionowym silnym polu
magnetycznym. W tych warunkach na baterie dziala sita elektrodynamiczna,
skierowana poziomo i stycznie do baterii. Moment tej sity powoduje powolny obrét
baterii woké! jej pionowej osi. W tym silniku tatwo mozemy zmienié¢ kierunek
obrotéw przez odwrdcenie biegunéw baterii lub magnesu.

Opisany tu silnik, ze wzgledu na swoja prostote i oryginalnos¢ konstruke;ji,
stanowi interesujacy przyklad wykorzystania praw elektromagnetyzmu. Ale to
nie koniec mozliwosci konstrukeji niezwyklych silnikow unipolarnych. Wiecej

w nastepnym odcinku.
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Powabne wyniki LHCb

Naruszenie kombinowanej symetrii przestrzenno-
-tadunkowej CP (ang. charge-parity), odkryte w latach
sze$cdziesigtych ubieglego wieku w systemie neutralnych
kaonéw, czyli neutralnych mezonéw (standéw zwigzanych
kwark-antykwark) zawierajacych kwark dziwny, byto
sporym zaskoczeniem dla czeéci $rodowiska naukowego.
Poézniej okazalto sig, ze najprostsze wyjasnienie tego zjawiska
wymaga istnienia co najmniej trzech generacji kwarkéow,
podczas gdy w chwili odkrycia jeszcze nie wiedziano

o istnieniu kwarkow, a hadronéw, zawierajacych kwarki
ciezsze niz dziwny, jeszcze nie znano.

Bez naruszenia CP nie sposéb jednak wyjasni¢ przewagi
materii nad antymateria, a wiec i naszego istnienia.

Badanie naruszenia CP oraz rzadkich rozpadéw czastek
zawierajacych masywne kwarki b (ang. beauty, piekno)

i ¢ (ang. charm, powab) jest jednym ze sposob6éw na
poszukiwanie efektéw wykraczajacych poza Model
Standardowy. Rozpady tych czastek zachodza nie tylko
bezposrednio, lecz takze za pomocg wymiany wirtualnych
czastek, wérod ktorych moga znajdowac sie réwniez takie,
ktorych jeszcze nie odkrylidmy. Mato tego, niektore takie
czastki wrecz musza braé¢ udzial w takich procesach, o ile
tylko istniejg i nie sg zbyt masywne. Dlatego badanie tych
rzadkich proceséw naktada ograniczenia na parametry
modeli wykraczajacych poza Model Standardowy.

W tej dziedzinie dominujacg role zaczyna odgrywad
eksperyment LHCb. Jest on jednym z czterech gtéwnych
eksperymentéw przy LHC, ale wyglada i dziata inaczej niz
pozostale. Jego detektor nie otacza punktu oddzialywania
jak najszczelniej, tylko tworzy jednoramienny spektrometr.
Nie tylko jego akceptacja geometryczna jest wiec
wielokrotnie mniejsza, ale rowniez czesto$é zderzen

nie jest maksymalna, tylko dobrana tak, by nie bylo zbyt
wielu oddziatywan w pojedynczym przecieciu wigzek
protonowych. Wiaze sie to ze specyfika rejestracji hadronéw
pieknych. Ich czas zycia wystarcza do tego, zeby zmierzy¢
odlegtos¢ miedzy wierzchotkami produkcji i rozpadu.

Zbyt duzo pierwotnych oddzialywan sprawe by tylko
komplikowato.

Cho¢ w LHCb zachodzi okoto rzad wielko$ci mniej
oddzialywan proton-proton niz w ATLAS-ie czy CMS-ie,
to liczba zarejestrowanych oddzialywan jest najwieksza.
Paradoks bierze sie z wielkosci przypadkéw (z ilosci
zapisywanych informacji). Przypadki LHCb sa duzo
mniejsze, wiec eksperyment, majac do dyspozycji podobng,
przepustowosé, moze pozwoli¢ sobie na duzo wieksza
czestosé ich zapisu.

Okoto jedna trzecia zapisywanych przypadkéw to rozpady
czastek powabnych. Przypadki te sa trudniejsze do
rozwiktania, bo hadrony powabne zyja krocej i sg lzejsze,
ale jest ich produkowanych wiecej, co umozliwia bardziej
selektywny wybér. Gtéwna motywacja badania czastek
powabnych jest nadzieja na stwierdzenie naruszenia CP
w sektorze powabnym.

O tak zwanym bezposrednim tamaniu CP méwi sie wtedy,
gdy np. obserwuje si¢ rézne prawdopodobieristwa rozpadu
czastki D i jej antyczastki D do stanu o okreslonym CP.
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Pomiar polega na wyznaczeniu tzw. asymetrii A
zdefiniowanej jako iloraz réznicy przez sume
prawdopodobienstw przejscia raz czastki, a raz antyczastki
do tego samego stanu koncowego f.

AD ) PR=H-PD=p)

P(D — f)+P(D — f)
W przypadku mezondéw powabnych dobrym sposobem
analizy [1] jest wyznaczenie réznicy asymetrii rozpadéw D°
(neutralny stan zwiazany kwarkéw c i anty ) i anty D° do
stanu koncowego ztozonego z réznych par natadowanych
mezonéw. Raz dziwnych KT K~ (kaonéw), a raz
najlzejszych 777~ (pionéw, zbudowanych tylko z kwarkéw
pierwszej generacji).

A=AD’ - KTK™)— AD® - nFn7)

W tak zdefiniowanej wielkos$ci wktady do asymetrii,
niezwigzane z bezpo$rednim naruszeniem CP, wzajemnie
sie kasuja.

Wedtug Modelu Standardowego naruszenie CP

w rozpadach D° jest mozliwe, ale przewiduje sie, ze
asymetria powinna by¢ rzedu jednego promila. Zmierzenie
jej wartosci powyzej jednego procenta wskazywaloby na
jakis wktad od nowej fizyki.

Pomiar wymaga jeszcze jednego istotnego elementu. Trzeba
umie¢ ustali¢, jaki byt stan poczatkowy. W tym celu
wykorzystuje sie fakt, ze wickszoéé mezonéw D° powstaje
z rozpadu wzbudzonego stanu D*T, a — odpowiednio —
antymezonéw D° z rozpadu D*~. W rozpadach tych,
opré6cz neutralnego mezonu (odpowiednio antymezonu)
powabnego, produkowany jest naladowany pion, po
ktérego znaku mozna poznaé, czy powstat mezon D, czy
antymezon DY. W koncu warto podkregli¢ decydujace
znaczenie wyposazenia LHCb w detektory RICH, ktore,
dzigki rejestracji promieniowania Czerenkowa, pozwalaja
na odréznienie natadowanych kaonéw od piondow.

Zmierzona réznica asymetrii wyniosta [1]
A = (—0,82 £ 0,24)%, co jest pierwszym wynikiem istotnie
(choé w umiarkowanym stopniu) réznym od zera.

Niestety, wartos¢ taka moze by¢, choé z trudem, wyjaéniona
w ramach Modelu Standardowego.

Nie potwierdzamy ani nie zaprzeczamy

Tak, moim zdaniem, nalezy rozumie¢ informacje przekazana
przez eksperymenty ATLAS i CMS 13 grudnia 2011 roku [2].

Jezeli poszukiwany bozon Higgsa istnieje w najprostszej
postaci przewidzianej przez Model Standardowy, to powinien
mieé¢ mase miedzy 115 a 127 GeV /c?.

Zgodnie z zasadami logiki powyzsze zdanie jest prawdziwe
rowniez wtedy, gdy taki obiekt w przyrodzie nie wystepuje.

Inna rzecz, ze dokladnie tam sie go spodziewamy (jezeli
istnieje) i to nie tylko wtedy, gdyby byt standardowy.

Poki co: ,pitka jest okragta, a bramki sg dwie”, co najwyzej
ustalilismy boisko.

Piotr ZALEWSKI

[1] LHCDb Collaboration, Evidence for CP wviolation in time-integrated
D® — h™hT decay rates, https://cdsweb.cern.ch/record/1404248/
files/LHCb-PAPER-2011-023.pdf

[2] https://indico.cern.ch/conferenceDisplay.py?confId=164890
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Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koica miesigca n 4 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwoch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadno$cig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspdélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe 0s6b, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegétowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Zadania z fizyki nr 532, 533
Redagugje Jerzy B. BROJAN

532. Ciezarek o masie m; wisial na sprezynce o stalej sprezystosci k i drgat

z amplituda A;. Z géry sypie sie w tempie v = dm/d¢ cienki strumien piasku,
ktéry spada ze stala predkoscia v, (stala wskutek np. dzialania sily oporu
powietrza). Piasek pada na ciezarek i przykleja sie, dalej drgajac razem z nim.
Po czasie dlugim w poréwnaniu z okresem drgan masa cigzarka wraz z piaskiem
wzrosta do wartosci me. Znalezé koncowa amplitude drgan. Zalozyé¢, ze predkosé
ruchu ciezarka nie przekraczata predkosci spadku piasku.

533. Wodér Hy znajduje sie w temperaturze 300 K pod ci$nieniem 100 Pa
w naczyniu o stalej objetosci. Ile bedzie wynosi¢ cisnienie w naczyniu, jesli
ogrza¢ wodér do temperatury 3 - 10 K?

Rozwigzania zadan z numeru 10/2011

Przypominamy tres¢ zadan:

524. Kula o masie m; = 2 kg, poruszajaca si¢ z predkodcig poczatkowa v1 = 1 m/s, zderzyla si¢
centralnie i doskonale sprezyscie z kula o masie ms, poczatkowo spoczywajaca. Druga kula zderzyta
si¢ w podobny sposéb z trzecig kula o masie mg, ta z kolei z czwarta, czwarta z piata itd. az do
kuli o numerze 2011. Dana jest masa ostatniej kuli mop11 = 1 kg. Dobraé¢ masy posrednie tak, aby
ostatnia kula uzyskala najwiekszg predkosé, przy ustalonych wartosciach mi, vi i mao11. Ile wynosi
ta najwigksza predko$é¢? Pomingé efekty zwigzane z obrotem kul.

525. Do naczynia nalano stonej wody, a na wierzch — wody czystej, tak ze wysoko$¢ stupa wody
wynosi h = 30 cm, a gestos¢ zmienia sie liniowo z wysokoscig od pg =1 g/cm3 przy powierzchni
dop1 =1,1 g/01113 przy dnie. W polowie gl¢bokosci naczynia plywa w stanie réwnowagi nurek
Kartezjusza — niewielka probéwka ze szkla o gestosci ps = 3 g/cms, zawierajaca pewng ilo$é
powietrza i otwarta od dolu. Czy ten stan réwnowagi jest trwaly ze wzgledu na male przesunigcia
pionowe nurka? Ci$nienie atmosferyczne wynosi p, = 10° Pa.
524. Gdy funkcja wielu zmiennych osiaga maksimum, jest to takze jej
maksimum jako funkcji kazdej ze zmiennych oddzielnie (gdy pozostale zmienne
uwazamy za stale). Rozwazmy wiec trzy kule o numerach i, i + 1 oraz i + 2.
7 zasad zachowania energii i pedu oraz warunku zerowej predkosci poczatkowej
kul 7 4+ 117+ 2 wyprowadzamy standardowe wzory
- 2mivi - 2mi+1 Vi4+1 - 2mi 2mi+1
Vil = —————, Uiy2 = = Uy
My + M1 Mitr1 + Mip2 My + Mip1 Mip1 + Miy2
Nalezy wyznaczy¢ maksimum ostatniego wyrazenia ze wzgledu na zmienna m; 1.
Nietrudno sprawdzié, ze jest ono osiagane dlam;4; = /m;m;12, tzn. masy powinny

tworzy¢ ciag geometryczny. llorazem tego ciggu jest ¢ = 29%/mag11 /m1 = 0,999655,
natomiast predkosci tworza ciag o ilorazie 2/(1 + ¢). Zatem

9 2010
v =v| ——————— = 1,4142 m/s.
2011 1 (1 n (1/2)1/2010> /
Dopiero na dalszych miejscach po przecinku wynik rézni si¢ od /2 m/s. Energia
kinetyczna ostatniej kuli jest wiec prawie dokladnie rowna poczatkowej energii

kinetycznej (po zderzeniach z kula poprzednia i nastepna kazda z kul pozostaje
prawie nieruchoma).

525. Przemieszczenie nurka o maty odcinek dh w gore powoduje spadek sity
wyporu o wielkos¢ dF; wynikajaca ze spadku gestosci wody
[dFy| = (V + Vi)gdp,
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Rozszerzona czotéwka ligi zadaniowej

Klub 44 F
po 521 zadaniach
Tomasz Wietecha (Tarnéw) 7-43,71
Jacek Piotrowski (Rzeszéw) 1-38,72
Marian Lupiezowiec (Gliwice) 37,70
Tomasz Rudny (Warszawa) 35,20

Andrzej Nowogrodzki
(Chocianéw)  2-33,19

Michal Kozlik (Gliwice) 1-28,33
Dariusz Wilk (Rzeszéw) 26,57
Radostaw Poleski (Kotobrzeg) 23,47
Krzysztof Magiera (Losiéw) 2-17,02
Ryszard Wozniak (Krakéw) 16,47

Lista obejmuje uczestnikéw, ktérzy
przystali co najmniej jedno rozwigzanie
zadania z rocznikéw 2009-2011 oraz
majg w biezacej rundzie na swoim koncie
co najmniej 15 punktéw. Cyfra przed
kreska wskazuje, ile razy uczestnik zdobyt
juz 44 punkty.

Weterani Klubu 44 F (w kolejnosci
uzyskiwania statusu Weterana):

P. Batla, D. Lipniacki, A. Sikorski,

A. Surma (4), P. Gworys, A. Idzik (10),
T. Wietecha (7), J. Lazuka, M. Wéjcicki,
J. Witkowski (jesli uczestnik zdobyt

44 punkty wigcej niz 3 razy, podana
zostala odpowiednia liczba).

Pozostali czlonkowie Klubu 44 F
(alfabetycznie):

»dwukrotni”: J. Lipkowski, K. Magiera,
A. Nowogrodzki, P. Perkowski;

sjednokrotni”: A. Borowski, P. Gadzinski,
Z. Galias, A. Gawryszczak, A. Gluza,

W. Kacprzak, K. Kapcia, M. Kozlik,

M. Lacki, B. Mikielewicz, L. Motyka,

R. Musial, J. Piotrowski, T. Rawlik,

R. Repucha, J. Stelmach, L. Szalast,

T. Tkocz, P. Wach.

PL= PO .

gdzie V jest objetoscia powietrza w nurku, V; — objetoscia szkta, a dp = o

7Z drugiej strony, nastapi wtedy wzrost sity wyporu o wielko$é
dfy = pgrgdV,
gdzie pg = %(po + p1), a dV jest wzrostem objetosci, bedacym skutkiem spadku
ci$nienia i rozprezenia powietrza w nurku. Warunkiem réwnowagi trwalej jest
dFy| > dFy, czyli (V + Vs)gL}L”Odh > pargdV.
Wyznaczamy dV na podstawie prawa przemiany izotermicznej, gdyz powietrza
w nurku jest niewiele i kontakt ze $ciankami zapewnia stalo$¢ temperatury.
Zatem pdV + Vdp = 0, albo
d
av — vl
Dsr
gdzie |dp| = psrgdh, a pg jest cidnieniem w polozeniu réwnowagi nurka, czyli
suma ci$nienia atmosferycznego i cisnienia gérnej potowy shupa wody. Srednia
gesto$¢ wody w gornej polowie wynosi %(Spo + p1), zatem

1 1
Dér = Pa + 1(300 + Pl)g§h~

W ostatnim kroku zauwazamy, ze z warunku réwnowagi, przy pominieciu masy
powietrza w nurku, wynika rownanie

psr(v + V:e) == psvs~
Po przeksztalceniach dochodzimy do warunku rownowagi trwaltej w postaci
ps  PL—P0 _ Peld
——= = tas
ps—ps  h Dsr
Dla podanych wartosci liczbowych warunek ten jest spelniony z duzym
naddatkiem (lewa strona jest prawie 5-krotnie wigksza od prawej).

* * *

Oto kilka uwag na temat rozwiazan nadestanych przez naszych Czytelnikow.

Zadanie 511 [Przeplyw cieczy lepkiej przez rurke] (wspoétczynnik trudnosci
WT = 1,60, liczba poprawnych rozwiazan LPR = 4). Zadanie okazalo sie

ze strony redaktora Ligi ztym pomystem: czterech korespondentéw

(M. Kozlik, A. Idzik, T. Wietecha i J. Witkowski) przystalo

dobre rozwiazania, ale wszyscy powolali sie na ,podrecznikowy” wzoér
Hagena—Poiseuille’a i jego standardowe wyprowadzenie. Dobre zadanie ligowe
powinno natomiast wymagaé¢ od rozwiazujacych przede wszystkim inwencji,
a nie erudycji.

Zadanie 513 [Adiabatyczne sprezenie gazu, w ktérym unosi sie banka mydlanal
(WT = 3,15, LPR = 1). Obok poprawnego (ale numerycznego i przez to
niezbyt eleganckiego) rozwiazania A. Idzika nalezy wyrdzni¢ rozwiazanie

A. Nowogrodzkiego, odwotujace sie¢ do prostej argumentacji ,,... dla matego
promienia banki cidnienie jest wicksze niz dla banki o duzym promieniu.
Przesuwajac tlok, sprezamy gaz, Srednica banki zmaleje, a ciSnienie wewnatrz
wzrosnie nieproporcjonalnie bardziej. Wigkszy wzrost cisnienia spowoduje
wiekszy wzrost temperatury...”. Chyba ocena tej pracy tylko na 0,4 byta
krzywdzaca, prosimy o wybaczenie!

Zadanie 518 [Zrédlo dzwieku porusza sie jednostajnie po prostej, badamy
wykres czestotliwosci rejestrowane] przez mikrofon polozony z boku]

(WT = 3,05, LPR = 1). Chociaz szesciu Czytelnikéw przystapilo do
rozwigzania, tylko A. Idzik i T. Wietecha wzieli pod uwage zasadniczy punkt
— rozréznienie czaséw wystania i odebrania sygnatu. Z tej dwdéjki tylko p. Idzik
doszedl do poprawnego wniosku.

Zadanie 520 [Male drgania ciezarkéw wiszacych na nici przetozonej przez blok
ekscentryczny] (WT = 1,83, LPR = 4). Wyniki T. Wietechy i M. Kozlika
okazaly sie prawidlowe, cho¢ wyprowadzone przy dziwnym zalozeniu, ze calo$é
uktadu drgajacego jest bryla sztywna. Poza nimi do$é¢ dobre byty jeszcze
rozwiazania J. Piotrowskiego i A. Idzika.
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Klub 44

1-44

Termin nadsytania rozwigzan: 30 IV 2012

Lista uczestnikéw ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
623 (WT = 1,09) i 624 (WT = 2,27)

z numeru 6/2011

Piotr Sobczak 44,68
Tomasz Warszawski 2-42,26
Pawel Kubit 4-40,94
Janusz Olszewski 12-40,27
Tomasz Tkocz 2-38,41
Zbigniew Skalik 1-37,25
Michal Miodek 35,88
Roksana Stowik 34,62
Zbigniew Sewartowski 1-31,04
Rami Marcin Ayoush 30,55
Jan Czardybon 30,48
Andrzej Daniluk 2-29,74
Andrzej Dorobisz 29,11
Adam Dzedzej 1-28,56
Jerzy Cisto 8-28,30
Pawel Labedzki 26,92
Krzysztof Kaminski 1-25,94
Tomasz Kochanek 24,75
Witold Bednarek 5-24,70
Jerzy Witkowski 5-24,14
Tomasz Wietecha 8-23,80

Tomasz Czajka 23,20

Andrzej Idzik 1-22,68
Krzysztof Dorobisz 3-22,64
Michal Kozlik 22,17

Legenda (przykladowo): stan konta
8-23,80 oznacza, ze uczestnik juz
o$miokrotnie zdobyt 44 punkty,

a w kolejnej (dziewigtej) rundzie ma
23,80 punktu.

W tej kolejce 44 punkty przekroczyt
Piotr Sobczak — to nowe nazwisko
w naszym Klubie.

Zestawienie obejmuje wszystkich
uczestnikéw ligi, ktérzy spelniaja
nastepujace dwa warunki:
— stan ich konta (w aktualnie
wykonywanej rundzie) wynosi
co najmniej 20 punktéw;
— przystali rozwigzanie co najmniej

jednego zadania z rocznika 2009, 2010

lub 2011.

Nie drukujemy wig¢c nazwisk tych

uczestnikéw, ktérzy rozstali sie z liga trzy
lata temu (lub dawniej); oczywiscie jesli
ktokolwiek z nich zdecyduje si¢ wréci¢ do

naszych matematycznych tamigtéwek,
jego nazwisko automatycznie wréci
na liste. Serdecznie zapraszamy!

Zadania z matematyki nr 635, 636

Redaguje Marcin E. KUCZMA

635. Niech A, B,C, D, K beda piecioma réznymi punktami, lezacymi na
jednym okregu. Odlegtosci punktu K od prostych AB, BC,CD, DA wynoszg

odpowiednio a, b, ¢,d. Znalez¢ wzoér algebraiczny, pozwalajacy wyznaczy¢
dowolna z liczb a, b, ¢, d, gdy znane sg trzy pozostate.

636. Ciag (x,) jest okreslony rekurencyjnie:

1 1
ro=1, @Tpy = 1+x—2—x— dlan=0,1,2,...

Wykazaé, ze ciag (2"x,,) jest zbiezny i obliczy¢ jego granice.
Zadanie 636 zaproponowal pan Witold Bednarek z f.odzi.

Rozwigzania zadan z numeru 10/2011

Przypominamy tresé¢ zadan:

627. W okienka tabeli prostokatnej o rozmiarach n x 2 (n wierszy, 2 kolumny, n > 2) wpisujemy
liczby od 1 do 2n, losowo, z jednakowym prawdopodobienstwem kazdego rozmieszczenia. Ktére
z nastegpujacych zdarzen jest bardziej prawdopodobne?

(A) W doktadnie jednym wierszu znajdzie si¢ para liczb réznigcych sie o 1.

(B) W zadnym wierszu nie znajdzie si¢ para liczb réznigcych si¢ o 1.

628. Niech f:R — R bedzie funkcja Scisle rosnaca, odwzorowujaca zbiér wszystkich liczb
wymiernych Q na caly zbiér Q. Czy stad wynika, ze funkcja f jest przedziatami liniowa (tzn. ze
R jest sumg skonczenie lub nieskonczenie wielu przedziatéw dodatniej dlugosci, o rozlacznych
wnetrzach, i w kazdym z tych przedzialéw f jest liniowa)?

627. Wezmy pod uwage dowolne rozmieszczenie typu (B). Niech m bedzie liczba
sasiadujaca w wierszu z liczba 1; zatem m > 3. Wykonujemy nastepujaca operacje:

Kazda liczbe k € {2,...,m — 1} zmniejszamy o 1, za$ jedynke zastepujemy przez m — 1;
pozostalych liczb nie zmieniamy. (Na ilustracji przyktadowe rozmieszczenie typu (B) dla
n =5, w ktérym m = 7, oraz nowe rozmieszczenie, powstale w wyniku opisanej operacji).

5 8 4 8
10 6 10 5
2 4 — 1 3
71 7 6
9 3 9 2

W nowym rozmieszczeniu widzimy wiersz, w ktérym sasiaduja ze soba dwie

liczby réznigce sie o 1, mianowicie m — 1 i m. Jest to jedyny taki wiersz — bowiem
w pozostalych wierszach modut réznicy miedzy oboma wyrazami albo si¢ zwigkszyt,
albo pozostal niezmieniony. Uzyskaliémy wigc rozmieszczenie typu (A).

Zauwazmy, ze widzac uzyskane rozmieszczenie, jesteSmy w stanie jednoznacznie
odtworzy¢ rozmieszczenie wyjsciowe: mamy wiersz z liczbami m — 1 1 m; trzeba
zastapi¢ m — 1 przez jedynke, za$ kazda liczbe j € {1,...,m—2} trzeba zwigkszyé o 1.

Opisana operacja okresla zatem réznowartosciows funkcje ze zbioru rozmieszczen typu (B)
do zbioru rozmieszczen typu (A). Jednak nie na caly 6w zbiér. Przeciez rozmieszczenie
typu (A) moze mie¢ w jednym wierszu liczby 1, 2 (a w pozostalych wierszach pary liczb,
r6znigcych sie wiecej niz o 1). Natomiast opisana operacja produkuje rozmieszczenia

z pojedynczymi wierszami postaci [m — 1, m] lub [m,m — 1], gdzie m > 3.

Whiosek: jest wigcej rozmieszczen typu (A); wylosowanie takiego rozmieszczenia jest
bardziej prawdopodobne niz typu (B).

628. Nie wynika. Prosty kontrprzyktad: okreslamy funkcje f najpierw w przedziale (0; 1)

wzorem
T 2

fla) = 22—z 2—=z -1
Jest ona w tym przedziale $cisle rosnaca, $cisle wypukta i odwzorowuje przedzial (0;1)
na caly ten przedzial; tatwo wyznaczy¢ funkcje odwrotna;:
) = =2 - dlaye (i),
Widaé, ze jezeli z, y sa liczbami wymiernymi z przedziatu (0;1), to f(z), f~(y) tez
sa liczbami wymiernymi z przedziatu (0;1). Zatem obrazem zbioru Q N (0;1) jest
ten sam zbior.

dla z € (0;1).
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Weterani Klubu 44 M (w kolejnosci
uzyskiwania statusu Weterana):

J. Janowicz (8), P. Kaminski (5),

M. Gatecki (5), J. Uryga (4),

A. Pawlowski (4), D. Sowizdrzal,

T. Rawlik (6), M. Mazur, A. Bonk,

K. Serbin, J. Ciach (5), M. Prauza (4),
P. Kumor (11), P. Gadzinski (7),

K. Jedziniak, J. Olszewski (12),

L. Skrzypek (4), H. Kornacki,

T. Wietecha (8), T. Jézefczyk,

J. Witkowski (5), W. Bednorz,

B. Dyda (5), M. Peczarski,

M. Adamaszek, P. Kubit (4),

J. Cisto (8), W. Bednarek (5),

D. Kurpiel, P. Najman (5), M. Kieza (4),
M. Kasperski, K. Dorobisz, A. Woryna

(jesli uczestnik przekroczyl barierg
44 punktéw wiecej niz trzy razy,
sygnalizuje to liczba w nawiasie).

Pozostali cztonkowie Klubu 44 M
(alfabetycznie):

»dwukrotni”: Z. Bartold, A. Czornik,

A. Daniluk, Z. Galias, P. Jedrzejewicz,

H. Kasprzak, T. Komorowski, Z. Koza,

J. Lazuka, J. Malopolski, J. Mikuta,

E. Orzechowski, R. Pagacz, K. Patkowski,
K. Piéro, J. Siwy, S. Solecki, T. Tkocz,
T. Warszawski, G. Zakrzewski;

sjednokrotni”: T. Bieganski,

W. Boratynski, M. Czerniakowska,

A. Dzedzej, P. Figurny, M. Fiszer,

L. Garncarek, L. Gasinski, A. Gluza,

T. Grzesiak, K. Hryniewiecki, A. Idzik,
K. Jachacy, M. Jastrzebski, A. Jézwik,
K. Kaminski, G. Karpowicz, J. Klisowski,
J. Kraszewski, A. Krzysztofowicz,

T. Kulpa, A. Langer, R. Latala,

P. Lipinski, P. Lizak, M. Lupiezowiec,

J. Mandziuk, B. Marczak, M. Marczak,
M. Matlega, R. Mazurek, H. Mikotlajczak,
M. Mikucki, J. Milczarek,

R. Mitraszewski, M. Mostowski,

W. Olszewski, R. Pikuta, B. Piotrowska,
W. Pompe, M. Roman, M. Rotkiewicz,
A. Ruszel, Z. Sewartowski, F. S. Sikorski,
Z. Skalik, A. Smolczyk, P. Sobczak,

M. Spychata, Z. Surduka, T. Szymeczyk,
W. Szymeczyk, K. Trautman, P. Wach,

K. Witek, A. Wyrwa, M. Zajac, Z. Zaus,
K. Zawistawski, P. Zmijewski.

Rozszerzamy f do funkcji R — R, przesuwajac jej wykres o wektor [1,1] i jego
catkowite wielokrotnosci. Formalnie: przyjmujemy
flk+r)=k+ f(r) dla keZ, re{0;1).
Tak rozszerzona funkcja f jest Scisle rosnaca; w kazdym z przedzialéw (k; k + 1)
jest Scisle wypukta — wiec nie jest liniowa w zadnym przedziale dtugosci dodatnie;j.
Wreszcie, jest jasne, ze obrazem zbioru Q jest caly zbiér Q.
* % %

Poczatek tegorocznego omoéwienia ligi zadaniowej mozna by wlasciwie skopiowaé
z omoéwienia zesztorocznego: byto kilka bardzo fajnych zadan — a najlepsze zadania
pochodzity z propozycji uczestnikéw ligi.

Na szczegdlng uwage zastuguje niebanalna nier6wnosé (616) oraz intrygujaca
konfiguracja geometryczna (618). W obu tych zadaniach — jak i w paru innych,
wlaczonych do omoéwienia — to uczestnicy znajdowali najciekawsze rozwiazania, bardzo
oryginalne i z reguly zgrabniejsze od proponowanych przez nas rozwiazan ,firmowych”.

Jak co roku, przedstawiamy wybrane rozwiazania, w formie (z koniecznosci) bardzo
skrotowej. Wszystkich Czytelnikéw, ktérzy lubig tego typu zadania, mocno zachecamy
do uzupetnienia szczegbétow w owych rozumowaniach i do ich starannego przesledzenia;
one naprawde¢ na to zastuguja.

Niebagatelny udziat w ich dostarczaniu miat uczestnik, bedacy aktualnie niezagrozonym
liderem zmagan ligowych — majacy w dorobku dwanascie czterdziestoczteropunktowych
rund. I nic nie wskazuje, by ktérakolwiek kolejna runda miata byé juz ostatnial. ..

Zadanie 607 [X = {1,...,n}, n > 3; znalez¢ maxm : 3 A,,..., Ay, C X Vi,j (i #j):
Ai & Ay, |Ail # |A;]] (wspblezynnik trudnosci WT = 2,59; liczba poprawnych rozwigzan
LPR = 38). OdpowiedZ: maxm = n — 2. Latwo uzyskaé oszacowanie m < n — 2, trudniej
wykona¢ konstrukcje, realizujaca réwnosé. W prawie wszystkich pracach (R. M. Ayoush,
T. Ciesla, J. Cislo, A. J6zwik, T. Kochanek, P. Kumor, W. Nadara) byta to
indukcja wzgledem n, jak w rozwiazaniu firmowym. Z jednym wyjatkiem (J. Olszewski)
— metoda zaskakujaca oryginalnoscia: A1 = {1}, An—2 = {3,4,...,n};

dlal<k< |%52]: Ap={2i:1<i<k—-1}U{2k—1};

dla [2572| <k<n—2 Ay={2:1<i<n-2-k}U{j:2n—1-2k<j<n}
(aby zrozumieé, jak to dziata, warto dla ilustracji wypisaé sobie te zbiory dla kilku
niewielkich wartosci n). Wszystko si¢ zgadza! (sprawdzenie zupelnie mechaniczne).

Zadanie 610 [ay =1, a2 =3, an = 2ap—1 + an—2 (n>3); k>20=Vn:a, Z0
(mod 8k + 5)] (WT = 3,03; LPR = 3). Trzy dobre rozwiazania (T. Kochanek,
J. Olszewski, J. Cisto) nie ro6znily si¢ istotnie od rozwiazania firmowego (M. Kieza).

Zadanie 613 [Skoniczenie wiele okregéw na plaszczyznie, kazdy styczny zewnetrznie

do pieciu innych] (WT = 2,66; LPR = 10 (137)). Zadanie okazalo si¢ dobrze znane

i tatwe do znalezienia w réznych publikacjach — z reguly z nastepujacym rozwigzaniem:
okregi wpisane w Sciany dwunastoscianu foremnego leza na jednej sferze; kazdy jest
styczny do pieciu innych; rzut stereograficzny z dowolnego punktu sfery, potozonego
,ha zewnatrz” wszystkich tych dwunastu okregbéw, przenosi je na ptaszczyzne.

Takie wtasnie rozwiazanie znalazto sie¢ we wszystkich pracach, ocenionych maksymalnie.
Nieco nizsze oceny (z powodu luk w uzasadnieniach) otrzymaly prace, w ktorych
rozumowanie nie wychodzito poza ptaszczyzne (lokalizacja $rodkéw okregéw w punktach
przeciecia réznych stozkowych badz tez ciggla deformacja pewnej konfiguracji
wyjéciowej, az do osiagniecia konfiguracji wymaganej); uzyskiwano rézne liczby okregéw,
niekoniecznie dwanadcie.
Mniej niz 12 si¢ nie da; zas liczby 5 z tresci zadania nie mozna zastapi¢ wigksza; takim
komentarzem, z uzasadnieniem, opatrzyli swoje prace R. M. Ayoush oraz B. Romanski.
2 2 2
(y2+ 2) (22+ z) (ﬂi+ NS 6] (WT = 3.36;
e+ yz Y° + zx z2° +xy
LPR = 5). Tozsamo$¢ z rozwigzania firmowego znalezli Pawel Najman oraz
Janusz Olszewski, ktéry podatl jeszcze dwa inne dowody (!); oto ich skréty.

Zadanie 616 [Vz,y,z > 0:

Drugi dowdd: po przemnozeniu przez wspdlny mianownik i przegrupowaniu dostajemy
do udowodnienia, ze A, + A, + A, >0, gdzie A, = (y — 2)*(y + 2)(y + z — ) (z® + y2)
[Ay, A. analogicznie]. Przyjmujac > y > z, mamy (nietrudno)

(P 4 z2) 2P (@ +y2), Y @—2)>2 22 (y—2)°, s4z>y+z, c4z—y>r—y—z;
wymnozenie stronami daje (po skréceniu przez z?y® i przeksztalceniu) nieréwnoéé

Az + Ay > 0; oczywiscie A, > 0; gotowe!
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Trzeci dowdd: stosujac nieréwnosé Cauchy’ego—Schwarza, mamy

Y vt Y U (Y 02)

(sumy (z,y, z)-cykliczne); wystarczy wiec dowiesé, ze

) (Cw+2?) ~ 63w +uaw+ 27 >0

— a to prawda, bo lewa strona (1) da sie zapisaé jako 6R + 45, gdzie
R=Yyz(y—2)>20,5 = 2%z —y)(z — 2) > 0 (nierébwnosé Schura).

Bardzo oryginalne (niesymetryczne) przegrupowanie sktadnikéw zadanej nieréwnosci
(po uprzednim pomnozeniu przez wspdlny mianownik) wymyslit Piotr Sobczak,
zapisujac nieréwnos$¢ w postaci

(2) P1p2p3pa + q192q3qs = 0,

gdziepr =222 —y? — 2% po =2 — 2, ps =x —y + 2, pa = y> + x2, zad ¢; powstaje
z p; przez zamiane x < y. Przyjmujac x > y > z, mamy wszystkie p; > 0; ponadto
g2,qa = 0. Jezeli teraz qiqs > 0, to (2) zachodzi. Pozostaje mozliwosé, ze albo

q1 < 0 < g3, albo g1 > 0 > g3. Nietrudno pokazac, ze w pierwszym przypadku

P12 —Qq1, P2 2 G2, P3P4 = q3q4, @ W drugim p1ps4 > q1qa, p2p3s = —q2q3; W kazdym
z tych przypadkéw wymnozenie napisanych nieréwnosci prowadzi wprost do tezy (2).

Witold Bednarek takze zauwazy! (korzystajac z wypuktosci funkcji ¢ — 1/t), ze
wystarczy udowodnié¢ nieréwnosé (1). Zakladajac, ze © > y > z, i traktujac y, z jako
ustalone, wykazal, ze lewa strona (1) jest niemalejaca funkcja zmiennej z € (y; 00)
(analiza pochodnych pierwszego i drugiego rzedu). Teza (1) zachodzi dla = = y, wiec
i dla wszystkich x > y.

Jeszcze jedno rozwigzanie z uzyciem pochodnych, bardziej uciazliwe rachunkowo, ale
bezbledne, przedstawit Zbigniew Sewartowski.

Zadanie 618 [Réwnoleglobok ABCD; punkt P wewnatrz; M, N — $rodki CD, AD;
|[IMP|=|MA|; INP| = |NC|; Q — $rodek BP = |XPAQ| = |<PCQ|] (WT = 3,4T;
LPR = 3). Cztery $wietne dowody, zgrabniejsze niz firmowy (nie kidci si¢ to z réwnoscia
LPR = 3, bo dwa dowody sa w pracy jednego uczestnika — zgadnijcie, kogo).

Jerzy Cislo i Janusz Olszewski rozumuja tak: proste AB i CN przecinaja si¢

w punkcie R; kat C' PR jest prosty (oparty na srednicy okregu o §rodku N). Punkt A jest
srodkiem BR, wiec AQ||RP; stad |[<PAQ| = |<APR| = |XAPC|—90°. Analogicznie
|[<PCQ| =|xXAPC|—90° (podobne to troche do firmowego, ale jednak prostsze).

Marek Spychala i Janusz Olszewski (drugi sposéb!) wprowadzaja srodek S
odcinka C'P, powstaje réwnoleglobok ANSQ. Odcinek CP jest prostopadly do
swojej symetralnej NS, wiec i do prostej AQ. Analogicznie AP 1 CQ. Zatem P to
ortocentrum tréjkata ACQ i teza gotowa.

Zadanie 619 [Szachownica n x n pokryta ptytkami 2 x 2; liczba ptytek > 2(n? —n)/3
= mozna usunaé jedna ptytke, szachownica nadal bedzie pokryta] (WT = 2,65;

LPR = 6). Dobre rozwiazania (R. M. Ayoush, J. Cislo, J. Fiett, T. Kochanek,
M. Miodek, J. Olszewski) w wigkszosci nie odbiegaly od firmowego; jedno lub dwa
byly bardziej zawite.

J. Olszewski wskazal ponadto mozliwo$¢ wzmocnienia wyniku (przez bardziej
staranne zliczanie krotnosci pokrycia pél szachownicy): dla n > 7 teza zachodzi juz
przy zalozeniu, ze liczba plytek > 4n2/7.

Zadanie 621 [AABC; okrag wpisany ($rodek I) styczny do BC, CA, AB w punktach
X,Y, Z; prosta BC przecinaYZ w P = IP 1 AX] (WT = 3,00; LPR = 8). Uczestnicy
znajacy pojecie i wlasnosci biegunowej (R. M. Ayoush, J. Garnek) mieli zadanie wrecz
za darmo: punkt P lezy na biegunowej (Y Z) punktu A wzgledem okregu wpisanego, zatem
(z dualnosci) punkt A lezy na biegunowej punktu P wzgledem tego okregu. Punkt X tez
na niej lezy, wiec prosta AX jest owg biegunowa — oczywiscie prostopadla do IP.

Na uwage zastuguje tez eleganckie rozwigzanie, ktére podal Tomasz Kochanek:
inwersja wzgledem okregu wpisanego przeksztatca prostag AX na pewien okrag,
przechodzacy przez punkt I (Srodek inwersji) i przez punkty

X oraz M —$rodek odcinka Y Z (obraz punktu A). Katy IX P, IM P
sa proste, zatem odcinek I P jest Srednica tego okregu — jest wiec
do niego prostopadly. Inwersja zachowuje prostopadlosé; stad TP L AX.

Inne dobre rozwigzania: J. Cisto, J. Olszewski, T. Wietecha, P. Sobczak, P. Najman.
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Stowarzyszenie na rzecz Edukacji Matematycznej

/MY

www.sem.edu.pl
Nowa formula Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistow

W biezacym roku szkolnym VII Olimpiada Matematyczna Gimnazjalistow zostata
przeprowadzona w nowej, eksperymentalnej formule. Zawody stopnia pierwszego,
odbywajace sie dotychczas wylgcznie w systemie korespondencyjnym, zostaty
rozbudowane o czes¢ testowa, w ktorej wzieto udziat ponad 14 000 ucznidéw

z 1270 szkét. Zmiana formuly przyniosta nie tylko duze zainteresowanie samym
testem, lecz takze wplynela znaczaco na zwiekszenie liczby uczestnikéw z czesci
korespondencyjnej, a wiec na zainteresowanie OMG w statej, wypracowanej formule.
Nowe elementy OMG okazaly si¢ atrakcyjne nie tylko dla uczniéw w Polsce:

w zawodach OMG uczestniczyly trzy polskie szkoty z Wilna. Nowoscig byt takze udzial
Gimnazjum nr 68 z Krakowa, bedacego czedcig osrodka szkolno-wychowawczego dla
dzieci niewidomych i stabowidzacych. Uczniowie tej placéwki zmagali sie z brajlowska
wersja zadan testowych.

Test sktadat si¢ z 15 zadan zamknietych i sprawdzal przede wszystkim predyspozycje
ucznia w kierunku umiejetnosci logicznego wyciggania wnioskéw i poshugiwania

sie podstawowymi pojeciami matematycznymi. Kazde zadanie testowe sktadalo sie

z trzech stwierdzen, a uczen miat podaé jedynie odpowiedz, czy dane stwierdzenie jest
prawdziwe. Jesli uczestnik udzielil trzech poprawnych odpowiedzi w obrebie jednego
zadania, otrzymywal 1 punkt, dwie poprawne odpowiedzi byly warte 1/2 punktu.

W pozostalych przypadkach uczen nie otrzymywalt punktéow. Nieudzielenie odpowiedzi
byto traktowane jak udzielenie odpowiedzi btednej.

Taki sposéb przyznawania punktéw stal sie pretekstem do Srednia uzyskanych ocen w calym kraju wyniosta
stosowania réznych strategii. Jedno z zadan testu brzmiato: 6,2 punktéw. Oznacza to, ze test byl dos¢ trudny.

4. Towar X podrozal o 20%, a towar Y podrozat o 50%, Najmniej poprawnych odpowiedzi (niecate 24%) padto
w efekcie czego oba towary kosztuja tyle samo. Wynika w podpunkcie b) nastepujacego zadania:

z tego, ze przed podwyzka

a) towar X byl o 20% drozszy od towaru Y

11. Prostokat ABCD jest zawarty w kwadracie o boku

b) towar X byl o 25% drozszy od towaru Y dtugosci 1 i zaden z punktéw A, B, C, D nie lezy na brzegu
¢) towar X byt o 30% drozszy od towaru Y. tego kwadratu. Wynika z tego, Ze
a) AB-BC < 1;
W zadaniu tym, oczywiscie, co najwyzej jedna b) AB < 1;
odpowiedz jest poprawna. Nie majac pojecia ktora, c) AC < V2.

mozna strzela¢ — w dobra odpowiedz trafimy wtedy

z prawdopodobienstwem 1/3 (zaktadajac jednak, ze
uktadajacy test nie byli ztosliwi i nie podali trzech btednych
wynikéw). Zatem lepsza w takiej sytuacji wydaje si¢ strategia

7Z kolei w nastepujacym zadaniu najmniej uczestnikéw, bo
niespelna 8%, otrzymalto 1 punkt. W zadaniu tym takze
najwiecej uczniéw (ponad 70%) uzyskalo 0 punktéw.

deterministyczna: zaznaczenie wszystkich odpowiedzi 14. Liczba \/m ~ V3 jest

jako ,Nie” gwarantuje otrzymanie co najmniej 1/2 punktu.

a) catkowita;

Nietrudno obliczyé, ze wartosé oczekiwana sumy uzyskanych b) niewymierna,
punktéw w tescie rowna sie niecate 5 punktéw. ¢) dodatnia.

Podczas gdy wiekszo$é uczestnikéw starala sie uzyskaé jak najwiecej punktow,

nie brakowalo tez takich, ktérzy chcieli zdoby¢ ich jak najmniej. Jeden uczen,

ktéry nie znosi zadan zamknietych, chwalil si¢ na Facebook’owym profilu OMG, ze

w ramach protestu odpowiadal na wszystkie pytania odwrotnie: tam, gdzie miato

by¢ ,Tak” pisat ,Nie” i na odwrét. Miato mu to zapewnié uzyskanie 0 punktéw,

przy jednoczesnym udzieleniu odpowiedzi na wszystkie pytania. Jednak nie do korica
mu sie ta sztuka udata. Przez nieuwage dostal 1 punkt (dwa razy po 1/2 punktu).
Szesciu innych zawodnikéw byto lepszych od niego w tej rywalizacji: pigciu otrzymato
1/2 punktu, a tylko jednej osobie udato sie uzyskaé¢ 0 punktéw, podajac odpowiedzi do
wszystkich pytan!

Na szczegblne wyrdznienie zastuguja jednak osoby, ktére uzyskaty maksymalng liczbe
punktéw. Na ponad 14 000 byto ich zaledwie 10. Sa to:

Dominika BAKALARZ, Anna CZERWINSKA, Fwa ZIELINSKA, Tomasz KLEINER,
Michal MADEJA, Jan MIRKIEWICZ, Konrad MAJEWSKI, Cyprian MATACZYNSKI,
Piotr PAWLAK i Patryk SZCZEPANSKI.

Serdecznie gratulujemy i zyczymy powodzenia na kolejnych etapach!

Waldemar POMPE
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Rozwigzanie zadania M 1340.
Bez utraty ogdélnosci mozemy B

zalozy¢, ze dlugo$é boku AC
tréjkata ABC wynosi 1.
Oznaczmy x = AR.
%(1 — z)?
5 Q
142 z(1—z)
A R C

Woéwecezas trzeba wykazad, ze ktoras z liczb
[ARP] = }a*, [PQB] = (1 —2)?,

PRCQ] = z(1 — x) jest niemniejsza od
[ J j

2. [ABC] = § - 1 = 2. Gdyby liczby
%11:2, %(1 — z)? byly mniejsze od é

to bytoby % <z< % Ale wéwczas

z(l—x) > é

Luty

Zima w pelni, a dlugie noce zachecaja do obserwacji. Tuz po zachodzie
Stonca mozemy zobaczy¢ na potudniu, na granicy gwiazdozbioréw Barana,
Ryb i Wieloryba, bardzo jasnego (—2,3 mag) Jowisza. Zachodzi¢ bedzie
przed péinoca i z kazdym dniem coraz wezeséniej. Takze Wenus (—4,1 mag)
i Urana (+5,9 mag) mamy mozliwo$¢ obserwowaé tuz po zachodzie

nad poludniowo-zachodnim horyzontem. Obie planety zachodzi¢ beda

w pierwszej potowie nocy. Druga potowa nocy naleze¢ bedzie do dosy¢
jasnego (—0,7 mag) Marsa wschodzacego na wschodzie w Pannie oraz

do lezacego niedaleko od niego Saturna (+0,6 mag). Obie planety beda

z uplywem dni wschodzi¢ coraz wczesniej, by pod koniec miesiaca

by¢ widoczne przez cata noc. Neptuna i Merkurego nie zobaczymy

na nocnym niebie.

Jedli spojrzymy na potudniowy wschod wzdtuz pasa Oriona, wéwczas
zobaczymy Wielkiego Psa i znajdujacego si¢ w nim Syriusza, nazywanego
Psia Gwiazda. Przy swej jasnosci obserwowanej —1,47 mag jest on
najjadniejsza gwiazda nocnego nieba. Nic dziwnego — Syriusz jest

odlegly od Ziemi zaledwie o 8,6 roku $wietlnego (2,6 pc). Ogladaé

go mozna na niemal calej Ziemi, z wyjatkiem obszaréw potozonych

na péinoc od réwnoleznika 73°N. Wraz z Procjonem (o CMi)

i Betelgeza (Betelgeuse, o Ori) tworzy Tréjkat Zimowy. Ogladany

goltym okiem badz przez lornetke wyglada jak gwiazda pojedyncza, ale
w rzeczywistodci jest to uktad podwdjny ztozony z karta ciagu gléwnego
typu Al (Syriusz A) i bialego karta typu DA2 (Syriusz B). Odleglosé
sktadnikéw wynosi 20 jednostek astronomicznych (3-10° km). Syriusz B
obiega Syriusza A w ciagu 50,1 roku po orbicie o duzym mimosrodzie.
W 1994 roku znajdowal sie w minimalnej odlegloéci od sktadnika
gléwnego (byl w peryastronie), kiedy to katowa separacja sktadnikéw
wynosita tylko 3”. Od tego czasu odleglo$¢ miedzy nimi rosnie, a wiec

i latwiej jest obserwowaé znajdujacego sie poza zasiegiem nieuzbrojonego
oka Syriusza B (+8,3 mag). Syriusz B jest drugim odkrytym bialym
kartem, po 40 Eridani. W 1862 roku Alvan G. Clark rozseparowat
sktadniki Syriusza, ktory zgodnie z sugestiami Friedricha Bessela

z 1844 roku, mial by¢ gwiazda podwdjna. Z kolei w 1915 roku

Walter S. Adams zaobserwowal widmo Syriusza B. Na tej podstawie
oszacowano jego temperature na okoto 25000 K, podczas gdy Syriusz A
jest o wiele chlodniejszy (okoto 9000 K). Syriusz B powinien by¢ wiec
duzo jasniejszy, niz go obserwowano, w szczegdlnosci jasniejszy od
Syriusza A. Jedynym rozwiazaniem problemu byto zalozenie, ze jego
promien jest kilkaset razy mniejszy niz promien ,zwyklej” gwiazdy.

Te przypuszczenia zostaly potwierdzone w 2005 roku, kiedy to za pomoca
Kosmicznego Teleskopu Hubble’a udato si¢ zmierzy¢ srednice Syriusza B;
otrzymano wynik okoto 12000 km, czyli troszke mniej niz $rednica
Ziemi. Tak mata gwiazda ma jednak mase niemal réwna masie Stonca,
co oznacza, ze musi by¢ niezwykle gesta (jeden centymetr szescienny

tej materii wazylby na Ziemi prawie tone!).

Pelia Ksiezyca przypada 7 II, a néw 21 II. W lutym bedziemy mogli
obserwowa¢ seri¢ koniunkeji: Wenus i Uran zbliza si¢ na odlegtosé 18 (10 11),
Wenus i Ksiezyc na 3°7" (25 II) oraz Jowisz i Ksiezyc na 3°43’. W lutym tez
swoje maksima ma pie¢ rojéw meteoréw (Delta Velidy, Alfa Centaurydy,
Omikron Centaurydy, Theta Centaurydy i Lutowe Leonidy), z czego
tylko Lutowe Leonidy maja srednig aktywnosé, lecz wytrwatly obserwator
zawsze moze liczy¢ na jakas ,spadajaca gwiazde”. Zatem czystego nieba.

Agnieszka MAJCZYNA
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Potega punktu Joanna JASZUNSKA

Prosta przechodzaca przez punkt P przecina okrag I" w punktach A i B
(rys. 11 2). Wowcezas wartosé iloczynu PA - PB nie zalezy od wyboru prostej.

Istotnie, w sytuacji z rysunku 1 mamy XCDA = XABC, wigc APDA ~ APBC.
Stad PA/PD = PC/PB, czyli rzeczywiscie PA- PB = PC - PD.

Podobnie dla prostej stycznej do okregu, «x PEA = <« PBE, wiec APEA ~ APBE.
Stad PA/PE = PE/PB, czyli takze w tym przypadku PA - PB = PE?.

Dowdd, ze PA- PB = PC - PD w sytuacji z rysunku 2 przebiega analogicznie. O
Wobec powyzszego, potege punktu P wzgledem okregu I' okreslamy nastepujaco:
Pot(P,I') = PA- PB dla P na zewnatrz I', Pot(P,I") = —PA- PB dla P
wewnatrz I” oraz Pot(P,I") = 0 dla P na okregu I.

1. Sprawdz, ze jesli I' = O(O, ), to Pot(P,I") = PO? — r2.

2. Odcinki AB i CD przecinaja si¢ w punkcie P, przy czym PA-PB = PC - PD.
Wykaz, ze punkty A, B, C, D leza na jednym okregu (rys. 2).

Uwaga. Podobny fakt mozna udowodnié dla sytuacji z rysunku 1.

3. W tréjkacie ostrokatnym ABC wysokos¢ z wierzchotka A przecina okrag

o $rednicy BC' w punktach K i L, a wysoko$¢ z wierzchotka B przecina okrag

o $rednicy AC' w punktach M i N. Wykaz, ze punkty K, L, M, N leza na

jednym okregu.

4. Punkty P, A, B leza w tej kolejnosci na prostej, punkt F — poza nia. Wykaz, ze jesli
PA - PB = PE?, to prosta PFE jest styczna do okregu opisanego na AABE (rys. 1).

Rys. 2. PA-PB = PC-PD 5. Punkty P, A, B leza w tej kolejnosci na prostej. Wyznacz zbiér punktéw stycznosci
prostych przechodzacych przez P do okregéw przechodzacych przez A i B.

B 6. Okregi I i I: sa roztaczne zewnetrznie. Wspdlne styczne, nierozdzielajace ich,
D sa styczne do It w punktach A i B, a do I'> — odpowiednio w C'i D (rys. 3).
Odcinek AD przecina okregi I'1 i I'> odpowiednio w F i F'. Wykaz, ze AE = DF.
7. Punkty A i B leza po réznych stronach prostej k. Skonstruuj taki okrag,
I przechodzacy przez punkty A i B, aby dltugodé jego cieciwy C'D wyznaczonej przez
n = prosta k byla minimalna.
A 8. Czworokat ABC'D jest wpisany w okrag. Punkt E jest $rodkiem cigciwy AC

oraz XAEB = XAED. Wykaz, ze BE - DE = AE?.
Rys. 3
9. Na kartce narysowano tuk okregu, ktérego srodek jest poza kartka, oraz

punkt P na zewnatrz tego okregu. Skonstruuj punkty stycznosci okregu z prostymi
A przechodzacymi przez P wiedzac, ze punkty te mieszcza sie na kartce.
Rozwigzania niektorych zadan
P k
C WD
B

R2. Niech okrag I" opisany na tréjkacie ABC' przecina prostg CP w drugim
punkcie D’. Wtedy —Pot(P,I") = PC - PD' = PA- PB = PC - PD, zatem PD' = PD.
Oba punkty D, D’ leza na prostej C'P po tej samej stronie P, wigc D = D'. [J

R5. Niech F bedzie jednym z rozwazanych punktéw stycznosci, wtedy PE? = PA - PB.
Takie punkty leza wiec na okregu O(P,v PA - PB). Z kolei z zadania 4, kazdy punkt
z tego okregu i spoza prostej AB nalezy do szukanego zbioru. O

R6. Jako ze AC = DB, to AF - AD = Pot(A, I:) = AC*? = DB? = Pot(D, I1) =

= DE - DA. Stad AF = DE, wiec tez AE = AF — EF =DFE — EF =DF. O
Wskazéwka 7. Niech P bedzie punktem przecigcia prostej k i odcinka AB (rys. 4).
Wartoéé PC' - PD = PA - PB nie zalezy od wyboru okregu. Z nieréwnosci $rednich
CD = PC+ PD > 2vPC - PD i réwnos¢ zachodzi (czyli dtugo$é C'D jest minimalna),
gdy PC = PD. Jak skonstruowaé taki okrag?

Rys. 4

Jak skonstruowaé vV PA - PB?

Wskazéwka 8. Niech D’ bedzie drugim punktem przeciecia prostej BE i okregu
(rys. 5). Wtedy «CED' = < AED oraz D'E = DE (dlaczego?).

Wskazéwka 9. Narysuj prosta przez P, przecinajaca dany tuk w dwéch punktach.

Pojecie potegi punktu, cho¢ bardzo przydatne, jest tylko prostym wnioskiem
z podobienstwa trojkatow. Okazuje si¢ jednak, ze pojecie to prowadzi do ciekawych,
trudniejszych twierdzen — o tym w nastepnym deltoidzie.
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