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Matematyka w katowickim Patacu Mlodziezy

Dorota KOLANY

W Patacu Mlodziezy w Katowicach dziata od lat Pracownia Matematyki
(aktualnie, od jakiego$ czasu, Pracownia Matematyki i Informatyki).
Prowadzone tam sa przede wszystkim cotygodniowe zajecia state (kétka
zainteresowan w grupach wiekowych), ale oprécz tego w ramach swojej
dziatalnosci Pracownia organizuje konkursy, warsztaty, pokazy, wyktady

dla dzieci i mtodziezy w réznym wieku (poczawszy od dzieci z klas IV

szk6l podstawowych, a konczac na mlodziezy klas maturalnych) oraz letnie,
kilkunastodniowe, obozy matematyczne zwane Letnimi Szkotami Matematyki.

Wielu uczestnikéw Pracowni uczeszceza na zajecia przez kilka lat. Niektorzy
pozostaja w Pracowni az do ukonczenia szkoly. Jeszcze inni wspieraja pracownie
dtuzej: wspoélorganizuja konkursy, wygtaszaja wyktady, uczestnicza w pracach
jury réznych organizowanych przez Pracownie konkurséw.

Zastanawiac sie mozna, co powoduje, ze mlodziez wiaze si¢ z Pracownia na az tak
dtugo? Ot6z wazne jest nie tylko, co sie robi, ale réwniez w jakiej atmosferze.
Po pierwsze, uczestnicy sa w grupie os6b o podobnych zainteresowaniach.
Moga sie wymienia¢ pomystami, moga dyskutowaé. Osobiscie do$wiadczaja, ze
zajmowanie sie matematyka moze sprawiac¢ przyjemnosé. Po drugie — co wydaje
sie istotniejsze — zajecia sg catkowicie dobrowolne. Tym sposobem korzystaja
z nich tylko ci, ktérzy tego naprawde chca.

Moze czas na kilka stéw o tym, co Pracownia oferuje uczestnikom zajec.

Zacznijmy od najmtodszych, czyli czwartoklasistéw. Dzieci sg z natury
swojej ciekawe Swiata, chcg odkrywadc i tworzy¢. Lubig myéleé¢ i maja ciekawe
pomysty. Nie wiedzg jeszcze, co je interesuje, albo — ujmujac rzecz doktadniej

— interesuje je wszystko. U dzieci w tym wieku szkola wyrobita juz bledny
odruch, ze matematyka oznacza przede wszystkim sprawne wykonywanie
obliczen. Jakiez jest ich zdziwienie, kiedy przychodza na zajecia, a na nich
zamiast dtugich stupkéw sa zagadki, tamigtowki, gry. .. Na wszystkich
zajeciach dla uczniéw szkét podstawowych te elementy stanowia podstawe.
Nowe wiadomosci, narzedzia i metody pojawiaja sie mimochodem.

Gimnazjalisci uczg sie o wiele wigcej. Podejmuja sie rozwiazywania naprawde
trudnych dla nich probleméw (choé¢ nadal lubia sie bawié).

Dla mtodziezy ze szkét ponadgimnazjalnych przewidziane sa przede
wszystkim zajecia tematyczne. W tym np. arytmetyka, kombinatoryka,
elementy algebry i geometrii, analizy, topologii, logiki i teorii mnogosci, teorii
automatéw. Przy czym zakres poruszanych zagadnien jest ustalany wspdlnie

z uczestnikami na biezaco. Chcialoby si¢ powiedzie¢ — ,,wedlug potrzeb”.

Jako ilustracja — przyklady zadan (zaczynamy od tych dla najmlodszych):

e Karol, Jacek i Bartek brali udzial w zawodach.
Chtlopcy startowali w trzech konkurencjach: biegu

na 50 metrow, skoku w dal i rzucie piteczka. Za zajecie
I miejsca w kazdej z konkurencji zawodnicy otrzymywali
3 punkty, za zajecie II miejsca — 2 punkty, a za zajecie
IIT miejsca — 1 punkt. Ogélny wynik calych zawoddw
ustalono po dodaniu wynikéw z tych trzech konkurencji.
W biegu na 50 metréw Jacek byl pierwszy, a Bartek
drugi. Bartek byt pierwszy w rzucie piteczka, a w ogdlnej
klasyfikacji byt drugi. Karol byl pierwszy w skoku

w dal, ale w ogdlnej klasyfikacji byt trzeci. Ile punktow
zdobyli chlopcy w kazdej z konkurencji? Jaka byta
koncowa punktacja?

e 7 jednego kompletu kamieni domina wzigto cztery
kamienie i utozono je cztery razy — za kazdym razem
w inny sposéb — otrzymujac uktady z rysunku
ponizej. Jakich kostek uzyto?
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Na kazdym z rysunkéw zaznacz, jak byly te kostki
utozone.



e Ukladamy z zapalek takie figury, ktore po rozcigciu
wzdhuz wszystkich linii utworzonych przez zapaltki
rozpadlyby si¢ wylacznie na kwadraty, przy czym
takie dwa kwadraty musza mie¢ albo wspdlny

bok, albo rég. Przy uzyciu doktadnie 8 zapatek
mozna zbudowaé¢ dwie takie figury — kwadrat

o boku dlugosci dwéch zapalek lub figure, ktéra
rozpada sie na 2 kwadraty o bokach dtugosci

jednej zapalki.

Na ile kwadratéw moze rozpasé si¢ figura utworzona
z 16 zapalek?

e W talii kart powinny by¢ 52 karty, ale, niestety,
kilku kart brakuje. Jesli rozdaé je sze$ciu osobom

po réwno, zostang trzy karty, jesli rozdaé je po réwno
czterem osobom, zostanie jedna karta, a jesli rozdac
je siedmiu osobom, zostana znowu trzy karty. Ile kart
brakuje w tej talii?

e Najwigkszy wspdlny dzielnik trzech réznych liczb
naturalnych dodatnich jest réwny 7. Jaka jest
najmniejsza wspoélna wielokrotno$é najmniejszych
mozliwych takich trzech liczb?

e Na powierzchni szescianu narysowano pewna linie,
zaczynajac w punkcie A i konczac w tym punkcie.
Na zamieszczonej ponizej siatce szedcianu zaznaczono
juz poczatkowy odcinek tej linii. Dorysuj pozostate
odcinki tej linii.

e Dodajemy pie¢ kolejnych liczb wybranych sposréd
liczb 1,2,3,...,20.

a) Czy otrzymana suma moze by¢ podzielna

przez 197 Jaki najwigkszy mozliwy dzielnik pierwszy
moze mie¢ taka suma?

b) Czy otrzymana suma moze by¢ kwadratem liczby
parzystej? A szeScianem liczby parzystej?

¢ — trudniejsze) Zbadaj podzielno$é przez liczbe
pierwsza p sum 2k — 1 kolejnych liczb naturalnych
ze zbioru 1,2,3,...,n.

e Trzy przyjaciétki Ala, Ewa i Magda urzadzaly
wspoélne przyjecie urodzinowe. Zapytane, jakie koszty
poniosta kazda z nich, odpowiedziaty:

Ala: 40% tego, co w sumie dwie pozostale,

Ewa: 50% tego, co w sumie dwie pozostale,

Magda: 60% tego, co w sumie dwie pozostale.

Czy wszystkie mogly méwié prawde? (lub trudniej —
ile z nich na pewno klamalo?)

e W pola szachownicy o wymiarach n x m wpisujemy
na przemian liczby 11 —1, a nastepnie obliczamy
iloczyny liczb w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie.
a) Czy dla n i m nieparzystych wéréd otrzymanych
iloczynéw przynajmniej jeden bedzie liczba ujemna?
b) Czy dla n parzystej, a m nieparzystej mozna tak
umiescié liczby, by doktadnie jeden z iloczynéw byt
liczba ujemna?

c¢) Czy dla n i m parzystych mozna tak umiescié
liczby, by wsréd uzyskanych iloczynéw byta parzysta
liczba liczb dodatnich?

e W finalowym spotkaniu gralo szesciu graczy, kazdy
z kazdym. Bylo dokladnie 5 remiséw i po podliczeniu
uzyskanych punktéw wytoniono jednego zwyciezce.
Za kazda wygrana partie zawodnik otrzymywat

5 punktow, za remis 3 punkty, a za przegrana

nie otrzymywal nic. Czy zwyciezca mégt nie wygraé
zadnej partii? Czy kazdy z graczy uzyskal inng liczbe
punktéow?

e Wypelniono liczbami tablice n x m (o n wierszach
i m kolumnach) w ten sposéb, by iloczyn liczb

w kazdej kolumnie byt liczba dodatnia, natomiast

w kazdym wierszu — liczba ujemna. Czy wypelnienie
takie jest mozliwe dla:

a)n=>5im=4,

byn=141im =5,

c)n=121im=12.

e Kazdy punkt plaszczyzny pomalowano na jeden
z czterech réznych koloréw, przy czym kazdy kolor
zostal wykorzystany. Czy zawsze istnieje prosta,
ktérej punkty sa co najmniej w trzech kolorach?

e Czy siatka pewnego czworo$cianu moze by¢
kwadratem? A trojkatem prostokatnym?

e Prostokat o polu 4k, gdzie k > 2 jest liczba catkowita,
zostal catkowicie wypelniony figurami doktadnie dwoch
réznych ksztattow sposréd narysowanych ponizej.

Czy istnieje taki prostokat i takie jego wypelnienie,
ze — po zamianie jednej z figur na figure o innym
ksztalcie — powstalym kompletem znéw bedzie mozna
ten prostokat wypelnié¢?



Na zakonczenie przytoczmy kilka wypowiedzi bytych uczestnikéw Pracowni:

Zajecia w Pracowni dajg motywacje © mozliwosci do rozwoju zainteresowan
zwigzanych z matematykq. O ile w szkole matematyka jest zwyktym
przedmiotem, a miodziez uczona jest podstaw, ktore kazdy musi znaé, o tyle
w Pracowni traktowana jest jako zZrodto rozrywki, a z innymi uczestnikamsi

o podobnych zainteresowaniach mozna rozwigzywacé problemy, a nieraz takze
1 wspotzawodniczyc.

student matematyki i informatyki Uniwersytetu Warszawskiego

Moze troche przewrotnie to zabrzmi, ale uczestnictwo w zajeciach
prowadzonych przez Pracownie, zrzeszajgcq ludzi odznaczajgcych sie
szerokimi horyzontami, pozwolilo mi nabyé pewnosci siebie i znacznie
pogtebito maoj potencjal intelektualny. I choé medycyna, ktorg wybratem na
dalszq droge Zycia, z pozoru z matematykq nie ma wiele wspdlnego, recze, Ze
umiejetnosé logicznego rozumowania jest z nig nieodzownie zwigzanda.

student medycyny Slaskiego Uniwersytetu Medycznego

Matematyka w szkole — kazdy mniej wiecej wie, jak wyglgda: troche lepiej,
troche gorzej, ale zwykle dosé szablonowo (na szczescie nie zawsze).
Matematyka w Patacu — niby ta sama, ale jednak pokazana pod nieco innym
kgtem i — co bardzo wazine — w sympatycznej atmosferze, wyglgda inaczej
— ciekawiej, bardziej réznorodnie i przystepnie (co, oczywiscie, nie oznacza
niskiego poziomu merytorycznego, a wprost przeciwnie). I choé weig?
oczywiscie pozostaje Naukqg przez duze N, opisujgcg zagadnienia trudne
1 zlozone, to ich zglebianie w rozmaitych okoliczno$ciach, czesto podczas
zajeé plenerowych, w formie zabawy czy rywalizacyi, pozwala odkryé, Ze rzeczy
skomplikowane mogq byé zarazem dobrze pojete, a proces ich pojmowania
po prostu fajny.

informatyk, absolwent Politechniki Sladskicj

Oczywistym jest, Ze zwlaszcza w czasach szkolnych w Patacu co tydzien

(a nawet czesciej) zaszczepiano mi dawke ciekawej matematyki, a takze
inteligentnej rozrywki. Ale tym, co najbardziej zwigzalo mnie z Pracownig,
jest poczucie wspolnoty z ludzmi majgcymi podobne zainteresowania, ktora to
wspolnota przetrwata poza okres nauki w szkole. Juz wczesniej zamienila sie
w pewnego rodzaju sztafete pokoleri, gdzie w liceum pomagalisSmy organizowaé
konkursy dla podstawowek, na studiach dla liceow, magistranci © doktoranci
przyjezdziajg z krotkimi prelekcjami na zajecia, a pracownicy naukows
wychowani w Pracowni oceniajg prace uczniow i prowadzqg wykiady na
pracownianym opus magnum, czyli Ogolnopolskim Sejmiku Matematykow.

informatyk, absolwent Uniwersytetu Jagiellonskiego

Zajecia przyczynily sie w ogromnym stopniu do rozwoju naszych
zainteresowan matematycznych. Uwazalismy je takzZe za bardzo atrakcyjne
towarzysko. Poza tym, po wielu latach od naszych ostatnich zajeé w grupie
licealnej w Palacu nadal czujemy sie zwigzani z Pracowniq.

malzenstwo matematykéw, absolwenci Uniwersytetu Slaskiego

Po raz pierwszy do Pracowni Matematyki trafilam 10 lat temu. Cotygodniowe
zagecia byly Swietng okazjg do poszerzenia wiedzy i rozwiniecia umiejetnosci
logicznego myslenia. Sprawily, Ze matematyka nie nudzila, lecz coraz bardziej
mnie fascynowata. Bardzo cenie poznanych w Pracowni ludzi: za inteligencje,
poczucie humoru, sposéb patrzenia na Swiat. Ciesze sie, Ze moglam dorastaé
w ich towarzystwie.

studentka matematyki Uniwersytetu Jagiellonskiego



Figury Chladniego

Ernst Florenz Friedrich Chladni (1756-1827), niemiecki fizyk,
muzyk i lutnik, a takze badacz meteoréw. Z racji swoich badan
nad predkoscia dzwieku i falami stojacymi zwany ojcem akustyki.

Figury Chladniego sa odzwierciedleniem ,wygladu” fali
stojacej. Do ich wytworzenia potrzebna jest metalowa
blaszka przymocowana do stabilnego statywu, piasek
(polecany jest np. piasek dla szynszyli ze wzgledu na
jego drobne ziarna i niezbrylanie si¢) oraz smyczek.

Réznorodnosé figur Chladniego uwarunkowana jest
rézna czestotliwoscig drgan blaszki, ktére to drgania
uzyskujemy poprzez pocieranie blaszki smyczkiem

w réznych punktach na krawedzi. Figury te powstang
tylko wtedy, gdy wprawimy blaszke w drgania

o czestotliwodci wlasnej oraz jej wielokrotnosciach.

W innym przypadku piasek rozsypie sie chaotycznie po
calej powierzchni. Wazne sa rowniez warunki brzegowe,
czyli sposob przymocowania blachy do statywu, jak

i sam jej ksztatt. W moim doswiadczeniu zostal uzyty
kwadratowy ,kawatek” stali, przymocowany do statywu
w punkcie przeciecia sie jego przekatnych.

Za kazdym razem staramy sie rozsypac¢ piasek
rownomiernie po calej powierzchni blachy. Bedziemy
pociera¢ smyczkiem kolejno w trzech punktach
zaznaczonych na zdjeciu obok. B
Pocierajac smyczkiem stal :
w punkcie (1), (2) lub (3),
otrzymamy, odpowiednio,
obraz widoczny na zdjeciu
1, 2 lub 3.

Zmiane czestotliwosci mozemy réowniez uzyskaé
poprzez polozenie palca na dowolnym punkcie

blachy. Przyktadowo, gdy przylozymy go w okolo

1/4 przekatnej i potrzemy smyczkiem w punkcie (1),
obraz bedzie wygladal tak jak zdjeciu 4, natomiast
gdy przylozymy go w 1/4 linii taczacej $rodki lewego

i prawego brzegu i potrzemy smyczkiem w punkcie (3),
otrzymamy obrécona poprzednia figure (zdjecie 5).

Figury Chladniego nie sa jedynie efektowna wizualizacja
drgan. Nawet w dzisiejszych czasach lutnicy stosuja je
przy budowie instrumentéw muzycznych.

Fot. 4 Fot. 5

Agata DREWNIAK, 1 LO w Pszczynie, laureatka 1T nagrody XXVIII Sejmiku Matematykéw, ogdlnopolskiego
konkursu organizowanego przez Pracownie Matematyki i Informatyki Palacu Mlodziezy w Katowicach
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Prosto z nieba:

Dokladne pomiary ruchu gwiazd w okolicach centrum Naszej Galaktyki (obszaru

Zarloczna czarna dziura Sgr A*, znajdujacego sie w gwiazdozbiorze Strzelca) pozwolily w ciagu ostatniego
dziesieciolecia na oszacowanie masy znajdujacego sie tam tajemniczego,
niewidzialnego obiektu. Otrzymany wynik — 4 miliony mas Stonca — oraz
niewielki dopuszczalny przez obserwacje rozmiar tego obiektu (poréwnywalny
z rozmiarem Ukladu Stonecznego), a takze jego bardzo mala jasno$é — a wlasciwie
catkowity brak obserwacji dochodzacego stamtad promieniowania — sugeruja,
ze mamy do czynienia z tzw. supermasywng czarna dziurg [1]. Wspdlezesna
teoria powstawania struktur kosmicznych przewiduje, ze kazda galaktyka zawiera

podobna, a czesto o rzedy wielkosci masywniejsza czarna dziure: rekordzistki
mogg wazy¢ nawet miliard mas Stonca! Nie trzeba dodawaé, ze przebywanie zbyt
blisko horyzontu czarnej dziury moze skonczy¢ sie tragicznie — wedtug modeli
teoretycznych ,zwyklta”, podobna do Stonca gwiazda zostanie tam po prostu
rozerwana na kawalki przez potezne sity plywowe. Astronomowie szacuja, ze
zdarza sie to w przecietnej galaktyce srednio raz na 10 tysiecy lat, dlatego z wielkim
zainteresowaniem przyjeto wiadomosé, ze przed paroma miesiacami satelita Swift
zaobserwowal [2] po raz pierwszy w historii dokladnie takie zjawisko.

Detektory Swifta zostaly zaprojektowane do wykrywania blyskow gamma —
wysokoenergetycznych wybuchéw zwiazanych z powstawaniem supernowych

i kolapsem grawitacyjnym, a posrednio takze z gwaltownymi obyczajami
czarnych dziur. Rozblysk nazwany Swift J1644+57 powstal w galaktyce odlegtej
od naszej o ok. 4 miliardy lat swietlnych (widocznej z Ziemi w gwiazdozbiorze

Smoka). W odréznieniu od zwyklych, pojedynczych blyskéw gamma powtérzyt
sie on parokrotnie, co sktonito naukowcéw do zaproponowania hipotezy
destrukcji gwiazdy orbitujacej wokol czarnej dziury dwukrotnie masywniejszej
od tej w Naszej Galaktyce. Czeé¢ materii gwiazdy zostata natychmiast
wciggnieta pod horyzont, a reszta utworzyla przejéciowy dysk akrecyjny oraz
(1] hetp://uwy.astro.ucla. edu/ ghezgroup/ yyaska relatywistyczna struge (dzet) czastek rozpedzonych do predkosci bliskiej

gc/pictures/orbitsOverImagel0.shtml
[2] http://www.nasa.gov/mission_pages/
swift/bursts/devoured-star.html

predkosci swiatta. Odrobina szczescia sprawila, ze to wladnie krotkotrwale,
wysokoenergetyczne promieniowanie dzetu udalo sie zarejestrowaé Swiftowi.

Michat BEJGER

Metoda wyznacznikéw

Jedli chcemy rozwiazaé uklad réwnan — taki zwykly,
dwa réwnania liniowe z dwiema niewiadomymi —
za pomocg komputera, catkiem wygodnie jest uzy¢
metody wyznacznikéw. Powiedzmy, ze nasz uktad
wyglada tak:

{ T+ by = cq,

asx + byy = ca,

przy czym wspolczynniki a;, b; i ¢; sa catkowite.
Korzystajac ze wspomnianej metody, nalezy obliczy¢

trzy wyznaczniki, ktére zwyczajowo oznacza si¢ jako
W, Wy i W,:

ap by
W = = a1by — agb
as b 102 2b1,
cr by
W, = b = c1by — c2b1,
Ccy  ba
ap €
w, = = ajicy — asCy.
Yy 4y Co 1C2 2C1

Zauwazmy, ze jesli wszystkie wspotezynniki byty
catkowite, to obliczone wyznaczniki takze sa caltkowite.
Obliczywszy te trzy wartosci, mamy juz wlasciwie
gotowe rozwigzanie. Przypomnijmy: jesli W # 0, to
uktad ma jedno rozwiazanie:
_ W _w,
x = V=T

W )

5

Jesi W =01iW, =W, =0, to uklad ma nieskoficzenie
wiele rozwiazan, a w przeciwnym przypadku (W =0

i ktérys$ z wyznacznikéw W, W, jest niezerowy) uklad
jest sprzeczny, czyli nie ma rozwiazan.

Przyktadowo, zobaczmy, jak dziala podana metoda dla
ponizszego, troche nietypowego uktadu réwnan:
Oz + 0y =0,

{ Oz 4 0y = 1.
Latwo sprawdzamy, ze woéwczas W =W, = W, =0,
czyli uktad ma nieskonczenie wiele rozwiazan. Problem
polega na tym, ze trudno jest wlasciwie wskazaé
jakiekolwiek z tych nieskonczenie wielu rozwigzan.
Cos tu nie gral

Najwyrazniej zapomnieliSmy o jakich$ dodatkowych
uwarunkowaniach wykorzystywanej metody. Jak
w takiej sytuacji poradzi sobie informatyk? To proste:
wpisze w ulubiong wyszukiwarke internetowa hasto
y,metoda wyznacznikéw” i przejrzy pierwszych
kilka wynikéw wyszukiwania. Niestety, lektura
tak znalezionych stron internetowych nie rozwiazuje
naszej zagadki — najwyrazniej zastosowaliSmy
metode wyznacznikow zupelnie poprawnie. A wiec
co jest nie tak?

Jakub RADOSZEWSKI
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Rys. 1. Interferometr Macha—Zehndera.

Przystepne oméwienie postulatéw
mechaniki kwantowej mozna znalezé
w wielu ksiazkach, np. w [1].

*Wydzial Matematyki
i Nauk Informacyjnych,
Politechnika Warszawska

Pomiar bez oddziatywania
Krzysztof DRACHAL"

Balagan w arsenale

Sztab generalny pewnego zamorskiego kraju zamowit pewng liczbe

bomb uruchamianych fotodetektorami wykrywajacymi fotony o pewnej
charakterystycznej czestotliwosci. Niestety, z uwagi na panujacy w wojsku tego
kraju balagan okazalo sie, ze nie wszystkie bomby sa sprawne. Jezeli bomba
jest sprawna, to absorbuje ona padajacy na nia foton i wybucha. Jezeli za$ jest
wadliwa, to uruchamiajacy zapton detektor fotonow nie dziala i nie wykrywa
fotonéw, wiec padajacy na nia foton nie moze wywota¢ eksplozji. Bomb

nie da si¢ rozebraé¢, mozna tylko o$wietlaé¢ ich fotodetektory. Jak w tej sytuacji
odr6zni¢ bomby sprawne od wadliwych?

Na gruncie fizyki klasycznej (i zdrowego rozsadku) rozwiazanie jest bardzo
proste, ale malo efektywne: nalezy oswietli¢ bomby odpowiednimi fotonami,

a wtedy sprawne wybuchna (bo ich czujniki zadzialaja), a wadliwe nie (bo ich
czujniki nie wykryja fotonéw). Zniszczymy jednak wtedy wszystkie dzialajace
bomby, a to z pewnoscia nie poprawi potencjalu obronnego rozwazanego kraju.
Czy mozna wymysli¢ jakas lepsza metode, skoro informacje o sprawnosci bomby
uzyskuje sie wylacznie poprzez detekcje fotonu (lub jej brak)?

Dualizm korpuskularno-falowy

Przypatrzmy si¢ najpierw pewnemu zaskakujacemu eksperymentowi,
wykorzystujacemu tzw. interferometr Macha—Zehndera, przedstawiony
schematycznie na rysunku 1. Po raz pierwszy skonstruowali go Ludwig Mach
(syn stawnego Ernsta Macha, autora tzw. zasady Macha, ktéra stanowila inspiracje
przy formulowaniu ogélnej teorii wzglednosci przez Einsteina) i Ludwig Zehnder
(uczen Wilhelma Rontgena). Jest to przyrzad, w ktérym promien $wiatla jest
rozdzielany na dwie czesci na plytce pélprzepuszezalnej ($wiatlodzielacej) P1.
Zwierciadla Z1 i Z2 odbijaja padajace na nie promienie, ktore spotykaja sie na
plytce polprzepuszezalnej P2. Na razie zakladamy jedynie falowa nature swiatla,
z czego wynika, ze dwa rozwazane promienie ulegna przy spotkaniu interferencji.
Rzeczywiscie, na ekranie E zaobserwujemy obraz, ale na ekranie E’ zadnego obrazu
nie bedzie. Dzieje sie tak dlatego, ze w kierunku E’ obraz interferencyjny jest
wygaszany. Ten wynik znanego eksperymentu mozna wyjasni¢ tylko poprzez
falowa nature Swiatlta. Na gruncie teorii czysto korpuskularnej, traktujacej promien
Swietlny jako strumien czastek, takie wyjasnienie nie jest mozliwe.

W historii fizyki dlugo toczono spory o to, czy swiatlo jest fala, czy moze

ma nature czasteczkowa (korpuskularna). Ostatecznie fizycy zgodzili

sie, ze foton ma nature dwojaka: w pewnych sytuacjach zachowuje sie

jak czastka, w pewnych natomiast jak fala. Nazywa si¢ to dualizmem
korpuskularno-falowym. W 1924 roku Louis de Broglie postawil hipoteze, ze taki
dualizm dotyczy wszystkich fizycznych obiektéw. W przypadku fotonu, ktéry
ma zerowg mase, dualizm ten jest latwy do zauwazenia, w przypadku elektronéw
tez daje sie go wykry¢, ale w przypadku obiektéow o duzej masie aspekty natury
falowej sa tak stabe, ze praktycznie niezauwazalne w codziennym zyciu. Postulat
de Broglie’a stwierdza, ze kazdemu obiektowi materialnemu mozna przypisaé
fale materii o dlugosci A = %7 gdzie h oznacza stala Plancka, natomiast p ped
obiektu. Fala ta opisuje amplitude gestosci prawdopodobienstwa znalezienia
obiektu w danym miejscu w danej chwili.

Skoro czastki materii maja wtasnosci falowe, odpowiedni interferometr
Macha-Zehndera bedzie dzialal takze dla elektronéw, ktére bez wigkszych
obiekeji wyobrazamy sobie jako czastki (czyli zlokalizowane w przestrzeni porcje
energii 1 pedu). Malo tego, wyniki eksperymentu, czyli liczba zliczen czastek

w danym miejscu ekranu, pozostajg niezmienione, nawet gdy wypuszczamy

ze zrédla elektrony lub fotony w coraz wigkszych odstepach czasu (wtedy
bowiem wypuszczamy raczej pojedyncze czastki anizeli strumien czastek,

6
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Rys. 2. Przyrzad Elitzura—Vaidmana.

Rozwigzanie zadania F 803.
Z symetrii ukladu wynika, ze jesli usunie

si¢ z niego pierwsze oczko, to opér ukltadu

bedzie réwny kRap. Zatem mozna
przedstawi¢ go w postaci pokazanej na
ponizszym rysunku:

A e
Ry kRaB
e L g
B D
Stad wynika, ze Rap spelnia réwnanie:
RokR
Rap = R1 + A
R> +kRaB
Zatem:
’
Rap = —,
AB %

gdzie
R' = k(R1 + R2) — R2 +

+ \/4le132 + (k(R1 + R2) — R2)?

(Odrzucamy ujemne rozwiazanie.)

latwiejszy do wyobrazenia sobie jako pewna fala). A zatem nawet pojedyncza
czastka, a nie tylko ich strumien, przejawia wlasnosci falowe. Musimy jednak
zdecydowaé, ktéra nature czastki obserwujemy: falowa czy korpuskularna.
Obecnosé w interferometrze pltytki polprzepuszczalnej, w losowy sposéb dzielacej
poczatkowa wiazke czastek, wskazuje na stusznosé opisu falowego. Zgodnie

z nim pojedyncza czastka zachowuje si¢ tak, jakby jednoczesnie (1) przechodzila
przez dwie rézne (!) drogi. Jezeli jednak umie$cimy w interferometrze detektory
stwierdzajace, ktéra droga czastka ,rzeczywidcie” przeszta, trzeba bedzie
odwotaé si¢ do opisu korpuskularnego, a obraz interferencyjny zniknie.

Fizycy méwia wtedy, ze nastepuje kolaps funkcji falowey.

Fizyk kwantowy zrobi to lepiej

Avshalom Elitzur i Lev Vaidman w 1993 roku zaproponowali, jak wykonac
,pomiar bez oddzialywania”, ktéry, w naszym przypadku, pozwoli stwierdzi¢
sprawno$¢ czesci bomb bez ich niszczenia [2]. Na jednej z dwdch drég, ktérymi
moze biec foton (przyjmijmy, ze dolnej), umieszczamy testowana bombe B.

Za druga plytka swiattodzielaca umieszczamy dwa detektory fotonéw, D1 i D2.
Przyrzad ten jest przedstawiony schematycznie na rysunku 2.

Umieszczenie w przyrzadzie sprawnej bomby jest rownowazne dodaniu do
uktadu detektora fotonow. Jesli zag bomba jest niesprawna, caly uklad
zachowuje sig, jakby zadnego dodatkowego elementu w nim nie byto.

W tym ostatnim przypadku mamy zatem urzadzenie, ktére jest omawianym
poprzednio interferometrem Macha—Zehndera. Z uwagi na interferencje

fali elektromagnetycznej fotony beda docieraé¢ tylko do detektora D1.
Prawdopodobienstwo zarejestrowania fotonu w detektorze D2 jest wiec
roéwne zeru.

Jezeli bomba jest sprawna, to dziatajacy detektor, umieszczony na drodze
fotonu, wywotuje kolaps funkcji falowej, foton musi by¢ opisywany jako
czastka, a nie fala, 1 z prawdopodobienstwem 50% bedzie biegt droga

goérna, a z prawdopodobienstwem 50% — dolna. Biegnacy dolna droga

foton spowoduje wybuch bomby, a zatem $rednio polowa sprawnych

bomb zostanie zniszczona w wyniku zastosowania omawianej procedury.
Jezeli natomiast foton biegl droga gorna, to w plytce $wiatlodzielacej P2

nie mogly spotkaé sie dwie sktadowe fali prawdopodobienstwa. Nie zaszto
zatem zjawisko interferencji, ktére w interferometrze Macha—Zehndera
powoduje, ze fotony rejestrowane sa tylko w detektorze D1. Tymczasem,

w omawianym tu ukladzie, obecnosé plytki P2 wymusza uwzglednienie falowej
natury fotonu. Plytka P2 dzieli fale na dwie skladowe, az do chwili wykrycia
fotonu przez jeden z detektoréw D1 lub D2 (prawdopodobienstwo kazdego

z tych zdarzen wynosi 50%), kiedy to znéw nastepuje kolaps funkeji falowe;j.
Poniewaz dla niesprawnej bomby wszystkie fotony trafialy do detektora D1,
wykrycie jakiegokolwiek fotonu przez detektor D2 oznacza, ze badana bomba
jest sprawna.

Widzimy, ze stosujac opisang wyzej procedure, mozna zdiagnozowaé 25%
sprawnych bomb bez ich niszczenia. Wynik ten mozna jeszcze ulepszy¢ kosztem
wigkszego skomplikowania metody — Czytelnika Wnikliwego odsylamy do
oryginalnej pracy Elitzura i Vaidmana. I cho¢ przedstawiony powyzej wywod
jest czysto teoretyczny, doSwiadczenia (juz bez uzycia bomb) wykonane

przez zespél badaczy w Instytucie Fizyki Eksperymentalnej na Uniwersytecie
w Innsbrucku w pelni go potwierdzily [3]. Do malo intuicyjnych przewidywan
fizyki kwantowej nalezy zatem dorzucié¢ jeszcze jedno: w pewnym sensie
mozliwy jest pomiar bez oddzialywania!
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Zasada Cavalieriego

Rozpatrzmy bryte V C R? w polozeniu normalnym wzgledem osi OZ. To oznacza,
ze na osi OZ istnieje taki przedzial A, ze plaszczyzna zadana réwnaniem z = a

przecina bryte V wtedy i tylko wtedy, gdy a € A. Zal6zmy ponadto, ze kazdy taki
przekr6j ma pole D(z) (rysunek 1). Wéwczas objetosé bryly V' wyrazamy wzorem,

ktory (przeksztalcany zgodnie z twierdzeniem Fubiniego) przyjmuje postaé

ug(V)///Vldxdydz/A(//D(z)ldxdy> dz =

- /A 12(D(2)) dz.

7 koncowej postaci wzoru tatwo wywnioskowaé, ze objetos¢ bryty V' zalezy
nie od ksztaltu powierzchni bryly, lecz od pola jej przekroju ptaszczyznami

z=adla a € A. Te mysl wyraza dokladnie zasada Cavalieriego (1635 r.):

z
AN
al'~_ V
R D(a)
z=a
0 }(‘—\__\ Y
T
Rys. 1

jesli dwie bryly w przecieciu z kazdg plaszczyzng rownoleglte do wybranej dajq

przekrdj o tym samym polu, to ich objetosci sq réwne.

Zasada Cavalieriego jest prawdziwa
réwniez wtedy, gdy przekroje bryt
plaszczyznami nie sg spdjne. Mogg si¢
sktada¢ z wielu czesci, ale muszg by¢
na tyle ,porzadne”, zeby$Smy umieli
obliczy¢ ich pole.

Dzigki temu twierdzeniu obliczanie objetoéci bryly mozna czasem uproscic,
odwolujac si¢ do znanych wynikéw — objetoséci pewnych szczegdlnych bryt.
Wymaga to pomystowosci, ale pozwala ominaé¢ rachunek catkowy. Idee te
zawdzieczamy Archimedesowi, ktéry wykorzystal ja do obliczenia objetosci kuli.

Pokazemy pie¢ przykladéw takiego zastosowania zasady Cavalieriego.

Przyklad 1 (Archimedes, IIT w. p.n.e.)
Objetos¢ kuli jest réwna objetosci opisanego na niej
walca z wycietymi stozkami (jak na rysunku 2),

(= :
/ ap

Rys. 2

gdyz, jak tatwo obliczy¢, pola zaznaczonych kolorem
przekrojow sa réwne. Zatem objeto$é kuli o promieniu r to

4
2.r = s,

3

Przyktad 2 (T.M. Apostol, M.A. Mnasakanian, 2004)
Podstawa n-kopuly opisanej na pélsferze o promieniu

a > 01 srodku O jest n-kat A1 A5 ... A, opisany na kole
wielkim pélsfery. Scianami sg fragmenty powierzchni
bocznej walca o promieniu a, rozpiete nad trojkatami
ANA;A; 10 dlai=1,2,...,n, gdzie przyjmujemy, ze
Apt1 = A; (patrz rysunek 3(a)).

(b)

Vk=7T’I"2'2T—2'§7T7‘

Rys. 3

Aby obliczy¢ objetosé takiej n-kopuly, wykorzystamy
pomyst Archimedesa. Na n-kopule opisujemy
graniastostup, z ktérego wycinamy ostrostup

o wierzchotku O i podstawie bedacej gérna podstawa
graniastostupa, jak na rysunku 3(b).

Wykazemy, ze przekroje obu bryl ptaszczyzna
rownolegla do podstawy na wysokosci 0 < x < a,
zaznaczone kolorem na rysunku, maja rowne pola.
W tym celu rozpatrzmy odpowiadajace sobie czesci
koputy i wieloscianu, jak na rysunku 4.

Rys. 4

Najpierw popatrzmy na rysunek 4(a): zacieniowane
trojkaty sa podobne, a skala podobienstwa (przy
oznaczeniach z rysunku) to £. Poniewaz z* + 3 = a?,

wiec pole A(z) jest réwne (1 — (%)2)T

Na rysunku 4(b) maly tréjkat otrzymany przez
wyrzucenie kolorowego trapezu z przekroju na
wysokosci x jest podobny do trdjkata T', a skala

podobienstwa to Z. Pole trapezu T'(z) jest réwne

(1-— (5)2)T, czyli faktycznie A(x) = T'(x).

a

Wobec tego, na podstawie zasady Cavalieriego

2
objetos¢ n-kopuly = — - (pole opisanego n-kata) - a.
bjetoéé¢ n-koput 3 1 i k



Przyktad 3 (Seki K-owa, XVII w.)
Objetosé kulistego pierscienia o szerokosci h (czyli kuli z wycietym ze srodka
walcem, jak na rysunku 5) nie zalezy od promienia kuli — jest taka sama dla

kul duzych i matych!

Rys. 5

Rzeczywiscie, gdy przecinamy taki pierdcien, wyciety z kuli o promieniu R
plaszczyzna odlegla od $rodka kuli o y, gdzie 0 < y < 2, to (przy oznaczeniach
z rysunku) pole przeciecia jest réwne

7r(R2—y2)—7r(R2— h;) =w<h£ - 2>.

Zatem pola przekrojow nie zalezg od promienia kuli, wiec na mocy zasady
Cavalieriego objetosé takze nie zalezy (a jesli kto$ lubi catkowaé, to obliczy,
ze jest réwna %h3). Wynik ten jest rozwigzaniem zagadki Martina Gardnera,
podanej np. w Delcie 1/2011 pod tytutem Kula i dziura.

(ST

Przyktlad 4
Gdy torus z rysunku 6 przetniemy plaszczyzna z = h,
gdzie —a < h < a, to pole otrzymanego pierscienia
kolowego bedzie rowne

4wby/a2 — h2 = 2\/a2 — h? - 27b.
Poniewaz ostatni iloczyn to pole przekroju walca
o promieniu podstawy a i wysokosci 2mb plaszczyzna

odlegla o h od osi walca (rys. 6), wiec objetosé torusa
jest réwna, objetoéci tego walca, czyli 2m2a?b.

Przyktad 5 (H. Eves, 1991)

s}
N/

27h

o
=

T

Rys. 6

Istnieje wieloscian, ktorego przeciecie z kazda plaszczyzna rownolegla do danej
ma takie samo pole jak przeciecie tej ptaszczyzny z kula.

Ten warunek spelnia czworoscian foremny o boku
2r\/m, gdzie r jest promieniem kuli. Oczywiscie, trzeba
go odpowiednio ustawi¢, co ilustruje rysunek 7. Przy
oznaczeniach z rysunku, na mocy twierdzenia Talesa
zastosowanego do trojkata ABFE, a nastepnie do

A 2ry/m B

tréjkata CDF, otrzymujemy
u r+x v

rmoor

a stad
u-vzw(rQ—mQ)

i juz!

‘)Tﬁ

Rys. 7

Rozwigzanie zadania M 1336.
Oznaczmy przez O $rodek okregu o,
przez E za$ $rodek odcinka AB.

Na czworokacie PQRS mozna opisac
okrag wtedy i tylko wtedy, gdy

LSPQ + €xSRQ = 180°. Rozwazajac
czworokaty APDO i BRCO, widzimy,
ze jest to réwnowazne temu, iz

180° = XAOD + £COB. Ale

XAOD = 2XACE, XxCOB = 2xCAE,
wiec zgdana rownosé zachodzi wtedy

i tylko wtedy, gdy tréjkat AEC ma
kat prosty przy wierzchotku E. Wobec
definicji punktu E jest to prawda wtedy
i tylko wtedy, gdy tréjkat ABC' jest
réwnoramienny o podstawie AB.

9

Rozwigzanie zadania M 1338.
Odpowiedz: k = 1007.

Najpierw wykazemy, ze liczba k = 1007 ma zadang wtasnos¢.

Podzielmy nasz zbiér {1,2,...,2012} na dwuelementowe
podzbiory
{1,670}, {2,669}, ..., {335,336},
{671, 1342}, {672, 1343}, ..., {1341,2012}.

Jesli wybraliSmy 1007-elementowy podzbidr, to ktoreé dwa jego
elementy tworza jeden z powyzszych zbioréw (ich jest 1006).
Zatem suma lub réznica tych elementéw wynosi 671.

Teraz wykazemy, ze liczby k < 1007 nie spelniajg podanego
warunku. Wystarczy to zrobi¢ dla k = 1006. Rozwazmy zbiér
{2,4,6,...,2012}. Sumy i réznice jego elementéw sg liczbami
parzystymi, zadna wiec nie moze wynosié¢ 671.
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Poziom ekspresji wazny nie tylko w sztuce

Stale powracajace pytanie do genetyka to pytanie o istnienie genu ,na cos”,
czyli genu warunkujacego jakas ceche, oraz o to, dlaczego genetycznie podobni
(my miedzy soba, my z malpami czlekoksztaltnymi), jednak jesteSmy tak rézni.
Nasza nauka powoli stara sie¢ na takie pytania odpowiadac.

Ostatnio zafascynowalta mnie publikacja, w ktorej poréwnywano juz nie tylko
geny, ale takze ich produkty w réznych gatunkach ssakow i w réznych

ich tkankach. Okazuje sig, ze ewolucje Sledzi¢ mozna nawet na poziomie
narzadu i tkanki za pomocg badan molekularnych, dajacych odpowiedz na
pytanie, jak rézni si¢ tempo powstawania réznych czasteczek, w réznych
okolicznosciach w dobie obecnej. Dzisiejsze réznice wynikaja z drogi
ewolucyjnej, ktéra przeszly gatunki, a jej przebieg w zakresie fragmentéw
organizméw wplywat na ich, dzi§ obserwowana, pozycje ewolucyjna.

Zdefiniujmy najpierw produkty genéw. Gen to materialna informacja

o tym, ze istnieje pewna cecha. Sam gen tej cechy nie tworzy, on po prostu
jest, jak Himalaje! Aby informacja zostala zrealizowana, musza powstaé
(przez wiele etapéw przejSciowych) dwa rodzaje czasteczek — RNA i biatko.
Biatko jest narzedziem wykuwajacym ceche. Ewolucjonista molekularny
moze zatem badaé¢ budowe istniejacych genéw, jak tez wytwarzanych

na ich podstawie RNA i dzialajacych w organizmie bialek. Nawet dla
pelnienia tych samych funkcji (ogélnie definiowanych) zauwazamy réznice
w budowie i gendéw, i kodowanych przez nie RNA oraz powstajacych

dzieki aktywnosci RNA bialek. Catla ta analiza nie bierze pod uwage
dynamiki proceséw realizacji informacji, tzn. ile i w jakim czasie powstaje
czasteczek RNA i ile biatka. Jest oczywiste, ze réznice tego rodzaju takze
odbija sie na koncowej funkcji. Mozna bylo przypuszczaé, ze beda rézne

w réznych gatunkach. Mniej oczywiste byly réznice miedzy narzadami jako
miarka ewolucji gatunku.

Okazalo sie, ze jest to szerokie pole do nowych stwierdzen i odkry¢. Badania,
o ktérych sie obecnie pisze, staly sie mozliwe dzieki stworzeniu nowych,
subtelnych, szybkich mikroskalowych badan dynamicznych czasteczek

RNA, postancéw informacji genetycznej. Zbadano $rednia zawartosé takich
RNA w szeéciu wyspecjalizowanych narzadach ssakéw, w 10 réznych
gatunkach oraz w kontrolnych ptakach (kury). Szybko$é wyrazania si¢
informacji genetycznej (ekspresja genéw) w planie ewolucyjnym byla

rézna w zaleznosci od narzadu, rodzaju komérek, nawet chromosoméw!
Roéznice tego rodzaju byly znaczace w meskich jadrach, w mniejszym
stopniu charakteryzowaly tkanke nerwowa, byly mniej intensywne u gryzoni
niz u malp i stekowcow. Relatywnie duze réznice w ekspresji gendéw
charakteryzuja chromosom plciowy, X.

Tu wracam do osobistego wydarzenia. Dziennikarz pytal mnie dzis,

czy prawdziwe jest o$wiadczenie pitkarskich menadzeréow w Wielkiej
Brytanii, ze bada¢ beda genetyczne uwarunkowania podatnosci na kontuzje
potencjalnych zawodnikéw. Czytelnik tego tekstu, mam nadzieje, juz
rozumie, ze genetyka do takich badan jeszcze nie dojrzala. Trzeba by

znaé¢ warianty wszystkich mozliwych genotypéw ludzkich. Trzeba by do
tych réznic dopasowaé rodzaje powstajacych bialek, via posredniczace
RNA. Trzeba by oceni¢ intensywnos¢ i tempo ekspresji okreslonych, czesto
jeszcze nierozpoznanych funkcjonalnie, genéw. Te badania powinny objaé
przynajmniej kilkaset genéw i odpowiednie liczby czasteczek RNA i biatek.
A caly czas w pamieci trzeba by mieé fakt, ze nasze cechy sa tylko w 50%
wynikiem dzialania genéw — reszta to bardzo ogdlnie rozumiane $rodowisko.

Moja rada dla pitkarzy brytyjskich: marsz na kolejny trening!!!
Magdalena FIKUS
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Instrukcja filmowa wykonania

takiego fleksagonu, opracowana przez

dr. Arvinda Gupte z uniwersytetu

w Pune, znajduje si¢ na YouTube,

http://www.youtube.com/
watch?v=kFUyXW1l0bLw

12 3 4567 8 540012151 15

e
e

Mota delld

Jak zrobi¢ fleksagon?

Fleksagony to rodzina figur, ktére odpowiednio ztozone z plaskiej kartki papieru
moga wskutek obracania pokaza¢ nam cztery lub wiecej ,twarzy” (zamiast dwoéch).

Najczesciej spotykane sa fleksagony ptaskie, o $ciankach kwadratowych lub
prostokatnych. Po odpowiednim pokolorowaniu i ozdobieniu, obracany cyklicznie
fleksagon ukazuje nam swoje ukryte $cianki. Scianki fleksagonu moga tez

by¢ tréjkatne lub wielokatne, a liczba ukrytych ,twarzy” moze by¢ rozmaita

(na przyklad heksafleksagon ma ich szesc).

Odkrywca fleksagonu byt brytyjski matematyk, Arthur H. Stone, ktéry w latach
30. ubieglego wieku studiowal na uniwersytecie w Princeton. Wraz z kolegami,
m.in. z pdzniejszym noblisty fizykiem Richardem Feynmanem, zalozyli nawet
klub mitoénikow fleksagonu, dla uczczenia jego niezwykle ciekawych wlasnosci
topologicznych. Popularyzatorem fleksagonu byt Martin Gardner.

Tutaj przedstawimy sposéb wykonania fleksagonu przestrzennego o czterech
Jtwarzach” o ksztalcie szesciokatow.

1. Mozna go zrobi¢ z pojedynczej kartki papieru, 2. Bierzemy kartke formatu A4 i sktadamy ja na pot,

bez uzycia nozyczek ani kleju.

stykajac krotsze boki.

3. Zaginamy jeden rég, a nastepnie zginamy i odrywamy 4. Rozkltadamy kartke i zginamy z powrotem na pét,
pozostaly prostokat, tak aby powstal trojkat tym razem stykajac dtuzsze boki prostokata.

rownoramienny.
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Warsztaty fleksagonowe cieszyly sie ogromnym powodzeniem

w stoisku Centrum Fizyki Teoretycznej PAN na Pikniku Naukowym
w Warszawie. Nawet mate dzieci, z niewielka pomoca dorostych,
moga wykonac tego typu zabawke i cieszy¢ sie odkrywaniem

jej niezwyklego ksztattu.

5. Rozkladamy jeszcze raz i znow sktadamy, tym razem 6. Teraz zginamy do $rodka krétsze boki prostokatow,

zginajac do $rodka polowki dlugich prostokatow. z kazdej strony po 3 razy. Powstanie w ten sposéb
pasek, w ktérym zgiecia utworza 8 matych prostokatow
(16 kwadracikéw), w dwoch rzedach.

7. Bierzemy olowek i linijke i rysujemy przekatne 8. Nastepnie za pomoca linijki mocno zaginamy pasek
w kazdym z 8 poziomych prostokatow. wzdtuz wszystkich dziesieciu narysowanych linii.

9. Oto jak wyglada kartka po zrobieniu wszystkich 10. Odrywamy wzdtuz krétszego boku paska jeden
zagied. pionowy prostokat, tak aby pozostalo ich 7.

12



11. Malujemy go przepigknie. 12. Na przyklad tak.

13. Zwijamy fleksagon, wktadajac jeden brzegowy 14. Nastepnie zaginamy do $rodka tréjkaciki utworzone
pionowy prostokat w przeciwlegly do niego, i formujemy  przez zgiecia papieru, tak by otrzymac szesciokatne
graniastostup o ksztalcie pryzmatu. Sciany.

15. Zginamy do $rodka romby bedace gérnymi i dolnymi  16. Fleksagon gotowy, wiec obracamy go, aby pokazal
czedciami tych szesciokatnych Scian. kazda ze swych ,twarzy”.

Malg Delte przygotowaly Agnieszka i Tamara JANIUK
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Zapis 1(w = o) oznacza funkcje, ktéra
przyjmuje wartosé¢ 1, gdy w = o,
a w pozostalych przypadkach jej

wartoscig jest 0.

*Uniwersytet Wroclawski

-

Gramy na kumulacje.
Kilka uwag o grze w Lotto

Bolestaw KOPOCINSKI*

Organizatorzy gier liczbowych typu lotto przeznaczaja spora cze$¢ dochodu na
zysk i koszt pozyskania dochodu i ten fakt sprawia, ze wiele os6b powstrzymuje
sie od gry, a dopiero mechanizm kumulacji powoduje zainteresowanie gra. Dla
organizatoréw gier kumulacja jest tylko forma odlozenia wyplaty, przeto nic

na niej nie traca, natomiast nowi grajacy, oczekujacy zysku z podziatu kwoty
odlozonej, graja przeciw stalym graczom.

Gra. Przyjmijmy, ze w grze uczestniczy N oséb, a stawka wynosi 1 zloty.
Dochéd N dzieli sie na czesci: fi N — czes¢ wzigta przez organizatora,

foN — pula wygranych I stopnia (széstek), fs N — pula wygranych nizszego
stopnia. Gdy w danej grze széstka nie padnie, ta druga cze$é¢ przenosi sie na
kolejna gre i mamy pierwsza kumulacje. Brak szdstki w kolejnych grach daje
sensacyjne niekiedy serie kumulacji. Pojawienie sie széstki w grze przerywa ciag
kumulacji, jest chwila swoistej odnowy w ciagu gier.

W Lotto mamy dwa mechanizmy losowe: wybor széstki M przez maszyne
i wybér széstki S przez gracza. Mozna zalozy¢, ze oba te losowania sa
niezalezne. Rozklad M jest jednostajny:

PM=w)=p= %

(5)
na zbiorze wszystkich mozliwych szostek w wybranych sposréd 49 liczb,
natomiast P(S = w) = p,, zalezy od upodoban graczy. Ten drugi rozklad moze
byé¢ poznawany jedynie przez statystykow. Prawdopodobienstwo koincydencji

wynosi
=33 1w=0)P(M = w)P(S = 0) = p.

Liczba sz6stek. Niech Xy oznacza liczbe széstek w grze przy udziale N oséb.
Jesli zalozy¢, ze grajacy losuja liczby wzajemnie niezaleznie i maja okreslone
predylekcje do liczb, ale nie maja ich do ukladéw, to

P(Xy=k)= ZP (Xy =k|M =w) =
—pz<> —p,)V P =
sz

Prawdopodobienstwo powstania kumulaCJl wynosi P(Xy = 0). Oczekiwana
liczba szdstek w grze jest stala, E(Xy) = Np, natomiast predylekcje zwiekszaja
wariancje liczby gléwnych wygranych. Prosty rachunek daje wariancje

Var(Xy) = Np(1 —p)+ N(N — 1)]92(17 —pw)’

exp —Np,), k=>=0.

Ten fakt wyjasnia, dlaczego w praktyce liczba wygranych I stopnia jest
tak bardzo zmienna.

Gra na kumulacje. Oznaczmy przez p(N) prawdopodobiefistwo pojawienia
sie przynajmniej jednej széstki wérod N kupondw. Jest ono doéé chimeryczne,
zalezy od liczb wylosowanych przez maszyne losujaca i od upodoban grajacych
do okreslonych liczb i ich konfiguracji. Gdyby gracze wybierali swoje typy jak
maszyna, to mielibySmy

pV) =1— (1= p)¥ m1 - e,
Odnotujmy, ze p(mN) =1 — (1 — p(N))™.

Przyjmijmy, ze skumulowane kwoty na nagrody I stopnia wynosza K.
Oczekiwang wygrang W przypadajaca na jeden kupon mozna znalez¢, dzielac
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Rozwigzanie zadania F 804.

Z symetrii uktadu wynika, ze moze on by¢

przedstawiony w nastepujacy sposob:

"\:_OO/J

gdzie R = ap. ,Wewnetrzny” uktad sktada

sie¢ z nieskonczonej ilosci oczek, a jego

op6r wynosi Rap/2 (z symetrii uktadu).

Zatem
RR 2
R+ AB/

R+ Rap /2
RRAB /2
R+ Rap/2
Dodatnim rozwigzaniem powyzszego

réwnania jest

Rap =R

R+ R+

7—1 7T—1
RAB:R\[g :ap\[3 .

@

Rozwigzanie zadania M 1337.

Zauwazmy, ze kwadrat liczby calkowitej

przy dzieleniu przez 8 daje reszte 0, 1
lub 4, wigc suma dwéch kwadratéw —
reszte 0, 1, 2, 4 lub 5. Gdyby istnialy
liczby catkowite a, b, ¢ spelniajace
rownanie z tresci zadania, to liczba
(at096)2 4 (p1006)2 qawataby przy
dzieleniu przez 8 reszte 6, co jest
niemozliwe.

pule nagréd przez liczbe grajacych. Mamy

W= fs+ <f2+ %)mv).

Wiadomo, ze kumulacja powoduje wzrost liczby grajacych, a rzesza konkurentéw
do podzialu kwoty odlozonej zmniejsza nasze szanse na sukces. Przy rosnacej
liczbie grajacych prawdopodobienistwo kumulacji znika, p(mN) — 1, gdy

m — 0o. Aby wej$é do gry, nalezy trafnie przewidzie¢ liczbe grajacych.
Statystyczna pewno$¢ (rozumiang jako zdarzenie o prawdopodobienistwie 0,95)
tego, ze wygrana I stopnia padnie, mamy dopiero przy N przekraczajacym

42 miliony kuponéw. Przy duzym N warunek W > 1 oplacalnosci gry implikuje
N < K/(1— fa— f3).

Wzrost liczby grajacych. Ocena wzrostu liczby grajacych w zaleznosci od
wielkosci kumulacji jest trudnym problemem dla analitykéw gier. Przyjmijmy, ze
wzrost ten w ciagu kumulacji jest potegowy: liczba grajacych w n + 1 kolejnych
grach bedzie réwna N, aN,a?N,...,a" N. Pula nagréd I stopnia przy n-tej
kumulacji wynosi

1_an+1
PN(tata® 4. Fa") = oN——o

Oczekiwana wygrana w n-tej kumulacji wynosi wiec
1— n+1

Wy =fs+ fzﬁp(a”N).

Przypu$émy teraz, ze liczba grajacych jest proporcjonalna do kumulacji.
Niech (N, K,), n > 0, oznaczaja liczbe grajacych i kwote kumulacji

w serii. Scidle biorac, jesli przyrost liczby grajacych jest proporcjonalny

(ze wspoélezynnikiem proporcjonalnodei b) do funduszu széstek, to zachodza
wzory rekurencyjne:

No =N, Ky =0,
N, =N, 1+bK,,, K,=K, 1+ fo2N,_1, n>1
Zwrot w n-tej grze wynosi
Wi = fs+ fo(1+ Kn/Na)p(Np), 1> 0.

Obliczenia. Przeanalizujmy czas czekania na korzystne wejscie do gry.
Obserwujac czestosé pojawienia sie pierwszej kumulacji, wielko$é p(N) mozna
probowaé oszacowaé. Niepoprawny optymista, nie majac danych, moze przyjac,
ze jest ono réwne 1.

Wezmy dla przykladu f; = fo = 0,4, f3 = 0,2 i niech N = (), a wtedy

p(N) =1 — e~!. Eksperymenty numeryczne pokaza, jak wzrost liczebnogci
grajacych wplywa na czas wejécia do gry. Przy wzroscie potegowym szukamy
chwili, kiedy po raz pierwszy jest W, > 1. Obliczenia pokazuja, ze przy

1,1 <a < 1,4 mamy n > 3, przy czym dla a = 1,4 mamy p(a®N) = 0,94. Przy
wzroécie proporcjonalnym szansa na zwrot W =1, gdy b = 0,2, pojawia si¢
przy szeéciu kumulacjach. Przy b = 0,3 liczba grajacych roénie tak szybko, ze
w grze na kumulacje nie ma miejsca na zysk.

Manipulacja. Organizator gry, zainteresowany wzrostem liczby grajacych,
moze modyfikowaé¢ podzial puli na nagrody tak, azeby kwota skumulowana
rosta szybko, ma wiec narzedzie do manipulowania klientami. Eksperymentujac
wielkoscia puli nagréd poszczegdlnych stopni, pozostawmy zysk organizatora
bez zmiany, przeznaczmy 0,4N na wygrane nizszego stopnia i 0,2N na
wygrane I stopnia. Zmiana nie wplynie na liczbe wygranych, natomiast
podwoi wygrane nizszych stopni i zmniejszy kwoty skumulowane. Teraz czas
czekania na korzystna kumulacje wydtuzy sie. Przy wzroscie potegowym
ip(N)=1-e"1, dlaa=12 otrzymujemy n = 4, przy a = 1,3 otrzymamy
n =5, itd. Trzeba jednak pamietac, ze kiedy liczba grajacych wzrasta
gwaltownie, warunki do gry na kumulacje moga nie by¢ osiagniete,

nim padnie széstka. Dodajmy jeszcze, zanim przystapimy do gry na
kumulacje, ze gigantyczne wygrane maja mala uzytecznosé dla szczesliwedw.
Ale jest to juz inny problem.
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Kacik przestrzenny (11)

Rys. 1. Nawet jesli narysujemy tylko
plaszczyzny ABQ, CDP, A1C1Dx,
B1C1 D1, to i tak rysunek jest bardzo
nieczytelny.

Rys. 2

Rys. 3

Jak wyj$¢ z dzungli?

Kazdy, kto byt w dzungli lub chociaz widziat ja w jakims$ filmie, wie, Ze poruszanie si¢
po niej jest, delikatnie méwiac, dosy¢ ucigzliwe. Stanowi to ogromny ktopot
szczegblnie wtedy, gdy ktos sie w niej zgubi i chce sie jakos wydostaé¢. Nie dosé, ze
nie wiadomo, w jakim kierunku i$¢, to w ogéle ciezko jest nam pokonywac przeszkody
(arozwiazania sitowe, takie jak maczeta, niewiele daja). Istnieje nastepujace zalecenie:
wystarczy znalezé strumien (co zreszta wcale nie musi by¢ tatwe), a potem liczy¢
na to, ze zaprowadzi nas on do wiekszej rzeki, a ta, by¢ moze, do morza.

Podobnie jest z zadaniem pochodzacym z finatu olimpiady rosyjskiej z 1994 roku —
oto ono:

Punkt H przeciecia wysokosci AA1, BB1, CC1, DD1 czworo$cianu ABCD lezy
wewnglrz tego czworo$cianu oraz jest Srodkiem sfery wpisanej w czworoScian
A1B1C1D1. Dowiesé, ze czworoscian ABCD jest foremny.

Rysunek do tego zadania jest potworng plataning kresek — zupetnie nic nie widac.
Moze sie wydawaé, ze znajdujemy sie w samym srodku dzungli. .. Okazuje sie
jednak, ze wystarczy uczynié jedno drobne spostrzezenie (czyli wypatrzeé strumien),
ktore zaprowadzi nas tatwo do celu. Zatem do dzielal

7Z poprzednich kacikow wiemy juz, ze warto zrobi¢ sobie kilka rysunkéw, na ktorych
beda tylko potrzebne nam kreski. No wtasnie, tylko co narysowac, a czego nie?
Wydaje sie, ze potrzebujemy stosunkowo duzo kresek (rys. 1) i wladciwie nie widaé,
jak wykorzysta¢ fakt, ze punkt H jest srodkiem sfery wpisanej w czworoscian
A1B1C1D1. Mozna tylko zobaczy¢, ze plaszczyzny wyznaczone przez dwie wysokosci
czworo$cianu ABC D sg ptaszczyznami dwusiecznymi odpowiednich katow
dwusciennych czworo$cianu A1 B1C1 D1, ale co zrobié¢ potem?

Prébujmy wiec dalej. Pamietamy rowniez, ze gdy nie wiemy, co zrobi¢ w przestrzeni, to
warto rozwigzaé¢ analogiczne zadanie na ptaszczyznie. No to rozwigzmy! Zaktadamy,
ze ortocentrum danego trojkata ostrokatnego jest srodkiem okregu wpisanego

w trojkat utworzony przez spodki jego wysokosci i wtedy. .. No wtasnie, niestety,
na plaszczyznie jest inaczej, bowiem zachodzi tatwe do udowodnienia

Twierdzenie 1. Punkt H przeciecia wysokosci AD, BE i CF dowolnego tréojkgta
ostrokgtnego jest Srodkiem okregu wpisanego w tréjkat DEF (rys. 2).

Tym razem nie uda si¢ nam ,zejscie na ziemi¢”. Zadanie wydaje si¢ niemozliwe
do rozwigzania. Ale przeciez nie ma rzeczy niemozliwych, sa tylko takie, ktorych
jeszcze nie potrafimy!

Mimo wszystko moze ten ptaski odpowiednik zadania do czegos nam sie przyda.
Przyjrzyjmy si¢ doktadniej plaszczyznie ABQ na rysunku 3. Wysokosci
czworo$cianu AA1, BB; oraz odcinek PQ sa wysokosciami tréjkata ostrokatnego
ABQ, a H jego ortocentrum. Korzystajac teraz z twierdzenia 1, wnosimy, ze

H jest érodkiem okregu wpisanego w trojkat A1 B1 P, czyli w szczegdlnosci

XA PH = <B1PH. Krawedz C1D; lezy w plaszczyznie CDP i przecina
odcinek PQ w punkcie T'. Intuicja podpowiada nam, ze, by¢ moze, zachodzi
rownosé X A1TH = < B1TH. Moze miary tych katoéw ptlaskich sg réwne miarom
odpowiednich katéw dwusciennych miedzy ptaszczyzna C'DP a plaszczyznami
A1C1 D1 i B1C1 D1 (ktérych réwnosé tatwo jest uzasadnié)? Niestety, w ogdlnej
sytuacji wcale nie musi tak by¢. Czyzby intuicja nas zawiodta? Otéz nie —
mozna znalezé uzasadnienie. Mianowicie, jesli ptaszczyzna C'DP jest ptaszczyzna
dwusieczna kata dwusciennego miedzy ptaszczyznami A1C1 D1 i B1C1Dq,

to plaszczyzny te sa symetryczne wzgledem C'DP. Ponadto z prostopadtosci
ptaszczyzn ABQ i CDP wynika, ze rowniez proste A1T 1 B1T sa symetryczne
wzgledem ptaszczyzny CDP. To za$ oznacza, ze X A1TH = <B1TH. W takim
razie trojkaty A1 PT i B1PT sa przystajace, skad wniosek, ze PA; = PBj.
Strumien zostal wiec znaleziony! Dalej bedzie juz z gorki.

Teraz w nietrudny sposéb mozna wykazaé, ze AQ = BQ (dow6d pozostawiamy
Czytelnikowi), a w takim razie tez AD = BD. Analogicznie dowodzimy, ze
dowolne dwie sasiednie krawedzie sa rowne, co konczy dowdd. Nie ma rzeczy
niemozliwych: kazde, nawet najbardziej skomplikowane zadanie da sie rozwiazad!

Michalt KIEZA
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Informatyczny kacik olimpijski (48):
Zliczanie prostokatow

W tym kaciku rozwiazemy zadanie Prostokgty (Rectangles), ktére pojawilo sie
w 2007 roku na konkursie organizowanym przez MIT w serwisie spoj.pl.

Zadanie brzmi tak: na ptaszczyznie danych jest n réznych punktow.
Na ile sposobow mozna wybraé cztery z nich tak, aby byly one wierzchotkami
prostokata o bokach réwnolegtych do osi uktadu wspolrzednych?

Pierwsze rozwiazanie, ktére powinno przyjsé nam do
glowy, wykorzystuje obserwacje, ze kazdy szukany
prostokat jest jednoznacznie okreslony przez jego dwa
przeciwlegle wierzchotki. Mozemy wiec dla kazdej pary
danych punktéw (lewy dolny, prawy gérny) sprawdzié,
czy do zbioru naleza dwa pozostale wierzchotki. Jedli do
sprawdzania przynaleznosci do zbioru wykorzystamy
tablice haszujaca, takie rozwiazanie bedzie dziatato

w czasie O(n?).

Moze sie wydawaé, ze Sporo czasu W poOwyzszym
rozwiazaniu tracimy na sprawdzaniu ,ztych” par

— przekatnych, dla ktérych pozostale dwa punkty

nie istnieja. Niestety, prosty przykitad n punktéw
ustawionych w ,dwuszereg” pokazuje, ze wynik moze
by¢ rzedu ©(n?), zatem zaden algorytm zliczajacy
prostokaty pojedynczo nie moze by¢ istotnie lepszy
od powyzszego.

Jak zatem znalezé lepsze rozwiazanie? Zauwazmy na
poczatek, ze mozemy przenumerowaé¢ wspotrzedne na
wejsciu tak, aby wszystkie byty naturalne i nie wicksze
niz n. Nie interesuja nas bowiem dlugosci bokéw czy
pola prostokatow, tylko ich liczba. Podzielmy punkty na
pionowe bloki, tj. ze wzgledu na wspélrzedna x. Bloki
natomiast podzielmy na dwie kategorie — male, czyli

te, ktére zawieraja co najwyzej [/n] punktéw, i duze,
czyli pozostale.

Zapomnijmy na moment o duzych blokach. Powiemy,
ze wspélrzedna y nalezy do bloku, jesli w bloku
znajduje sie punkt o drugiej wspolrzednej réwnej y.
Bedziemy iterowaé¢ po mozliwych potozeniach
dolnego boku prostokata, od géry do dotu. Zaltézmy,
ze dolny bok prostokata ma druga wspélrzedna
réwna Y1, 1 rozwazmy te bloki, do ktérych nalezy
punkt o takiej wspolrzednej — punkty w pozostatych
blokach nie maja szans naleze¢ do takiego prostokata.
Ignorujemy takze wszystkie punkty o drugich
wspoélrzednych nie wiekszych niz y; — te takze

nie maja wpltywu na wynik. Teraz wystarczy policzy¢,
ile jest poziomych odcinkéw o obu koncach wéréd
punktéw, ktore nam pozostalty — jako ze kazdy blok
zawiera y1, kazdy taki odcinek odpowiada jednemu
prostokatowi. Ten krok mozna wykonaé tatwo,
przechodzac po wszystkich punktach, ktére nam
pozostaly (w dowolnej kolejnosci, np. od lewej do
prawej), przy okazji zliczajac w tablicy (wspélrzedne
sa malel), ile razy dana rzedna juz wystapila,

i aktualizujac wynik.

Zalozmy, ze wielko$ci matych blokéw to by, 0o, .. .,
przy czym b; < |/n] 1Y b; < n. Przy uwaznej
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implementacji algorytmu matych blokéw wykonamy

w nim liczbe operacji co najwyzej rzedu Y b7.
Faktycznie, wybrana wspélrzedna y; bedzie nalezata
do i-tego bloku b; razy, i wéwczas w fazie przegladania
kazdy punkt tego bloku odwiedzimy co najwyzej raz.
Wykazemy, ze > b7 = O(n+/n). Sprébujmy znalezé
yhajgorszy mozliwy” ciag b;. Jesli dla pewnych
réznych k,l mamy 0 < by < by < |/n], to zmniejszajac
br 0 11 zwiekszajac by o 1, nie zmieniamy . b;,

a jednoczeénie zwigkszamy > b2. Jest to konsekwencja
wypuklosci funkeji kwadratowej. Powtarzajac te
operacje dostatecznie duzo razy, otrzymamy wszystkie
liczby b; — by¢ moze z wyjatkiem jednej — réwne |[/n]
lub 0. Tych niezerowych bedzie co najwyzej \/n + 1,
poniewaz Y b; < n. Ostatecznie, dostajemy

Db < (Vn+ 1)(Vn)? = O(nvn),

Pozostato nam zajaé si¢ duzymi blokami. Dla dowolnego
bloku B, latwo policzy¢ w czasie O(n), ile jest
prostokatow, ktére maja dwa punkty w tym bloku —
jesli dla kazdego pozostalego bloku By znamy liczbe
wspolrzednych ¢ wspélnych dla B i By, to szukana
przez nas liczba jest > w Poniewaz te sume
dodamy do wyniku dla kazdego duzego bloku, wiec
prostokaty o wszystkich punktach w duzych blokach
policzymy dwukrotnie. .. To jednak nie jest duzy
problem — aby sie z nim uporaé, wystarczy dla kazdego
duzego bloku zawrze¢ w sumie wszystkie mate bloki

i tylko te duze, ktére znajduja sie na lewo od niego.

Na szczescie, duze bloki sa wystarczajaco liczne, aby
nie moglo ich byé wiecej niz /n — a wiec ta faza dziala
takze w czasie O(n\/n).

W powyzszych rozwazaniach zapomnieliSmy o kosztach
zwigzanych z sortowaniem i przenumerowaniem
wejsciowych wspolrzednych. Te nie powinny wynies¢
jednak wiecej niz O(nlogn) operacji, wiec sa

znikome w poréwnaniu z kosztem faz zliczajacych.
Cale rozwiazanie dziala wiec w czasie O(ny/n)

i pamieci O(n).

Zainteresowanemu Czytelnikowi polecamy zastanowienie
sie, co by bylo, gdybyémy chcieli, zamiast prostokatow,
zliczaé¢ kwadraty. Czy umiemy to zrobi¢ szybciej, czy
potrzebujemy bardziej skomplikowanych struktur
danych? Tak sformulowane zadanie pojawilo sie na
Obozie Naukowo-Treningowym im. A. Kreczmara

w 2010 roku pod tytulem Ogriodek i mozna je rozwiazywacé
W serwisie main.edu.pl.

Adam KARCZMARZ

student, Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki
Uniwersytetu Warszawskiego



Najprostszy silnik elektryczny Stanistaw BEDNAREK

Rys. 1. Budowa silnika z wirujacym
magnesem; 1 — magnes neodymowy,

2 — gwézdz stalowy, 3 — bateria okragla,
4 — dodatni biegun baterii, 5 — gietki
przewdd.

Rys. 2. Wyjadnienie zasady
dziatania silnika z wirujacym
magnesem; I — natezenie pradu,
B — indukcja pola magnetycznego,
F — sila elektrodynamiczna,

e — sila pondermotoryczna
(przeciwelektromotoryczna).

Fot. 1. Silnik unipolarny, zbudowany przy
uzyciu najmniejszej, okragtej baterii R3,
tzw. malego paluszka.

7Z silnikami elektrycznymi spotykamy sie na co dzien w bardzo wielu
urzadzeniach. Niewielki silnik elektryczny mozna kupi¢ juz w cenie ponizej

10 zt. Czy ma wiec sens jego samodzielne budowanie? Jak najbardziej! Istnieja
bardzo interesujace i proste silniki unipolarne (czasem nazywa sie je tez
homopolarnymi), w ktérych ruch obracajacego sie elementu (wirnika) zachodzi
w poblizu tylko jednego bieguna magnesu. W naszym otoczeniu znajduje

sie wiele przedmiotow i materialow codziennego uzytku, ktore pozwola nam
zbudowad kilka modeli silnikow unipolarnych i, co wazniejsze, przeprowadzié¢

z nimi eksperymenty ilustrujace wazne prawa fizyki. Nie bedzie przy tym
potrzeby zmudnego nawijania uzwojen. Do przeprowadzenia proponowanych
w tym odcinku do$wiadczen wystarczy przygotowaé: dowolng okragta baterie
(alkaliczna lub zwykla), walcowy magnes neodymowy, kawalek przewodu
elektrycznego, stalowy gwdzdz lub wkret. Wszystkie nowe baterie daja napiecie
okolo 1,5 V i, co dla nas wazne, maja chroniaca przed wyciekiem elektrolitu
obudowe ze stalowej blachy, ktora dodatkowo zapewni utrzymanie elementow
silnika w wyniku przyciagania magnetycznego. Przewdd elektryczny powinien
mieé¢ dlugos¢ kilkunastu centymetréw i odizolowane konce. Najlepiej, by

byt gietki, czyli zrobiony z linki skreconej z cienkich drucikéw miedzianych,
chociaz moze tez by¢ to zwykly kawalek drutu, byle nie stalowego. Walcowe
magnesy neodymowe mozna kupi¢ w sklepie z artykutami elektronicznymi

lub elektrotechnicznymi. Ich $rednica i wysoko$¢ moze wahaé sie od kilku
milimetréw do kilku centymetréow. Ceny mniejszych magneséw wynosza kilka
zlotych za sztuke. Magnesy te pokryte sa cienka powloka z niklu, przez co maja
srebrzysty polysk. Warstwa ta zabezpiecza je przed szkodliwym dzialaniem
powietrza, poniewaz sa one wykonywane ze sproszkowanych, sprasowanych

i spieczonych razem pierwiastkéw — zelaza, neodymu i boru — mogacych tatwo
wchodzi¢ w reakcje z niektérymi skladnikami atmosfery. Najlepiej tak dobraé
$rednice magnesu, zeby byla zblizona do $rednicy baterii.

Postugujac sie wiekszymi magnesami neodymowymi, nalezy zachowaé ostroznosé:
nie zbliza¢ ich do duzych lub grubych przedmiotéow ferromagnetycznych
(stalowych lub Zelaznych) ani tez réznoimiennymi biegunami ku sobie, poniewaz
magnesy te zostang silnie przyciagniete i trudno je bedzie oderwaé. Zeby
zapobiec przypadkowemu przyciggnieciu, nieuzywane magnesy nalezy rozdzielaé
nieferromagnetycznymi przektadkami (kawalki sklejki, styropianu lub grubej
tektury) lub owijaé¢ tzw. folig babelkowa. Material (spiek), z ktérego zrobione

sa magnesy, jest kruchy i moze peknaé¢ przy uderzeniu, moze tez odwarstwic

sie niklowa powloka. Uderzenia lub ogrzewanie magneséw powoduja tez
pogorszenie ich wlasciwoéci magnetycznych. Nie nalezy tez zbliza¢ magnesow

do urzadzen elektronicznych, zwlaszcza do zegarkéw. Ponadto osoby majace
wszczepione réznego rodzaju urzadzenia medyczne (rozruszniki serca, pompy

do dozowania lekéw, metalowe stenty, endoprotezy stawow, implanty ortopedyczne
i stomatologiczne) powinny zasiggna¢ porady lekarza przed uzywaniem silnych
magneséw. Nalezy je tez trzymacé z daleka od magnetycznych nosnikéw danych.
Uzywanie silnych magneséw jest bezpieczne, jezeli zachowuje sie elementarne
srodki ostroznosci. Zreszta, namagnesowany zegarek mozna latwo rozmagnesowac,
umieszczajac go na kilkadziesiat sekund w petli z grubego, miedzianego drutu,
przykreconej w miejsce grota do zasilanej z sieci lutownicy transformatorowej.
Wiele implantéw medycznych jest obecnie wykonywanych z materiatéw
nieferromagnetycznych — tytanu lub stali o dwéch podsieciach krystalicznych,
magnesujacych sie w przeciwne strony i niewykazujacych przez to wypadkowego
namagnesowania. Z takiej stali produkuje sie tez koperty drozszych zegarkow.

Po tych niezbednych uwagach wstepnych pora na doswiadczenia. Do érodka
ptaskiej powierzchni magnesu przyktadamy tepek gwozdzia, a jego ostrym
koncem dotykamy dodatniego bieguna baterii trzymanej pionowo, tak jak

na rysunku 1. Dzigki stalowej obudowie ostry koniec gwozdzia zostanie
przyciagniety do baterii i gw6zdz wraz z magnesem beda zwisaly. Trzymajac
bateri¢ w poblizu jej ujemnego bieguna, przyciskamy palcem do tego bieguna
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Fot. 2. Silnik unipolarny, w ktérym

wykorzystano okragla bateri¢ typu R20.

jeden koniec odizolowanego przewodu. Pozostaly koniec przewodu ujmujemy
palcami drugiej reki i przyktadamy do bocznej powierzchni magnesu.

Co zauwazamy? Okazuje si¢, ze magnes wraz z gwozdziem zaczynaja si¢ szybko
obracaé¢. Zasade dzialania tego silnika wyjasnia rysunek 2. Od dodatniego
bieguna baterii, przez gwézdz, niklowa powloke magnesu (spiek jest praktycznie
izolatorem) i przewdd plynie prad elektryczny do ujemnego bieguna baterii.
Prad plynacy wzdluz promienia magnesu znajduje sie w prostopadtym do niego
polu magnetycznym, dzigki czemu powstaje sila elektrodynamiczna, styczna

do powierzchni magnesu i prostopadla do kierunku pradu. To jej moment
obraca magnes. W obracajacym sie magnesie indukowana jest tez sita
pondermotoryczna, skierowana przeciwnie do sily elektromotorycznej baterii.

Postugujac sig tym zestawem, warto zbadac, czy zmieni si¢ kierunek obrotu magnesu,
gdy ostrze gwozdzia zetkniemy z dodatnim biegunem baterii, a w nastepnym
doswiadczeniu jego tepek przytozymy do przeciwleglej powierzchni magnesu —
odwrécimy kolejno bieguny magnesu albo ogniwa. Warto tez zobaczyé, czy na
szybkos¢ obrotu magnesu wplywa zmiana miejsca przylozenia konca przewodu do
powierzchni magnesu. Nalezy przylozy¢ ten koniec w polowie wysokosci i w poblizu
brzegéw bocznej powierzchni magnesu, a nastepnie do dowolnego miejsca na jego
plaskich powierzchniach. Jezeli mamy kilka baterii lub magneséw oraz gwozdzi lub
wkretow o réznych dlugosciach i grubo$ciach, to réwniez warto je wykorzystaé do
sprawdzenia, jak zmiany wtasciwosci tych elementow wptyna na dzialanie naszego
silnika. Dwa przyklady silnikéw unipolarnych, zbudowanych przy uzyciu baterii

i magneséw neodymowych o réznych rozmiarach, przedstawiaja fotografie 1 i 2.

W opisanych tu silnikach sumaryczny opor drutu, gwozdzia i powloki magnesu
jest bardzo maly, wiec bateria pracuje ,na zwarciu” i plynie przez nia prad
elektryczny o znacznym natezeniu (nawet do 4 A dla baterii R20). Z tego powodu
nastepuje nagrzewanie si¢ elementéw silnika, w tym réwniez baterii. Pobieranie

z baterii duzego pradu powoduje szybkie jej zuzycie, dlatego ciagta praca

silnika nie powinna trwaé¢ dtuzej niz 2-3 minuty. Dla przedtuzenia przydatnosci
baterii nalezy robi¢ kilkuminutowe przerwy miedzy kolejnymi uruchomieniami
silnika. Uwagi te dotycza rowniez wszystkich innych silnikéw unipolarnych, ktoére
zostang opisane w dwdch nastepnych artykutach z tego cyklu.

A R kR
Ry kRo
B
o [
Rys. 2

Redaguje Tomasz TKOCZ R

M 1336. Na trojkacie ostrokatnym ABC opisano okrag o. Punkt D jest
punktem przeciecia srodkowej poprowadzonej z wierzchotka C'
z okregiem o. W punktach A, B, C'i D poprowadzono
styczne do o, ktoére wyznaczyly czworokat PQRS

(rys. 1). Udowodnié, ze na czworokacie PQRS

mozna opisaé¢ okrag wtedy i tylko wtedy, gdy

tréjkat ABC' jest réwnoramienny.

Rozwigzanie na str. 9

M 1337. Udowodnié, ze nie istnieja liczby catkowite )
a,b, c spetniajace a?°1? + p2012 — 81006 — ¢, D

Rozwigzanie na str. 15 Rys. 1

M 1338. Znalez¢ najmniejsza liczbe catkowita dodatnia k o nastepujacej wlasnosci:
w kazdym k-elementowym podzbiorze zbioru {1,2,...,2012} znajdg sie dwie liczby,
ktorych suma lub réznica wynosi 671.

Rozwigzanie na str. 9

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 803. Uktad pokazany na rysunku 2 sktada sie z bardzo duzej ilosci rezystoréw. Ich op6r
jest w kazdym oczku k razy wigkszy niz w poprzednim. Znalez¢é opér miedzy punktami
A i B. Opory w pierwszym oczku sieci wynosza Ry oraz Ra.

Rozwigzanie na str. 7

F 804. Wyznaczy¢ opér Rap miedzy punktami A i B ukladu zbudowanego z cienkiej
przewodzacej siatki (rysunek 3). Przyjaé, ze liczba zmniejszajacych sie oczek siatki jest
bardzo duza. Dtugo$é boku tréojkata jest réwna a, a gestosé liniowa drutu, z ktérego
zrobiona jest siatka, wynosi p.

Rozwigzanie na str. 15
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Znowu neutrina, czyli kto sie myli?

W sierpniu zesztego roku $wiatowe media obiegta informacja
o ,pokonaniu bariery predkosci $wiatta”. DowiedzieliSmy
sie, ze teoria Einsteina zostala obalona, ze podréze w czasie
to tylko. .. kwestia czasu etc.

Wszystko za sprawa eksperymentu OPERA, ktéry
postanowil podzieli¢ sie ze Swiatem naukowym (a przy
okazji z mediami) zaobserwowana anomalia. Wedlug
wstepnej analizy danych, zebranych w ciagu ostatnich trzech
lat, neutrina mionowe wysytane z CERN-u do odlegltego

0 730 km (lotem kreta) LNGS (Laboratori Nazionali del
Gran Sasso) przybywaja o okolo 60 ns (z dokladnoscia do
okoto 10 ns) wczesniej, niz gdyby poruszaly si¢ z predkoscia
Swiatta w prozni. (Swiatlo w ciagu 60 nanosekund przebywa
20 metréw).

Sam eksperyment OPERA oraz wiazka neutrin zostaty
zaprojektowane tak, by umozliwi¢ bezposrednia obserwacje
oscylacji neutrina mionowego w neutrino taonowe, czyli
zaobserwowanie pojawienia sie leptonu tau w detektorze
OPERA, co si¢ zreszta udalo.

Cho¢ o neutrinach wiemy coraz wiecej, to nadal bardzo
wiele pytan pozostaje bez odpowiedzi. W szczegdlnosci
nadal nie wiadomo, jakie sa masy neutrin. Znane sa

goérne granice oraz réznice kwadratéw mas (z oscylacji).
Najbardziej obiecujacym bezposrednim sposobem na
pomiar masy neutrina elektronowego jest obserwacja kornica
widma elektronowego z rozpadu trytu. Na podstawie
pomiaréw estymowany jest kwadrat masy neutrina i od
wielu lat otrzymuje sie wartosci nieznacznie ujemne

(nowy eksperyment, KATRIN, ma zaczaé zbieraé¢ dane

w 2012 roku), co z jednej strony stymuluje dyskusje na
temat statystycznej interpretacji danych, a z drugiej strony
pozwala na spekulacje o tachionowej naturze neutrin.

Pozornie OPERA wtasnie potwierdzita, ze neutrina
mionowe sg tachionami, czyli czastkami poruszajacymi sie
z nadswietlnymi predkosciami. Zanim jednak przejdziemy
do mozliwych interpretacji wyniku, kilka zdan na temat
samego pomiaru.

Pojeciowo jest on niezwykle prosty. Wystarczy zmierzy¢
odleglosé i czas. Kalibracja czasowa, z doktadnoscig do 1 ns,
jest dokonywana w precyzyjnym trybie GPS, tzw. common
view i oparta na uzgodnieniu wskazan dwédch zegaréw
atomowych: jednego znajdujacego sie w CERN-ie, a drugiego
w Gran Sasso. Doktadny pomiar odlegtosci wiazal sie

z kolei ze specjalnym programem geodezyjnym, ktory
pozwolil na okreslenie wzglednego potozenia z doktadnoscig
do 2 cm. Przy okazji mozliwe byto zmierzenie ptywu
kontynentalnego masywu Gran Sasso oraz stwierdzenie jego
przemieszczenia o kilka centymetréw podczas trzesienia ziemi
w okolicach miasta L’Aquila w 2009 roku. Amplituda zmian
wywolanych ptywami skorupy ziemskiej zostata oceniona

na okoto centymetr.

Oba pomiary, odlegtosci i synchronizacji, musiaty jeszcze
zostaé przeniesione z powierzchni ziemi do, odpowiednio,
tunelu wigzki w CERN-ie oraz kawerny znajdujacej sie
obok tunelu autostradowego o diugosci 10 km. Ostatecznie
doktadnosé pomiaru odleglosci wyniosta 20 metréw,

a kalibracja czasowa data doktadno$é kilku nanosekund.

To jednak jeszcze nie wszystko.
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Wiazka neutrinowa jest produkowana przez
przekierowanie wigzki protonowej z pierscienia SPS-u
(ktory jest ostatnim stopniem przyspieszania protonéw
przed wstrzyknigciem do LHC) na kilkumetrowej dtugosci
tarcze grafitowa, gdzie powstaja, miedzy innymi, miony,
ktore sa kierowane do kilkusetmetrowej rury rozpadowej
i tam z nich powstaje wigzka neutrin. Ze wzgledu

na maksymalizacje intensywnoéci strumienia neutrin
wybrano tryb pracy, w ktérym wigzka protonowa ma
maksymalng dlugod¢, poréwnywalng z obwodem SPS-u.
Jej przejscie przez tarcze trwa 10 us i tyle samo trwa
impuls neutrinowy. Za pomoca tak dhugiego impulsu
OPER-ze udatlo si¢ zmierzy¢ czas z dokladnoscig

do nanosekund.

Oficjalne stanowisko OPER-~y bylo takie, ze wszystko,

co udato si¢ wymysli¢, zostalo sprawdzone, wigc wynik
powinien zostaé przedstawiony spotecznosci naukowej

do krytycznej oceny. Nie trzeba byto na nia czekaé.

W ciaggu trzech miesiecy pojawito sie ponad 1000 prac

lub pisemnych opinii. Wigkszo$¢ wskazywalta na jakies
potencjalne btedy lub pominiecia. W szczegdlnosci
poddawana w watpliwo$¢ byta poprawnosé analizy
statystycznej. Ten problem OPERA, wspdlnie z CERN-em,
postanowita rozwiazaé¢ doswiadczalnie. Zostala przygotowana
specjalna wiazka z impulsami trwajacymi tylko 3 ns, przy
ktorej zbierano dane przez dwa tygodnie. W listopadzie
ukazala si¢ uaktualniona analiza [1] (uwzgledniajaca

nowe dane), ktéra zostata wystana do recenzowanego
czasopisma (czyli zespét badawczy uznal ja za ostateczna).
Wyniki uzyskane z wiazka impulsows okazaly si¢ zgodne,
zaréwno jezeli chodzi o sam wynik, jak i jego doktadnosc
(nawet lepsza pomimo tysiackrotnie mniejszej liczby
przypadkéw). Jednoczesnie ewidentna stala si¢ przyczyna
limitujaca doktadnos¢ statystyczna. Jest nia czestosé
taktowania elektroniki OPER~y wynoszaca 20 MHz (czyli
z krokiem 50 ns — wlasnie taka jest dtugos$¢ prostokata
wynikéw z wiagzki impulsowej).

Jak na razie, zadnego ewidentnego btedu analizy OPER-y
nie znaleziono. Dlaczego wiec spotecznosci naukowej

trudno w nig uwierzy¢? Po prostu zaskakujacy wynik
powinien zgadzaé sie z dostepnymi ograniczeniami. Whrew
opinii mediéw istnienie tachionéw wcale nie falsyfikuje
rachunkéw prowadzonych w ramach teorii wzglednosci [2].
Spojnoéé teorii z tachionami wymaga jednak istnienia
wyr6znionego uktadu (co jest w sprzecznosei z sama zasada
wzglednosci), ale nie da si¢ tego stwierdzi¢ doswiadczalnie,
dopdki postugujemy sie obiektami o normalnej, a nie
urojonej masie, ktére nigdy nie poruszajg sie z predkosciami
nad$wietlnymi. A anomalia zmierzona przez OPER-¢ jest
zbyt duza, zeby takie tachiony mogtly by¢ neutrinami. Wynik
nie zgadza si¢ ze znanymi ograniczeniami na kwadrat masy
neutrina mionowego [2].

Albo myli sie OPERA, albo naprawde czego$ nie rozumiemy.
Piotr ZALEWSKI

[1] T. Adam i inni, Measurement of the neutrino velocity with the
OPERA detector in the CNGS beam, preprint wystany do JHEP
17 listopada 2011 roku.

[2] J. Ciborowski, J. Rembieliniski, Comments on the recent
velocity measurement of the muon neutrinos by the OPERA
Collaboration, arXiv:1109.5599.



O podatku Belki

*Instytut Matematyczny PAN

Jerzy ZABCZYK ™

Osoby osiagajace dochody musza placié¢ podatki. Podatki od pensji sa
najczesciej obliczane i odprowadzane przez instytucje, w ktorych pracujemy.
Podatki od dochodéw uzyskiwanych na kontach bankowych sa odprowadzane,

w wysokosci 19%, przez banki. Jest to tak zwany podatek Belki. Przy obliczaniu
tego podatku dwukrotnie dokonuje sie zaokraglenia: przy obliczaniu dochodu
(podstawy opodatkowania) i przy obliczaniu samego podatku. Bankowcy
zauwazyli, ze jezeli dochdd nie przekracza kwoty d = 2,49 z1, to kwota podatku
jest réwna 0. Mianowicie, kwota 2,49 po pierwszym zaokragleniu zamienia si¢

19

na 2, a 7=~ tej kwoty to 0,38 i drugie zaokraglenie daje 0. W zwiazku z tym

100

niektére banki zaproponowaly lokaty na K dni z oprocentowaniem o w skali
rocznej, dla ktérych dochody sa naliczane kazdego dnia. Powstaje wiec pytanie:
jaka jest maksymalna kwota L, ktéra mozna ulokowaé¢ na koncie, by bank nie
odprowadzil od niej zadnego podatku? Dochody kazdego dnia sa obliczane
zgodnie z procentem sktadanym r, spelniajacym réwnanie

1+ =1+a,

gdzie N = 365 to liczba dni w roku. Maksymalna lokata L dana jest réwnaniem

(1)

L1 +7r)5 1y =d.

Przedostatniego dnia kwota do opodatkowania wynosi L(1 + r)%~1 a dochéd od
niej jest réwny L(1 4 7)%~1r. Stad wzor.

Do uzyskania konkretnych informacji, jakie kwoty wchodza tu w gre i jak duzy
moze by¢ nieopodatkowany dochdd, proponujemy rozwiazanie kilku zadan.

Zadanie 1. Udowodnié, ze
In(1+ «) e
Sl e
N N’
gdzie In to logarytm liczony przy podstawie e.
Wskazowka. Jezeli x > 0, to e > 1+ z.

Aby oszacowaé blad, ktéry powstaje w obliczeniach przy
zamianie r na §, warto rozwiazac

Zadanie 2. Dla o > 0

042

O<a—-In(l4+a)< PR
Wskazéwka. Pochodna ¢’ funkeji ¥(a) = o — In(1 + «),
a > 0, wynosi 1%1, a>0.
Na przyktad, gdy a = 0,5, to btad popelniany przy
zamianie liczby In(1 4+ «) na liczbe a jest mniejszy
niz 0,000125. Zamieniajac w réwnaniu (1) 7 na 4,
otrzymujemy, ze od lokat w wysoko$ci

d
— N
(14+r)E-la
nie bedzie si¢ ptaci¢ podatku. Jest to lokata
,bezpieczna’, nieznacznie rézniaca sie od lokaty
maksymalnej. Wzoér (2) latwo wykorzystaé¢ do obliczen.
Banki proponuja 3- lub 4-miesieczne lokaty unikajace
podatku Belki i wygodnie jest wprowadzi¢ do wzoru (3)
liczbe f = %, mierzaca czesé roku, na ktora lokata
jest zakladana. Mozemy wtedy wyeliminowaé r ze
wzoru (2).

(2) Ly, =

Zadanie 3. Wykazac, ze
(3) Ly = ———N.

Zadanie 4. Obliczy¢, ze jesli
1) f =1 (lokata na 3 miesigce) przy oprocentowaniu
a = 0,045, to (w przyblizeniu)
Ly, = 19970.
2) f = % (lokata na 4 miesiace) i a = 0,055, to
(w przyblizeniu)
Ly =16 220.

Zadanie 5. Wykazaé, ze dochdéd z maksymalnej lokaty L
wynosi: L((1+ 7)% — 1) i nieznacznie przekracza liczbe

D=L((1+a)f 1)

Zadanie 6 — kontynuacja Zadania 4. Obliczy¢, ze
w przypadku 1) D = 221, a w przypadku 2) D = 303.

Gdyby podatek od dochodu odprowadzata osoba
wykupujaca lokate, to po okresie odpowiednio 3 lub

4 miesiecy musiataby odprowadzi¢ odpowiednio 42
lub 58 zlotych. Poniewaz w trakcie trwania lokaty nie
moglaby ona pobraé¢ zgromadzonych $rodkéw, wiec,

z jej perspektywy, wzbogaca sie ona dopiero po 3 lub,
odpowiednio, po 4 miesigcach. Zabieg omijania podatku
Belki rodzi wiec istotne problemy prawne i moralne

i nie wszystkie banki zdecydowaly sie, by antybelkowe
lokaty oferowa¢. Omijanie podatku trwa juz kilka lat.
Zaokraglanie kwot do pelnych ztotéwek w gore lub
zaniechanie zaokraglen zlikwidowaltoby te mozliwosé.

Na zakoniczenie zauwazamy, ze gdyby bank naliczat
odsetki nie kazdego dnia, ale co godzine, to we
wzorze (3) liczbe N nalezaloby zamieni¢ na 24N

i ,bezpieczna” wysokoéé¢ lokaty wzrostaby 24-krotnie,
podobnie jak wysoko$¢ nieopodatkowanego dochodu.
Gdy N — +o00, to i Ly — +oc.
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Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,

Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

&

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koica miesigca n 4 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe 0s6b, ktére

nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

Termin nadsytania rozwigzan: 31 III 2012

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw

jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegétowy

A y
<>

B

/\E\B

regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Zadania z fizyki nr 530, 531
Redaguje Jerzy B. BROJAN

530. Ciezarek o masie m wisi na nici A przelozonej przez 2 bloki ruchome
(rys. 1). Osie tych blokéw sa polaczone nicia B przelozona przez 2 bloki
nieruchome, a w tej nici zamontowana jest sprezynka o stalej sprezystosci k.
Obliczy¢ okres pionowych drgan cigzarka. Masy blokéw pominaé.

531. Gdy transformator byl podtaczony uzwojeniem pierwotnym do napiecia
przemiennego Uy, a obwdd wtérny byl otwarty, napiecie na uzwojeniu wtérnym
bylo réwne Us, a natezenie pradu w uzwojeniu pierwotnym I; (wszystkie podane
wielkosci sa wartosciami skutecznymi). Zamknieto obwdd wtdrny, dotaczajac
R do niego: a) opornik, b) zwojnice bezoporowa, ¢) kondensator. Ile w kazdym
z tych przypadkéw wyniesie natezenie pradu w uzwojeniu pierwotnym, jesli we
wtornym poplynie prad o natezeniu I>? Oba napiecia U; i Uy nie zmienilty wartosci,
a straty energii w transformatorze (jego nagrzewanie si¢) mozna pominac.

Rozwigzania zadan z numeru 9/2011

Przypominamy tres¢ zadan:

Rys. 1 Rys. 2

522. Linka o dtugosci I = 1,5 m i masie m = 0,2 kg (jednorodnie rozlozonej) jest zamocowana

koricami w dwéch punktach odlegltych o @ =1 m (rys. 2). Linka obraca si¢ wokél osi przechodzacej
przez punkty zamocowania z predko$cia katowa w = 100 rad/s i wzgledem tego obracajacego sig
ukladu odniesienia pozostaje nieruchoma. Pomijajac efekty sily cigzkosci, obliczyé numerycznie

odleglo$é¢ R srodkowego punktu linki od osi obrotu.

523. Dwie cienkie wspélosiowe soczewki o ogniskowych fi i fo sa odlegle o d i wykonane z tego
samego szkta. Jaki warunek musza spelnia¢ podane parametry, aby ogniskowa zespolu nie zalezala

od dlugosci fali (aby uktad byl achromatyczny)? Zmiany wspélczynnika zatamania sa niewielkie.

Ogélnie definiuje si¢ ogniskowa w sposéb nastepujacy: gdy na uklad pada promien réwnolegly do osi
i odlegly od niej o niewielki odcinek h, a wychodzac z uktadu przecina o$ pod katem «, to ogniskowa

wynosi f = h/a.

522. Niech y bedzie wspdlrzedna wzdluz osi obrotu,
natomiast r — wspolrzedna wzdtuz osi prostopadle;j.
Skladowa Fy sily napiecia linki jest stala, natomiast
przyrost sktadowej F,. réwnowazy site odsrodkowa
dziatajaca na fragment linki o dltugosci ds i masie dm:

2
dF, = —w?rdm = —wQT?ds = 7m(l,u ry/ 1+ (dr/dy)?.

Znak minus w powyzszym réwnaniu odpowiada dr > 0,
dy > 0. Kierunek sily napiecia jest styczny do linki,

czyli I};—; = g—;, a stad

d?r mw?
_ = —— 2 — _ 2.
a2 IF, ry/ 1+ (dr/dy) Ary/1 4 (dr/dy)

Numeryczne catkowanie tego réwnania rozpoczynamy
od y = r = 0 i dowolnie wybranych wartosci A oraz

dr/dy. Wartosci te nalezy dobraé tak, aby w punkcie

y = a/2 osiagnaé g—; = 0 oraz dlugosé linki réwna (/2.

Okazuje sie, ze przy danych a i [ wladciwymi wyborami
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sa A = 7,940 m~2 (faktycznie wyznaczamy w ten
sposob Fy; warto$ci m i w nie wpltywaja na ksztalt
linki) oraz (g—;)o = 1,796. Maksymalna wartoscia r jest
R = 0,516 m. Dla poréwnania, dla krzywej lancuchowej

(cosinusa hiperbolicznego) byloby R = 0,503 m.

523. Obliczenie ogniskowej F' ukladu jest dos¢
standardowe i nie bedziemy go powtarzaé. Otrzymuje si¢
1 1 1 d
F fi fo Af
Podstawiamy fi w postaci fi = (n—1)A;, gdzie
1 =1 1lub 2, A; nie zalezy od n. Przy niewielkiej
zmianie An zmiana zdolnosci skupiajacej uktadu 1/F
wynosi

A(%) == An(Al + A2 - Qd(n - 1)A1A2)

Proste przeksztalcenie prowadzi do wniosku, ze zmiana
ta jest réwna zeru, gdy f1 + fo = 2d.
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Termin nadsytania rozwigzan: 31 III 2012
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Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
621 (WT = 3,00) i 622 (WT = 1,27)
z numeru 5/2011

Piotr Sobczak bé6dz 43,59
Pawel Kubit Krakéw 38,59
Tomasz Tkocz Rybnik 38,41
Zbigniew Skalik Wroctaw 37,25
Janusz Olszewski Warszawa 36,91
Michal Miodek Zawiercie 35,88
Roksana Stowik Knuréw 31,49

Zbigniew Sewartowski Wieliczka 31,04

Zadania z matematyki nr 633, 634
Redaguje Marcin E. KUCZMA

633. Kazdy punkt ptaszczyzny zostal pokolorowany na czerwono lub zielono.
Dany jest tréjkat ABC. Dowiesé, ze istnieje tréjkat przystajacy do ABC

o wszystkich wierzchotkach zielonych lub istnieje odcinek dtugosci jednostkowe;j
o obu koncach czerwonych.

634. Niech S bedzie skonczonym zbiorem liczb catkowitych. Wykazaé, ze istnieje
wielomian stopnia pierwszego, o wspoétczynnikach catkowitych, ktérego wartosci
w punktach zbioru S sg parami wzglednie pierwsze.

Zadanie 634 zaproponowal pan Jerzy Cisto z Wroctawia.

Rozwigzania zadan z numeru 9/2011

Przypominamy tres¢ zadan:

625. Okregi o sSrodkach P i Q przecinaja si¢ w punktach A i B; promienie PA i QA nie sa prostopadle.
Okrag opisany na tréjkacie APQ przecina te dwa okregi w punktach D i E (réznych od A) oraz
przecina prostag AB w punkcie C' (réznym od A). Dowiedé, ze okrag opisany na tréjkacie BDE ma
$rodek w punkcie C'.

626. Dana jest liczba a > 0. Okreslamy ciagi (z,) oraz (yn):
1 1 3
T =a, Tp41 = 5 (:1:,,, + —) dlan > 1; Yn = 51:1/2:1:_1)/4 . _51;}L/27’ )
T 2

Wykazaé zbieznos$¢ i obliczyé granice ciagu (yn).

625. Okrag w, opisany na tréjkacie APQ, nie jest styczny do zadnego z dwoch danych
okregéw (bo je przecina w punktach réznych od A). Zatem zaden z odcinkéw AQ, AP

nie jest jego $rednica; w takim razie zaden z katéw APQ, AQP nie jest prosty. Stad wniosek,
ze zaden z punktéw P, @ nie lezy na prostej AB, wobec czego prosta PQ nie przechodzi
przez punkt C.

Mamy wiec niezdegenerowany tréjkat CPQ, wpisany w okrag w. Wysoko$é poprowadzona
z wierzchotka C, lub jej przedtuzenie, przecina okrag w ponownie w punkcie A.
Ortocentrum tréjkata C' PQ lezy w punkcie symetrycznym do A wzgledem prostej PQ

— czyli w punkcie B.

Punkty symetryczne do ortocentrum B wzgledem bokéw CP i CQ takze leza na okregu w;
oznaczmy je odpowiednio przez X i Y (zaden z nich nie pokrywa si¢ z A, bo punkt C nie lezy
na prostej PQ).

Tréjkat CX P jest symetryczny do CBP, wiec |CX| = |CB]|, |[PX| = |PB|. Ostatnia réwnosé¢
moéwi, ze X jest punktem okregu o srodku P, przechodzacego przez A i B. Skoro za$ lezy na
okregu w i nie pokrywa si¢ z A, musi si¢ pokrywac z D lub E; ustalmy oznaczenia (D, E) tak,
ze X = D.

Analogicznie stwierdzamy, ze |CY| = |CB|, |QY| = |QB|,Y = E. Tak wigc |CD| = |CB| = |CE]|.
To znaczy, ze punkty B, D, E leza na okregu o srodku C'.

626. Przyjmijmy oznaczenia:
a+1 2" a—1\%"
Up = , Up = dlan=0,1,2,...
" ( 2 ) " ( 2 )

Widaé, ze un = ui_l, Uy = ”721—1? up +vo =a, up —vo = 1, u; —v1 = a.

Udowodnimy indukcyjnie dwie réwnosci. Pierwsza z nich: analogiczna do (2) zachodzi dla n — 1:
Up—1 + Up— n—1
(1) Ty = Inl T Pn-l dlan=1,2,3,... y%_l = Up_1 — Un—_1-
Un—1 — Un—1 n
Dla n = 1 zgadza sie. Przyjmijmy jej stusznosé¢ dla n. Wtedy Z okreslenia ciagu (yn) wynika, ze y, = yn,lm:/Q . Stad oraz z (1):
dla n + 1 mamy n n—1 Up—1 + Vn—1
2 2 2 2 Un n
1 1 Yo = Wn-1 )" 20 = (Un—1—vn-1)"" i —o
= Lo 1) = e
Tn =Up_1 —V,_1 = Un — Un,
1 _ _ 1 — Up_
== (u" 1¥ Un-1 4 Un1 7 Un 1) = co konczy dowéd indukeyjny zaleznodci (2).
2 Un—1 — Un—1 Un—1 + VUn—1

(un—l + vn—1)2 + (un—l - Un—1)2 _ Un + vn

Przepisujemy te zalezno$é w postaci

2(up_q —vi_y)

stad stusznoéé (1) dla wszystkich n.

Teraz druga z zapowiedzianych réwnosci:
(2) 2 =up—vn, dlan=1,23,...

- ’ n v, a—1\%"
tn = Un y'r21, = Unqn, gdzie gqp=1- = =1- ( ) ’
Un, a—+1

Liczba a jest dodatnia, wiec iloraz w nawiasie jest liczba o module
mniejszym od 1. Wobec tego ¢, — 1. Stad, ostatecznie,

n a+1 1/2m a+1
Yn = (unQn)1/2 = : Qn/ - .

Znoéw, dla n = 1 zgadza sie. Wezmy n > 2 i zalézmy, ze réwnosé 2 2
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Styczen

Styczen, choé¢ jest chlodny, dzigki dlugim, zimowym nocom sprzyja obserwacjom.
Pierwsza polowa nocy nalezy do jasnego Jowisza (—2,5 mag) pojawiajacego sie
w Rybach wraz z zachodem Slonica nad poludniowo-wschodnim horyzontem.
Kazdego jednak dnia bedzie on zachodzil coraz wczedniej, by pod koniec miesiaca
juz przed p6inoca chowaé si¢ za widnokregiem. Mars (40,1 mag) wschodzi
poznym wieczorem we Lwie nad wschodnim horyzontem. W drugiej za$ polowie
nocy, niezbyt wysoko nad poludniowo-wschodnim horyzontem, w Pannie
wschodzi Saturn (40,7 mag). Neptun i Uran zachodza razem ze Stoficem, wiec
raczej nie da sie ich obserwowacé. 7 kolei Wenus na poczatku miesigca zachodzi
krotko po Stoncu, ale z kazdym dniem coraz p6zniej, by pod koniec miesiaca
by¢ widoczna bardzo wczesnym wieczorem. Wytrwalym i obdarzonym dobrym
wzrokiem obserwatorom by¢ moze uda si¢ dostrzec w Wezowniku Merkurego
(—0,4 mag) w blasku wschodzacego Storica.

Jednym z najlatwiej rozpoznawalnych gwiazdozbioréw
jest gwiazdozbiér Oriona, widoczny w Polsce od
pazdziernika do marca. Latwo go odnalezé¢ ze wzgledu
na trzy gwiazdy — Mintaka (6 Ori), Alnilam (e Ori)

i Alnitak (¢ Ori), tworzace pas Oriona. Uklad tych
gwiazd wskazuje na najjasniejsza gwiazde naszego
nieba — Syriusza (e CMa) na poludniowym wschodzie
i na Aldebarana (o Tau) na péinocnym zachodzie.

Rigel, cho¢ ma oznaczenie § Orionis, przy swojej
przecietnej jasnosci +0,12 mag, jest najjasniejszy

w gwiazdozbiorze Oriona. Druga co do jasnosci
gwiazda gwiazdozbioru Oriona jest Betelgeuse

(o Ori) z przecigtna jasnoscia +0,42 mag. Sa jednak
krotkie okresy, kiedy Betelgeuse w pelni zastuguje

na swoja nazwe « Orionis i staje si¢ najjasniejsza
gwiazda Oriona. Rigel jest niebieskim nadolbrzymem
typu widmowego B8 i klasy jasnosci Iab, o masie
siedemnastu mas Stofica i promieniu 78 razy wickszym
niz promien naszej dziennej gwiazdy. Jest takze
kilkadziesiat tysiecy razy jasniejszy niz Stonice. Wedlug
danych z satelity Hipparcos Rigel jest oddalony

od Slonca o 770 lat $wietlnych (240 parsekéw). Jest
gwiazda zmienng nieregularng o okresie zmian jasnosci
okolo 22-25 dni i amplitudzie 0,27 mag. Szczesliwi
posiadacze teleskopow o Srednicy wigkszej niz 7 cm
moga sprobowaé rozseparowadé jego sktadniki, gdyz
Rigel jest gwiazda wielokrotna. Chociaz towarzysz (Rigel B; +6,7 mag) jest
stosunkowo jasny, to jego obserwacja jest trudna ze wzgledu na stosunkowo
bliskie sasiedztwo bardzo jasnego sktadnika gtéwnego (blisko 500 razy
jasniejszego). Niestety, maly teleskop juz nie wystarczy, by dostrzec, ze

Rigel B sam tez jest gwiazda podwdjna, skltadajaca sie z dwu gwiazd ciagu
gltéwnego o typie widmowym B9. Tak wiec mamy uktad trzech gwiazd,

w ktérym najjasniejszy i najbardziej masywny skladnik gléwny, Rigel A,

jest okrazany przez dwa mniejsze, Rigel B i C, obiegajace jeszcze dodatkowo
swoj érodek masy.

Pelia Ksiezyca przypada 9 I, a néw 23 1. Bedzie tez seria koniunkcji. 2 stycznia
nastapi koniunkcja Ksiezyca z Jowiszem, odleglo$¢ miedzy nimi wynosié

bedzie 4°50’. 13 I nastapi koniunkcja Wenus z Neptunem, kiedy to planety
zblizg sie na odleglosé 1°5’. 22 T Merkury znajdzie si¢ w koniunkcji z Ksigzycem
w odleglodci 4°42’. Na poczatku stycznia (1-7 I) aktywny bedzie obfity rdj
Kwadrantydéw z maksimum 5 Ii 120 zjawiskami na godzine. Jesli tylko pogoda
dopisze, réj ten z radiantem wysoko nad horyzontem powinien dostarczy¢

niezapomnianych wrazen. Zatem czystego niebal
Agnieszka MAJCZYNA
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We wszystkich zadaniach przyjmujemy,
ze a, b i c sa dowolnymi liczbami
rzeczywistymi dodatnimi.
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Rys. 4. 14+3454+...+(2n —1) =n?

Najkrétsza tamana Joanna JASZUNSKA

Niektére nieréwnoéci, pozornie niezwigzane z geometria, mozna zaskakujaco
tatwo udowodnié¢, wykorzystujac twierdzenie Pitagorasa i prosty geometryczny
fakt, ze najkrotszq tamang pomiedzy dwoma punktams jest lgczqcy je odcinek.
Fakt ten mozna stosowaé na plaszczyznie, mozna w przestrzeni tréjwymiarowej,
nic tez nie stoi na przeszkodzie, by uzywaé¢ go w czterech lub wigcej wymiarach.

1. Udowodnij nieréwnosé va2 + b2 + Vb2 + 2 + V2 +a2 > V2 (a+ b +c).
2. Udowodnij, ze Va2 + 2b2 + Vb2 + 2¢2 + /2 + 2a2 > \/§(a+b+c).

3. Wykaz, e vVa+ b+ 2c+ Vb + ¢+ 2a+ Ve +a+ 20 > 2(va+ Vb + e).
4. Udowodnij nieré6wno$é va2 + 1+ Vb2 +1+Vc2 +1> \/6((1—1— b+ c).

5. Znajdz najmniejsza warto$¢ wyrazenia Y ., \/a? + (2i — 1) dla

: . n
ai,ag,...,ay >0, takich, ze )" a; = n2.

Rozwigzania

R1. Ustawmy trzy tréjkaty prostokatne jak na rysunku 1. Wowczas

Va2 + 02+ Vb2 +c2++vVe2+a2=AB+BC+CD > AD = VAE? + DE? =
=v2(a+b+c) O

R2. Ustawmy prostopadlo$ciany o wymiarach a X b X b, b X ¢ X c oraz ¢ X a X a
tak, jak na rysunku 2. Wéwcezas Va2 + 02 + b2+ Vb2 + 2+ 2 +vV2 + a2 + a2 =
=AB+BC+CD > AD =+3(a+b+c). O

Uwaga. Zadanie mozna tez rozwiaza¢ na plaszczyznie, ustawiajac tréjkaty
prostokatne o przyprostokatnych a i bv/2, bicv/2 oraz ¢ i av/2 tak, jak na rysunku 1.

R3. Ustawmy trzy czterowymiarowe hiperprostopadlosciany (odpowiedniki
tréjwymiarowych prostopadlogcianéw) o wymiarach \/a x Vb x /¢ X \/c,

Vb x /¢ x \Ja x \Ja oraz \/c x \/a x /b x /b analogicznie do sytuacjiz rysunku 2.
Wtedy vVa+b+c+c+vVb+c+a+a+ Vet a+ b+ btodlugosé lamanej od A
do D, natomiast odcinek AD to przekatna 4-wymiarowego hiperszescianu o krawedzi
Va4 Vb4 /e, czyli AD = V4 (\/a + Vb + \/c), co konczy dowéd. O

Uwaga. Rozwiazanie w przestrzeni trojwymiarowej mozna uzyskac¢, ustawiajac

prostopadlodciany o wymiarach v/a x Vb x v/2¢, Vb x /¢ x V/2a oraz /¢ X \/a x v/2b.

RA4. Ustawmy tréjkaty prostokatne o przyprostokatnych a i1, b1 1 oraz cil
podobnie, jak na rysunku 1. Wtedy va2 + 1+ Vb2 +1++/c2+1= AB+ BC +
CD > AD = \/(a+b+c)? +32. Ponadto (a+b+c)>+3% > 6(a+b+c),
poniewaz ((a +b+c) —3)% > 0. O

R5. Dlai=1,2,...,n ustawmy tréjkaty prostokatne o przyprostokatnych
a; oraz 21 — 1 tak, jak na rysunku 3. Przeciwprostokatna i-tego trojkata ma
wtedy dlugo$é \/a? + (2i — 1)2, wiec dla tamanej od A do Z uzyskujemy

imwz (iai)2+ (i<2¢1>)2.

1= 1=

Zzalozeniay ., a; = n? arysunek 4 ilustruje znana tozsamos¢ Y |, (2i — 1) = n?.
Stad AZ = v/n* + n% = 2n? i to jest szukana najmniejsza wartoé¢ danego
wyrazenia. Jest ona osiagana, gdy tamana od A do Z jest odcinkiem, czyli gdy
a; =21 — 1 dla kazdego i =1,2,...,n. 0

Zadania domowe

6. Udowodnij nieréwnos$é va + b+ vb + ¢+ e+ a > vV2a + vV2b + 2c.

7. Udowodnij, ze va2 + 3b% + /b2 + 3¢ +/c2 + 3a2 > 2(a + b + ¢).

8. Wykaz, ze Va2 + 202+ 2c2 + /b2 + 2c2 +2a2 +v/c2 + 2a2 + 2b2 > \/g(a—i—b—i—c).

Zachecam do samodzielnego wymys$lania nieréwnoéci, ktére mozna rozwiazac
opisang tu metoda, a takze do rozwiazywania powyzszych zadan innymi metodami.
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