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Ciemna materia, ciekawe czasy
Aleksandra DROZD*

Cos$, czego nie widaé. W 1933 roku Fritz Zwicky, badajac predkosci galaktyk

w gromadzie Warkocza Bereniki, uzyskat wyniki wskazujace na obecnos¢ w tej
gromadzie znacznie wigkszej ilosci materii niz ta, ktéra byto wida¢. Byta to pierwsza
ze wskazowek, ze we Wszechswiecie moze byé duzo czego$, czego zobaczy¢ si¢ nie dal

Dalszych dowodéw na istnienie niewidocznej materii dostarczaja doktadne analizy
predkosci gwiazd w galaktykach. Centra galaktyk sa duzo jasniejsze niz ich obrzeza, co
sugeruje skupienie masy galaktyki blisko jadra (znajduje si¢ tam najwiecej gwiazd). Jednak
dla takiego rozktadu materii predkosé obiegu gwiazd wokoét centrum powinna by¢ odwrotnie
proporcjonalna do pierwiastka z odleglosci od centrum. Tymczasem obserwowane
predkosci gwiazd w czesciach centralnych oraz w cze$ciach odlegltych od centrum galaktyki
nie réznia si¢ znaczaco. Co z tego wynika? Po pierwsze, rozktad materii w galaktykach musi
by¢ duzo bardziej réwnomierny niz rozklad bezposrednio obserwowanej materii §wiecacej.
Po drugie, w wiekszosci obserwowanych galaktyk tej niewidocznej materii jest znacznie
wiecej niz widocznej! A zatem wokél centrum galaktyki istnieje sferycznie symetryczny
rozklad materii niewysylajacej promieniowania elektromagnetycznego — galaktyczne halo
ciemnej materii. Takze nasza Galaktyka zawiera te nieznana materie — podczas gdy masa
zwyktej materii w Drodze Mlecznej to okoto 9 - 10'° mas Storica, masa ciemnej materii
szacowana jest na okoto 6 - 10! do 3 - 10'? mas Stofica. Wickszosé¢ niewidocznej masy
znajduje si¢ w odleglosci okoto 100000 lat $wietlnych od centrum (Storice znajduje sie
w odlegtosci okoto 25000 lat $wietlnych).

Czym miataby by¢ owa ciemna materia? Jednym z pierwszych wyjasnien zagadki
brakujacej masy byla propozycja, ze stanowia ja skupiska zwyktej, znanej materii
emitujace niewiele promieniowania, np. czarne dziury, gwiazdy neutronowe, brazowe
karty lub nieorbitujace wokot gwiazd planety. Takie obiekty, nazwane przez fizykéw
MACHO (ang. Massive Astrophysical Compact Halo Objects — masywne zwarte
astrofizyczne obiekty w halo), nie moga jednak wystepowaé w zbyt duzej ilodci, gdyz
sp6jny opis historii Wszech$wiata w modelu Wielkiego Wybuchu nie dopuszcza, by
calej znanej materii (tzw. materii barionowej) bylo istotnie — o rzad wielkosdci — wigcej
niz materii Swiecacej. To za$ oznacza, ze istnieja we Wszech$wiecie zupelnie nowe
formy materii, o szczegétowych wlasnosciach jeszcze nieznanych nauce. Jak je wykry¢?

Najpowazniej dzi$ rozwazanymi kandydatami na czastki ciemnej materii sa

tzw. WIMP-y (ang. Weakly Interacting Massive Particles, czyli stabo oddziatujace
czastki masywne) — na nich bedziemy sie koncentrowaé w dalszej czesci artykutu.

Pod tym krétkim hastem kryje sie wiele rozmaitych teorii fizycznych: WIMP-ami
moga by¢, na przyktad, supersymetryczni partnerzy znanych czastek albo wzbudzenia
znanych czastek w dodatkowych wymiarach czasoprzestrzennych.

Fizycy, rozmawiajac o ilosci energii lub materii we Wszech$wiecie, postuguja si¢
jednostkami gestosci krytycznej — maksymalnej gestoéci Wszech$wiata, przy ktérej

nie zaczalby sie on nigdy zapadaé, gdyby nie byto stalej kosmologicznej. Korzystajac

z tego ukladu jednostek, mozemy sparametryzowaé nasza wiedze (niewiedze?): gestosé
znanej materii {2n wynosi okoto 0,05, gesto$é zas materii nieznanej 2pm to okolto 0,22.
Tak dokladne wyznaczenie tych wartosci powoduje niekiedy dodatkowy ktopot:
oddzialywania supersymetrycznych partneréw znanych czastek sa dobrze znane — tatwo
dostaé¢ ciemnej materii o rzad wielkosci za duzo lub za malo, ale uzyskanie wlasciwego
przewidywania wymaga pewnego dopasowania parametrow teorii.

Nawet najbardziej zawite spekulacje fizykéw teoretykéw musza byé jednak
skonfrontowane z doswiadczeniem, by méc uznac je za poprawny opis $wiata.
Jak jednak zobaczy¢ ciemng materi¢? Ponizej przyjrzymy si¢ niektérym sposréd
realizowanych przez naukowcé/w mozliwosci.

A jednak teleskopem! Pewne wlasnoéci ciemnej materii, a w szczegdlnosci to, ile
jest jej we Wszechswiecie, mozna catkiem dokladnie bada¢ bez odwolywania sie do jej
mikroskopowej natury. Przewidywane przez ogdlng teorie wzglednosci zakrzywianie
toru promieniowania elektromagnetycznego przez masywne obiekty jest dzi$ tak

dobrze znanym efektem, ze korzystamy z niego na co dzien (bez uwzglednienia efektéw
relatywistycznych urzadzenia GPS bylyby bezuzytecznie niedoktadne). Jesli skupiska
ciemnej materii sa odpowiednio masywne, to w ich sasiedztwie moga ugiaé sie promienie
$wietlne biegnace od potozonego dalej obiektu i obiekt ten bedzie widoczny w dwdéch
réznych miejscach na niebie. Innym zrédtem danych obserwacyjnych jest mikrofalowe
promieniowanie tta — resztkowe promieniowanie pozostate po Wielkim Wybuchu. Dzisiaj
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Rozwigzanie zadania F 799.
Podczas ruchu cieplnego w polu
magnetycznym elektrony poruszaja sie
po lukach okregéw o promieniu r. Sila
wywierana przez pole magnetyczne

o indukcji B jest silg do$rodkowa:

stad

eB’
Wykorzystujac zasade ekwipartycji
energii, ped elektronu mozna wyrazic¢
przez temperature gazu p = vV3mkT,
co daje ostatecznie
V3mkT

r= ~1,2-10"* m.
eB

Niektore z zaproponowanych kandydatek

na czastki ciemnej materii oddziatuja
tak stabo, ze prawdopodobienstwo
ich oddziatywania w detektorze jest
bardzo mate i bezposrednia detekcja
nie moze si¢ udac.

czytamy je troche jak mape Wszechswiata sprzed 13 miliardéw lat. Fotony emitowane
z miejsc, gdzie ciemnej materii byto troche wiecej, musiaty oddaé czes¢ swojej energii,
wychodzac z troche glebszej jamki potencjalu grawitacyjnego — i dzi§ widzimy je jako
ujemne fluktuacje temperatury promieniowania tta.

Poczué¢ malenkie kopniecie! Droga Mleczna, jak kazda galaktyka, jest petna
ciemnej materii. Niewidoczne i prawie nieoddzialujace czastki powinny sie znajdowaé
réwniez w okolicach Stonica i Ziemi — tutaj gesto$¢ ciemnej materii wynosi mniej wiecej
0,3 GeV/(c?cm?®). Taka gestos¢ odpowiada jednej czastce o masie réwnej masie bozonu Z
(91 GeV/c?) w filizance kawy. Oznacza to, ze na Ziemi materia sktada si¢ niemal wyltacznie
ze ,zwyklych” czastek. Niemniej raz na jaki$ czas moze sie zdarzy¢, ze czastka ciemnej
materii zderzy si¢ ze zwykta czastka i spowoduje jej niewielki odrzut. Powierzchnia Ziemi,
bezustannie bombardowana promieniowaniem kosmicznym, nie jest dobrym miejscem
na poszukiwanie takich zdarzen. Trzeba zbudowacé jakas gruba ostone. Najbardziej
praktycznym sposobem jest umieszczenie detektora ciemnej materii gteboko pod ziemis.

Jak stwierdzié, czy czasteczki detektora doswiadczaja malenkich kopnie¢ w wyniku
oddziatywania z ciemng materia? Czastki ciemnej materii wpadajace do detektora

i zderzajace sie z czasteczkami detektora przekazuja im energie, ktéra moze by¢
przekazana dalej jako ciepto lub promieniowanie elektromagnetyczne. To pierwsze
jest rejestrowane w najstarszej z metod zastosowanych do detekcji ciemnej materii,
wykorzystujacej ochtodzone do bardzo niskich temperatur (0,1 K) krysztaly germanu.
To drugie powstaje w wyniku wzbudzania czasteczek wypelniajacej detektor
substancji, zwanej scyntylatorem, np. jodku sodu lub zwiazkéw organicznych.

Trudnym elementem takiego doswiadczenia jest rozpoznawanie, ktore zderzenia pochodza
od znanych nam juz czastek, a ktére moga wskazywac na ztapanie WIMP-6w. Na przyktad,
nawet bardzo niewielka radioaktywnos¢ materiatéow, z ktorych zbudowany jest detektor,
lub otaczajacych go skat dostarcza do detektora czastki, ktére moga by¢ pomylone

z czastkami ciemnej materii. Trudnosci te przezwycigza si¢ na dwa sposoby. Pierwszy
polega po prostu na starannym ekranowaniu detektora i doktadnych analizach kinematyki
reakcji, wykluczajacych zderzenia ze znanymi czastkami. Drugi sposéb wykorzystuje
ruch orbitalny Ziemi wokét Storica (z predkoscia okolo 30 km/s), ktére z kolei obiega
centrum Galaktyki (z predkoscia okoto 200 km/s). Ztozenie tych dwdch ruchéw powoduje
zmiennosé¢ w czasie — z okresem jednego roku — predkosci Ziemi wzgledem halo, a zatem
takze strumienia czgstek ciemnej materii docierajacych do Ziemi. Mozna zatem analizowaé
dane pod katem wystepowania takich okresowych zmian w liczbie rejestrowanych zderzen.

Co mozna byto zobaczy¢?

e W 1997 roku zesp6l eksperymentu DAMA, poszukujacego rocznej modulacji liczby

zderzen w krysztatach jodku sodu w detektorze znajdujacym sie w Gran Sasso

we Wtoszech, poinformowat o wykryciu takiego sygnatu. Nastepne kilkanascie lat

przyniosto stopniowe ulepszanie analiz oraz budowe nowego detektora, ktéry takze

rejestrowal odpowiednie roczne zmiany.

17 grudnia 2009 roku zesp6t eksperymentu CDMS, wykorzystujacego krysztaly germanu

w detektorze w kopalni Soudan (USA), zorganizowal réwnoczesnie dwie prezentacje

wynikéw: w Europie i w USA. Fakt ten nie uszedl uwagi fizykoéw, ktérzy, na zywo

i w Internecie, $ledzili referaty z zapartym tchem, oczekujac przetomowych wynikéw.

G16d nowosci zostal zaspokojony czeéciowo — w doswiadczeniu zaobserwowano dwa

zdarzenia, ktére trudno wyjasnié¢ jako oddzialywanie ze znana materia.

e 14 kwietnia 2011 roku zesp6t eksperymentu XENON100, uzywajacego detektora
wypelnionego cieklym ksenonem, umieszczonego w laboratorium Gran Sasso, oglosit
brak jakichkolwiek pozytywnych rezultatéw poszukiwan ciemnej materii. Takze w wielu
innych, na razie mniej doktadnych, eksperymentach nie wykryto niczego ciekawego.

e 2 maja 2011 roku zespél eksperymentu CoGeNT, wykorzystujacego krysztaly germanu
w niewielkim detektorze w kopalni Soudan (USA), obwiescil zaobserwowanie rocznej
modulacji w liczbie rejestrowanych zderzen. Zbieranie danych zostalo na razie przerwane
w wyniku pozaru w kopalni, ktory mégt doprowadzi¢ do wzrostu temperatury
i uszkodzenia detektora.

Co z tego wynika? Najciekawsze, ze tak naprawde nie wiadomo. Kazda z czterech
wymienionych obserwacji naktada (po uwzglednieniu pewnych upraszczajacych zalozen)
ograniczenia na mase i prawdopodobienstwo oddziatywania czgstek ciemnej materii, ale
dla kazdych dwoch tak otrzymane wyniki sa niezgodne. Wyglada wigc na to, ze, o ile
nie zostang zidentyfikowane bledy systematyczne w tych do$wiadczeniach, dla fizykéw
zajmujacych sie teoria czastek elementarnych rozpoczynaja sie naprawde ciekawe czasy.

Ztapac¢ produkty reakcji! Alternatywa wobec metod bezposrednich mogg by¢
posrednie metody detekcji, opierajace sie na poszukiwaniu docierajacych do Ziemi

2



Rozwigzanie zadania F 800.
Temperatura pary jest proporcjonalna do
$redniego kwadratu predkosci atoméw:
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Ruch czastek w kierunku pionowym
odbywa sie w polu sity ciezkosci. Zatem
z jednej strony czas ruchu czastki to

t = - 7z drugiej jest to czas spadku
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co ostatecznie daje:
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= ~ 600 K.
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sygnaléow z anihilacji ciemnej materii. Anihilacjg nazywamy proces oddzialywania
czastek ze swoimi antyczastkami, w ktérym dochodzi do ich destrukcji. Ze wzgledu na
zasade zachowania energii anihilacja jest nieodlacznie zwigzana z kreacja jakiejs innej
formy materii. Na przyklad, para elektron i antyelektron (pozyton) moze anihilowaé,
wytwarzajac przy tym pare fotondw.

Jedli halo ciemnej materii sktada sie zarowno z WIMP-6w, jak i anty-WIMP-6w, lub jesli
czastki ciemnej materii, tak jak fotony, sg same swoimi antyczastkami, moze zachodzié
anihilacja par ciemnej materii w pary czastka-antyczastka, takie jak proton-antyproton
lub elektron-pozyton. Do badania strumieni antyczastek przeznaczone sg specjalne,
wynoszone w goérne warstwy atmosfery lub na orbite okoloziemska detektory, takie

jak PAMELA lub AMS-02 — modul Miedzynarodowej Stacji Kosmicznej. Sa one
misternymi konstrukcjami odrézniajacymi m.in. elektrony i pozytony od innych czastek
promieniowania kosmicznego oraz okreslajacymi ich energie. Jedli zostanie odkryty silny
sygnal — np. duza ilo$¢ antymaterii o pewnej konkretnej wartosci energii — moze to
wskazywac na jej pochodzenie wlasnie z anihilacji ciemnej materii. Czy tylko stad?
Niestety, antymateria moze byé¢ produkowana takze przez pulsary i wybuchy supernowych.
Aby mieé¢ pewnosé, ze obserwowany sygnal pochodzi od poszukiwanej ciemnej materii,
trzeba poprze¢ wyniki eksperymentem innego rodzaju, najlepiej bezposrednia detekcja.

Co mozna byto ostatnio zobaczy¢?

e W 2004 roku zesp6l eksperymentu HEAT ogtlosit detekcje nadmiaru
wysokoenergetycznych pozytonéw, nie byt to jednak bardzo zjawiskowy wynik.

e W 2008 roku zesp6t eksperymentu PAMELA ogtlosit zaobserwowanie anomalnie
duzej liczby wysokoenergetycznych pozytonéw, mogacych pochodzié¢ z anihilacji
ciemnej materii. Pewnym zaskoczeniem byt brak nadmiaru antyprotonéw, rowniez
rejestrowanych przez ten detektor. Badacze z PAMEL-i prezentowali poczatkowo
swoje wyniki na seminariach i konferencjach, ale nie udostepnili ich bezposrednio
innym naukowcom, co sklonilo np. prof. Alessandro Strumi¢ z Uniwersytetu w Pizie
do ostentacyjnego fotografowania tych seminariéw (a rozsierdzonych prelegentéw do
okreslania go mianem fizycznego paparazziego”).

e W 2008 roku zesp6t eksperymentu ATIC, ktérego detektor wyniesiony zostat
w gérne warstwy atmosfery za pomoca balonu, zarejestrowal niewyjasniony
nadmiar wysokoenergetycznych elektronéw i pozytonéw (detektor nie pozwalal na
wyznaczenie znaku tadunku obserwowanych czastek).

e W roku nastepnym dane, ogloszone przez zespét eksperymentu HESS, nie potwierdzity
nadmiaru widzianego przez ATIC.

e Za to na poczatku maja 2011 roku, na spotkaniu zespotu kosmicznego teleskopu

Fermiego, ogloszono, ze zebrane przez to urzadzenie dane sa zgodne z wynikami

PAMEL-i.

16 maja 2011 roku na poktadzie wahadlowca Endeavour udatl si¢ na okotoziemska

orbite detektor AMS-02. Urzadzenie to pozwoli badaé antymaterie¢ w promieniowaniu

kosmicznym z bezprecedensows dokltadnoscig i, by¢ moze, pozwoli ostatecznie
potwierdzi¢ anomali¢ widziang przez PAMEL-¢.

Co z tego wynika? Sytuacja jest dos¢ skomplikowana. Obserwowane sygnaly moga
by¢ wyjasnione aktywnoscig pobliskiego pulsara. Jezeli jednak sa one wynikiem
oddzialywan ciemnej materii, nikt takiego modelu nie zamawial — czastki ciemnej
materii muszg, by¢ zaskakujaco ciezkie i muszg produkowaé¢ w wyniku anihilacji
przede wszystkim leptony, a nie kwarki.

Zrobi¢ samemu! Wiele obserwacji wskazuje na istnienie ciemnej materii,
jednak fizyka to nauka przewidywania przyszloséci. Za dobra teorie fizyczna
uwazamy taka, ktéra nie tylko pozwala zrozumie¢ znane wyniki doswiadczen, ale

i daje pewne przewidywania. Dlatego wykonanie eksperymentu potwierdzajacego
istnienie ciemnej materii, np. poprzez wytworzenie jej w laboratorium, jest bardzo
wazne — pozwala weryfikowaé modele teoretyczne. Czy mozna wytworzy¢ ciemng
materie w kontrolowanych warunkach w laboratorium? Skoro udato si¢ ciemna
materie wyprodukowaé na poczatku Wszechswiata, jest szansa na taka produkcje
w akceleratorach, takich jak Wielki Zderzacz Hadronéw (LHC).

Morat. Mozna myéleé o zagadce ciemnej materii jako o wielkiej, kompromitujacej
luce w naszym rozumieniu Wszech$wiata. Nie nalezy jednak zapominaé, ze proby

jej rozwigzania stanowig ogromng motywacje do uzupelniania teorii oddzialywan
fundamentalnych oraz rozwoju technik doswiadczalnych. Niewykluczone, ze zagadka
ta bedzie miata konsekwencje poréwnywalne z odkryciem promieniotworczosci ponad
sto lat temu, ktore, jak to dzisiaj widzimy, zatrzesto posadami fizyki klasycznej

i doprowadzito do burzliwego rozwoju mechaniki kwantowej.
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Pulsarowa menazeria
Michat BEJGER

Sa tacy, ktérzy twierdza, ze nie ma nic bardziej ekscytujacego niz
dreszczyk emocji towarzyszacy nieoczekiwanemu odkryciu nowej klasy
obiektéw astronomicznych. Doskonalym przyktadem takiej naukowej
LZyty ztota” | inspirujacej rozwdj nowych technik obserwacyjnych,
obliczeniowych i stymulujacej kolejne pokolenia teoretykow do zadawania
pytan o nature fundamentalnych proceséw fizycznych, moze by¢é
detekcja w 1967 r. periodycznego sygnatu radiowego o okresie 1,3373 s

— pierwszego pulsara (rys. 1). Polaczenie stéw
pulsating i star charakteryzuje podstawowa ceche
nowo odkrytych obiektow: niespotykana nigdy
wezedniej regularno$é sygnatu, stabilniejszag w diugiej
skali czasowej od najlepszych zegarow atomowych.

Rys. 1. Historyczny, papierowy wydruk
emisji pierwszego pulsara.

zmiana okresu w czasie P [ss™!]

Rys. 2. Diagram okres obrotu-pochodna okresu (P—P)7 na ktérym

Szczedliwi, lecz takze nieco zaklopotani odkrywcy

— Jocelyn Bell i Anthony Hewish — podejrzewali
poczatkowo, ze niechcacy rejestruja radzieckiego badz
amerykanskiego satelite szpiegowskiego, brano rowniez
pod uwage mozliwos¢, ze sygnal ten pochodzil od
pozaziemskiej cywilizacji, co znalazto odzwierciedlenie
W tymczasowej nazwie pierwszego pulsara: oznaczenie LGM 1 bylo skrétem
od Little Green Men. Jedli jednak nie tworem sztucznym, czym moégtby byé
6w niecodzienny obiekt? Teoretycy bezzwlocznie wykluczyli hipoteze ukiadu
zaémieniowego, a takze wibracji powierzchni gwiazdy — czestosé zmian jest
bowiem o wiele za wysoka, by wspomniane uktady mogly by¢ stabilne — a za
jedyne sensowne wyttumaczenie uznano ostatecznie model bardzo gestego,
niewielkiego obracajgcego sie obiektu. Obecnie nie ulega watpliwosci,

ze pulsary sa pozostalosciami po wybuchach supernowych, gwiazdamsi
neutronowymi o masach nieco wiekszych do masy Stonca i promieniach
okoto 10 km, wyposazonymi w silne pole magnetyczne. To wladnie pole
magnetyczne odgrywa kluczowa role w wytwarzaniu sygnalu. Otoczenie
gwiazdy (jej magnetosfera, o ktorej zaklada si¢ dla uproszczenia, ze jest
magnetycznym dipolem o osi nachylonej nieco w stosunku do osi rotacji),
zawiera plazme elektronowo-pozytonows; przyspieszane przez site Lorentza
tadunki wiruja wokét linii sit pola, emitujac promieniowanie cyklotronowe

i promieniowanie hamowania. Zderzenia fotonéw produkuja z kolei nastepne
pary eTe™ i tak powstaja kaskady elektromagnetyczne, ktére w okolicach
biegunéw magnetycznych tworza snopy promieniowania radiowego
omiatajace przestrzen w takt obrotu pulsara, na podobienstwo latarni
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morskiej (gwoli Scistodci nalezy jednak przyznaé, ze
szczegoly budowy i dziatania magnetosfer nie sa,
ponad 40 lat po odkryciu, zrozumiane w sposob
zadowalajacy).

Wspélezesna technika chronometrazu umozliwia
pomiar czasu nadejscia sygnatu z niemal
nieograniczong dokladnoscia (nawiasem mdéwiac,

jest to jedna z niewielu obserwowanych wielko$ci,
jakie astronom moze porzadnie zmierzy¢). Rysunek 2
przedstawia zalezno$é¢ okresu obrotu P od predkosci
zmian okresu P dla galaktycznej populacji pulsaréw.
Zmajdziemy wérod nich takie, ktére obracaja sie
ponad pét tysiaca razy na sekunde. Obecny rekord

100 o czestotliwodei, 716 Hz, nalezy do PSR J1748-2446ad

okres obrotu P [s] odkrytego w 2005 roku (gdyby préznia przewodzita

dzwigk, styszelibySmy go w skali rownomiernie

zaznaczono rézne podklasy obecnie znanych pulsaréw. temperowanej w okolicach tonu F4). Znane sa tez
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Rys. 3. Okladka albumu Unknown Pleasures
zespolu Joy Division, przedstawiajaca ciag pulséw
PSR B1919+-21.

wolno rotujace obiekty o okresach rzedu kilku sekund. Jak wynika

z rysunku 2, dla wszystkich pulsaréw zmiana okresu P jest dodatnia, czyli
okres P ro$nie. Dzieje si¢ tak dlatego, ze emisja promieniowania odbiera
gwiezdzie energie kinetyczna. Znajomosé P i P pozwala oszacowaé (szczegdly
wyprowadzenia pomijamy) dipolowe pole magnetyczne danego pulsara,

(1) B ~32x 10*°(PP/s)'/? [G],
a takze otrzymac jego wiek charakterystyczny
P
T —— [S]
2P

Na przyktad, dla pulsara w mgtawicy Kraba, dla ktérego obecnie P = 0,033 s,
P =10"124 wick charakterystyczny 7 wynosi okolo 1300 lat. Poniewaz
wiadomo skadinad, ze jego prawdziwy wiek to 957 lat (wybuch supernowej
Kraba byl obserwowany przez chinskich astronoméw w 1054 r.), nie jest to
doktadnosé oszalamiajaca, zawsze jednak lepsze takie oszacowanie niz zadne.

Linie stalego B i 7 zaznaczone sa na rysunku 2, odpowiednio przerywanymi

i kropkowanymi liniami. Pulsar zaczyna swe zycie z okresem P =~ 20 ms,

po czym, stopniowo zwalniajac, zmierza w dél diagramu PP zachowujac
mniej wiecej stale pole magnetyczne. Powolna rotacja prowadzi jednak

do stopniowego zaniku mechanizmu pulsu radiowego — i oniemialy pulsar
trafia w obszar diagramu zwany Cmentarzem. Jesli jednak jakims cudem
uda mu si¢ spotkaé zacnego towarzysza (tj. staé¢ sie sktadnikiem uktadu
podwdjnego), ten moze uratowaé go z opresji i przywrécié glos, stosujac tzw.
recykling akrecyjny. W lewej dolnej czesci rysunku 2 widzimy grupe szybko
rotujacych pulsaréw, wystepujacych gtéwnie w uktadach podwdjnych — to
wladnie rozkrecone przez akrecje rekordzistki szybkoéci, bardzo stare gwiazdy
neutronowe o polu magnetycznym mocno ostabionym przez procesy akrecyjne.
Gwiazdy w uktadach podwdjnych przoduja takze w jasnosci: Scorpius X-1,
pierwsze astrofizyczne zrédlo promieniowania rentgenowskiego, odkryte
przez zespél Riccardo Giacconiego w 1962 r. (nagroda Nobla w 2002 r.),

jest najjasniejsze na calym niebie. Niejako przeciwienstwem pulsaréw
milisekundowych sa magnetary (prawy gérny rég rysunku 2), majace pola
magnetyczne o 2-3 rzedy wielkosci przewyzszajace érednig wartosé 1012 G
dla pulsaréw, sekundowe okresy obrotu, ktére szybko sie wydtuzaja (duze P),
sg one tez prawdopodobnie do$¢ mtode. Magnetary od zwyktych pulsaréw
radiowych oddziela linia By = micS/he =4,4-10" G, odpowiadajaca

polu krytycznemu Schwingera. Dla B > By efekty kwantowe zwiazane

z oddzialywaniem fotonéw z polem magnetycznym staja sie istotne, co
prowadzi do spadku produkcji par eTe™, przewazajaca wiekszosé
magnetaréw jest wiec radiowo cicha. Model magnetara stworzono
w celu wyjasnienia obserwacji obiektow emitujacych powtarzajace
sie blyski migkkiego promieniowania v (SGR, Soft Gamma
Repeaters) oraz anomalnych pulsaréw rentgenowskich (AXP,
Anomalous X-ray Pulsars). Pierwsze z wymienionych obiektéw
charakteryzuja sie niezbyt czestymi, ale poteznymi wybuchami,
zdolnymi ,,08lepi¢” wszelkie satelity badawcze i znaczaco obnizyé
granice ziemskiej jonosfery. AXP emituja natomiast pulsy
promieniowania rentgenowskiego, ktérych zakresu energetycznego
nie da sie wytlumaczy¢ za pomoca modelu pulsara o typowym polu
magnetycznym i charakterystycznych dla magnetaréw wartosci P
(stad okreslenie anomalny).

Zglebianie tajemnic pulsaréw wymaga zastosowania prawie kazdej
z dziedzin nowoczesnej fizyki. Nagrodg za trudy jest jednak
ciekawie rozwijajaca sie galaz wiedzy i niewyczerpane zrédto
inspiracji nie tylko naukowych — przyktadem stynny album grupy
Joy Division (o znamiennym tytule Unknown pleasures), ktérego
oktadka przedstawia sekwencje pulséw pierwszego pulsara.



Zagrajmy w czekolade Wojciech CZERWINSKI*
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Rys. 1. Przyktadowy
przebieg gry.
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Rys. 3

*doktorant, Instytut Informatyki,
Uniwersytet Warszawski

Bolek i Lolek zdecydowali sie¢ zagra¢ w ryzykowna gre. Maja do dyspozycji
czekolade, podzielong na mate kwadratowe kawaltki. Nie jest to jednak zwyczajna
czekolada — jej lewy dolny kwadrat jest zatruty. Ruch polega na wybraniu jednego
niezjedzonego jeszcze kawalka oraz zjedzeniu go wraz ze wszystkimi znajdujacymi
sie wyzej lub bardziej na prawo od niego (czyli podczas wykonywania ruchu
trzeba zjes¢ przynajmniej jeden kawalek czekolady). Jak latwo sie domysli¢, gracz,
ktory zje trucizne, przegrywa. Gre rozpoczyna zawsze Bolek, a potem chlopcy
ruszaja sie na zmiane (rys. 1). Zastanowimy sie nad pytaniem, ktéry z nich ma
strategie wygrywajaca.

Zeby odpowiedzie¢ na to pytanie, sprébujmy najpierw rozwigzaé najprostsze
przypadki. Dla czekolady o wymiarach 1 x n, gdzie n > 1, czyli bedacej poziomym
paskiem, rozwiazanie jest tatwe. Bolek wybiera drugi kawatek od lewej i zjada go
razem z cala reszta lezaca na prawo od niego (rys. 2). W ten sposéb zostawia Lolkowi
jedynie kawalek z trucizna, ktoéra ten niechybnie zje, tym samym przegrywajac.

Wytrawni Czytelnicy znaja z pewno$cia trik polegajacy na wykorzystaniu symetrii
gry. To pozwoli nam rozwigzaé kolejny przypadek. Jezeli czekolada ma wymiary
n x n dlan > 1, to Bolek réwniez moze zapewni¢ sobie wygrana. W pierwszym
ruchu zjada kwadrat o boku n — 1, zostawiajac Lolkowi poziomy pasek o wysokosci 1
i szerokosci n — 1, pionowy pasek o wysokosci n — 1 1 szerokosci 1 oraz trucizne
(rys. 3). Nastepnie Bolek nasladuje ruchy Lolka: wykonuje to samo, tylko w innym
pasku. Przyktadowo, gdy Lolek zje trzy kawatki z poziomego paska, Bolek odpowie
mu zjedzeniem trzech kawatkéw z pionowego paska. Tym sposobem nigdy nie zje
trucizny i w pewnym momencie doprowadzi Lolka do sytuacji sam na sam z jednym,
zatrutym kawalkiem czekolady.

Dalej jest coraz trudniej, ale rozwazymy jeszcze jeden przypadek. Dla czekolady
o wymiarach 2 x n Bolek takze ma strategie wygrywajaca. Tym razem pozostawia
on Lolkowi po swoim ruchu czes¢ czekolady w ksztalcie schodka, to znaczy w dolnym
rzedzie jest n kawalkéw, a w gérnym n — 1 (rys. 4). Krétka analiza przypadkéw
pozwoli nam stwierdzié¢, ze niezaleznie od ruchu Lolka w nastepnym ruchu Bolek
moze znéw doprowadzi¢ do takiej wlasnie sytuacji. Grajac zgodnie z ta strategia,
nie zje nigdy trucizny, wiec po pewnej liczbie ruchow musi zjesé¢ ja Lolek.

W tym miejscu zaczynaja sie schody. Naprawde nie jest tatwo znalezé jeszcze jakas
szczegblng sytuacje, w ktérej mozna opisac strategie — polecam samodzielne proby
rozpatrzenia wybranych przypadkow.

7 pomocy przychodzi nam nieintuicyjna metoda zwana podkradaniem strategii.
Udowodnimy, ze Bolek ma strategie wygrywajaca zawsze, niezaleznie od wymiarow
czekolady, jednak takiej strategii nie wskazemy.

Przypusémy nie wprost, ze to Lolek ma strategie wygrywajaca; doprowadzimy do
sprzecznosci. Rozwazmy nastepujaca strategie Bolka. W pierwszym ruchu zjada
on tylko jeden maly kwadracik z prawego gérnego rogu i od tej chwili ,kradnie”
strategie Lolka. To oznacza, ze w swoim ruchu Bolek patrzy, jak w tej sytuacji
ruszylby sie Lolek (mozemy przyjaé, ze strategia Lolka jest znana), i rusza sie
dokladnie w ten sposob. Pamietajmy, ze strategia Lolka jest wygrywajaca, wiec
zgodnie z naszym zalozeniem, mimo wszystkich swoich wysitkéw, Bolek przegra.

Do celow dalszych rozwazan oznaczmy ksztalty czekolady po k-tym ruchu Bolka
i Lolka odpowiednio przez By i Lj. Czyli kolejne konfiguracje w grze to:

By,Ly,Bs,La,...,By_1,Li_1, By,

gdzie Ly, sklada sie z jednego, zatrutego kawalka czekolady, a By, jest puste (skoro
Bolek przegra, to zje ostatni kawalek, co zakoniczy gre).

Udowodnimy teraz, ze wbhrew wczedniejszym zalozeniom jednak wygra Bolek.
Przypomnijmy, ze By to prostokat bez jednego kawalka w prawym gdérnym rogu.
Przyjrzyjmy sie pierwszemu ruchowi Lolka, z B; do L;. Dokonajmy kluczowej
obserwacji — ksztalt L1 to z pewnoscia cala czekolada bez pewnej prostokatnej
czescl w prawym gornym rogu. Tylko do takich ksztaltow jest w stanie doprowadzi¢
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Rozwigzanie zadania M 1331.
7 nieréwnosci miedzy $érednia

arytmetyczna i kwadratowa mamy

AX + XY +YC =
= (AX + XB) + (BY +YC) <

BY?2 +YC? B

AXZ + XB?
<2 5 +2

= V2(AB + BO).

2

Obwéd czworokata jest maksymalny, gdy
maksymalna jest suma AX 4+ XY + YC.

Powyzej zachodzi réwnosé wtedy i tylko

wtedy, gdy AX = XB i BY =YC, czyli
wtedy i tylko wtedy, gdy prosta p tworzy
z pélprosta BA kat 45°.

C

Lolek z B;. Jednak taka sytuacje Bolek mogt osiagnac¢ juz w pierwszym swoim
ruchu. Spéjrzmy wiec, jak wéwcezas potoczytaby sie rozgrywka.

Ksztalty czekolady w tej rozgrywce po i-tym ruchu Bolka i Lolka oznaczmy
odpowiednio B} oraz L}. Mamy B{ = L;. Zauwazmy jednak, ze w obu
rozgrywkach zaréwno Lolek, jak i Bolek, stosuja te sama strategie — strategie
wygrywajaca Lolka, ktora to Bolek wlaénie podkrada. Zatem ta rozgrywka
potoczylaby sie dokladnie tak samo, jak rozwazana przed chwila; jedyna réznica
polega na tym, ze wszystko odbywa si¢ tu o ruch wczeéniej. Skoro wszystko jest
przesuniete o jeden ruch, to zauwazamy, ze zatruty kawatek tym razem zjada
Lolek. A przeciez jego strategia miala by¢ wygrywajaca. . .

Zeby to precyzyjnie uzasadnié¢, napiszmy, ze cigg otrzymanych ksztaltéw czekolady
wyglada nastepujaco:

!/ ! B/ /

1y &1y 22y M2y 000
gdzie B = L; oraz L}, = B; ;. Skoro tak, to rozgrywka zakonczy si¢ doktadnie
tak, jak opisywana wczesniej, czyli na ruchu z ksztalttu Lj_; do ksztaltu Bj.
W rozpatrywanej teraz rozgrywce te pozycje sa oznaczone odpowiednio
Bj,_, oraz Lj, czyli ostatni ruch (zjedzenie trucizny) wykonuje Lolek — to on
przegrywa. Otrzymujemy w ten sposob sprzecznosé z zalozeniem, ze istnieje
strategia wygrywajaca dla Lolka.

Wykazalismy wiec, ze strategii wygrywajacej nie moze mie¢ Lolek. Korzystajac
z twierdzenia méwiacego, ze dla gier takich jak czekolada doktadnie jeden

z graczy ma strategie wygrywajaca, dostajemy, ze musi mie¢ jg Bolek.
Twierdzenie to nie jest trudne, ale na tym marginesie jest zbyt mato miejsca,
by je udowodnié. Idea dowodu polega na rozpatrywaniu drzewa gry, ktére jest
ograniczone, i uzasadnianiu, ze w tej sytuacji z dowolnego jego wierzchotka

Argument podkradania strategii (ang. strategy stealing) jest uzyteczny przy analizie
wielu innych gier. Pozwala wykazac¢, na przyktad, ze w grach go, hex, gomoku
(k6tko i krzyzyk do pieciu na planszy 19 x 19) i wielu innych wygrywa pierwszy
gracz. Zazwyczaj, tak jak dla czekolady, jego uzycie jest niezwykle proste, a pozwala
uzasadnié istnienie strategii, od ktérych znalezienia jesteSmy bardzo dalecy.

W przypadku gry go argument podkradania strategii dziata z bardzo prostej
przyczyny — po prostu wstrzymywanie si¢ od ruchu jest dozwolone. Stad w oczywisty
sposob gracz pierwszy mogtby ukrasé strategie gracza drugiego, wstrzymujac sie
przy pierwszym ruchu. Ciekawe, ze chociaz wiemy, ktéry gracz wygrywa, znalezienie
strategii dla niego jest niestychanie trudne. Najlepsze programy komputerowe
grajace w szachy wygrywaja z szachowym mistrzem Swiata, dla go zas graja jedynie
na poziomie poczatkujacego. Dotychczas najwiekszy rozmiar planszy, dla ktérego
znaleziona zostala strategia wygrywajaca, to 7 x 7, a oryginalna gre rozgrywa sie
na planszy 19 x 19, wiec do pelnego sukcesu jeszcze duzo brakuje.

Dla gomoku powdd dzialania podkradania strategii jest nieco inny, ale réwniez
nietrudny. Po prostu postawiony krzyzyk lub kétko nigdy nie przeszkadza
graczowi, ktory go postawil. Zatem pierwszy gracz moze postawi¢ swéj znak

i dalej graé tak, jak gdyby wcale tego nie zrobil. Gdy w pewnym momencie
strategia zmusi go do postawienia znaku w miejscu, gdzie ten juz jest, to on

Z kolei dla gry hex rozwiazanie jest dalece nietrywialne. Te gre wymyslil

John Nash i to on znalazl gracza wygrywajacego. Trudnos¢ polega na
wykazaniu, ze w tej grze nigdy nie ma remiséw — wéwczas argument dziata

w podobny sposob jak dla gomoku. Dla hex najwieksza plansza, dla ktérej znana
jest strategia wygrywajaca, to 9 x 9, podczas gdy zwykle gra sie na 11 x 11.

7 pewnoscia jest jeszcze wiele gier, w ktérych trik z podkradaniem strategii sig
przydaje — przyjemnosé¢ odnajdywania ich i badania pozostawiam Czytelnikom.

X
»
doktadnie jeden gracz ma strategie wygrywajaca.
\\ postawi go po prostu gdzie indziej, i tak dalej.
[N
%
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Jak znalezé¢ klucz?

Kazdy od czasu do czasu potrzebuje metody przekazania komus

pewnych wiadomosci tak, zeby niepowolane osoby nie mialy szans

na ich przechwycenie. Poczawszy od zabaw z kolegami na podworku,

a skonczywszy na operacjach bankowych, wojskowych czy wykorzystujacych
dane osobowe — bez szyfréw po prostu nie da sie¢ zy¢. Do zaszyfrowania
danych zwykle potrzebny jest klucz — pewne stowo czy liczba, ktére
najpierw kieruja procesem tworzenia szyfru, a pdzniej pozwalaja odbiorcy
wiadomoéci ja odkodowaé. Osoby, ktére cheg porozumiewaé sie za pomoca
szyfru, muszg najpierw uzgodnié¢ klucz miedzy soba. I tu pojawia sie
problem: jak ustali¢ klucz, tak zeby nikt oprécz nas nie mégt go poznaé?

Mozna sie w tym celu spotkaé, ale kazdy, kto ogladat filmy szpiegowskie, wie,
jak tatwo jest podstuchaé rozmowe. Wystanie klucza poczta, wszystko jedno,
czy papierowa, czy elektroniczna, to pomyst tak samo skazany na porazke.
A gdyby wyslaé klucz w formie zaszyfrowanej? Trzeba by najpierw ustalié
klucz do szyfru, ktéorym zaszyfrujemy klucz do tego szyfru, ktérego chcemy
uzywaé¢ w korespondencji, czyli wroéciliémy do poczatkowego problemu. ..
Nie zalamujmy sie jednak: banki maja sie catkiem dobrze (co wyraznie
widaé z szyldow lokali uzytkowych), tajemnice wojskowe raczej tez, i chociaz
pare miesiecy temu pewna firma miata duze klopoty z wyciekiem danych
uzytkownikow konsoli do gier, to jednak ogdlny obraz sytuacji wskazuje na
to, ze istnieja dobre metody zabezpieczania informacji.

Zobaczmy wiec, jak ustali¢ klucz do szyfru w taki sposéb, zeby szanse na
poznanie go przez osoby niepowotane bylty bardzo, bardzo male. Zacznijmy
od tego, ze ustalanie klucza bedzie sie odbywaé publicznie — osoby A i B,
ktore ten klucz ustalaja, wszystkie informacje, ktére musza wymienic,
moga oglosi¢ wszem i wobec. To oznacza, ze przy tej metodzie problem
podstuchu nie istnieje. Metoda jest tak opracowana, zeby osoba, ktéra
ustyszy wszystkie informacje wymieniane przez osoby A i B, nie mogta
odgadna¢ ustalonego klucza. Powiesz, Czytelniku, ze to niemozliwe?
Sprawdzmy!

Bedziemy potrzebowali operacji modulo, ktéra daje reszte z dzielenia
jednej liczby przez druga. Zapis m mod n oznacza reszte z dzielenia

m przez n. Na przyklad 17 mod 3 =2, a 21 mod 7= 0. W ten sposdb
mozemy tatwo przerobi¢ dowolna liczbe catkowity na liczbe z zakresu

od 0 do n — 1. Niech teraz n oznacza pewna duza liczbe, a m bedzie pewna
liczba dodatnia mniejsza niz n. Osoby A i B uzgadniaja te pare liczb,

nie ukrywajac ich przed $wiatem. Nastepnie wybieraja jeszcze dwie liczby,
ale tym razem tajne. Osoba A wymys$la liczbe a z zakresu od 0 do n — 1

i nikomu o niej nie méwi; tak samo osoba B wybiera liczbe b.

Nastepnym krokiem jest wykonanie potegowania. Osoba A oblicza warto$¢
a; = m® mod n

i ja udostepnia. Analogicznie, osoba B oblicza i udostepnia

b, = m® mod n.



Kolejne obliczenie pozwala juz otrzymaé klucz. Osoba A bierze wartosé by
obliczona przez osobe B, podnosi do potegi a i wykonuje na wyniku
operacje mod n:

k = (b;)* mod n = (m® mod n)* mod n = m* mod n.

(Sprawdz dokladnie, Czytelniku, dlaczego koncowa réwnosé jest prawdziwa.)
Osoba B oblicza

(a1)” mod n = (m® mod n)® mod n = m*® mod n = k,
czyli obie osoby otrzymaly te sama wartosé k, ktéra bedzie ich tajnym

kluczem do szyfru. Ta procedura uzgadniania klucza to protokot
Diffiego—Hellmana.

A co wie osoba z zewnatrz, ktéra chciatlaby odgadnaé klucz i ztamaé
szyfr? Ot6z, wbrew pozorom, bardzo niewiele. Publicznie zostaly podane
wartosci n, m, a1 = m® mod n i by = m® mod n. Zeby odtworzy¢ klucz,
potrzebna jest znajomo$¢ liczby a lub b — majac jedna z tych liczb, osoba
podstuchujgca moze przeprowadzié¢ takie obliczenie, jak osoby A i B pod
koniec ustalen. Problem sprowadza sie wiec do pytania, czy znajomos¢ liczb
m, nim® mod n wystarcza do wyznaczenia liczby a. Okazuje sie, ze ogdlnie
nie wystarcza, czyli mozna dobraé liczby m, n, a i b w taki sposéb, zeby
odgadniecie klucza przez osobe z zewnatrz bylto praktycznie niemozliwe
przy naszym obecnym stanie wiedzy. Oczywiscie, moze sie zdarzy¢, ze za
kilka lat powstang algorytmy i programy radzace sobie $wietnie z tym
problemem, ale na razie opisane metody mozna z powodzeniem stosowac.

Problem odtworzenia liczby a z liczb n, m i m® mod n nazywa si¢
problemem logarytmu dyskretnego. Szukajac wartosci a, prébujemy
wykonaé operacje odwrotng do potegowania modulo n i stad logarytm

w nazwie. Potegowanie modulo n jest tak zwang funkcja jednokierunkowsg
— samg potege mozna obliczy¢ tatwo i szybko, ale odwrocenie tej operacji
jest dla nas (na razie) bardzo trudnym problemem obliczeniowym. Tak
trudnym, ze dla odpowiedniego doboru danych (potrzebne sa naprawde
duze, kilkusetcyfrowe liczby) uznaje sie go wlasciwie za niewykonalny

i jego trudnosci powierza sie wazne tajemnice.

Matg Delte przygotowata Maria DONTEN-BURY

[

[
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Rozwigzanie zadania M 1332.
Odpowiedz: nie.

Zatézmy, ze pole (z,y) jest zatrute. Pokazemy, ze Lolek ma strategie wygrywajaca. Gra polega
tak naprawde na zmniejszaniu przez graczy w kazdym ruchu jednej z liczb a1, a2, a3, as, ktore
na poczatku maja wartosci z,7 — x,y, 7 — y, odpowiednio, a oznaczaja liczbe kolumn na
prawo, na lewo, liczbe wierszy w gére, w dét od zatrutego pola w aktualnej tabliczce czekolady.
Rozwazmy liczbe s = a1 @ a2 ® a3z & aq, gdzie u B v oznacza dodawanie liczb v i v zapisanych
binarnie, bez przeniesienia (np. 7@ 3 = (111)2 & (011)2 = (100)2 = 4).

Na poczatku gry, przed ruchem Bolka, mamy
s=20(T-2)®y®(T-y) = (& ((111)2 —2)) ® (y® ((111)2 —y)) = (111)2 & (111)2 = 0.
Ogodlnie, gdy s = 0, w nastepnym ruchu bedziemy mieli s > 0 (ktéras z liczb a; zmienita
sie). Gdy s > 0, zawsze istnieje taki ruch, ze po jego wykonaniu s = 0. Istotnie, bez utraty
ogdblnosci mozemy zakladaé, ze (a1)2 ma niezerowy bit na pozycji pierwszego bitu znaczacego
liczby (s)2. Wéwcezas a1 @ s < a1, wigc wystarczy zmniejszy¢ liczbe a1 o a1 — (a1 @ s), bo
wtedy liczba s wyniesie

(a1 ®s)DazPazPas=sPs=0.
Zatem Lolek po kazdym ruchu zostawi Bolka w sytuacji, w ktérej s = 0, wiec w koncu Bolek
zastanie sytuacje, w ktérej a1 = ag = agz = a4 = 0 (w kazdym ruchu ktéras liczba si¢ zmniejsza),
co odpowiada temu, ze Bolek zostanie z zatruta kostka i przegra.

Uwaga. To zadanie jest wariantem gry nim, o ktérej mozna przeczyta¢ w Delcie 7/2010,
w artykule Tomasza Idziaszka Gra o wielu obliczach.
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[1] http://apod.nasa.gov/apod/

ap101124.html

[2] Green et al., 2006, Eyewitness reports
of the great auroral storm of 1859,
Advances in Space Research 38, p. 145.

Prosto z nieba: Zorza polarna

Zorza polarna [1] (zwana réwniez aurora borealis na p6tkuli péinocnej, a aurora australis
na poltudniowej), czyli zjawiskowa, dynamicznie zmienna iluminacja nocnego nieba,

nie tylko stanowi prawdziwa przyjemnos¢ dla oka, lecz réwniez jest ciekawym przyktadem
bezposredniego wplywu Kosmosu na Ziemie. Przyczyna tajemniczych kolorowych $wiatet,
widocznych zwykle w okolicach k6t podbiegunowych (choé zdarzaja sie zorze na naszych
szerokosciach geograficznych!), jest Stonice, a bardziej precyzyjnie: oddzialywanie wiatru
stonecznego z polem magnetycznym Ziemi. Naladowane czastki wiatru stonecznego
Sapane” sg przez pole magnetyczne i sprowadzane w okolice biegunéw magnetycznych,
gdzie na wysokosci okoto 80 km, oddzialuja z atomami atmosfery. Zjonizowane lub
wzbudzone atomy azotu i tlenu, absorbujace elektron lub powracajace do stanu
podstawowego, emitujg fotony o energii w zakresie $wiatta widzialnego. Kolor zalezy,
oczywiscie, od rodzaju atomdw i energii zwiazanej z przejsciem elektronu: tlen produkuje
$wiatlto czerwone i zielone, podczas gdy azot niebieskie (gdy absorbuje elektron) lub
czerwono-purpurowe (gdy wzbudzony elektron wraca do stanu podstawowego). Rozkltad
koloréw zorzy wyjasnia sig, biorac pod uwage $redni czas, po ktéorym wzbudzone atomy
wracaja do stanu podstawowego (np. dla tlenu emisja spontaniczna fotonu o kolorze
zielonym zdarza si¢ po okoto sekundzie, emisja fotonu o kolorze czerwonym — po dwbch
minutach), oraz zalezng od gestosci atmosfery liczbe atoméw i zderzen miedzy nimi na
danej wysokosci ponad powierzchnia Ziemi.

Burze magnetyczne moga powodowaé¢ utrudnienia w komunikacji radiowej, a nawet
bezposrednio wplywaé na prace urzadzen elektronicznych. Zrédla historyczne donosza,
ze w czasie rekordowo energetycznej burzy magnetycznej roku 1859 telegrafisci

w Stanach Zjednoczonych, w Bostonie i Portland, mogli prowadzi¢ rozmowe przy
odlaczonych bateriach, poniewaz w przewodzie pomiedzy tymi miastami burza
indukowala wystarczajaca do pracy ilo§¢ pradu [2]. Natezenie wiatru stonecznego zmienia
sie wraz z aktywno$cia Stonca, ktére obecnie ,budzi sie” po stosunkowo dhugim okresie
niskiej aktywnosci. Mozemy wiec w najblizszych miesiacach spodziewaé si¢ coraz wiecej
plam, rozblyskéw i protuberancji na powierzchni Stonica, a co za tym idzie — jasniejszych
i dhuzej trwajacych zorz, by¢ moze, przy odrobinie szczegscia, widocznych takze w Polsce.

Michat BEJGER

i Zadania

Rys. 1

C

Rys. 2

Redaguje Tomasz TKOCZ
M 1330. Udowodnié, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n liczba

2 2 2 2
(4_T> ' (4_5) ' (4_5)""" (4_ﬁ>
jest catkowita.

Rozwigzanie na str. 24

M 1331. Na zewnatrz trdjkata prostokatnego ABC, na przyprostokatnych AB i BC
jako na srednicach, zbudowano pétokregi k i [, odpowiednio. Prosta p przechodzaca
przez punkt B przecina tuki k i [ w punktach X i Y (rys. 1). Znalezé polozenie tej
prostej, dla ktérego obwdd czworokata AXY C' jest maksymalny.

Rozwiazanie na str. 7

M 1332. Bolek i Lolek graja w nastepujacy wariant gry w czekolade (por. artykut
Wojciecha Czerwiniskiego Zagrajmy w czekolade): tabliczka ma wymiary 8 x 8,
jedna kostka jest zatruta (rys. 2), w kazdym ruchu gracz tamie tabliczke wzdtuz linii
i zjada jedng z dwbch otrzymanych czesci. Przegrywa ten, kto zje zatruta kostke.
Gre rozpoczyna Bolek. Czy istnieje takie polozenie zatrutego pola, przy ktérym
Bolek ma strategie wygrywajaca?

Rozwiazanie na str. 9

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 799. Goraca plazme wodorows o temperaturze 10° K umieszczono w polu
magnetycznym o indukcji 0,1 T. Znalezé promien cyklotronowy elektronéw
w tej plazmie.

Rozwigzanie na str. 2

F 800. Z pojemnika, w ktorym znajduja sie silnie zageszczone pary potasu, ucieka
przez waska, poziomg rurke wiazka atoméw. Oszacowaé temperature par potasu,
wiedzac, ze na poziomym odcinku o dtugosci [ = 0,5 m Srednia pionowa odlegtos¢
miedzy atomami wynosi h = 3 pm.

Rozwigzanie na str. 3
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Zycie na Szacunek dla oSmionoga
° Najstynniejszym polskim arachnologiem, znanym na calym Swiecie, jest
Z y 1 4 Profesor Marek Zabka z Uniwersytetu Przyrodniczo—Humapistycznego
\M w Siedlcach. W 2010 r. powierzono Mu organizacje XVIII Swiatowego
Kongresu Arachnologéw.

Wiadomosé dla tych, ktérym sie wydaje, ze wszystko, co wazne, dzieje si¢
w Nowym Jorku, Paryzu czy Warszawie: mozna mieszkaé i pracowaé¢ w Siedlcach
i by¢ stawnym w calym Swiecie.

Marek Zabka zaczal kariere od badan pajakéw (prawda, trzeba jeszcze wiedzied,
ze arachnologia to nauka o pajakach) na skarpie wislanej w Plocku. Potem
ruszyl w Swiat — do Wietnamu i Australii. Stal si¢ specjalista w zakresie
orientalnych pajakéw. I bardzo lubi o pajakach opowiadaé, nie tylko studentom
biologii w Siedlcach (tym to sie poszczescilo!), lecz takze wszedzie, gdzie

Go zaprosza — na Piknikach naukowych, Festiwalach, dzieciom i seniorom,

w pismach popularyzatorskich.

Wie o pajakach wszystko: jak przeda sieci, jak sie kochaja, jak walcza

z wrogami, co jedza, jak spedzaja zime. Wie, ze w Polsce nie ma zadnego

gatunku groZnego dla czlowieka. Pajaki zyja na ziemi od 400 mln lat (sie¢
zakleta w bursztynie liczy 140 mln lat), a ludzie — 150 tysiecy, mozna wiec
sadzi¢, moéwi, ze nie istnieja po to, by atakowaé ludzi.

Narzady wytwarzajace przedze sa niezwykle ztozone. Na odwloku potozonych
jest co najmniej 9 gruczotéw, ktére produkuja pltynna biatkowa wydzieling,
wyrzucang przez specjalny kanal, a potem sa jeszcze brodawki przedne na
kadziotkach. Bialtko zastyga w postaci nici, cho¢ nie wiadomo do dzis, dzigki
jakim przemianom. Kadziotki (3 pary) skladaja sie z kilku segmentéw, sa
poréownywalnej dtugosci z odwlokiem. Niektore pajaki maja jeszcze siteczko,
z ktérego wyczesuja nici grzebykiem z wloséw czwartej pary nog.

Pajaki zyjace spotecznie buduja kolektywnie sieci o powierzchni wielu metréw
kwadratowych — jest to wspdlne towisko i miejsce mieszkania i rozrodu.
Wytworzenie sieci jest energochlonne, dlatego tez zniszczona sie¢ wchodzi

w recykling, czyli. .. jest zjadana!
- -

m Inzynierowie genetyczni prowadza prace zmierzajace do uzyskania
mikroorganizméw, ktoére wytwarzalyby pajeczyne w duzych ilosciach.
\ Moze kiedys bedziemy z tego jedwabiu nosi¢ ubrania?
( i 5 Pomystem uczennicy z Lexington, Judy Miles, bylo wystanie w kosmos
/‘ﬁ na statku Skylab dwu pajeczych samic, Arabelli i Anity (1973). Kosmonauci
’/f V/' obserwowali, jak przeda sieci w warunkach niewazkosci. Po dobie pajaki
przystapily do pracy. Usnute przez nie sieci byly cienisze niz ziemskie

i troszeczke roznily sie wzorem. Obie nie przezyly podrézy, prawdopodobnie
w wyniku odwodnienia.

Ostatnio wykonano cykl badan (juz bez uczonego z Siedlec) nad pajakami,
ktore mieszkaja, a nawet sktadaja jajka w uwitych z sieci kulach zanurzonych
pod woda. Badacze z dwu laboratoriow, w Adelaida i w Berlinie, zbudowali
sztuczny staw o kontrolowanej temperaturze i zdobyli zezwolenie na odtowienie
w naturze pewnej liczby pajakow. Do pecherza wsunieto maly miernik stezenia
tlenu. Babel pelni rolg skrzeli, pobierajac rozpuszczony w wodzie tlen. Pomiary
stezenia tlenu w bablu mozna bylo przelicza¢ na ilos¢ tlenu potrzebna pajakowi
do metabolizmu. Intensywno$¢ metabolizmu byta niska, podobnie do tej, ktéra
znamy u pajaka czekajacego nieruchomo na ofiare kolo sieci. Po dobie powietrze
trzeba w bablu uzupehié, zatem pajak wychodzi na powierzchnie wody i donosi
powietrze w odwloku.

Proponuje zgasi¢ w zarodku cheé natychmiastowego zgniatania butem kazdego
napotkanego pajaka, lepiej z szacunkiem usuna¢ go delikatnie miotetka
ze swojego otoczenia.

Magdalena FIKUS

(o
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Rys. 3. Podmiana krawedzi uw i vz na
uv i we.

Odtwarzanie grafu Jakub RADOSZEWSKI

W grafie nieskierowanym mozemy obliczy¢ stopien kazdego wierzchotka, czyli liczbe
krawedzi incydentnych z tym wierzchotkiem. Przyktadowo, dla grafu-koperty (rys. 1)
otrzymujemy w ten sposob ciag stopni 4, 4, 3, 3, 2. Wykonanie takiego przeksztalcenia
dla danego grafu jest naprawde proste. Mozemy jednak postawi¢ pytanie odwrotne: czy
majac dany ciag liczb, mozemy stwierdzié, czy odpowiada on stopniom wierzchotkéow
jakiego$ grafu nieskierowanego, a jesli tak, zrekonstruowac ten graf?

Wezmy, na przyklad, ciag 4, 4, 3, 3, 1 — czy jest on ciagiem stopni jakiegos grafu?
Tutaj tatwo udzieli¢ odpowiedzi negatywnej. Faktycznie, kazda krawedz w grafie
wplywa na zwiekszenie stopni dwdch wierzchotkéw o jeden, czyli suma stopni musi
zawsze by¢ parzysta. A teraz co$ bardziej skomplikowanego: ciag 4, 4, 3, 2, 1. Jesli
dopuszczamy krawedzie wielokrotne, graf mozemy odtworzy¢, na przyklad, tak jak na
rysunku 2. To jest jednak multigraf — w ,zwyklym” grafie nie mozemy mieé¢ krawedzi
wielokrotnych ani petli. Po chwili kombinowania mozna sprawdzié, ze podany ciag
nie odpowiada zadnemu zwyklemu grafowi. Przydalby sie¢ jaki$§ uniwersalny przepis
na takie sprawdzanie.

Na szczedcie taki przepis — algorytm — istnieje. Jest on przyktadem podejscia
zachlannego: wybieramy dowolny wierzchotek grafu, czyli element ciagu stopni,

po czym laczymy go krawedziami z wierzchotkami o mozliwie najwyzszych stopniach.
Nastepnie zmniejszamy stopnie tych wierzchotkéw, usuwamy wybrany wierzchotek

z grafu i powtarzamy to samo od poczatku. Jesli w pewnym momencie nie uda sie
znalez¢ odpowiedniej liczby wierzchotkéw o dodatnich stopniach, konczymy algorytm
z wynikiem negatywnym. Rozwazmy, dla przyktadu, poczatkowy ciag 4, 4, 3, 3, 2.
Wybieramy wierzchotek o stopniu 3 i tagczymy go z wierzchotkami o stopniach 4, 4, 3.
Nowy ciag to 3, 3, 2, 2. Wybierzmy ponownie wierzcholek o stopniu 3; taczymy go ze
wszystkimi pozostalymi i otrzymujemy ciag 2, 1, 1. Jesli teraz ponownie wybierzemy
wierzcholek o najwyzszym stopniu, to uda nam si¢ skonstruowacé caly graf, doktadnie
taki jak na rysunku 1. Gdybysmy natomiast zaczeli od ciagu 4, 4, 3, 2, 1 i wybrali
kolejno pierwsze dwa wierzchotki (te o poczatkowym stopniu 4), juz w drugim kroku
—ciag 3, 2, 1, 0 — otrzymaliby$émy odpowiedZ negatywna.

Wykazemy, ze ta metoda, znana tez pod nazwa algorytmu Havla—Hakimiego,

zawsze daje poprawne wyniki. W tym celu wystarczy udowodnié, ze jesli dla danego
ciggu liczb istnieje graf, dla ktérego rozwazany ciag jest ciagiem stopni wierzchotkow,
to nasz algorytm taki graf znajdzie. Zalézmy, przez zaprzeczenie, ze nierosnacy ciag
di,...,d, odpowiada stopniom wierzchotkéw pewnego grafu G, ale nasz algorytm
uruchomiony dla ciagu (d;) zwrécit odpowiedz negatywna. Niech d; bedzie stopniem
pierwszego wierzchotka rozwazanego w algorytmie; nazwijmy ten wierzchotek w.

W naszym algorytmie prébujemy potaczyé wierzcholtek u z wierzchotkami o stopniach
di,da, ... (z pominigciem samego d;, rzecz jasna). Skoro graf G istnieje, to na pewno
dla wierzchotka v musi nam sie to udac.

Spytajmy zatem, z jakimi wierzchotkami w G jest potaczony wierzchotek u. Jesli

z tymi samymi co w naszym algorytmie, to mozemy usunaé¢ wierzcholek u wraz

z tymi polaczeniami i rozumowaé indukcyjnie dla ciagu o jeden wierzchotek krétszego.
Zalézmy wigc, ze tak nie jest: niech v bedzie wierzchotkiem o najwiekszym mozliwym
stopniu dj, ktory nie jest potaczony z u w grafie G. Wierzcholtek w musi by¢ zatem
potaczony w G z jakim$ innym wierzcholkiem, powiedzmy w, o stopniu dj, dla

k > j. Pokazemy, ze mozemy w G tak pozamienia¢ krawedzie, zeby wierzchotek u

byt potaczony z v zamiast z w (patrz rysunek 3). Faktycznie, poniewaz d; > di — 1,
wiec w G musi istnieé¢ jaki§ wierzchotek (nazwijmy go z) polaczony z v i niepolaczony
z w. Podmieniajac w grafie G krawedzie uw i vxr na krawedzie uv i wz, otrzymujemy
doktadnie to, czego chcielismy. Jesli po wykonaniu tej operacji zbiér sasiadéw u w G
wciaz nie jest tej samej postaci co w naszym algorytmie, kontynuujemy tego typu
podmiany az do chwili, kiedy te zbiory sgsiadéw beda takie same. Po tym usuwamy

z grafu G wierzcholek u wraz z incydentnymi krawedziami i powtarzamy wczesniejsze
rozumowanie na tak zmniejszonym grafie. Widaé, ze na koncu otrzymamy doktadnie
taki graf, jaki skonstruowatby nasz algorytm.

Witret implementacyjny: Podany algorytm mozna zaimplementowaé w czasie
kwadratowym ze wzgledu na liczbe wierzchotkéw grafu, czyli O(n?). Wystarczy

w metodzie zachtannej za kazdym razem wybiera¢ wierzchotek o najwigkszym stopniu,
czyli odpowiadajacy elementowi di. Wowczas obstuzenie tego wierzchotka polega

na zmniejszeniu elementéw da, ..., dq, +1 o jeden, usunigciu elementu d; z ciagu

i poprawieniu uporzadkowania ciagu. Wszystko to mozna zrobi¢ w czasie O(n),
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Rys. 4. Pierwszy krok algorytmu
zachtannego wykonywany dla ciagu
5,5,4,4,4,4,4,4,2,2, 1.
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Rys. 5. Macierz M skonstruowana dla
ciggu graficznego 4, 3, 3, 2, 2. Ciagg sum
w kolumnach tej macierzy to 4, 4, 2, 3, 1.

przy czym najmniej oczywistg faze — przywracanie porzadku nierosnacego —
wykonujemy za pomoca co najwyzej jednego odwrdcenia fragmentu ciggu,
patrz tez rysunek 4.

Przy nieco ostrozniejszej implementacji mozna zapisa¢ ten algorytm w ztozonosci
czasowej proporcjonalnej do sumy elementéw ciagu (d;), czyli w czasie
proporcjonalnym do liczby krawedzi konstruowanego grafu. Jak to zrobié?

Jesli jesteSmy zainteresowani tylko binarng informacja — czy podany ciag jest ciaggiem
stopni wierzchotkéw jakiego$ grafu (czy ciag jest graficzny) — mozemy postuzyé sie
jeszcze prostszym kryterium. Pochodzi ono od Erdésa i Gallaiego (w skrécie EG)

i orzeka, ze nierosnacy ciag di,...,d, o parzystej sumie jest graficzny wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdego k = 1,2,...,n — 1 zachodzi nieréwnos¢

k
> di<k(k—1)+ Y min(d, k).
i=1

i=k+1

Aby zrozumieé sens nieréwnosci EG, pokazemy, ze stanowia one warunek

konieczny na graficznosé ciagu (d;). Ustalmy parametr k. Wéwczas po lewej stronie
nieréwnosci mamy ,zapotrzebowanie na krawedzie” pierwszych k wierzchotkow. Owo
zapotrzebowanie moze zosta¢ zaspokojone przez krawedzie taczace pewne pary tych
wierzchotkéw — takich krawedzi moze by¢ co najwyzej k(k;l), a kazda z nich ma wpltyw
na stopnie dwoch spoérdd rozwazanych wierzchotkéw — oraz przez krawedzie taczace
pewne z tych wierzchotkéw z pozostatymi. Wierzchotek o stopniu d;, i = k+1,...,n,
dostarcza co najwyzej k takich krawedzi — po jednej do kazdego z wierzchotkow
di,...,dr — a zarazem, oczywiscie, co najwyzej d; krawedzi, skad otrzymujemy
konieczno$é nieréwnosci EG.

Z kolei dostatecznosé¢ warunkéw EG mozna probowaé pokazaé, wykorzystujac
wlasnosci algorytmu zachtannego. Przyktadowo, polecamy Czytelnikowi pouczajace
sprawdzenie, ze pierwsze dwie nieréwnosci EG sa rownowazne temu, iz algorytm
zachtanny poprawnie przetworzy kolejno wierzcholtki o stopniach di i d2. Pelny dowdd
dostatecznoéci kryterium EG jest, niestety, bardziej skomplikowany.

Witret implementacyjny: Kryterium EG ma takze te przewage nad algorytmem
Havla—Hakimiego, ze jego prawdziwo$¢ mozna sprawdzi¢ w czasie liniowym wzgledem
liczby wierzchotkéw grafu. Latwo zauwazy¢, ze wszystkie sumy prefiksowe i sufiksowe

ciagu (d;): . B
Sizzdj7 SZ:ZdJa
j=1 j=i

mozna obliczyé w czasie O(n). Wtedy lewa strona k-tej nieréwnosci EG to
doktadnie Sj. Z kolei troche¢ nietypowe sumy wystepujace po prawej stronie
nier6wnosci mozna tatwo obliczyé, jesli znamy liczbe elementéw ciagu (d;) wiekszych
niz k (oznaczenie: py). Wéwczas suma po prawej stronie to S, jesli pr <k,
natomiast w przeciwnym przypadku jest ona réwna Sz/,kJrl + k- (pr — k). Wreszcie
ciag (p;) mozemy wyznaczy¢ w czasie O(n), i to na kilka réznych sposobéw.

Warto na koniec wspomnieé o jeszcze jednym kryterium graficznosci ciggu. Nie jest
ono efektywniejsze ani bardziej praktyczne od kryterium EG, ale za to wyglada
bardziej egzotycznie. Zalézmy, ze di < n — 1, w przeciwnym przypadku mamy
natychmiast odpowiedz negatywna. Rozwazmy macierz zero-jedynkowa M wymiaru
n X n, o zerowej przekatnej, w ktorej i-ty wiersz zawiera d; jedynek dopchnietych do
lewej strony — z uwzglednieniem jednak zerowej przekatnej (rys. 5). Niech c¢1,..., ¢,
bedzie ciggiem sum w kolumnach macierzy M. Wéwczas kryterium Gale’a—Rysera
orzeka, ze ciag (d;) jest graficzny wtedy i tylko wtedy, gdy sumy prefiksowe ciagu (d;)
sa zdominowane przez sumy prefiksowe ciagu (c;), tzn.
k k

Zdi < Zci dla kazdego k =1,...,n — 1.

i=1 i=1
Whnikliwemu Czytelnikowi pozostawiamy podanie zwiazku miedzy tym kryterium
a warunkami EG.

Na koniec kilka pytan do Czytelnika. Jakie warunki musi spelniaé ciag stopni (d;), zeby
dalo sie z niego odtworzy¢ graf, ktéry jest spojny? A jakie, zeby odpowiadal stopniom
wierzchotkéw jakiegos grafu dwudzielnego? No dobrze, to drugie zadanie jest dosyé
trudne. Ale jakie warunki musi speniaé para ciagéw (a;)¥_; i (b;)!_;, tak aby istniat
graf dwudzielny, w ktérym (a;) odpowiada stopniom wierzchotkéw z jednej grupy,

a (b;) — wierzchotkom z drugiej grupy?
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Osobliwosé tréjkatéw
Jarostaw GORNICKI*

Pole figury I’ zawartej miedzy prostymi z = a, x = b, gdzie a < b, oraz
krzywymi y; = f(x), y2 = g(z), gdzie 0 < f(z) < g(z) dla x € [a,b], mozna
wyrazi¢ wzorem |F| = ff(g(w) — f(z)) dx. Jedli wprowadzimy funkcje
r(z) = g(z) — f(z), to |F| = f;r(x) dz. Ostatnia zaleznosé¢ dowodzi, ze
ksztalt figury F' nie ma zadnego znaczenia, wazna jest jedynie dlugos¢
odcinkéw r(z) dla réznych wartodci zmiennej x. Te obserwacje wyraza
zasada Cavalieriego dla figur ptaskich:

jezeli dwie figury plaskie w przecieciu z kazdg prostg rownolegle do danej dajg
przekroj o tej samej dlugosci, to pola tych figur sg rowne.

Przekroje nie muszg nawet by¢ w jednym kawalku — wystarczy, zebySmy umieli
obliczy¢ sumaryczng dlugoséc takiego przekroju. Twierdzenie odwrotne nie jest
prawdziwe — istnieja figury o rownych polach, ktérych nie mozna ulozyé na
plaszczyznie tak, ze przecinane prostymi réwnoleglymi o wskazanym kierunku,
w kazdym przypadku beda dawaé przekroje o rownych diugosciach.

Twierdzenie 1. Nie istnieje tréjkgt T o polu wr?, taki Ze przekroje pewnego
kota o promieniu r i trojkqgta T kazdq prostg rownoleglq do danej sq odcinkami
o réownych dlugosciach.

Dowdd. Gdyby istnialo takie polozenie kola o promieniu
r > 01 tréjkata T, w ktérym kazda prosta o ustalonym

kierunku przecinalaby te figury na odcinkach réwnej
dlugosci (jesli w ogéle by je przecinala), to prosta, ktéra
przechodzitaby przez srodek kota, musiataby przechodzié
przez jeden z wierzchotkéw trojkata i jej przeciecie

z trojkatem mialoby dtugosé 2r. Tréjkat T’ zostalby
podzielony na dwa trojkaty, dla ktérych to przeciecie
byltoby wspoélna podstawa. Poniewaz opuszczone na nig
wysokosci w sumie mialyby dlugo$é¢ 2r, wiec pole trojkata

*Katedra Matematyki,
Politechnika Rzeszowska

musiatoby byé réwne 212 # mr2. Uzyskana sprzecznoéé
konczy dowdd. O

W przypadku tréjkatéw o réwnych polach sytuacja jest catkowicie odmienna,
chociaz nielatwo to sobie wyobrazié¢, gdy patrzymy na dwa tréjkaty o réwnych
polach, z ktérych jeden jest ,cienki i dlugi”, a drugi ,krétki i pekaty”.

Twierdzenie 2 (H. Eves, 1991). Dla trdjkqtéw o réwnych polach istnieje takie
ich poloZenie na plaszczyinie, zZe kazda prosta réwnolegla do danej przecina kazdy
z trojkgtow na odcinku o tej samej dlugosci.

Dowdd. Zalézmy, ze trojkaty ABC 1 A’B'C’ maja réwne pola. Rozpatrzmy
dwa przypadki.

Przypadek 1. Jeden bok trojkata ABC' ma taka sama dlugo$é jak jeden bok
tréjkata A’B'C’. Mozemy przyjaé bez straty ogélnosci, ze |BC| = |B'C’|.
Umieszczamy trojkaty ABC i A’B’C” tak, aby boki BC' oraz B'C’ lezaly na
prostej [, za$ wierzcholki A 1 A’ lezaly w tej samej pdlplaszczyznie.

A
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Poniewaz tréjkaty ABC 1 A’ B’C’ maja réwne pola, wiec wierzcholki A i A" leza
na prostej k réwnoleglej do [. Sprawdzmy, ze dla dowolnej prostej n, réwnoleglej
do I, jej przekroje z tréjkatami ABC i A’B'C’ sg réwne, czyli |DE| = |D'E’|
przy oznaczeniach z rysunku. Istotnie, z twierdzenia Talesa mamy

|BC| |AC| H |A'B'| _|B'CY|

|DE|  |AE|  h |A'D'| |D'E'|’
Przypadek 2. W tréjkacie ABC zaden bok nie ma takiej samej
dlugosci jak bok trojkata A’B’C’. Bez utraty ogdlnosci rozwazan
przyjmujemy, ze a = |BC| < |B’'C’| = a’. Umieszczamy tréjkaty
ABC i A'B’C’ tak, ze majg one wspdlny wierzchotek A = A’, boki
BC'i B'C’ sg réwnolegle i punkt A nalezy do pasa wyznaczonego
przez proste zawierajace te odcinki. Niech D bedzie punktem
przecigcia prostych BB’ i CC'.

Na odcinku DA, jako na érednicy, wykreslamy okrag O.
Prosta przechodzaca przez $rodki bokéw BB’ i CC’
przecina ten okrag w punktach M i N. Wéwczas prosta

DN przecina odcinek BC' w punkcie L, a odcinek B'C”

w punkcie L’. Punkty L i L' dziela odcinki BC' i B'C’

w takim samym stosunku, na mocy twierdzenia Talesa.
Zatem pole trojkata AC'L stanowi taka sama czes¢ pola
trojkata ABC, jaka czeScia pola trojkata A’B'C’ jest pole

B/

7 P trojkata A’C’L'. Poniewaz pola trojkatéw ABC i A’B'C’
sg réwne, wiec réwne sg tez pola tréjkatéow ACL 1 A'C'L’.
Ponadto, poniewaz |[LN| = |NL'| i kat DNA jest prosty, wiec |AL| = |A'L|.
Umieszczamy teraz trojkaty ABC i A’B’'C’ tak, by odcinki AL i A’L’ lezaly na
prostej [, a wierzcholki C' i C’ lezaly w tej samej polplaszezyZznie. Z réwnosci
pol tréjkatéw ACL i A’C'L’ wynika, ze wierzchotki C' i C” lezg na prostej k
réownoleglej do 1, a wierzcholki B i B’ na prostej n, takze réwnoleglej do .
C’ k
l

Dwukrotne odwotanie do przypadku 1 konczy dowdd twierdzenia. O

Powiadaja, ze

dwaj najmtodsi uczniowie Galileusza, Bonaventura Cavalieri i Evangelista Torricelli,
byli ludzmi do tego stopnia pogodnymi i pelnymi poczucia humoru, ze nawet podczas
pracy naukowej robili sobie wzajemnie zaawansowane psikusy ku uciesze znajomych.
Ich najwazniejsze dzielo, Geometria indivisibilibus continuorum nova quadam ratione
promota, przedstawialo oryginalna koncepcje powstawania podstawowych figur
geometrycznych, nazwanych przez nich kontinuami. Twierdzili mianowicie, ze linia to
zapis dziejéw punktu w jakims$ przedziale czasu, powierzchnia to dzieje linii, a bryta
to dzieje powierzchni. Przy takim podejéciu istotne bylo podanie regul, jak przy
ruchu punktu powstaje dtugosé, jak przy ruchu linii powstaje pole, a przy ruchu
powierzchni — objetos¢.

Podobno w poczatkowej redakcji stosownego rozdzialu Cavalieri napisat, ze miary

te sa zsumowaniem elementéw nizszego wymiaru (tych tytulowych niepodzielnych):
dlugosé linii powstaje ze zsumowania punktéw sktadajacych sie na nia, pole — dlugosci
odcinkéw, a objetosé ze zsumowania pol figur ptaskich. Przeczytawszy to, Torricelli
zaprosit znajomych na obiad, na ktérym stwierdzit: Mdj kolega Bonaventura, ogledajgc
(zataczony) rysunek, udowodnil, ze pole tréjkgta prostokgtnego z lewej strony jest réwne
polu trojkata z prawej — przeciez kazdemu pionowemu odcinkowi skliadajgcemu sie

na jeden z nich odpowiada dokladnie jeden odcinek skladajgocy sie na drugi!

Podobno koledzy $miali sie i bawili przez wiele godzin, a Cavalieri po powrocie do domu
sformutowal zasade, nazywana dzi$ jego imieniem, juz poprawnie.
M. K.
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FIZYCZNE
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Rys. 1. Zestaw napiséw przeznaczony do
ogladania przez soczewke.
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Rys. 2. Sposéb ogladania napiséw przez
soczewke.
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Rys. 3. Graficzne objasnienie wytwarzania
obrazu rzeczywistego przez soczewke.

Rys. 4. Graficzne objadnienie wytwarzania
obrazu pozornego przez soczewke.

Rys. 5. Sposéb odwracania obrazu przez
soczewke sferyczna.

Magiczna soczewka
Stanistaw BEDNAREK

Prawa fizyki pomoga nam dzi§ wykonaé sztuczke, wykorzystujaca wtasciwosci bardzo
prostej soczewki. Do przeprowadzenia doswiadczen beda potrzebne: przezroczysta,
zakrecana, plastikowa butelka o srednicy kilku centymetréw z cienkimi i gtadkimi
$ciankami bocznymi, duze naczynie z woda, kilka kartek papieru, pisak lub drukarka
oraz lupa.

Przed przystapieniem do pierwszego doswiadczenia butelke, ktéra bedzie petnié
role soczewki, napelniamy catkowicie woda, tak zeby nie bylo w niej widaé¢ zadnego
pecherzyka powietrza. Na kartce papieru piszemy (a jeszcze lepiej, drukujemy

na drukarce) dwie kolumny stéw, tych z rysunku 1. Najlepiej uzywaé tzw. czcionki
bezszeryfowej, czyli bez rozszerzen na koncu odcinkéw i tukéw tworzacych litery
(np. czcionka Arial). Wysokoéé liter powinna wynosié¢ okoto 2-3 cm.

Kartke z napisami ktadziemy na dowolnej poziomej powierzchni, a tuz nad kartka
trzymamy butelke z woda. Podluzna os butelki powinna by¢ tez pozioma i réwnolegla
do kierunku napiséw, tak jak na rysunku 2. Patrzymy przez butelke na wybrana
linijke napiséw i staramy si¢ zapamietaé wlasciwosci zauwazonych obrazéw — ich
wysokosé oraz potozenie w stosunku do napiséw. Powoli oddalamy butelke od kartki.
Dla pewnej odlegtosci stwierdzimy zadziwiajacy efekt — wysokos$¢ obrazow staje sie
réwna wysokoéci napisow, a stowo z prawej strony zostaje odwrécone do goéry nogami,
stowo zas z lewej strony widzimy bez odwrdcenia. Zachowujac osiagnieta odleglosé
butelki do kartki, przesuwamy butelke nad linie z innymi stowami i spostrzegamy

te sama prawidlowosé. Co jest przyczyna tego zaskakujacego efektu?

Przypomnijmy sobie, jak przy uzyciu optyki geometrycznej objasniamy wytwarzanie
obrazéw przez soczewki. Opis taki wymaga narysowania biegu dwoch promieni $wietlnych
wychodzacych z dowolnego punktu A przedmiotu AB, tak jak na rysunku 3. Jeden

z promieni przechodzi réwnolegle do gtéwnej osi optycznej soczewki g, a drugi biegnie
przez srodek optyczny soczewki O. Pierwszy z tych promieni po dwukrotnym zatamaniu
na powierzchniach ograniczajacych soczewke przechodzi przez jej ognisko F', drugi zas
pokonuje soczewke bez zmiany kierunku. W punkcie A, gdzie przecinaja si¢ oba
promienie po przejsciu przez soczewke lub ich przedtuzenia, widzimy obraz punktu A,

z ktérego te promienie wyszly. Jezeli przecieciu ulegly promienie, to obraz jest rzeczywisty
i mozna go réwniez zobaczy¢ na ustawionym w tym miejscu ekranie. Gdy przecinaja si¢
przedluzenia promieni, wéwczas obraz jest pozorny (rys. 4). Obrazu pozornego nie mozna
zobaczy¢ na ekranie, a widzimy go jedynie dzigki wlasciwosciom naszego wzroku.

Dla odlegtosci butelki od kartki mniejszej niz ogniskowa soczewki widzieliémy pozorne
i powigkszone obrazy napiséw, a stowa nie byly odwrécone. Oddalajac soczewke od
kartki, wytworzyliSmy obrazy rzeczywiste i powiekszone, przy czym powigkszenie

to malato w miar¢ oddalania butelki. A odwrécenie? Przerysowujac rysunek 3 dla
przypadku, w ktérym odlegtos¢ przedmiotu od soczewki jest dwa razy wigksza niz

jej ogniskowa, tatwo sprawdzié, ze wielkos¢ obrazu bedzie taka sama, jak wielkosé
przedmiotu, i obraz zostanie odwrécony. Dlaczego jednak widzieliSmy odwrécony
obraz stowa jedynie z prawej strony, przeciez oba znajdowaly sie w takiej samej
odlegtosci od soczewki? Oczywiscie, stowa z lewej strony mialy pozioma o$ symetrii,
ich odwrécenie nie powodowato zatem zmiany widzianego obrazu.

A gdyby uzy¢ soczewki sferycznej, takiej jak lupa? Soczewka sferyczna nie ma wyréznionej
osi symetrii i, wytwarzajac obraz rzeczywisty, powoduje nie tylko ,zamiane” gornej czesci
obrazu na dolna, ale réwniez prawej na lewa. Do tworzenia napiséw mogliby$my wéwczas
wybieraé tylko litery majace srodek symetrii. W alfabecie uzywanym w jezyku polskim
sgnimi: I, H, N, o, O, s, S, x, X. Dodatkowo mozna by stosowaé cyfry 0 i 8. Z tych znakéw
trudno utozyé wieksza liczbe stéw, zwlaszcza ze kolejnosé znakéw bytaby odwracana,
np. zamiast OH widzielibyémy HO, a zamiast 80 $ ujrzelibysmy $ 08. Uzywajac soczewki
cylindrycznej, mozemy rozszerzy¢ te liste o litery z pozioma osia symetrii: B, C, ¢, D, E
oraz K (ale trzeba odrzucié¢ N, s, S), co daje nam juz pewne mozliwosci stowotwércze.
Mozna takze tworzyé symetryczne napisy, uktadajac litery jedna nad druga, albo, co
jest trudniejsze, ale robi niewatpliwe wrazenie, sprébowa¢ odwracaé napisy i rysunki,
tak by powstala historyjka (zabawna realizacje tego pomystu przy uzyciu innych metod
przedstawia filmik http://www.youtube.com/watch?v=4mdEsouIXGM).

Zachecam do eksperymentowania w oczekiwaniu na nastepny odcinek, w ktérym
przedstawie dalsze sztuczki z uzyciem soczewek.
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Turniej Mlodych Fizykéw

Rozpoczal si¢ Turniej Mlodych Fizykéw
2012. Zawody dla uczniéw szkot
ponadgimnazjalnych, o charakterze
komplementarnym wobec Olimpiady
Fizycznej. W Turnieju uczestniczg
piecioosobowe druzyny. Najlepsza z nich
wyjedzie na Turniej Miedzynarodowy,
ktéry odbedzie si¢ w Niemczech (w 2011
roku Miedzynarodowy Turniej odbyt sie
w Iranie, polska druzyna zdobyta w nim
brazowe medale). Szczegélowe informacje
o Turnieju Mlodych Fizykéw sa dostepne
na stronie internetowej

http://ptf.fuw.edu.pl/tmf.html

Ewentualne zapytania mozna kierowac
pod adresem

tmf@ifpan.edu.pl

Termin nadsylania prac:

31 stycznia 2012 r.

Przykladowe tematy do opracowania:

Przecinanie powietrza

Podczas wirowania kawalka nici lub

np. zytki nylonowej z zamocowanym na
koricu cigzarkiem daje sie styszeé wyrazny
dzwiek. Zbadaj, w jaki sposéb ten dzwick
powstaje oraz od jakich parametréw zalezy.

Jasne fale

Oswietl ptaski zbiornik z woda. Gdy na jej
powierzchni zostang wytworzone fale,
mozna bedzie zobaczy¢ jasne i ciemne
wzory na dnie zbiornika. Zbadaj zaleznosé
miedzy falami a obserwowanymi wzorami.

Babelki

Czy jest mozliwe plywanie na powierzchni
wody, w ktérej wystepuje duzo babelkéw?
Zbadaj, jak plywanie przedmiotu zalezy
od obecnosci babelkow.

Granularny rozbryzg

Gdy kulka stalowa spada na powierzchnie¢
suchego piasku, obserwuje si¢ rodzaj
piaskowego rozbryzgu, po ktérym moze
nastgpi¢ wyrzucenie pionowej kolumny
piasku. Odtwérz to zjawisko i je wyjasdnij.

Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Nanorurki — zdradzieckie smakotyki
Zanim co$ potkniemy, warto sprawdzi¢, czy aby to co$ nie jest wigksze od nas.

Spaghetti nie wydaje sie specjalnie grozng potrawa. Gdybysmy jednak podeszli
do wielkiego gara z zawartoscia ugotowang al dente i sprobowali niepostrzezenie
wessaé tylko jedng nitke, mogloby sie okazaé, ze trafiliémy akurat na prébe bicia
rekordu Guinnessa i ten jeden makaronik wypelnia caly gar.

Nadal mogliby$my sie od potrawy odciaé (zabkami), ale co zrobi¢ w podobnej
sytuacji, gdy sie nie ma ani zgbkéw, ani oczu, ani rozumu?

Niestety, tak zarlocznie zachowuja sie komérki wobec weglowych nanorurek,
albo wldkien azbestu, albo ztotych nanodrucikow. Tylko jaki komoérka ma interes
(ewolucyjnie wyksztalcony mechanizm), zeby taka nanorurke zacza¢ wchlania¢?

Okazuje sie, ze kontakt z czubkiem nanorurki komérka bierze za spotkanie

z czyms$ malym i oblym, czyli dla komorki czym$ takim jak ciasteczko dla nas
(a przynajmniej dla tych sposréd nas, ktérzy nie moga sie ciasteczkom oprzec).
Okazuje sie, ze interakcja nanorurki i blony komérkowej najpierw powoduje
ustawienie nanorurki prostopadle do powierzchni blony [1], a wtedy czubek
takiej zaoblonej nanorurki staje sie trojanskim ciasteczkiem.

Rozpoczyna si¢ proces wchlaniania czegos, czego wchlonaé w catosci nie mozna,
a procesu przerwac si¢ nie da, bo komoérka nie ma ani wystarczajaco mocnych
zabkéw, ani mechanizméw pozwalajacych na wyplucie zdradzieckiego smakolyku.

Co ciekawe, nanorurka niezaoblona (nie jest dla mnie jasne, czy takie co$
istnieje naprawde, czy tylko wirtualnie, czyli w symulacjach) nie jest obracana
prostopadle do powierzchni i nie jest wchtaniana.

Badania [1] nie tylko wyjasniaja mechanizm znanego niszczycielskiego
wplywu wldkien azbestu, ale stanowia ostrzezenie przed bezkrytycznym
wykorzystywaniem nanostruktur, ktére moga okazac¢ sie bardzo niebezpieczne
dla zywych organizméw.

Nanowstgzkowy efekt domina

Grafen ma niezwykle ciekawe wtasnosci. Juz rok temu IBM zaprezentowat
pierwszy dzialajacy tranzystor grafenowy. Dzieki niezwykle wysokiej mobilnosci
elektronow tranzystor ten dziatal szybciej niz jego krzemowe odpowiedniki, choé
byt od nich wiekszy.

Jedna z przeszkdéd w rozwoju grafenowych uktadéw scalonych jest to, ze grafen
sam z siebie nie jest pétprzewodnikiem. Nalezy go odpowiednio domieszkowac
albo pociaé, gdyz wstazki grafenowe sa poélprzewodnikami.

Material bedzie jednak tym lepszy, im bardziej regularny. Dlatego bardzo ciekawe
bytoby utozenie takiej wstazki z odpowiednich czasteczek. Bardzo dobrym
kandydatem jest antracen, czyli trzy pierécienie benzenowe ulozone ptasko

W szeregu.

W pracy [2] naukowcy, na razie za pomoca symulacji, sprawdzili, jak zachodzi
reakcja ukladania antracenu na zlotym podlozu. Okazuje sie, ze czasteczki
najbardziej lubia sie uktadaé¢ jak kostki domina zetkniete dluzszymi bokami.
Zloto dziala jak katalizator, odbierajac dwa atomy wodoru kolejnej kostce.
Tworzy sie w ten sposob grafenowe wigzanie weglowe, a czasteczka, ktora
ma juz z jednego boku grafenowego towarzysza, tatwiej przytacza nastepnego
z drugiego boku. W ten sposéb czasteczki ukladaja sie jak przewracajace sie
kostki domina. Ulozenie jednej pociaga nastepna, tworzac jedna z najwezszych
mozliwych wstazek.

Piotr ZALEWSKI

[1] http://news.brown.edu/pressreleases/2011/09/nanotips
[2] J. Bjork, S. Stafstrom, F. Hanke, Zipping up: cooperativity drives the synthesis of graphene
nanoribbons, J. Amer. Chem. Soc., DOI:10.10221/ja205857a.
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Stowarzyszenie na rzecz Edukacji Matematycznej

www.sem.edu.pl

W ubiegtym roku szkolnym SEM podjeto inicjatywe majaca w zalozeniu wspieraé
wszystkich tych gimnazjalistéw, ktorzy chcieliby samodzielnie ocenié¢ swéj stopien
przygotowania do Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistow. Od polowy sierpnia
2010 r., przez dziesieé kolejnych miesiecy, na stronie www.omg.edu.pl, w ramach

zagadnienn odpowiadaly zadaniom z OMG. Po dwéch tygodniach od ogloszenia tresci

@ Kota Matematycznego cyklicznie oglaszane byly zestawy 7 zadan, ktore zakresem

zadan na stronie internetowej OMG pojawialy sie do nich wskazéwki, a po kolejnych
dwbch tygodniach umieszczano tam pelne rozwiazania kazdego z siedmiu probleméw
zadanych miesiac wczesniej. W tym samym momencie pojawiata si¢ tam réwniez tresé
zadan kolejnej serii. Réwnolegle w kilkunastu miastach w Polsce oraz w Gimnazjum
im. Jana Pawta II w Wilnie na Litwie odbywaly sie otwarte zajecia poswiecone
oméwieniu zagadnien pojawiajacych sie¢ w ogloszonym zestawie zadan. Forma tych
zajeé odpowiadala zwyczajowym omoéwieniom zadan odbywajacym sie po zawodach
IT i IIT stopnia OM i OMG. Podczas tych spotkan uczestniczacy w nich gimnazjali$ci
i ich opiekunowie mogli podzieli¢ si¢ pomystami na rozwiazanie zadan z aktualnego
zestawu, czy wymienié sie spostrzezeniami na temat trudnosci napotkanych podczas
podejmowanych prob ich rozwigzania. W trakcie zajeé¢ omawiano kolejne zadania
zestawu, przedstawiajac na zakonczenie rozwiazania autorskie. Czesto okazywalo sie
wtedy, ze przedstawione wczedniej rozwigzania uczestnikow oparte byly na tej samej
idei, co proponowane rozwigzania wzorcowe. Ponizej prezentujemy rozwiazania dwéch
sposérod zadan z zestawéw Kota Matematycznego.

Liczby a, b, ¢, d sa liczbami rzeczywistymi dodatnimi.
Wykaz, ze wérod liczb:
a+b—Ved, b+c—+da,
c+d—+ab, d+a—Vbc
co najmniej dwie sa dodatnie.

Dany jest prostopadloscian o podstawach ABC'D
i EFGH. Plaszczyzna przecina jego krawedzie boczne
AFE, BF, CG i DH odpowiednio w punktach M, N,
PiQ. Wykaz, ze

AM + CP = BN + DQ.

H G
Q
E /
F P
01
M
D c
o) N
A B
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Rozwigzanie. Zauwazmy, ze jesli suma dwoch liczb
jest dodatnia, to co najmniej jedna z tych liczb jest
dodatnia. Przyjmijmy oznaczenia

xlza—i—b—\/c»d, o = b+ c— Vda,
z3=c+d—Vab, xs=d+a—Vbe.
Poniewaz

ml—&—mg:a—kb—\/a-i-c—kd—\/a_:
1 1. 3 3
:a—\/E+Zb+c—\/a+Zd+Zb+Zd=

1 -\ 1 ~\> 3, 3
(\f— —\/5) + (ﬁ— —\/E> + b+ 2d,
2 2 4 4
wiec 1 + x3 > 0. Zatem co najmniej jedna z liczb
x1, x3 jest dodatnia. Analogicznie pokazujemy, ze
To + x4 > 0, czyli co najmniej jedna z liczb x5, x4 jest
dodatnia. Wykazaliémy tym samym, ze wsrod danych
czterech liczb co najmniej dwie sa dodatnie.

Rozwigzanie. Poniewaz odcinki M@ i NP zawieraja

si¢ w jednej plaszczyznie i jednoczesnie zawieraja sie

w plaszczyznach réwnoleglych, wiec sa to odcinki
rownolegle. Analogicznie rownolegte sa odcinki MN i PQ.
Stad czworokat MNPQ jest rownoleglobokiem.

Niech ponadto punkt O bedzie punktem przeciecia
przekatnych AC' 1 BD podstawy ABC D, a O — punktem
przeciecia przekatnych MP i N@Q réownolegtoboku MNPQ.
Zauwazmy, ze odcinek OO1 jest odcinkiem taczacym $rodki
nieréwnoleglych bokéw trapezéw ACPM i BNQD. Jest
on réwnolegly do bokéw réwnoleglych tych trapezéw oraz

1 1

001 = 5(AM +CP) = 5(BN + DQ),

stad

AM + CP = BN + DQ.

Pawet KWIATKOWSKI



Klub 44

®

1-44

Termin nadsylania rozwigzan: 31 T 2012

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
617 (WT =1,53) i 618 (WT = 3,47)
z numeru 3/2011

Barttomiej Dyda Wroctaw 44,52
Pawel Najman Krakéw 44,30
Piotr Sobczak Lodz 39,62
Tomasz Tkocz Rybnik 37,14
Zbigniew Skalik Wroctaw 35,98
Pawel Kubit Krakéw 35,66
Michal Miodek  Zawiercie 31,96

Dwaj Weterani Klubu 44 M umocnili
swoj status: Bartlomiej Dyda

i Pawel Najman jednoczesnie zaliczyli
»44” juz po raz piaty.

©

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
518 (WT = 3,05) i 519 (WT = 2,20)
z numeru 5/2011

Andrzej Idzik Bolestawiec 46,79
Tomasz Wietecha Tarnéw 39,75
Marian Lupiezowiec  Gliwice 37,70
Jacek Piotrowski Rzeszow 37,44
Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 33,19
Michatl Kozlik Gliwice 26,87

Skokiem o diugodci 5,25 punktu
Nadweteran Andrzej Idzik zaliczyt klubowsg
norme cztonkowsks po raz dziesigty!

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koica miesigca n 4 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspdélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe 0s6b, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegéltowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Zadania z matematyki nr 629, 630
Redaguje Marcin E. KUCZMA

629. Niech n bedzie liczba naturalng wieksza od 2. Dowies¢, ze ze zbioru
{1,2,...,n} mozna usunaé¢ dwie liczby tak, by suma liczb, ktére pozostaly, byta
kwadratem liczby naturalnej.

630. W tréjkacie ostrokatnym o bokach dlugosci a, b, ¢ sSrodkowa poprowadzona
do boku ¢ ma dlugos¢ d. Wykazaé, ze dla kazdej liczby dodatniej p < 2 zachodzi

nieréwnosé
c\? c\?
a”+bp>(d+2> +(d—2>.

Zadanie 630 zaproponowal pan Tomasz Tkocz z Warszawy.

Zadania z fizyki nr 526, 527
Redaguje Jerzy B. BROJAN

526. Ponizej linii przerywanej (zob. rysunek) wystepuje jednorodne, prostopadle
do plaszczyzny rysunku i zmienne w czasie pole magnetyczne, a powyzej tej

linii pola nie ma (B = 0). Opornosci opornikéw sa jednakowe, jednakowe sa
takze trzy pola powierzchni objete oczkami obwodu: miedzy linia przerywana

a Srodkowym woltomierzem, miedzy srodkowym woltomierzem a dolnym
opornikiem oraz miedzy dolnym opornikiem a dolnym woltomierzem. Jesli dolny
woltomierz wskazuje 1V, to jakie jest wskazanie pozostalych woltomierzy?

527. Lod6éwka pobiera ciepto od ciata A o temperaturze T} = —5°C i oddaje
ciepto otoczeniu o temperaturze Ty = 20°C, dzialajac na nastepujacej zasadzie.
Naczynie o stalej objetosci poczatkowo zawiera powietrze atmosferyczne

o temperaturze Ty i ciénieniu py = 10° Pa, nastepnie przy zachowaniu doskonalej
izolacji termicznej pompa prozniowa obniza cinienie w naczyniu do osiagniecia
temperatury 7. Dalej odpompowuje sie powietrze az do stanu bliskiego prézni,
przy czym temperatura pozostaje rowna 17 wskutek pobierania ciepla od A.
Nastepnie naczynie jest ponownie napelniane powietrzem atmosferycznym

i cykl sie powtarza. Ile wynosi minimalna wartos¢ pracy pompy niezbednej do
odprowadzenia 1J ciepta od A?

Pompa zawiera niewielki cylinder pozostajacy stale w temperaturze Ty i tlok.
Otwarcie zaworu laczacego cylinder z naczyniem nastepuje w chwili dojscia
tloka ,do konca” (objetosé cylindra réwna zeru), po osiagnieciu przez tlok
polozenia przeciwnego nastepuje zamkniecie tego zaworu, a po cofnieciu tloka
do polozenia, w ktérym powietrze pobrane z naczynia zostanie sprezone

do cis$nienia pg, nastepuje otwarcie zaworu umozliwiajacego odprowadzenie
na zewnatrz sprezonej partii gazu. Ten zawodr zostaje zamkniety tuz przed
otwarciem pierwszego. Na kazdy cykl przemian w naczyniu prézniowym
przypada wiele cykli pracy pompy. Powietrze nalezy uwazaé za gaz doskonaty
o cieple molowym Cy réwnym (5/2)R.
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Rozwigzanie zadania M 1330.
Poniewaz
4 2 4k — 2 2k(2k — 1)
Tk kB k2
wiec liczba

n n

k=1 k=1

_(@n)t (2n
T nlenl o \Un

jest oczywiscie catkowita.

Szanowna Redakcjo,

w moich notatkach z maja 1986 roku
znalazltem zgrabny alfametyk (wtedy
méwilo sie chyba arytmograf), byé moze
nawet publikowany w Delcie:

pét - pét = éwieré.
Oto rozwigzanie:

1. JeSli¢=1,tot =9

oraz 102341 < ¢éwieré < 187651,

a stad 329 < pél < 429.

Wséréd liezb ze zbioru

{329, 349, 359, 369, 379, 389, 409, 429}
tylko 409 spelnia warunki zadania.

2. Jesli¢=4,tot=21ubt =8;

wtedy 401234 < éwieré < 498764,

a wiec 638 < pét < 702. Jednak

liczby wyznaczone przez ten warunek:
638,652, 658,672,678, 682,692, 698, 702,
nie spelniaja warunkéw zadania.

3. Jedli¢ =5,toil=5.

4. Jesli ¢ =6, tol =4;

wtedy 601236 < ¢wieré < 698756,
a wiec mamy 775 < pét < 835

i sprawdzamy, ze zadna z liczb
784,794,804, 814, 824,834

nie speinia warunkéw.

‘Wreszcie

5. ¢ =29, ale v/900009 > 900.

Stad jedynym rozwiazaniem jest
409 - 409 = 167281.

Prosze przyjaé¢ serdeczne pozdrowienia

Wilodzimierz SZYMCZYK

Listopad

Coraz dluzsze, cho¢ chlodniejsze jesienne noce sprzyjaja obserwacjom,

o ile tylko dopisuje pogoda. W pierwszej potowie nocy na niebie krélowaé
wciaz beda planety olbrzymy. Najjasniejszego Jowisza (—2,9 mag)
zobaczymy juz po zachodzie Stonca w Baranie niezbyt wysoko nad
wschodnim horyzontem. Z kolei niezbyt jasnego (45,8 mag) Urana

w Pannie mozemy obserwowaé jedynie w pierwszej potowie nocy nad
potudniowo-wschodnim horyzontem. Pojawiajacy sie tez w pierwszej potowie
nocy w Wodniku nad potudniowym horyzontem Neptun ze wzgledu na
swa mala jasno$é (47,9 mag) nie bedzie widoczny gotym okiem. W drugiej
potowie nocy nad wschodnim horyzontem we Lwie wschodzi¢ bedzie

jasny (+1,0 mag) Mars. W polowie miesiaca tuz przed wschodem Stonca
mozemy prébowaé obserwowaé jasnego (40,7 mag) Saturna w Pannie nad
potudniowo-wschodnim horyzontem. Merkury i Wenus nie beda widoczne
w tym miesiacu.

Lezacy w listopadzie niezbyt wysoko nad potludniowo-wschodnim horyzontem
gwiazdozbior Wieloryba jest chyba najbardziej znany ze wzgledu na gwiazde
o Ceti, czyli Mire. O tej niezwyklej gwiezdzie pisaliémy w Delcie 12/2010.
Na Wieloryba warto jednak popatrzeé¢ takze z innego powodu, a mianowicie
M77 (NGC 1068). Jasnosé tego obiektu wynosi +8,9 mag i mozna go obejrzeé
przez niewielky lunete. Ta mglista plamka jest niezwykta galaktyka spiralna
odlegla o 47 mln lat $wietlnych (14,4 Mpc). Patrzymy na nia prostopadle

do ptaszczyzny dysku, ale, niestety, ramiona tej galaktyki mozna zobaczy¢
jedynie na zdjeciu wykonanym przy uzyciu wiekszego teleskopu. Na pierwszy
rzut oka nie rézni sie ona niczym od zwyklych galaktyk, takich jak Droga
Mleczna. Jednak astronomowie po doktadniejszym zbadaniu stwierdzili,

ze M77 nalezy do klasy galaktyk o aktywnych jadrach (AGN, ang. Active
Galactic Nuclei) zwanych czasem po prostu galaktykami aktywnymi.
Charakteryzuja sie one niezwykle duza jasnoscia centralnych obszaréw.

W ekstremalnych przypadkach (kwazary) jadro jest tak jasne, ze przyémiewa
pozostale jej czesci. Obiekty tego typu odkryto w potowie XX wieku. Choé
wyrdznia sie kilka typow galaktyk aktywnych, to sadzi sie, ze wszystkie one sa
podobnie zbudowane. Prawdopodobnie w centrum kazdej galaktyki znajduje
sie supermasywna czarna dziura o masie przekraczajacej 10° mas Stonca, ale
w przypadku galaktyk aktywnych jest znacznie masywniejsza (nawet 109 Mg).
To, co bylo zaskoczeniem w aktywnych galaktykach, to jasnosé jadra

w polaczeniu z jego rozmiarami. Moc promieniowania milionéw gwiazd jest
emitowana z obszaru o rozmiarach porownywalnych z rozmiarami Ukladu
Stonecznego! Jedynie spadek duzych iloéci materii na czarna dziure moze
wyprodukowa¢ obserwowana ilo$¢ energii. Materia nie spada jednak od razu
na czarng dziure, lecz krazy wokot niej, tworzac dysk, i powoli opadajac

ku centralnemu obiektowi. Dodatkowo w AGN-ach poza dyskiem znajduje
sie materia ztozona z chtodnego gazu i duzych iloéci pytu, tworzaca torus,

a nad dyskiem gaz tworzy mniejsze lub wieksze obloki poruszajace sie

z réznymi predkoéciami. Dla aktywnych galaktyk charakterystyczne sa

tez wyplywajace z centralnych czesci ogromne strugi materii (dzety)
poruszajacej sie z predkosciami bliskimi predkosci $wiatta. AGN-y sa
jednymi z najodleglejszych obiektow, jakie obserwujemy we Wszech$wiecie.

W listopadzie przypadaja maksima kilku rojéw meteoréw o co najwyzej
$redniej aktywnosci. Najwiecej zjawisk przyniosg Poludniowe Taurydy
z maksimum 5 XI i 5 zjawiskami na godzing, Delta Erydanidy (10 XI, 2),
Pétnocne Taurydy (12 XI, 5), Zeta Puppidy (13 XI, 3). By¢ moze w tym
roku roje o zmiennej aktywnosci, Leonidy (17 XI) i Alfa Monocerotydy
(21 XTI) okazg sie obfite. W listopadzie pelnia Ksiezyca przypada 10 XI,
a néw 25 XI. A wiec czystego niebal

Agnieszka MAJCZYNA
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Wiadomo, ze srodek cigzkosci ,,pelnego”
tréjkata pokrywa si¢ ze §rodkiem
cigzkosci jego wierzchotkéw (dowdd

np. w Delcie 7/2008). Srodek cigzkoéci
obwodu tréjkata moze byé¢ gdzie indziej.

Za miesigc dalsze zastosowania srodka
cigzko$ci do zadan pozornie z nim
niezwigzanych.

C
D
A B
Rys. 1
C
A F B
Rys. 2

Rys. 3 (a) i (b). Ji/:s oznacza
jednoktadnosé o srodku A i skali 2/3.

Srodek ciezkosci Joanna JASZUNSKA

Srodek ciezkosci to — intuicyjnie — taki punkt, w ktérym trzeba coé podeprzed,
by owo co$ utrzymalo sie w rownowadze. Mozna go wlasnorecznie poszukaé
na przyktad dla dlugopisu, balansujac nim poziomo na palcu.

1. Czy istnieje wieloscian wypukly, w ktérym zaden rzut $rodka ciezkosci

na plaszczyzne zawierajaca $ciane nie nalezy do tej Sciany?

Fakt 1. Dla punktow X1, ..., X, z masami odpowiednio mq, ..., m, > 0 istnieje

dokladnie jeden $rodek cigzkosci S = S((X1,m1), ..., (Xn, my)) i jedynie on spelnia
warunek my - SX1 + ... +my - 8X, = 0. W szczegdlnosci S((X1,m1), (X2, ms))
to jedyny taki punkt S na prostej X1 Xs, Ze Xlg :SXo =mg imy.

Fakt 2. Jesli cze$é sposrod rozwazanych punktow zastgpié ich srodkiem ciezkosci

z masq rowng sumie ich mas, to srodek ciezko$ci calego ukladu nie zmieni sie.

2. Wykaz, ze rodkowe tréjkata przecinaja sie w sSrodku ciezkosci jego wierzchotkow.
3. Udowodnij, ze srodkiem ciezkosci obwodu tréjkata jest srodek okregu wpisanego
w trojkat utworzony przez $rodki jego bokdéw.

4. W wierzchotkach trojkata ostrokatnego ABC umieszczono masy odpowiednio
tg XA, tg X B, tg X C. Wykaz, ze ich srodkiem ciezkosci jest ortocentrum AABC.

5. Trzy muchy o réwnych masach i zaniedbywalnych rozmiarach spaceruja
po obwodzie tréjkata, jedna z nich przeszla caly obwdd. Wykaz, ze jesli srodek
ciezko$ci much nie zmienia polozenia, to pokrywa sie ze srodkiem ciezkosci tréjkata.

6. Wykaz, ze wszystkie osie symetrii wielokata przecinaja sie w jednym punkcie.

Rozwigzania

R1. Jedli rzut srodka ciezkosci wieloscianu wypuktego nie nalezy do $ciany, na ktoérej
on stoi, to wielo$cian ten przewraca sie. Gdyby istnial opisany w zadaniu wielo$cian,
przewracalby si¢ w nieskonczonosé. Ale to jest niemozliwe. [J

R2. Umie$émy w wierzchotkach AABC réwne masy m. Wtedy S((B,m), (C,m)) = D,
gdzie D to érodek BC (rys. 1). Srodek ciezkoci tréjkata S = S((A,m), (D, 2m))

lezy na srodkowej AD; analogicznie lezy na pozostatych srodkowych. Ponadto

AS : SD =2: 1, czyli $rodkowe dzielg si¢ w stosunku 2 : 1, liczac od wierzchotka. O

Wskazéwki 3. Kazdy bok zastapmy punktem w jego srodku z masg odpowiadajaca
jego dlugosci. Jaki trdjkat tworza te punkty? Jesli punkt K na boku EF trojkata
DEF spelia EK : KF = DE : DF, to jest spodkiem dwusiecznej X EDF'.

RA4. Jedli CF jest wysokoscia AABC, to tg<xA = CF/AF itg<B = CF/BF (rys. 2).
Stad AF/BF = tg XB/tg <A, czyli F = S((A,tg <A), (B, tg <B)). Szukany srodek
ciezkosci lezy wiec na C'F' i analogicznie na wysokosciach z A iz B. O

R5. Rozwazmy moment, gdy mucha, ktéra przeszta caly obwdd, jest w wierzchotku A
trojkata. Srodek ciezkosci pozostalych dwéch much jest w sSrodku M odcinka
pomiedzy nimi (rys. 3(a)). Srodek ciezkoéci S wszystkich much jest na odcinku AM
oraz AS: SM =2: 1, czyli S = J2/3(M). Stad S € J2/*(AABC).

Analogiczne rozumowanie dla wierzchotkéw B i C prowadzi do wniosku, ze jedynym
mozliwym potozeniem S jest $rodek ciezkosci trojkata (rys. 3(b)). O

R6. Kazda o$ symetrii wielokata przechodzi przez $rodek ciezkosci S jego wierzchotkéw,
bo obrazem S w symetrii wzgledem takiej osi jest on sam. [

Zadania domowe

7. Udowodnij, ze w dowolnym czworo$cianie odcinki taczace wierzchotki
ze srodkami cigzkosci przeciwlegltych $cian przecinaja si¢ w jednym punkcie.

8. Czy dla dowolnego punktu S wewnatrz trojkata mozna w jego wierzchotkach
umiedci¢ takie masy, by ich $rodek ciezkosci byt w S7

9. Na plaszczyznie danych jest sze$¢ punktéw, z ktérych zadne trzy nie sg
wspolliniowe. Srodek ciezkosci tréjkata utworzonego przez pewne trzy z nich
oznaczimy jako S, zas érodek ciezkosci trojkata utworzonego przez pozostate
trzy — jako T. Wykaz, ze wszystkie tak wyznaczone proste ST przecinaja sie
w jednym punkcie.

25



