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Krowa, las i eksploracja terenu

Instytut Informatyki

MCL?”C’HZ B[ENKO WSK] Uniwersytetu Wroctawskiego

Kilkanascie lat temu zgubitem sie w lesie. Nie na tyle,
zeby sytuacja byla beznadziejna: wiedzialem, ze
zostawilem auto przy drodze, wszedlem do lasu, gdzie
spedzitem jaki$ czas, chodzac, a nastepnie wrocitem
do tej samej drogi. Dodatkowo, podczas spaceru

po lesie przeciglem swojg droge dostatecznie duzo
razy, zeby nie mie¢ zielonego pojecia, czy samochodu
nalezy szukaé¢, idac w lewa strone czy w prawa.

Ot, mniej wiecej tak jak na ponizszym rysunku.

oflre X

No dobrze, to jest zly rysunek. Tak naprawde
sytuacja wygladala znacznie gorzej, a mianowicie tak:

To znaczy, drzewa na tyle skutecznie zastanialty
droge, ze widocznosé byta praktycznie zerowa.

Nie mialem szans zobaczy¢ samochodu z odlegtosci,
musiatem si¢ na niego natknac.

Pare lat p6zniej (pominmy chwilowo milczeniem

to, ile sie nachodzitem w drodze do samochodu)
dowiedziatem sie, ze kto$ juz wczesniej mial taki sam
problem i zostalo to dokladnie opisane w literaturze.
A mianowicie, ten sam problem miala pewna krowa.

Krowa jaka jest, kazdy widzi. Krowa stoi przy
prostym plocie, w ktérym jest wejscie na pastwisko.
Wejscie (ktore jest oddalone od krowy o co najmniej
jeden metr) krowa zobaczy dopiero, gdy do niego
dotrze. Co powinna zrobié, zeby jak najszybciej
rozpoczaé zjadanie trawy? Problem ten jest

jednym z najprostszych wariantéw zagadnienia
eksploracji terenu. Jak okaze sie ponizej, prostym,
lecz nie trywialnym.

Postarajmy sie wyrobié¢ sobie podstawowe intuicje.
W calym artykule przez X bedziemy oznaczaé
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Ten artykul zostal zapozyczony z Wroclawskiego
Portalu Informatycznego http://informatyka.wroc.pl.
Wigcej informacji na temat portalu mozna znalezé na
tylnej oktadce numeru.

poczatkowa odleglo$é, w metrach, dzielaca krowe
od wejscia na pastwisko. Oczywiscie, absolutnie
genialna krowa, znajaca mape terenu, potrafi dojsé
na pastwisko, przeszedtszy X metréw. Co si¢ dzieje,
jesli krowa jest troche glupsza, czyli nie zna mapy,
nie zna X, ale wie, ze wejscie na pastwisko jest

z prawej strony? Oczywiscie, idac uparcie w tym
kierunku, przejdzie tez doktadnie X metrow.

A co ma zrobié¢ krowa, jesli w jaki$ sposéb poznala
warto$¢ X (przykladowo, wie, ze od wymarzonego
celu dzieli ja 10 metréw), ale nie wie, czy wejscie
jest z lewej, czy z prawej? Moze wtedy zastosowaé
nastepujacy algorytm z parametrem y = X.

Algorytm Go-and-Eat(y)
1. IdZ y metréw w lewo
2. Jedli nie znajdziesz wejscia, zawrd¢ do punktu
startowego
3. IdZ y metréw w prawo

Latwo obliczyé, ze w najgorszym przypadku (a tylko
takie przypadki interesuja biedne, pechowe krowy)
krowa przejdzie 3X metréw (czyli w naszym
przykladzie trzydziesci). Uwazny Czytelnik zauwazy,
ze to, czy krowa idzie na poczatku w lewo czy

W prawo, w pewnym sensie nie ma znaczenia: jesli
krowa ma pecha, to wejscie bedzie i tak z drugiej
strony niz ta, ktéra wybierze.

Krowa gltodna to krowa zta. Prawdziwy problem
krowy (ktéry jest identyczny z moim poszukiwaniem
samochodu) zaczyna sie jednak wtedy, kiedy krowa
nie zna ani wartosci X, ani nie wie, z ktérej strony
jest wejscie. Zamiast wyciagnaé¢ gotowe rozwiazanie
z kapelusza, zastanéwmy sie, co mogtoby pomoc
krowie w tym zadaniu.

A gdyby krowa znala jakie$ oszacowanie na X,

na przyktad znata pewna liczbe D > X7 Mogtaby
uruchomié¢ procedure Go-and-Eat(D), tj. i$¢ D metrow
w lewo, wréci¢ do punktu wyjscia, a nastepnie i8¢

w prawo. Przebyta droga w najgorszym przypadku
wynositaby 2D + X. Czyli jesli D bytoby ,tylko
troche” wieksze od X, to otrzymalibySmy rozwiazanie
nieduzo gorsze niz w przypadku, kiedy znamy X.

No dobrze, ale jak znalezé takie D7 Pomoze nam

w tym czesto stosowana w algorytmice metoda
podwajania: uruchamiamy algorytm Go-and-Eat
kolejno z wartosciami 1,2,4, 8,16, ... Ciesza nas

dwie wlasnosci.

e Jedli w koncu uruchomimy Go-and-Eat z potega
liczby 2 wigksza od X, to krowa znajdzie pastwisko.

e Sumaryczna droga przebyta podczas uruchamiania
Go-and-Eat ze zbyt malymi warto$ciami parametru
jest niezbyt dluga. (To dopiero wykazemy.)



Ale moment! — powinien krzyknaé¢ Uwazny Czytelnik.
Przeciez po uruchomieniu algorytmu Go-and-Eat(1)
krowa znajdzie sie o 1 metr od punktu wyjscia,

a algorytm Go-and-Eat(2) ma szanse zadzialaé

pod warunkiem, ze krowa znajduje si¢ poczatkowo

w punkcie startowym. Mozemy ,zatata¢” algorytm,
dodajac do niego dodatkowy krok:

4. Zawr6é do punktu startowego

Lata na tacie. Tu mala dygresja — informatycy,
jak i wszystkie umystly $ciste, uwielbiaja: a) tatanie
ztych rozwiazan zamiast pisania ich od nowa,

b) redukcje. Do tego stopnia uwielbiaja, ze czesto
wpadaja w putapki jak w opisanej nizej historii

(z dtugasna broda) o czajniku:

Mamy pusty czajnik, chcemy zagotowaé wode.

Co zrobic¢? Nalezy oczywiscie: 1. nalaé wody,

2. wlgezyé czagnik, 3. czekaé. A co zrobié, jesli mamy
petny czajnik i checemy zagotowaé wode? To proste —
odpowie prawdziwy (i leniwy) informatyk — wylewamy
z niego wode i w ten sposob doprowadzamy sytuacje do
przypadku, ktory potrafimy rozwigzaé.

Zastanéwmy sie zatem, czy przez ,tatanie”

algorytmu Go-and-Eat i dodanie punktu 4.

nie postapiliSmy przypadkiem jak prawdziwi
informatycy (a nie chcielibySmy tego robié, bo po co
meczy¢ sterana zyciem i mocno juz wyglodniala
krowe). Zobaczmy, jak wyglada droga, po ktérej teraz
chodzi krowa.

= . . > Go-and-Eat(1)
4>—>> Go-and-Eat(2)

> > > Go-and-Eat(4)

Moze nie jest oczywiste, co mozna tutaj poprawic.
Ale. .. pamietacie, ze to, w ktora strone krowa
zaczyna wykonywanie algorytmu Go-and-Eat, nie ma
znaczenia? W takim razie narysujmy droge krowy,
ktéra nieparzyste wykonania algorytmu Go-and-Eat
zaczyna w strone lewa, a parzyste w prawa.

o0 Jest g

—>—>> Go-and-Eat(1)
-
P E——

< > Go-and-Eat(2)

_—
> > Go-and-Eat(4)

Bez sensu, prawda? Krowa idzie w jedna strone

27 metréw tylko po to, zeby wréci¢ do punktu
wyjécia i pojé¢ w te sama strone 271! metrow!
Wyrzuémy zatem nadmiarowe spacery (zaznaczone
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kolorem na poprzednim rysunku). Zmodyfikowany
algorytm prezentuje si¢ nastepujaco:

Algorytm Smart-Cow

1. Kierunek zwiedzania := lewo

2.D:=1

3. Dopdki nie znalaztes wejscia na pastwisko,
powtarzaj:
a. Przejdz D metrow w kierunku zwiedzania

i wréé do punktu startowego

b.D:=D-2
c. Odwrdéé kierunek zwiedzania

= ®
—>

-

- >Tu krowa przechodzi K krokow.
- ____----Punkt krytyczny

2i+1 X

Sprobujmy teraz przeanalizowaé, jaki dystans pokona
krowa w najgorszym przypadku. Wezmy takie
naturalne j, ze zachodzi 2/ < X < 2711, Oznacza to,
ze pierwsze j wykonan petli w punkcie 3. powyzszego
algorytmu (z wartoéciami D < 27) nie spowoduje
znalezienia pastwiska. Droga przebyta przez krowe
do tego punktu wynosi

K=14+1)+2+2)+4+49+8+8) +
Fo @ 2Ty (2 429 =
=2-(1+2+4+8+...+277 1 +20) =
=2 (2T —1)<4.27.
Nazwijmy ten punkt krytycznym, przyda si¢ on
W dalszej czesci artykutu. Nastepnie krowa chcee i8¢
2711 metréw w jakim$ kierunku. Oczywiscie, ma
pecha i idzie w kierunku przeciwnym do wejscia
na pastwisko. Ten skok w niewlasciwy bok (wraz
z powrotem) kosztuje ja kolejne 2711 4 2771 = 4. 97
metréw. Nastepnie krowa zamierza i$¢ 2972 metréw,

ale juz po X metrach napotyka pastwisko. Jej
catkowita droga to co najwyzej

K+4-27+X<82+X<8 X+X=09X.

Czy naprawde trzeba tyle chodzi¢? Krotka
odpowiedz brzmi: tak, kazdy algorytm dla krowy
wymaga w najgorszym przypadku przejscia odlegloséci
dziewieciokrotnie przekraczajacej poczatkowa
odlegto$¢ krowy od pastwiska. Niestety, wykazanie
tego jest dos¢ trudne i wykracza poza ramy tego
artykulu. Sprébujmy jednak uspokoié¢ swoje sumienie
i sprawdzi¢, ze krowa zawsze musi przejs¢ co najmniej
dystans 5X.

W tym celu zauwazmy, ze jesli krowa nie robi glupich
wycieczek (takich jak na dwoch wezesniejszych
rysunkach), to wedruje, oddalajac sie od punktu
startowego na przemian w lewo i w prawo.



Wyznacza to podzial trasy krowy na kolejne fazy.
Bez straty ogdlnoéci zal6zmy, ze na poczatku krowa
idzie w lewo. Wtedy jej trase mozna opisaé liczbami
fi, fo, f3, fa, ..., gdzie f; jest oddaleniem w fazie j.
(W opisanym wczesniej algorytmie Smart-Cow
mamy f; =2771)

0O

Zauwazmy teraz, ze krowa wybiera taka sama

trase niezaleznie od tego, jakie jest X. Powyzsze
zdanie wydaje sie oczywiste (jak trasa mogtaby

od tego zalezeé, skoro X poznajemy dopiero

w momencie odnalezienia pastwiska, a wtedy juz
nigdzie nie chodzimy?), ale warto je przeczytaé wiecej
niz raz. Oznacza to, ze dla danego wyboru trasy krowy
(tj. liczb f1, f2, f3, fa,-..) wystarczy postawi¢ bramke
na pastwisko w jakim$ bardzo zlosliwym miejscu.

Przypatrzmy sie blizej ciagowi f1, f2, f3, f4,... Musi
w nim istnieé¢ jakas taka kolejna para f; i fit1,

ze fi < fiy1. Na powyzszym rysunku jest to,

na przyktad, para f4 i f5. W przeciwnym przypadku
ciag f; bylby &cisle malejacy (a jest to dosé kiepski
pomyst, jedli krowa zamierza znalezé odlegte
pastwisko). Zalézmy, ze odleglosé f; krowa przechodzi
w prawa strone¢. Postawmy zatem bramke kawaleczek
dalej niz w odleglosci f; po prawej stronie od punktu
startowego, tj. X = f; + €.

Wtedy krowa przechodzi co najmniej 2 - f; w prawo,
potem 2 - f; 11 w lewo, a nastepnie (pod warunkiem,
ze nie jest bezdennie glupia i fjyo > f; +¢) krowa
dochodzi do pastwiska, przeszediszy odleglosé¢ X.
Calkowita droga przebyta przez krowe to

2-fi+2- fim1i+X>24-fi + X =5X —4e.
Poniewaz £ mozemy wybra¢ dowolnie malte

i zaniedbywalne, krowa przechodzi praktycznie
pieciokrotnie wiecej niz X.

Po co krowie pienigdze? Jak mozna utatwi¢ zycie
naszej krowie? Na poczatku poprzedniego rozdzialu
powiedzieliémy, ze nie da sie poprawi¢ wyniku
osiaganego przez algorytm Smart-Cow. Céz, jest to
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tylko czesciowa prawda. Nie mozna go poprawié, jesli
krowa chodzi deterministycznie. Mozemy natomiast
podarowad jej monete, ktéra moze wspoméc sie¢

w trudnych chwilach (i nie chodzi nam o to, zeby
kupila sobie za to mape czy co$ do jedzenia).

Wréémy do algorytmu Smart-Cow. Zalézmy, ze

w momencie, ktéry nazwaliSmy krytycznym, krowa
rzuca moneta. Jesli wypadnie orzel, idzie nastepne
27+ metréw w prawo, w przeciwnym przypadku

w lewo. Dla ustalonej pozycji bramki na pastwisko
krowa ma 1/2 szansy na to, ze pdjdzie w jej strone.
W takim przypadku czesci spaceru krowy (kolorowy
fragment rysunku) o dtugoéci 2 - 271! w ogéle nie mal!
Wtedy krowa przechodzi nie 9X, a 5X. W $rednim
przypadku przechodzi zatem 7.X.

- ‘
—
- -
4': >’I‘u krowa przechodzi K krokow.
<« - ---Punkt krytyczny
- 5 - - -~
9J+1 X

To obniza érednig liczbe metréow przebyta przez
krowe, pod warunkiem ze. .. krowa wymysli, iz dany
moment jest krytyczny! Okazuje sie jednak, ze wcale
nie musi tego robi¢. Wystarczy, zeby rzucita moneta,
wybierajac kierunek na samym poczatku. Wtedy
analiza jest dokladnie taka sama, a dodatkowo,

w momencie kiedy krowa znajdzie sie juz w punkcie
krytycznym, z prawdopodobienstwem 1/2 bedzie
szta w lewo, a z prawdopodobienstwem 1/2

— W prawo.

Quo vadis, droga krowo? Powyzsze rozwazania
to tylko czubek gory lodowej tematyki eksploracji
terenu. Oprécz ,,prawdziwych” zastosowan,
istnieje jeszcze pare lepiej lub gorzej zbadanych
podstawowych problemoéw. Przyktadowo, Czytelnik
Dociekliwy moze zastanowi¢ sig, jaka strategie
nalezy obrad, jesli jest sie kapitanem, ktéry odplynatl
od brzegu i stracil orientacje. Zaktadamy, ze linia
brzegowa jest linia prosta i chcemy doplynaé¢ do
jej dowolnego miejsca. Mozemy wyobrazié¢ sobie
nastepujace warianty tego problemu:
e Wiadomo, ze linia brzegowa jest oddalona o 1 km,
ale nie wiadomo, w ktérym kierunku.
e Mamy kompas i wiemy, ze linia brzegowa przebiega
albo z péinocy na potudnie, albo z zachodu
na wschod, nie znamy natomiast odleglosci
od linii brzegowej. (Warto zauwazy¢, ze jesli
wiedzieliby$my np., ze linia brzegowa przebiega
z p6énocy na potudnie, to jest to taki sam problem,
jaki miala nasza krowa.)
e Nic nie wiemy.

Temperowaé oléwki, siodtaé krowy i do dziela!



Osobom nieobeznanym z jezykiem
wegierskim przypominamy, ze u naszych
bratankéw pisane sz wymawia si¢ jak
polskie s i na odwrét — pisane s wymawia
sig¢ jak polskie sz. Zatem wegierskie
szekeres powinnismy wymawiaé jak
polskie sekeresz.

Zbiér na plaszczyznie nazywamy
wypuklym, jezeli odcinek taczacy dwa
dowolne punkty tego zbioru w catodci sie
w nim zawiera. Dla wielokata warunek
wypuklosci jest réwnowazny temu, ze
miara kazdego z jego katéw wewnetrznych
jest mniejsza niz 180 stopni.

*Wydzial Matematyki, Informatyki

Twierdzenie z happy endem

scenariusz ZOfiCL MIECHOWICZ ¥
rezZyseria Tomasz BARTNIOKI*

Zdarza sie czasem, ze zachod slonca i pusta, piaszczysta plaza zachwycaja nas,
kiedy patrzymy na nie, spacerujac brzegiem morza, jednak zamknigte w martwe
ramy zdjecia przywodza na my$l co najwyzej stowo ,kicz”. Ta historia, gdyby
jeden z hollylédzkich rezyseréw zdecydowal sie nakrecié¢ film na jej podstawie,
wydalaby sie z pewnoscia banalna. Tymczasem napisalo ja zycie. Napisalo

i umiescito w niesamowitym, matematycznym Swiecie, przez co nabrala
szczegblnego uroku. Postuchajcie opowiesci o niezwyklej wiezi, jaka polaczyta
dwoje ludzi... A moze bedzie to opowiesé o tym, jak niezwykla wiez polaczylta
dwoje ludzi z matematyka? Przeczytajcie i ocencie sami.

Lata trzydzieste ubieglego stulecia byty, z wielu wzgledéw, dla mieszkancéw
Wegier czasem trudnym. Ale zima w roku 1933 byla wyjatkowo piekna. Oproszony
$niegiem urokliwy Park Miejski czy pelne czaru kawiarenki w Budapeszcie stanowily
idealne miejsce spotkan. Grupka mlodych ludzi (miedzy innymi Paul Erdés,

Paul Turdn, George Szekeres i Esther Klein) te zimowa scenerie uznala za idealne
tto dla dhugich i inspirujacych rozméw o. .. matematyce. Ktéregos mroznego,
niedzielnego popoludnia Esther, ktéra wyjatkowa miloscia patala do probleméw
geometrycznych, podzielila sie z kolegami pewna obserwacja.

Twierdzenie (Esther Klein, 1933). Wsrdd dowolnych pieciu punktow na
plaszczyznie, z ktorych Zadne trzy nie leZg na jednej prostej, zawsze znajdziemy
cztery punkty, ktore sq wierzcholtkami wypuklego czworokgta.

Dowdd. Wystarczy przeanalizowaé trzy rodzaje mozliwych konfiguracji pieciu
punktéw na plaszczyznie. Jezeli leza one w wierzchotkach pieciokata wypuklego,
to dowolne cztery z nich spelniaja teze twierdzenia. Zachodzi ona rowniez,
gdy cztery punkty tworza wypukly czworokat, a piaty punkt lezy w jego
wnetrzu lub na zewnatrz. Pozostaje do sprawdzenia ,najgorszy” przypadek,
gdy trzy punkty (A4, B i C) sa wierzchotkami tréjkata, wewnatrz ktérego
leza dwa pozostale D i E (patrz rysunek 1). Wéwcezas prosta przechodzaca
przez wewnetrzne punkty D i ' musi przecia¢ doktadnie dwa boki trojkata,
gdyz zgodnie z zalozeniem o niewspoétliniowosci zaden z wierzchotkéw

nie moze na niej leze¢. Ale w takim przypadku wierzchotki A i B, ktére

leza po jednej stronie prostej, wraz z punktami D i E tworzg wypukly
czworokat ABDE. O

Ta niewinnie wygladajaca obserwacja geometryczna stala sie dla Erdosa

i Szekeresa inspiracja do dalszych badan nad ciekawymi problemami

7 pogranicza geometrii i kombinatoryki. Postawili nasuwajace sie od razu
pytanie: czy twierdzenie Esther Klein o czworokacie mozna uogdlni¢ na dowolne
k-katy wypukle? Innymi stowy, czy w odpowiednio duzym i ,,porzadnym”
zbiorze punktéw na plaszczyznie mozna zawsze odnalezé wielokat wypukly

o zadanej liczbie wierzchotkéw? Wkroétce opublikowali oni wspélna prace,

ktora stata si¢ motorem szybkiego rozwoju geometrii kombinatoryczne;j.

Ich gléwne twierdzenie dawalo pozytywna odpowiedz na postawione

wczesniej pytanie.

Twierdzenie (Erdés, Szekeres, 1935). Dla kazdej liczby naturalnej k istnieje
taka liczba naturalna N, zZe wsrod dowolnych N punktow na plaszczyinie,

z ktorych Zadne trzy nie leZq na jednej prostej, zawsze znajdziemy k punktow,
ktore sq wierzcholtkami wypuklego k-kqta.

W dowodzie autorzy wykorzystali twierdzenie Ramseya (nalezy ono obecnie

do klasyki kombinatoryki) oraz wezesniejsza obserwacje Esther Klein. Jasne
jest, ze jezeli znajdziemy jakakolwiek liczbe N, ktora spelnia teze powyzszego
twierdzenia, to kazda liczba wigksza od niej tez ja musi spelnia¢. Naturalny
staje sie¢ problem wyznaczenia najmniejszej takiej liczby dla zadanego k.
Oznaczmy ja (tak jak w oryginalnej pracy) przez No(k). Sprébujmy wyznaczy¢

i Ekonometrii, Uniwersytet Zielonogérski wartoéci No(k’) dla kilku pOCZthOWyCh k. Trywialnie N0(3) =3.
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Rys. 2. Osiem punktéw bez wypuktego
pieciokata

Paul Erdds byt mistrzem w stawianiu
hipotez. Wigkszo$¢ z nich byta na

tyle celna, ze nie dawala si¢ ani

tatwo udowodnié, ani tatwo obalié.

W pézniejszym okresie zaczal on nawet
oferowaé¢ nagrody pienig¢zne za ich
rozstrzygniecie (w wysokos$ci od 25

do nawet 3000 dolaréw). Wiele z nich
pozostaje otwartych po dzi$ dzien,

a po $mierci Erdésa nagrody wyptlaca
jego bliski przyjaciel i wspélpracownik,
Ron Graham.

Po wojnie Esther i George Szekeres
osiedlili sie¢ w przepieknej, dziewiczej
Australii. Ich milo$é do siebie i mitosé
do matematyki przetrwala prébe czasu.
Wspdlnie dozyli sedziwego wieku

(on 94, ona 95 lat), do konca oddajac
sie swym matematycznym pasjom.
Zmarli, po prawie siedemdziesigciu
latach malzenstwa, tego samego dnia
(28 sierpnia 2005 roku) w odstepie
zaledwie jednej godziny.

Twierdzenie Esther Klein, polaczone z obserwacja, ze nie kazdy czworokat
na plaszczyZnie jest wypukly, daje nam Ny(4) = 5. Wykazanie, ze Ny(5) =9,
wymaga nieco wigcej zachodu. Rysunek 2 przedstawia uktad oSmiu punktéw,
z ktérych zadne trzy nie lezg na jednej prostej i zadne pie¢ nie tworzy
wypuklego pieciokata. Dowdd, ze wsrdod dziewieciu punktéow sytuacja taka
nie moze zaistnie¢, jest znacznie trudniejszy i po raz pierwszy znalazl go Makai
(ten dowdd nie zostal nigdzie opublikowany, ale byl cytowany przez Erddsa
i Szekeresa). Czy znajac pierwsze trzy wartosci ciagu Ny(k), mozna dostrzec
jakas prawidlowo$é?
Erdés i Szekeres zauwazyli, ze

No(3)=2'+1, Nod)=22+1, Ny(5)=2°+1
i, mimo ze nie znali wartosci No(k) dla zadnego wiekszego k, a oszacowania,

ktére wynikaly z dowodu ich twierdzenia, wygladaly na istotnie nadmiarowe, to
pokusili sie o postawienie bardzo $miatej hipotezy, mowiacej, ze dla dowolnego k
No(k) =2F72 4+ 1.

Dopiero w roku 1961 opublikowali oni prace, w ktérej pokazali (przez
jawna konstrukeje), ze No(k) > 2F~2 + 1. Niestety, wyznaczenie doktadnych
wartosci Ny (k) okazalo sie zagadnieniem o wiele bardziej ztozonym. Do dnia
dzisiejszego pokazano jedynie, ze Ny(6) = 2* + 1 = 17. Dokonali tego Szekeres
i Peters wspomagani przez program komputerowy, ktéry pomégt przeanalizowaé
rézne potozenia 17 punktow na plaszczyznie i stwierdzié, ze w kazdym z nich pojawit
sie wypukly szesciokat. Wktad ludzki polegal w tym przypadku na znacznym
ograniczeniu zbioru konfiguracji, ktére wymagaty analizy komputerowej. Wynik
ten ukazal si¢ drukiem dopiero w 2006 roku, a wiec rok po $mierci Szekeresa.
Wydaje si¢ niemozliwe, aby metoda komputerowa mogta poméc przy wyznaczaniu
No(7), No(8) i kolejnych wartosci. Najlepsze, jak do tej pory, gorne oszacowanie
na Ny(k) znalezli w 2005 roku Té6th i Valtr, dowodzac, ze

k
Jak widaé, jest ono bardzo dalekie od tego, ktore 70 lat wczesniej przedstawili
Erdés i Szekeres.

Tutaj historia tego twierdzenia wcale nie musi sie skonczy¢. By¢é moze to wtasnie
Ty, Czytelniku, bedziesz autorem scenariusza do kolejnej czesci. Ale teraz
pewnie zastanawiasz sie, gdzie jest obiecywany happy end. Ot6z wspomniana na
samym poczatku obserwacja geometryczna Esther Klein nie tylko zainspirowata
George’a Szekeresa do zajecia sie problemem w ujeciu matematycznym, ale
tez skierowala jego uwage na osobe autorki. Zaledwie w rok po opublikowaniu
artykutu Erdésa i Szekeresa odbyl sie §lub George’a i Esther. Twierdzenie
Esther Klein zyskalo nazwe twierdzenia z happy endem, a panstwo Szekeres zyli
dtugo i szczesliwie.

THE END

-]

Rozwigzanie zadania M 1329.

1 sposob. Zalézmy, ze dane punkty nie leza w jednej plaszczyznie. Punkty B i D naleza do
sfery S1 o $rednicy AC. Podobnie, punkty A, C naleza do sfery S2 o $rednicy BD. Ale sfera
jest jednoznacznie wyznaczona przez cztery niewspolplaszczyznowe punkty, wigc S1 = Sa.
Dwie srednice ustalonej sfery leza w jednej ptaszczyznie, wiec w szczegdlnosci odcinki AC, BD
leza w jednej plaszczyznie, co daje teze.

II sposéb. Gdzie lezy punkt D? Wobec X DAB = 90° lezy on na plaszczyznie 7 prostopadlej
do AB i przechodzacej przez A. Podobnie wnioskujemy, ze punkt D lezy na plaszczyznie o
prostopadtej do prostej BC' i przechodzacej przez C. Punkt D lezy wiec na prostej £ = 7N o,
ktéra przechodzi przez punkt E, uzupelniajacy tréjkat ABC' do prostokata ABCE.

Prosta ¢ jest rzutem prostokatnym prostej C'D na plaszczyzne w. Poniewaz C'D L AD, to
z twierdzenia o trzech prostopadlych AD 1 ¢, wiec D = E. Punkty A, B, C, D lezg wiec na
jednej plaszczyznie.
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Okreslenie to jest poprawne, gdyz ciag
sum czeSciowych
1 1 1
Ikzl-‘ri-‘ri"r---"ra
jest rosnacy i ograniczony z géry przez
1+14+ 4+ 55 + 55 +... =3, wige
zbiezny.

Uzasadnienie wzoru (2) nie jest
trudne, gdy znamy podstawy rachunku
rézniczkowego i catkowego. Punktem
wyjécia jest réwnosé (n = 2k + 1)

1
112 :(1—m2+x4—r6+...

w2n+2

1+ 22"
Calkujac obie strony, otrzymujemy

1
dax -1 1+
o 1422 3

n=2 _ g 2ny

.‘.+12

+ ...

at| =
| =

1 1 1z2n+2
- dx
+2n—1 2n+1+ o 1+ 2

i korzystamy z réwno$ci

1
dx ol T
—— = arc = -
, 1+ 81T 73

oraz oszacowania

1 opgo2 1
1
w—dm < 22" 24y =
o 1+ x2 o 2n + 3

przechodzac z n do nieskoniczonosci.

*Katedra Matematyki,
Politechnika Rzeszowska

¢ < em )
Jarostaw GORNICKI*

Gdy poznajemy matematyke, liczby oznaczane symbolami e oraz 7
pojawiaja sie bardzo czesto. Uznajac waznosé tych liczb, badamy ich
arytmetyczna nature. Wiemy, ze e jest liczba niewymierng (L. Euler, 1737 r.)
oraz 7 jest liczba niewymierng (J.H. Lambert, 1767 r.). Przestepnosé¢ liczby e
wykazal Ch. Hermite w 1873 r., a przestepno$¢ liczby m wykazal w 1882 r.
F. Lindemann. Wyznaczenie dobrych przyblizen wartosci tych liczb nie jest
zadaniem banalnym. Przypomnijmy, jak mozna to zrobic.
Obliczamy e. Liczbe e definiujemy wzorem Newtona z 1665 r.

11 1 1
(1) €:1+ﬁ+5+§+...zzoa.

n—

Definicja (1) pozwala na obliczenie wartosci liczby e z duza dokladnoscia.
Zauwazmy, ze dla n > m + 1 zachodzi nieréwnos¢
1 1

— < ;
n! " (m+1)!(m + 1)n—(m+1)
wiec mozemy oszacowal reszte szeregu:

=1 1 = 1 1 1 1
Z E<(m+1)l Z (m—l—l)"*(m*l):(m—kl)'.l_ 1 :m.m|7
k=m+1 " n=m+1 : m+1 :
a stad
m
1 1
O0<e— — < .
€ ;n! m-m)!

Sprébujmy obliczyé wartos$é liczby e z szescioma cyframi doktadnymi

po przecinku, czyli wyznaczmy jej przyblizenie z doktadnoscia do 1%7. W tym
celu mozemy wzia¢ m = 10, bo wowczas blad nie przekracza Wl-lo < % < %.
Jesli w wyrazeniu 19 =14+ 1+ % + % +...+ ﬁ pozostawimy bez zmian
pierwsze trzy skladniki, a kazdy z pozostalych ulamkéw zastapimy
zaokragleniem na 6smym miejscu po przecinku, to sumaryczny blad nie bedzie
wiekszy niz 0,5 - # -8=4- #. W ten sposéb otrzymujemy e = 2,718281 .. .,
przy czym wszystkie wypisane cyfry sa poprawne.

Obliczamy w. Liczbe 7 definiujemy wzorem Leibniza z 1673 r. (wzér ten byl
znany J. Gregory’emu dwa lata wezesniej):

T 11 1 = (=Dn
2 —=l-c 4o —Z+...= .
@ 4 35 7" ;2n+1

Definicja Leibniza ma powazna wade — praktycznie nie nadaje si¢ do
wyznaczania doktadnej wartosci liczby m, poniewaz szereg jest zbyt wolno
zbiezny. Wyznaczanie wartosci 7 ze wzoru (2) z dokladnoseia do trzech
miejsc po przecinku wymaga obliczenia sumy az 10000 kolejnych sktadnikow.
Skorzystamy wiec z rozwinigcia Gregory’ego:

1 1 1 — (=1
arctgr = x — §x3 + 53:5 — ?x7 +...= nz:% %x%“ dla |z| < 1,

w ktérym zbiezno$¢ sumy jest tym szybsza, im blizej zera wybierzemy punkt x.
Wykorzystal to J. Machin w 1706 r., proponujac bardzo sprytna metode
obliczenia wartoéci 7 z duza doktadnoscia. Oto metoda Machina.

Niech A = arctg %, wtedy 0 < A< T itgA= % Nastepnie obliczamy:

2tg A 5 120
tg2A=—"—=— 1 tg4A=1tg2(24)=—.
& 1—tg2A 12 = ® 82(24) = 179
Poniewaz liczba % jest bliska jednosci, wigc kat 4A jest bliski 7. Niech
B =4A - 7. Wowczas —7 < B < %ﬂ, a poniewaz
™ tgdA—1 1
tgB=tg|4A—— | =—=———=— >0,
s> =8 ( 4) 1+tgdA 239



wigc 0 < B < 5 i B = arctg 2—:1,)9. Stad otrzymujemy wzdér Machina:

1 1
7r:4(4A—B):16-arctgg—4-arctg——

239
_ i GO i (—1)" -4
= (2n+1)-52F L= (2n 1) - 23921

Wystarczy teraz obliczy¢é kilka poczatkowych wyrazéw pierwszego i drugiego
szeregu, aby otrzymac¢ do$¢ dokladna wartosé liczby .

Przez sy i ty, dla k > 0, oznaczmy odpowiednio k-ta sume czesciowa
pierwszego i drugiego szeregu we wzorze Machina, a przez s i t sumy tych
szeregéw (ktore istnieja i sa skoficzone, co wynika np. z kryterium Leibniza).
Poniewaz sop11 < § < Sop oraz top4+1 < t < tok, wiec zachodza nieréwnosci
0<s—s53<84—53=ge5 <105 10<t—1t1 <tly—11=z5s55 < 70z Stad
otrzymujemy nastepujace oszacowanie:

2

_W<(3_53)—(t—t1):77—(53—t1)<

106

Wynika z niego, ze je$li dodamy skladniki sum czesciowych w wyrazeniu

s3 — t1, zaokraglone na 6smym miejscu po przecinku, to otrzymamy przyblizenie
liczby 7 z poprawnymi poczatkowymi piecioma cyframi rozwiniecia dziesietnego:
= 3,14159. ..

Dowody nieréwnosci. Mozemy teraz przystapi¢ do wykazania tytutowej
nieréwnosci, co zrobimy piecioma sposobami.

Sposéb 1. Rozwazmy funkcje f(x) = ;—z dla = > 0. Poniewaz
e xt —e® ext™l  z¢7l.e%. (z—e)

fi(z) = (z°)2 = (z°)? ’

wiec f'(e) =0, f'(z) <0dla0<z<eif'(x)>0dlax>e W punkcie z =e
funkcja f osiaga minimum i, podstawiajac x = m, otrzymujemy nieréwnosc¢

Flm) = £ > fle) = L.

Jesli znamy rozwiniecie e® w szereg Sposéb 1I1. Udowodnimy pomocnicza nieréwnosé e* > 1 + x dla > 0. Niech
potegowy flx)=e"ig(z) =14z dlax > 0. Wowczas f(0) = ¢(0) i f'(x) > ¢'(x)

e =1+4a+ %mZ + %1‘3 +.., dla z > 0. Rozwazmy funkcje F(t) = f(t) — g(t) okreslona na dowolnym
to oczywiscie wiemy, 7e e > 1 + przedziale [0, z], gdzie x > 0. Z twierdzenia Lagrange’a o wartosci
dla 2 > 0, ale, jak wida¢, mozna to Sredniej istnieje takie £ € (0,x), ze F(x) — F(0) = F'(§)(x — 0). Stad
udowodni¢ bardziej elementarnie. F(z)=F'(&z = (f(¢) — g (&))x > 0, czyli dla dowolnej wartosci z > 0

e’ = f(x)>g(x) =1+
Podstawiajac x = Z — 1 do powyzszej nieréwnosci, otrzymujemy

et !> 14 (2 —1),astad = > T i ostatecznie e™ > 7°.

Sposéb III. Rozwazmy funkcje f(z) = 2% dla z > 0. Poniewaz

fl(z) =2%2. (1 —1Inz), wiec f/(e) =0, f'(z) >0dla0 <z < e oraz f'(z) <0
dla z > e. W punkcie 2z = e funkcja f osiaga maksimum. Zatem f(7) < f(e),
czyli T < e%, a stad otrzymujemy wyjéciowa nieréwnosc.

Sposéb IV. Niech f(z) =Inz — £, x > 0. Poniewaz f'(z) = <, wigc latwo
sprawdzi¢, ze w punkcie z = e funkcja f osiagga maksimum. Zatem dla x = 7
otrzymujemy elnm < 7. Poniewaz e jest funkcja rosnaca, wiec e < e™, co

koniczy dowdd.

i Sposéb V. Tym razem rozpatrzmy funkcje f(x) = elt¢ — (x4 ¢€) dla x € R.
' ' Poniewaz f’(z) = e* — 1, wiec f ma minimum w x = 0. Stad dla x # 0 mamy

Rozwi ie zadania M 1327. S Py z . -
Oewrazatie zadania nieréwnoéé e! T > x + e. Dla 2 > 0 wynika z niej e**® > (e + x)¢. Wystarczy

Jesli pewne trzy sposrdod rozwazanych

pieciu liczb daja te samg reszte teraz podstawié r =T — €.

z dzielenia przez 3, to wybieramy

je i ich suma jest podzielna przez 3. Na zakoniczenie odnotujmy, ze obliczenia komputerowe daja przyblizone
W przeciwnym przypadku pewne wartosci e &2 23,140692 i 7¢ ~ 22,459157. W 1929 r. A. Gelfond wykazal,

trzy liczby daja parami rézne reszty . . — . . P
2 dziclenia praez 3 — te wlagnic ze liczba e™ jest przestepna. Natomiast natura arytmetyczna liczby 7¢ jest

wybieramy. dOtychCZ&S nieznana.
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Wigcej o dzwigkach i czgstotliwosciach
mozna przeczytaé¢ w artykule Harmonia
w muzyce — skad sie bierze? w Delcie
6/2009.

1
" 130813°

—

Rys. 1. Wykres amplitudy dwéch fal
dzwigkowych o czestotliwosci 130,813 Hz:
a) idealnej sinusoidalnej, b) fortepianu
oraz c) wykres fragmentu piosenki.

Po przeksztalceniu do formatu LPCM
kazdy z tych fragmentéw zostanie
zakodowany w 800 préobkach.

L. .1

Rozwigzanie zadania M 1328.
Wobec nieréwnosci tréjkata mamy
. Podobnie,

b 2b
oFa < aFbFe

. Dodajac te trzy

a 2a
74e < afbte
oraz o3 < FpFe
nieréwnosci stronami, mamy teze.

Cyfrowy dzwiek i wojna na decybele
Tomasz IDZIASZEK

Aby opisa¢ fale akustyczna, wytwarzana przez gloénik, musimy podaé, jak
ciSnienie powietrza zmienia sie w czasie — do tego wystarczy znaé przebieg jednej
wielkosci — wychylenia membrany glosnika. Jesli nasz glosnik jest podlaczony

do komputera, to stosowny opis fali jest produkowany przez karte dzwickowa,
ktoéra z kolei pobiera dane zapisane na jakims no$niku danych. Na poczatku

lat 80. XX wieku pojawit sie nowy nosnik danych audio: plyta CD.

Dzwiek mozemy zobaczy¢: wystarczy spojrze¢ na wykres amplitudy fali
akustycznej. Fala ta jest sumg skladowych o réznych czestotliwosciach. Idealny ton
obrazuje sinusoidalny wykres o odpowiedniej czestotliwosci. Np. dZzwiekowi A4 we
wspolezesnym 88-klawiszowym fortepianie odpowiada ton o czestotliwosci 440 Hz.
Wzgledem tej wartosci liczone sa czestotliwosci tondéw odpowiadajacych dzwickom
wszystkich klawiszy: i-temu klawiszowi odpowiada czestotliwosé

440(V/2)" He,

zatem dzwiekowi C3 (ktéry jest dZzwiekiem 28. klawisza) odpowiada czestotliwosé
130,813 Hz. Na rysunku 1 przedstawiony zostal fragment wykresu fali dzwiekowej
dla idealnego tonu tej czestotliwosci. Ponizej na rysunku przedstawiono wykres
fali dla rzeczywistego dzwigku C3 fortepianu — zawiera on wiecej sktadowych
harmonicznych, ale najnizsza czestotliwos$¢ jest zachowana. Im bardziej
skomplikowany jest dzwiek, tym wiecej zawiera skladowych harmonicznych.

Zapis w formacie cyfrowym. Poniewaz na plycie CD zapisujemy sygnal
(opis fali dZzwickowej) w postaci zero-jedynkowej, musimy najpierw przeksztalcié
go z postaci analogowej. Robimy to metoda LPCM (ang. linear pulse-code
modulation), ktéra przebiega dwutorowo: po pierwsze, nie zapiszemy wartosci
sygnalu dla kazdej chwili, a jedynie dla wybranych w réwnych odstepach

chwil; taki proces nazywamy probkowaniem. Po drugie, mozemy zapisaé¢ tylko
skonczong liczbe wartosci sygnatu, zatem dokonamy kwantyzacji. Pozostaje
wobec powyzszego ustalenie czestotliwoséci probkowania i sposobu kwantyzacji.

Czlowiek styszy dzwieki w zakresie czestotliwosci od 12 Hz do 20 kHz

(zatem zakres fortepianu — od 27,5 Hz do 4186 Hz — jest dla niego dostepny).
Zgodnie z twierdzeniem Nyquista—Shannona, aby méc prawidlowo odtworzy¢
sygnal ciagly z dyskretnego ciagu prébek, nalezy probkowadé z czestotliwoscia
co najmniej dwa razy wigksza od najwiekszej czestotliwosci wystepujacej

w sygnale. Z tego powodu przyjeto, ze sygnal przed cyfryzacja zostanie
poddany dziataniu filtra dolnoprzepustowego, ktory obetnie czestotliwosci
wyzsze niz 22 kHz (i tak ich nie ustyszymy), a nastepnie zostanie sprobkowany
z czestotliwoscia 44,1 kHz (dokladna warto$¢ ma uzasadnienie historyczne).

Co do kwantyzacji, przyjeto, ze pojedyncza prébka bedzie zapisana na 16 bitach
(2 bajtach), co daje 2'6 pozioméw. W metodzie LPCM po prostu liniowo
przeksztalcamy przedzial wartosci sygnalu na dostepny zakres pozioméw (u nas
od —32768 do 32767).

Ile potrzeba na to miejsca? Dzwigk na ptycie CD zapisany jest
stereofonicznie, to znaczy osobno zapisana jest fala dla lewego i prawego
glosnika. Obliczmy zatem, ile bajtéw zajmie minuta nagrania na plycie CD:

2-60s-44100 Hz -2 B = 10584000 B ~ 10,09 MB.

Standardowa plyta zawiera do 80 minut muzyki, co daje okolo 807 MB.
Czytelnik, ktéremu zdarzylo sie nagrywa¢ dane na plyte CD, moze

w tym momencie poddaé¢ nasze obliczenia w watpliwos$é, jedli widzial na
opakowaniu czystej plyty obietnice, ze pomiesci ona 80 minut muzyki, ale tylko
700 MB danych. Skad ta rozbieznosé¢?

Otéz plyta CD jest wrazliwa na zarysowania powierzchni, ktére moga skutkowaé
blednym odczytem. Dlatego tez sygnal zapisuje sie z uzyciem kodowania
umozliwiajacego wychwytywanie bledéw odczytu. W przypadku wykrycia
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powaznego bledu na plycie audio stosuje sie metody bazujace na interpolacji
wartosci sasiednich prébek. Jest to rozsadne rozwiazanie dla sygnatu
dzwigkowego (i tak nie ustyszymy ewentualnej réznicy), jednak niedopuszczalne
w przypadku plyty z danymi. Dlatego na takich plytach wprowadza sie
dodatkowa warstwe synchronizacji i korekcji, ktéra zajmuje 304 bity na kazde

2 352 bitow. Powoduje to, ze na plycie z danymi zapiszemy okoto 0,87 raza mniej
niz na ptycie audio.

Moral z tego jest taki, ze o ile zrobienie kopii ptyty z danymi powinno udac
sie nawet dla dosé¢ porysowanych plyt, to idealne skopiowanie zawartosci
plyty audio (np. w celu stuchania muzyki z komputera) nierzadko przysparza
ktopotéw. Jesli podczas odtwarzania skopiowanych piosenek styszymy zaciecia
lub trzaski, warto skorzystaé z programéw do tworzenia wiernych kopii, takich
jak cdparanoia lub Exact Audio Copy.

Wojna na decybele. Mozemy podejrzeé, jak wyglada wykres fali dzwigkowe;j
dla skopiowanej na komputer piosenki, np. uzywajac programu Audacity.

Na rysunku 2 przedstawiony zostal fragment piosenki — gérny wykres to
oryginal z roku 1988, natomiast dolny to wersja z albumu z roku 1995 bedacego
kompilacja wybranych utworéw zespolu. Piosenka jest ta sama, jednak
wykresy sg inne — na drugim albumie piosenka jest po prostu nagrana glosnie;j.
Jest to efekt niedobrej tendencji, nasilajacej sie od lat 90., a wiazacej sie

z przekonaniem, ze im co$ glosniejsze, tym bardziej nam sie podoba.

Skutkuje to tym, ze producenci muzyczni chca, by to wlasnie ich nagrania
wybijaly sie z thumu, czyli byly jak najgtosniejsze; ich starania okresla sig¢ jako
tzw. loudness war. Niestety, zakres poziomoéw dostepnych na plycie CD jest
ustalony i nie da sie¢ go obej$é, chyba ze zacznie si¢ manipulowaé dzwiekiem.

Rys. 2. Pierwsze 13 sekund piosenki The Look zespolu Roxette z plyty a) Look Sharp! (rok 1988) i b) Don’t Bore Us (rok 1995).

A
b arh "Wl
Rys. 3. Fragment piosenki Stars
(300 prébek; okolice 210,5 s) z albumu

Have a Nice Day (rok 1999) grupy
Roxette.

Jesli przyjrzymy sie géornemu wykresowi, to dostrzezemy, ze pik w okolicach 8 s
osiaga prawie maksymalna warto$¢. Wynika z tego, ze glosnos$é tego nagrania
mozna zwiekszy¢ bardzo nieznacznie, a jednak poczatkowy fragment dolnego
wykresu ma 2 razy wieksza amplitude niz odpowiadajacy mu fragment na
gérnym wykresie! Widaé¢ zatem, ze dzwiek na drugim albumie jest znieksztatcony
w stosunku do oryginatu. Takie znieksztalcenie, ktére ma sprawié¢, by dzwiek
wydawal nam si¢ glo$niejszy, mozna zrealizowaé¢ na wiele sposobéw.

Mozna np. nieréwnomiernie zwiekszy¢ gtosno$é muzyki — im cichszy jest dany
fragment, tym bardziej zwiekszamy jego glosnos¢. To powoduje, ze zakres
dynamiczny (ang. dynamic range) piosenki (czyli réznica miedzy glo$noscia
najcichszego i najglodniejszego fragmentu) jest mniejszy, a muzyka staje sie
monotonna. (Swoja droga, niestety, jest to zaleta, jesli stuchamy nagrania na
kiepskim sprzecie 1 w hataliwym miejscu, np. podczas jazdy samochodem.)

Drugi sposéb jest bardziej brutalny, gdyz nieodwracalnie niszczy fragmenty
dzwieku: mozna po prostu obcia¢ wartosci, ktore po zwigkszeniu amplitudy
przekroczyly dostepny zakres. Na rysunku 3 pokazano, jak to wyglada

w praktyce — obciety fragment ma dlugosé az 85 prébek.

Co dalej? Jesli cheielibysSmy zarchiwizowaé nasza kolekcje plyt CD na
komputerze, to na kazda plyte musimy liczy¢ srednio 650 MB, co np. dla 20 plyt
daje 13 GB. Troche duzo. Warto zatem zapisa¢ nasze piosenki w formacie, ktéry
wspiera kompresje dzwigku. Ale to temat na osobny artykut.
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Koniec globalnego ocieplenia? Oblicz to sam
Bozena CZERNY™, Krzysztof HRYNIEWICZ*

Otwieramy gazete i co widzimy? Zbliza sie globalne ocieplenie, czlowiek produkuje

tyle gazéw cieplarnianych, Ze temperatura na Ziemi gwattownie sie podnosi i niedtugo
czeka nas megakatastrofa! Otwieramy Internet, a tam na licznych forach krzycza

inne tytuly. Spdjrzcie ludzie za okno, zimy coraz bardziej srogie, aktywno$é Slorica
zanika, 24. cykl aktywnosci stonecznej bedzie bardzo staby, jestesmy na progu zjawiska
podobnego do minimum Maundera, czeka nas epoka lodowcowa, jakie juz przeciez kiedys

*Centrum Astronomiczne
im. Mikotaja Kopernika PAN,
Warszawa

na Ziemi bywaly.

Ktéremu stwierdzeniu uwierzy¢? Przemyst, intensywne rolnictwo i hodowla
rzeczywiscie prowadzg do produkcji gazéw cieplarnianych. Ale faktem jest tez, ze
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Rys. 1. Liczba Wolfa opisujaca liczb¢ plam na Sloricu od roku 1900.
Wyraznie wida¢ niemal cykliczna zmienno$é¢ z okresem okoto 11 lat.

150

—_

=

S
T

liczba Wolfa

0 L |

. . M
2000 2005

L L1
2010 2015
rok

Rys. 2. Liczba Wolfa (linia ciggla) oraz jej przewidywana warto$é
(linia przerywana), otrzymana metoda opracowang przez Hathawaya

i wspoélpracownikéw.
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epoki lodowcowe na Ziemi si¢ zdarzaja. W ciggu ostatnich
stu tysiecy lat bylo gtéwnie zimno, z niewielkimi przerwami
po pare tysiecy lat (zwanymi interglacjatami). Cieplo jest
dopiero od dziesigciu tysiecy lat, a holocen to taki wtasnie
interglacjat. Ponadto, niezaleznie od tego, czy jest ciepto czy
zimno, wystepujg spore wahania temperatury. Naukowcy
nie rozumieja jeszcze w pelni tego zjawiska. Rozwazane sa
rézne hipotezy, a i dane obserwacyjne, ktorymi dysponujemy,
nie sg najlepsze. Precyzyjne pomiary wykonywane sg

przez stacje meteorologiczne od nieco ponad stu lat,

a dokladniejsze globalne pomiary temperatury, obejmujace
oceany, ktore przeciez pokrywaja ponad 70% powierzchni
Ziemi, rozpoczely sie na dobre kilkanascie lat temu.

Mamy zatem do dyspozycji, przynajmniej dla ostatnich
kilkunastu lat, zupelnie niezte pomiary. I mamy to szczescie
(albo nieszczescie), ze w ostatnim czasie aktywnosé Storica
ulegta niekwestionowanemu ostabieniu. Nasuwa si¢ zatem
pytanie, czy sprawca zmian klimatu jest Stonce czy czlowiek

i w ktorg strone ziemski klimat zmierza. Poniewaz otaczajacy
nas zgietk informacyjny utrudnia znalezienie jasnej odpowiedzi
na te pytania, proponujemy Czytelnikom wykonywanie

co jaki$ czas, w miare pojawiania si¢ coraz nowszych i lepszych
pomiaréw, wlasnych obliczen.

Ostabienie aktywno$ci Stonca

Aktywnos¢ Stonca przejawia sie¢ w postaci czestego
wystepowania plam stonecznych, rozbtyskéw, emisji
rentgenowskiej i radiowej. Aktywnosé ta zmienia sie prawie
cyklicznie, z okresem okoto 11 lat. Aktywnos$é w ciagu
ostatnich 100 lat wedlug danych z [1] przedstawiona jest na
rysunku 1. Oprécz zmian cyklicznych widaé jednak takze, ze
nie wszystkie maksima sg jednakowo wysokie i nie wszystkie
minima jednakowo dlugie. Ostatnie maksimum, przypadajace
na rok 2000, jest juz nizsze niz to poprzednie (z roku 1990),
ostatnie minimum bylo wyjatkowo dlugie, a wszystko wskazuje
na to, ze najblizsze maksimum (spodziewane okoto roku
2013) bedzie jeszcze nizsze. Na rysunku 2 przedstawiony jest
przewidywany i rzeczywisty przebieg wartosci liczby plam na
Storicu wedlug stanu na grudzien 2010 wedlug danych z [2].
Zobaczymy, czy te przewidywania si¢ potwierdza.

Aktywno$¢ Stonica a klimat na Ziemi

W czasach historycznych byto kilka epizodéw zmniejszonej
aktywnosci stonecznej. Najbardziej znane i naglebsze to,
zbiegajace sie z tzw. Mata Epoka Lodowcowa, minimum
Maundera w latach 1645-1717, kiedy to plamy stoneczne
niemal nie wystepowaly. Nie tak juz gltebokie byto minimum
Daltona w latach 1790-1830, w srodku ktérego miata
miejsce wyprawa Napoleona na Rosje, zakonczona porazka
m.in. z powodu ciezkiej zimy. Mozna sadzi¢, ze ostabienie
aktywnosci Stonica skutkuje spadkiem temperatury na Ziemi.



Pomiary emisyjnosci Stonica potwierdzily pewien zwiazek — gdy Stonce jest aktywne,
emituje wigcej energii — ale ta zmiana jest zaledwie rzedu 0,1%. Modele klimatu
Ziemi nie przewiduja, zeby tak mata zmiana przekladata si¢ na znaczaca zmiane
temperatury. Obliczenia wskazujg zmiany rzedu 0,1°C. Sg jednak sugestie, ze moga,
dziataé takze pewne sprzezenia zwrotne, zwigzane ze zmianami w wietrze stonecznym
oraz promieniowaniu kosmicznym. Mianowicie, staby wiatr stoneczny nie chroni nas
przed czastkami promieniowania kosmicznego, ktére moga mie¢ wpltyw na formowanie
sie pewnego typu chmur w gérnych warstwach atmosfery, to zas moze wpltywaé na
ostabienie $wiatta stonecznego. Nie ma jednak dobrego modelu tego zjawiska.

Opisane wyzej niepewnoséci sktaniaja nas do mozliwie ostroznego formutowania hipotez.
Przyjmiemy zatem, ze niewykluczone jest, iz aktywnos$¢ Stonca wplywa na ziemski
klimat, a zatem zmiany klimatu moga odzwierciedlaé¢ zmiany aktywnosci Stonca.

Zmiany temperatury na Ziemi

Zajmijmy si¢ zatem problemem temperatury: rosnie czy nie? Srednig roczng wartosé
odchylenia temperatury na powierzchni Ziemi (od roku 1880 do dzi$) znalez¢ mozna

w bazie GISTEMP [3]. Dane te opieraja si¢ na pomiarach z meteorologicznych stacji
naziemnych oraz pomiarach satelitarnych. Pomiary ze stacji naziemnych sa starannie
selekcjonowane (na podstawie obserwacji satelitarnych) w celu unikniecia btedéw
zwiazanych ze zjawiskiem miejskich ,wysp ciepta”. Pomiary temperatury powierzchni
wody w oceanach pochodzg, z obserwacji satelitarnych, zbieranych przez National Oceanic
and Atmospheric Administration (tzw. baza OISST.v2). Wlaczone tam sa takze pomiary
na Antarktydzie, podawane co miesiac przez Scientific Committee on Antarctic Research.
Spos6b opracowywania danych opisany jest szczegdlowo w pracy [4]. Podane wartosci
obejmuja zatem zaréwno powierzchnie ladéw, jak i oceanéw. Uwzglednienie oceanéw jest
niezwykle wazne, poniewaz lady stanowia mniej niz 30% powierzchni Ziemi, a w dodatku
woda ma znacznie wigksza bezwladnosé cieplna i w mniejszym stopniu wykazuje wahania
chwilowe, a w wiekszym akumulujace si¢ trendy. Opisywana baza podaje anomali¢
(réznice temperatury), a nie sama warto$é, poniewaz pomiar
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taki jest obarczony mniejszym bledem. Okresem odniesienia

. w tej bazie jest okres lat 1951-1980. W chwili pisania artykutu
/ nie ma tam jeszcze pelnych danych za rok 2010, ale sa dane

do listopada wtacznie, wiec mozna usredni¢ dane od stycznia do
I / 1 listopada i uznac to za dobre przyblizenie. Czytelnikom radzimy
skorzystaé¢ z nowszych danych.

E Dane zawarte w opisanej wyzej bazie pozwalaja nam
analizowaé¢ zmiany temperatury w ciagu ostatnich dekad.
Skupimy sie tutaj na okresie od 1970 roku do chwili obecnej.
Wykres, przedstawiony na rysunku 3, pozwala stwierdzié, ze,
ogolnie rzecz biorac, temperatura rosnie, choé¢ ostatnio jakos
mniej (szczegdlnie jesli nie patrzeé na ostatni analizowany
rok, czyli 2010). Podzielimy zatem dane na dwie grupy:
okres 19702000 i okres 2001-2010. W tym pierwszym

1970

Rys. 3. Wykres obserwowanego przebiegu anomalii temperatury (linia
gruba tamana), dopasowanie trendu wznoszacego (linia czarna) oraz

1980

1990

2000
rok

20'10 20'20 2030 ©kresie temperatura niewatpliwie roénie. Jest to zgodne

z odczuciem jednego z autoréw, pamigtajacego z dziecinstwa
(lata 60. XX w.) corocznie $niezne zimy, w odréznieniu od lat
pézniejszych. Ten wzrost mozemy scharakteryzowaé ilosciowo,

statej wartosci od roku 2001 (linia czerwona). Obszar zacieniowany to dopasowujacc do trendu wzrostowego hni@ prosta. MetOdy

otrzymany zakres btedéw (fluktuacji krétkookresowych).

statystyczne podpowiadaja nam, ze jest na to prosty przepis.

Prosta analiza statystyczna

Powiedzmy, ze mamy zbiér pomiaréw temperatury 11, ..., 7T,, wykonanych w chwilach
t1,...,tn. Szukamy takiej prostej 7" = at + b, ktéra mozliwie najlepiej opisuje trend
pomiarowy. W tym celu okreslamy funkcje:

- at; +b—T;)?
(%) X2=Z%~
i=1 v

Wyrazenie w licznikach to kwadrat réznicy miedzy dopasowywang prosta a prawdziwa
wartoscig pomiaru w danej chwili ¢;. Wyrazenia w mianowniku to kwadraty btedow
pomiarowych. Tak zdefiniowana funkcja nawiazuje do pewnej koncepcji, niezwykle
waznej w statystyce. Zalézmy, ze mamy ciag n niezaleznych zmiennych losowych,
kazda o standardowym rozktadzie normalnym o $redniej zero i dyspersji 1. Wtedy
zmienna losowa bedaca suma ich kwadratéw ma rozktad x? o n stopniach swobody.
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Istnieje wiele waznych twierdzen na temat wtasnosci tego rozktadu, a niektére pozyteczne
wlasnosci sg stablicowane. My jednak do skomplikowanych twierdzen tu odwotywaé sie
nie bedziemy, a nasze dalsze rozwazania beda mieé charakter intuicyjny i jako$ciowy.

Funkcja (%) zalezy od dwdch nieznanych parametréw rzeczywistych a i b. Jest ona
suma wyrazow dodatnich, tym mniejszych, im lepiej nasza funkcja opisuje prawdziwy
przebieg temperatury. Mozemy to wykorzysta¢ do obliczenia a i b, zakladajac, ze
najlepiej opisujg rzeczywistosé te wartosci parametréw, dla ktérych funkcja przyjmuje
warto$¢ najmniejsza. Poniewaz jest to funkcja kwadratowa a i b, wyznaczenie jej
minimum nie powinno nastreczaé¢ zbytnich trudnodci.

No wlasnie, nie powinno, gdyby$my znali wartosci bledéw pomiarowych. Tak jednak
nie jest. Zalézmy zatem dla uproszczenia, ze wszystkie sa jednakowe (pomiary

byly wykonywane ta sama metoda za pomoca takich samych urzadzen). Polozenie
minimum funkcji () nie zalezy wtedy od wartosci btedu pomiarowego. Wykonujac
obliczenia dla lat 1970-2000 (31 punktéw pomiarowych), uzyskujemy a = 0,015, co
oznacza, ze przy najlepszym dopasowaniu temperatura rosnie o 1,5°C na stulecie.
Wartos¢ b nie jest istotna z punktu widzenia kierunku trendu. Uzyskana w ten
sposéb prosta jest zaznaczona kolorem czarnym na rysunku 3, gdzie wykonano takze
ekstrapolacje (czyli przedtuzenie) trendu dla lat 2000-2010. Punkty pomiarowe dla
lat 20002010 nie odstaja zbytnio od tej prostej. W oparciu o nasze wczesniejsze
rozwazania, dotyczace zwiazku klimatu z aktywnoscig Stonica, mozemy jednak takze
zatozy¢, ze od roku 2000 temperatura juz nie roénie. W takim przypadku dobry opis
punktéw pomiarowych powinna zapewnia¢ prosta pozioma odpowiadajaca $redniej
wartosci anomalii temperatury z lat 2001-2010. Zaznaczamy ja na wykresie kolorem.
Patrzac na obie proste — t¢ wznoszaca si¢ i te pozioma — trudno powiedzieé, ktéra
jest lepszym opisem danych z ostatniej dekady.

Prawda a statystyka

Metody statystyczne pozwalaja na rozstrzygniecie tego problemu, wymagaja one
wszakze dokladnej znajomosci btedéw wystepujacych w réwnaniu (x). Nie ma

ich jednak w zadnej tabeli. Musimy sie wiec odwota¢ do metod z pogranicza

fizyki i sztuki. Dane z okresu 1970-2000 wydaja si¢ ,na oko” zgodne z liniowym
trendem wznoszacym. A zatem dla tych danych pomiary nie powinny odstawaé od
rzeczywistego trendu wiecej niz o wartos¢ btedu pomiarowego o. Z kolei réznica

duzo mniejsza niz o jest mato prawdopodobna z uwagi na nieunikniony rozrzut

w wyniku btedéw pomiaru. Oznacza to, ze dla najlepszego dopasowania wartos$é

tej funkcji x? powinna wynosi¢ w przyblizeniu tyle, ile mamy pomiaréw, czyli 31.
Znajac wartosci a i b oraz podstawiajac x> = 31, mozemy wyznaczy¢ wartosé o.

W naszym przypadku o = 0,1°C. To okreslenie bltedu pozwala nam narysowaé¢ wokdt
trendéw pas niepewnosci wynikajacy z krétkoskalowych fluktuacji. Pas taki dodany
do trendu wzrostowego pokazuje, ze pomiary z okresu 2001-2010 dobrze mieszcza sie
w przewidzianym trendzie. Ale taki sam pas dodany do trendu poziomego (zaznaczony
kolorem na rysunku 3) tez dobrze opisuje sytuacje, a oba pasy niemal si¢ pokrywaja
dla rozwazanego okresu. Czyli na pytanie, czy temperatura rosnie, czy nie rosnie,
odpowiedz mamy taka: temperatura rosnie albo i nie rosnie. .. Niestety, obecny okres
pomiarowy jest za krotki, aby co$ stwierdzié, i nic na to nie mozna poradzi¢. Musimy
wiec czekaé. Jak diugo?

To mozna oceni¢, ekstrapolujac oba trendy na nastepne 20 lat. Przez nastepnych kilka
lat pasy niepewnosci wokot obu prostych bedg na siebie zachodzity, co oznacza, ze

nie da sie rozrézni¢ dwéch hipotez. Ale za 20 lat réznice beda juz wyrazne. Mtodzi
Czytelnicy pomysla sobie, ze taki szmat czasu to w zasadzie wieczno$é, ale w nauce
czas potrafi ptynaé bardzo powoli. Trzeba po prostu uzbroié sie w cierpliwosé. W jej
braku mozna sprébowaé taczyé pomiary (uzyé éredniej z dwoch-trzech lat) i powtérzyé
te sama analize. To moze zmniejszy¢ troche fluktuacje i ewentualnie skréci¢ nieco czas
czekania na odpowiedz. Cwiczenie to pozostawiamy do wykonania Czytelnikom.

Odnosniki

1. http://solarscience.msfc.nasa.gov/SunspotCycle.shtml

2. http://solarscience.msfc.nasa.gov/predict.shtml

3. http://data.giss.nasa.gov/gistemp/tabledata/GLB.Ts+dSST.txt; ta baza
danych tworzona jest przez NASA/Goddard Space Flight Center, Goddard Institute
for Space Studies.

4. Hansen et al., Reviews of Geophysics, grudzien 2010; prace te mozna pobraé ze
strony internetowej NASA http://data.giss.nasa.gov/gistemp/
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Kacik przestrzenny (9)

Rys. 1

Rys. 3

Wskazéwka do zadania 4: Sumy dlugosci
przeciwlegtych krawedzi czworoscianu sa
réwne wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
sfera styczna do wszystkich krawedzi
czworo$cianu.

Katy dwuscienne

W tym odcinku przyjrzymy sie katom dwusciennym. Jedna z najbardziej
skutecznych metod radzenia sobie z nimi jest przeformulowanie problemu tak,
zeby zamiast katow dwusciennych pojawily sie katy plaskie. Mozna to zrobic¢

w nastepujacy sposob: bierzemy dowolny punkt P znajdujacy sie wewnatrz

kata brytlowego i rzutujemy go na plaszczyzny zawierajace Sciany tego kata.
Otrzymujemy w wyniku kat brylowy, w ktérym katy ptaskie sa dopelieniami
odpowiednich katéw dwusciennych do kata pétpelnego, a katy dwuscienne tego kata
sa dopelnieniami do 180° katéw plaskich pierwszego kata (zachgcam Czytelnika do
sprawdzenia tego faktu). Taki kat nazywamy kgtem dopeiniajgcym do danego albo
kgtem biegunowym (ang. polar angle). Po przeformulowaniu problemu mozemy
skorzystaé¢ z twierdzen o katach ptaskich z poprzedniego odcinka. Jedno z nich
przyda nam sie w tym artykule, a wiec przypomnijmy jego sformulowanie.

Twierdzenie 1. W dowolnym wypuklym kqcie brylowym suma kgtow plaskich jest
mniejsza od 360°.

Wykorzystamy opisana metode do rozwiazania nastepujacego zadania.

1. (OM 33-1I1-6) Udowodnié, ze w dowolnym czworo$cianie suma kgtéow
dwusciennych jest wieksza od 360°.

Rozwigzanie. Teza wynika z nastepujacego lematu: w dowolnym kqcie tréjsciennym
suma kgtow dwusciennych przy jego krawedziach jest wieksza od 180°.

Dowdd lematu. Niech P bedzie dowolnym punktem lezacym wewnatrz danego
kata tréjsciennego, a A, B i C' jego rzutami prostokatnymi na plaszczyzny
zawierajace Sciany danego kata tréjsciennego (rys. 1). Jedli o, G 1 7 oznaczaja
miary katéw dwusciennych, to miary katéw ptaskich BPC, CPA, APB sa
rowne 180° — «, 180° — 3, 180° — ~. Z twierdzenia 1 wynika, ze

(180° — &) 4 (180° — B) + (180° — v) < 360°,
a stad a+ B+~ > 180°.

Zamiana na katy ptaskie nie jest jedyna skuteczna sztuczka. Oto przyklad innej
metody:

2. (IMO LONGLIST 1986) Punkt O jest $rodkiem sfery wpisanej w czworo$cian
ABCD, przy czym prosta OD jest prostopadla do krawedzi AD. ZnaleZé miare
kgta dwusciennego miedzy plaszczyznami BOD i COD.

Rozwigzanie. Wykazemy, ze miara tego kata jest réwna 90°.

Niech P, @, R beda punktami stycznosci sfery wpisanej odpowiednio ze Scianami
ABD,ACD,BCD. Z réwnosci BP = BR, DP = DR i OP = OR wnioskujemy,
ze czworo$ciany BODP i BODR sa przystajace (rys. 2). Zatem kat dwuscienny
miedzy plaszczyznami BOD i DOP jest réwny katowi dwusciennemu miedzy
plaszczyznami BOD i DOR. Analogicznie dowodzimy, ze kat dwuscienny
miedzy plaszczyznami COD i DOQ jest rowny katowi dwusciennemu miedzy
plaszczyznami COD i DOR. Wykazemy, ze punkty D, O, P, (Q leza na jednej
plaszczyznie. Wtedy, korzystajac z poprzednich obserwacji, tatwo obliczy¢, ze
kat dwudcienny miedzy plaszczyznami BOD i COD ma miare 90°.

Poniewaz plaszczyzna ABD jest prostopadla do prostej OP, to AD 1. OP
(rys. 3). Stad i z danego w tresci warunku AD 1 OD dostajemy AD 1 DOP.
Analogicznie udowodnimy, ze AD | DOQ. Zatem punkty D, O, P, Q leza na
jednej plaszczyznie prostopadlej do krawedzi AD, co konczy dowdd.

Zadania

3. Udowodnic, ze w dowolnym czworo$cianie suma miar kgtow dwusciennych
przy wszystkich krawedziach jest mniejsza od 540°.

4. (OM 45-1-12) Wykazaé, Ze sumy przeciwleglych kgtéw dwusciennych czworoscianu
sq rowne wtedy i tylko wtedy, gdy sumy diugo$ci przeciwlegltych krawedzi sq rowne.

Wiecej zadan na deltami.edu.pl.
Michal KIEZA
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Siatki, grafy, wielo$ciany
CZYTAJ W KOLEJNOSCT WYZNACZONEJ PRZEZ STRZAEKT

Szescian ma 11 réznych siatek. Oto one:
l l LH EE
1
,_ | I _I | I
|| L] L]

7 8 9 10 11

Saza
_:I _
‘”EEHH

Yaczac srodki sasiednich kwadratéw siatki, otrzymujemy 11 graféow
w jednym kawalku i bez petelek (czyli spdjnych i bez cykli) — takie grafy
nazywamy drzewami. Oto one:

A

Jest ich rzeczywiscie 11, bo drzew a jest cztery, b jest trzy, ¢ — dwa,
a 01ie po jednym. Ktére drzewo odpowiada ktérym siatkom?

Potézmy je na krawedziach oémio$cianéw foremnych.

XXX
S b

Ktoére drzewo lezy na ktérym odmioscianie?
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Odpowiedzi na postawione pytania w numerze

CZYTAJ W KOLEJNOSCI WYZNACZONEJ PRZEZ STRZAEKI

Po rozcieciu krawedzi, na ktérych leza drzewa, otrzymamy 11 siatek szedcianu,
jak obok. Ktoéra siatka powstala z ktérego rozciecia?

H I J K

Polézmy te drzewa na krawedziach sze$cianu. Ktore drzewo lezy na ktérych
szescianach?

1 Rzeczywiscie jest ich jedenascie, bo drzew « i 3 jest po trzy, v —dwa, a d, i ¢
po jednym. Ktére drzewa powstaly z ktorych siatek?

SN S U i S

Yaczac srodki sasiednich tréjkatow siatki, otrzymujemy 11 drzew.

1A ASER
! FEFE S

VII VIII

Po rozcigciu krawedzi, na ktorych leza drzewa, otrzymujemy 11 siatek
o$mio$cianu foremnego, jak wyzej. Ktora siatka powstala z ktérego rozciecia?

» Malqg Delte przygotowal Marek KORDOS
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Matematyki rekreacyjnej cigg dalszy
Z r6znych szuflad

&,
Jaka powinna by¢ f ? Publikowane po raz pierwszy!
b@'

DELTA /.~ Alfametyk z logarytmow
) x 3.8e715209¢
Eg?ILUN :PSI 4 241 x LOGARYTM = KRYPTARYTM TOCVEALNED
B Alfametyk pitagorejski
ANT 9 9 9 T218€8395
4SS (CZTERY — JEDEN)? + (CZTERY)? = (CZTERY + JEDEN) ST
PSLO Uktad alfametykdéw
PEPP VTAK = VvCZY + VNIE 101803958
DAEN 9 % NIE — TAK WIELVYKCSA
DAEN

= Wznowienia z Journal of Recreational Mathematics

215 2000288 Grecki uklad alfametykéw JRM 35(4), s. 339
d(evtera) + dera + evvea + 2(epTa) + 3(eva) = oydovTa
2(dekar) + T(epTar) + 14(0vo) + 3(eva) = ekato
3(dvo) + 14(evar) = 2(dekar)
ezyli 4(11) + 10 + 9 4 2(7) + 3(1) = 80, 2(10) 4 7(7) + 14(2) + 3(1) = 100, 3(2) + 14(1) = 2(10)
3(215) + 1¥(ed)) = s(20%Y)
3(20e7)) + L(e304) + T9(2T3) + 3(edL) = eT103
F(eaoety) + 20wy + eavel + 3(e304) + 3(ed)) = 5325900
Angielskie szesciany JRM 33(4), s. 292
(FOUR)? + (FOUR)® = (FIVE)® + (ONE)3 + (ONE)® + (ONE)3
(1380)5 + (1380)5 = (1452), + (392), + (392)5 + (392),
Portugalskie kwadraty JRM 85(2), s. 151
(SETE)? + (SEIS)? = (NOVE)? + (D0IS)?
czyli 72 4+ 62 = 9% 4 2
(ergL)5 + (eroe)5 = (a934)5 + (1500)5

Wioski uktad alfametykéw JRM 35(1), s. 62
VENTUNO + DODICI + DIECI + NOVE + 7(DUE) + 14(UNO) = OTTANTA
2(DODICI) + UNDICI + 5(NOVE) + OTTQ + DUE = NOVANTA
czyli 21 412 + 104 9 + 7(2) + 14(1) = 80, 2(12) + 11 +5(9) + 8 +2 = 90
5(303010) + 813010 + 2(1€28) + €550 + 398 = TeR¥IST
28T397T€ + 303010 + 30810 + 1028 + L(388) + T9(dT0) = e55T5F
Francusko-rzymski uklad alfametykéw JRM 84(1), s. 59
XXXIX + CCCXII + DCCCL + CMXC = MMCXCI
2(DEUX) + 4(DIX) + 56(UN) = CENT
27(DEUX) + 53(DIX) + 416(UN) = MILLE

Utamek czyli 2(2) + 4(10) 4 56(1) = 100, 27(2) + 53(10) + 416(1) = 1000
Rewia Rozrywki, 1991, 1(68) v - -
SA(1¥38) +23(108) + ¥10(30) = QOALTF
LICZNIK 1

MIANOWNIK 501

ITR0F¥oe\N383
TICISUKWYOM

The Big Apple
JRM 35(2), s. 151

(NEW)? = (YORK — CITY)?

(190), = (¥280 — A33%);

5(1%38) + ¥(108) + 20(39) = 2%05
88808 -+ 222800 + 7222\ + 2082 = 02820
Angielski uklad alfametykéw JRM 35(3), s. 239
3(NINE) + 3(TEN) + 11(TW0) + 11(ONE) = FORTY + FIFTY
THIRTY + FORTY = TWENTY + FIFTY

F038F5 + T98F5 = F102¥5 + I3T¥5
3(2320) + 3(F02) + TT(FLd) + TT7(820) = TO8TS + T3TFS

Wiecej o alfametykach mozna przeczyta¢ w Delcie 8/2011.

Andrzej BARTZ
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Prosto z nieba:
Swiece standardowe
i kalibratory

Mierzenie odlegltosci we Wszech$wiecie nie jest, jak wiadomo, sprawa prosta.

Jako ze nie da sie¢ po prostu przytozy¢ do astronomicznych obiektéw odpowiednio
dtugiej ,linijki”, musimy postugiwaé si¢ réznymi (czasami nie zawsze stuprocentowo
skutecznymi) metodami posrednimi. Znajomosé¢ proceséw fizycznych prowadzacych
do emisji przez ciato niebieskie okreslonej ilodci energii w okreslonym czasie pozwala
nam na konstrukcje tzw. drabiny odleglosci, czyli wyznaczenie odleglosci od dalekich
obiektéw na podstawie doktadnie zmierzonej odleglosci do obiektéw dosé bliskich.

Takie odpowiednie obiekty nazywa si¢ swiecami standardowymi; przykladami sa czesto
uzywane cefeidy (gwiazdy pulsujace typu § Cephei, ktoérych jasnos$é zalezy w prosty
sposéb od okresu pulsacji), a takze supernowe typu Ia, czyli akreujace materie biale
karty, eksplodujace z powodu niestabilnosci grawitacyjnej po przekroczeniu masy
Chandrasekhara (okoto 1,4 Mg). Badanie supernowych typu Ia pozwolito powiazaé lokalne
odlegtosci w Galaktyce z rozmiarem catego Wszechswiata, czyli wyznaczy¢ stata Hubble’a.

Podobna role standardu jasnosci, uzywanego przez astronoméw do kalibrowania
teleskopéw oraz do definiowania systeméw fotometrycznych, za pomoca ktorych
obserwuje si¢ niebo w réznych filtrach, spelnia Wega (a Lyrae), gwiazda o stalej,
w tym przypadku prawie zerowej jasnosci: my = 40,03 (w pasmie widzialnym V)

i kolorze (czyli réznicy jasnosci w dwdch odpowiednio dobranych filtrach). Mozemy
ja oraz caty gwiazdozbior Lutni obserwowaé w tym miesiacu wysoko na niebie,

w kierunku potudniowo-zachodnim.

Dla badaczy nieba w zakresie rentgenowskim ,,gwiazde odniesienia”’ stanowita
zwyczajowo mglawica Krab (M1). Znajduje si¢ ona w gwiazdozbiorze Byka, pomigdzy
Capella (o Aurigae) a Betelgeza (a Orionis) i jest pozostaloécia po wybuchu
supernowej z roku 1054. Mozna ja dostrzec w tym miesiacu péznym wieczorem

i noca na wschodnim niebie za pomoca lornetki (jasno$é my = +8,4). Legendarnie
stabilna emisja rentgenowska mgtawicy zyskata nawet swoja jednostke, zwang krabem
(ang. crab), réwna 2,4 - 10~ W/m? (przewaznie do badan uzywa sie milikrabéw).

W miedzyczasie Krab postanowit jednak sptata¢ naukowcom psikusa: wedlug ostatnich
pomiaréw mglawica przestala $wieci¢ jednostajnie i w ciagu ostatnich paru lat zmienita
jasnosé o okolo 7% [1]. Teleskop kosmiczny Fermiego rejestruje dodatkowo zupelnie
niespodziewane intensywne rozbtyski promieniowania v powstajace w okolicach srodka
mglawicy, tj. w poblizu pulsara [2]. Nie pierwszy to raz (i na pewno nie ostatni), gdy
Natura okazuje si¢ bardziej skomplikowana niz wyobraznia badaczy; przypuszcza
sie, ze rozbtyski te moga by¢ przejawem dynamicznej ewolucji pola magnetycznego
pulsara, ktére przyspiesza strumienie naladowanych elektrycznie czastek emitujacych
twarde promieniowanie, ale spéjna teoria wyjasniajaca te zagadkows aktywnosé,
jak dotad, nie powstata.

Michal BEJGER

[1] http://physicsworld.com/cws/article/news/44783
[2] http://www.bbc.co.uk/news/science-environment-13362958

Zadania

Redaguje Ewa CZUCHRY

Redaguje Tomasz TKOCZ F 797. Pozioma plaska rurka zawija sie w pionowa petle

M 1327. Udowodnié, ze spoéréod dowolnych pieciu liczb
calkowitych (niekoniecznie réznych) mozna wybraé trzy,
ktorych suma jest podzielna przez 3.

Rozwiazanie na str. 7

M 1328. Udowodnié, ze jesli a, b, ¢ sa dlugosciami

o promieniu 7. Z jaka minimalng predkoscig powinien
poruszaé¢ sie w poziomej czeéci kawalek sznurka

o dlugosci | > 27tr, tak aby przej$é¢ przez petle? Zalozy¢,
ze promien petli jest duzo wigkszy od promieni rurki

i sznurka.

Rozwiazanie na str. 18

bokéw trojkata, to zachodzi nieréwnosé F 798. Wzdluz réwnika rzucono kamien ze wschodu na
a n b <9 zachdd, tak ze bardzo daleko od Ziemi jego predkosé
b+c c+a a+d ’ stata si¢ réwna zeru. Taki sam kamien z taka sama

Rozwiazanie na str. 8

M 1329. W przestrzeni dane sa takie punkty

predkoscia poczatkowa rzucono wzdluz réwnika, ale
w przeciwng strone — z zachodu na wschéd. Z jaka
predkoscia bedzie poruszal sie ten kamien na tej samej

4,B,C, D, ze odleglosci od Ziemi? Dlugos¢ réwnika jest réwna
IABC = «BCD = «CDA = <DAB = 90°. [ =4-10* km, promiefi Ziemi R = 6,4 - 103 km.

Udowodnié, ze punkty A, B, C, D leza na jednej Przyjaé, ze przyspieszenie swobodnego spadku na

plaszczyznie. powierzchni Ziemi wynosi g = 10 m/s%.

Rozwiazanie na str. 5

Rozwiazanie na str. 24
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Rozwigzanie zadania F 797.

Sznurek ma minimalng predkosé przejscia

wtedy, gdy $rodek masy czesci sznurka
o dlugosci 27r i masie m = 2w Mr/l
zostaje podniesiony na wysoko$é r:

min — M&T-

Stad vmin = 2r4/7g/l.

1
~Mv?
2

Informatyczny kacik olimpijski (46): Myjnia samochodowa

Zadanie omawiane w tym kaciku pochodzi z obozu treningowego druzyn rosyjskich
z 2008 roku (autor zadania: Andrew Stankevich).

Do myjni ustawita sie dtuga kolejka samochoddéw (jest ich n), z ktérych kazdy nalezy
wyczysci¢ w érodku i umyé od zewnatrz. Dla samochodu numer ¢ czynnosci te zajmuja,
odpowiednio, a; oraz b; sekund i s wykonywane niezaleznie przez dwie rézne osoby

— jeden pracownik myje wszystkie samochody od zewnatrz, a drugi czysci wszystkie

od wewnatrz. Kazdy z pracownikéw moze dowolnie ustali¢ kolejno$é czyszczenia
samochodow. Kazdy pracownik moze pracowaé naraz tylko nad jednym samochodem

i kazdy samochdd moze by¢ w jednej chwili czyszczony przez tylko jednego pracownika.
Zadaniem jest takie ustalenie kolejnosci czyszczenia przez obu pracownikéw, zeby

jak najszybciej zakonczy¢ cala prace.

W prawdziwej myjni prawdopodobnie liczby a; nie r6znig si¢ zbytnio, podobnie jest
w przypadku liczb b;. Zachecamy Czytelnika do zastanowienia sie, czy dodatkowe
zalozenie, ze max; a; < 2min; a, i analogicznie dla b;, pomaga w znalezieniu
rozwiazania. W oryginalnym zadaniu jednak takich zalozen nie bylo, zastanéwmy sie
wiec, jak je rozwiazaé bez tego.

Oznaczmy przez T najkrétszy czas, w ktérym mozna zakonczy¢ prace. Latwo zauwazyd,
zeT > Zl ai, T > ZZ b; oraz T > max;(a; + b;).

Niech Timin = max(zi a;, ZZ bi, max;(a; + b;)). Chcieliby$my utozy¢ plan, w ktérym
T= Tmin-

Jesli Tinin = max;(a; + b;), rozwazmy io, ktore realizuje to maksimum. Wiemy wéwczas,
iz Zi#io a; < b;, oraz Z#io bi < aiy, czyli moiemy ustali¢, ze jeden z pracownikéw .
najpierw czysci wszystkie samochody poza i¢, a drugi w tym czasie czysci samochod g,
po czym zamieniajg sie. W ten sposob otrzymujemy plan spetniajacy 1" = Tiin-

Pozostal nam przypadek, w ktérym Tmin > max;(a; + b;). Mozemy w nim bez straty
ogoélnosci zatozy¢, ze Tmin = ZZ a;. W takiej sytuacji przeprowadzimy rozumowanie
indukcyjne. Jedli sa co najwyzej dwa samochody, sprawa jest oczywista. Jesli sa doktadnie
trzy, to nie moga zachodzi¢ jednoczesnie nieréwnosci b1 > a2, b2 > as, bz > a1, bo
mielibysmy, wbrew zatozeniom, by + b2 + b3 > a1 + a2 + as. Bez straty ogdlnoéci zatézmy,
ze by < as. Jesli dodatkowo b1 + b2 < a2 + as, to widzimy, ze mozna ustawi¢ samochody
nastepujaco: u pierwszego pracownika a1, az,as, a u drugiego bs, b1, bo. Jesli zas nie, to
naturalnie b3 < a1, a stad ba + b3 < az + a1 i sytuacja jest zupelnie analogiczna.

Zalézmy w takim razie, ze umiemy rozplanowaé czyszczenie dowolnych n — 1
samochodéw, 1 zastanéwmy sie, jak wyczys$ci¢ dane n samochodéw (n > 4). Niech
dwoma samochodami o najmniejszej sumie a; + b; beda te o numerach 1 i 2. Ustalmy,
ze samocho6d drugi bedzie czyszczony przez kazdego z pracownikéw tuz po pierwszym,
oraz zalézmy dodatkowo, ze w czasie, gdy jeden z pracownikéw czyéci ktorykolwiek

z tych samochod6w, drugi pracownik nie moze czyscié¢ drugiego z tych samochodéw.
Innymi stowy, zamieniamy te dwa samochody w jeden, o wspoétczynnikach a = a1 + a2
i b = b1 + b2. Dla nowego zestawu samochodéw mamy:

maX((m+a2)+as+...+an,(bl+b2)+b3+...+bn,m>a§((ai+bi),a1+a2+b1+b2) =

max (Z ai, Z b, max(a; + b;), a1 + az + b1 + b2> = max(Tmin, a1 + a2 + b1 + b2).

7

Zauwazmy, ze z wyboru samochodéw 1 i 2 wynika, ze a1 4+ a2 + b1 + b2 < % Zi(ai + b;).
Stad a1 + az + b1 + b2 < ZZ ai, czyli ostatecznie Th;, = Tmin. Z zalozenia indukcyjnego
n — 1 otrzymanych po zamianie samochodéw mozna wyczysci¢ w czasie Tmin,

a wiec tym bardziej wyjsciowe n samochodéw mozna wyczysci¢ w czasie Tmin.

To pokazuje, ze Tmin jest szukanym minimalnym czasem czyszczenia samochodéw

w dowolnym przypadku.

Zauwazmy, ze nasz dowdd jest w pelni konstruktywny: tak dtugo, jak n > 4

i Tmin > max;(a; + b;), wybieramy dwa samochody o najmniejszej sumie a; + b;

i taczymy je w jeden. Przy uzyciu odpowiedniej struktury danych (chociazby kopca)
te procedure mozna zrealizowaé¢ w czasie O(nlogn). Nastepnie rozwiazujemy problem
dla trzech samochodéw lub dla przypadku Tmin = max;(a; + b;), co mozemy wykonaé
w czasie stalym lub, odpowiednio, O(n). Na koncu odzyskujemy rozwiazanie catosci
poprzez podstawianie, kolejno, par samochodéw w miejsce tych sztucznie stworzonych.

Tomasz KULCZYNSKI
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Zycle na
ZY \~m 13

Wydawnictwo Literackie kontynuuje

wydawanie ksiazek popularnonaukowych.

Niedawno ukazala si¢

ksigzka Johna D. Barrowa

Jak wygrac¢ na loterii,

czyli z matematykq na co dzien.

Tytul jest mylacy (bo przeciez, aby
wygraé, wystarczy kupié szczesliwy
los), tym bardziej ze autor zatytutowatl
ksigzke Sto waznych spraw, o ktérych
nie wiesz, ze nie wiesz. Ten tytul
oddaje zawarto$¢ ksigzki: jest to
faktycznie 100 kréciutenkich tekstow
($rednia dlugo$¢ ponizej trzech stron)
opisujacych — czgsto anegdotyczng —
obecnosé prawidtowosci matematycznych
w realnym i w wymys$lonym $wiecie.
Lektura jest przyjemna i nieobcigzajaca
intelektualnie. Mito$nicy matematyki
wigkszo$¢ z opisanych sytuacji znajg, bo
od lat sg one obecne w tzw. folklorze,
czyli zostaly wielokrotnie opisane

w najrozmaitszych publikacjach
popularnonaukowych. Tak wigc ksigzka
jest raczej dla tych ,pozostalych”.
Chyba ze ktos chce si¢ przekonaé, co
napisal w nowomodnym facebookowym
stylu autor cieszacej sie przed laty
powodzeniem ksiazki 7w razy drzwi.

Lato babci

Pisze w trakcie ostatniego kaprysnego lata: burze, Sciany wody, mgly

i zamglenia, a z rzadka pelne stonce, tzw. lampa. Mo6j Czytelnik zapomnial juz
pewno tych wakacji. A czy kiedy$ zastanowilidcie sie nad wakacjami cztowieka
starego? Czy starzy ludzie potrzebuja wakacji?

,,Co ty wlasciwie, babciu, robisz, jak siedzisz na tej wsi?” zapytal mnie
moj o$mioletni wnuk (ten na prawo na fotografii). Pielegnuje swoje réze,
powiedzialam, a on sie zasmial: jale ja méwie o wakacjach, a nie o pracy”.

To samo stowo, a na naszych dwu biegunach wiekowych znaczy co$ zupelnie
innego. Czlowiek stary, w tym przypadku babcia, ma bardzo wiele do zrobienia
w trakcie wakacji. Przyglada sie strazy pozarnej, ktéra ratuje obsuwajacy sie do
rzeki dom. W kétko gotuje i myje naczynia. I robi co$, czego nie wida¢ — mysli.

Babcia mojego wnuka ma specyficzne zainteresowania wynikajace z jej bytego
zycia zawodowego. Te babcie interesuje czlowiek ogdlnie i w szczegdlach.

Strasznie trudno jest zdefiniowaé czlowieka (wszelakie debaty powinno sie
zaczynaé¢ od definicji). Krzysztof Szymborski w ksiazce ,,Zwierze polityczne”
(pisalam juz o niej miesiac temu) tak definiuje czlowieka: ... do gatunku homo
sapiens nalezy kazdy osobnik, ktory zdolny jest potencjalnie do posiadania
plodnego potomstwa z innym osobnikiem tego gatunku o przeciwnej plci. ..

Swoje geny ludzie otrzymali w toku rozwoju przyrody od calego $wiata zywego
(takze jakiej$ pierwotnej komérki LUCA), ale gdy te my$l uszczegdlowié, to od
najblizszego przodka nas i szympanséw. Im dluzej obserwuje sie szympansy, tym
bardziej widoczne sg ich podobienstwa z ludzmi. Szympansy prowadza wojny,
intrygi, samce tworza Sciste sojusze. Maja wole i cheé, i imperatyw dominacji.
Ich spolecznosci sterowane sa przez koalicje samcéw. Nawet najwyzej polozona
w hierarchii grupy szympanséw samica jest zawsze ,,gorsza” od najstabszego
samca. Formalnie r6znimy sie w 1,5% sekwencji genowych.

Na pewno blizej nas byl jedyny dotychczas genetycznie poznany inny gatunek
czlowieka, odgaleziony znacznie pozniej niz szympans — Neandertalczyk.

W pieciotomowej sadze ,,Dzieci Ziemi”, napisanej jeszcze w XX wieku,

Jean M. Auel Zycie czlowieka z jaskini neandertalskiej opisala szczegdlowo

i zapewne blisko prawdy. Nam latwiej — mozemy sie dzi$ oprze¢ na danych
genetycznych: poréwnaniach DNA wspétczesnych ludzi, wspétezesnych zwierzat,
a takze DNA archaicznego, uzyskanego z kilku pozycji wykopaliskowych
szkieletéw Neandertalczykéw. Genom neandertalski opisali genetycy w 2010
roku. Znaleziono w nim geny zwiazane z umiejetnoscia mowy, biata skora

i rudymi wlosami i wiele innych.

Zadano wazne pytanie: wiemy, ze nie jest to nasz przodek, ale skoro

oba gatunki spotykaly sie na Bliskim Wschodzie i w Europie i cho¢
roznily sie wygladem, to zastanawiamy sie, czy sie krzyzowaly, czy
przezylto potomstwo z takich krzyzéwek? Analizujac sekwencje ludzkiego
chromosomu X, genetycy kilka lat temu doszli do wniosku, ze niesie on dziwny
sarchaiczny” fragment. Nie wiadomo bylo, skad sie tam wzial. A ostatnio
poréwnano dane z 6000 probek tego fragmentu pobranych od ludzi na
calym $wiecie z odpowiednim fragmentem chromosomu Neandertalczyka.
Archaiczny fragment DNA wspoélczesnego czlowieka jest bez watpliwosci
pochodzenia neandertalskiego. Maja go wszyscy wspolczesni ludzie, poza
mieszkancami sub-saharyjskiej Afryki, co oznacza, ze raz wywedrowawszy
z Afryki Neandertalczycy juz tam nie wrocili, i ze z pewnoscia taczyty
oba gatunki stosunki seksualne, z ktérych rodzito si¢ ptodne potomstwo,
czyli wg definicji Szymborskiego Neandertalczyka nalezaloby nazwaé
homo sapiens!

Dzi$ babcia sadzita cisy i czytala dalej Szymborskiego. Na kolacje byly
pierogi z wisniami.
Magdalena FIKUS
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Czego nie udalo sie zlamaé, a czego nie udalo sie znalezé?

Miesiace wakacyjne to dla niektorych okres najbardziej
wytezonej pracy. Nie, nie tylko dla rolnikéw, ratownikow
WOPR, czy instruktorow windsurfingu. Réwniez dla
fizykéw czastek. W tym ostatnim przypadku powodem
sg serie letnich konferencji, na ktérych albo prezentuje
si¢ nowe rezultaty. .. albo sie¢ nie istnieje. W przypadku
duzych miedzynarodowych zespotéw wiaze sie to
dodatkowo z przejSciem przez niezwykle wymagajacy
proces wewnetrznego zatwierdzania analiz (pdzniejsze
recenzowanie przed opublikowaniem to juz drobnostka).
A jezeli te wyniki miatyby mieé¢ decydujace znaczenie, to
sprawa zaczyna by¢ ztozona jak kajak sktadany.

7 poczatkiem wiosny, po zimowym letargu, wystartowal
Wielki Zderzacz Hadronéw (LHC). Zeszloroczna
rozgrzewka zapowiadala, ze tym razem mozna zaczaé

na powaznie spodziewaé sie odkrycia czegos nowego.

Na wynik trzeba jednak poczekaé, a w tym samym
czasie pojawila sie zaskakujaca informacja z innej strony.
W pewnym sensie za sprawa gléwnego konkurenta LHC,
czyli dzialajacego pod Chicago Tevatronu. Tamtejszy
system akceleratoréw zasila wiazka neutrin odlegly o 735
kilometréw tzw. daleki detektor eksperymentu MINOS
(znajdujacy sie w kopalni Soudan; po drodze wiazka
przechodzi jeszcze przez kontrolny tzw. bliski detektor).
Jednym z gléwnych celéw tego przedsiewziecia jest
badanie oscylacji neutrin poprzez obserwacje ich zanikania
po drodze, ktére jest interpretowane (a interpretacja ta
jest jednoczednie weryfikowana) jako zmiana ich rodzaju
(tzw. oscylacja).

Przez cztery lata produkowano wiazke neutrin
mionowych i osiagnieto [1] najdokladniejszy pomiar
wartosci bezwglednej réznicy kwadratéw masy neutrin
drugiego i trzeciego |Am3,| = 2,32t8’73§10_3 eV?
(poniewaz neutrina mieszaja sie, to stany wlasne

masy sg mieszankami trzech rodzajéw neutrin,
odpowiadajacych trzem rodzajom leptonéw: elektronowi,
mionowi i taonowi). Analiza wskazuje jednoczesnie

na maksymalny kat mieszania. W 2009 roku
postanowiono jednak przyjrzeé¢ sie antyneutrinom.
Pierwsza wersje wyniku opublikowano [2] na poczatku
kwietnia: [Am2,| = 3,3670591073 eV? 7 katem
mieszania niekoniecznie maksymalnym (choé zgodnym

z maksymalnym w granicy doktadnosci pomiarowej). Czyli
okazalo sie, ze wyniki dla neutrin i antyneutrin zgadzaja
sie zaledwie z dwuprocentowym prawdopodobienstwem.
Gdyby cos takiego sie potwierdzilo (tzn. gdyby potencjalna
zgodno$¢é stata sie, zgodnie z przyjetymi w tej dziedzinie
standardami, mniej prawdopodobna niz jedna milionowa),
oznaczatoby to, ze masy neutrin i antyneutrin nie sa
jednakowe, czyli ze tamana jest kombinowana symetria
CPT (jednoczesna zmiana tadunku, parzystosci i strzatki
czasu), co byloby réwnoznaczne z koniecznoscia
przemyslenia na nowo podstaw fizyki!

Wréémy jednak na letnie konferencje. Najwazniejsza:
EPS-HEP (European Physical Society — High Energy
Physics) odbyla sie w lipcu w Grenoble z satelitarna
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dogrywka Higgs Hunting 2011 w Orsay pod Paryzem.
Jednak niewiele mniej wazna, tradycyjnie nazywana
Lepton-Photon 2011, odbyla sie miesiac pozniej

w Bombaju. Wtasnie na te dwie konferencje, dwa
najbardziej ,mysliwskie” eksperymenty LHC (ATLAS

i CMS) przygotowywaly wyniki na podstawie,
odpowiednio, okolo 1,2 odwrotnego femtobarna danych
zebranych przed EPS-HEP [3] oraz po uzupelnieniu

o dodatkowe pét femtobarna danych zebranych

w miedzyczasie [4]. Uzywana jednostka jest (dla
niespecjalistéw) dosé enigmatyczna, wiec nalezy sie
wyjasnienie. W fizyce mikroswiata potencjalne zdarzenia
maja okreslone prawdopodobienstwa. Ich miara jest
przekrdj czynny, wyrazany w jednostkach powierzchni
(femtobarn to wlasnie bardzo, bardzo mala jednostka
powierzchni), tak jakby w eksprymentach zderzaly sie
kulki o okreslonym przekroju. Taki obrazek zupelnie

nie odpowiada zderzeniom przy naprawde wysokich
energiach, ale jednostka spetnia precyzyjnie swoja,

role, chociaz nie tyle jest miara pola przekroju, co
prawdopodobienstwa wlasnie. Jezeli liczbe zderzen
wyrazimy w jednostkach odwrotnosci powierzchni, to
wystarczy pomnozy¢ te wielko$é przez przekrdj czynny,
zeby otrzymaé oczekiwana liczbe przypadkdéw danego typu,
np. jeden femtobarn to okoto 100 bilionéw oddzialywan
w LHC, wsréd ktorych moze ukrywac sie kilka-kilkanascie
przypadkéw z produkceja bozonu Higgsa, a nastepnie jego
rozpadem w mozliwym do wyselekcjonowania kanale
dezintegracji. Ciekawe, ze eksperyment MINOS, ktéry
zaprezentowal juz wspomniane wyniki [1, 2] na konferencji
EPS-HEP, na konferencji LP2011 réwniez przedstawit
aktualizacje po zwiekszeniu ilosci danych o czynnik troche
wiekszy od péltora [4].

Dodanie dodatkowych danych okazalo sie mie¢ ten sam
efekt. Obiecujaca nadwyzeczka w analizach poszukujacych
bozonu Higgsa w lipcu, zostala w znacznej czesci zasypana
w sierpniu, a CPT naprezone w lipcu, zrelaksowalo sie
w sierpniu (najbardziej prawdopodobna wartosé dla
antyneutrin spadla z 3.36 do 2.62).

Jezeli chodzi o bozon Higgsa, to zgodnie z oczekiwaniami
udalo sie go, z prawdopodobienstwem 95%, wykluczy¢

w szerokim zakresie jego potencjalnej masy. Pozostato
najbardziej oczekiwane okno w okolicach 130 mas protonu
(ze wzgledu na olbrzymie tlo LHC jeszcze nie uzyskalo
wrazliwosci w tym oknie) oraz obszar dla bardzo duzych
mas. Jakichkolwiek przejawow fizyki poza Modelem
Standardowym nie znaleziono.

Pytanie, czy najwigkszym odkryciem LHC bedzie
nieodkrycie niczego (rzeczywiscie poddajace
w watpliwo$¢ nasze rozumienie mikrodwiata), na razie

pozostaje otwarte.
Piotr ZALEWSKI

[1] The MINOS Collaboration, arXiv:1103.0340v1 2/03/2011
[2] The MINOS Collaboration, arXiv:1104.0344v1 3/04/2011
[3] EPS-HEP: http://eps-hep2011.eu

[4] LP2011: http://www.tifr.res.in/ 1p11



Stowarzyszenie na rzecz Edukacji Matematycznej

www.sem.edu.pl

7 inicjatywy Stowarzyszenia na rzecz Edukacji Matematycznej oraz Instytutu
Matematycznego PAN w zesztym roku szkolnym zostalo zorganizowane Olimpijskie
Koétko Matematyczne przeznaczone przede wszystkim dla uczniéw warszawskich
liceéw. Mialem olbrzymia przyjemnosé prowadzié¢ te zajecia. Odbywaly sie one raz

/MY

w tygodniu, we $rody o godzinie 16.30 w Instytucie Matematycznym PAN przy
ul. Sniadeckich 8. Ich forma wzorowana byta na podobnych zajeciach, ktére od kilku

juz lat prowadze w Kielcach. Koto Matematyczne w Kielcach odbywa sie roéwniez
pod auspicjami SEM oraz Instytutu Matematyki Uniwersytetu Jana Kochanowskiego
w piatki o godzinie 16.15. Dane podaje dla wszystkich chetnych, ktérych serdecznie
zapraszam do uczestnictwa w biezacym roku szkolnym.

Nasze koétka sa zorganizowane nastepujaco. Ja wyszukuje, wymyslam czy tez zdobywam
w inny sposéb zadania i podaje je uczestnikom. Zadania te sa z reguty praca domowa,
a ich rozwigzania sa prezentowane na kolejnych zajeciach. Zdarzalto sie jednak,

ze niektére zadania zostaly rozwiazane juz na zajeciach, na ktérych byty podane.
Zadania na naszych kétkach majg rézny stopien trudnosci, ale zawsze staram sie,

zeby miaty jedna wspélng ceche — byly niesztampowe. Wiele z nich to zadania

z Olimpiad Matematycznych z catego $wiata, czesto sprzed wielu, wielu lat. Staram
sie, aby ciagle sporo zadan bylo nierozwigzanych i zeby uczestnicy kétka mieli

nad czym mysle¢. Gdy jakies zadanie zostaje rozwigzane, zwykle od razu podaje
kolejne (przy czym uczestnik, ktéry rozwiazal, ma prawo wyboru tematyki nowego
zadania). Osiagneliémy juz wymierny sukces — dwéch warszawskich uczestnikéw
zostato laureatami Olimpiady Matematycznej, a kétko kieleckie dochowalto sie¢ nawet

zwyciezcy Olimpiady.

Nieodmiennie duzg popularnoscig na kétkach ciesza sie zadania zwiazane z grami.
Tytulem zachety dla przysztych uczestnikéw przedstawie kilka, a jedno pozwole sobie

omoéwié doktadniej.

Zadanie 1. Dwdch graczy na przemian wykonuje ruchy
polegajgce na dodaniu do zastanej liczby naturalnej dowolnego
jej dzielnika, mniejszego od niej. Zaczynajg od 2. Wygrywa
ten, ktéry pierwszy przekroczy 1021, Ktéry z graczy ma
strategie wygrywajgcg?

Zadanie 2. Na stole lezqg dwie kupki ze 100 ¢ z 252
zapatkami. Dwoch graczy na przemian zabiera z dowolnej
kupki liczbe zapatek bedgcq dzielnikiem liczby zapalek

w pozostalej kupce. Ktory z graczy ma strategie wygrywajgcg?

Zadanie 3. Kupka to zbior czterech lub wiekszej liczby
zapalek. W kazdym ruchu jeden z dwoch grajgcych moze
rozdzieli¢ dowolng kupke zapalek, lezgcq na stole, na dwie
czesci (niekoniecznie bedgce kupkami). Przegrywa ten,
ktory nie moze wykonaé ruchu. Ktéry z graczy ma strategie
wygrywajgcg, w sytuacji, gdy na poczatku lezala na stole
jedna kupka z n zapalkami?

Zadanie 4. Plansza do gry jest szachownicg o wymiarach 1 X n. Na jej ostatnich
trzech polach stoi po jednym pionku. Dwdoch graczy wykonuje naprzemiennie
ruchy polegajace na przestawieniu dowolnego pionka na dowolne wolne pole
blizsze poczqtku planszy. Przegrywa ten, ktory nie moze zrobi¢ ruchu. Ktory

z graczy ma strategic wygrywajgcqg?

Zadanie to ma ladne rozwiazanie, bardzo tadne
uogolnienie i nie jest mi znane jego rozwiazanie

w przypadku najbardziej ogélnym. Przestawiajac
pierwszy lub ostatni pionek na poczatek planszy,
pierwszy gracz moze tatwo sprowadzi¢ gre do planszy
parzystej dlugosci z dwoma pionkami na koncu z soba
jako drugim graczem. Jezeli teraz podzieli plansze na
wszufladki” po dwa kolejne pola i po kazdym ruchu
pionkiem swojego przeciwnika bedzie przektadat
drugi pionek do tej samej szufladki co przeciwnik, to
zwyciestwo ma w kieszeni. Stosujac te sama metode,
mozna rozstrzygnaé losy gry ogélniejszej: gdy k pionkow
stoi na koncowych polach planszy. Jezeli zaréwno k,
jak i n sa parzyste, to dzielac plansze na takie same
szufladki i przestawiajac po kazdym ruchu pierwszego
gracza drugi pionek z szufladki, w ktérej stal pionek
ruszony przez gracza pierwszego, do tej szufladki,
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do ktorej pierwszy gracz wstawil pionek, drugi gracz
zapewni sobie zwyciestwo. Jezeli k jest parzyste,

a n nieparzyste — pierwszy gracz, przestawiajac ostatni
pionek tuz przed pionek pierwszy, sprowadzi gre do
przypadku juz rozwazonego z soba w roli drugiego, a wiec
wygra. Jezeli zas k jest nieparzyste, to pierwszy gracz,
przestawiajac, w zaleznosci od parzystosci n, pierwszy
badz ostatni z pionkéw, zawsze moze sprowadzi¢ gre do
przypadku n i k parzystych — a wiec zawsze wygra.

A oto problem, ktérego rozwigzania nie znam: przypusémy,
ze pionki na planszy stoja w catkiem dowolnej konfigurac;ji,
nie w rzedzie jeden za drugim. Jak rozpoznaé, ktéry gracz
ma strategic wygrywajaca? Na tego, kto pierwszy poda
rozwigzanie, czeka ufundowana przez autora nagroda

w postaci zgrzewki napoju chtodzacego.

Michat WOJCIECHOWSKI



Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,

Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koica miesigca n 4 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe 0s6b, ktére

nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

Termin nadsyltania rozwigzan:
31 XII 2011

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw

jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana. Szczegétowy

regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan Zadania z fiZyki nr 524. 525
’

516 (WT = 3,33) i 517 (WT = 1,98)
z numeru 4/2011

Jerzy Witkowski
Andrzej Idzik
Marian FLupiezowiec
Tomasz Wietecha
Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 33,19
Michal Kozlik Gliwice 24,36

Radlin 45,25
Bolestawiec 41,54

Wskutek dotaczenia p. Witkowskiego
liczba Weteranéw zaokraglila si¢ do
dziesigciu.

Ih

Redaguje Jerzy B. BROJAN

524. Kula o masie m; = 2 kg, poruszajaca sie z predkoscia poczatkowa

Gliwice 37,70 v1 = 1 m/s, zderzyla sie centralnie i doskonale sprezyscie z kula o masie ma,
Tarnéw 37,56 poczatkowo spoczywajaca. Druga kula zderzyla sie w podobny sposéb

z trzecig kula o masie mg, ta z kolei z czwarta, czwarta z piata itd. az do kuli
o numerze 2011. Dana jest masa ostatniej kuli mog1; = 1 kg. Dobraé¢ masy
posrednie tak, aby ostatnia kula uzyskata najwieksza predkos¢, przy ustalonych
wartosciach mq, vy 1 mog11. lle wynosi ta najwieksza predkosé¢? Pominaé efekty
zwiazane z obrotem kul.

525. Do naczynia nalano stonej wody, a na wierzch — wody czystej, tak

ze wysoko$¢ stupa wody wynosi h = 30 cm, a gesto$¢ zmienia sie liniowo

, . 3 . . 3 .
z wysokoscia od pg = 1 g/cm” przy powierzchni do p; = 1,1 g/cm” przy dnie.
W polowie glebokosci naczynia plywa w stanie réwnowagi nurek Kartezjusza —
niewielka probéwka ze szkta o gestosci ps = 3 g/cm3, zawierajaca pewng ilosé
powietrza i otwarta od dolu. Czy ten stan rownowagi jest trwaly ze wzgledu na
matle przesuniecia pionowe nurka? Ciénienie atmosferyczne wynosi p, = 10° Pa.

Rys. 1

f.@,
LA
S s,

2

Rozwigzania zadan z numeru 6/2011

Przypominamy tresé zadan:

520. Dwa ciezarki o jednakowych masach sg potaczone dluga nicig przetozona przez niewazki krazek
o promieniu 7, ktéry moze si¢ swobodnie obracaé¢ wokét osi odlegltej o h od $rodka krazka (rys. 1).
Ni¢ nie $lizga si¢ po krazku. Obliczy¢ okres malych drgan uktadu wokét potozenia réwnowagi.

521. W prostoliniowym przewodniku plynie prad o natezeniu Iy, a w ramce lezacej w plaszczyznie
prostopadlej do tego przewodnika — prad o nate¢zeniu Io. Ramka sklada si¢ z dwéch odcinkéw
radialnych o kacie rozwarcia « oraz tukéw okregéw odleglych od przewodnika prostoliniowego o r i R
(rys. 2). Wzgledna przenikalno$é magnetyczna osrodka jest réwna 1. Znalez¢ site i moment sity

Rys. 2 oddziatywania ramki na przewodnik prostoliniowy.

520. Przechyt krazka o kat € oznacza podniesienie jego
érodka o h(1 — cose) ~ he? /2, a zatem podniesienie
srodka masy ciezarkéw o te sama wielkos¢. Laczna
energia potencjalna cigzarkéw wzrosnie o

AFE, = mghe?,
gdzie m jest masa jednego ciezarka. Predkosé
ciezarkOw v wystarczy wyznaczy¢ w pierwszym rzedzie
wzgledem predkosci katowej krazka w, poniewaz
do energii kinetycznej wchodzi ona w kwadracie.
Ze wzgledu na dlugosé nici ruch ciezarkéw odbywa sie
wzdltuz osi pionowej i widzimy, ze w tym przyblizeniu

Er = mv? = mw?r?.

vV = Wr,
Z warunku AFE, 4+ Ej, = const znajdujemy

27r

Veh

521. Ze wzgledu na uproszczenie rozwiazemy zadanie
réwnowazne: zbadamy oddzialtywanie przewodnika
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prostoliniowego na ramke. Na tuki okregéw nie dziata
zadna sila (pole przewodnika jest skierowane stycznie),
natomiast na odcinek radialny o dtugosci dr dziala sita

LI, d
dF = I,B(r)dr = B2 =,
™o
gdzie /
Hod1
B(r)="—
() 2nr

jest indukcja pola przewodnika prostoliniowego.

Na analogiczny odcinek drugiego przewodnika
radialnego dziala sita réwna i przeciwnie skierowana,
wiec catkowita sita oddzialtywania wynosi zero.
Odleglo$é wzajemna tych dwoch odcinkéw jest rowna
2rsin(a/2), stad moment pary sil wynosi

I I
dM = 2rsin(a/2)dF = o172 sin(a/2)dr.
™
Catkowity moment sily jest réwny

LI
M= Msin(a/2)(R—7“).
™



Klub 44

1-44

Termin nadsyltania rozwigzan:
31 XII 2011

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
615 (WT =1,65) i 616 (WT = 3,36)
z numeru 2/2011

Barttomiej Dyda Wroctaw 42,99
Pawel Najman Krakéw 42,77
Piotr Sobczak L.o6dz 38,09
Tomasz Tkocz Rybnik 37,14
Zbigniew Skalik Wroctaw 35,98
Pawel Kubit Krakéw 34,44

Zadania z matematyki nr 627, 628
Redaguje Marcin E. KUCZMA

627. W okienka tabeli prostokatnej o rozmiarach n x 2 (n wierszy, 2 kolumny,

n > 2) wpisujemy liczby od 1 do 2n, losowo, z jednakowym prawdopodobienstwem
kazdego rozmieszczenia. Ktore z nastepujacych zdarzen jest bardziej
prawdopodobne?

(A) W dokladnie jednym wierszu znajdzie sie para liczb réznigcych sie o 1.
(B) W zadnym wierszu nie znajdzie si¢ para liczb rézniacych si¢ o 1.

628. Niech f:R — R bedzie funkcja $cidle rosnaca, odwzorowujaca zbiér
wszystkich liczb wymiernych Q na caly zbior Q. Czy stad wynika, ze funkcja f
jest przedzialami liniowa (tzn. zZe R jest suma skoniczenie lub nieskonczenie
wielu przedzialéw dodatniej dtugosci, o roztacznych wnetrzach, i w kazdym

z tych przedzialéw f jest liniowa)?

Zadanie 628 zaproponowal pan Witold Bednarek z Lodzi.

Rozwigzania zadan z numeru 6/2011

Przypominamy tresé¢ zadan:

623. Czy mozna umieéci¢ w polach szachownicy n X n liczby 1,..., n? tak, by w kazdym wierszu

suma liczb byla catkowita potega dwdjki?

624. Niech k bedzie liczbg naturalng wieksza od 1. Dla jakich dodatnich liczb rzeczywistych b
mozna znalezé¢ funkcje f, ciagla na przedziale (0;b), rézniczkowalng wewnatrz tego przedzialu oraz
spetniajgca warunki: £(0) =1, f'(x) > f(z)® dla = € (0;b)?
623. Nie mozna, jesli n > 1. Przypu$émy, ze to sie udalo i niech 2™ bedzie
minimalna suma liczb w wierszu. Jest ona dzielnikiem sumy liczb w kazdym
wierszu, wigc i sumy liczb we wszystkich wierszach, réwnej n?(n? + 1)/2. Jasne,
ze m > 0. Zatem liczba n?(n? + 1)/2 musi byé parzysta, co oznacza, ze n jest
liczba parzysta. Liczba 2™, wzglednie pierwsza z czynnikiem (n? + 1), musi
dzieli¢ n? /2. To juz daje sprzecznoéé, bowiem 2™ > 1+ ... +n = (n? +n)/2.
624. Niech f bedzie funkcja, spelniajaca podane warunki. Zauwazmy,
ze f(x) > 0 w przedziale (0;b) (w przeciwnym razie, oznaczajac przez 3
najmniejsze miejsce zerowe funkcji f, mielibySmy w przedziale (0; 3) nieréwnosci
f(x) >0, f'(x) > f(x)k >0, skad f(B) = f(0), czyli 0 > 1).
Wezmy pod uwage funkcje g(x) = —f(x)'~* z pochodna
g(@)=(k=1f(x) " f(z) > k-1
Dostajemy oszacowanie
g(x) > g(0)+ (k—1)z=—-1+(k—1)z dlaz € (0;b).
Ale wartosci funkcji g w przedziale (0;b) sa ujemne. Tak wiec (k — 1)z < 1 dla
wszystkich x € (0;b); to znaczy, ze liczba 1/(k — 1) nie nalezy do tego przedzialu
— czyli zachodzi nieréwnos$¢ b < 1/(k — 1).
Na odwrét, jezeli b < 1/(k — 1), to okreslamy funkcje f wzorem
fl@)=((1=kz+1)YER  dlaz e (0;b)
(suma w nawiasie jest dodatnia w tym przedziale, wiec okreslenie jest

poprawne). Ma ona wymagane wlasnoéci: f(0) =1, f'(z) = f(x)*.

Stad odpowiedz: liczby b, o ktore pyta zadanie, sa scharakteryzowane
nieréwnoscia b < 1/(k — 1).

Siatki, grafy, wielo$ciany — odpowiedzi

a7{4) 77 87 11}7{0’ d7 ha ]}vbi{la
a—-1;b-X;¢c—-1;d-V;e— VIIL; f -

37 10}7{0‘71)7k};C7{239}7{679};07577:;8767}('
VI; g - IX; h — 1II; ¢ — VIII; 7 — XI; k£ — IV.

a—{IIL, X, XI} -{A, E, H}; 8 - {1, I, IX} - {G, I, K}; v - {VL, VIII} - {C, F}; § -1V - J; e = VII - D; ¢ - V — B.
A-4,B-11;,C-5;D-9 F -1, F-6,G—-2,H-8,1-7;J—10; K — 3.
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Schemat ulozenia gwiazd uktadu Almah.

L. .1

Rozwigzanie zadania F 798.
Zasada zachowania energii, napisana dla
rzutu z zachodu na wschéd i ze wschodu
na zachdod, to, odpowiednio,
m(vo + vy )2 muv?
———— —mgR = s
2 2
m(vo — vw)?
2
gdzie v, = [/T. Stad otrzymujemy:

’UZZ\/’UW(UW#»\/X):

<% + A /2gR> ~ 4,7 km/s.

—mgR =0,

=2

I~

Pazdziernik

Jesien rozpoczeta sie juz na dobre, noce sa coraz dluzsze, ale i chtodniejsze,
sprzyjaja jednak obserwacjom. W pierwszej potowie nocy krélowaé

beda planety olbrzymy. Bardzo jasny Jowisz (—2,9 mag) wschodzié
bedzie wczesnie w Baranie nad wschodnim horyzontem. Z kolei niezbyt
jasnego Urana (45,7 mag) zobaczymy w Rybach na poludniowym
wschodzie. Neptun pojawiajacy sie na pélnocnym wschodzie w Wodniku
bedzie poza zasiegiem nieuzbrojonego oka (+7,8 mag), ale wystarczy
juz lornetka czy niewielki teleskop, by go obserwowaé¢. Druga potowa
nocy nalezy do boga wojny — Marsa (+1,3 mag) — wschodzacego na
pétnocnym wschodzie w gwiazdozbiorze Raka. Wenus, Merkurego

i Saturna nie zobaczymy w tym miesigcu.

Jesienne niebo jest krolestwem gwiazdozbioréw grupy Perseuszowej
(Kasjopea, Andromeda, Wieloryb, Pegaz, WoZnica, Cefeusz, Jaszczurka
i Tréjkat). Zaczynaja tez pojawiaé sie nad wschodnim horyzontem
gwiazdozbiory nieba zimowego na czele z Orionem. Z kolei na zachodzie
znikaja powoli gwiazdozbiory nieba letniego — Herkules, Orzet, Lutnia

i Labedz. Dysponujac lornetka czy niewielkim teleskopem, warto
spojrze¢ na poltudniows czes¢ nieba, gdzie wysoko, niemal w zenicie
znajduje sie gwiazdozbior Andromedy. Ciekawa gwiazda w tej konstelacji
jest widoczny golym okiem (42,21 mag) Almah — %2 Andromedy.
Jednak juz przy uzyciu lornetki dostrzezemy, ze jest to piekna gwiazda
podwdjna. Jej sktadniki obiegaja Srodek masy z okresem 61 lat.
Jasniejszy skladnik (42,28 mag) v Andromedy jest nadolbrzymem
typu widmowego K3II, z kolei 42 And ma jasno$é +4,84 mag i lezy

w odlegtosci 9,6 sekund tuku. W pazdzierniku 1842 roku Wilhelm Struve
odkryl, ze v? jest w rzeczywistosci uktadem podwdjnym ztozonym

z dwoch gwiazd odlegtych od siebie o mniej niz 1”7 i jasnosciach +6,3 mag
(v And C) oraz +5,5 mag (v And B). Obiegaja one $rodek masy

z okresem 64 lat. Pod koniec lat pigédziesiatych XX wieku, kiedy to
zbadano widmo skladnika B, okazalo sie, ze to tez jest uktad podwdjny!
Sktada si¢ z gwiazd ciagu gtéwnego typu B obiegajacych $rodek masy

z okresem 2,67 dnia. Tak wigc Almah jest ukladem az czterech gwiazd.

Jednak gwiazdozbiér Andromedy najbardziej znany jest z powodu
obecnosci w nim Wielkiej Mglawicy w Andromedzie (M31, NGC 224).
Jest to duza galaktyka spiralna, podobna do naszej, o jasnosci

+3,44 mag. W ciemna, bezksiezycowa noc M31 powinna by¢ dostrzegalna
nawet gotym okiem, choé¢ postuzenie sie lornetks lub teleskopem
znacznie utatwi odnalezienie jej na niebie. Galaktyce tej towarzysza
dwie mniejsze — galaktyka eliptyczna M32 o jasnosci +8,2 mag oraz
tego samego typu NGC 205 (M110) o jasnosci +8,07 mag. Te ostatnia
wyrdznia barwa. Podczas gdy normalnie galaktyki eliptyczne maja
barwe bialg z zielonkawym odcieniem, NGC 205 jest wyraznie niebieska.
Niezwykta tez jest obecnosé¢ pytu i fakt, ze niedawno w galaktyce tej
powstawaly gwiazdy.

Pazdziernik nie jest bogaty w obfite roje meteoréw. Najobfitszy z nich,
Orionidy (20 zjawisk na godzing), niestety, ma radiant dosy¢ nisko nad
horyzontem. Maksimum tego roju przypada 21 X. By¢ moze w tym roku
bedziemy mieli szczescie i zmienny réj Drakonidow, ktérego maksimum
przypada 8 X, okaze si¢ obfity. Pozostale roje sa raczej ubogie w zjawiska
i trzeba sporej cierpliwosci, by zobaczy¢ nalezace do tych rojéw meteory.
W tym miesiacu petnia Ksiezyca wypada 12 X, natomiast néw 26 X.
A wiec czystego nieba!

Agnieszka MAJCZYNA
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Nawias kwadratowy oznacza pole figury.

Rys. 1

Rys. 5

P = %ah Joanna JASZUNSKA

Najpopularniejszy wzér na pole trojkata to jedna druga podstawa razy wysokosc.
Proste wnioski z tego wzoru pozwalaja rozwiaza¢ nietatwe czasem zadania.

Tréjkaty o ré6wnych podstawach i wspdlnej wysokosci maja réwne pola

1. Punkt X lezy wewnatrz szesciokata wypuktego ABCDEF. Punkty K, L, M, N, P,Q
sg odpowiednio §rodkami bokéw AB, BC,CD,DE, EF, FA. Wykaz, ze

[QAKX] + [LCMX] + [NEPX] nie zalezy od wyboru punktu X.

2. Dany jest czworokat wypukly ABCD o polu 1. Punkt K jest symetryczny

do punktu B wzgledem punktu A, punkt L jest symetryczny do punktu C' wzgledem

punktu B, punkt M jest symetryczny do punktu D wzgledem punktu C, punkt N jest
symetryczny do punktu A wzgledem punktu D. Oblicz [K LM N].

3. Udowodnij, ze srodkowe dziela tréjkat na szes¢ tréjkatéw o rownych polach.

4. Dany jest czworokat wypukly ABCD. Punkty K i L naleza do boku AB, przy czym
AK = KL = LB, a punkty M i N nalezg do boku CD, przy czym CM = MN = ND.
Wykaz, ze [KLMN] = 3[ABCD].

Tréjkaty o wspdlnej podstawie i réwnych polach maja réwne wysokosci

5. Dany jest taki pieciokat wypukly ABCDE, w ktérym pola tréjkatéw ABD, BCE,
CDA, DEB i EAC sa réwne. Udowodnij, ze kazda przekatna tego pieciokata jest
réwnolegta do pewnego jego boku.

6. Kazda z przekatnych AD, BE, C'F szesciokata wypuklego ABCDEF dzieli go
na dwa czworokaty o réwnych polach. Wykaz, ze tréjkaty ACE i BDF' sa podobne.
Tréjkaty o wspdblnej podstawie i roéwnych wysokosciach majg réwne pola

7. Dany jest czworokat wypukly ABCD. Punkty K i L naleza odpowiednio
do odcinkéw AB i AD, przy czym czworokat AKCL jest rownolegltobokiem. Odcinki
KD i BL przecinaja si¢ w punkcie M. Wykaz, ze [AKML] = [BCDM].

Tréjkaty o wspdlnej wysokosci majg stosunek pdl réwny stosunkowi podstaw

8. Przekatne czworokata wypuktego ABCD przecinaja sie w punkcie E. Wyznacz
[ABE], jesli [BCE] =4, [CDE] =2, [DAE] = 3.

9. Przekatne trapezu ABCD o podstawach AB i C'D przecinaja si¢ w punkcie E.
Dane sa [ABE] = Py i [CDE] = P». Wyznacz [ADE], [BCE] oraz [ABCD].

Zadania 1 i 5 pochodzg z VI Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistéw, zadanie 2 — z III OMG
(www.omg.edu.pl).

Rozwigzania niektérych zadan

R1. Skoro AK = BK, to [AKX| = [BKX] (rys. 1). Podobnie [CLX]| = [BLX],
[CMX] = [DMX], [ENX] = [DNX], [EPX] = [FPX], [AQX] = [FQX].
Dodajac stronami, uzyskujemy [QAKX| + [LCMX]+ [NEPX]| = [KBLX]+

+ [MDNX] + [PFQX], czyli [QAK X + [LCMX] + [NEPX] = J[ABCDEF]. O

R2. Zauwazmy, ze [LAK] = [LAB], bo tréjkaty te maja réwne podstawy KA = AB
i wspblng wysokosé z L (rys. 2). Ponadto [LAB| = [CAB] (poniewaz LB = BC).
Analogicznie [NCM| = [NCD] = [ACD). Stad [LBK] + [NDM] = 2[ABCD] = 2.
Podobnie [MCL] + [KAN] = 2 i ostatecznie [KLMN] = 5.0

R5. Tréjkaty ABD i CDA maja wspdlna podstawe AD i réwne pola, wiec tez réwne
wysokosci (rys. 3). Punkty B, C sa po tej samej stronie prostej AD, stad AD || BC.
Dla pozostatych przekatnych dowdd jest analogiczny. [

R7. Zachodza kolejno (rys. 4) réwnosci [AKML] + [DLM] = [AKD] & [ACD] =

= [LCD] + [ACL) 2 [LCD] + [BCL] = [BCDL)] = [BCDM] + [DLM], przy czym
(*) wynika z réwnolegtosci KC' || AD, a (xx) z AB || LC. O

R9. Tréjkaty ABD i ABC maja wsp6lna podstawe i rowne wysokosci, wiec tez réwne
pola (rys. 5). Stad [ADE] + [ABE] = [BCE] + [ABE), czyli [ADE] = [BCE].
Tréjkaty ADE i CDE maja wspdlng wysoko$é z D, wiec [ADE]/[CDE] = AE/CE.
Podobnie [ABE]/[BCE] = AE/CE. Stad [ADE]/P> = P /[ADE], czyli [ADE] =

= [BCE] = /P1 P». Wobec tego [ABCD] = Pi + P> + 2P P: = (VP + V)% O

O podobnych zastosowaniach pojecia objetosci bryt mozna przeczyta¢ w Delcie 9/2010.
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