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Rys. 2. Wyniki eksperymentu II.
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pierwiastkéw odkrytych do roku 1938
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Rys. 3. Wyniki eksperymentu III.

Pomysty na eksperymenty II i III
zaczerpniete zostaly z publikacji

F. Benforda The law of anomalous
numbers [1]. W eksperymencie II
postuzono sie tylko tymi pierwiastkami,
ktére odkryte zostaly przed publikacja
F. Benforda. Eksperyment I
przeprowadzony zostal zgodnie

z pomystem autora.

*ingzynier Dzialu Systeméw Statkowych
w firmie IT-REM Sp. z o.0.

Fenomen rozkladu Benforda
Jakub SZYMANOWSKI™

Wigkszo$¢ oséb swiadomych powigzan miedzy $wiatem matematyki

a rzeczywistoscia zgodzi sie, ze na kazdym kroku spotykamy sie z rachunkiem
prawdopodobienstwa. Oprécz niektérym dobrze znanych zagadnien zwiazanych
z grami losowymi pewne prawidlowosci probabilistyczne mozemy spotkaé
rowniez w bardziej niespodziewanych miejscach.

Przypadek czy co$ wiecej?

Wykonamy trzy eksperymenty na réznych, niepowiazanych seriach danych.

W kazdym z eksperymentéw wyznaczymy czestosé¢ wystepowania kazdej cyfry
na najbardziej znaczacej pozycji w pewnym zbiorze wartosci liczbowych. Wyniki
przedstawimy za pomoca tabeli i wykresu.

Eksperyment 1. Ze zbioru liczb naturalnych z zakresu od 1 do 9999 losujemy
liczbe p, wykorzystujac generator liczb losowych o rozkladzie réwnomiernym.
Nastepnie z zakresu liczb naturalnych od 1 do p losujemy, réwniez wykorzystujac
rozklad rownomierny, liczbe r. Cala te operacje powtarzamy 100000 razy,
otrzymujac w ten sposéb liste R wszystkich wylosowanych liczb r. Dla kazdej
cyfry wyznaczamy (procentowo) jej czestosé¢ wystepowania na najbardziej
znaczacej pozycji w elementach listy R — przyblizone wyniki prezentuje ponizsza
tabela i wykres na rysunku 1.

cyfra 1 2 3 4 5 6 7 8 9
czestosé wystapienia [%] 24,27 18,40 14,61 11,65 9,32 7,46 6,08 4,74 3,47

Eksperyment II. W drugim eksperymencie postuzymy sie ukladem okresowym
pierwiastkéw chemicznych, a dokladniej, jednym z parametréw kazdego
pierwiastka — masa atomowa. Podobnie jak w eksperymencie pierwszym,
interesuje nas jedynie pierwsza cyfra kazdej liczby reprezentujacej mase
atomowa. Czesto$é wystepowania wszystkich cyfr na tej pozycji (w przyblizeniu)
mozna odczytaé z ponizszej tabeli i wykresu na rysunku 2.

cyfra 1 2 3 4 5 6 7 8 9
czesto$é wystapienia [%] 44,94 19,10 5,62 4,49 6,74 4,49 4,49 4,49 5,62

Eksperyment ITI. Ostatni eksperyment ma charakter geograficzny —
postuzymy sie tutaj powierzchnia w km? wszystkich panstw $wiata. Znéw
badamy tylko czesto$é wystepowania poszczegdlnych cyfr na najbardziej
znaczacej pozycji; przyblizone wyniki zawarte zostaly w tabeli i na rysunku 3.

cyfra 1 2 3 4 5 6 7 8 9
czestodé wystapienia [%] 29,96 19,41 10,97 10,97 6,75 6,75 5,49 3,38 5,91

Przyjrzyjmy sie¢ wynikom przeprowadzonych eksperymentéw. Wykresy sa niczym
innym, jak empirycznie wyznaczonymi funkcjami gestosci prawdopodobienstwa
dla nastepujacego zadania: losujemy liczbe z danego zbioru i pytamy, z jakim
prawdopodobienstwem jej pierwszg cyfra bedzie 1, z jakim 2, itd. Wykonalidmy
eksperymenty zupelnie niepowiazane, wyznaczone za$ funkcje gestosci
prawdopodobienstwa wydaja sie podejrzanie podobne. .. Widaé, ze (na ogét)

im nizsza cyfra, tym bardziej prawdopodobne jest jej wystapienie na poczatku
losowej liczby ze zbioru danych.

Tablice logarytmiczne

Charakterystyczna zalezno$c¢, jaka udato nam sie spostrzec, zostala po raz
pierwszy odnotowana w 1881 roku przez kanadyjskiego astronoma i matematyka
Simona Newcomba. Przebywajac w bibliotece United States Naval Observatory,
Newcomb zauwazyl, ze strony tablic logarytmicznych sa brudniejsze na poczatku
i coraz czystsze na dalszych kartkach. Wywnioskowal, ze korzystajacy z tablic
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Rys. 6. Poréwnanie wynikéw
eksperymentéw z rozktadem Benforda.

Moéwimy, ze rozklad prawdopodobienstwa

P(X) zmiennej losowej X jest

niezmienniczy wzgledem skalowania, jezeli
dla dowolnej liczby dodatniej o zachodzi

réwno$é¢ P(X) = P(a - X).
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Rys. 7. Poréwnanie wynikow
eksperymentéw z rozktadem Benforda.

logarytmicznych czesciej szukaja liczb rozpoczynajacych sie od nizszych cyfr

- te znajduja si¢ na poczatku tablic. Swoje odkrycie (bez dowodu ogdlnej
prawidlowosci) opublikowal na stronach American Journal of Mathematics.
Jego artykul [4] nie spotkal sie jednak z szerokim zainteresowaniem i niezwykle
ciekawe zjawisko zostato zapomniane na 57 lat.

W 1938 roku Frank Benford, inzynier General Electric, nie zdajac sobie sprawy
z istnienia pracy Newcomba, dokonat tego samego odkrycia na podstawie stanu
czystodci tablic logarytmicznych. Zafascynowany tym zjawiskiem Benford zaczal
sprawdzad, czy jego teoria znajduje potwierdzenie rowniez w innych zbiorach
danych, m.in. w powierzchniach rzek, liczbach drukowanych w gazetach, czy
nawet cenach. Wyniki swoich badan przedstawil w artykule [1] wydrukowanym
w Proceedings of the American Philosophical Society. Podobnie jak w artykule
Newcomba, formalny dowdd nie zostal przedstawiony.

Prawo Benforda

W ten sposob $wiat dowiedzial sie o niezwyklej prawidlowosci, ktéra obecnie nosi
nazwe prawa Benforda, rozkladu Benforda lub prawa pierwszych (znaczgcych) cyfr.

Dyskretny rozklad Benforda opisany jest zaleznoécia

(1) P(z) = logy, (1 + ;)

gdzie x oznacza pierwsza znaczaca cyfre (x =1,2,...,9), natomiast P(x)
oznacza prawdopodobienstwo, z jakim cyfra x bedzie pierwsza cyfra liczby.
Przyblizone prawdopodobienstwo wystapienia poszczegdlnych cyfr na

najbardziej znaczacej pozycji przedstawia ponizsza tabela, a funkcje gestosci
prawdopodobienstwa — rysunek 4.

x 1 2 3 4 5 6 7 8 09
P(z) [%] 30,1 17,61 12,49 9,69 7,92 6,69 5,80 5,12 4,58

Mozemy teraz poréwnaé¢ wyniki przeprowadzonych przez nas eksperymentow
z zaleznodcia (1) — graficznie przedstawia to rysunek 5.

Skoro prawo Benforda dziala dla trzech niezaleznych zbioréw danych, to powinno
dziala¢ rowniez wtedy, gdy rozpatrzymy wyniki wszystkich eksperymentéw
jednoczesnie, co pokazuje rysunek 6. Korzystajac z mocniej zréznicowanych
danych, otrzymaliSmy wyniki bardziej zblizone do przewidywan teoretycznych.

Uniwersalno$¢ prawa Benforda

Waznym pytaniem jest, czy prawo Benforda jest uniwersalne: czy uzyskaliby$my
taki sam rozklad prawdopodobienstwa, gdybysmy przeskalowali dane w zbiorze
testowym? Na przyktad, czy w eksperymencie III rozklad zmieni sie, jesli
zastosujemy inne jednostki powierzchni, na przyktad jardy, stopy lub mile
kwadratowe?

W 1961 roku Roger Pinkham stwierdzil, ze jezeli prawo Benforda rzeczywiscie
wystepuje, to powinno mie¢ wlasnos¢ uniwersalnosci — wyniki powinny by¢ takie
same, niezaleznie od tego, jakie miary stosujemy w danym zagadnieniu (zob. [5]).

SprawdZzmy to zatem, modyfikujac eksperyment III: powierzchnie panstw
przeliczamy z kilometréw kwadratowych na angielskie mile kwadratowe
i sprawdzamy czestotliwos¢ wystepowania cyfr na najbardziej znaczacej pozycji.

Z wykresu na rysunku 7 widac, ze skalowanie danych prawie nie wplyneto na
rozktad prawdopodobienstwa. Niewielkie rozbieznosci wynikaja z faktu, iz dane
te nie tworza idealnego rozktadu Benforda.

Czy prawo Benforda dziala zawsze?

Przytoczone eksperymenty pokazuja, ze prawo Benforda sprawdza si¢ (z wigksza
lub mniejsza dokladnoscia) dla wynikéw dziatan na liczbach naturalnych,
parametréw pierwiastkow chemicznych i danych geograficznych. Dodatkowo

w artykule Benforda [1] mozna znalez¢ szereg innych zbioréw danych, w ktérych
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Rozwigzanie zadania M 1298.

Liczba a? 4+ b% + ¢? jest nieparzysta,

a wiec postaci 2p + 1. Wybierzmy d = p.
Wtedy a?+ b2+ +d? = (p+ 1)24
Pozostaje wigc wykazad, ze liczba p jest
nieparzysta.

Liczby a, b, ¢ sa nieparzyste, a wigc
liczby a?,b?, ¢? dajg z dzielenia

przez 4 reszt¢ 1. Wobec tego 2p + 1 =
=a®> +b*+c? =3 (mod 4), skad
wynika, ze liczba p jest nieparzysta.
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odnajdujemy te prawidlowos¢. Mozemy sie zatem pokusi¢ o pytanie, czy
rozktad Benforda dzialta dla kazdych zebranych danych liczbowych? Odpowiedz,
oczywiscie, brzmi: nie!

W eksperymencie IIT postuzylismy sie danymi geograficznymi: powierzchnia

w km? wszystkich pafistw $wiata. Badamy zatem dane, na ktére ma wplyw wiele
czynnikéw. Powierzchnia poszczegdlnych panstw jest bardzo zréznicowana — od
Rosji o powierzchni 17075400 km? po Watykan — 0,44 km?.

Jezeli za bardzo zawezimy zakres danych, okaze sie, ze prawo Benforda nie ma
dla nich zastosowania. Na przyklad, badajac dlugosci samochodéw osobowych
lub wysokos¢ dorostej zyrafy stwierdzimy, ze niewiele z nich zaczyna si¢ od
cyfry 1. Wynika to z faktu, iz wartosci tych danych sg silnie ograniczone innymi
czynnikami. Malo ktéra zyrafa, zwlaszcza dorosta, mierzy ponizej 2 metrow.

Moze warto zatem pamietaé¢ o prawie Benforda, rzucajac sze$cienna kostka do
gry? Niestety, takze nie. Kazda liczba oczek ma takie samo prawdopodobienstwo
wylosowania. Powtarzajac wielokrotnie losowanie, uzyskamy rozktad
prawdopodobienstwa zblizony do réwnomiernego.

W 1995 roku amerykanski profesor matematyki z Georgia Institute of
Technology, Theodore P. Hill, przedstawit dowéd prawa Benforda na
tamach magazynu Statistical Science w tekscie A statistical derivation of the
significant-digit law [3].

Tylko ciekawostka?

Prawo Benforda jest samo w sobie bardzo ciekawym zjawiskiem, a w niektérych
dziedzinach ma zastosowanie praktyczne. Stuzy jako narzedzie do sprawdzania
poprawno$ci obliczen, prawdziwosci danych statystycznych czy wykrywania
oszustw w zeznaniach podatkowych i rozliczeniach finansowych.

Za pomoca prawa Benforda sprawdza sie dokladnosé dzialania modeli
matematycznych opisujacych ewolucje danych z réznych dziedzin, na przyktad
modeli zmian populacji. Dla danych wejsciowych spelniajacych prawo Benforda
powinnidmy otrzymacé dane wyjsciowe, ktore rowniez te zaleznosé spetniaja.
Jezeli tak nie jest, oznacza to, ze zastosowany model (algorytm) zakldcil
yhaturalny” rozklad danych.

Najpopularniejszym zastosowaniem prawa Benforda jest sprawdzanie
poprawno$ci zeznan podatkowych i rozliczen. Okazuje sie, ze falszerze bardzo
czesto wybieraja liczby rozpoczynajace sie od 4, 51 6 zamiast od 1, 2 i 3! Stad,
jesli rozktad czestosci wystepowania cyfr na pierwszych pozycjach nie jest
zblizony do rozkladu Benforda, to sprawdzajacy powinien zwréci¢ na to
rozliczenie wigksza uwage. 7 caly pewnoscia o prawie Benforda nie wiedzial
skarbnik stanu Arizona, James Nelson, ktorego falszerstwa na kwote bliska

2 mln dolaréw zostaly wykryte przy zastosowaniu prawa pierwszych cyfr.

:U"

Obrét cykliczny stowa polega na
przerzuceniu dowolnej (w tym zerowej)
liczby liter z poczatku stowa na koniec,
np. wszystkimi obrotami cyklicznymi
slowa aba sa: aba, baa oraz aab.

Slowa pierwsze Jakub RADOSZEWSKI

W numerze 10/2010 Delty pojawil sie artykul Wojciecha Plandowskiego, w ktérym
autor po ciezkich bojach pokazuje rozwiazanie pewnego konkretnego typu rownania
na stowach. Mogtoby sie wydawa¢: udalo sie, sprawa skonczona. Tymczasem przy
okazji w artykule pojawia sie definicja i kilka waznych wtasnosci stow pierwotnych,
a stad juz tylko maly krok do innej ciekawej rodziny stéw, mianowicie do stéw
pierwszych. To dobry pretekst, by cos o nich opowiedziec.

Przypomnijmy, ze stowo pierwotne to takie, ktére nie jest potega (u* dla k > 2)
zadnego niepustego slowa. Znamy juz kilka wlasnoéci takich stéow, w szczegdlnosci
to, ze kazde stowo w przedstawia sie jednoznacznie w postaci w = u”, gdzie u
jest pierwotne; w tym artykule bedzie nam wygodnie nazwaé u pierwiastkiem
pierwotnym stowa w. Dalej, wiemy, ze kazdy obrét cykliczny stowa pierwotnego
jest pierwotny, a dodatkowo wszystkie takie obroty stanowia rézne slowa. Wérdd
tych obrotow jedno stowo jest, w szczegdlnosci, najmniejsze leksykograficznie,
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Moéwimy, ze stowo u jest nie wicksze
leksykograficznie niz stowo v (co
zapisujemy po prostu jako u < v), jesli
albo u jest prefiksem (czyli poczatkowym
fragmentem) v, albo na pierwszej pozycji,
na ktérej u i v réznig si¢, w u wystepuje
litera mniejsza niz w v. Oczywiscie

u < v, jedli u < viwu#v. Przykladowo:
aba < abaab, aabab < abaab.

1 oznacza stowo puste (czyli stowo
zeroliterowe).

Milo$nicy algorytméw tekstowych (takich
jak algorytm wyszukiwania wzorca KMP)
rozpoznajg zapewne w tym réwnaniu

i jego rozwigzaniu zwiazek miedzy
prefikso-sufiksami stowa a jego okresami.

Otrzymana sprzecznos$é¢ dowodzi, ze
stowa pierwsze sg bezokresowe (nie maja
zadnego nietrywialnego okresu).

i

|u| oznacza dlugo$é stowa u, czyli liczbe
liter w tym stowie.

Polecamy Czytelnikowi sprawdzenie
Twierdzenia 3 na jakim$ przykladzie,
np. dla stowa abaababaabaab.

tj. najmniejsze w porzadku stownikowym. Kazde takie stowo pierwotne najmniejsze
w klasie swoich obrotéw cyklicznych nazwiemy wlasnie stowem pierwszym (inna
nazwa: stowo Lyndona). Kilka przyktadéw stéw pierwszych: b, aabab, aaaab oraz
niepierwszych: aabaab, abaab. Zanim wyjasnimy nieco tajemnicza nazwe rozwazanej
rodziny stéw, przyjrzyjmy sie nastepujacej, rownowaznej definicji stéw pierwszych:

Twierdzenie 1. Niepuste stowo u jest pierwsze wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy wilasciwy
sufiks u (czyli koricowy fragment rézny od u i od stowa pustego 1) jest leksykograficznie
wiekszy niz u.

Dowdd. (<) Zalézmy, ze stowo u jest mniejsze leksykograficznie od wszystkich

swoich wtasciwych sufiksow. Stowo uw musi by¢ pierwotne, gdyz w przeciwnym razie
mieliby$my u = w® dla k > 2 i sufiks u postaci w* ™! bylby mniejszy leksykograficznie
niz u. Dalej, jesli mamy u = xy i z,y # 1, to u < y, a skoro y jest krétsze niz u, to u
nie moze by¢ prefiksem y i mamy u < yz. To pokazuje, ze dowolny obrét cykliczny u
jest wiekszy leksykograficznie niz u, czyli rzeczywiscie u jest pierwsze.

(=) Zalézmy, ze u jest pierwsze, i niech u = zy dla z,y # 1; chcemy wykazaé, ze

u < y. Dowdd przeprowadzimy nie wprost. Gdyby zachodzito y < w i y nie byloby
prefiksem u, to mieliby$my takze yx < u i u nie bytoby pierwsze. Skoro tak, to y

jest prefiksem w, ale przeciez takze i jego sufiksem, czyli © = xy = yz dla pewnego z.
Czytelnikowi zaznajomionemu z artykulem Wojciecha Plandowskiego taka réwnosé
moze co$ przypominaé: otéz jest to doktadnie ,gléwne” rownanie, jakie zostalo w nim
rozwiazane! Korzystajac z gotowego wyniku, mamy, ze = = (pq)*, z = (¢p)" oraz

y = (pg)’p dla pewnych stéw p oraz q # 1, czyli u = (pq)*p dla k =i + j > 1. Dodajmy,
ze stowo p takze musi by¢ niepuste, gdyz w przeciwnym przypadku j > 1 (jako ze
y#1)iu=¢" dlak >2, czyli u nie byloby pierwotne ani, tym bardziej, pierwsze.

No to teraz pdjdzie juz z gérki. Stowo u jest pierwsze, wiec rozwazajac jego dwa
wybrane obroty cykliczne, otrzymujemy: u = (pg)*p = p(qp)* < (gp)*p oraz

u = (pq)*p < p(pq)*. Na mocy pierwszej nieréwnosci mamy pg < gp, natomiast

z drugiej, po usunieciu poczatkowego p otrzymujemy gp < pqg. Te dwie nieréwnosci daja
nam oczekiwang sprzecznosé. A

Nie koniec na tym — istnieje jeszcze inna, réwnowazna, cho¢ nieco bardziej egzotyczna
definicja stéw pierwszych. Jej uzasadnienie pozostawiamy Czytelnikowi, nam i tak
bedzie ona potrzebna jedynie jako wlasno$é tej rodziny stéow.

Twierdzenie 2. Stowo u jest stowem pierwszym wtedy i tylko wtedy, gdy jest
jednoliterowe albo jest postaci u = zy, przy czym x <y i x,y sqg stowami pierwszymi.

Po tym wstepie mozemy juz wreszcie zdradzié, skad wziela sie nazwa rozwazanej
rodziny stéw. Chodzi mianowicie o nastepujaca analogie do liczb pierwszych: kazda
liczbe naturalna mozna przedstawié jednoznacznie (oczywiscie z doktadnoscia do
kolejnosci) jako iloczyn liczb pierwszych, a kazde stowo w pewnym sensie jednoznacznie
jako sklejenie stéw pierwszych.

Twierdzenie 3. Dowolne stowo u mozna przedstawic¢ jednoznacznie jako sklejenie
pewnej liczby stéw pierwszych uw = lila ...l dlaly 212 > ... > k.

Dowdéd. Czy kazde stowo mozna w ogdle przedstawié jako sklejenie (jakichkolwiek) stéw
pierwszych? Mozna, wystarczy podzieli¢ je na pojedyncze litery, ktore, jak by nie patrzeé, sa
stowami pierwszymi. Teraz, dopdki w biezacym rozktadzie wystepuja dwa kolejne stowa
pierwsze l;, l;11, takie ze I; < li4+1, dopdty mozemy takie stowa skleja¢ w jedno stowo
pierwsze l;l;+1 na mocy Twierdzenia 2. Powtarzajac te operacje do skutku, znajdziemy
jakies$ przedstawienie u w postaci sklejenia nierosnacego ciagu stéw pierwszych.

No dobrze, a czemu takie sklejenie jest tylko jedno? Zalézmy, ze bytyby dwa rézne,
u=1Illa...l) =111l5...1,. Mozemy zalozyé, ze l; # I}, w przeciwnym przypadku
mozemy te pare stow wykredli¢ z rozktadu. Niech wigc, bez straty ogdlnosci, bedzie
[l1] > |I1|. Wéwezas musi istnieé rozktad: Iy = 1115 ... l;cr, przy czym « jest niepustym
prefiksem ;. No i teraz mozemy zapisaé ciag nieréwnosci, ktéry prowadzi do
sprzecznosci, a ktérego uzasadnienie pozostawiamy Czytelnikowi (jedyne nietrywialne
miejsce polega na zastosowaniu Twierdzenia 1):

To w takim razie juz ,wszystko” jasne, poznalidmy jakie$ mniej lub bardziej interesujace
wlasnodci stéw pierwszych, w tym wyjasnilismy ich nazwe, mozna by wladciwie zakonczy¢
niniejszy artykut. Niewykluczone jednak, ze Czytelnikowi, ktéry dobrnat do tego miejsca,
pozostal po lekturze pewien niedosyt. Chcialoby sie, zeby te stowa pierwsze mialy jakies
naprawde fajne wlasnosci (tak jak liczby pierwsze), a moze nawet zeby mialy jakis
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Stowo cykliczne to ciag liter bez
wyroéznionego poczatku i kofica — aby
przeksztalcié¢ zwykte stowo w cykliczne,
wystarczy je sobie wyobrazié¢ jako
zapisane wzdluz okregu.

Poprawnosé tego wzoru mozna catkiem
nietrudno sprawdzié, podstawiajac lewa
strong w miejsce f(n/d) i, odwrotnie,
prawa w miejsce g(d).

Kilka pierwszych wartosci: p(1) =1,
w(2) = =1, u(3) = —1, u(4) =0,

u(5) = —1, pu(6) = 1. W ogdlnosci
mozna udowodnié, ze u(n) = 0, jesli
n jest podzielne przez kwadrat liczby
pierwszej, a w przeciwnym przypadku
u(n) = (=1)*, przy czym k to liczba
réznych dzielnikéw pierwszych n.

zwiazek z teorig liczb. .. Autor niniejszego artykulu przygotowal cos specjalnego, czym
ma nadzieje uraczy¢ wcigz nienasyconych Czytelnikéw.

W Delcie 3/2009 pojawit sie artykut o ciagach de Bruijna. Przypomnijmy ich definicje
w wersji ogblniejszej: ciggiem de Bruijna rzedu n nazywamy stowo cykliczne dhugosci
k™ zlozone z liter” nalezacych do zbioru {0,1,...,k — 1}, w ktérym kazde n-literowe
stowo wystepuje jako podstowo (tzn. spdjny fragment) doktadnie raz. Najlatwiej
wyobrazaé sobie ciggi de Bruijna dla k = 2, przyktadem takiego ciagu rzedu 4 jest
0000100110101111. Jak nietrudno si¢ juz teraz domysli¢, asem w rekawie autora
artykulu jest pewien zwiagzek miedzy ciggami de Bruijna a stowami pierwszymi.

A jest to zwiazek zaiste niespodziewany — otéz, sklejenie wszystkich stow pierwszych

o dlugosciach dzielgcych n w kolejnosci leksykograficznej daje cigg de Bruijna rzedu n,
a do tego najmmiejszy leksykograficznie dla danych parametréw n, k. Kilka przyktadéw:

n=4,k=2: 0-0001-0011-01-0111-1,
n=3k=3: 0-001-002-011-012-021-022-1-112-122-2.

Po napatrzeniu si¢ na te i inne przyktady Czytelnik zada sobie zapewne pytanie, skad si¢
ten zwiazek bierze. No i tu kolejna niespodzianka: autorowi nie jest znany zaden naprawde
prosty dowéd faktu, ze opisana konstrukcja faktycznie daje ciag de Bruijna. Podobnie
(a wlasciwie jeszcze gorzej) jest z uzasadnieniem faktu, ze jest to zawsze najmniejszy
leksykograficznie ciag de Bruijna dla zadanych parametréw n oraz k. By¢ moze ktéremus
z Czytelnikéw uda sie wymysli¢ jakis elegancki dowdd tych faktéw, a tymczasem sprobujmy
odpowiedzie¢ choéby na najprostsze z tego typu pytan: czy w ogble diugosé sklejonego
ciagu stéow pierwszych zgadza sie z dlugoscia ciaggu de Bruijna?

Oznaczmy przez Lq(k) liczbe stéw pierwszych dlugosei d, dla ustalonego k. Wowczas
dtugosé sklejonego ciagu dla danego n to S(n, k) = Zd‘n d - Lq(k). Zauwazmy, ze d - Lq(k)
to tak naprawde liczba stéw pierwotnych dtugosci d. Faktycznie, wszystkie d obrotéow
cyklicznych danego d-literowego stowa pierwszego stanowi rézne stowa, z czego wszystkie
pierwotne, obroty cykliczne réznych stéw pierwszych daja, oczywiscie, rézne stowa
pierwotne, a kazde stowo pierwotne mozna obroécié cyklicznie tak, by stato sie pierwsze. To
oznacza, ze S(n, k) jest réwne lacznej liczbie stéw pierwotnych o dtugosciach dzielacych n.
A ile jest takich stéw? Ot6z jest ich dokladnie tyle, ile wszystkich n-literowych stéw nad
alfabetem k-literowym, czyli doktadnie k™. A to dlatego, ze dowolnemu stowu n-literowemu
mozemy przyporzadkowaé jednoznacznie jego pierwiastek pierwotny, ktory jest stowem
pierwotnym o dlugosci dzielacej n. Z drugiej strony, dowolnemu stowu pierwotnemu

o dtugosci d, bedacej dzielnikiem n, mozemy przyporzadkowaé (znéw jednoznacznie) jego
potege o wykladniku n/d, ktéra jest stowem dlugosci n. Podsumowujac, S(n, k) = k",
czyli dlugoéci rzeczywiscie sie zgadzaja.

To jednak nie koniec, gdyz z uzyskanej réwnosci mozemy wyciggnaé pewne interesujace
wnioski. Jednym z nich jest wyznaczenie wzoru na liczbe stéw pierwszych dlugosci n,
czyli L, (k). Do tego celu mozemy si¢ postuzyé tzw. wzorem inwersyjnym Mébiusa,
ktéry dla dwéch funkceji f, g, przyjmujacych argumenty catkowite dodatnie, wyglada
nastepujaco:

Fm) =Y g(d) & g(n)=>_ u(df(n/d),

gdzie p to funkcja Mdobiusa zdefiniowana dla liczb naturalnych rekurencyjnie jako:

w(l) =1, Z,u(d) =0 dlan>1.
d

Stosujac wzér inwersyjny do f(n) = S(n,k) = k™ i g(n) = n - Ln(k), otrzymujemy:

Ln(k) = % > u(d)k

dln

Na koniec przyjrzyjmy sie, jak wyglada wzér S(p, k) = k™ dla p bedacego liczba
pierwsza. Wéwczas suma S(p, k) ma tylko dwa sktadniki, L (k) oraz p - Lp(k). Jesli
zauwazymy, ze pierwszy z tych sktadnikéw jest réwny po prostu k, mozemy nasz wzoér
przeksztalci¢ do takiej postaci:

Poniewaz liczba stéw pierwszych nie moze by¢ niecatkowita, wiec otrzymujemy, ze dla
dowolnej liczby pierwszej p i liczby calkowitej dodatniej k zachodzi p | kP — k, ktéry to
fakt znany jest powszechnie jako Mate Twierdzenie Fermata. Mozemy wiec stwierdzié,
ze przy okazji udalo nam sie udowodnié to twierdzenie, uzywajac do tego jedynie
faktéw zwigzanych ze stowami.
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Rozwigzanie zadania M 1299.
Oznaczmy przez O punkt przeciecia
przekatnych AC i BD. Rozpatrzmy
jednoktadnosé j o érodku O, ktéra
przeprowadza punkt A na punkt C.
Woéwezas punkt B przechodzi w tej
jednokladnosci na punkt D. Z danych
réwnosci wynika, ze DP || BC oraz
CQ || AD. Wobec tego jednokladnosé j
przeprowadza punkt C na punkt P,

a punkt D na punkt Q. Stad wniosek,
ze PQ || CD.

*Instytut Probleméw Jadrowych
**Obserwatorium Astronomiczne,
Wydzial Fizyki,
Uniwersytet Warszawski

Mira Ceti — Cudowna Wieloryba
Agnieszka MAJCZYNA*, Mirostaw NALEZYTY ™

Troche historii. W 1596 roku holenderski astronom David Fabricius,
obserwujac Merkurego, odkryl nowa gwiazde o jasnosci 3 mag. Obserwujac ja
nadal, zanotowal, ze w ciggu nastepnych dwoch tygodni zwiekszyla swa jasnosé
o 1 mag, a nastepnie zaczela ja zmniejszaé¢, by dwa miesiace p6zniej staé sie
niewidoczna. Fabricius zalozyl, ze byla to gwiazda nowa — jedyny w tym czasie
znany rodzaj gwiazdy zmiennej. Siedem lat pézniej, w 1603 roku, Johann Bayer
umiedcit ja w swym katalogu pod nazwa o Ceti. Najpopularniejsza nazwe

— Mira — nadal jej w 1662 roku Jan Heweliusz, opisujac ja w jednym ze swych
licznych dziel. Juz w 1638 roku holenderski astronom Johannes Phocylides
Holwarda zauwazyl, ze gwiazda ta pojawia si¢ i znika w cyklu 330 dni. Jest

to pierwsza odkryta okresowa gwiazda zmienna. Wyznaczenie okresu zmian
poprawil w 1667 roku Ismael Boulliau, otrzymujac 333 dni, wielko$¢ zaledwie

o jeden dzien wieksza od wspolczesnie wyznaczonej. Z kolei w 1923 roku

R. G. Aitken odkryl na podstawie obserwacji fotograficznych, ze o Ceti jest
uktadem podwdjnym o separacji sktadnikéw 0,9”. Wspolczesnie zmierzona przez
zespol M. Karovskiej w 1997 roku separacja wynosi 0,6”. Okres orbitalny jest
stabo znany i wynosi 500 dni (niektérzy badacze podaja 400 dni). Tak wiec

to, co przez 400 lat uwazano za gwiazde pojedyncza o Ceti, jest ukladem
podwdjnym ze skladnikiem gléwnym o Ceti (Mira A) i skladnikiem wtérnym
VZ Ceti (Mira B). Jest to stosunkowo bliski uklad, ale odlegto$é¢ do niego jest
znana ze staba dokladnoscia: 103-130 parsekow.

Mira A. Mira A jest czerwonym olbrzymem lezacym na diagramie
Hertzsprunga—Russella (diagram H-R) na asymptotycznej galezi olbrzyméw.
Szacuje sie, ze jej promien jest 500 razy wiekszy niz promien Slonca, ale sama
Mira A jest niewiele ciezsza niz Stonce — jej masa wynosi 1,18 masy Stonca
(1,18 M). Jej typ widmowy zmienia siec od M6e w maksimum jasnoséci do M9e
w minimum. Tutaj litera ,e” przy symbolu oznacza, ze w widmie gwiazdy,

w odréznieniu od normalnych gwiazd tego typu, wystepuja linie emisyjne.
Wielko$é gwiazdowa absolutna w filtrze V wynosi +0,96 mag (dla Stofica
wielko$¢ ta wynosi +4,82 mag). Jak kazdy czerwony olbrzym, Mira A traci
mase poprzez silny wiatr gwiazdowy, w jej przypadku w tempie ~ 10~7 M, /rok.
Mechanizm fizyczny odpowiadajacy za powstawanie wiatréw gwiazdowych

w przypadku pulsujacych czerwonych olbrzymoéw nie jest w pelni poznany.
Obserwacje w zakresie ultrafioletu wykonane za pomoca teleskopu GALEX
(Galazy Fvolution Explorer — kosmiczna misja NASA) w 2007 roku ujawnily
niezwykla mglawice w ksztalcie komety otaczajaca Mire. Jej dlugos¢ szacuje
si¢ na prawie 4 parseki! Mira porusza si¢ z bardzo duza predkoscia dochodzaca
do 130 km/s. ,,Glowa komety” powstala na skutek oddzialywania wiatru
pochodzacego z Miry A z otaczajaca materia miedzygwiazdowa, natomiast
struktura podobna do warkocza komety powstaje z materii traconej z gwiazdy
i pozostawionej wzdhuz toru jej ruchu. Zaréwno ,glowa’”, jak i ,warkocz”
widoczne sa w ultrafiolecie.

Mira A jest gwiazda pulsujaca, zmieniajaca jasnosé od 2,0 mag do 10,1 mag

z okresem 331,96 dnia. Jest prototypem dosy¢ licznej grupy dlugookresowych
gwiazd zmiennych zwanych mirami. Wyznacznikiem przynaleznosci do tej
grupy jest duza amplituda zmian jasnosci, przekraczajaca w filtrze V 2,5 mag,
oraz okres zmiennos$ci w zakresie od 60 dni do 1000 dni. Wszystkie miry sa
olbrzymami typéw widmowych Me (atmosfera bogata w tlen), Ce (bogata

w wegiel) badZ Se (typ posredni miedzy M i C). Z punktu widzenia badania
ewolucji gwiazd sa obiektami niezwykle interesujacymi, poniewaz znajduja sie
prawie na samym szczycie asymptotycznej galezi olbrzymoéw i bardzo szybko
przemieszczaja si¢ na diagramie H-R w kierunku miejsca zajmowanego przez
mglawice planetarne. Faza ewolucji na tej galtezi diagramu H-R trwa niezwykle
krotko w pordéwnaniu z poprzednimi fazami ewolucji gwiazdy, niewiele wigc
gwiazd mozemy obserwowaé w tej fazie. Miry sg idealnym laboratorium
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do badania péznych stadiéw ewolucji niezbyt masywnych gwiazd. Co wazniejsze,
w latwy sposéb mozna okredli¢ przynalezno$é¢ tych gwiazd do ktérejs z populaciji,
a wigc okresli¢ ich metalicznoé¢. Miry o okresach krétszych niz 200 dni naleza do
starej populacji, takiej samej jak bogate w metale gromady kuliste, natomiast
miry o dtuzszych okresach sa masywniejsze i maja jeszcze wieksza zawartosé
metali. Metalicznosé gwiazdy jest niezwykle waznym parametrem modeli
ewolucyjnych gwiazd. Nie ma zgodnoéci co do tego, czy miry w trakcie swego
zycia wydluzaja okres zmiennosci. Istnieja powazne przestanki, ze w przypadku
kilku obiektéw (np. R Aql czy R Hya) okres rzeczywiscie sie zmienia, ale

czy jest to reguta dla wszystkich przedstawicieli tej grupy, nie wiadomo.

Inaczej jest w przypadku amplitudy zmian jasnosci, tu regula jest, ze zmienia
sie z cyklu na cykl, tak jak zmienia sie jasnos¢ w maksimum blasku. Miry

moga by¢ uzywane jako wskazniki odleglosci ze wzgledu na istnienie relacji
jasno$é — okres, aczkolwiek nie jest to powszechnie wykorzystywana cecha

tych gwiazd.

Mira B. Skatalogowana jako VZ Ceti jest towarzyszem Miry A w ukladzie
podwéjnym. W 1995 roku Kosmiczny Teleskop Hubble’a dokonal niezwykle
interesujacego odkrycia, a mianowicie wykonatl zdjecia, na ktérych mozna
byto zobaczyé Mire A i opadajacy spiralnie gaz w kierunku Miry B. Odkrycie
to opublikowano dwa lata p6zniej. Oznacza to, ze Mira AB jest ukladem
symbiotycznym, a wiec takim, w ktérym ma miejsce przeplyw masy.

W przypadku tego uktadu Mira B akreuje materie z wiatru gwiazdowego
Miry A. Mira A ma bardzo silny wiatr gwiazdowy, poniewaz jest w fazie
czerwonego olbrzyma. Milczaco zakladano, ze poniewaz jest to uklad
symbiotyczny, wiec towarzyszem powinien by¢ bialy karzel. Tymczasem

na poczatku XX wieku pojawily sie prace kwestionujace te teze. Pierwsza
przestanka stala sie mala jasno$é towarzysza. Oszacowano, jaka jasnosé
powinien mieé¢ typowy dla ukladu symbiotycznego bialy karzel akreujacy
materi¢ w tempie wynikajacym z tempa utraty masy z wiatru gwiazdowego
Miry A. Okazalo sie, ze obserwowana jasno$é¢ Miry B jest za mala, zaréwno
jesli wezmiemy pod uwage jasnos¢ w zakresie migkkiego promieniowania
rentgenowskiego, jak i catkowita jasno$¢ we wszystkich zakresach widma.
Co wazniejsze, Mira AB jest jednym z nielicznych uktadow symbiotycznych,
w ktorych udalo sie rozdzieli¢ sktadniki zaréwno na fotografiach, jak i

w przypadku wykonywanych widm. To ostatnie zwlaszcza daje niepowtarzalna
okazje do szczegdlowego badania zachowania sie wszystkich sktadnikdw
uktadu, w tym réwniez badanie samego przeptywu akrecyjnego. Taka
procedura obarczona jest zwykle sporym btedem wynikajacym z zalozen

co do widma sktadnikéw i ich wkladu do catkowitej jasnosci uktadu.

Tu sytuacja jest zupelnie inna. Bez problemu mozemy bezposrednio

ﬂ zmierzy¢ widmo kazdego skladnika, a nawet dysku akrecyjnego. Takie

Rozwiazanie zadania M 1297. wlasnie obserwacje widma Miry B pozwolily zebra¢ kolejne przestanki
. . 1 = . . . . . . . s

Zauwazmy, ze 2° = 2 (mod 5), wskazujace, ze nie jest to bialy karzel, a gwiazda ciagu gléwnego. Jedna
22 =4 (mod5),2° =3 (mod 5) . . C e .

= - z cech charakterystycznych bialych kartéw sa bardzo szerokie linie widmowe
oraz 2° =1 (mod 5). Zatem K . . . ’
dla kazdej liczby catkowitej a takich w tym przypadku nie zaobserwowano. Obserwowane widmo jest

P . k _ .- s
nieujemnej k, 2**1 =2 (mod 5), typowe dla karla typu KV o temperaturze rzedu 4000 K. Z rozwazan
2 =4 (mod 5), 2" =3 (mod 8) o etvermych dotyczacych jasnodci, jaka miatab iazda akreujaca
oraz 2** =1 (mod 5). Wobec tego y z y . ”y 28 y” J o Jaka . ng Z ‘]@ .
liczba 2™ — 3 jest podzielna przez 5 odpowiednig ilo$¢ materii, wywnioskowano, ze najprawdopodobniej masa
wtedy i tylko wtedy, gdy liczba n jest ery B WyDOSi 0’7M®.

postaci 4k + 3.

Analogicznie dowodzimy, 7 liczba 27 — 3 Uktad Mira AB dostarczyl szeregu odpowiedzi na szalenie wazne pytania

jest podzielna przez 13 wtedy i tylko dotyczace procesow fizycznych zachodzacych w ukladzie symbiotycznym,

wtedy, gdy liczba n jest postaci 120 + 4. ktdrym ma miejsce akrecja z wiatru gwiazdowego. Jak sie jednak okazuje,

Stad wynika, ze w ciagu 2" — 3 wystepuje wciaz skrywa tajemnice, a mianowicie zrédlo niezwyklego pojasnienia

nieskoticzenie wiele liczb podzielnych w dziedzinie migkkiego promieniowania rentgenowskiego w 2003 roku

przez 5 oraz nieskonczenie wiele liczb hod Mi A taks tul i 14-letniei ok s .

podzielnych przez 13. Ponadto gdyby pochodzacego z Miry A, a takze przyczyne postulowanej 14-letniej okresowosci

liczba 2" — 3 byla jednoczesnie podzielna oObserwowanej w zakresie optycznym zwigzanym z Mira B. 400 lat temu

przez 5 i 13, to liczba n musialaby by¢  owiazda ta zyskala miano ,,cudownej” i wciaz udowadnia, ze w pelni na nie

zaréwno postaci 4k + 3, jak i postaci .. . . , e , .
zashiguje i nadal bedzie zastugiwaé, zadziwiajac astronomoéw coraz to nowymi,

121 + 4, co jest niemozliwe (jedna z tych
liczb jest nieparzysta, a druga parzysta). Tniezwyklymi zjawiskami dziejacymi sie w tym uktadzie.
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Srednica okregu (co na plaszczyznie
euklidesowej wydaje sie¢ zbednym
wyja$nieniem) to odcinek laczacy jego
przeciwlegte punkty.

W celu latwiejszego wyrazania odlegtosci
na powierzchni sfery mozna postuzy¢

si¢ pojeciem szerokosci geograficznej.
Szeroko$é geograficzna danego punktu
sfery to kat zawarty miedzy plaszczyzna
réwnika a pionem tego punktu.

Rys. 1. Okrag sferyczny i jego Srednica.
To, ze ograniczone przez ten okrag koto
ma mniejsze pole niz plaskie koto o tym
samym promieniu, wyraza fakt, iz to
pole jest takie, jak pole ptaskiego kotla
o promieniu bedacym przestrzenna (!)
odlegtoscia jego $rodka od brzegu.

*Wydzial Nawigacyjny,
Akademia Morska w Gdyni

Czy m jest constans? Piotr KOPACZ"

Jedng z najistotniejszych wielkosci w matematyce jest 7, ktérej poswiecono wiele
Scistych prac i filozoficznych rozwazan od starozytnosci (jeszcze zanim zostala
nazwana swoim obecnym imieniem) do czaséw wspodlezesnych. Co pewien czas
mozna znalez¢ informacje o kolejnych rekordach w wyznaczaniu coraz dtuzszego
jej rozwiniecia dziesigtnego. Przegladajac literature, portale o tematyce
matematycznej badZ podreczniki szkolne, mozna takze spotkaé sie z réznymi
sposobami definiowania liczby 7. Wedlug encyklopedii szkolnej ,,Matematyka”:
liczba m, ludolfina, stala matematyczna okreslona jako stosunek dlugo$ci okregu
kola do dlugosci jego $rednicy; m = 3,14159... Majac przed soba cytowana
definicje, sprobujmy zastanowic sie, czy 6w stosunek jest ten sam dla kazdego
okregu i odpowiadajacej mu srednicy w ogdlnym przypadku.

Zaczniemy od geometrii sferycznej. Okregiem na sferze nazywamy miejsce
geometryczne wszystkich jej punktéw, ktérych odlegtosé od wybranego

punktu S (na sferze) wynosi r, gdzie r € (0, %] Odlegltosci na sferze mozna
wyraza¢ w mierze katowej lub tukowej. Nie powinno wiec budzi¢ tu zdziwienia
stwierdzenie, ze, na przyklad, dtugo$¢ promienia okregu wynosi 60° czy 7. Dalej
bedziemy uzywaé miary tukowej. Punkt S nazywamy $rodkiem (sferycznym),

a r — promieniem (sferycznym) okregu. Okregi sferyczne mozemy podzieli¢

na male i wielkie. Okregi mate powstaja wskutek przeciecia sfery plaszczyzna
nieprzechodzaca przez jej srodek (r < 7). Okregi wielkie to zbiory punktéw
przecigcia sfery z pewna plaszczyzng przechodzaca przez jej srodek.

Taki okrag, na przyklad réwnik kuli ziemskiej, ma promien 7 = 5 i dwa Srodki
bedace punktami antypodycznymi (na Ziemi sa to bieguny). Najkrotszym
polaczeniem, czyli linig geodezyjna lub ortodroma, dwdch punktéw sfery jest
wlasnie krétszy tuk przechodzacego przez nie okregu wielkiego. Jesli te tuki sa
rownej dhugosci, to oba sa najkrétszymi potaczeniami. Okrag wielki jest wiec
odpowiednikiem prostej euklidesowej. Ta sferyczna prosta ma skonczong dlugosé
i jest zamknieta.

Ustalmy promien sfery R > 0. Dlugos¢ réwnika wynosi 27 R, a dtugosé jego
$rednicy d, rowna dwém dlugosciom sferycznego promienia réwnika, jest polowa
dhugosci réwnika, czyli d = wR. Zatem stosunek dtugosci okregu wielkiego do
dlugosci jego srednicy w tej sytuacji jest réwny 2. Diugo$c¢ i srednice okregu
rownoleznikowego, lezacego na szerokosci geograficznej x € [0, g), mozna
wyrazi¢ za pomoca wWzoréw

L =2wRcosx, dZZR(%—JJ).

A kazdy okrag na sferze mozna przedstawié¢ jako okrag rownoleznikowy —
trzeba zmienié¢ polozenie rownika tak, zeby jego plaszczyzna byla réwnolegla
do ptaszczyzny wyznaczonej przez wybrany okrag. Wzgledem nowego réwnika
mozemy obliczyé¢ szerokosé geograficzna wybranego okregu.

Na przyklad, dla szerokosci geograficznej réwnej ¥ dlugos¢ odpowiadajacego
jej okregu malego réwna jest polowie dlugosci rownika, czyli 7R, a $rednica

ma diugos¢ 2R - ¢. Zatem w tym przypadku stosunek dlugosci okregu i jego
$rednicy jest rowny 3.

Zobaczylismy kilka przykladéw, a teraz warto zadac ogblne pytanie o zakres
wartosci stosunku dlugosci dowolnego okregu do jego $rednicy na sferze. Zeby
tatwiej opisaé dalsze obliczenia, wprowadzmy funkcje 7™ wyrazajaca stosunek
dtugosci okregu do dtugosci odpowiadajacej mu Srednicy. Poniewaz wszystkie
okregi na danej szerokosci geograficznej sa takie same, parametrem funkcji
bedzie wladnie szeroko$é¢ geograficzna. Ogdlny wzér, dla = € [0, %), to

- L(x)

w(x) =

@)=

a po podstawieniu otrzymujemy

- 2w R cosx 2w
() = = Cos .
2R(% — x) T — 2T
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Rys. 2. Wykres funkcji 7 dla okregéw
sferycznych.
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Rys. 3. Okrag réwnoleznikowy na stozku
obrotowym i jego $rednice.

C

Rys. 4. Powierzchnia boczna stozka po
rozwinieciu na plaszczyznie. Kolorem
zaznaczone sg Srednice narysowanego
okregu.

Funkcja 7 jest wiec rosnaca w rozpatrywanej dziedzinie, a zbiér jej wartosci
to odcinek [2, 7). Stosunek dlugosci okregu do dlugosei jego $rednicy na sferze
nie tylko nie jest wielkosScia stata, ale opisuje go catkiem nietrywialna funkcja.

Drziedzing funkcji 7 zaweziliSmy dotad do przedziatu [0, §), co odpowiada
polsferze bez bieguna o dodatniej (péinocnej) szerokosci geograficznej. Jednak
w obliczeniach uwzgledniliémy wszystkie mozliwe dlugosci okregéw na sferze,
czyli wlasciwie znamy juz wartosci funkcji 7 na przedziale (— %, Z). Nastepujacy
wzOr jest uogdlnieniem poprzedniego na ujemne szerokosci geograficzne:

- 2
@) = o

Wykres parzystej funkcji 7 dla = € (—%, %) przedstawia rysunek 2.

COS ™.

W granicznym przypadku, gdy promien sferyczny r matego okregu dazy do zera,
okrag sferyczny coraz bardziej ,rozplaszcza sie” — wéwcezas 7(x) jest bliskie 7.
Jako model Ziemi najczesciej przyjmuje sie sfere lub elipsoide obrotowa, ktérych
powierzchnie lokalnie aproksymuje si¢ plaszczyzna euklidesows styczna w danym
punkcie. Dla wielu zastosowan jest to zabieg dopuszczalny, poniewaz wystarcza
do otrzymania wymaganej doktadnosci wynikéw. Ale nie zawsze — w geodezji,
nawigacji, kartografii czy astronomii znamy wiele przykladéw, gdzie przyblizenie
plaszczyzng nie wystarcza, a na obserwowanym obszarze warto$é¢ funkeji 7
istotnie rézni si¢ od w. W takich przypadkach granice aproksymacyjnego
stosowania ptaskiej geometrii euklidesowej nalezy wyraznie okreslic.

Na przyktad, w pomiarach terenowych — wykorzystywanych lokalnie w geodezji
nizszej — obszar powierzchni Ziemi mozna traktowac¢ jako plaski wtedy,

gdy znajduje sie on w kole o promieniu okoto 15,5 km (wéwczas jego
powierzchnia nie przekracza 760 km?). Odpowiada to w przyblizeniu polu kota

o $rednicy réwnej 17’ tuku okregu wielkiego. Wyniki bezposrednich pomiaréw,
nieuwzgledniajacych wpltywu krzywizny powierzchni Ziemi, wykonanych w takim
obszarze, mozna przedstawi¢ na plaszczyznie w odpowiedniej skali, pomijajac
odwzorowanie kartograficzne, i efekt bedzie satysfakcjonujacy.

Zobaczmy teraz, jak zachowujg sie okregi na stozku obrotowym. Stozek
obrotowy to powierzchnia powstala przez obrét prostej z = ay (a > 0)
nachylonej do osi y pod katem « € (0, %) dokota osi z w prostokatnym uktadzie
wspoélrzednych OXY Z. Przyjmijmy, ze z < 0, czyli patrzmy tylko na jedna cze$é
stozka, te pod plaszczyzna z = 0 (rys. 3). Sprébujmy powiedzieé co§ o zbiorze
wartoéci funkcji 7, okreslonej, jak poprzednio, jako stosunek dtugosci okregu do
dlugosci jego srednicy.

Rozwazmy rodzine okregéw lezacych na stozku, ktore powstaja w wyniku
przeciecia go plaszczyznami réwnolegltymi do plaszczyzny z = 0. Okregi te
nazywamy, analogicznie jak na sferze, rownoleznikami. Punkt S, wierzchotek
stozka, jest zarazem $rodkiem wszystkich okregéw réwnoleznikowych. Intuicyjnie
stwierdzamy, ze powierzchnie boczna stozka obrotowego mozna otrzymacd,
zwijajac kawalek papieru, czego z powierzchnig sfery zrobi¢ sie nie da.
Sprobujmy wiec spojrzeé¢ na nasz problem, rozktadajac powierzchnie boczna
stozka na plaszczyznie. Po tej operacji otrzymamy kolo bez wycinka o kacie

o mierze lukowej (3, przedstawione na rysunku 4. Na tym samym rysunku

widaé okrag na stozku, ktérego dlugos$é obliczymy. Niech [ oznacza dlugosé
odcinka SA. Nasze obliczenia beda zalezaly od dwoch parametréow — odleglosci [
okregu od wierzchotka stozka oraz kata (3, charakteryzujacego stozek.

Dlugosé pelnego okregu na plaszczyznie to 27wl. Od niej trzeba odja¢ dtugosé
tuku poza rozlozong powierzchnia stozka, czyli [3. Wobec tego dlugosé
rownoleznika lezacego w odlegtosci | od wierzchotka S jest réwna

L(1.8) = i(2r - B).

Trudniejsza sprawa jest ze sSrednicami. Mogloby sie wydawaé, ze srednica takiego
okregu réwnoleznikowego przechodzi przez punkt S — ot6z nie! Na rysunku 4

widaé, jak wygladaja najkrétsze odcinki (AC i BC') laczace przeciwlegle punkty
réwnoleznika. Ich dtugosé d(l, ) wyznaczymy, korzystajac z twierdzenia cosinuséw
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Rys. 5. Wykres funkcji 7(8) dla okregéw
réwnoleznikowych stozka obrotowego.

dla tréjkata C'SA:
d(l,5)* = AC? = AS? + CS? —2AS -CS - cos (7r — g) = 2z2<1 + cos (g))
Teraz mozemy obliczy¢é T:

%(l,ﬂ) _ L(Lﬁ) _ 27 _ﬁ

dl.B) f2(1+ cos (2))
Okazuje sig, ze warto$¢ funkcji 7 nie zalezy od [, czyli na kazdym stozku wszystkie
réwnolezniki maja ten sam stosunek dlugosci okregu do srednicy. Ale ta liczba jest
rézna dla réznych stozkéw — zalezy od kata (3. Funkcja, ktéra mozemy zapisywaé
teraz jako 7(3), przyjmuje wartosci z przedziatu (2, 7) dla g € (0, 2).

Czytelnik Wnikliwy z pewnoscia zapyta, co si¢ zmieni, jedli uwzglednimy tez okregi,
ktore nie sg rownoleznikami. Czy nadal stosunek dlugosci okregu do $rednicy bedzie
staly na kazdym stozku? Mozna zacza¢ od takiego zadania: na powierzchni bocznej
stozka obrotowego o ustalonym kacie 3 dany jest okrag o promieniur’ > 0isrodku S’
niebedacym wierzchotkiem stozka. Czy okrag rownoleznikowy o takim samym
promieniu ma taka samg dlugo$¢? Lub ogdlniej, czy jest prawda, ze na powierzchni
bocznej stozka obrotowego dla dowolnej liczby r > 0 istnieje nieskoficzenie wiele
okregéw o promieniu r, ale réznej dtugosci?

Obliczylismy, ze funkcja 7 nie jest stala w ogbélnym przypadku. Wobec tego
nieostroznie byloby stwierdzi¢ bez zastanowienia, ze liczba 7 wyraza warto$c¢
stosunku dlugosci okregu do dlugosci jego Srednicy. Tak jest istotnie w geometrii
euklidesowe]j na plaszczyznie, do czego przyzwyczaja si¢ nas niemal od
poczatkéw nauki w szkole. Ale, jak widaé, przenoszenie przyzwyczajen z jednej,
Lulubionej” geometrii na inne nie zawsze jest dobrym pomystem.

W przedstawionych w artykule przyktadach otrzymalismy wytacznie wartosci
funkeji 7 nieprzekraczajace 7. Czy moze si¢ zdarzyé, ze ™ > n?7 Odpowiedzi
prosze sprébowacé poszukaé¢ w geometrii hiperboliczne;j.

Rys. 2

Rys. 3

Redaguje Fwa CZUCHRY

F 777. Dwa zwierciadla plaskie tworza kat dwuscienny réwny 90°. Punktowe
zrodlo $wiatta S zostalo umieszczone miedzy zwierciadlami tak, ze odleglosé
od nich jest réwna odpowiednio [ i 21 (rys. 1). W odleglosci 21 od pionowego
zwierciadla jest umieszczony ekran. Znalez¢é natezenie oswietlenia w punkcie
ekranu A odleglym od poziomego zwierciadla o [. Swiatlosé¢ zrédla S wynosi I.
Rozwiazanie na str. 24

F 778. Przed zwierciadlem sferycznym o promieniu r, w ktérego ognisku
znajduje si¢ punktowe zrédlo swiatta S, w odlegtosci I od ogniska znajduje sie
mala nieprzezroczysta plytka (rys. 2). Powierzchnia plytki jest prostopadlia do
osi optycznej zwierciadla, a ptytka znajduje si¢ na niewielkiej wysokosci h nad ta
osia. Znalez¢ stosunek oswietlenia lewej i prawej strony plytki.

Rozwiazanie na str. 12

Redaguje Waldemar POMPE

M 1297. Udowodnié, ze w ciagu 2" — 3 wystepuje nieskonczenie wiele liczb
podzielnych przez 5 oraz nieskonczenie wiele liczb podzielnych przez 13, lecz
nie wystepuje w nim liczba podzielna przez 5 - 13.

Rozwiazanie na str. 7

M 1298. Dane sa trzy liczby nieparzyste a, b, c. Wykazaé, ze istnieje taka liczba
nieparzysta d, ze liczba a? 4 b? + ¢ 4 d? jest kwadratem liczby calkowitej.
Rozwiazanie na str. 3

M 1299. Dany jest trapez ABC'D o podstawach AB i CD (rys. 3). Punkty
P i Q leza odpowiednio na przekatnych AC i BD, przy czym
IPDB = <CBD oraz <QCA=<<DAC.

Wykazaé, ze prosta PQ jest réwnolegla do podstaw trapezu ABCD.
Rozwiazanie na str. 6
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Kacik przestrzenny (5)

Z definicji prosta jest prostopadtla do
ptaszczyzny wtedy i tylko wtedy, gdy
jest prostopadta do kazdej prostej lezacej
w tej plaszczyznie. Nietrudno jednak
udowodnié, ze na to, aby prosta byta
prostopadla do ptaszczyzny, potrzeba

i wystarcza, aby byla prostopadta do
dwéch przecinajacych si¢ prostych
lezacych w tej plaszczyznie.

Notacja XY 1 ABC oznacza, ze prosta
XY jest prostopadla do ptaszczyzny
ABC.

Rys. 2

Rys. 3

Prostopadtos¢ prostych i pltaszczyzn

Piaty kacik poswiecimy prostopadlosci prostych i ptaszczyzn. Przy rozwiazywaniu
zadan dotyczacych tego tematu nalezy jedynie pamietaé o tym, ze

e jesli dwie nierownolegte proste lezace w jednej plaszczyznie sa prostopadle do
trzeciej prostej, to cala plaszczyzna tez jest prostopadta do niej;

e jedli prosta jest prostopadita do pewnej ptaszczyzny, to jest prostopadia do
dowolnej prostej lezacej w tej plaszczyznie.

I to jest cala filozofia — wszystkie zadania o prostopadlosci rozwiazuje sie,
postugujac sie¢ tym schematem. Czasem nalezy tylko umie¢ wybraé, czy wygodniej
bedzie wykazaé, ze, na przyklad, rzut prostokatny punktu A na plaszczyzne spelnia
jakie§ warunki, czy odwrotnie — wzia¢ punkt na tej ptaszczyznie spelniajacy
dane warunki i pokazac, ze prosta taczaca go z punktem A jest prostopadia do
tej plaszczyzny. Przy odrobinie praktyki jednak szybko nabierzemy wyczucia.
Zacznijmy od prostego, ale bardzo uzytecznego zadania.

1. Wszystkie kqty plaskie przy wierzcholtku A czworoscianu ABCD sq proste.
Wykazaé, zZe rzut prostokgtny H punktu A na plaszczyzne BCD jest ortocentrum
tréjkata BC'D (rys. 1).

Rozwigzanie. Skoro X BAC = <BAD = 90°, to BA | ADC', a wiec BA 1. CD.
Ponadto AH | BCD, skad AH | CD. Zatem plaszczyzna ABH jest prostopadia
do prostej CD. W takim razie BH 1 C'D. Analogicznie udowodnimy, ze

CH 1 BD. Zatem punkt H jest ortocentrum trdjkata BCD.

Warto ten fakcik sobie zapamieta¢, bo nie raz dane nam bedzie z niego
skorzystaé¢. Przejdzmy teraz do nieco trudniejszego zadania, w ktérym
zobaczymy, jak wykorzystaé prostopadtos¢ prostych skosnych.

2. (OM 1-111-3) Wykazaé, ze jezeli w czworo$cianie ABC'D wysokosci
poprowadzone z wierzchotkéw A i B przecinajq sie, to réwniez wysokosci
poprowadzone z wierzchotkow C i D przecinajg sie.

Rozwigzanie. Niech P bedzie punktem przecigcia wysokosci czworo$cianu
poprowadzonych z wierzchotkéw A i B (rys. 2). Mamy AP | BCD, wiec tez
AP 1 CD i analogicznie BP 1 CD. W takim razie ptaszczyzna ABP jest
prostopadia do krawedzi C'D, w szczegdlnosci AB 1 CD. Na prostej AB
wybierzmy taki punkt S, ze DS L AB. Zatem plaszczyzna C'DS jest
prostopadla do krawedzi AB. Niech CC’ i DD’ beda wysokoSciami tréjkata
CDS (rys. 3). Prosta CC’ jest prostopadia zaréwno do DS, jak i do AB

(bo lezy w plaszczyZnie prostopadlej do tej krawedzi). Jest wiec wysokoscia
czworoscianu ABC'D poprowadzong z wierzchotka C'. Analogicznie dowodzimy,
ze réwniez DD’ jest wysokoScig danego czworoScianu. Te dwie proste majg
punkt wspolny bedacy ortocentrum tréjkata C'D.S. Dowdd jest wiec zakonczony.

Okazuje sie w takim razie, ze nie w kazdym czworo$cianie istnieje punkt przeciecia
wszystkich wysokosci. Z naszego rozwiazania wynika bowiem, ze wysokosci
poprowadzone z wierzchotkéw A i B przecinaja sie wtedy i tylko wtedy, gdy

AB 1 CD (z uwagi na symetrie dotyczy to réwniez wysokosci poprowadzonych

z punktéw C' i D). Czworosciany, w ktorych wszystkie wysokosci przecinaja sie
w jednym punkcie, nazywamy ortocentrycznymi, ale o nich nastepnym razem.

Zadania

3. (OM 49-11-6) Dany jest czworoécian ABCD. Dowiesé, ze krawedzie AB i CD
sq prostopadle wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje w przestrzeni taki réwnoleglobok
CDPQ, ze PA=PB = PD oraz QA= QB = QC.

4. KrawedZ AD czworo$cianu ABCD jest prostopadla do plaszczyzny ABC.
Wykazaé, zZe rzut prostokgtny ortocentrum trojkgta ABC na plaszczyzne BC'D
jest ortocentrum trojkgta BCD.

Wiecej zadan na internetowej stronie Delty.
Michal KIEZA

11



‘eaea QN

Rozwigzanie zadania F 778.
Poniewaz zrédlo swiatta znajduje

si¢ w ognisku zwierciadla, wigc na
prawa strone plytki pada prostopadle

strumien $wiatla odbitego od takiej samej
powierzchni zwierciadta co powierzchnia

plytki. Ze wzgledu na mate rozmiary

plytki mozna zaniedba¢ zmiane kata

padania $wiatla z lewej strony. Zatem
szukany stosunek wynosi

20(r? /4 4 h?)3/? -

r?

r(I12 4+ h2)
dla h < r.

~ 4(12 4 h2)3/2

Mota delld

Ziomkowie i Wszechswiat

Wyobrazmy sobie mate, senne miasteczko na rubiezy kreséw, zamieszkane
przez N os6b. Wszystkie te osoby sie znaja, mieszkaja tutaj przeciez

od zawsze. W niedzielne popotudnie wszyscy wychodza na rynek

i przechadzaja sie. Ludzie ci sg nieskomplikowani, kazdy moze by¢

w jednym z dwéch stanéw psychicznych, tj. albo wesoty (takich bedziemy
oznaczaé przez 22, a ich liczbg przez N..), albo smutny (na tych

dobrym oznaczeniem beda odpowiednio *2 i N..). Prawa rzadzace
psychika naszych bohateréw nie sa nazbyt ztozone, a kazdy na pewno
zna je z codziennych, chcianych czy nie, doswiadczen. Kiedy osobnik
wesoly spotyka innego wesotego, w wyniku naglej i niepowstrzymanej
zazdrosci smutnieje, zatem zachodzi proces, ktéry schematycznie mozemy
zapisaé jako:

LN ] o0 L] L]
~— ~— >~ TN

Kiedy cztowiek smutny spotyka innego smutnego, w wyniku reakcji
okreslanej z niemiecka jako Schadenfreude, czyli rado$é¢ z cudzego
nieszczedcia, momentalnie weseleje:

L] L] o0 o0
~ ~ ~— —

Nikogo pewnie nie zdziwi wiadomos¢, ze przy spotkaniu cztowieka
wesolego ze smutnym zaden z nich nie zmieni swego stanu. Dodajmy
jeszcze, ze kontakty spoteczne sa raczej powierzchowne, totez nie zdarzaja
sie spotkania az trzech lub wiecej 0s6b naraz, a szlak spaceru po rynku
wynika raczej z przypadkowych kapryséw niz jakich$ konkretnych,
ustalonych przed wyjsciem z domu planéw. Co mozna powiedzie¢

o zmianach liczby wesotych i smutnych obywateli?

Prawdopodobienstwo tego, ze cztowiek wesoly posmutnieje w wyniku
napotkania innego wesolego w ciagu ustalonego przedzialu czasowego At,
jest proporcjonalne do liczby innych wesotych, zatem

P(22 = 22) = a(N.. — 1AL,
gdzie « jest ustalonym wspotczynnikiem proporcjonalnosci. Podobnie,
prawdopodobienstwo poweselenia smutnego mozemy napisaé jako
P(22 — %) = a(Nes — 1)At. Jezeli zas catkowitym szczesciem
spoleczenstwa nazwiemy roznice miedzy liczba obywateli wesotych
i smutnych, to zmiane szczescia mozemy oszacowaé przez

AS=4. % (Neo P(22 — %) — Nou P(22 — 22)),
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Rys. 1. Ewolucja czasowa szczescia S
opisywanego wzorem (1) dla réznych
warto$ci So przy stalej a réwnej 0,25/min
oraz N = 100.

401

201

0 5 10 15 20
¢ [b]

Rys. 2. Ewolucja czasowa szczeScia S

z funkcjg a(t) opisywang wzorem (2)

dla réznych wartosci to = —2, —5, —10h

(od géry do dotu) przy ap = 0,25/min,

N = 100 oraz So = 49.

gdzie czynnik 1 zapobiega policzeniu kazdego spotkania dwéch
0s0b dwukrotnie, natomiast czynnik 4 uwzglednia zmiane szczeécia
0 4 jednostki przy spotkaniu zmieniajacym stany psychiczne.
Podstawiajac obliczone uprzednio prawdopodobienstwa i zaktadajac, ze
liczba oséb jest na tyle duza, ze mozemy zaniedba¢ odejmowanie jedynki
w tych wynikach, otrzymujemy:

AS = -2aNSAt.

Zatem zmiana wielkosci S w jednostce czasu jest wprost proporcjonalna
do tej wielkosci, co oznacza, ze catkowite szczescie jest opisywane funkcja
wyktadnicza:

(1) S(t) = Spe= 2Nt

gdzie Sy jest wartoscig poczatkows szczescia. Wykres takiej funkcji dla
réznych warunkow poczatkowych pokazany jest na rysunku 1. Niezaleznie
od poczatkowego szczedcia miasteczka po uptywie niezbyt dtugiego czasu
catkowite szczescie osigga, niestety, warto$é¢ bliska zeru.

W sasiednim miasteczku panuja troche inne zwyczaje. Procesy psychiczne
u ludzi przebiegaja, oczywiscie, tak samo, ale w niedzielne popotudnia
mieszkancy nie spaceruja po rynku, tylko wybieraja sie na dlugie
wedrowki po okolicznych lasach i takach, tak ze zajmowany przez nich
teren powieksza si¢ w miare uplywu czasu, az do zapadniecia zmierzchu,
kiedy to wszyscy samotnie wracajg do domu. Jak zmienia si¢ catkowite
szczescie owego miasteczka?

Zanim postaramy sie to opisa¢ madrym wzorem, zastanéwmy sie,
czym rézni sie dynamika spotkan miedzyludzkich w obu miasteczkach.
Nietrudno zauwazy¢, ze w pierwszym obywatele zajmuja stala
powierzchnie, podczas gdy w drugim powierzchnia ta sie powiecksza, a co
za tym idzie, prawdopodobienstwo spotkania maleje. W pewnej chwili
moze ono osiggnaé warto$é¢ tak mala, ze zadne dwie osoby nie spotkaja
sie juz przed wieczornym powrotem do domu — a warto$¢ szczescia
przestanie sie w praktyce zmieniaé, osiggajac pewna niezerowg wartosc.
W naszym prostym modelu odpowiada to przyjeciu malejgcego z czasem
wspolczynnika «. Dla pewnego szczegdlnego wyboru

o)
(2) a(t) = Wty —1)°
otrzymujemy rozwigzania przedstawione na rysunku 2.

Gdzie szukaé takich miasteczek, chcialby pewnie wiedzie¢ Czytelnik
Lubiacy Konkrety. Czas przyznaé sie, ze opowiadanie tu przedstawione
jest po prostu metafora: drugim miasteczkiem jest wezesny Wszechswiat,
ludzie weseli i smutni to okreslony rodzaj czastek i antyczastek,
oddziatywania polegaja zas na zamianie par czastek w pary antyczastek,
natomiast ustalone szczescie odpowiada ustalonej liczbie czastek

i antyczastek w pewnym obszarze Wszechswiata. Co prawda, znane
czastki nie majg az tak prostych oddziatywan, ale nie jest trudno
poprawié¢ taki model, by uwzglednial np. procesy anihilacji danego
rodzaju czastek i antyczastek w jakie$ inne czastki, ktore z powodu
zachowania energii nie beda juz moglty wytworzy¢ wyjéciowej pary. ..

Czemu rozmyslaé¢ o takich rzeczach? Wedtug obecnej wiedzy istnienie
materii, z ktorej jestedmy zbudowani, oraz ciemnej materii wypelniajacej
Wszechswiat wigze sie z ustaniem oddzialywan zmieniajacych liczbe
tych czastek w pewnych momentach ewolucji Wszechswiata. Nieznane
pozostaje wszakze wiele konkretnych szczegdtow. . .

Malq Delte przygotowal Krzysztof TURZYNSKI
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Fot. 2. Przyktadowe zdjecia niebosktonu
wykonane kamerg calego nieba.

Zainteresowani moga uzyskaé¢ wiecej
szczeg6léw na temat budowy i sterowania
silnika krokowego, kontaktujac si¢

z autorem (kmark@igf.fuw.edu.pl).

*Instytut Geofizyki, Wydzial Fizyki
Uniwersytetu Warszawskiego

Amatorskie pomiary meteorologiczne:
Kamera calego nieba

Krzysztof MARKOWICZ®

Informacje ogdlne. Kamera calego nieba jest
przyrzadem stuzacym do monitoringu zachmurzenia
atmosferycznego. Umozliwia ona ciagle obserwacje
stopnia pokrycia chmurami catego niebosklonu oraz
okolic tarczy stonecznej, co ma szczegélne znaczenie

w pomiarach fotometrycznych. Analiza zdjeé cyfrowych
pozwala na identyfikacje rodzajow chmur, sekwencja
czasowa za$ kolejnych fotografii — na szacowanie
predkosci i kierunku przemieszczania si¢ chmur.
Przyrzad ten wpisuje sie w kanon standardowych
narzedzi meteorologicznych i wypelnia luke zwigzana

z brakiem przyrzadéw do obserwacji zachmurzenia. Fot. 1. Kamera calego nieba

Informacje techniczne. Kamery niecba umozliwiaja obrazowanie niemal calego
niebosktonu za pomoca jednej z dwéch metod. Pierwsza z nich wykorzystuje
szerokokatny obiektyw typu ,rybie oko” skierowany do géry. Druga metoda
(zastosowana w kamerze widocznej na fotografii 1) wykorzystuje wypukle
zwierciadlo. Rozwiazanie takie pozwala na niemal 180° kat widzenia matrycy
aparatu cyfrowego umieszczonego centralnie nad zwierciadlem. Role zwierciadta
na fotografii 1 spelnia kolpak od amerykanskiego samochodu ciezarowego, nabyty
w USA w cenie kilku dolaréw. Niezaleznie od zastosowanej metody sporo problemoéw
sprawi obecnos¢ Stonca. Natezenie promieniowania naszej gwiazdy jest o mniej
wiecej b rzedéw wielkosci wieksze niz natezenie promieniowania rozproszonego
pochodzace od niebosktonu. W przypadku kamery pokazanej na fotografii 1
zastosowano ruchoma przestone, ktorej zadaniem jest blokowanie bezposredniego
promieniowania slonecznego. Przestona ta porusza sie w plaszczyznie poziomej
zgodnie z kierunkiem pozornego ruchu Stonica po niebosktonie dzigki zastosowaniu
silnika krokowego sterowanego przy uzyciu mikrokontrolera. Szczegdly tego
rozwigzania sg dosé¢ skomplikowane i nie bedzie ono tu opisywane.

Rezygnacja z przeslony ograniczajacej oswietlanie matrycy aparatu cyfrowego
moze by¢ czesciowo skompensowana zmniejszeniem czasu naswietlania oraz
wykonywaniem kilku zdjeé¢ z réoznym czasem naswietlania. Technika ta, zwana
w skrocie HDR (high dynamic range imaging), pozwala efektywnie wydobywaé
szczegoly na obrazach. Jednak nawet wykonywanie zdje¢ tylko przy jednym
czasie otwarcia migawki pozwala w zdecydowanej wigkszosci przypadkdw
zdoby¢ interesujace informacje na temat rozkladu zachmurzenia. Podczas
wyboru rodzaju aparatu cyfrowego nalezy kierowaé sie mozliwoscia sterowania
urzadzeniem za posrednictwem komputera. Ma to na celu wykonywanie zdjec¢
w trybie automatycznym z zadanym interwalem czasowym. Innym parametrem
jest rozdzielczosé matrycy CCD. Stosowanie matrycy z wysoka rozdzielczoscia
nie jest wskazane, gdyz znaczaco spowalnia przetwarzanie danych, a zysk

w postaci dodatkowych informacji jest niewielki. W przedstawionej kamerze
wykorzystano aparat cyfrowy CANON CyberShot A75 o matrycy 3,2 mln
pikseli. Aparat ten jest obstugiwany przez komercyjny program PSRemote,
dostepne sa jednak takze nieodplatne programy, ktére moga by¢ wykorzystane
na potrzeby kamery nieba. W przypadku profesjonalnych kamer nieba stosuje
sie aparaty z mozliwoscig zapisu danych w trybie RAW, w odréznieniu od
standardowego zapisu w postaci skompresowanych plikéw JPEG.

Przetwarzanie danych. Analiza zdje¢ z kamery nieba moze by¢ wykonana
przy uzyciu oprogramowania pozwalajacego na czytanie formatu danych JPEG
oraz przetwarzanie macierzy RGB. Przykladem moze by¢ tu bezptatny program
OCTAVE kompatybilny z komercyjnym programem MATLAB. Gléwnym celem
przetwarzania danych uzyskanych z przyrzadu jest oszacowanie zachmurzenia,
okreslenie rodzaju chmur (konwekcyjne, warstwowe i pierzaste). Zbudowanie
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Fot. 3. Przyklad dzialania 3 algorytméw
detekcji chmur. Zdjecie z kamery

nieba (a) oraz rozklad zachmurzenia
uzyskany na podstawie sieci

neuronowych (b), stosunku sygnatu

w kanale R i B (c¢) oraz rozkladu
promieniowania stonecznego na podstawie
modelu (d).

odpowiedniego algorytmu pozwalajacego w sposéb obiektywny rozrozniaé
chmury na tle niebosklonu nie jest zadaniem prostym, dlatego ciaggle
niezastapione w detekcji chmur jest oko do$wiadczonego meteorologa.

Najczesciej stosowane techniki opieraja sie na detekcji chmur na podstawie
stosunku sygnalu w kanale czerwonym (R) do sygnalu w kanale niebieskim (B)
lub indekséw opartych na np. wariancji o$wietlenia w sasiadujacych pikselach.
Chmury, zbudowane z kropelek wody lub krysztatkéow lodu o rozmiarach
znacznie wigkszych od dlugosci fali promieniowania, rozpraszaja promieniowanie
niemal niezaleznie od dlugosci fali, podczas gdy rozpraszanie na molekutach
czystego powietrza (rozpraszanie Rayleigha) stabnie z dlugodcia fali jak 1/\%.
Tym samym stosunek promieniowania w kanale czerwonym i niebieskim jest
znacznie mniejszy dla obszaréow niebosklonu, gdzie wystepuja chmury.

Sytuacje komplikuje jednak aerozol atmosferyczny, ktéry podobnie jak chmury
zmienia barwe niebosktonu. W przypadku wysokiej grubosci optycznej aerozoli
nawet doswiadczony meteorolog ma klopoty z raportowaniem cienkich chmur
typu pierzastego. Na dodatek barwa niebosklonu zalezy od polozenia Storica,
co utrudnia stosowanie jednego kryterium do detekcji obszaréw pokrytych
chmurami. Znaczna komplikacje stanowia rowniez obszary tzw. aureoli
stonecznej (obszar naokoto Slofica) oraz tzw. pojasnienia horyzontalnego.

W obszarach tych wartosci R, G, B moga nasycac sie, a to uniemozliwia
stosowanie jakichkolwiek algorytméw do detekeji chmur. Innym podejsciem
stosowanym do detekcji chmur sa sieci neuronowe. Stosowanie sieci neuronowych
do zdjeé¢ niebosklonu pozwala na identyfikacje rodzajéw zachmurzenia, choé
wymaga uprzedniego wytrenowania sieci, co jest rzecza do$¢ pracochtonna

i oparta na subiektywnej ocenie osoby budujacej sie¢ neuronowa, co gorsza,
optymalny wybér serii treningowej zdjec¢ nie jest rzecza prosta.

Do analizy zmienno$ci spektralnej promieniowania wygodnie uzy¢ jest
wykladnika Angstréma. Definiujmy go na podstawie sygnalu mierzonego
w kanale czerwonym R i niebieskim B zgodnie ze wzorem

_ log(R/B)

log(Ar/AB)’

gdzie Ag 1 Ap odpowiada dtugoéci fali kanatu spektralnego R i B. Informacje
o dtugosciach tych fal mozna uzyskaé u producentéw aparatéw cyfrowych.
Wsp6lczynnik Angstroma jest najwyzszy dla blekitnego nieba i maleje wraz ze
wzrostem grubosci optycznej chmur oraz aerozoli atmosferycznych. Ustawienie
progowej wartoéci o pozwala na konstrukcje prostego algorytmu do detekcji
chmur. Wartosé te nalezy ustawiaé¢ na podstawie analizy co najmniej kilku
zdjec testowych. Nalezy jednak podkresli¢, ze najprostsze aparaty cyfrowe
nie pozwalaja na rejestracje wartosci bezwzglednych promieniowania w trzech
zakresach spektralnych RGB. Relacja pomiedzy kanalami (kalibracja wzgledna)
ustalana jest w trakcie tzw. balansu bieli. Dzieki temu biala kartka papieru
niezaleznie od o$wietlenia (temperatury barowej o$wietlenia) jest zawsze biata
na fotografii. Realizowane jest to na etapie przetwarzania zdjecia w samym
aparacie, np. gdy uzywamy automatycznego balansu bieli. Zmiana wzglednej
kalibracji kanaléw RGB jest z punktu widzenia metod detekcji zachmurzenia
rzecza niepozadana. Najlepszym rozwiazaniem jest ustalenie stalego balansu
bieli niezaleznie od warunkéw oswietleniowych. Jednak, jak pokazuja wyniki
analiz zdje¢ z kamery nieba, najwieksze problemy z detekcja chmur wystepuja
przy niewielkim os$wietleniu, na przyklad podczas duzego zachmurzenia lub
w godzinach wschodu czy zachodu Stonica. W pozostalych przypadkach nawet
automatyczny balans bieli nie prowadzi do duzych bledéw w interpretacji zdjec.

Na koniec warto zwréci¢ uwage na aspekt korekcji geometrycznej. Zastosowanie
w kamerze nieba zwierciadla czy szerokokatnego obiektywu prowadzi do
powstania aberracji optycznej. Tym samym obraz rejestrowany przez matryce
CCD jest znieksztalcony w kierunku radialnym od $rodka zdjecia. Wymaga to
skorygowania obrazu, tak aby odleglosé radialna na zdjeciu byla proporcjonalna
do odleglosci na niebosklonie. Jest to istotne, gdy wyznaczamy stopien pokrycia
chmurami (zachmurzenie).
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Protokél posiedzenia Jury XXXII Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki

Jury Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki w sktadzie: Antoni Leon Dawidowicz
— przewodniczacy, Agnieszka Bojarska-Sokotowska, Maria Donten-Bury, Marek Kordos,

Agnieszka Wojciechowska-Waszkiewicz na posiedzeniu 1 lipca 2010 roku w Olsztynie
po wyshuchaniu prezentacji prac dopuszczonych do finatu, biorac pod uwage dobér
tematu, tre$é¢ prac i sposéb ich przedstawienia, postanowito, ze

e zloty medal i nagrode w wysokosci 1300 zt otrzymuje
Michal Miskiewicz z XIV LO im. S. Staszica w Warszawie za prace

Urok zbioru p,

e 2 srebrne medale i nagrody w wysokosci 900 zt otrzymuja
Tomasz Pelka z V LO im. A. Witkowskiego w Krakowie za prace
Jak zabraé sie za poteinag potege i znaleZé Grupe Trzymagjacg Rozwigzanie,
oraz Mateusz Wrébel z I PLO im. M. Kopernika w Opolu za prace
Nieprawdopodobieristwo — czyli o tym, jak matematyk rzuca iglq,
e brazowy medal i nagrode w wysokosci 600 zt otrzymuje
Bartosz Gérecki z IX LO im. C.K. Norwida w Czestochowie za prace
Srednie ulamkowe, nieréwnosci pomiedzy Srednimi. Nieréwnosé Muirheada,
e wyroznienie i nagrode w wysokosci 300 zt otrzymuje
Kamil Piszczek z V LO im. A. Witkowskiego w Krakowie za prace
Parabole i ich wlasnosci.

Opiekunowie prac: Wlodzimierz Bak, Jerzy Bednarczuk, Jacek Dymel, Zbigniew Gérecki,
Bogustaw Kraszewski, otrzymuja dyplomy honorowe.
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GDANSKIE WYDAWNICTWO
OSWIATOWE
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Wszyscy finalisci i opiekunowie prac otrzymali réwniez nagrody ksiazkowe ufundowane
przez Wydawnictwa Uniwersytetu Warszawskiego, Gdanskie Wydawnictwo Oswiatowe
oraz Wydawnictwo Naukowe PWN.

(—) podpisy Czlonkéw Jury

Regulamin Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki

1. Konkurs Uczniowskich Prac z Matematyki, zwany dalej
Konkursem, jest organizowany corocznie przez Uniwersytet
Warszawski i Polskie Towarzystwo Matematyczne. Szczegdtowe
warunki wspélpracy ustala umowa miedzy UW a PTM.

2. W Konkursie moga bra¢ udzial uczniowie wszystkich
typéw szkét ponadpodstawowych.

3. 1) Kolejna edycja Konkursu ogtaszana jest do 31 grudnia
kazdego roku na stronie internetowej PTM oraz na tamach
i stronie internetowej miesiecznika Delta z terminem
nadsylania prac do 1 kwietnia roku nast¢pnego.
2) Konkurs sklada si¢ z dwéch etapéw: Eliminacji i Finatu.

4. 1) W Eliminacjach bierze udzial kazdy uczen, ktéry

w terminie do 1 kwietnia przesle drogg elektroniczna

do redakcji Delty na adres delta@mimuw.edu.pl

egzemplarz swojej pracy matematycznej (plik

w formacie PDF).

2) Do pracy nalezy dolaczyé nastepujace informacje:

a) adres zamieszkania autora, klasa, nazwa i doktadny
adres szkoty, do ktérej autor uczeszcza oraz adresy
elektroniczne autora i szkoty;

b) imie, nazwisko i doktadny adres zamieszkania
opiekuna pracy oraz adres elektroniczny opiekuna
pracy;

5. Praca zgloszona do Konkursu powinna by¢ samodzielnie
przygotowanym przez ucznia opracowaniem, zawierajacym
nowe wyniki lub nowe twércze ujecie tematu. Wymagane jest
podanie pelnej informacji o zrédtach, z ktérych korzystat
autor pracy. Prace wytacznie kompilacyjne nie beda
dopuszczone do Finatu konkursu.

6. Nadestane prace zostana ocenione przez Jury na podstawie
opinii recenzentéw. Nie wiecej niz pie¢ najlepszych prac
zostanie zakwalifikowanych do finatu. Jury wytoni finalistéw
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nie pézniej niz do 15 maja i bezzwlocznie zawiadomi o tym
Zarzad Gtowny PTM, podajac dane uczniéw i ich opiekunow.
Final odbedzie si¢ podczas Forum Matematykéw Polskich

na przetomie czerwca i lipca kazdego roku.

7. Finalisci i opiekunowie ich prac (nie wigcej niz jeden
opiekun dla ucznia) zostana zaproszeni przez PTM do
udzialu w Forum. Koszty udzialu w Forum finansuja
organizatorzy Konkursu.

8. Final polega na wygloszeniu (nie odczytaniu) przez ucznia,
podczas specjalnej sesji Forum, trwajacego nie dtuzej niz

15 minut, referatu omawiajacego wyniki pracy oraz wzigciu
udziatu w dyskusji na temat, ktéremu poswiecona byta praca.

9. Rezultaty Finalu ocenia Jury Konkursu w ciagu 24
godzin od zakonczenia sesji. Jury bierze pod uwage, oprocz
merytorycznej wartosci pracy, rowniez samodzielnos$é

i oryginalnosé ujecia tematu oraz przebieg referatu i dyskusji.
Jury przyznaje medale: ztoty, srebrny i brazowy, wyréznienia
oraz nagrody ufundowane przez organizatoréw i sponsoréw.

10. Ogloszenie wynikéw Finalu nastepuje podczas Forum
Matematykéw Polskich, a medale i dyplomy wrecza
Prezes PTM lub upowazniona przez niego osoba. Wszyscy
uczestnicy Finatu otrzymuja dyplomy uczestnictwa.

11. Wyniki Konkursu i skrét zwycieskiej pracy beda
opublikowane na tamach miesiecznika Delta oraz na stronie
internetowej czasopisma.

12. Jury Konkursu jest powolywane, na wniosek Komitetu
Redakcyjnego miesiecznika Delta, przez Zarzad Gtéwny
PTM, w terminie do konca pierwszego kwartatu roku
nastepujacego po wyborach wtadz PTM. Kadencja Jury
trwa trzy lata. Liczba cztonkéw Jury wynosi od 5 do 7 oséb.
Decyzje Jury podejmowane sa zwykta wiekszoscia gtosoéw

w glosowaniu jawnym.
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Zyw@

Ile genéw, ile genoméw w czlowieku?

Chyba jest juz powszechna wiedza, ze ludzki genom zostal dos¢ doktadnie
poznany jako zbiér czasteczek DNA obecnych w kazdej czlowieczej
komoérce, odziedziczonych po przesztych pokoleniach w ogéle, a po mamie
i tacie w szczegblnosci (oni tez go dziedziczyli).

Poniewaz wszystkie organizmy (w tym ludzie od jakich$ 6 milionéw lat)

podlegaja réznorodnym wplywom srodowiska, takze tym, ktére zmieniaja
ich genom, to te zmiany, o ile nie byty szkodliwe, utrwalaly sie, przechodzac
przez kolejne pokolenia. Latwo zatem zrozumieé, ze nasze genomy wszystkie
sa ludzkie, ale troche réznia sie miedzy soba (cho¢ sa to réznice ponizej 1%).

Mato kto zdaje sobie sprawe z faktu, ze nosimy w sobie jeszcze jeden
genom, ktéry mozna opisaé¢ jako wspolny meta-genom mikroorganizmow,
ktore z nami pokojowo wspotzyja. Miedzy mikroorganizmami, jak dzi$
wiemy, dochodzi czesto do gry w dawanie i otrzymywanie prezentéw,

w tzw. horyzontalna wymiane genéw, w odroznieniu od dziedziczenia,
czyli pionowego przekazywania genomow. W naszych jelitach znajduje
sie okoto 1,5 kg bakterii z ponad 1000 gatunkdéw, inne znajduja sie

w innych naszych narzadach, plynach ustrojowych, na powierzchni
ciata. Ocenia sig, ze ludzkie komoérki stanowia jedynie 10% liczby
komoérek ciata cztowieka (ludzkich jest mniej wiecej 1013 na okolo 104
komérek, sktadajacych sie na nasze cialo). Substancje wytwarzane przez
symbiotyczne mikroorganizmy przewodu pokarmowego moga przenikaé
do krwiobiegu. Wsrdd nich pozyteczne to m.in. niektére witaminy,
antyoksydanty, czynniki zmniejszajace bodl i czynniki przeciwzapalne.

7 kolei szkodliwe bakterie mogg rozregulowywaé przemiane materii,
wytwarzaé toksyny, wplywaé¢ na funkcje immunologiczne.

Badaczy zainteresowaty blizej genomy symbiontéw, poniewaz wymieniaja
one substancje (a wiec informacje) z komérkami gospodarza, nie szkodzac
jego zyciu. Mozna by je nazwaé¢ zbiorczym, dodatkowym narzadem
czlowieka z odrebnym, zbiorczym genomem, ktéry w przyblizeniu niesie
co najmniej 100 razy wiecej genéow niz genom ludzki.

Naukowcy sporzadzili zatem mape tego drugiego genomu na podstawie
szczegotowej wiedzy o genomach wybranych 178 gatunkow bakterii
wchodzacych w sktad flory bakteryjnej czlowieka, pochodzacych

z przewodu pokarmowego, jamy ustnej, przewodéw moczowych,
oddechowych. Z tych danych wynika, ze genomy nawet blisko
spokrewnionych mikroorganizmoéw: réznice siegaja kilkudziesieciu
procent, podczas gdy, na przyktad, z myszami rézni nas tylko 10% gendw.

To dopiero poczatek zbierania danych — najblizszymi celami sa: zwiekszenie
liczby poszczegdlnych analizowanych genoméw bakteryjnych, zbadanie, jak
takie dane réznicuja sie w zaleznosci od geograficznego potozenia populacji,
a moze nawet pochodzenia etnicznego i, oczywiscie, u danego czlowieka

w zaleznosci od jego ptlci, wieku, stanu fizjologicznego i tak dalej.

Im lepiej poznajemy genomy poszczegdlnych gatunkdéw bakterii
towarzyszacych ludziom, tym tatwiej bedzie takze oceni¢ wplyw
roznorodnych czynnikéow na sktad flory bakteryjnej, takich jak dieta czy
zazywane leki. Mozna sobie takze wyobrazié¢, ze w przysztodci, wptywajac
na ten sktad, bedzie mozna leczy¢ rézne choroby. Mogtby on by¢ nawet
analitycznym znacznikiem zdrowia i choroby.

I pomysleé, ze opis pierwszego genomu bakteryjnego byt gazetowym
y,hewsem” na pierwszych stronach zaledwie 14 lat temu. ..

Magdalena FIKUS
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FIZYCZNE

Rys. 1. Podwdjny stozek do dodwiadczen
z dynamiki brylty sztywnej; k£ — kubek do
napojéw, p — piasek.

\Q w l

Rys. 2. Uktad do badania ruchu
podwdjnego stozka; w — podwdjny stozek,
I — listewka, b — ksiazka lub klocek.

Rys. 3. Bryta sztywna, preferujaca prawy
kierunek obrotu; { — listewka wystrugana
w ksztalcie t6deczki, m — nakladka

z poxiliny.

Ruch obrotowy bryly sztywnej, czesé¢ 11
Stanistaw BEDNAREK

Dzisiaj bedziemy kontynuowali doswiadczenia dotyczace ruchu obrotowego bryty
sztywnej. Do wykonania tych do$wiadczen powinnidmy przygotowaé nastepujace
przedmioty i materialy: plasteline, dwie cienkie listewki o dlugoéci okoto 70 cm,
kilka ksiazek lub klockow, dwa plastikowe, zwezajace si¢ kubki do napojéw,
piasek, klej szybkowiazacy, trzy podiuzne kawatki mickkiego drewna o rozmiarach
12 x 3 x 1,5 cm, no6z, pilnik do drewna, poxiline, troche farby emaliowej, dwa male
gwozdziki, mlotek i dwa kawaleczki cienkiej listewki o dlugosci okoto 1,5 cm.

Proponowane do$wiadczenia zapoznaja nas z niezwyklymi przypadkami ruchu bryty
sztywnej. Zeby przeprowadzi¢ pierwsze z nich, skleimy brzegami dwa plastikowe
kubki do napojéw wypelnione uprzednio piaskiem dla zwigkszenia masy (rysunek 1).
Otrzymany w ten sposéb podwdéjny stozek sciety kladziemy na réwni pochytej

o malym kacie nachylenia, zrobionej z dwéch listewek opartych o jednag ksiazke
lub klocek (rysunek 2). Listewki ustawimy rozbieznie ku gérze, a najwieksza
odleglo$¢ miedzy nimi powinna by¢ mniejsza od wysokosci podwojnego stozka.
Ktadziemy stozek na listewkach w dolnej czesci rowni, tak zeby nie dotykal stotu.
Co zauwazamy? Okazuje sie, ze bryla wtacza sie na gére réwni. Dlaczego tak sie
dzieje? W tym przypadku moment skladowej cigzaru bryly réwnolegtej do réwni
skierowany jest w strone rozbieznoéci listewek i wlasnie w tym kierunku toczy sie¢
bryta. Warto przy tym zauwazy¢, ze polozenie $rodka masy podwdjnego stozka
obniza si¢ w tym ruchu, a jego energia potencjalna ciezkosci maleje, ulegajac
zamianie na energie kinetyczna ruchu ztozonego. Toczenie si¢ pod gore jest wiec
tylko pozorne, a ztudzenie pochodzi stad, ze na wyzej polozone czedci réwni wtaczaja
si¢ fragmenty bryly o mniejszej $rednicy.

Ostatnia seri¢ doswiadczen mozemy wykonaé¢ na kilka sposobéw. Jezeli lubimy
majsterkowanie, mozemy z dwoch kawaltkéw drewna wystrugaé¢ nozem i wygtadzic
pilnikiem dwie identyczne, wydtuzone tdédeczki o zaokraglonych ksztattach,
przedstawionych na rysunku 3. Wymiary tédeczek powinny by¢ zblizone do
poczatkowych wymiaréw kawaltkéw drewna. Wygodnie jest najpierw sporzadzi¢
szablon i z jego pomoca narysowaé otdéwkiem ksztalty na drewnie, a pdzniej
przystapi¢ do obrobki. Lédeczki ktadziemy po kolei na plaskiej powierzchni
wypukloécia do dotu i wprawiamy w ruch obrotowy wokdl pionowej osi przez
pokrecenie palcami, najpierw w jedng strone, a po zatrzymaniu sie todeczki

w przeciwna. Stwierdzamy, ze t6deczki w obie strony obracaja sie tak samo.

Nastepnie na boczna powierzchnie jednej z t6deczek w poblizu jej konca
nakladamy (zgodnie z rysunkiem 3) niewielka ilo$¢ ugniecionej poxiliny.
Odczekujemy kilkanascie minut, az poxilina stwardnieje. Po tym wprawiamy
t6deczke w ruch obrotowy, tak jak poprzednio — najpierw w prawo, a potem
w lewo. Zauwazamy, ze w prawo todeczka obraca sie dosé dlugo, jak wczeéniej,
az do zatrzymania. Po zakreceniu w lewo tddeczka szybko przystaje, po czym
zaczyna kolysac¢ si¢ wzgledem podluznej osi. Nieoczekiwanie, bez naszego
dzialania, kolysania te zmieniaja sie na obrét w prawo, ktory juz bez
niespodzianek ulega powolnemu wyhamowaniu. Jak wyjasni¢ to niezwykle
zachowanie si¢ t6deczki?

Dokladne, ilo$ciowe wytlumaczenie ruchu tédeczki jest trudne, gdyz wymaga
rozwigzania uktadu réwnan rézniczkowych. Dlatego tez poprzestaniemy na opisie
jako$ciowym zachodzacych tu przemian energii. Asymetryczny rozklad masy
t6deczki sprawia, ze — wbhrew temu, co podpowiadajg nam nasze oczy — dwie osie,
wokot ktorych mozliwe sa regularnie powtarzalne oscylacje, nie leza w plaszczyznach
symetralnych tédeczki, natomiast wokot prostej prostopadlej do ptaszczyzny, na
ktorej ktadziemy todeczke, nie jest mozliwy jednostajny ruch obrotowy. Oznacza to,
ze w ogolnosci ruch 1édeczki bedzie bardzo zlozony, a w szczegdlnosci jej obracanie
w jedna strone bedzie napedzato oscylacje przéd-tyl, a w druga — wahania na boki.
Energia tych oscylacji pomniejsza energie ruchu obrotowego w ptaszczyznie stotu, co
powoduje widowiskowe odwrécenie kierunku rotacji t6deczki, poprzedzone silnym
kolysaniem si¢ na boki.
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Rys. 4. Bryla sztywna, preferujaca lewy
kierunek obrotu; { — listewka wystrugana
w ksztalcie t6deczki, m — nakladka

z poxiliny.

Rys. 5. Przyktad wykonania kamienia
celtyckiego; I — listewka wystrugana
w ksztalcie t6deczki, e — kawaleczek
listewki, g — gwozdzik.

Wykonana przez nas t6deczka nazywana jest kamieniem celtyckim (po angielsku
okreslanym takze nazwa rattleback lub celt). Nazwa pochodzi stad, ze zrobiony

z kamienia przedmiot o podobnym ksztalcie wykopali archeologowie, ktérzy
badali pozostalosci po kulturze Celtéow. Dlugo zastanawiali si¢, do czego mégl on
stuzy¢. Jeden z badaczy zaczat si¢ nim bawié¢, wprawiajac go w ruch obrotowy raz
w prawo, a raz w lewo. W ten sposéb przypadkowo odkryl niezwykle wlasciwosci
tego kamienia. Poprawny opis dynamiki tego przedmiotu zostal sformutowany
przez fizykéw zaledwie ¢wieré wieku temu. Do dzi§ doktadnie nie wiadomo, czy
Celtowie uzywali tego kamienia do celéw kultowych lub magicznych. Kamien celtycki
moze by¢ wykonany z dowolnego materialu, wazny jest odpowiedni, asymetryczny
rozktad masy. Jezeli nie lubimy majsterkowac, kamien celtycki mozemy kupié¢

w niektoérych sklepach internetowych albo wykonaé¢ wlasnorecznie, zginajac trzonek
niepotrzebnej aluminiowej tyzki lub ucinajac trzonek tyzki plastikowej.

Jezeli jednak sporzadzilismy kamienie celtyckie z drewna, drugiej t6deczki mozemy
uzy¢ do wykonania kamienia preferujacego lewy kierunek obrotéw. W tym celu
nalozymy na nig niewielka ilo$¢ poxiliny w miejscu zaznaczonym na rysunku 4.
Trzecia t6deczke mozemy wykorzysta¢ do pogladowego wytlumaczenia przyczyny
niezwyklych witasciwosci kamienia celtyckiego. W tym celu w poblizu jej koncéw
przybijemy malymi gwozdzikami dwa kawaleczki listewki, ktére postuzag nam do
tatwego uzyskania asymetrycznego rozkladu masy (rys. 5). Gwozdzikéw nie nalezy
whbija¢ do konca, zeby kawaleczki listewki mozna bylo obracaé. Ustawiajac obie
listewki réwnolegle do podtuznej osi symetrii 16deczki, spowodujemy, ze w obu
kierunkach bedzie ona obracala sie tak samo. Skrecajac natomiast jedna z listewek
w bok, spowodujemy, ze l6deczka bedzie preferowala kierunek obrotéw taki, jak
kierunek skrecenia. Jezeli oba kamienie celtyckie z nalozong poxilinag pomalujemy
rownomiernie farba, to miejsca nalozenia poxiliny beda trudne do zauwazenia.
Otrzymamy dwa identyczne na pierwszy rzut oka przedmioty, ktére beda sie
rézni¢ zachowaniem podczas ruchu obrotowego. Mozemy je wykorzystaé¢ do
zademonstrowania zadziwiajacej sztuczki, sugerujacej nasze magiczne umiejetnosci.
Warto tu dodaé, ze wiele popiséw wykonywanych przez cyrkowcow, magikow

i iluzjonistéw polega wtasnie na umiejetnym wykorzystaniu praw fizyki.

Wyniki XXVII Ogoélnopolskiego Sejmiku Matematykéw, Bystra, 10-13 VI 2010

Konkurs polega na przedstawieniu
opracowania jednego z tematéw
zaproponowanych przez Jury (wraz

z bibliografig) lub tematu wlasnego
oraz — w przypadku zakwalifikowania
si¢ do finalu — krétkim, publicznym
zreferowaniu tego opracowania.

W roku 2010/11 zaproponowane
przez Jury tematy to:

grafy Eulera,

kolorowanie wierzchotkéw wielo$cianu,
réwnania diofantyczne,

liczby zespolone w geometrii,

o czym méwi statystyka,

nieréwnosci miedzy Srednimi,

liczba e,

algorytmy grafowe.

Sejmiki organizuje Pracownia
Matematyki i Informatyki

Patacu Mlodziezy w Katowicach

we wspélpracy z Uniwersytetem Slqskim;
Www.spinor.edu.pl

Jury w skladzie: prof. dr hab. Maciej Sablik — przewodniczacy,

dr Marian Podhorodynski — zastepca przewodniczacego, dr Lech Bartlomiejczyk,
dr Tomasz Bielaczyc, dr Adrian Briickner, dr Wlodzimierz Fechner,

dr Zywilla Fechner, dr Erwin Kasparek, mgr Renata Kawa,

mgr Tomasz Kochanek, dr Michal Machura, dr hab. Janusz Morawiec,

dr Barbara Przebieracz, dr Malgorzata Serwecinska, dr Anna Szczerba-Zubek,
postanowito przyzna¢ nastepujace wyrdznienia:

I miejsce: Mateusz Wrébel z Publicznego LO nr 1 w Opolu za prace
Nieprawdopodobienstwo — czyli o tym, jak matematyk rzuca iglg;

IT miejsce: Sebastian Lisiewski z VIII LO w Katowicach za prace

Ku chwale nieréwnoéci,

IIT miejsca: Piotr Miska z IV LO w Sosnowcu za prace

O $rednich inaczey,

oraz

Tomasz Pawelec z Zespotu Szkél Ponadgimnazjalnych w Praszce za prace
Enigma oraz inne maszyny szyfrujgce.

W glosowaniu publicznoéci na najlepszag prezentacje

nauczyciele nagrodzili

Marzene Iskierke z VIII LO w Katowicach za przedstawienie pracy
Klasyczna kryptologia

oraz

Piotra Miske,

a uczniowie

Filipa Kosiora z III LO w Chorzowie za przedstawienie pracy
Stowa, stowa, liczby.
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Co robi¢ w pigtkowe wieczory?

To dobry moment na odprezenie po tygodniu pracy.
Pomysléw moze by¢ wiele. Na do$¢ ciekawy wpadt
kilkanascie lat temu Andre Geim (rosyjski fizyk

z holenderskim obywatelstwem, pracujacy obecnie

w Wielkiej Brytanii). Zachecil grupe wspoélpracownikéw
do doswiadczalnego sprawdzania szalonych pomystéw.
Tylko niektére przedsiewziecia okazalty sie realizowalne.
Opublikowanie wynikéw jednego z takich eksperymentow
przyniosto mu w 2000 roku nagrode. .. Ig Nobla

za demonstracje lewitacji zywej zaby w silnym

polu magnetycznym. Zaba do$wiadczenie przezyla,
unaoczniajac jednoczesnie diamagnetyzm wody, z ktérej
sie gléwnie skladala.

Cztery lata pdzniej, wraz z mlodszym kolega,
Konstantinem Novoselovem, réwniez Rosjaninem, udato
mu sie uzyska¢ pojedyncza warstwe grafitu. Konkurenci,
ktorzy uwazali, ze uzyskanie takiej stabilnej warstwy,
chociazby o mikroskopowych (obserwowalnych pod
mikroskopem optycznym) rozmiarach, jest niewykonalne,
tapali si¢ za glowy, gdy dotarto do nich, w jak prosty
sposob taka pojedyncza warstwe, czyli grafen, udato

sie uzyska¢ w ,piatkowy wieczér” [1]. Teoretycznie
wiadomo byto do$¢ duzo o tym, czego po grafenie mozna sie
spodziewaé, ale podawano w watpliwo$é¢ jego stabilnosé,
wobec istnienia fulerenéw i nanorurek weglowych, czyli
takich wlasnie warstw, ale tworzacych wielo$ciany lub
ruloniki zamiast plaskich skrawkéw. Wiele nieudanych
prob wykorzystujacych rézne wyrafinowane metody
skutecznie ostabilo wiare w mozliwos¢ uzyskania grafenu.

Okazalo sie, ze wystarczylo wielokrotne przyklejanie

i odrywanie tasmy klejacej (eksfoliacja) od wysepek
grafitu zatopionych w emulsji fotograficznej (uzywanej
w fotolitografii), a nastepnie jej rozpuszczenie. Skrawki
cienkich warstewek grafitu zostaly pdzZniej wychwycone
z rozpuszczalnika na pltytke krzemowa i oczyszczone,

a ich grubo$¢ zmierzona za pomoca metod optycznych

i mikroskopu skaningowego. Jak wida¢, doSwiadczenia
tego nie daloby sie wykonaé w przecietnie wyposazonej
kuchni, ale w wiekszoéci instytutéw zajmujacych sie
fizyka fazy skondensowanej — jak najbardziej. W dodatku
pomyst z eksfoliacja nie byt wcale oryginalny, tylko nikomu
nie udalto sie wezesniej go wykorzystaé we wlasciwy sposob.

Poczatkowo Geim i Novoselov mieli nad konkurentami
przewage i wykonali szereg pionierskich doswiadczen

z grafenem. Prace te zostaly docenione w tym roku
poprzez przyznanie autorom Nagrody Nobla z fizyki za
,brzelomowe doswiadczenia dotyczace dwuwymiarowego
materialu — grafenu”.

W wywiadzie, udzielonym redaktorowi naczelnemu
portalu nobelprize.org, Geim powiedzial, ze nie jest
typem naukowca pracujacego przez lata nad jednym
tematem. Wprost przeciwnie, zawsze zastanawia sig,

co jeszcze mozna by byto zrobié¢ za pomoca dostepnego
wyposazenia i z wykorzystaniem wlasnych kompetencji.
Nastepnie stwierdzil, ze najwazniejsza jest odwaga
podjecia sie czegos, co w dziewieédziesieciu dziewieciu
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przypadkach na sto zakonczy sie fiaskiem. Pierwsze
trzy lata pracy nad grafenem poréwnal do sytuacji
poszukiwaczy zlota z powiesci Londona, ktorzy po
przebyciu tancucha gér na Alasce staraja sie zaznaczy¢
jak najwiecej miejsc swoimi choragiewkami.

Novoselov, ktory jest jednym z najmtodszych laureatéw,
w analogicznym wywiadzie wypowiedzial sie podobnie.
Pytany o intensywnosé konkurencji w tej dziedzinie
stwierdzil, ze juz planuje zajac si¢ czyms$ innym niz grafen
i ma nawet kilka pomystéw, czym.

Ten ,zlotonosny teren” rzeczywiscie staje sie coraz
bardziej zatloczony, ale trudno si¢ temu dziwié¢. Wlasnosci
grafenu sa naprawde niesamowite. Jest najlepszym
znanym przewodnikiem elektrycznosci, z nosnikami pradu
poruszajacymi sie z predkos$ciami relatywistycznymi, oraz
najlepszym przewodnikiem ciepla. Jest on najbardziej
wytrzymaty. W hamaku z grafenu mozna by bylo umiesci¢
Spiacego kota. A sam hamak wazylby tyle, co jeden

was tego kota. Nie jest to wylacznie do$wiadczenie
myslowe, bo najwigksza ptachta grafenu miata okolo
polowy metra kwadratowego. Jednoczesnie grafen jest
nieprawdopodobnie lekki (liczba Avogadro to duuuza
liczba), przezroczysty, a jednoczesnie nieprzepuszczalny
nawet dla helu. W zesztym roku w grafenie udato

sie wreszcie wykaza¢ wystepowanie utamkowego

efektu Halla (ktéry mozna rozumieé jako przeplyw
utamkowych ladunkéw) i to do rekordowo wysokiej
temperatury 20 K (poprzednio efekt ten, zwiazany

z dwuwymiarowo$cig badanego systemu, obserwowano

w bardzo niskich temperaturach w powierzchniach styku
dwoch cial statych).

Liczba zastosowan grafenu do badan podstawowych oraz
potencjalnych zastosowan praktycznych jest bardzo dtuga
i na pewno nadal niepetna. Material ten jest ekstremalnie
cienki, przy tym ekstremalnie mocny i rozciagliwy. Jest
wspanialym laboratorium podstaw mechaniki kwantowe;j
i nadzieja elektroniki, materiatoznawstwa, chemii itd.
Wykazano juz, ze z grafenu mozna zrobi¢ tranzystor.
Jezeli uda si¢ elektronike przenie$é z krzemu w grafen, to
bedziemy mieli kolejna faze miniaturyzacji. Grafen moze
postuzy¢ do budowy gietkich wyswietlaczy, superlekkich
superwytrzymatych materialéw, fotoogniw, detektoréw
zdolnych reagowac na pojedyncze czasteczki i wielu innych
urzadzen, o ktorych zaréwno mamy, jak i nie mamy
jeszcze pojecia.

Andre Geim jest jedynym laureatem obu nagréd:

Ig i Nobla. Warto przypomnieé¢ dewize przeSmiewczego
wyrdznienia przyznawanego za ,nieprawdopodobne
badania”, ktore ,najpierw $miesza, a pdzniej zmuszaja
do myslenia”.

A tak przy okazji: co Ty planujesz na piatek wieczor?

Piotr ZALEWSKI

[1] K.S. Novoselov, A.K. Geim, S.V. Morozov, D. Jiang, Y. Zhang,
S.V.Dubonos, I.V. Grigorieva, A.A. Firsov,
Electric Field Effect in Atomically Thin Carbon Films,
Science 306 (2004) 666—669, wraz z materialami dodatkowymi:
http://www.sciencemag.org/cgi/data/306/5696/666/DC1/1
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Od poczatku istnienia Stowarzyszenia na rzecz Edukacji Matematycznej

jego czlonkowie aktywnie angazuja sie w rézne projekty, ktérych celem

jest rozwijanie zainteresowan naukami Scistymi wéréd mlodziezy. Jednym

z takich dziatan byl program Mazowieckie Talenty prowadzony w latach
2008-2010 przez Mazowieckie Samorzadowe Centrum Doskonalenia Nauczycieli,
skierowany do uzdolnionej matematycznie mlodziezy szkot pozawarszawskich.
Idea tej inicjatywy bylo wyszukiwanie uczniéow szczegdlnie zainteresowanych
matematyka, nastepnie wspomaganie ich rozwoju i promowanie osiggniec.

W ramach wspélpracy z programem Mazowieckie Talenty nauczyciele
akademiccy, migdzy innymi z Wydzialu Matematyki i Nauk Informacyjnych
Politechniki Warszawskiej oraz Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki
Uniwersytetu Warszawskiego, prowadzili zajecia popularyzujace matematyke

w szesciu osrodkach wojewddztwa mazowieckiego: w Minsku Mazowieckim,
Radomiu, Ciechanowie, Ostrotece, Siedlcach i Plocku. Wéréd wykladowcow
zaangazowanych w projekt duza grupe stanowili cztonkowie Stowarzyszenia.

Najlepsi mtodzi uczestnicy projektu zostali objeci opieka on-line przez nauczycieli
akademickich. Uczniowie ci rozwiazywali zadania i réznego rodzaju problemy
matematyczne wysylane droga elektroniczna przez opiekunéw, korzystajac

z mozliwosci zadawania pytan i uzyskiwania wskazowek. Niektorzy z uczestnikow
przygotowywali prezentacje interesujacych zagadnien matematycznych, ktore
byty nastepnie przedstawiane podczas spotkan inaugurujacych kolejne semestry
programu czy tez na Kongresie Mlodych Matematykow w Krakowie.

Rozwiazania ciekawych i czesto nietatwych zadan opracowane przez uczestnikéw
Mazowieckich Talentéw byly niejednokrotnie bardzo pomystowe. Oto przyktad
takiego zadania z pigknym rozwigzaniem zaproponowanym przez jednego

z uczestnikéw programu.

Zadanie. Na bokach trdjkgta ABC' zbudowano prostokqty ABB1 Ay, BCCyBs
oraz CAA3Cy (rys. 1). Wykazad, ze symetralne odcinkéw Ay As, B1 By i C1Cy
przecinajg sie w jednym punkcie.

Zadanie to pochodzi z drugiego etapu konkursu Bundeswettbewerb Mathematik
z roku 1996. Idea ponizszego rozwiazania bazuje na nastepujacym wniosku
z trygonometrycznej wersji Twierdzenia Cevy.

Fakt. Punkt A; lezy na boku BC tréjkata ABC, punkt By na AC i punkt Cy
na AB, przy czym zaden z tych punktéw nie jest wierzchotkiem tego trdjkata.
Prosta k jest obrazem prostej AA; w symetrii wzgledem dwusiecznej kata A,
prosta [ jest obrazem prostej BB; w symetrii wzgledem dwusiecznej kata B oraz
prosta m jest obrazem prostej CCy wzgledem dwusiecznej kata C.

Proste AAy, BBy i CCy przecinajg sie w jednym punkcie wtedy i tylko wtedy, gdy
proste k, I, m przecinajg sie w jednym punkcie.

Rozwigzanie zadania. Niech Az bedzie punktem przeciecia symetralnych odcinkéw
AA; i AAs. Analogicznie definiujemy punkty Bs i C3. Zauwazmy, ze tréjkaty ABC
i A3B3Cj5 sa jednokladne, co oznacza, ze proste AAs, BBs i C'C5 przecinaja sie
w jednym punkcie. Ponadto punkty As, Bs i C3 leza odpowiednio na symetralnych
odcinkow Aj Ay, B1Bs i C1C5. Oznaczmy przez E Srodek odcinka AAs, przez

F $rodek odcinka AA; oraz przez Ay $rodek odcinka AqAs (rys. 2). Pokazemy,
ze symetralna odcinka A A, jest obrazem prostej AAs w symetrii wzgledem
dwusiecznej kata As. W tym celu wystarczy wykazaé, ze < FAsA = S FA3A,.
Widzimy, ze < FA3Ay = SEFA oraz S EFA = XFEA3A, gdyz na czworokacie
AF As E mozna opisac¢ okrag. Analogicznie pokazujemy, ze symetralna odcinka By B
jest obrazem prostej BB3 w symetrii wzgledem dwusiecznej kata Bs oraz ze
symetralna odcinka C1Csy jest obrazem prostej CCs w symetrii wzgledem
dwusiecznej kata Bs. Stosujac Fakt, konczymy rozwiazanie tego zadania.

Krzysztof CHEEMINSKI
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Informatyczny kacik olimpijski (36): Zagadka

W tym kaciku przyjrzymy sie¢ zadaniu Zagadka, ktére pojawito sie na
tegorocznych Potyczkach Algorytmicznych.

Rozwazamy pewne panstwo podzielone na k wojewddztw i zawierajace n miast.
W tym panstwie jest m drég, z ktérych kazda taczy jaka$ pare miast. Naszym
zadaniem jest tak wybraé stolice wojewodztw, aby kazde wojewddztwo miato
doktadnie jedna stolice (bedaca jednym z miast tegoz wojewddztwa), a kazda

z drég miala jaka$ stolice na co najmniej jednym swym koncu. Wiadomo, ze
kazda droga laczy dwa rézne miasta, kazde wojewddztwo zawiera co najmniej
jedno miasto, a kazde miasto nalezy do dokladnie jednego wojewddztwa.

Przede wszystkim zauwazmy, ze powyzsze wymagania ograniczajace mozliwosci
wyboru stolic mozemy zamieni¢ na zestaw zdan logicznych. Dla kazdego miasta i
wprowadzmy zmienna logiczng S; oznaczajaca, czy dane miasto jest stolica
swojego wojewodztwa. Wowcezas droge laczaca miasta a i b mozemy rozumie¢ jako
alternatywe S, V Sp. Wojewddztwo interpretujemy natomiast jako zbiér alternatyw

postaci =S, V .5, dla kazdej pary réznych miast a, b z tego wojewodztwa.

W ten sposéb sprowadziliémy zadanie do wybrania

dla kazdego miasta i wartosci zmiennej logicznej S;,
tak aby zachodzily wszystkie wymienione wyzej
alternatywy. (Jezeli znajdziemy rozwiazanie, w ktérym
pewne wojewddztwo nie ma zadnej stolicy, to w takim
przypadku mozemy dowolne jego miasto uznaé za jego
stolice 1 nie zepsuje to znalezionego rozwiazania.) Jest
to klasyczny problem 2-SAT, dla ktorego znany jest
liniowy (dokladniej: liniowo zalezny od liczby zmiennych
i liczby alternatyw) algorytm. W przypadku naszego
zadania oznacza to rozwiazanie w czasie O(n? + m).
Nie jest to jeszcze wynik satysfakcjonujacy. Aby

go poprawi¢, zaglebimy sie¢ w dziatanie algorytmu
rozwiazujacego problem 2-SAT, po czym sprobujemy
go przyspieszy¢ dla tego konkretnego zadania.

Zauwazmy, ze kazda alternatywe x V y mozemy
zamieni¢ na dwie implikacje: -z — y oraz -y — x.
Zbudujemy zatem graf, ktorego wierzchotkami

sa S; oraz —.5; dla wszystkich i, a krawedziami —
implikacje powstale ze wszystkich naszych alternatyw.
Chcemy dla kazdego miasta ¢ wybra¢ dokladnie jeden
z dwbch odpowiadajacych mu wierzchotkéw i uznaé

za prawdziwy, pamietajac przy tym o implikacjach.
Nietrudno spostrzec, ze w kazdej silnie spojnej
skladowej takiego grafu wszystkie wierzchotki maja taka
sama wartos$¢ logiczna. Jesli utozsamimy wierzchotki
nalezace do tych samych silnie spéjnych sktadowych,
otrzymujemy tzw. graf silnie spéjnych sktadowych,

w ktorym nie ma juz cykli. Ten graf sortujemy
topologicznie. Rozpatrujemy kolejno te silnie spéjne
sktadowe, z ktorych wychodza krawedzie tylko do juz
rozpatrzonych. Zauwazmy, ze je$li z i y sa w tej samej
silnie spdjnej sktadowej, to -~z i -y takze, gdyz jesli

z x mozna dojs$¢ krawedziami do y, to z -y mozna
analogicznie doj$¢ do —x, podobnie jesli mozna dojsé¢

z y do x, to mozna z - do —y (wynika to ze sposobu
konstrukeji krawedzi z alternatyw). W takim razie,
podczas rozpatrywania kolejnych sktadowych, jesli
napotykamy taka, ktorej komplementarna nie zostata
jeszcze rozpatrzona, ustalamy, ze wszystkie wierzchotki
tej sktadowej beda prawdziwe, a komplementarnej —
falszywe. W ten sposéb dla kazdej pary literatow x, —x
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zdecydujemy, ktory z nich jest prawdziwy, a wszystkie
implikacje, a wiec takze alternatywy, beda spelnione
(dlaczego?). Jedynym przypadkiem, gdy ta metoda

nie dziala, jest sytuacja, gdy dla pewnego x, z i —x leza
w jednej silnie spéjnej sktadowej. W takim przypadku
w ogdle nie istnieje zadne rozwiazanie, gdyz implikacje
S sprzeczne.

Widzimy, ze gléwny koszt czasowy algorytmu jest
generowany przez znajdowanie silnie spéjnych
sktadowych i grafu tychze oraz przez sortowanie
topologiczne tego grafu. Wszystkie te operacje

w standardowy sposéb wykonujemy za pomoca

dwéch przeszukiwan w glab (DFS). Koszt jednego
takiego przeszukiwania to O(V + E), gdzie V' to

liczba wierzchotkow, a E — liczba krawedzi grafu.

V' jest w naszym przypadku rowne 2n, a wiec
akceptowalne. Problemem jest E = O(n? + m). Krawedzie
odpowiadajace niewygodnemu sktadnikowi O(n?) sa
jednak rozmieszczone regularnie wewnatrz poszczegdlnych
wojewodztw. Mozemy zatem pamietaé dla kazdego
wierzchotka jedynie jego ,normalnych” sasiadow,
natomiast krawedzie wynikajace z przynaleznoéci do
wojewodztwa wyznaczaé¢ na biezaco, w razie potrzeby.
Bedac w dowolnym wierzchotku, mozemy pdjsé

w przeszukiwaniu grafu dowolna krawedzia z jego listy
krawedzi lub tez krawedzia z listy krawedzi wojewddztwa.
Co do tych ostatnich, to jedli zuzywamy krawedz
swojewodzka” z S, do =S, mozemy spokojnie zalozy¢,
ze krawedzie ,wojewddzkie” z S, do .5, dla wszystkich ¢
sg juz niepotrzebne, i o nich zapomnieé. Jest tak, gdyz
wierzchotek =S5, odwiedzamy raz, idac z S,, a wszystkie
pozostale krawedzie do niego prowadzace juz nam

nie postuza w przeszukiwaniu. Jesli rozmiar wojewddztwa
to w, to zamiast O(w?) krawedzi dla tego wojewddztwa
pamietamy tylko O(w) koncéw tych krawedzi i kazdy
koniec wykorzystujemy dokladnie raz, przy pierwszej
nadarzajacej sie okazji.

W ten sposéb wykonujemy przeszukiwanie DF'S
w rozwazanym grafie w czasie O(n 4+ m). Cale rozwiazanie
ma zlozono$é czasowa i pamieciowa O(n +m + k).

Tomasz KULCZYNSKI



Klub 44 Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesigca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Oceng¢ mnozymy przez wspotczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwdch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html

Zadania z matematyki nr 611, 612

Redaguje Marcin E. KUCZMA
' - 4 4 611. Diagram przedstawia poczatkowe wiersze nieskonczonej tabeli trojkatne;j.
[

Termin nadsylania rozwigzan: 28 IT 2011

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M . . . . . . .
po uwzglednieniu ocen rozwigzar zadai Skrajnymi elementami kolejnych wierszy sa kolejne liczby naturalne. Ponadto

599 (WT = 1,09) i 600 (WT =2,83) obowiazuje reguta: jesli liczby b, ¢ sa sasiednimi elementami dowolnego wiersza,

z numeru 4/2010 nad nimi znajduje si¢ liczba a, pod nimi za$ liczba d, to a +d = b+ ¢ + 2.

Marek Spychala Wolczyn 45,14  Udowodni¢, ze dla kazdej liczby catkowitej k > 2 istnieje nieskonczenie wiele

Franciszek S. Sikorski Warszawa 42,35 : 7 . . : : :

Piots T > Olsatyn 40,16 liczb, z ktérych kazda wystepuje w tej tabeli doktadnie k razy.

Janusz Olszewski Warszawa 38,19 12. F : . :

’ . Funk :R—=R na wzorem

Michal Kieza Warszawa 36,46 6 unkeja f ‘]eSt dana wzore

Bartlomiej Dyda  Wroclaw 35,77 f(z) = sin® z + cos® ax
Po rocznym przestoju — wreszcie nowa (dla pewnej stalej rzeczywistej a). Dowiesé, ze jezeli f jest funkcja okresowa, to
posta¢ w matematycznym Klubie 44 . liczb .
(nr 112): Marek Spychala. Witamy! a JeSt 1CzZbg Wymlerng.

Zadanie 612 zaproponowal pan Witold Bednarek z Y.odzi.

Zadania z fizyki nr 508, 509
Redaguje Jerzy B. BROJAN

508. Rurka sklada si¢ z pieciu pionowych segmentow
wysokosci h = 1 m i jednego segmentu dtuzszego
(rysunek). Jesli poczatkowo rurka nie zawierata wody,
to do jakiej wysokosci nalezy jej nala¢ do dhuzszego
segmentu, zeby zaczeta wycieka¢ drugim koncem?
Srednica rurki jest znacznie mniejsza od h, ale na tyle
duza, ze przepltyw wody i przeplyw powietrza moga
w niej zachodzi¢ niezaleznie. Temperatura powietrza
w rurce si¢ nie zmienia, a cisnienie atmosferyczne
wynosi po = 10° Pa.

Termin nadsylania rozwigzan: 28 II 2011

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
498 (WT =1,77) i 499 (WT = 1,86) .. A
2 numeru 5/2010 509. W zjawisku Comptona obserwuje si¢

promieniowanie rentgenowskie rozproszone na

Michal Kozlik Gliwice 44.97
Jacek Piotrowski Rueszéw 35,92 swobodnych elektronach, przy czym zwykle zaktada NN
. . . ’ = . . . ) ) /r-\\
Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 30,57 sje, ze poczatkowo elektrony byly nieruchome.
Jerzy Witkowski Radlin 3054 pryyimijmy, ze rozproszenie nastepuje na elektronach
Dariusz Wilk Rueszow 26,57 YJuLjmy, p Py .
Andrzej Idzik Bolestawiec 24,35 W atomach wodoru, bedacych poczatkowo w stanie
Tomasz Wietecha Tarnéw 23,18 podstawowym. Ile wynosi poszerzenie zakresu dhugosci A

Numerem Pana Kozlika w Klubie 44 F  fali promieniowania rozproszonego wstecz (6 = 180°),

bedzie 2°. wynikajace z ruchu elektronéw? Wystarczy wynik
przyblizony oparty na modelu Bohra, dla dtugosci fali
promieniowania padajacego réwnej A\g = 0,1 nm. o\
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Rozwigzanie zadania F 777.
Wktad w oswietlenie ekranu wnosi samo

zrédlo swiatla i jego trzy obrazy pozorne:

cos aq
E:J( +

&

cos ag
2
I

cos g
2
5

COS (¢4
+ = 4),
l4

gdzie l1,12,13,14 to odlegtosci zrédla

$wiatla S i jego obrazéw do punktu A
ekranu, a wartosci katéw padania
a1, g, ag, oy wynikajg z konstrukeji

obrazéw.
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Patrz w niebo: Jeszcze o wodzie na Marsie

Wtlasciwie chyba nikt juz nie ma watpliwosci, ze woda na Marsie jest, poniewaz
od lat widzi si¢ $lady jej tam bytnosci, a nie ma jedynie pelnej zgody co do tego,
gdzie ona teraz sie znajduje. Zadziwiajace jest przy tym, ile mozna dowiedzie¢
sie o tej wodzie na podstawie zdalnych obserwacji za pomoca bezzatogowych
urzadzen. Szczegdlnie zastuzyly sie tu dwa bliZzniacze taziki: Opportunity i Spirit,
znajdujac w poblizu krateru Endurance przedziwne formacje geologiczne.

Na przyktad, na tagodnie pochylonych zboczach krateru widzimy liczne ptyty
(niektére w przyblizeniu prostokatne), a struktura i barwa tworzacych je

warstw (widocznych na krawedziach) swiadcza wprawdzie o réznym skladzie
chemicznym, ale o wspolnym powstawaniu w wodzie — tak twierdza eksperci.
Niestety, nikt nie dysponuje jeszcze pomiarem absolutnego wieku tych ptyt,
przez co wszelkie jego oceny moga by¢, jak dotad, jedynie spekulacja. W innym
miejscu, przeciwnie, ostre skaly stercza pionowymi rzedami, tworzac jakby
odporne na erozje brzegi dla ptynacej kiedy$ miedzy nimi rzeki.

Obserwacje spektroskopowe wykazaly jeszcze gdzie indziej (w kraterze Gusiewa)
obecnos¢ hematytu, mineratu bogatego w zelazo. Wiadomo, ze na Ziemi brytki
hematytu czesto spotyka sie w rzekach, a co do hematytu marsyjskiego, to

nie wiadomo, jak te brylki powstaly, jednak ich wyglad z bliska wykazuje
wyrazne Slady erozji wodnej. Moze w przesztosci krater Gusiewa byl jeziorem?

Zwrbémy uwage, ze pierwsze argumenty za obecnoscia wody na Marsie pojawilty
sie, gdy nad Marsem zaczely krazy¢ sondy badawcze. Wtedy na powierzchni
planety zarejestrowano wielkie obiekty podobne do ziemskich rozlewisk,
wyschnietych koryt rzecznych, warstw osadéw naniesionych przez plynaca wode
itp. Laziki, ktére pojawily sie¢ na Marsie, maja, oczywiscie, mozliwos¢ obserwacji
mniejszych obszaréw terenu, za to o wiele bardziej szczegdétowo, sa bowiem tam
»ha miejscu”. Jeszcze bardziej szczegélowo (bo elastycznie”) bedzie mdgt badaé
grunt Marsa czlowiek, jezeli tylko dostanie si¢ do marsyjskich zasobéw wody.
Bez tego niewiele bedzie w stanie tam zdziala¢. Dlatego wszelkie informacje
o rozktadzie wody w skorupie Marsa sa ciagle cenne.

Tomasz KWAST

Grudzien

W grudniowe wieczory widzimy w calej okazalosci Pegaza z Andromeda, dwa
gwiazdozbiory powiazane zaréwno w greckiej mitologii, jak i na niebie, i to tak
Scisle, ze jedna z gwiazd Kwadratu Pegaza jest formalnie alfag Andromedy. Droga
Mleczna wieczorem ciagnie sie od wschodu do zachodu, a w jej potowie widzimy
Kasjopeje. Nie wypada ogladaé¢ grudniowego nieba, nie spojrzawszy na najdalszy
obiekt widoczny nieuzbrojonym okiem, galaktyke M31 w Andromedzie.

Prawde moéwiac, przez lornetke nie zobaczymy w M31 nic okazalego, a jedynie
zobaczymy ja wyrazniej — tak jest z galaktykami. Do ogladania ich budowy,
nieraz bardzo wymy$lnej, potrzebny jest astrograf. Za to w Drodze Mlecznej
mozna zawsze dostrzec przez lornetke duzo obecnych w niej skupisk gwiazd,

tj. gromad otwartych. Nie przeszkadza to, ze poza Droga Mleczna, na wschodzie
w Byku, mozna juz obserwowaé okazala gromade Hiad.

Merkury 1 XII znajdzie si¢ najdalej od Stonca i mozna prébowaé zobaczy¢ go
zaraz po zachodzie Stonca. Wenus widoczna przed wschodem Stonca (w Wadze)
4 XII osiaga najwigksza jasnos¢é. Mars jest w Strzelcu, czyli za blisko Stonca i go
nie widaé¢. Jowisz jest w Rybach i wida¢ go w pierwszej polowie nocy, a Saturn
jest w Pannie i wschodzi dopiero po polnocy. Now Ksiezyca wypada 5 XII,
a pelnia 21 XII — wtedy nastapi catkowite za¢mienie Ksiezyca, ale maksymalna
faza bedzie juz za dnia. Z przewidywalnych rojéw meteoréw mozna oczekiwac
dwdéch dosé obfitych: Geminidéw okoto 12 XII i Ursydéw okolo 22 XII. Wreszcie
22 XII nastapi przesilenie zimowe, czyli zacznie sie astronomiczna zima; oby
nie tak ostra jak rok temu. Szcze$liwego Nowego Roku!

T. K.
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Nie definiujemy formalnie ciagtodci
i nie uzasadniamy jej dla rozwazanych
funkcji, pozostajemy przy intuicjach.
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Rys. 1.

Réznica funkcji ciaglych jest funkcja
ciagla.
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Rys. 2. Wykresy funkcji cigglych fig
o takich koncach muszg sie przecigc.

f przyjmuje tylko wartosci catkowite,
wiec nie jest funkcja ciagta!

Rys. 3. Jesli Ak = Al, to zadanie jest
rozwigzane.

Joanna JASZUNSKA

Funkcja f, okreslona na pewnym przedziale i przyjmujaca wartosci rzeczywiste,
jest ciggla, jesli jej wykres mozna narysowaé bez odrywania otéwka od kartki.

Wiasno$¢ Darboux orzeka, ze jesli wartosci funkcji cigglej na koricach pewnego
przedzialu sq rézne, to funkcja ta musi przyjmowacé w rozwazanym przedziale
wszystkie wartosci posrednie. Scislej, jesli dla funkcji ciaglej f: [a,b] — R zachodzi,
na przyklad, f(a) > f(b) (rys. 1), to dla dowolnej liczby rzeczywistej d, takiej ze
f(a) = d > f(b), istnieje taki argument ¢ € [a,b], ze f(c) = d.

Zobaczmy kilka zastosowan wtasnosci Darboux w problemach geometrycznych.
1. Dane sa funkcje ciagle f,g:[a,b] — R, przy czym f(a) > g(a) oraz f(b) < g(b).
Uzasadnij, ze w przedziale [a, b] istnieje taki punkt ¢, ze f(c) = g(c) (rys. 2).

2. Czy dla kazdego n istnieje ostrostup prawidlowy n-katny o polu P podstawy
rownym polu P’ $ciany bocznej?

3. W oazach na pustyni (plaszczyznie) jest tysiac studni (punktéw). Czy istnieje
taka prosta, ze 500 studni jest po jednej jej stronie, a pozostale po drugiej?

4. Wewnatrz wielokata znajduje sie punkt A. Wykaz, ze mozna znalez¢ dwie proste
réwnolegle, styczne do wielokata (tzn. majace punkty wspélne z brzegiem wielokata,
ale nie z jego wnetrzem), ktére sa jednakowo odlegle od punktu A.

Rozwigzania

R1. Zdefiniujmy funkcje h: [a,b] — R wzorem h = f — g. Wtedy h(a) > 0 > h(b),
wiec z wlasnosdei Darboux istnieje takie ¢ € [a, b], ze h(c) =0, czyli f(c) = g(c). O

R2. Tak. Dla ustalonej podstawy rozwazmy ostrostup o tak matej wysokosci hq,
by $ciany boczne niemalze lezaly na podstawie. Wtedy P’ ~ % < P. Gdy ro$nie
wysoko$¢ h ostrostupa, rosna tez wysokosci $cian bocznych, a co za tym idzie —
ich pola, pole P’ jest wtedy ciagla funkcja zmiennej h. Dla odpowiednio duzej
wysokosci he mamy P’ > P, wiec z wlasnoséci Darboux dla pewnej wysokosci
ostrostupa pomiedzy hy a hy zachodzi P’ = P. O

R3. Tak. Rozwazmy wszystkie proste przechodzace przez co najmniej dwie studnie.
WezZmy prosta m, ktéra nie jest rownolegta do zadnej z nich i wszystkie studnie sa po
jednej jej stronie (jest nieskoniczenie wiele takich m). Przesuwajmy m réwnolegle,
niech m,, oznacza jej polozenie po przesunieciu o . Istnieje tak duze u, ze wszystkie
studnie sg pomiedzy réwnolegltymi prostymi m i my,.

Niech f(x) oznacza liczbe studni po ustalonej stronie prostej m,, tak by f(0) =0
i f(u) = 1000. Na zadnej prostej m, nie lezy wiecej niz jedna studnia, bo tak
wybrano kierunek m. Zatem wraz ze zmiana x od 0 do u prosta m, ,przekracza”
studnie pojedynczo, czyli f(z) przyjmuje kolejno wszystkie wartosci od 0 do 1000.
Istnieje wiec takie ¢, ze f(c) = 500 i na prostej m. nie lezy zadna studnia. O

R4. Wybierzmy pewna potprosta m o poczatku w A i poprowadzmy dwie
prostopadle do niej styczne do danego wielokata, k (przecinajaca m) oraz I (rys. 3).
Niech As oznacza odleglo$¢ punktu A od prostej s. Zalézmy, ze Ak > Al.
Obracajmy pélprosta m i dla kazdego jej polozenia m,, (po obrocie o kat «)
rozwazmy pare odpowiadajacych jej stycznych do wielokata, k,, 11, (rys. 4). Funkcje
Ak, 1 Al, zmiennej « sa ciagle, kigge = [, 1500 = k 1 z zalozenia Akigge < Alygge.
Skoro Ak > Al oraz Akigge < Alyspe, to z zadania 1 istnieje taki kat ¢ € [0°,180°],
dla ktérego Ak, = Al,, co konczy dowéd. O

Zadania domowe

5. Czy dwie krawedzie boczne ostrostupa prawidlowego pieciokatnego moga by¢
prostopadie?

6. Udowodnij, ze dla dowolnej figury ograniczonej o polu 1 istnieje nieskonczenie
wiele prostych, ktére dziela ja na dwie czeéci o réwnych polach.

7. Wykaz, ze dla dowolnego wielokata istnieja cztery styczne, tworzace kwadrat.

Wigcej o wlasnosci Darboux mozna przeczytaé w artykule Witolda Bednarka w Delcie 10/2009.
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