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*Instytut Informatyki,
Uniwersytet Warszawski

Rownania na stowach
Wojciech PLANDOWSKI*

Aby méwié o réwnaniach na stowach, trzeba zacza¢ od definicji stowa.

W jezyku potocznym stowem jest ciag liter, ktéremu przypisane jest
pewne znaczenie. Stowem jest wiec ,pociag”, ,wieza”, ,samochdd”.

W matematyce stowem okresla sie dowolny ciag liter, np. ,abaab”.
Roéwnaniem na stowach nazywamy rownanie, w ktérym po obu stronach
wystepuja stowa sktadajace si¢ z liter. Litery dziela sie¢ na stale i niewiadome.
My bedziemy oznaczaé¢ niewiadome wielkimi literami, state zas malymi
literami. Réwnaniem na stowach jest, na przyktad, XabY = Yba X,

w ktérym niewiadomymi sa X 1Y, stalymi zas$ a i b. Rozwigzaniem
rOwnania jest takie podstawienie stow za niewiadome, aby po wstawieniu
ich do réwnania po obu stronach otrzymaé to samo stowo. Rozwiazaniem
réwnania XabY = YbaX jest, na przyktad, X = bab, Y = babab, bo wtedy
XabY = bababbabab = YbaX.

W tym artykule powiemy, jak rozwiazywaé najprostsze nietrywialne
rownania na slowach. Okazuje sie, ze nie jest to zadanie proste i wymaga
udowodnienia kilku lematéw dotyczacych wlasnosci stow. Réwnania
najprostsze to, jak mozna si¢ spodziewaé, réwnania z jedng niewiadoma.

Do tej pory jednak nie wszystko wiadomo o takich réwnaniach. Na przyktad
nie wiadomo, ile rozwiazan moze mie¢ takie rownanie. Sa przyklady

rownan majacych 0, 1, 2 lub nieskonczenie wiele rozwiazan. Nie wiadomo,
czy rOwnanie takie moze mie¢ dokladnie trzy rozwiazania. Musimy

wiec jeszcze bardziej uprosci¢ zadanie: ograniczymy liczbe wystapien
niewiadomej w réwnaniu.

Jesli niewiadoma wystepuje dokladnie raz, to sprawa jest prosta. Wtedy
rownanie jest postaci uXv = w, przy czym u, v, w to stowa niezawierajace
niewiadomej. Réwnanie takie moze mie¢ zero rozwiazan lub jedno rozwiazanie.
Roéwnanie aXa = a ma zero rozwiazan, poniewaz bez wzgledu na to, co
podstawimy pod X, po lewej stronie bedzie stowo dtuzsze niz po prawe;j.
Réwnanie X = a ma jedno rozwiazanie. Réwnanie uXv = w nie moze mieé
wiecej niz jedno rozwiazanie, bo jesli ma jakiekolwiek, to w musi si¢ zaczynac
od u i konczy¢ na v, a zatem w = uzxv dla pewnego . Wtedy X = x jest
jedynym rozwiazaniem.

Przyjrzyjmy si¢ teraz rownaniom z dwoma wystapieniami niewiadomej X. Sa
one albo postaci uXvXw = z, albo uXv = v/ X', gdzie u, v, w, z, v/, v' sa
stowami niezawierajacymi niewiadomej. Rozwazmy najpierw pierwsze z réwnan.
Aby miato ono rozwiazanie, z musi sie¢ zaczynaé¢ od u i konczyé¢ na w. Wtedy
z = uz'w, a wigc XvX = 2/. Przypu$émy, ze X = z jest rozwigzaniem tego
rownania. Wtedy zvz = 2’. Dlugo$é slowa po lewej stronie musi by¢ taka
sama jak dlugo$¢ stowa po prawej stronie. Jesli dlugosé slowa u oznaczymy
przez |ul, to 2 - |z| + |v| = |zvx| = |7/|. Stad |z| = (]2’| — |v|)/2. Dlugosc¢
rozwigzania x jest wiec jednoznacznie wyznaczona przez dlugosci 2’ i v. Ale

2’ musi sie zaczynaé od z. Jest tylko jedno slowo okredlonej dtugodci, ktére
zaczyna ustalone stowo, np. stowem dlugosci 2 zaczynajacym stowo abaab

jest ab. Stad jest tylko jeden kandydat na rozwiazanie. Albo ten kandydat jest
rozwiazaniem, albo nie. Stad rownanie uXvXw = z ma albo zero rozwiazan,
albo jedno rozwiazanie.

Rozwazmy teraz drugie réwnanie, tj. uXv = v/ Xv'. Zalézmy najpierw,

ze u=u'. Wtedy albo v = v’ i kazde slowo jest rozwigzaniem réwnania,
albo v # v’ 1 wtedy réwnanie nie ma rozwiazan. Zalézmy teraz, ze u # u'.
Witedy, jesli réwnanie ma rozwiazanie, to albo u’ jest poczatkiem u, albo

u jest poczatkiem u’. Podobnie albo v’ jest koficem v, albo v jest koficem v'.
Usuwajac wspOlny poczatek i koniec obu stron réwnania, otrzymamy albo
rownanie zXy = X, albo rownanie zX = Xy. Analizujac dlugosci lewej

i prawej strony pierwszego réwnania, dojdziemy do wniosku, ze nie moze
mie¢ ono rozwigzan.
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Rozwigzanie zadania M 1291.

Dla kazdego ¢ zaznaczmy wspdolny bok
tych dwéch pél, na ktérych znajduja
sie liczby ¢ oraz i + 1. Teza zadania
bedzie spelniona, jesli wykazemy, ze
istnieje wierzchotek (punkt kratowy
szachownicy), z ktérego wychodza
trzy odcinki.

Przyjmijmy wbrew tezie, ze taki
wierzchotlek nie istnieje. Wowczas

w kazdym wierzchotku wewnatrz
szachownicy spotykaja sie co najwyzej
dwa zaznaczone odcinki. Ponadto

do kazdego wierzcholka na brzegu
szachownicy moze dochodzi¢ tylko

jeden odcinek, przy czym zaden odcinek
nie dochodzi do rogéw szachownicy. Stad
wynika, ze liczba zaznaczonych odcinkéw
nie moze przekraczadé

%(Q(m —1(n—-1)4+2(n—1)+
+2(m —1)) =mn — 1.

Tymeczasem wszystkich zaznaczonych
odcinkéw jest doktadnie mn — 1. Stad

w szczegolnosdci wynika, ze kazdy
wierzcholek znajdujacy si¢ na brzegu
szachownicy, z wyjatkiem jej rogéw,

musi by¢ konicem jednego z zaznaczonych
odcinkéw. Wobec tego, jesli w ktéres pole
brzegowe szachownicy wpisano liczbe i, to
liczby i + 1 oraz ¢ — 1 tez musialy zostac
wpisane w brzegowe pola szachownicy.
Wynika z tego, ze wszystkie liczby sg na
brzegu — to jednak nie jest mozliwe.

Pozostaje do rozwiazania rownanie zX = Xy. I tu sie zaczyna prawdziwa
matematyka: definicje, lematy, twierdzenia. Najpierw zdefiniujemy

stowa pierwotne. Sa to stowa, ktére nie sg postaci uw . .. u, przy czym u
powtarza si¢ co najmniej dwa razy. Stowem pierwotnym jest wiec ababa,
ale nie abab.

Przez u*, dla k > 1, bedziemy rozumieli stowo wuw . .. u, przy czym u powtarza
sie doktadnie k razy. Przez u” rozumiemy specjalne stowo — stowo puste
(bedziemy oznaczaé je 1), ktére sklada sie z zerowej liczby liter. Zauwazmy, ze
(uF)! = uP oraz vFul = uF dla k,1 > 0.

Lemat 1. Zbiorem rozwigzarn réwnania XY =Y X jest {X =", Y = u!
dla k,1 > 0}.

Dowdd. Niech X =z, Y = y bedzie rozwiazaniem réwnania. Jesli |z| = 0, to
r=1,awiec X =y" i Y = yl. Podobnie rozwazamy przypadek |y| = 0.

Zalozmy teraz, ze x i y sa niepustymi stowami. Stosujemy indukcje wzgledem
|z] + |y|. Jesli |z| + |y| = 2, to |z| = |y| = 1. Mamy xy = yz, a zatem x jest
poczatkiem y lub odwrotnie. Skoro x i y sa tej samej dtugosci, wiec z = y. Stad
X =2 Y =2m

Zalézmy wreszcie, ze |x| + |y| > 2. Wtedy albo o =y, albo z jest poczatkiem y,
albo y jest poczatkiem x. W pierwszym przypadku nie ma czego dowodzi¢.
Trzeci przypadek dowodzi sie symetrycznie do drugiego. Pozostaje drugi.
Mamy y = zy’. Stad zzy’ = vy = yx = xy'z. Skracajac poczatkowe = po obu
stronach réwnania, mamy xy’ = y'z. Poniewaz x i ¢’ s niepustymi stowami,
wiece |x| + |y'] < |z| + |y|. Mozna wigc zastosowaé hipoteze¢ indukcyjng do
réwnania zy’ = y'z. Mamy 3/ = u* i z = u!. Wtedy y = zy/ = v'u* = u!**. To
konczy dowdd. A

Lemat 2. Kazde niepuste slowo w mozna jednoznacznie przedstawié jako u* dla
pewnego pierwotnego stowa u i k > 1.

Dowdd. Najpierw udowodnimy, ze w mozna przedstawié¢ w postaci u”, gdzie

u jest stowem pierwotnym i k > 1. Jesli w jest pierwotne, to u =w ik = 1.
Jedli nie jest pierwotne, to dowdd jest indukeyjny wzgledem |w|. Wtedy w jest
postaci v*, przy czym k > 2, a wiec |v| < |w|. Zgodnie z hipoteza indukcyjna
v da sie przedstawi¢ w postaci u! dla pewnego stowa pierwotnego u il > 1.

A zatem w = (u')¥ = v, gdzie u jest stowem pierwotnym i kI > 2.

Przypusémy teraz, ze w da sie przedstawié¢ na dwa sposoby w postaci u” i v!, gdzie

u 1 v sa pierwotne. Gdyby bylo k =1 lub [ = 1, to w byloby stlowem pierwotnym,
a wigc musialoby byé k =1 =11 w konsekwencji u = v. A zatem k,[ > 2. Mamy
w=uF=vlik,>2 Stad |w| = |u*| = [v!]| > max{2 - |[v],2 - |ul} > |u| + |v]|.

A zatem |u| < (I —1) - |v| oraz [v| < (k — 1) - |u|. Skoro u jest poczatkiem v!, wiec
u jest na tyle krétkie, ze jest poczatkiem v!~!. Podobnie v jest poczatkiem u*~1.
Stad uwv jest poczatkiem uuf~! = w i vu jest poczatkiem vv!~! = w. Poniewaz
wv i vu sg tej samej diugosci, wiec uv = vu. Z Lematu 1 mamy v = p' i v = p/.
Poniewaz u i v sa pierwotne, wiec i = j = 1 1 w konsekwencjiu =v ik =10. A

Niech z bedzie niepustym stowem. Przez ¢(x) oznaczamy slowo powstale z x
przez przestawienie pierwszej litery @ na koniec. Na przyklad, c¢(aba) = baa,
c(baa) = aab. Zauwazmy, ze jesli i < |z|, to i-krotne zastosowanie funkcji ¢
do stowa x polega na przestawieniu pierwszych ¢ liter  na jego koniec.
Stowo y nazwiemy obrotem cyklicznym stowa x, je$li y mozna otrzymaé z x
poprzez zero-, jedno- lub wiecej-krotne zastosowanie funkcji ¢ do x. Jesli y
jest obrotem cyklicznym x, to y powstaje z x przez przestawienie jakiegos
poczatku slowa = na jego koniec, a zatem istniejg takie stowa p i ¢, ze y = pq
iz = gp (przestawiamy ¢). Z drugiej strony, jesli istnieja takie stowa p i ¢,

ze Yy =pqix = qp, to y jest obrotem cyklicznym stowa z, bo powstalo przez
przestawienie g z poczatku x na jego koniec. Zachodzi zatem nastepujacy fakt.

Obserwacja. Stowo y jest obrotem cyklicznym stowa x wtedy i tylko wtedy, gdy
istniejq takie stowa p i q, Ze y = pq i x = qp.
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Stowo x wystepuje wewnatrz zx.

Rozwigzanie zadania M 1292.
Niech p1,p2, ...
liczbami pierwszymi.

,P10o0 beda réznymi

Dlan=1,2,..., 100 przyjmijmy

an = P1P2 ... Pn T)fH,l cee Pion-
Woéwczas zbiér A = {ay1,az,...,a100}
spetnia warunki zadania. Istotnie:
jeshi any, ang, -, Ay, S8 elementami
zbioru A, gdzie n; < ns < ... < ng,
to liczba pik dzieli kazdg z liczb
Y N lecz nie dzieli
liczby an, . Stad wynika, ze liczba
Qny +any + ...+ an, nie moze by¢é
potega liczby naturalnej o wykltadniku
wiekszym lub réwnym 2.

Teraz udowodnimy nastepujacy lemat.
Lemat 3. Obrot cykliczny stowa pierwotnego jest slowem pierwotnym.

Dowadd. Wystarczy dowiesé, ze funkcja ¢ przeksztatca stowo pierwotne na stowo
pierwotne. Przypusémy, ze tak nie jest, to znaczy funkcja c przeksztalca stowo
pierwotne x na stowo niepierwotne u*, gdzie k > 2. Wtedy = powstaje z u”
przez przestawienie ostatniej litery u* na poczatek. Litera ta jest ostatnia
litera u. Jedli oznaczymy u’' = ¢~ 1(u), to x = u'’* (sprawdz!), a zatem z nie jest
pierwotne. Sprzecznosé. A

I jeszcze jeden lemat.

Lemat 4. Niech y bedzie obrotem cyklicznym stowa x. Jesli x jest pierwotne, to
istnieje dokladnie jedna para stow (p,q), gdzie q # 1, spelniajgca y = pq, © = qp.

Dowad. To, ze taka para sloéw istnieje, wynika z Obserwacji. Przypusémy,

ze sa dwie takie pary: (p,q) 1 (p/,q’). Niech 0 < |p| < [p'| < |y| = |=]. Wtedy
stowo % = qpgp wystepuje w > = pgpgpq = pr?q od pozycji |p| + 1. Podobnie
stowo z wystepuje w y* od pozycji [p’| + 1. To oznacza, ze x wystepuje w 2
od pozycji 1 < [p'| — |p| + 1 < |z, czyli  wystepuje w $rodku zz. To jest
niemozliwe. Oznaczmy przez u poczatek xz, na prawo od ktorego wystepuje x
(rysunek). Wtedy 2 = wv i = vu/, gdzie u’ jest prefiksem x o dlugosci

|z| — |v] = Juv| — |v| = |u|. Ale u tez jest prefiksem x o tej dtugosci. A zatem
v = wuimamy x = uv = vu oraz u i v sg niepuste. Z Lematu 1 wynika, ze
w=rFiv=rl azatem z = uv = r¥*'. Poniewaz u i v sa niepuste, wiec k,l > 1,
skad k 4+ [ > 2. UzyskaliSmy sprzecznosé z zalozeniem o pierwotnosci z. A

Teraz wroémy do naszego réwnania zX = Xy. Niech X = x bedzie jego
rozwigzaniem. Obliczajac dlugosci obu stron réwnania po podstawieniu X = x,
otrzymamy |z| = |y|. Warunek |z| = |y| jest wigc warunkiem koniecznym do tego,
aby rozwiazanie istnialo. Nie jest to jednak warunek wystarczajacy.

Twierdzenie. Niech z = uF, y = o', gdzie u i v sq pierwotne i k,1 > 1.

(i) Rownanie zX = Xy ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy k =1 i v jest
obrotem cyklicznym wu.

(ii) Jesli uw = qp i v = pq, gdzie p # 1, i k =1, to zbiorem rozwigzari réwnania
2X = Xy jest {(qp)iq:i > 0}.

Dowdd. (i) (<) Jedli v jest obrotem cyklicznym w, to v = pg i u = ¢p, dla pewnych

p, q- Wtedy, dla kazdego i > 0, z(qp)’q = (ap)*"'q = (qp)"a(pa)" = (ap)'qy.
A zatem réwnanie zX = Xy ma rozwigzanie. Ma ich nawet nieskoniczenie wiele.

(=) Indukcja wzgledem dlugosci rozwigzania X = x. Jesli |z| < |ul, to

x jest prefiksem u, a zatem u = xp dla pewnego niepustego p. Wtedy

ry = zx = (xp)*x = x(px)*. Stad y = (px)*. Poniewaz xp jest pierwotne,

wiec px tez jest pierwotne. Mamy v! = (px)k. 7Z Lematu 2, k =11iv = pzx.
Zauwazmy, ze poniewaz v 1 u sa pierwotne, wiec para (p, x) spelniajaca p # 1,

u = xp i v = pz jest dokladnie jedna. Tak wiec jedynym rozwiazaniem rownania
krétszym niz |u| jest X = .

Jesli |z| > |ul, to u jest poczatkiem z. Stad z = ux’ dla pewnego x’. Wtedy
uza' = wuPfr’ = vPur’ = 2o = vy = ua'y. Usuwajac wspolny poczatek obu stron
réwnania, otrzymujemy zx’' = 'y, a wiec X = 2’ jest rozwigzaniem réwnania
zX = Xy. Skoro |2'| < |z|, wiec mozna zastosowaé hipoteze indukeyjna, ktéra
moéwi, ze v jest obrotem cyklicznym .

(ii) Zalézmy, ze u = gp iv = pqg. Udowodnimy teraz, ze kazde rozwiazanie réwnania
2X = Xy jest postaci (¢p)iq, przy czym i > 0. W punkcie (<) udowodnili$my,
ze kazde stowo postaci (gp)q jest rozwiazaniem réwnania. Pokazemy, Ze nie ma
innych rozwiazan. Dowod jest indukcyjny wzgledem dlugosci rozwiazania.
Zalézmy, ze X = x jest rozwiazaniem réwnania. W punkcie (=) udowodnilismy,
ze jedynym rozwiazaniem réwnania krétszym niz |u| jest X = ¢ oraz ze kazde
rozwiazanie nie krétsze niz |u| jest postaci uz’, przy czym z’ tez jest rozwiazaniem
réwnania. Z hipotezy indukcyjnej 2’ = (qp)iq, gdzie u = qp i v = pg. Wtedy

x = uz’ = qp(qp)iq = (qp)"*q. To konczy dowdd. A
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Egzamin ustny, kule i prawdopodobienstwo

)

Korzystamy tutaj z pojecia
prawdopodobienstwa warunkowego
zajécia zdarzenia A pod warunkiem, ze
zaszlo zdarzenie B. Oznaczamy je jako
P(A|B) i definiujemy tak
P(AN B)

P(B) '
gdzie A N B to zdarzenie zaszlo A i B.
Zgadza si¢ to z intuicjg — rozpatrzmy
np. sytuacje, gdy A to zdarzenie, ze
w rzucie kostka wypadta dwéjka (czyli
P(A) = 1), a B — ze wypadla parzysta
liczba oczek (czyli P(B) = 1): wiemy, iz
prawdopodobienstwo wypadnigcia dwojki,
pod warunkiem, ze wyrzuciliémy parzysta
liczbe oczek, powinno wynosié %, a to
wlasnie zgadza si¢ z podanym wzorem,

bo P(A|B) = 155 = 1.

P(A|B) =

*student, Wydzial Fizyki i Wydziat
Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

Tomasz TKOCZ*™

Wyobraz sobie, Mlody Czytelniku, ze jeste$ juz studentem i czeka Cie bardzo
trudny egzamin ustny (a moze, tak jak piszacy te stowa, doskonale z autops;ji
znasz to przyjemne wyzwanie?). Profesor przygotowal zestaw dwudziestu
pytan, ale Ty zdazyles nauczy¢ sie odpowiedzi tylko na pewne dziesie¢ z nich;
nazwijmy je dobrymi pytaniami, pozostale, na ktore nie znasz odpowiedzi,
niech nazywaja sie zle. Egzamin ustny u naszego Profesora odbywa sie

na bardzo prostych zasadach — losuje on jedno pytanie (kazde z réwnym
prawdopodobienstwem) i jesli potrafisz na nie odpowiedzieé, to brawo — zdales,
a jesli nie, to nie (i czeka Ci¢ egzamin w sesji poprawkowej). Sprawa jest zatem
bardzo prosta.

W przedstawionej sytuacji szansa na to, ze zdasz egzamin, jest réwna %—8 = %
Nie wyglada to zbyt wesoto. Ale myélisz sobie: — Nie jestem sam — mam
czternastu kolegow, ktorzy tez muszq iS¢ na ten ustny. To sqg moi bardzo dobrzy
koledzy, wiec nie bede musial zdawad jako pierwszy. Profesor jest Swietnie
przygotowany — ulozyl wiecej pytan, niz jest zdajgcych, ma zapas © dlatego zwykt
raz uzytego pytania nie zadawac ponownie. Moze wiec, aby zwiekszycé szanse
zdania egzaminu, oplaca mi sie poczekac troche, by zobaczyé, ktore z pytan
zostaly juz wylosowane — bardzo mili koledzy powiedzq mi przeciez, jakie pytania

wylosowali — ja juz ich nie wylosuge.

I co Ty, Drogi Czytelniku, na to rozumowanie? Czy uda si¢ w ten sposéb
ukry¢ wlasne nieprzygotowanie do egzaminu? Czy, na przyklad, gdy wejdziesz
jako siédmy, bedziesz mial wieksze szanse zdania egzaminu niz %? Chyba

nie sposéb tak od razu odpowiedzie¢ na to pytanie. Sprobujmy zatem

po kolei rachowagé.

Przypusémy, ze wchodzisz jako drugi. Jesli student, ktory zdawal przed

Toba, wylosowal dobre pytanie (z prawdopodobienstwem %), to zdasz

z prawdopodobienstwem %, a jesli — przeciwnie — wylosowal zle pytanie (oczywiscie
tez z prawdopodobienstwem %), to zdasz z prawdopodobienstwem i—g. Zatem
szansa pomys$lnego zdania egzaminu, gdy wchodzisz jako drugi, jest réwna

9 /10, 10,10 _ 1 1

Chcac obliczy¢ tym sposobem szanse pomyslnego wyniku, gdy wejdziemy
jako trzeci, widzimy, ze trzeba bedzie rozwazyé¢ cztery przypadki, a np. gdy
wejdziemy jako siédmi — az 27.

A moze nie warto liczy¢, bo ta szansa zawsze bedzie réwna %, niezaleznie

od tego, kiedy wejdziemy? (Bo niby dlaczego mialby istnie¢ sposéb na
przechytrzenie Profesora?) Ale jak to sprawdzié?

Zauwazmy, ze zdarzenie zdasz, wchodzqc jako k-ty to tak naprawde zdarzenie
k-te pytanie wylosowane przez Profesora bylo dobre. Profesor losuje bez
zwracania, z czego wynika, ze problem, przed ktérym stanelidémy, moze byé
rownowaznie sformutowany nastepujaco: losujemy bez zwracania kule, kazdg
zawsze z jednakowym prawdopodobienstwem, z urny, ktora poczatkowo zawiera
dziesie¢ dobrych kul i dziesiec¢ zlych; czy prawdopodobienstwo wylosowania kuli

dobrej za k-tym razem wynosi %?

Czasami tak bywa, ze tatwiej udowodnié co$ nieco bardziej ogdlnego. W naszym
przypadku, z powodu zmiany zawarto$ci urny w czasie losowania, wygodniej
bedzie — jak sie za chwilke okaze — wykazaé, ze jest prawdziwa rownos$é

(%) P(D{?) = dlak=1,...,d+z,

d+z’
gdzie DZ’Z to zdarzenie polegajace na wylosowaniu za k-tym razem dobrej kuli,
jesli poczatkowo urna zawierata d kul dobrych i z zlych. Dalej przyda nam sie
jeszcze analogiczne oznaczenie Z ,’Z '* dla zdarzenia polegajacego na wylosowaniu
w tej samej sytuacji kuli zlej.
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Mamy oczywiscie dla dowolnych d i z
d z
P(D{*) = —— i P(Z}7) = :
(D1 = - i P2 =
Zalézmy (bedziemy rozumowaé indukcyjnie, co tutaj jest bardzo naturalne),
ze (%) zachodzi dla pewnego k < d 4+ z. Mamy

P(D)) = P(D DY) - P(DY?) + P(D7 | 217) - P(2]7) =

d,z
1

Stosujemy tutaj tzw. wzor na
prawdopodobienstwo catkowite: jesli

. e - d - Z ()
B1, B> to takie dwa wykluczajace si¢ _ d—1,z X d,z—1 . oy
zdlarze2nia, ze ktéres z nich na pewno P(Dk ) d+ z + P(Dk ) d+ z
zachodzi, to dla dowolnego zdarzenia A (%) d—1 d d P
jest : . . _
P(A) = P(AN (By U By)) = d—142z d+z d—14z d+=z
=P(ANBy) +P(ANBy) = __d ( d—1 z ): d 7
= P(A|B1)P(B1) + P(A|B2)P(B2). d+z \d—14+2z d—-1+z d+z

U nas bierzemy B; = =

co pokazuje prawdziwosé () dla dowolnego k.

d,
D%, By

d,z
Z&=,

Zatem nawet gdy wejdziemy na egzamin jako ostatni, szansa jego zdania
bedzie réwna 3, bo P(Dig’lo) = 101—4?10' By¢ moze kldci sie to troszke z intuicja,
ale dowodzi, ze zadne chytre strategie nic tu nie pomoga — jaka czes¢ pytan
opanowaliSmy, taka mamy szanse zdania egzaminu.

Moze jednak strategie, jakie rozwazaliSmy, byly zbyt proste? Na przyktad,
student wchodzil na egzamin w deterministycznej chwili k, czyli w ogdle

nie wykorzystywal informacji — co prawda losowej, ale zawsze dodatkowej —
ktoéra przekazywali mu zdajacy do chwili k£ koledzy. Tzn. nie bral pod uwage
informacji, ktére pytania profesor juz zuzyl. Okazuje sie jednak, ze nawet
stosujac jaka$ niby bardziej przebiegla strategie (np. student wchodzi tuz

po tym, gdy zostanie zadane ktéres ze zlych pytan), w ktérej wykorzystamy
wszelkie informacje, jakich dostarczyli nam zdajacy wczesniej koledzy, zawsze
uzyskamy prawdopodobienstwo zdania egzaminu réwne % Ale $cisly dowdd
tego faktu jest juz mniej elementarny. Niemniej zachecam Czytelnikéw

do sprawdzenia, czy tak jest w przypadku samodzielnie wymyslonych
konkretnych strategii, albo do préb wykazania tego ogélnego faktu w przypadku
mniejszych danych — na przyktad dwoch dobrych, dwoch zlych pytan i tacznie
trzech studentéw.

Funkcje odwrotne do siebie

No to sprobujmy calkiem fantazyjnie — moze
fr(x) == (x+1)/(x — 1)? Sprawdzamy:

Funkcja f1(z) := x zwraca (jak brzydko méwia
informatycy) to, co si¢ do niej wlozy. Funkcja

fa(x) := —x zwraca nie calkiem to samo, ale gdy r+1

ja wykonaé¢ dwukrotnie, znéw wracamy do tego, z+1 T —1 +1 2

z czego wyszlismy: fo(fa(z)) = fo(—2x) = . Takie J2(fz(x)) :f7($1> T arl =5 =%
funkcje to tnwolucje. Sprobujmy znalezé jeszcze inne 71 1

inwolucje wsréd funkcji wymiernych, to jest postaci .. . . .
’ 1 funk kazala s lucja.
f(z) = V(z)/W(z), gdzie V i W s3 wielomianami. czyli 1 ta funkcja okazala si¢ mwolucjq

Od razu przychodzi do glowy funkeja fi(z) i= 1/. Wyraznie widaé, ze poszukiwania inwolucji wéréd

I od razu widaé, ze to inwolucja. Zaraz potem
sprawdzamy fy(x) := —1/x. Faktycznie — to tez

inwolucja: . .
x

No, a dalej? Sprawdzamy f5(x) := 2/x — tez sie
zgadza! No to juz wiemy, ze kazda funkcja postaci
J(x) = a/x dla a # 0 jest inwolucja.

Mamy wiec juz nieskonczenie wiele inwolucji wérod
funkcji wymiernych. Ale czy odnalezliSmy juz wszystkie?

Nie trzeba specjalnej wyobrazni, by stwierdzi¢, ze nie —
przeciez inwolucja jest takze fg(x):=1— z.
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funkcji wymiernych nalezaloby kontynuowaé. Nie sadze
jednak, ze mozna tatwo wpasé na to, jakie jeszcze
funkcje naleza do tej rodziny. Ja po prostu zapytalem
algebraikéw. OdpowiedZ okazala si¢ zaskakujaca:

Wsréd funkeji wymiernych inwolucje to fi,) dla o # 0,

_rra dla a- 8 # —1 i tylko one.
B-x—1

Czytelnik Niedowiarek sprawdzi, ze dla dozwolonych

a i B faktycznie f4, 5)(f(a,8) () = 2; Czytelnik
Ambitny poszuka dowodu, ze zadnej innej inwolucji
bedacej funkcja wymierna nie ma. Natomiast Czytelnik
Podchwytliwy zapyta: — A gdzie funkcja fo albo fg?

otz fo () =

Marek KORDOS



Detektory fal grawitacyjnych
Izabela KOWALSKA®

U progu trzeciego tysiaclecia astronomia rozwija sie
jak nigdy dotad. Dynamiczny postep technologiczny
pozwala budowaé teleskopy, ktore widza wiecej

i dalej. Ogromna moc obliczeniowa wspoétczesnych
komputeréw pozwala na analize gigantycznych ilodci
danych obserwacyjnych.

Réwnie szybkie postepy obserwujemy na polu
astrofizyki teoretycznej. Za pomoca symulacji
numerycznych jesteSmy w stanie odtworzy¢ caly szereg
procesow zachodzacych w warunkach astrofizycznych.
Potrafimy obserwowa¢ Wszech§wiat w bardzo szerokim
zakresie widma fal elektromagnetycznych. Ostatnie
dekady przyniosty przetomowe odkrycia dzieki
obserwacjom wysokoenergetycznych fotonéw.

Cho¢ dalsza eksploracja nieba poprzez rejestrowanie
Swiatla bedzie przynosi¢ jeszcze wiele ciekawych
wynikéw, to warto szukaé¢ nowych ,,okien” na
Wszechswiat. Jednym z nich sg fale grawitacyjne.
Obserwacje w tym zakresie sa czyms jako$ciowo
innym od obserwacji fal elektromagnetycznych. Kazda
detekcja fal grawitacyjnych przyniesie nowe informacje
o zjawiskach, ktore znamy, i, jak sie spodziewamy,
bedzie zrédlem lawiny nowych zjawisk, o ktérych

nie mamy pojecia.

Fale grawitacyjna moze wyprodukowaé¢ kazdy masywny
obiekt, ktérego tzw. moment kwadrupolowy sie
zmienia. W praktyce oznacza to, ze musimy miec¢

co$, co jest niesymetryczne i rotuje badz zapada sie.
Czlowiek z plecakiem krecacy si¢ wokol wlasnej

osi tez jest zrodlem fal grawitacyjnych, choé za
stabych, by je wykry¢. Gdzie szukaé obiektéw,

ktore na tyle silnie promieniuja, zeby byla szansa

to zobaczy¢? Odpowiedz jest prosta — w kosmosie.

Jest kilka klas obiektow, ktore dobrze nadaja sie

na zrodla fal grawitacyjnych. Najpowazniejszym
kandydatem sa uktady podwdjne obiektéw zwartych
(moga to byé gwiazdy neutronowe, czarne dziury

badz biale karly). Juz samo obieganie si¢ dwdch

cial sprawia, ze emitowana jest energia w postaci
promieniowania grawitacyjnego (posrednio pokazaly to
oméwione dalej obserwacje Hulse’a i Taylora). W miare
zacie$niania sie orbity wzrasta zaréwno amplituda,

jak i czestotliwos¢ wysylanych fal, osiagajac maksimum,
gdy dojdzie do polaczenia sie skltadnikéw uktadu —

to wtedy sygnal bedzie najsilniejszy i najlatwiejszy

do detekcji.

Potencjalnie dobrymi zrédlami fal grawitacyjnych sa tez
wybuchy supernowych, podczas ktérych dochodzi do
gwaltownego zapadniecia sie jadra masywnej gwiazdy.
W tym przypadku mamy do czynienia z ,blyskiem”

w falach grawitacyjnych. Niestety, promieniowanie

*Obserwatorium Astronomiczne, Wydzial Fizyki,
Uniwersytet Warszawski

grawitacyjne unosi bardzo maly procent energii
uwalnianej w wybuchu, wiec mamy szanse zaobserwowac
tylko stosunkowo bliskie supernowe.

Kolejnym Zrodlem, ktérego bedziemy szukaé, jest
ciagla emisja z rotujacych gwiazd neutronowych.

Na pierwszy rzut oka wydaje sie to dziwne, poniewaz
gwiazdy neutronowe sg najbardziej kulistymi
obiektami, jakie znamy. Maja promien rzedu 10 km,

a ,,géry” na ich powierzchni sg rzedu centymetrow.
Okazuje sie jednak, ze takie odchylenia od symetrii
sferycznej sa wystarczajace do emisji grawitacyjne;j.
Znamy kilka tego typu obiektéw, ktore powinny
emitowaé fale grawitacyjne (np. pulsar w mglawicy
Krab). Z obserwacji radiowych znamy dokladna
czestotliwo$é obrotu, a zatem wiemy dokladnie, jakiego
promieniowania grawitacyjnego musimy szukaé (czestosé
fal grawitacyjnych jest dwa razy wieksza niz czestosé
obrotu gwiazdy).

Kazda z klas zrodet charakteryzuje sie innym typem
sygnalu i wymaga od nas innej metody poszukiwania.
Ponadto mamy nadzieje, ze sa we Wszechswiecie inne,
jeszcze nieznane zrédla, ktore dopiero odkryjemy.

W 1974 roku Russell Alan Hulse i Joseph Hooton Taylor Jr.
odkryli uktad podwojny sktadajacy sie z pulsara

i zwyklej gwiazdy. Pulsar jest obiektem bardzo
malym (Srednica to okolo 10 km), gestym (panuja
tam gestodci takie jak w jadrze atomowym) i szybko
rotujacym (jeden obrét zwykle zajmuje mniej niz
sekunde). Dodatkowo wysyla on promieniowanie radiowe
skoncentrowane w wiazce, ktora omiata przestrzen
przy kazdym obrocie (tak jak latarnia morska). Pulsy,
ktore mozemy obserwowaé, sa bardzo regularne — ich
precyzja poréwnywana jest z dokladnoscia zegarow
atomowych. Dokladny pomiar czaséw nadejscia
sygnaléw i wszelkich odchytek pozwala wyznaczy¢
orbite uktadu podwdjnego i §ledzi¢ jej zmiany. Uklad
odkryty przez Hulse’a i Taylora zmienia swoja orbite.
Skladniki sg coraz blizej siebie. Okazalo sie, ze tempo,
w jakim orbita sie kurczy, bardzo dobrze odpowiada
przewidywaniom teoretycznym — tak powinno sig¢ to
odbywad, jesli uklad emituje energie w postaci fal
grawitacyjnych! Odkrycie to zostalo uhonorowane
Nagroda Nobla w 1993 roku. Naukowcy wierza, ze
jest to posredni dowdd na istnienie promieniowania
grawitacyjnego.

Ze wzgledu na swoje wlasnosci fale grawitacyjne
pozwalaja ,zajrze¢” do miejsc, ktére nigdy nie beda
dostepne falom elektromagnetycznym. Spodziewamy
sie, ze w sposOb bezposredni zobaczymy czarne dziury,
o ktérych istnieniu wnioskujemy z wplywu, jaki
wywieraja na otoczenie. Dowiemy sie czego$ wiecej

o zjawiskach zachodzacych w supernowych, ktore sa
zasltoniete gestym pylem. Chcielibyémy odkry¢ reliktowe
promieniowanie grawitacyjne, ktore jest pozostatoscia



po Wielkim Wybuchu, i dzigki temu zobaczy¢, jaki
byl Wszech$wiat w pierwszych chwilach istnienia.
Oczekiwania sa bardzo duze.

Budowa pierwszej lunety zapoczatkowala fantastyczny
rozwdéj astronomii. Podobnie bedzie, gdy detektory
fal grawitacyjnych zaczna wykrywaé Zzrédla fal
grawitacyjnych.

Od kilku lat na calym $éwiecie dzialaja anteny, ktore
szukaja promieniowania grawitacyjnego. Dlaczego
nic nie zobaczytly do tej pory? Fale grawitacyjne to
zaburzenia samej czasoprzestrzeni, ktérych skutki

sg bardzo subtelne. Fala zmienia odlegto$ci miedzy
masywnymi obiektami. Zmiany sg proporcjonalne do
poczatkowej odlegtosci oraz amplitudy fali, ktéra jest
wielko$cig niezwykle malg. Zeby uzmyslowié¢ sobie
rzad wielkosci, o ktérym méwimy, wyobrazmy sobie
wybuch supernowej w centrum naszej Galaktyki.
Wtedy amplituda fali grawitacyjnej bedzie rzedu 10~2
(to znaczy taki bylby stosunek zmian odleglosci do
odleglosci tych obiektéw)! W skali Wszechswiata
odleglo$¢ do centrum naszej Galaktyki jest niewielka,
wiec w rzeczywistosci bedziemy szukaé jeszcze
stabszych sygnaléw. Stabe oddzialywanie z materia
ma swoje wady i zalety. Plusem jest to, ze fala

niesie niezmieniong informacje¢ o zrédle. Minusem —
trudnosé detekcji.

0

Jak wiec zobaczy¢ fale grawitacyjna?

W tej chwili istnieje kilka metod wykrywania fal
grawitacyjnych. Wszystkie one bazuja na tym, ze
przechodzaca fala nieznacznie zmienia odleglosci
miedzy masami probnymi. Efekt ten jest bardzo maly,
wiec technologie stworzone do detekcji musza by¢
zaawansowane. 33 dwie podstawowe klasy detektoréw
— rezonansowe i interferometryczne.

Pierwsza prébe wykrycia promieniowania
grawitacyjnego podjal Joseph Weber. Jego detektorem
byl aluminiowy walec. Przejécie fali grawitacyjnej
wzbudzitoby drgania wtasne walca o tym wiekszej
amplitudzie, im ta czesto$¢ bylaby blizsza jego czestosci
rezonansowej. Wedlug samego Webera doszlo do
pozytywnej detekcji, ale nie zostata ona potwierdzona
przez niezaleznych obserwatoréow.

Wspdlczesne detektory rezonansowe sg wieksze i lepiej
izolowane od otoczenia. Anteny dzialaja w wielu
osrodkach naukowych: ALLEGRO (Nowy Orlean),
AURIGA (Legnaro koto Padwy), Explorer (CERN),
Nautilus (Frascati). Zaleta tego typu detektoréw jest
ich stosunkowo niska cena, ale niewatpliwg wada jest
czuto$é w bardzo waskim zakresie czestosci.

Detektory interferometryczne mierza odleglosci
pomiedzy masami prébnymi za pomoca laserow.
Wiazki laserowe biegna w dwoch prostopadlych
tunelach. Na koncach tuneli znajduja si¢ zwierciadta
odbijajace wigzke tak, aby jej faktyczna droga

byta wielokrotnie dluzsza od rozmiaréw tuneli.

Na przecigciu ramion dochodzi do interferencji
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$wiatta z obu tuneli. Nawet bardzo mala zmiana

drogi optycznej $wiatla laserowego (co odpowiada
zmianie odlegtosci miedzy masami prébnymi po
przejsciu fali grawitacyjnej) powoduje zmiang wzoru
interferencyjnego. Obecnie dzialajace detektory tego
typu to LIGO (dwie anteny w USA), VIRGO (Wlochy),
GEO600 (Niemcy), TAMA (Japonia).

Wszystkie te detektory maja dwa naturalne
ograniczenia, ktére uniemozliwiajg im obserwacje
w calym zakresie czestodci.

Granica niskich czestosci zwiazana jest z polozeniem
detektoréw na Ziemi, ktéra charakteryzuje sie pewna
aktywnoscia sejsmiczng oraz biosfera powodujaca
dodatkowe szumy. Nie mozemy odizolowaé laboratorium
od wplywu ziemskiego otoczenia. Z tego powodu
planowana jest budowa detektora, ktéry bedzie dziatat
w przestrzeni kosmicznej daleko od Ziemi. Antena LISA
ma by¢ ztozona z trzech statkow kosmicznych z masami
probnymi oddalonymi o 5 mln km.

Granica wysokich czestosci zwiazana jest z tym,

ze Swiatlo lasera nie jest ciagle, a sklada si¢ ze
skoniczonej liczby fotonéw. Zwiekszenie mocy laseréw
mogloby spowodowaé wzrost czulosci w tym zakresie,
bo liczba fotonéw bylaby wéwczas duzo wigksza

i ich skonczona iloé¢ nie mialaby znaczenia. Takie
rozwigzanie jest trudne technicznie, implikuje bowiem
koniecznosé uzycia luster o wigkszej wytrzymalosci oraz
wydajniejszego chlodzenia.

Wyzej opisane typy detektoréw dajg mozliwosé
bezposredniego zaobserwowania przejscia fali
grawitacyjnej. Nalezy podkresli¢, ze wielkoScia mierzong
bedzie amplituda fali, ktéra jest proporcjonalna do
odwrotnosci odleglosci do zrédla. W przypadku fal
elektromagnetycznych mierzona jest energia, a wiec
kwadrat amplitudy. W konsekwencji nieznaczne
poprawienie czulosci anten grawitacyjnych wplywa na
znaczacy wzrost ich zasiegu.

Poza konwencjonalnymi metodami detekcji istnieja tez
metody posrednie. Nalezy do nich tzw. chronometraz
pulsaréw. Obserwatoria radiowe na calym Swiecie
Sledza réwnomiernie roztozone pulsary. Gdyby
przeszla fala grawitacyjna, to odlegtosci miedzy
pulsarami i Ziemia nieznacznie zmienilyby sie, co
zostaloby wykryte w postaci opdznienia sygnatéw
radiowych. Ze wzgledu na réwnomierne rozmieszczenie
pulsaréw mozliwe bedzie uérednienie efektu. To,

co pozostanie w danych, to ruch Ziemi wywotany
przejéciem fali grawitacyjnej. Planowane jest wlaczenie
do wspélpracy wiekszej liczby radioteleskopow, co
poprawi czutoé¢ tej metody. W fazie przygotowan

jest tez projekt SKA, ktéry bedzie skladal sie

z wielu radioteleskopéw roztozonych na powierzchni
kilometra kwadratowego.

Wszystkie detektory sa bezustannie ulepszane, co
sprawia, ze jesteSmy coraz blizej pierwszej detekcji.
Czekamy na nig z niecierpliwoscia.
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Réwnania rekurencyjne dla ciggéw
opisuja dyskretne uklady dynamiczne.

L. .}

Rozwigzanie zadania F 774.

Predkos¢ bombki tuz przed zderzeniem
z podlogg wynosi vg =
ze przed zderzeniem z druga bombka

predkosé¢ pierwszej wynosi v. W uktadzie

odniesienia $srodka masy bombek beda
sie one zblizaly z predkosciag v/2 kazda.
Zatem, aby obie sie sttukly, musi
zachodzi¢ v/2 = vg i stad v = 24/2gh.

*Wydzial Matematyki,
Informatyki i Ekonometrii,
Uniwersytet Zielonogoérski

7/ 2gh. Zalézmy,

Jak otrzymacé chaos?
Tomasz MALOLEPSZY ™

Istnieje wiele réznych sposobéw na opisanie ciggu. Najwygodniejszym z nich jest
bez watpienia podanie jawnego wzoru na jego n-ty wyraz. Jednak czesto zdarza
sie, ze jedyna informacja, jaka dysponujemy, jest réwnanie rekurencyjne, czyli
rownanie opisujace zwiazek miedzy wyrazami tego ciagu. Najprostsza z takich
zaleznodci rekurencyjnych, wiazaca n-ty wyraz wylacznie z bezposrednio go
poprzedzajacym, mozemy ogélnie zapisa¢ jako x,, = f(x,—1), gdzie f jest pewna
funkcja. Jezeli chcemy znalezé kolejne wyrazy tak opisanego ciggu, musimy znaé
na starcie przynajmniej jedna warto$é, te poczatkowa, oznaczana xg. Niestety,
jezeli f nie jest funkcja liniowa, to zazwyczaj nie jesteSmy w stanie z takiej
zaleznosci wydoby¢ jawnego wzoru na wyrazy ciagu. Woéwczas z pomoca moga
przyj$¢ nam komputery, dzieki ktérym mozemy obserwowaé zachowanie ciagdw
opisywanych zalezno$ciami rekurencyjnymi. Okazuje sie takze, ze takie ciagi
moga wykazywa¢ skomplikowane zachowanie nawet w sytuacji, gdy funkcja f

z pozoru nie wyglada ,groznie”. Aby si¢ o tym przekonaé, wezmy pod uwage
nastepujace rownanie rekurencyjne:

(1) Ty = ka1 (1 —2p_1)

z warunkiem poczatkowym zg € [0, 1] oraz z pewna stala dodatnia .

O stalej k zalozymy dodatkowo, ze jest nie wicksza od 4, dzieki czemu wyrazy
tego ciagu nigdy nie przekrocza jedynki. Latwo to sprawdzié¢, wiedzac, ze
funkcja f(z) = kz(1l — x), zwana odwzorowaniem logistycznym, osiaga swoje
maksimum dla 2 = 0,5. Réwnanie (1), mimo swojej pozornej prostoty, ma
wiele intrygujacych wlasnoéci, z ktérych lwia cze$¢ zostala wykazana catkiem
niedawno — po 1976 roku, kiedy uwage na jego zlozony charakter zwrécil
matematyk, fizyk i biolog Robert May.

Aby przesledzié, jak zachowuje sie ciag opisywany réwnaniem (1) dla

coraz wiekszych wartosci n (czyli zbadaé jego asymptotyke), wykonamy
najpierw eksperymenty komputerowe. Ponizsze wykresy przedstawiaja ciag
opisany badanym réwnaniem dla kilku wartosci k, z tym samym warunkiem
poczatkowym xy = 0,6, w zakresie od w999 do x300-

. k=25 . k=31 . k=348
091 0.9 PSS
0.8f
08F 0.8f
07t 0,7 061
0,6 0,61 Q. 4feeececcsccsesasccsccnnes
05F 05f
0.2
04f 04f
0,3 N oy 0 R
220 240 260 280 300 220 240 260 280 300 220 240 260 280 300
k=3,8281 k=383 k=4
1 [ ®ecceccssccne,, oecsccee 1 [eeeeeeeeeenncececnnncecccnnncccnn 1 [ . ‘. PR :
0.8f 0.8} 0.8F
0.6 0.6 06"
0.4F : o 0.4F 0.4
02F virennee S e T 02, 02007 <o

.

220 240 260 280 300 220 240 260 280 300 220 240 260 280 300

Rys. 1. Ciagi (1) generowane przez odwzorowanie logistyczne.
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Sposéb tworzenia wykreséw
pajeczynowych dla réwnania

Tn = f(xn—1) jest bardzo prosty. Mozna
opisaé¢ go w pigciu punktach:

1. Narysuj na jednym uktladzie
wspélrzednych wykres funkcji y = f(x)
oraz funkcji y = x.

2. Zaznacz na osi OX dany punkt
startowy xo i poprowadz z niego
w kierunku wykresu y = f(x) odcinek
réwnoleglty do osi OY, az do punktu
ich przeciecia.

3. Z punktu przecigcia poprowadz teraz
w kierunku wykresu y = « odcinek
réwnolegly do osi OX, az do punktu
ich przecigcia.

4. Z otrzymanego punktu przecigcia
poprowadz w kierunku wykresu
y = f(x) odcinek réwnolegly do osi
OY, az do punktu ich przecigcia.

5. Powtarzaj teraz kolejno punkty 3. i 4.

P
09} 1
0,8f 1
07f 1
0,6 |

05} .
04} .
0,3} .
0.2} .
0,1} .

0 010203040506 0,7 0809 1

Rys. 2. Wykres pajeczynowy dla ciagu (1)
zk=21ixz9=0,05.

Cykl dlugosci p to zbiér parami réznych
punktéw {ao,a1,...,ap—1}, takich

ze f(a;) =a;41dlat=0,...,p—2
oraz f(ap—1) = ag.

09F i

0,8} i
0,7+ i
0,6 i

0,5F i

04F .
03 .
02t .
0,1 .

0

0 010203040506 0,7 0809 1

Rys. 3. Wykres pajeczynowy dla ciggu (1)
zk=341iz9=0,2.

Wyjasnijmy wyglad tych wykreséw. Zauwazmy najpierw, ze gdy 0 < k < 1,

to x > kx(1 — z) dla wszystkich = € [0, 1]. Oznacza to, ze dla dowolnego

xo € [0, 1] wszystkie wyrazy ciagu spelniaja nieréwnos$¢ x,,_1 > x,. Ciag ten
jest zatem nierosnacy, a poniewaz jest réwniez ograniczony z dotu przez 0, to
klasyczne twierdzenie analizy matematycznej pozwala nam wywnioskowaé, ze
ma nieujemna granice, ktérg oznaczymy przez g. Jak ja znalezé? Z ciaglosci
odwzorowania logistycznego f wynika, ze granica ta musi spelnia¢ réwnanie

g = f(g), czyli — innymi stowy — jest punktem stalym funkcji f. Prosty rachunek
prowadzi do spostrzezenia, ze przy rozwazanych wartoéciach k& odwzorowanie
logistyczne ma tylko jeden nieujemny punkt staly: g = 0. Podsumowujac, jezeli
tylko 0 < k < 1, to niezaleznie od tego, skad wystartujemy, kolejne wyrazy ciagu
beda zbliza¢ sie coraz bardziej do zera.

Niestety, rozpatrzony wlasnie przypadek byt najprostszy. Juz badanie sytuacji,
gdy k € (1, 3], jest trudniejsze, choé¢ nie wymaga jeszcze zaawansowanych
narzedzi matematycznych. Zatem bez zadnych wyliczen powiedzmy, ze

gdy 1 < k < 3, to dla kazdego zo € (0,1) zaleznosé rekurencyjna (1) daje
ciag, ktéry zawsze jest zbiezny do 1 — % (gdy xo = 0 lub zo = 1, dazy

on do zera). Laczac otrzymane dotad rezultaty, widzimy, ze ciag (1) jest
zawsze zbiezny dla 0 < k < 3. Dlaczego jednak granica tego ciagu zmienia
sie, gdy k przekracza 17 Odpowiedz na to pytanie kryje sie w fakcie, ze 0,
czyli punkt staly odwzorowania logistycznego i zarazem granica ciagu dla

k < 1, zmienia swéj charakter, gdy k przekracza 1. Dla 0 < k < 1 jest to
bowiem przyciggajocy punkt staly (atraktor), a dla k > 1 — odpychajgcy
punkt staly (repeler). Dla 1 < k < 3 granica ciagu odpowiada teraz drugiemu
nieujemnemu punktowi stalemu odwzorowania logistycznego, réwnemu 1 — %,
ktéry jest przyciagajacy. Charakter tego punktu stalego znakomicie ttumaczy
tzw. wykres pajeczynowy.

Na rysunku 2 pokazano wykres pajeczynowy dla réwnania (1) pray k = 2
i zg = 0,05. Punkt staly 0 jest odpychajacy, a 0,5 przyciagajacy, dlatego
nawet biorac wartosé startows g, lezaca bardzo blisko 0, otrzymamy ciag
dazacy do 0,5.

A co dzieje sig, gdy k przekracza 37 Rysunek 1 sugeruje nam, ze przynajmniej
dla wartosci k niewiele wigkszych od 3 ciag przestaje by¢ zbiezny, a jego

dalekie wyrazy zaczynaja oscylowaé¢ miedzy dwiema wartosciami: wyrazy ciggu
o indeksach parzystych zbiegaja do jednej z nich, natomiast wyrazy o indeksach
nieparzystych do drugiej. Oznaczmy te wartosci przez a i b. Zauwazmy, ze
poniewaz x,, = f(zn—1), wartodci te musza spelniaé¢ réwnosci f(a) =b1i f(b) = a,
skad otrzymujemy, ze f(f(a)) = a oraz f(f(b)) =b. Aby wiec wyznaczy¢
wartosci a 1 b, wystarczy wyliczy¢ punkty stale f(f(x)).

Dla odwzorowania logistycznego mamy f(f(z)) = k*z(1 — z)(1 — kx + kz?), awiec
szukane punkty stale to pierwiastki réwnania k?z(1 — z)(1 — kz + k2?) — 2 = 0.
Nietrudno je wyznaczy¢ — sa to

0 1_l E+1+(k-3)(k+1) . k+1-(k-3)(k+1)
’ K’ 2%k ' 2%k
Pierwsze dwa nas nie interesuja, gdyz sa one takze punktami statymi
odwzorowania logistycznego f. Szukanymi przez nas wartoSciami a i b sg
pozostale dwa pierwiastki. Stanowia one cykl (lub orbite) dlugosci 2. Mozna
wykazaé, ze cykl ten jest przyciagajacy dla 3 < k < 1+ /6 = 3,449489 . ..

i, co wiecej, dla wartosci k z tego zakresu dalekie wyrazy ciagu (1) beda
oscylowaly wokoét tego cyklu dla prawie wszystkich warunkéow poczatkowych xg.
Rysunek 3 przedstawia wykres pajeczynowy dla ciagu (1) z k = 3,4 i 29 = 0,2.

Jak widaé, zwiekszanie wartosci parametru k nie tylko prowadzi do bardziej
zlozonych rachunkéw, ale i do coraz ciekawszych wynikéw. Najpierw ciag
opisany zaleznoscia (1) jest zawsze zbiezny do zera, potem, gdy k przekracza 1,
pozostaje zbiezny, ale do innej wartoéci, gdy za$ k mija 3, to z drobnymi
wyjatkami ciag zaczyna zbiega¢ do cyklu dlugosci 2. Co wiec moze si¢ dziac, gdy
ten cykl przestanie by¢ przyciagajacy (czyli dla k > 14 1/6)? Jak intuicja
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wsparta rysunkiem 1 moze nam sugerowaé, powstanie wéwczas nowy
cykl, tym razem dlugosci 4, ktéry dla pewnych wartosci k (dokladniej, dla
1+6 < k < 3,544...) bedzie przyciagajacy. Skoro tak, to pewnie po zmianie

Zjawisko podwajania dlugosci cyklu charakteru tego cyklu na odpychajacy powstanie przyciagajacy cykl dtugosci 87
nazywamy bifurkacjs podwajania Otéz to, a potem powstang kolejno cykle dtugoéci 16, 32, 64 i tak dalej. Ponizsza
okresu, punkty zas, w ktérych 1k isuie. dla jakich Kk 5wk d Kkle di Sci 27 bed . .
nastepuje to podwojenie, nazywamy tabelka opisuje, dla jakich zakreséw k dane cykle dtugosci eda przyciagajace
punktami bifurkacji. (liczby zostaly tu zaokraglone do 4 miejsc po przecinku).

kiedy cykl 2™ jest atraktorem

3<k<14+6=~3,4495
1+v6 <k < 3,5441
3,5441 < k < 3,5644
3,5644 < k < 3,5688
3,5688 < k < 3,5697
3,5697 < k < 3,5699

S UL W N3

7 tabelki tej ptynie ciekawa obserwacja, a mianowicie dla kazdego kolejnego
cyklu przedzial wartoéci k, dla ktoérych cykl ten jest przyciagajacy, jest coraz
krétszy. Nasuwa sie wiec pytanie, co sie dzieje z tymi przedzialami, gdy n dazy
do nieskonczonosci? Okazuje sie, ze zbiegajg one do punktu k* ~ 3,569945672.

Jak wie$é niesie, wspomniany juz Robert May zapisal réwnanie (1) na tablicy
/ w korytarzu jako zadanie dla swoich studentéw i dopisal pytanie Co, na Boga,

y dzieje sie dla k > k*? No c6z, w tym przypadku dzieje sie naprawde wiele.

i Przede wszystkim pojawia si¢ chaos — ciag opisywany zaleznoscia (1) zaczyna

przejawiaé¢ zachowania chaotyczne! Innymi stowy, dla odpowiednich &

réwnanie (1) to wéwczas nic innego, jak swego rodzaju przepis na chaos.

Jednak nie jest tak, ze dla kazdego k* < k < 4 bedziemy otrzymywadé juz tylko
N i wytacznie ciagi chaotyczne. Okazuje si¢ bowiem, ze dla pewnych zakreséw k
' ' z tego przedzialu ponownie pojawia sie przyciagajace cykle i to dowolnej
- dlugodci réznej od 2™. Jako ostatni zaznaczy swoja obecnosé cykl dlugosci 3,
¢ przyciagajacy dla 14 2v/2 = 3,828427... < k < 3,841499 . .. (piaty wykres na

rysunku 1). Warto w tym miejscu wspomnieé, ze odwzorowanie logistyczne

/ ze stata k € [1 + 2v/2,4] ma bardzo ciekawa wlasnosé: ma cykle dowolnej
dtugosci, z ktérych zawsze tylko co najwyzej jeden bedzie przyciagajacy
(wynika to z dwéch stynnych twierdzen teorii ukladéw dynamicznych:
Szarkowskiego i Fatou).

/ Chcac w pelni opisa¢ i wyttumaczy¢ zachowanie badanego ciagu przy wzroscie

/ parametru k od k* do 4, musielibySmy uzyé¢ dosé zaawansowanej matematyki.
Mozemy jednak pokrétce stresci¢ jego zachowanie jako naprzemienne

, « / pojawianie si¢ chaosu (wéwczas wykresy dalekich wyrazéw ciagu nie wykazuja
zadnych widocznych wzorcéw) i cykli przyciagajacych (wtedy wykresy
\ ' dalekich wyrazéw ciagu beda oscylowaé¢ miedzy pewna liczba wartosci).
Dodajmy jeszcze, ze gdy k jest rowne 4, otrzymamy ciag w pewnym sensie
yhajbardziej” chaotyczny.

Dotarlismy zatem do konca naszej wedrowki z parametrem k. Z tej perspektywy
widac¢, ze odwzorowanie logistyczne jest doskonalym przykladem na to, ze chaos
nie musi pojawiaé si¢ tylko i wylacznie w bardzo zlozonych uktadach. Istotne
Swietng, i zarazem bardzo prosta jest to, aby byty one nieliniowe. Jak pisal bowiem o chaosie profesor Leon Ong
ilustracjg zachowai chaotycanych Chua, wybitny autorytet m.in. w zakresie dynamiki nieliniowej: ,,Opoka tych
W otaczajacym nas Swiccie jest sposob, o 4oy lokalnych i globalnych bifurkacji jest wszechobecna nieliniowos$é¢, niegdy$

w jaki woda kapie z kranu w zaleznosci
od sily jej przeplywu. W sprzyjajacych  bezmy$lnie linearyzowana przez inzynierow i innych adeptéw nauk Scistych,

E?E?E;fj(;hpr(r)lgivr;;rianz‘lffetsiosz:?;:an@ ktérzy tym samym trwonili swg jedyng szans¢ zmierzenia si¢ z rzeczywistodcig”
ze stopniowym odkrecaniem Kranu, (podaje za ksiazka Granice chaosu. Fraktale). Niewatpliwie duzo w tych slowach
czyli ze zwigkszaniem natezenia racji. Chaos jest praktycznie wszechobecny w otaczajacym nas $wiecie. Modele
przeplywu wody. opisujace do$¢ wiernie takie zjawiska z zycia wziete to zazwyczaj uklady wielu

skomplikowanych réwnan nieliniowych. Ale pamigtajmy, ze czasami do ich opisu
wystarczy jedna, prosta funkcja nieliniowa, czego najlepszym przykladem jest
wlaénie odwzorowanie logistyczne.
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O wiezach, permanencie i parzystosci

Na szachownicy o wymiarach n x n zakryto czes¢ pol

i zapytano nas, na ile sposobéw mozna ustawié¢ na niej
n wiez tak, by zadna z wiez nie stata na zakrytym polu
i nie grozila innej (tzn. w kazdym wierszu i w kazdej
kolumnie musi sta¢ dokladnie jedna wieza).

Jesli przedstawimy szachownice jako zero-jedynkowa
macierz A = (a; ;) wymiaru n x n, w ktérej a; ; =0
wtedy i tylko wtedy, gdy pole lezace na przecigciu
i-tego wiersza i j-tej kolumny jest zakryte, to nietrudno
bedzie sie przekonaé, ze odpowiedzia jest wartos¢
wyrazenia

Z a1,7(1)02,7(2) - - - An,7(n)s

w ktorym sumowanie rozciaga sie na wszystkie
permutacje 7 zbioru {1,...,n}. To wyrazenie
fachowo nazywa sie permanentem macierzy A

i jego wyznaczenie jest problemem na tyle
trudnym obliczeniowo, ze nie znamy zadnego
algorytmu, ktéry robilby to szybciej niz w czasie
wykladniczym.

Dostalismy jednak szanse na rehabilitacje, gdyz
postawiono drugie pytanie: czy liczba poprawnych
ustawien wiez jest parzysta? Okazuje sie, ze w istocie
takie pytanie jest prostsze.

Definicja permanentu moze wydacé si¢ znajoma tym,
ktérzy znaja permutacyjna definicje wyznacznika
macierzy. W istocie, wyglada ona bardzo podobnie:

det(A) := Z SEN(T) a1 (1) 02,7 (2) - - - O, (n)s

gdzie funkcja sgn(7) jest tzw. znakiem permutacji;
dla nas bedzie istotne, ze przyjmuje ona wartoéci +1.
Kluczowa obserwacja jest, ze —1 =1 (mod 2), zatem
wyznacznik i permanent tej samej catkowitoliczbowej
macierzy sa zawsze tej samej parzystosci!

To pozwala nam sprowadzié¢ problem do obliczenia
wartosci wyznacznika modulo 2, co mozemy zrobi¢
chociazby w czasie O(n?), korzystajac z metody
eliminacji Gaussa.

Tomasz IDZIASZEK

i Zadania

Redaguje Waldemar POMPE

M 1291. W pola szachownicy m x n, gdzie m i n sa wieksze od 1, wpisano

liczby 1,2,...,mn. Pola, w ktorych znajduja sie¢ liczby i oraz ¢ + 1, maja
wspolny bok dla kazdego i. Wykazac, ze istnieje liczba k oraz dwa pola majace
wspoélny bok, w ktoérych znajduja sie liczby k oraz k + 3.

Rozwiazanie na str. 2

M 1292. Wykazad, ze istnieje zbiér ztozony ze 100 réznych liczb catkowitych
dodatnich o tej wlasnosci, ze suma dowolnych elementéw tego zbioru nie jest
potega liczby naturalnej o wykladniku wiekszym lub réwnym 2.

Rozwiazanie na str. 3

M 1293. Dany jest staw w ksztalcie kola oraz trzy ustalone proste k, [, m.

Z punktu A znajdujacego sie na brzegu stawu wyplywa ryba i ptynie w kierunku
réwnoleglym do prostej k. Po dotarciu do brzegu ryba zakreca i ptynie dalej

w kierunku wyznaczonym przez prosta [. Po ponownym dotarciu do brzegu
stawu ryba kontynuuje swoja podréz w analogiczny sposob, obierajac kolejno
kierunki m, k, [ oraz m. Wykazaé, ze po zakonczeniu tej wedréwki ryba znajduje
sie w wyjsciowym punkcie A.

Rozwiazanie na str. 14

Redaguje Fwa CZUCHRY

F 773. Okragly, plaski lep na muchy zbliza sie z predkoscia v, skierowang
wzdtuz prostopadtej do ptaszczyzny lepu, do roju much poruszajacego sie

z predkoscia u, prostopadla do v. Muchy lecg w obszarze ograniczonym dwiema
plaszczyznami prostopadlymi do kierunku ruchu lepu, plaszczyzny te sa

odlegle o d. W jednostce objetosci znajduje sie n much, promien lepu wynosi R.

Ile much zlapie lep?

Rozwiazanie na str. 24

F 774. Bombka choinkowa tlucze sie przy zderzeniu z podloga po upadku

z wysokosci rownej co najmniej h. Z jaka minimalna predkoscia musi sie
porusza¢ taka bombka, zeby po zderzeniu z taka sama, spoczywajaca, obie si¢
rozbily? Zakladamy, ze druga bombka jest zawieszona w powietrzu, predkosé zas
pierwszej bombki skierowana jest wzdluz prostej taczacej srodki bombek.

Rozwiazanie na str. 8
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Mota delld

Jak wyznaczy¢ liczbe 7 za pomoca zderzen?

Rozpatrzmy dwa ciata polozone na powierzchni ograniczonej z prawej
strony Sciana (rysunek). Pierwsze cialo o masie 1 poczatkowo spoczywa,
a drugie cialo o masie k? razy wickszej porusza si¢ w prawo z pewna
predkoscia v. Tarcie pomijamy. W ktérym$ momencie ciala zderzaja sie,
po czym pierwsze ciato zaczyna poruszac si¢ w kierunku Sciany, odbija si¢
od niej, znéw uderza w drugie cialo, zderza sie ze $ciang i tak dalej. Ciata
beda zderzaé sie w ten sposéb do chwili, gdy drugie cialo zacznie uciekaé
w lewo szybciej niz pierwsze. Ile bedzie wszystkich stuknieé¢ ciato-ciato

i cialo-Sciana w zaleznosci od stosunku mas k27

Czytelnik moze wykonaé¢ symulacje na komputerze albo sprawdzié¢ to
doswiadczalnie (jesli ma dostatecznie gladki stét i duzo cierpliwosci. . .).
Dla k=10, m=0,1,2,..., pierwszych kilka wynikow wyglada
nastepujaco:

k? liczba zderzen

1 3
100 31
10000 313

=N
QLRSS

A2 @\
() Ba I

1000000 3141

Czytelnik domy$la si¢ na pewno dalszego ciagu — dla k% = 100000000
otrzymamy pewnie 31415 itd. Istotnie tak jest! Czyzbysmy znalezli nowg
metode doswiadczalnego wyznaczania liczby 7?7

Przyjrzyjmy sie sytuacji nieco doktadniej. Niech vy, oznacza predkosé
drugiego ciata po n-tym zderzeniu z pierwszym cialem i analogicznie usay,
— predkosé pierwszego ciata po n-tym zderzeniu (dodatnia warto$é predkosci
oznacza, ze cialo oddala sie od §ciany). Przy odbiciu od $ciany pierwsze ciato
zmienia predko$¢ na us, 11 = —us,, a predkosé drugiego ciata, oczywiscie,
sie nie zmienia, vo, 1 = vV2,. Poczatkowo mamy u; = 0, vy = —v. Niech
catkowita energia kinetyczna cial wynosi Ey;, — energia jest zachowana,
wiec w kazdej chwili 3202 + Ju? = Eu,. Wprowadzajac przeskalowane

zmienne V,, = ’/%U"’ Un = \/ 35— Un, Widzimy, ze V.2 + U} = 1, a wigc
mozliwe predkosci cial leza na okregu jednostkowym plaszezyzny (U, V).

Jak powiaza¢ predkosci ciatl przed i po ich zderzeniu? Poczatkowo U; = 0,

Vi = —1. Z zasady zachowania pedu wynika:

(1) kEVon + Uzp = kVay 1 + Uz 1.
Z kolei z zasady zachowania energii mamy:

(2) Vo + Uz, = Vi +Us, o

7 pierwszego réwnania Vo, — Vo, = %(Ugn_l — Usy), z drugiego
Zaé (‘/277, - ‘/211—1)(‘/277, + ‘/211—1) — (U2n—1 - U2n)(U2n—l + U2n)a co
po podstawieniu i prostych rachunkach daje:

2k k2 -1
(3) U2n = kz——i-lVQn_l - kQ—_HUQn—l,
k2 -1 2k
(4) ‘/7277. — k2 + 1‘/2’!L—1 + I{,'2 + 1 U2'n,—1
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(07 71)

Po uwzglednieniu zwiazku Vo, 11 = Vs, 1 Uspa1 = —Us, otrzymujemy:
2k k% —

(5) U2n+1 k?2 + 1‘/277, 1 + 12 ¥ 1U2n 1
k% — 2k
(6) ‘/271—&-1 ]{;2 ¥ 1‘/217, 1 + 55— k2 ¥ 1 UQn—l

Aby wyznaczy¢ liczbe wszystkich zderzen cial, trzeba znalezé takie
najwicksze N (w zaleznosci od k, czyli Ny), ze uan, -1 > vVan, -1, ale
Uan,+1 < Van,+1 (Jesli po Ni-tym zderzeniu i odbiciu sie od $ciany
pierwsze cialo bedzie miato mniejsza predkosé niz drugie, to nigdy juz

go nie dogoni). Liczba wszystkich zderzen cialo-cialo i cialo-$ciana bedzie
rowna 2Ny, z wyjatkiem sytuacji uspn, +1 = 0, kiedy ostatnim zderzeniem
bytoby zderzenie cialo-ciato i wszystkich zderzen byloby 2N, + 1. Jak
obliczyé N7

Mozna sprobowaé zamienié¢ rekurencje na jawny wzér na us, i ve,

— ambitnego Czytelnika zachecamy do proéb. Istnieje jednak prostsza
metoda znalezienia warunku na N, niewymagajaca rozwiazywania
uktadu réwnan rekurencyjnych.

Popatrzmy na wspétczynniki w réwnaniach (5) i (6) — poniewaz

—1

(=12 + ( 2k )2 — 1, mozemy dla pewnego kata 6 polozyé cos = k2+1,

k2+1 k2+1
sinf = 2%~ +1 Wida¢ wiec geometryczna interpretacje zderzen —
po zderzeniu cialo-cialo i cialo-$ciana punkt (Us,, Va,), reprezentujacy
predkosci obu cial, podlega na okregu obrotowi o kat 0! Stad po n takich

odbiciach punkt poczatkowy (0, —1) zostanie obrécony o kat nf.

Co geometrycznie oznacza warunek us, > vo,7 W naszych wspolrzednych
oznacza to, ze Us, > 1 Vay, a wiec ze punkt (Usp, Vay,) lezy ponizej prostej
o kacie nachylenia «, gdzie tga = k. A WiQC szukane N to takie, dla
ktérego jeszcze —% + Nipf < o, ale juz —% + (Np +1)0 > « (pamlgtajmy,
Ze zaczynamy z punktu (0, —1) o kacie ——)

Chcemy przekonaé sie, czy faktycznie 28tL zbiega do 7, gdy k — oo

(granica 27 2Ne hedzie taka sama). Wystarczy wykazaé, ze Nk zbiega do 7.
W tym celu przepiszmy powyzsze nieréwnosci jako

(7) a=0< -5 +Nb<a,

co po podzieleniu stronami przez k6 i uporzadkowaniu daje

o+ % 1 Nk o+ %
® wOESE < r
Mamy tgoa =k, sinf = %, zatem o = arctgk, 6 = arctg 75
Widzimy od razu, ze przy k — oo kat o zbiega do 7. Obliczenie
granicy kf = karctg 22 wymaga odrobine wigcej rachunkéw (mozna
wykorzysta¢ tgr/r ~ 1 dla r bardzo bliskich zeru), ale nie jest trudne
i daje w wyniku k6 — 2.

Podstawmy to do nieréwnosci (8): + — 0 przy k — oo, zatem granica
lewej i prawe] strony wynosi 7. St@d wynika, ze faktyczme &= — 5, czyli
taczna liczba zderzen cial oraz ciata ze Sciana po podzieleniu przez k

zbiega do !

Czytelnik moze zastanowi¢ sig, jakie jest tempo zbieznosci, a wiec
dlaczego zwigkszajac stosunek mas cial 100 razy, rzeczywiscie dostajemy
(z dokladnoscia do parzystosci na ostatnim miejscu) kolejna cyfre
rozwiniecia dziesietnego w. Przy okazji, jesli bedziemy zwiekszaé
stosunek mas cial nie 100, ale, na przyktad, 49 albo 169 razy, tez
dostaniemy kolejne cyfry rozwiniecia m, tylko w systemie sibdemkowym
albo trzynastkowym.

Matqg Delte przygotowali Marcin KOTOWSKI i Michat KOTOWSKI
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Amatorskie pomiary meteorologiczne:
Prosty detektor wytadowan atmosferycznych

Rozwigzanie zadania M 1293.
Oznaczmy przez Ag, A1, ..., Ag punkty

brzegu stawu, w ktérych kolejno znajduje
sig¢ ryba. Nalezy wykazaé, ze Ag = Ag.

Niech k', I’, m’ beda prostymi
prostopadlymi odpowiednio do prostych
k, I, m przechodzacymi przez Srodek
stawu. Wéwcezas punkt A jest obrazem
symetrycznym punktu Ag w symetrii
S wzgledem prostej k’. I ogdlnie,
punkt A;4; jest obrazem punktu A;

w symetrii wzgledem jednej z prostych
k', 1", m’. Wobec tego

Ag = (S,,y 05080
6 S,r © Sp1 0 S (Ao).

Poniewaz proste k', I’, m’ maja punkt
wspolny, wiec ztozenie S,,/ 0 Sy 0 .Sy jest
symetrig S, wzgledem pewnej prostej p.
Stad Ag = (Sp 0 Sp)(Ag) = Aop.

*Instytut Geofizyki, Wydzial Fizyki
Uniwersytetu Warszawskiego

Krzysztof MARKOWICZ*

W kazdej sekundzie na Ziemi zdarza sie okoto 100 wyladowan atmosferycznych
zwiazanych z okolo 1800 wystepujacymi réwnoczesnie burzami. Mogloby

sie wydawac, ze wyladowania te prowadza do roztadowania olbrzymiego
kondensatora, ktorego jedna z okladek jest warstwa atmosfery zwana jonosfera,
a druga — powierzchnia Ziemi. Tymczasem jest zupelnie na odwrdt: globalny
kondensator jest roztadowywany stabymi pradami jonowymi plynacymi

w powietrzu, a tadowany wlasnie podczas wyladowan atmosferycznych. Jak

to si¢ dzieje?

Jonosfera jest warstwa atmosfery rozciaggajaca sie na wysokosci od okoto 50

do 1000 km nad powierzchniag Ziemi. Charakteryzuje si¢ ona wystgpowaniem
swobodnych jonéw, ktore powstaja wskutek jonizacji czasteczek gazéw
atmosferycznych pod wplywem promieniowania slonecznego (gléwnie
ultrafioletowego) oraz promieniowania kosmicznego. Jonosfera jest natladowana
dodatnio wzgledem powierzchni Ziemi, a réznica potencjaléw wynosi okoto
400 kV. Uklad Ziemia-jonosfera stanowi kulisty kondensator o pojemnosci
okolo 2,5 F, a wiec naladowany tadunkiem okoto 1 mln C. Powietrze,
wypelniajace ten kondensator, jest dobrym izolatorem i przewodzi prad

tylko w szczegdlnych warunkach. W stabo przewodzacych dolnych warstwach
atmosfery ziemskiej wystepuja réoznoimiennie naladowane molekuty gazéw,
spelniajace role nosnikow pradu elektrycznego. Powstaja one wskutek
oddzialywania promieniowania kosmicznego, promieniowania jonizujacego
plaszcza Ziemi oraz gazéw promieniotwoérczych (np. radonu). Obecnosé
niezerowego pola elektrycznego w dolnej atmosferze oraz istnienie swobodnych
nosnikow elektrycznych powoduja przeplyw pradu. Prad ten nosi nazwe pradu
Jtadnej pogody”, a jego gesto$é wynosi okoto 2-3 pA/m?2. Gradient potencjatu
pola elektrycznego przy powierzchni Ziemi podczas bezchmurnej i bezwietrznej
pogody wynosi okoto 150 V/m i maleje szybko z wysokoscia. Pomimo ze
gestos$¢ pradu ,tadnej pogody” jest niewielka, prad ten mégtby doprowadzié

w krétkim czasie do zaniku napiecia pomiedzy jonosfera a powierzchnig Ziemi.
Istnieje jednak mechanizm tadowania Ziemi tadunkiem ujemnym ze $rednim
pradem 1800 A. Sa nim burze atmosferyczne, wystepujace gltéwnie w rejonach
tropikalnych. Gléwna przyczyna wyladowan atmosferycznych jest gleboka
konwekcja w dolnej atmosferze (ponizej 20 km), podczas ktorej dochodzi do
separacji tadunkow elektrycznych. Mechanizm elektryzacji chmur burzowych
nie jest do konca poznany. Istnieje kilka hipotez probujacych wyjasni¢ ten
proces, nie beda jednak one tu omawiane. Pomiary prowadzone w chmurach
burzowych wykazaly, ze w gérnych ich cze$ciach powstaje nadmiarowy tadunek
dodatni, a w dolnych — nadmiarowy ladunek ujemny. W wigkszosci wyladowan
typu chmura-Ziemia dochodzi do przepltywu tadunku ujemnego zgromadzonego
w dolnej czesci chmury do powierzchni Ziemi.

W atmosferze ziemskiej poza wyladowaniami chmura-Ziemia i chmura-chmura
wystepuja takze wyladowania chmura-jonosfera. Wyrézniamy trzy rodzaje
zjawisk optycznych towarzyszacych wytadowaniom tego typu. Sa to:

wczerwone krasnoludki”, wystepujace w postaci czerwonego blysku, ,elfy”,
obserwowane w postaci kregdéw $wiatta rozszerzajacych sie promieniscie w dolnej
jonosferze, oraz ,blekitne fontanny”, widziane w postaci niebieskich struktur
przypominajacych odwrécony stozek. Zjawiska te na ogét nie sa widoczne

z powierzchni Ziemi.

Podczas wyladowania atmosferycznego emitowane sa fale elektromagnetyczne
oraz akustyczne. Te pierwsze widoczne sg na ogoét jako jasna blyskawica, ale ich
zakres widmowy jest znacznie szerszy niz pasmo widzialne i obejmuje réwniez
np. fale radiowe. Mozna sie o tym latwo przekonaé, wlaczajac podczas burzy
radio ustawione na odbidr fal dlugich.
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Rys. 1. Wyglad anteny detektora
wyladowan atmosferycznych.
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Rys. 2. Schemat elektroniczny wzmacniacza autorstwa Franka
Kooimana.
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Rys. 3. Przyktad 10-sekundowej rejestracji sygnaléow z detektora
wyladowan atmosferycznych przy uzyciu karty dzwigkowej

z czgstotliwoSciag probkowania 44100 Hz (a) oraz charakterystyka
pojedynczego wytadowania (b). Na podstawie stosunku amplitud
sygnaléw z anten ustawionych w kierunku W-E i N-S okreslamy

azymut wyladowania.

Fakt, ze wyladowania atmosferyczne mozna wykry¢ na radiowych falach
dlugich, stal sie podstawa systeméw lokalizacji wytadowan. Wykorzystuje
to réwniez opisany ponizej prosty przyrzad, umozliwiajacy rejestracje
przebiegéw czasowych wytadowan atmosferycznych. Gtéwnym elementem
detektora sg dwie anteny lezace w prostopadlych plaszezyznach (rys. 1).
Kazda z anten sklada sie z 8 zwojéw przewodu o $rednicy okolo 1,5 mm,
polaczonych réwnolegle z kondensatorem o pojemnosci 1 uF (C3 i C4

na rysunku 2). Anteny maja ksztalt kwadratu o boku okolo 75 cm.
Pojawiajacy sie na koncach anten sygnatl elektryczny jest wzmacniany
przez prosty uklad elektroniczny (rys. 2), skladajacy sie z dwdch
identycznych wzmacniaczy operacyjnych LF356N, ktorych zadaniem

jest wzmocnienie pradéw plynacych w ukladach rezonansowych anten.
Sygnaly wyjéciowe z obu wzmacniaczy podawane sa bezposrednio na
wejscie karty dzwigkowej komputera. Uklad ten jest na tyle prosty,

ze moze by¢ wykonany przez osoby niemajace duzego do$wiadczenia
elektronicznego. Jego koszt waha sie od 50 do 100 zl, w zaleznosci od
uzytych elementéw lub ich zamiennikéw.

Taki detektor wyladowan atmosferycznych pracuje

na dtugosci fali okoto 11 kHz, co pozwala na

detekcje wyladowan w odlegloéci nawet setek
kilometréw od anteny. Dostepne jest bezplatne
oprogramowanie shuzace do rejestracji oraz analizowania
wynikéw pomiaru. Doktadny opis detektora

wraz z oprogramowaniem znajduje sie na stronie
http://members.home.nl/fkooiman/lightning/
Zbudowany w ten sposéb przyrzad moze staé si¢ jedna
ze stacji amatorskiej sieci obserwacyjnej w Europie.

Zastosowanie dwéch anten w detektorze pozwala
wyznaczy¢ azymut wytadowania. Trzeba jednak
pamietaé, ze sygnaly przychodzace z przeciwlegtych
kierunkow widziane sa tak samo przez nasz detektor,

nie bedziemy zatem nigdy mie¢ pewnosci, czy wyladowanie
zdarzylo si¢ np. na poinoc czy na potudnie od
detektora. Na podstawie amplitudy sygnatu mozemy
wnioskowaé o odlegtosci, w jakiej nastapilo wyltadowanie
atmosferyczne (rys. 3b). Jest to jednak bardzo zgrubne
oszacowanie, gdyz wyladowania moga znacznie sie réznic,
np. wyladowania dodatnie sa z reguly dziesigeciokrotnie
bardziej energetyczne niz ujemne, stanowiac jedynie
10% wyladowan chmura-Ziemia. Gdy mamy do
dyspozycji kilka stacji detekcyjnych, mozemy dokonaé
bardziej precyzyjnej lokalizacji wyladowania przy

uzyciu prostych metod geometrycznych. Wymaga to
jednak precyzyjnej synchronizacji czasu rejestracji
wytadowania pomiedzy wszystkimi komputerami sieci
pomiarowej. Innym rozwiazaniem jest wykorzystanie
odbiornikéw GPS, ktére sa obecnie najlepszym

z powszechnie dostepnych wzorcéw czasu. Rozwigzanie
to wykorzystuje jedna z europejskich sieci obserwacji
wyladowan atmosferycznych TOA (ang. time of arrival),
http://www.blitzortung.org/Webpages/index.php
Amatorskie urzadzenia pracujace w tej sieci sa bardziej
skomplikowane, a koszt zestawu do samodzielnego
montazu wynosi okoto 200 euro.

Niezaleznie od szczegdldéw technicznych, przy odpowiedniej liczbie stacji
pomiarowych mozna okresli¢ lokalizacje wyladowan atmosferycznych z typowa
doktadnoscia od kilku do kilkudziesieciu kilometrow. Umozliwia to obserwacje
przesuwania sie systeméw burzowych, jak réwniez badanie ich rozwoju oraz zaniku.
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PRZYSTEPNY ZARYS LOGIKI ZDAN

Andrzej Grzegorczyk
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Logika popularna. Przystepny zarys logiki zdan
Andrzej Grzegorczyk

Wiele lat temu podczas egzaminu wstepnego na studia matematyczne zostatem
zapytany o kwadrat logiczny. Rok wczesniej ukazato si¢ trzecie juz wydanie Logiki
popularnej Andrzeja Grzegorczyka. Rzeczywiscie, w owych czasach logika stanowita
element wyksztalcenia matematycznego juz na poziomie nauki szkolnej.

Logike przedstawia sie czesto w sposéb formalny, pokazuje sie tabelki spojnikow
logicznych, operuje si¢ zerami i jedynkami (falszem i prawda). Ot, zabawa w symbole.
Andrzej Grzegorczyk wyprowadza logike z naszych dziatan codziennych: przeprowadzamy
rozumowania, zeby powiekszy¢ nasza wiedze, wnioskujemy ze znanych nam przestanek, by
podejmowacé skuteczne dziatania. Ten sposéb poszerzania zakresu wiedzy jest skuteczny
jedynie wtedy, gdy w rozumowaniu nie popetniamy btedéw. Dlatego wazna jest znajomosé
podstawowych regut logicznych, ale takze umiejetnos¢ budowania poprawnych zdan,
niezbedna do tego, by mozna bylo precyzyjnie analizowaé ich wartosci logiczne. Ta droga
dochodzimy do rozwazan o sp6jnikach zdaniowych i o relacjach miedzy wartoscia logiczna
zdania ztozonego a wartosciami logicznymi jego sktadowych zdan prostych, poznajemy
prawa logiczne oraz podstawowsg regule wnioskowania, jaka jest reguta odrywania

— stosowana przeciez bezwiednie juz w szkole, kiedykolwiek korzystamy ze znanych
twierdzen. Pierwszy element formalny — symbol implikacji — pojawia si¢ dopiero na
stronie 61, kiedy czytelnik jest dobrze przygotowany do symbolicznego zapisu wnioskowan,
omawianych szeroko na wczesniejszych stronach.

Na koncu ksiazki autor przytacza przykltady zastosowan logiki (moéwi takze o jej
zastosowaniach w naukach humanistycznych) i omawia bledy popelniane czesto we
wnioskowaniach, w tym i te, ktére wynikaja z nieprecyzyjnosci wypowiedzi.

Kwintesencja ksigzki moze byé nastepujacy cytat: ,,Aby wiec sprawnie rozumowad,
warto wykrywac¢ prawa logiki, ktorych nieSwiadomie uzywamy, i stosowac je $wiadomie

w réznych wnioskowaniach”.
W. B.

Orzel czy reszka?
Hugo Steinhaus

Czy mozna zaczaé elementarne wprowadzenie do rachunku prawdopodobienstwa od
prawa wielkich liczb? Mozna — i co wiecej, mozna to zrobié¢ tak, by czytelnik poczul sie
aktywnym uczestnikiem rozwazan nad gra w orta i reszke, bo to na tym przyktadzie
buduje Steinhaus wprowadzenie w probabilistyke.

Czy prawdopodobienistwo musi by¢ pojeciem wprowadzanym aksjomatycznie?
Nie musi. Autor wyprowadza prawdopodobienistwo jako pojecie wtérne wobec czestosci,
jako idealizacje czestosci, co pozwala dobrze uchwycié istote tego pojecia.

Steinhaus nie przeprowadza wyktadu z rachunku prawdopodobienstwa. Prowadzi
czytelnika przez liczne sytuacje, w ktérych mysélenie probabilistyczne wydaje

sie naturalnym sposobem na ich ogarniecie umystem, podobnie jak naturalne
wydaja sie rozumowania opisywane w ksiazce, a takze naturalne jest wytanianie sie
kolejnych tematow.

Kiedy méwimy o rzucie moneta, zaktadamy, ze moneta jest symetryczna, a wiec
prawdopodobienistwo wyrzucenia orta jest réwne prawdopodobienstwu wyrzucenia reszki.
A jesli moneta symetryczna nie jest? Wtedy mozna dokonaé jej symetryzacji, co bynajmniej
nie oznacza ingerencji w jej strukture, lecz szczegdlny sposéb zapisywania wynikow rzutoéw.
Po co stosowaé symetryzacje? Na przyktad po to, by wygenerowaé ciag przypadkowy liczb.
Do czego moze stuzy¢ ciag przypadkowy liczb? Na przyklad, do wyceny towarow. Jak
zbudowaé prawdziwie losowy ciag przypadkowy bez losowania? Steinhaus proponuje
wlasna metode, czyli tablice Zelazng. Z rozwazan nad kwadratem $redniej i wieksza od
niego srednig kwadratow zestawu liczb dochodzimy do pojecia nadwyzki, czyli wariancji,
a potem dyspersji, zwanej dzi§ czesciej odchyleniem standardowym (autor wyjasnia na
przykladzie, dlaczego jest ono obliczane jako pierwiastek kwadratowy), a przy okazji
dowiadujemy sie, jak znalezienie tej ostatniej wartosci moze pomdc w ustaleniu, ktéra
obstuga tramwaju zastuguje na premie za staranng prace.

Hugo Steinhaus zostawil w matematyce bardzo wyrazny slad takze w tych obszarach,
gdzie matematyka pomaga opanowaé rzeczywistos¢. Orzel czy reszka jest Swietna
ilustracja takiego podejscia do matematyki, ale przede wszystkim jest Swietng lektura.
A przy okazji, niemal niezauwazalnie, mozna zrozumie¢, o co chodzi w rachunku
prawdopodobienstwa.

W. B.
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Informatyczny kacik olimpijski (35): Cukierki

W tym kaciku sprébujemy rozwiazaé zadanie z Olimpiady
Informatycznej Srodkowej Europy z roku 2004, ktére to
zawody odbyly sie w Rzeszowie. Tytul zadania to Sweets,
co mozna przettumaczy¢ na polskie Cukierksi.

Zgodnie z trescig zadania Ja§ ma n < 10 stojow

z cukierkami, zawierajacych kolejno mi,mo, ..., my, sztuk
tychze. Chlopiec chce zje$¢ co najmniej a, a co najwyzej b
cukierkéw, ale nie wie, ile doktadnie i ile ktérego rodzaju.
Naszym zadaniem jest obliczy¢, na ile sposobéw moze on
podja¢ decyzje, i podaé reszte z dzielenia wyniku przez 2004.

Najprostszym podej$ciem jest zdecydowaé osobno, ile wziaé
cukierkéw z kazdego ze stojow, a nastepnie sprawdzié, czy
w sumie wzieto sie ich miedzy a a b sztuk. W ten sposéb
uzyskuje si¢ ztozono$é czasowa O(mims ... my,).

Takie rozwiazanie nas nie satysfakcjonuje, mozemy wiec
sprobowac je przyspieszy¢. Podstawowym pomystem jest
zastosowanie programowania dynamicznego. Niech tx[z]
oznacza liczbe sposobéw wziecia x cukierkow z pierwszych
k stojéw. Wiemy, ze t9[0] =11 t¢o[z] =0dlaz >0.Dlak >0
mamy natomiast zaleznos¢ rekurencyjna

min(my ,x)

> e —il.

=0

tk[x} =

Zauwazmy, ze wynikiem jest reszta z dzielenia liczby
Z?:a t,[i] przez 2004. Zakladajac, ze wszystkie
dziatania po drodze bedziemy wykonywaé¢ modulo 2004,
otrzymamy rozwigzanie o zlozonoéci czasowej do

Ob-(mi+ma+...4+my)).

Mozemy to jeszcze poprawié, jesli zauwazymy, ze sumy
potrzebne do obliczenia tx[x] maja konkretna postaé. Chodzi
0 to, ze sumujemy kolejne pola tablicy ti—1[*]. W takim
razie mozemy zastosowaé tzw. sumy prefiksowe, tzn. po
obliczeniu tablicy tr—1[*] obliczy¢ dodatkowo tablice sj_1[*]
okreslona nastepujaco:

Sk—1 [l’] = Z tkfl[i].

Aby to zrobié szybko, korzystamy ze wzoréw: sx_1[—1] =0
oraz
dla x > 0.

Uzywajac takiej tablicy pomocniczej, otrzymujemy wzor

sp—1]x] = sp—1[r — 1] + tp—1[z]

tp[x] = sk—1]x] — Sk—1[z — min(mg, z) — 1],
ktéry pozwala na zmniejszenie ztozonosci czasowej do O(bn).

Wociaz nie jesteSmy zadowoleni — chcieliby$my lepiej
wykorzystac fakt, ze n jest bardzo mate. Po pierwsze,
zauwazmy, ze {a,a+1,...,b}={0,1,...,6}\{0,1,...,a—1},
a zatem wystarczy umie¢ oblicza¢ wynik, gdy chcemy
wybraé co najwyzej r cukierkéw, i dwukrotnie skorzystac
z tej metody, dla r = b oraz r = a — 1. Przypusémy

w dalszych rozwazaniach, ze chcemy wybraé¢ z n stojow
tacznie co najwyzej r cukierkéw i dopuszczamy przy

tym wybieranie liczb cukierkéw przekraczajacych
ograniczenia (m;). Niech A; oznacza zbiér tych wyboréw
cukierkéw, ktére tamig ograniczenie m; na liczbe
cukierkéw wyciagnietych z i-tego stoja. Interesujaca nas
wartoscia jest liczba wyboréw, ktore nie naleza do zbioru
A1 UAU...UA,. Zgodnie z zasada wlaczen i wylaczen
jest to doktadnie:

n

A=Y A+ YD A4y .+ (=) A1N4aN. N4y,

i=1 1<i<j<n
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gdzie A jest zbiorem wszystkich wyboréw co najwyzej
r cukierkéw. Powyzsza suma zawiera 2" sktadnikow;
zastanéwmy sie teraz, jak je wszystkie powyznaczaé.

Wezmy najpierw zbiér A. Chcemy wybraé co najwyzej r
cukierkéw z n stojéw, nie uwzgledniajac ograniczen (m;).
Mozna zauwazy¢, ze jest to réwnowazne ustawieniu w rzedzie
n + r obiektéw, z ktoérych n jest nierozréznialnymi Scianami,
a r — nierozréznialnymi kropkami. Majac takie konkretne
ustawienie, wybieramy tyle cukierkow z pierwszego stoja, ile
jest kropek przed pierwszg $ciana, tyle z drugiego, ile kropek
miedzy pierwszg a druga Sciana, itd. Kropki za ostatnia,

n-ta Sciana symbolizujg cukierki, ktérych nie wybralismy

z zadnego stoja (jesli wybieramy mniej niz 7). Ustawien Scian
i kropek jest ("+T), wiec taka jest tez moc zbioru A.

n
Podobne rozumowanie mozna przeprowadzié¢ dla
pozostaltych przecigé zbioréw. Jesli chcemy obliczyé

|Ai; N A, N...N A, |, chodzi nam o wybory r cukierkéw

z n stojow, ktore tamia ograniczenia dla stojéw o numerach
1 <41 <2 <...<ir <n. Musimy wiec ze stoja i1 wziaé
co najmniej m;, + 1 cukierkéw, ze stoja io co najmniej

m, + 1, itd. Pozostate cukierki wybieramy dowolnie, a wigc
jak wyzej dla A. W ten sposéb otrzymujemy wzor

k

|[Aiy N Ay, N N Ay | = <T+”—Z]~_l(mij +1)>7

n

przy czym trzeba zauwazy¢, ze gdy Zf=1(mi_7’ +1)>r,
to zaréwno lewa, jak i prawa strona roéwnania sg zerami,
a zatem réwnos¢ zachodzi takze w takim patologicznym
przypadku.

Ostatecznie sprowadziliémy problem do obliczenia

2" symboli Newtona, z ktérych kazdy jest postaci (7;), przy
czym m moze by¢ duze. Pozostaje pytanie, jak obliczaé takie
symbole, a konkretnie ich reszty z dzielenia przez 2004.

Mamy dwie mozliwosci. Mozemy wykonywaé operacje na
duzych liczbach (co wymaga w jezykach uzywanych na
zawodach wtasnej implementacji arytmetyki na takich
liczbach) i skorzystaé z zaleznosci

m\ _ m(m—1)(m-2)...(m—n+1)

n) n! '
Zauwazmy, ze w tym przypadku nie wystarczy pamietac
reszty z dzielenia licznika i mianownika przez 2004 — nie sa
one wystarczajace do obliczenia reszty z dzielenia ilorazu
przez 2004. (Inaczej byloby, gdyby zawody odbywaly si¢
w roku 2003 — dlaczego?) Zakladajac, ze koszt czasowy
operacji na liczbach rzedu b jest staly, uzyskujemy
rozwigzanie o ztozonodci czasowej O(2"n?).

Nie chcac wykonywaé tak zmudnych prac jak implementacja
wtlasnej arytmetyki, mozemy zamiast tego spostrzec, ze

(-2 (05)

co ma tatwe uzasadnienie kombinatoryczne: chcac wybraé

n obiektow sposréd 2k, musimy, dla pewnego ¢, wybraé

i 7z nich z pierwszej potowy, a n — ¢ z drugiej. Dokladajac do
tego znana tozsamosé (21@:—1) = (zf) + (anl), uzyskujemy
sposOb obliczania wszystkich wartosci (TO")7 (T e (7::)
w czasie O(n?logm), przy czym operujemy tutaj na samych
resztach z dzielenia przez 2004, dzieki czemu nie potrzeba
wlasnej arytmetyki. Daje to ostatecznie rozwigzanie

o zlozonoéci czasowej O(2"n? logb).

Tomasz KULCZYNSKI
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Co laczy starozytny problem trysekcji kata z entasis — grecka metoda
przeciwdziatania optycznemu ztudzeniu ,chudych” kolumn? Yaczy je

krzywa z rodziny cisoid, znana jako konchoida Nikomedesa. Po raz pierwszy
wprowadzona przez tego greckiego matematyka w III w. p.n.e., swoja nazwe
wziela od podobienstwa (nie zawsze od razu dostrzegalnego) do muszli

(lac. concha, gr. kovxn). Z matematycznego punktu widzenia jest bardzo prosta:
potrzebujemy dowolnej krzywej oraz punktu odniesienia, krzywa przedstawiamy
w biegunowym uktadzie wspélrzednych wzgledem tego punktu, a nastepnie
dodajemy staly parametr do promienia 7:

r(0) = a(0) +d,

gdzie () to pierwotna krzywa, d za$ to nasz parametr przesuniecia. W czasach
antycznych do wykreslania konchoidy uzywano niezastapionego narzedzia
wszystkich matematykéw (poczawszy od czaséw prehistorycznych), a mianowicie
patyka. Umieszczajac na nim dwa naciecia odlegle o d i opierajac o inny patyk whity
w punkcie odniesienia, mozna bylo wykresli¢ konchoide. Postep technologiczny
nie ominal jednak tej gatezi mysli ludzkiej. W XIX wieku spoltecznosé architektow
(zmeczona zapewne uzywaniem prymitywnych metod) coraz wyrazniej domagala
sie przyrzadu kreslarskiego z prawdziwego zdarzenia. Pierwszym bodaj, ktory

na to zapotrzebowanie odpowiedzial, byl William Ford Stanley (niezwigzany

ze znang firma produkujaca narzedzia). Rysunki urzadzenia mozna znalezé

w ksiazce jego autorstwa pt. A Descriptive Treatise on Mathematical Instruments
poczawszy od strony 82 (skan ksiazki jest dostepny za posrednictwem Google
Books). Fotografie bardzo zblizonego rozwiazania, wprowadzonego w roku

1880 przez Canadian Centre for Architecture, mozna znalezé na stronach CCA
(http://www.cca.qc.ca/en/collection/545-drawing-instruments-conchoidograph).

Jesli przyjrzeé sie zdjeciu konchoidografu CCA, widaé, iz jest on zaprojektowany
bardzo oszczednie i rzeczowo. Pojawia sie pytanie, czy nie mozna tego rozwiazac
jeszcze prosciej. W dalszej czesci artykulu zaproponuje rozwigzanie, ktore, moim
zdaniem, upraszcza konstrukcje konchoidografu, redukujac przy tym koszty
wykonania i miejsce zajmowane przez instrument (ci, ktérzy rzuca okiem na zdjecie
instrumentu CCA, zauwaza, iz ,mieszka” on w pokaznych rozmiaréw kasetce).

Rysunek przedstawia konchoidograf mojego pomystu. Ttumaczy on w zasadzie
sam siebie, pozwole sobie jednak na omoéwienie szczegotow konstrukeyjnych.
Podstawa urzadzenia jest metalowy korpus (aluminium zdaje sie dobrym
kompromisem pomiedzy waga i wytrzymaloscia). W swej srodkowej czesci korpus
ma wstawke z przezroczystego materiatu (szkla lub plastiku), ktéra stuzy za
przeziernik do ,$ledzenia” pierwotnej krzywej. Przeziernik jest wyposazony

w krzyzyk do latwiejszego ,celowania” w krzywa. Aby wzmocnié konstrukcje,
konieczne wydaje si¢ umieszczenie metalowego ,mostka” laczacego obie

czesci korpusu, przechodzacego ponad przeziernikiem, tak by nie blokowaé
widoku (obrazuje to ,widok z boku”). Jedna z czedci korpusu ma wyzlobiona
szyne/prowadnice, w ktérej osadzony jest swobodnie poruszajacy sie element

z zamontowana wymienna igla (bedzie ona umieszczona w punkcie odniesienia).
Dlugosé wystajacej igly nie moze by¢ duza, gdyz konchoidograf musi ,leze¢”

na kartce papieru po jej wbiciu (proponuje 1,5 mm). Druga cze$é¢ korpusu ma
podobna szyne, tyle ze element w niej osadzony ma tym razem $rube blokujaca
go na wybranej pozycji. Element ten ma wymienny grafitowy rysik o regulowanej
dlugosci wystawania (analogicznie do rysikéw stosowanych w cyrklach). Na boku
wida¢ wycieta podziatke wyskalowang w centymetrach, mierzaca odlegloéé rysika
od $rodka przeziernika (czyli nasz parametr d). Powyzszy pomyst jest wlasciwie
bezposrednim przedtuzeniem idei ,,patyka z nacieciami”, tyle ze z wykorzystaniem
nieco wygodniejszych i trwalszych materialéw.

Dla zainteresowanych kwestiami architektonicznymi dodam jeszcze, iz entasis
polegalo na wykreéleniu konchoidy wzgledem linii prostej, a nastepnie obréceniu
takiego konturu o m. W efekcie otrzymywano kolumne , pogrubiong w talii”,

co przy obserwowaniu jej z pewnej odlegltosci niwelowalo wrazenie wklestosci.
Na zakonczenie odno$nik dla mitosnikéw konchoid, trysekcji i geometrii:

http://xahlee.org/SpecialPlaneCurves_dir/Conchoid0fNicomedes_dir/conchoid0fNicomedes.html
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W poszukiwaniu przodka

Poszukiwanie korzeni rodowych stalo si¢ popularne. Sprzyja temu tatwosé
dostepu do réznorodnych zrodel archiwalnych, szybka korespondencja
miedzykontynentalna.

Jezeli myslimy o konkretnych przodkach, to zwykle o urodzonych w XX wieku:

rodzicach, dziadkach. W mojej rodzinie, w albumie fotograficznym ocalonym
z wojny, sa zdjecia: na jednym moj tata skreca wspanialym narciarskim
telemarkiem, na drugim babcia, starsza, szczupta elegancka kobieta w czarnej
sukni i kapeluszu, idzie deptakiem w Krynicy.

A przodek bezimienny? Zgodnie z Karolem Darwinem
wyobrazamy sobie jakiegos malpoluda.

A jeszcze wezesniej? Pojecie wspdlnego przodka domaga
sie precyzyjnej definicji. Naszymi odleglymi przodkami
nie sa znane z ZOO goryl lub szympans. 7 nimi mamy
wspélnego przodka. Okolo 6,5 miliona lat temu zylo na
Swiecie stworzenie, ktore byto wspdélnym przodkiem
dzisiejszych czlowieka i szympansa. Nie wiemy,

jak wygladalo; od tego czasu i my, i szympansy
przeszliSmy odrebne ewolucyjne drogi. Jedna z nich
konczy sie dzi§ gatunkiem Homo sapiens, druga —

Pan troglodytes. My nie pochodzimy od szympansa,
szympans nie pochodzi od cztowieka. Jesli tak, to

czy mamy wspélnego przodka z zaba? Z nicieniem?

7 drozdzami? Z rzodkiewnikiem?

OdpowiedzZ na te pytania o tak rézne dzi$ istoty jest
zawsze odpowiedzia: TAK. Wspdlczesne metody badan
z zakresu paleontologii, genetyki, a takze ewolucjonizmu
molekularnego, pozwalaja nawet na ostrozne okreslenie,
jak dawno zyt wspdlny przodek wszystkich form
organizméw. Intuicyjnie wyczuwamy, ze im glebiej
siegamy w historie zycia, tym mniej réznorodna

jest paleta hipotetycznych przodkow. Az wreszcie,
cofajac si¢ w czasie, powinnismy dojs¢ do JEDNEGO
WSPOLNEGO PRZODKA, takze wymarltych juz
ssakéw czy dinozaurdow.

Zastanéwmy sie, kim (czym) méglby by¢ taki jeden
przodek?

Najprostsze dzisiejsze formy zycia sa jednokomoérkowe.
W jednej komorce zmiesci¢ si¢ moga wszystkie

atrybuty definicji ,,zycia”. Komorka niesie w sobie

zapis informacji, przeksztalca materie, pobierajac

ja i wydzielajac do otoczenia oraz przeksztalcajac

w energie konieczna do zycia, rozmnaza si¢ do sobie
podobnych. Ta pierwsza, o ile istniala, musialta jeszcze
co pewien czas ulega¢ dziedzicznym zmianom — mutowac
— co skutkowalo ewolucyjnymi zmianami. Gdyby ich

nie bylto, nie byloby takze Czytelnikow Delty. . .

Zycie zaczelo sie chyba od pojedynczych komérek, ktére
po angielsku nazwano Last Universal Common Ancestor,
LUCA.

Powstaly zapewne w wielu miejscach na Ziemi, moze
rézniac si¢ jakimis szczegétami, a moze nawet istotnie.
Prawdopodobnie, uwaza sie obecnie, powstaly w wodzie,
w temperaturze 60-70°C, otaczajaca atmosfera nie niosta
jeszcze tlenu. Wokot musiaty takze gromadzi¢ sie rézne

19

czasteczki organiczne (zwiazki wegla), ktére staly sie
sktadnikami prakomérek. Z hipotetycznych réznych
form LUCA tylko jedna okazala sie najsprawniejsza,
najdzielniejsza. Potomstwo innych, jezeli byly, wymarto
po jakiejs liczbie pokolen. Ten proces mogt takze stawaé
sie wielokrotnie, ale prawdopodobnie tylko jedna forma
LUCA dala poczatek jednokomérkowym najstarszym
przodkom. Dzialo si¢ to mniej wiecej 3,5 miliarda lat
temu.

Nie znamy szczeg6téw tych proceséw. Jak dlugo trwaly?
Jak duzy byt LUCA? Jak czesto sie rozmnazal? Jak
uzyskiwal energie? Nie wiemy i nigdy nie bedziemy
wiedzie¢, poniewaz nie zostawil po sobie materialnych
Sladow, poniewaz nie jesteSmy w stanie powtérzy¢

w laboratorium tego zjawiska, zbyt wielu jego
parametréw nie znamy.

Czy na pewno LUCA nie zostawil materialnych $ladow?
Zaden paleontolog nie wykopie takiej skamienialosci,
ale zostaly po nim do dzi$ zywe wykopaliska, sa to
liczne i wazne procesy i czasteczki znajdujace sie we
wspoOlczesnych organizmach.

Jest takim $ladem uniwersalny kod genetyczny, nieomal
bez wyjatkéw uzywany przez wszystkie organizmy. Jezeli
byly inne proby zakodowania informacji komorkowej, to
nie przezyly wraz ze swoimi nosicielami. Innym $ladem
sg pozostatosci tzw. swiata RNA, pozwalajace na
sformulowanie hipotezy o prostszym — niz obserwowany
obecnie — sposobie kodowania informacji i zamieniania
jej na czasteczki-wykonawcéw. Dzi$ informacja
zakodowana jest w DNA, wykonawcy to bialka,
posredniczace czasteczki to RNA. Ale wedlug jednej

z hipotez w zamierzchlej przesztosci RNA spelnial obie
te funkcje, zapewne LUCA tak wladnie dawal sobie rade
z nosnikiem informacji i jej ekspresja.

Wreszcie uniwersalny plan budowy jednostki zyjacej,
komorki, tez Swiadczy o wspdlnym pochodzeniu.
Wszystkie komérki sa otoczone blona, struktura, ktéra
— jak w dziecigcej wyliczance — niektére substancje
przepuszcza, a niektére zatrzymuje. Dzigki blonie
komoérkowej to, co w $rodku, to Swiat zamkniety, lecz
komunikujacy sie¢ z otoczeniem.

Ale moze zaczynaliSmy sie troche (a moze zupelnie)
inaczej. Ten obszar biologii, jak mato ktéry, nadaje
sie do przemysliwania i tworzenia hipotez. My$lac
o nim, znajdujemy sie w najlepszym naukowym
towarzystwie.

Magdalena FIKUS



Starocie tylko geometryczne

Chodzi mi o to, aby jezyk gietki powiedziat wszystko, co pomysli glowa

A
B\\Zz;fﬁﬁi;j;j///c
Ay
Rys. 1

Na stronie Stowarzyszenia na rzecz Edukacji Matematycznej w Delcie 7/2010
oméwione byty najtrudniejsze dwa zadania finalu XLI Olimpiady Matematycznej.
Spéjrzmy teraz na bodaj najtatwiejsze zadanie tego bardzo trudnego finatu —
rozwiagzato je 39 finalistéw, z tego 29 bezbtednie.

Zadanie 4. Wewngtrz boku BC' tréjkata ABC' lezq rézne punkty D i E, przy czym
BD < BE. Niech p1 i p2 oznaczajg obwody tréjkatow ABC i ADE. Udowodnicé, Ze
p1 > p2 + 2 -min(BD, EC).

Rozwigzanie. Dla ustalenia uwagi zal6zmy, ze BD < EC. Niech F bedzie takim
punktem odcinka EC, ze BD = FC. Oczywiscie, min(BD, EC) = BD = min(BD, FC).
Obwdd tréjkata ADF nie jest mniejszy od obwodu tréjkata ADE (réwny tylko, gdy

F =E, tzn. BD = EC), bo AF + FE > AE. Wystarczy wiec dowiesé, ze

AB+ BC+CA>AD+DF +FA+2BD = AD + BC + FA,

czyli AB+ CA > AD + FA. Niech A bedzie punktem symetrycznym do A wzgledem
$rodka odcinka BC'. Figury ABA;C i ADA; F sa réwnolegtobokami, przy czym
pierwszy zawiera drugi, wiec obwdd pierwszego, czyli 2AB + 2AC, jest wiekszy od
obwodu drugiego, tj. od 2AD + 2AF.

To wyrdznione zdanie bardzo speszyto wielu zawodnikéw: bo niby z czego to wynika?
Przyjrzyjmy sie¢ czemu$ ogélniejszemu — jesli wielokqt wypukly w zawarty jest wewngtrz
wielokgta v (juz niekoniecznie wypuktego), to obwdd w jest mniejszy od obwodu v.
Prawda, ale jak to uzasadni¢? Wtasciwie od razu widaé, ze argumenty decydujace

sa dwa: lamana lgczgca konce odcinka jest od niego dluzsza i wielokqt wypukly jest
przecieciem pélplaszczyzn o brzegach zawierajgcych jego boki.

Postugujac si¢ tymi argumentami, z tatwoscig stwierdzamy, ze obwdd wielokata
w=UVWXY zrysunku 2 jest mniejszy od obwodu wielokata v = ABCDEFGH
nie tylko dlatego, ze to wida¢ na oko. Odetnijmy od v wszystko, co nie lezy

w tej polplaszczyznie zawierajacej w, ktérej brzegiem jest prosta UV — zostanie
wielokat KLBM NDEFGH, ktéry ma obwéd mniejszy od v, bo tamana K AL
jest dtuzsza od KL, a MCN dluzsza od M N. Tnijmy dalej: teraz odrzucamy to,
co nie lezy w tej potplaszczyznie zawierajacej v, ktorej brzegiem jest prosta VW
— zostanie K LBMVOH i tnijmy dalej. .. Bedziemy otrzymywali w ten sposéb
ciag wielokatéw o coraz mniejszych obwodach, ale ciggle zawierajacych w:
v=ABCDEFGH, KLBMNDEFGH, KLBMVOH, KLBMVW PH,
KLBMVWXQ,UVWXY = w.

No dobrze, to byt przyktad, ale jak to zapisaé ogdlnie? I tak okazuje sie, ze najwieksza
trudnos¢ lezy w umiejetnosci zapisania — nawet prostej, w gruncie rzeczy — mys$li.

Czy umiesz to sobie wyobrazié? A czy umiesz dowiesé, Ze tak jest?

=3

Cztery proste lezg na plaszczyZnie w ten sposob, ze kazde trzy z nich wyznaczaja
tréjkat — tak jak na rysunku obok.

Czy potrafisz ujrzeé¢ oczyma wyobrazni parabole styczna do kazdej z tych prostych?
A czy umiesz udowodnié, ze dla kazdych czterech takich prostych istnieje doktadnie
jedna taka parabola?

SPROBUJ!

A moze potrafisz wyobrazié¢ sobie okregi opisane na kazdym z czterech tréjkatéw
wyznaczonych przez te proste i widzisz, ze majg one wspdélny punkt? Jak tego dowiesé?

SPROBUJ!

A teraz wyobraz sobie réwnoczesnie jedno i drugie. Zapewne przyszto Ci do glowy, ze
wspdélny punkt tych czterech okregéw to ognisko tej paraboli.

UDOWODNIJ TO!

Warto pamietaé, iz ognisko paraboli to taki punkt, ze promienie $wiatta, wychodzace
z niego, po odbiciu od tej paraboli wszystkie maja jeden kierunek — sg réwnolegle
(a wiec — whrew zapowiedzi — znalazta sie tu i fizyka).
M. K.

20



Stowarzyszenie na rzecz Edukacji Matematycznej

www.sem.edu.pl
' Kolejny plakat SEM to dwanascie rysunkéw. Kazdy z nich to zadanie, w ktérym

nalezy udowodnié, ze pewne odcinki sg réwne.
Pierwszy rysunek w pierwszym wierszu ilustruje

tak zwane A
Najmocniejsze twierdzenie geometrii: PA = PB,

gdzie proste PA i PB to styczne do okregu o.

Dowdd tego faktu jest prosty,
wiec nie bedziemy go tu przytaczac.

Wprowadzmy oznaczenie: Po = PA = PB.

W zadaniu na drugim rysunku
mamy udowodnié, ze Pos = Ro.

Prosta konsekwencja twierdzenia pierwszego

jest rownosé AC = BD,

czyli Poi 4+ Poy = Roy + Ros,

czyli (Pog 4+ |XY|) + Pos = Roy + (Ro1 + | XY).
A stad otrzymujemy teze.

B R

Spéjrzmy teraz na srodkowy rysunek w dolnym rzedzie. Dorysujmy okrag
dopisany do trojkata ABC — tak jak obok. Zauwazmy, ze jednokladnosé

o srodku A, ktora przeksztalca maly okrag na duzy, jednoczesnie przeksztalca
punkt E na punkt F. Daje to wspdtliniowosé punktéw A, E, F'. Réwnosé, ktora
mamy tu udowodnié¢, wynika z poprzedniego zadania.

Rozwiazmy teraz zadanie, ktérego nie ma na plakacie, ale w jego rozwiazaniu
powolamy si¢ na teze zadania drugiego:

B

Dany jest trojkgt ABC. Punkt X nalezy do boku BC' tego trajkqta. W trdjkaty
ABX i ACX wpisane sq okregi o1 i oy. Prosta lx, rézna od prostej BC),
jest styczna zewnetrznie do okregow o1 i 09. Proste lx i AX przecinajg sie

w punkcie Y. Wykazad, Ze dlugosé odcinka AY mnie zalezy od wyboru punktu X.
Ix
Zauwazmy, ze z zadania drugiego wynika, ze Xo; = Yoq oraz Xos = Yo; (patrz

rysunek obok).

Obliczmy sume AB + AC — BC'. Po prostych rachunkach otrzymujemy:
o1 AB+ AC - BC =
= (AOl + BOl) + (AOQ + 002) - (BOl + C02 + XOl + X02) =

=AY +Yo; + AY + Yoo — Xo; — Xoy =2 - AY.

Przed omoéwieniem kolejnego rysunku z plakatu polecamy Czytelnikowi
nastepujace zadanie: Wykazaé, ze w czworokqt wypukly AEDF mozna wpisaé
okrgg wtedy i tylko wtedy, gdy okregi wpisane w trojkgty AED i AFD sq
styczne.

W zadaniu na trzecim plakatowym rysunku mamy udowodnié, ze (patrz rysunek
obok) Fo; = Fos.

Skorzystamy z tego, ze istnienie okregu wpisanego w czworokat wklesty ABC D
jest réwnowazne temu, ze AB + CD = BC + DA. Analogicznie dla czworokata
wklestego ACBD otrzymujemy réwnosé AC' + BD = BC + DA. 7 tych dwoch
rownosci wynika, ze AB + CD = AC + BD. To za$ jest rGwnowazne temu, ze
istnieje okrag wpisany w czworokat wklesty ABDC'. Ten okreg jest jednoczesnie
wpisany w czworokat wypukly AEDF. Wobec tego okregi o3 i 04 sa styczne.

Pozostaje jeszcze zauwazy¢, ze Foy = Doy = Dog = Fos.

Joanna BEDNARCZUK i Jerzy BEDNARCZUK
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Klub 44

Skrét regulaminu
Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesigca n + 2. Szkice

rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
— lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
— przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,

umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Oceng¢ mnozymy przez wspotczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html

Termin nadsyltania rozwigzan:
31 XII 2010

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
595 (WT = 2,58) i 596 (WT = 1,38)

2 numoru 2/2010 Zadania z matematyki nr 607, 608

Marek Prauza Poraj 45,14 Redaguje Marcin E. KUCZMA

Franciszek S. Sikorski Warszawa 42,35 . . . , ..
Marek Spychata Warszawa 41,22 607. Niech X bedzie zbiorem n-elementowym (n > 3). Wyznaczy¢ najwigksza

Piotr Kumor Olsztyn 40,19 liczbe m, dla ktorej w zbiorze X istnieje m podzbioréw, z ktorych zaden
Marek Prauza przekracza ,44” juz po raz 1€ zZawiera si¢ w innym oraz zaden nie jest réwnoliczny z innym.

czwarty. s, . . , . . .
608. Znalezé wszystkie funkcje okreslone na zbiorze liczb rzeczywistych
dodatnich, o warto$ciach w tym samym zbiorze, spelniajace nieréwnosé
f@) = fy) > flay)ly—=) dlaz,y>0.
Zadanie 608 zaproponowal pan Tomasz Tkocz z Rybnika.
P— ﬁ*' ) Rozwiazania zadan z numeru 6/2010
§ T /% Przypominamy tres¢ zadan:
603. Na niektérych polach kwadratowej planszy o parzystych wymiarach n X n stoja pionki.
s U 2X Co sekunde jeden z pionkéw przechodzi na wolne pole sasiednie (tj. majace wspdlny bok z polem,

g e
; ; N na ktérym ten pionek stal). Po pewnym czasie wszystkie pionki znalazly sie na swoich wyj$ciowych
\k pozycjach. Okazalo si¢ ponadto, ze kazdy pionek wykonal n? ruchéw i odwiedzil wszystkie pola
/ planszy. Dowiesé, ze byl moment, w ktérym zaden pionek nie stal na swoim polu wyjsciowym. Czy
—

moglo sie zdarzy¢, ze byl dokladnie jeden taki moment?

S

S

604. Dana jest liczba naturalna n > 2. Znalezé wszystkie uktady liczb rzeczywistych xq, ..
spelniajace uktad réwnan

2 2 2
1+ ... +xTHp =n, i+ ...+tx, =n

oraz nieréwnoéci z; < 2dlat=1,...,n.

603. Niech p bedzie tym pionkiem, ktéry najpdzniej 604. Niech (x1,...,x,) bedzie rozwiazaniem tego

opuscit swoje ,domowe” pole P i niech q bedzie tym
pionkiem, ktéry najwczesniej powrécil na swoje pole Q.
Jest jasne, ze start pionka p musial poprzedzi¢ powrot
pionka q, skoro ten ostatni mogl odwiedzi¢ pole P.

W trakcie swojej wedréwki pionek p wszedl na pole @
i zszedl z tego pola; za$ pionek q wszed!l na pole P

i zszed!l z tego pola. Te cztery ruchy musialy mieé
miejsce pomiedzy startem p z pola P i powrotem q
na pole Q. Przez ten czas wszystkie pozostate pionki
byly w podrozy, skoro kazdy z nich wyruszyl w droge
wezesniej niz p, a powrdcil pézZniej niz q (kazdy z nich
wykonal n? ruchéw — ten warunek gwarantuje, ze

w trakcie wedréwki nie wpad! na chwile do domu).

Tak wiec czas, przez ktory wszystkie pionki byty

w drodze, trwal co najmniej cztery sekundy. Byty
zatem co najmniej trzy momenty (rozdzielajace ruchy),
w ktorych zaden pionek nie stal na swoim polu.

[A czy musialy by¢ cztery takie momenty — czyli czy
od chwili startu pionka p do chwili powrotu pionka q
musiato uplynaé co najmniej pie¢ sekund? Zostawiamy
Czytelnika z tym nietrudnym pytaniem.]
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uktadu réwnan i nieréwnosci. Liczby nieujemne
yi =2—x; (i =1,...,n) spelniaja réwnania
n n
Zyi :Z(Q—xi) =2n—-n=mn
i=1 i=1
oraz
n

=1 i=1
A poniewaz
(Zyl)2 - ny + 22%%7
=1 i=1 i<j

z uzyskanych zaleznosci wynika, ze

Z yiy; = 0.
i<j
To oznacza, ze liczby y1, ...,y sa wszystkie z wyjatkiem
jednej réwne zeru; za$ ta jedna jest réwna n (skoro
> yi = n). Réwnowaznie: liczby 1, ..., x, sa wszystkie
z wyjatkiem jednej réwne 2; zas ta jedna jest réwna 2 — n.
Nietrudno sprawdzié¢, ze kazdy taki uklad (x1,...,x,)
spelnia oba zadane réwnania.



Klub 44

Zadania z fizyki nr 504, 505
Redaguje Jerzy B. BROJAN

504. Lokomotywa jadaca po prostym torze ze staly predkoscia 180 km/h gwizdze,
wydajac ton o czestotliwosci 1000 Hz. W odlegtosci 300 m od toru stoi krowa. Ile wyniesie
czestotliwosé tonu styszanego przez krowe w momencie, gdy lokomotywa zblizy sie do niej
na odlegto$é 500 m? Predkos$é dzwicku w powietrzu ma wartosé 340 m/s.

505. Profesor wykonal przyrzad zawierajacy kotowsg petle o promieniu 10 cm, ktéra miata
byé¢ natadowana duzym tadunkiem. Studentowi zlecil zadanie:

— Oblicz no, kochanenki, site rozciggajaca ten drut. Przewiduje tadunek okoto 10 nC.

Termin nadsyltania rozwigzan:
31 XII 2010

Student razno zabral sie do pracy, ale po kwadransie podniést gtowe i powiedzial zmieszany:

— Panie Profesorze, tego zadania. .. nie da sie rozwiazaé.

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
496 (WT = 1,00) i 497 (WT = 3,28)
z numeru 4/2010

Michal Kozlik Gliwice 43,69
Marian Lupiezowiec — Gliwice 36,55
Jacek Piotrowski Rzeszow 34,15
Tomasz Rudny Warszawa 31,68

Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 30,57
Jerzy Witkowski Radlin 30,54
Dariusz Wilk Rzeszow 26,57

Pan Wilk uaktywnil si¢ po 18-letniej
przerwie! Prosze¢ si¢ nie niepokoié,
niczyje stare konto w Klubie nie zaginie
(no, chyba ze powddz, pozar czy inna
katastrofa — odpukad!).

— Bzdura! — brzmiata odpowiedz. — Widzisz t¢ petle? Czy nie mozna jej natadowaé?
Przeciez bedzie ona rozciggana wskutek odpychania sie tadunkéw, czyz nie? Nie widze
powodu, dla ktérego nie mozna by wyznaczy¢ tej sity!

— Czy nie brakuje jakiejs danej? — zapytal Student niepewnie.

— A czegdz moze brakowaé¢? — zdenerwowal sie Profesor. — Réb, co chcesz, ale masz mi
wyliczy¢ te silte! Jesli mi tego nie rozwiazesz, to poszukaj sobie innego promotoral

Czytelnicy Delty, pomdzcie Studentowi!

Rozwigzania zadan z numeru 6/2010
Przypominamy tres¢ zadan:

500. Naderer i Fedal grajg w tenisa, a za ich plecami kibice mierza odstepy czasu migdzy uderzeniami,
postugujac sie mikrofonami podtgczonymi do zegaréw elektronicznych. Kibic Naderera twierdzi, ze
czas lotu pitki po uderzeniu Fedala jest o 20% kroétszy od lotu po uderzeniu Naderera, natomiast

kibic Fedala — ze po uderzeniu Naderera czas lotu pitki jest o 15% krétszy. Ile wynosi predkosé pitki

po uderzeniu jednego i drugiego gracza?

501. Obrys taboretu jest szeScianem o boku 60 cm, blat jest jednorodnym kwadratem, laczna masa
nég jest réowna masie blatu, a wspélezynnik tarcia o podloge wynosi f = 0,4. Odchylono taboret
na dwéch nogach od pionu prawie do punktu réwnowagi nietrwalej i puszczono, po czym opadl do

P normalnej pozycji. Reakcja podlogi w pionie jest niesprezysta. Czy nastapi oderwanie si¢ od podlogi

500. Oznaczmy szukane predkosci jako vy i vy, predkosé dzwigku
jako vy, a odleglosé miedzy graczami jako s. Czas lotu pitki Fedala
wynosi s/vp, a czas przejécia sygnatu dzwiekowego na tej samej
drodze jest réwny s/vg4, wiec stoper kibica Naderera zarejestruje
odstep miedzy uderzeniami réwny s/vp — s/vq, natomiast przy
locie pitki w strone przeciwng — odstep s/vn + s/vq. Zatem
1 1 1 1
—_ - — :0,8<—+—>.
VE V4 UN U4
Z pomiaréw kibica Fedala wynika réwnanie
1 1 1 1
_— - — =0,85(f + 7)
UN Vg v vg
Stad wynika vy = 0,0947v4, vp = 0,0976v4, a po podstawieniu
vg = 340 m/s otrzymujemy vy = 32,2 m/s, vp = 33,2 m/s.
(Oczywistym uproszczeniem jest uznanie ruchu pitki za
jednostajny i prostoliniowy.)

501. Srodek masy taboretu S lezy w odleglosci %a od blatu
(gdzie a — dlugo$é ndg i boku blatu) i jest odlegly od punktu
Vi3

podparcia P o | = ¥;=a, natomiast moment bezwladnosci okazuje
. P _ 13 2 2 __ 13 2
sig réwny I. = g2ma® wzgledem srodka masy oraz I = {5ma

wzgledem punktu podparcia (m — masa calego taboretu).
Predko$é katowa taboretu w tuz przed uderzeniem o podloge
znajdujemy z zasady zachowania energii:

1
mgl(1l — cos ) = 5[0.)2,

gdzie (8 jest katem miedzy noga a odcinkiem SP, réwnym
arctg(2/3) = 33,7°. Otrzymujemy w = 0,529/g/a.

Zbadamy teraz uderzenie o podloge — poniewaz trwa ono bardzo
kroétko, wiec site ciezkosci mozemy zaniedbaé. Na taboret dziala

w punkcie uderzenia pionowa sita reakcji podtoza o popedzie Apy,
oraz pozioma sila tarcia, ktérej poped Ap; jest réwny f - Apy.

W efekcie dzialania obu sit predkosé katowa osiagnie warto$¢ wy,

a pionowa sktadowa predkosci srodka masy — warto$¢ vy 1 (ze zwrotem
do géry), przy czym brak odbicia uderzajacych o podloge nég
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tych nég, ktére dotychczas jej dotykaly? O ile przesunal si¢ taboret po opadnigciu?

(niesprezystosé) narzuca zwigzek wilsin 8 = vy1. Tuz przed
uderzeniem pionowa sktadowa predkosci srodka masy wynosilta
vy = wlsin B (ze zwrotem do dolu), zatem

m(vy + vy1) = misin B(w + wi).
Momenty sit wzgledem s$rodka masy sg réwne Apg - 3a/4
(ze zwrotem zwigkszajacym moment pedu) oraz Apy - a/2
(ze zwrotem przeciwnym), a wiec

I Aw = (w1 —w) = %(3ApgC —2Apy) =

Apy =

= %ml sin B(w + w1)(3f — 2).

Po podstawieniu danych znajdujemy w; = 0,461w. Dodatnia
wartosé¢ wy oznacza, ze odpowiedZ na pierwsze pytanie jest
pozytywna. Dalej najwazniejsza jest wielko$é¢ Apg, ktéra wychodzi
réwna 0,292mwa, czyli pozioma sktadowa predkosci srodka masy
ulega zmniejszeniu od wartosci v, = 0,75wa tuz przed uderzeniem
do vg1 = 0,458wa tuz po nim.

Pozostatlo nam obliczenie przesuniecia s taboretu po uderzeniu.
Gdyby nacisk taboretu na podtoge byt stale réwny ciezarowi,
wynikiem byloby )

81 = Yz1 = 0,073a = 4,4 cm.

2fg

Wartos¢ ta jest zanizona, poniewaz odbicie taboretu w gore
zmniejsza nacisk i site tarcia. Alternatywna metoda rozwigzania
byloby podstawienie do powyzszego wzoru takiej predkosci vg2,
ktéra srodek masy taboretu osiaga w trakcie odbicia, w momencie
zatrzymania ruchu wzdluz osi pionowej. Odtad az do zatrzymania
taboretu jego $redni nacisk na podloge jest réwny ciezarowi —
jednakze jesli poczatkowo (w koncowej fazie odbicia) jest on
wigkszy, a potem mniejszy, to zastapienie zmiennej sity tarcia
przez srednig spowoduje zawyzenie rezultatu. Obliczamy to gérne
ograniczenie analogicznie do powyzszego:

so = 0,106a = 6,3 cm.
Ostatecznie s = 5,4 + 1,0 cm.
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Rozwigzanie zadania F 773.

W uktadzie odniesienia much lep zbliza
sie do nich pod takim katem «, zZe

cos e = v/vVv? + u?. Wewnatrz roju

pokona on wiec droge

d u?
—d\/1+ =.
cos « v

Zatem lep ztapie N much, gdzie:

ndR? o /. u?
N=n = nndR 14+ —.
cos o v2

Patrz w niebo: Wymieniamy sie gwiazdami

Chyba stabo na co dzien pamigtamy o tym, ze wérdd satelitow wielkich planet
istnieje kilka obiektow obiegajacych swoje planety w kierunku tzw. wstecznym,
czyli przeciwnym do kierunku ruchu wigkszosci satelitow. Mowi sie, ze widocznie
satelity te powstaly daleko od planet, a z czasem zostaly pochwycone przez
planety, przy czym nie zdajemy sobie sprawy, jak skomplikowane jest owo
zjawisko pochwycenia. Prawa mechaniki méwia, ze dwa punkty materialne,
spotykajac sie¢ w wedréwce po orbitach otwartych, nie moga schwytac sie, czyli
przejs¢é na orbity zamkniete — zeby to sie stato, czeéé¢ ich energii musi zostaé
jakos stracona, a do tego potrzeba albo dziatania sil ptywowych, albo udziatu
cial ,trzecich”, ktore moglyby éw nadmiar energii unies¢. Oczywiscie, moze

tez by¢ odwrotnie, tzn. trzecie cialo moze zwiazanemu ukltadowi dwoch ciat
dostarczy¢ tyle energii, ze przestanie on by¢ zwiazany i dwa ciala rozejda sie po
orbitach otwartych.

Mechanika ciasnego uktadu kilku cial moze by¢ jeszcze bardziej zawita.

Od kilkudziesieciu lat wiadomo, ze gwiazdy AE WozZnicy i mi Gotebia robia
wrazenie, ze wylecialy (z predkoscia ponad 100 km/s) z Wielkiej Mglawicy
Oriona. Zwréémy uwage, ze teraz znajduja si¢ juz w innych gwiazdozbiorach!
W mglawicy tej jest m.in. gwiazda podwéjna jota Oriona, a drobiazgowa
analiza ruchu tych trzech gwiazd doprowadzila do wniosku, ze 2,5 mln lat
temu wziely one udzial w niezwyklym spotkaniu. Badaczom wyszlo, ze jeden
sktadnik joty Oriona tworzyl przed spotkaniem pare z mi Golebia, drugi za$ byl
towarzyszem AE Woznicy. W wyniku spotkania oba uklady zostaly rozerwane,
jedna gwiazda z pierwszej pary i jedna z drugiej utworzyty jote Oriona, obecna
do dzis w Mgtawicy, a oba osamotnione sktadniki poprzednich par rozbiegty sie
z duzymi predkosciami, docierajac dzi§ do Golebia i WozZnicy.

Na ogot w Galaktyce gwiazde od gwiazdy dzieli odleglo$é ogromna w poréwnaniu
z rozmiarami samych gwiazd, dlatego ich bliskie spotkania sa niezmiernie rzadkie.
Mieszka¢ w gromadzie gwiazdowej byloby na pewno ciekawie, ale moze jednak
dobrze, ze Stonce jest gwiazda samotna.

Tomasz KWAST

Pazdziernik

Nisko na potudniu mozna zobaczy¢ wieczorem gwiazdozbiér Ryby Potudniowej,
niepozorny i zawierajacy praktycznie tylko jedna jasna gwiazde, Fomalhaut.

Za to gwiazda ta jest jedna z czterech tzw. gwiazd krélewskich, majacych kiedy$
astrologiczne znaczenie — ich pojawienie si¢ na wieczornym niebie oznaczalo
zmiane pory roku (w bardzo grubym przyblizeniu). Oprdcz niej gwiazdami
krélewskimi byly Regulus we Lwie, Aldebaran w Byku i Antares w Skorpionie.
Oczywidcie, juz w epoce, gdy istnialo pojecie gwiazd krolewskich, astronomowie
umieli doktadniej okresla¢ poczatki pér roku. Wszystkie cztery gwiazdy
krolewskie wida¢ w Polsce. Najtrudniej zobaczy¢ wlasnie Fomalhaut, gdyz
zanieczyszczona atmosfera moze uniemozliwi¢ dostrzezenie tej gwiazdy nisko
nad horyzontem. Na wszelki wypadek podpowiadamy, ze goruje ona w polowie
pazdziernika okoto godz. 21:30.

Malo planet wida¢ w pazdzierniku. Wenus i Mars sa w Wadze, a wiec zbyt blisko
Stofca, a Saturn nawet w tym samym gwiazdozbiorze (w Pannie) co Stonce. Jedynie
Jowisz jest w Rybach, czyli w gwiazdozbiorze przeciwleglym Pannie, zatem widac
go przez cala noc. Néw Ksiezyca wypada 7 X, a pelnia 23 X. Zadnych zaé¢mien
ani zakry¢ jasnych gwiazd w pazdzierniku nie bedzie. Z przewidywalnych rojow
meteoréw mozna prébowaé zobaczy¢ bardzo staby r6j Giacobinidéw (pochodzacy
z komety Giacobiniego) okolo 9 X oraz troche obfitszy réj Orionidéw okoto 20 X.
Czyli mamy miesigc bardzo ubogi w okazale zjawiska.

T. K.
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Na ziemi lezy podtuzny, cienki robak (powyginany odcinek) o dtugosci 1. Niezaleznie
\ od sposobu jego ulozenia mozna go, oczywiscie, w calosci przykry¢ kotem o érodku
@ w koncu robaka i o promieniu 1. Mozna tez sprytniej — kotem o $rodku w srodku
2 2 dtugosci robaka i o promieniu % Pokazemy wiecej: do przykrycia robaka wystarczy

poétkole o promieniu % W dowodzie wykorzystamy elipsy.

“0 l o O robaku i elipsach Joanna JASZUNSKA

Elipsa o ogniskach w punktach F, G i o stalej 2a > F'G to zbiér takich punktéw P
plaszczyzny, ze PF + PG = 2a (rys. 1). Mozna ja narysowaé, mocujac konice
sznurka o dlugosci 2a w ogniskach i naciagajac ten sznurek otéwkiem.

Fakt 1. Styczng w punkcie P do elipsy o ogniskach F,G jest dwusieczna k kqta
zewnetrznego w trdjkacie PFG (rys. 1). Jesli punkt G’ jest obrazem G w symetrii
wzgledem k, to punkty F, P,G’ lezq na jednej prostej i FG' = 2a.

Dowad. Zatézmy, ze dwusieczna k przecina elipse w drugim punkcie @, réznym
od P (rys. 2). Z symetrii mamy QG = QG’, a wiec QF + QG’ = QF + QG = 2a.

Punkt G’ trafia na prosta F'P, bo 0§ symetrii k jest dwusieczng. Stad
FG' = PF + PG’ = PF + PG = 2a. W trojkacie QF G’ mamy wigc
QF + QG = FG', co jest sprzeczne z nieréwnoscia trojkata. O

Rys. 1. Na stole bilardowym w ksztalcie
elipsy kula toczaca si¢ z jednego ogniska
po odbiciu od brzegu zawsze trafia

w drugie ognisko.

Fakt 2. Zbior obrazéw G’ ogniska G elipsy, w symetriach wzgledem prostych
stycznych do tej elipsy, to okrgg o Srodku F i promieniu 2a (rys. 3).

Dowdd. Na mocy faktu 1 wszystkie obrazy G’ spelniaja warunek FG' = 2a
(rys. 1), zatem leza na takim okregu.

Dla dowolnego punktu G’ z tego okregu odcinek FG’ przecina elips¢ w pewnym
punkcie P. Z faktu 1 styczng do elipsy w tym punkcie jest dwusieczna k kata GPG'.
Poniewaz FP + PG’ = 2a = FP + PG, czyli PG’ = PG, wigc G’ jest obrazem G
w symetrii wzgledem k. Stad zbiorem obrazéw G’ jest caly okrag O(F,2a). O

Fakt 3. Zbior rzutow prostokgtnych ogniska G elipsy na proste styczne do tej
elipsy to okrag opisany na elipsie (rys. 3).

Rys. 2
. Dowaod. Jednoktadnosé o srodku G i skali % przeksztalca punkt G’ — obraz G

w symetrii wzgledem stycznej na punkt G” — rzut G na te styczna. Z faktu 2 wiemy,
ze zbiorem obrazéw symetrycznych jest okrag O(F,2a), stad zbiorem rzutéw jest

okrag Jé/Q((’)(F, 2a)) = O(S, a), gdzie S jest srodkiem odcinka F'G (rys. 3). O

Przykrycie robaka. Oznaczmy przez F, G konce robaka i przez M jego srodek.
Potéwke robaka od F' do M mozna otoczy¢ elipsa Er o ogniskach I, M i stalej %,
poléwke od G do M — analogiczna elipsa g (rys. 4(a)).

Niech F”,G"”, M" beda rzutami punktéw F, G, M na prosta k, styczna do obu
elips. Na mocy faktu 3 punkty F”, M" leza na okregu opisanym na elipsie £,

a punkty G”, M" na okregu opisanym na elipsie £ (rys. 4(b)). Srednica kazdego
z tych okregéw jest réwna % Rozwazmy kolo o rodku M" i promieniu %

(rys. 4(c)). Zawiera ono obydwa okregi opisane na elipsach, czyli tez obie elipsy,
Rys. 3. Rzuty ogniska F daja ten sam zatem takze catego robaka. Jednocze$nie elipsy, wiec tez robak, leza po jednej

okrag opisany. Jest on styczny do elipsy  stronie prostej k. Stad do przykrycia robaka wystarczy poléwka rozwazanego

w punktach jej przecigeia z prosta F'G, ol o §rodku M”, co konczy dowéd. O
jego srednica réwna jest statej 2a.

J2d A a" \ /" A (ed /
Rys. 4 (a)—(c). Kolejne etapy

przykrywania robaka. , . . 1. . ..
Pole naszego pétkola to w/8 ~ 0,39. Nie wiadomo, jakie pole P ma najmniejsza

figura, ktéra mozna przykry¢é dowolnego robaka. Na pewno P < 0,260437.
Zagadnienie to znane jest, od nazwiska autora, jako Leo Moser’s Worm Problem.

25



