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Techniki sztucznej inteligencji w programach grajacych

Jakub PAWLEWICZ*

1. Wprowadzenie

Sztuczna inteligencja w grach jest bardzo atrakcyjna
dziedzing badan, gdyz opracowane metody mozna tatwo
sprawdza¢ w praktyce, obserwujac sile programéw grajacych
w popularne gry, niejednokrotnie wprowadzajacych

w zdumienie autora programu. Zostato wymyslonych wiele
technik utatwiajacych pisanie programéw pozwalajacych
komputerom ,mys$leé¢”.

W tym artykule przedstawiamy kilka takich technik. Dotycza
one gléwnie gier dwuosobowych z pelna informacja i o sumie
zerowej. Pelna informacja oznacza, ze caly stan gry jest
znany wszystkim graczom w dowolnym momencie rozgrywki
(co nie ma miejsca np. w brydzu). Gra o sumie zerowej
oznacza mniej wiecej tyle, ze wygrana jednego gracza to
przegrana drugiego i na odwrét. Dodatkowo zaklada sie
jeszcze, ze gracze wykonuja ruchy na przemian. Do tej klasy
wpada wiele znanych gier dwuosobowych, takich jak szachy,
warcaby czy kotko i krzyzyk.

Mamy nadzieje, ze ten przeglad technik utatwi Czytelnikowi
napisanie wtasnego inteligentnego” programu grajacego

w jego ulubiona gre. Dobdr techniki zalezy od rodzaju gry.
Mozna je taczyé¢ lub siegnaé po najrézniejsze udoskonalenia,
a moze wymysli¢ na ich podstawie wlasng technike?

2. Algorytmy przeszukiwania drzewa gry

Umiejetnod¢ grania w gry sktada si¢ z dwdch aspektéw:
taktyki i strategii.

Taktyka dotyczy celéw krétkoterminowych w grze.

Jest to umiejetnoé¢ wynajdywania takich kombinacji

na kilka ruchéw do przodu, ktére daja szybki zysk

i widoczna przewage wedlug jakichs ustalonych kryteriéw.
Na ogét sa to serie ruchéow z grozbami, uniemozliwiajace
przeciwnikowi skuteczng odpowiedz. W szachach moze to
by¢ seria szachéw, po ktérej bijemy cenng figure. Innymi
widowiskowymi zagraniami taktycznymi w szachach

sg poswiecenia. Czasami zdarza sig, ze gracz poswigca
hetmana, aby w kilku posunigciach zbi¢ kilka innych figur
przeciwnikowi, zyskujac przewage materialna.

Strategia oznacza z kolei takie planowanie rozgrywki,

ze zysk uwidacznia si¢ dopiero w dalszej perspektywie.
Myslenie strategiczne wiaze sie z gleboka wiedza o grze.
Przyktadowo, w szachach w poczatkowej fazie warto zadbaé
miedzy innymi o strukture pionéw. Bardzo czesto dopiero
w samych koncowkach dobrze dobrane ustawienie pionéw
daje przewage nad przeciwnikiem.

Komputer trudno nauczyé myslenia strategicznego bez
wprowadzania duzej ilosci heurystyk i wiedzy specyficznej
dla danej gry. Niemniej istnieja uniwersalne techniki, ktére
sprawdzaja sie¢ w niektoérych grach, np. bazujace na metodzie
Monte Carlo; powiemy o nich troche w punkcie 3. Natomiast
programy w przypadku wigkszosci gier przewazaja nad
ludZmi w elementach taktycznych, gdyz stosowane sa w nich
algorytmy przeszukiwania drzewa gry.

2.1. Drzewo gry

Zatézmy, ze dla pewnej sytuacji chcemy znalezé mozliwie
najlepszy ruch. W tym celu rozwazmy wszystkie sytuacje,
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jakie otrzymamy po wykonaniu przez nas jednego ruchu.
W otrzymanych sytuacjach ruch ma teraz przeciwnik. Dla
kazdej z nich rozwazamy wszystkie mozliwe ruchy, jakie
moze z kolei on wykonaé¢. Wtedy dochodzimy do sytuaciji,
w ktorych my mamy ruch itd. W ten sposéb budujemy
drzewo, w ktérym wierzchotkami sa sytuacje w grze,

a krawedziami mozliwe posuniecia. Proces ten wykonujemy
tak dlugo, az dojdziemy do sytuacji koncowych.

Powstale drzewo w wigkszosci znanych gier jest jednak
zbyt duze, by méc je cate odtworzyé. W tym celu drzewo
obcinamy na pewnej glebokosci w ten sposob, ze liscie
niekoniecznie sa stanami koncowymi. Dla lisci drzewa
musimy jako$ okresli¢ ich jakosé, oznaczajaca, jak bardzo
w tych stanach jestesmy blisko wygranej badz przegranej.
W tym celu nalezy utworzy¢ funkcje oceniajaca, ktéra dla
danego stanu gry zwraca liczbe catkowita. Dla sytuacji
koncowych mozemy zwracaé jakie$s duze wartosci — duza
dodatnia liczbe calkowita dla wygranej i duza ujemna liczbe
catkowita dla przegranej.

Problem tworzenia funkcji oceny jest trudny i na ogdt
wymaga pomystéw specyficznych dla danej gry. Czesto
uzywa sie tu zaawansowanych metatechnik, takich jak
programowanie genetyczne, sieci neuronowe czy regresja
liniowa. Sa to tematy zbyt obszerne, zeby je tutaj omoéwic.
Przyktadowo, w szachach funkcje oceny dzieli si¢ na trzy
aspekty: material, mobilnoé¢ i strukture pionéw. Material
to posiadane figury. Zwyczajowo piony maja wartosé¢ 100,
skoczek i goniec 300, wieza 500, hetman 900, a krél +oo.
W mobilnosé wchodzi liczba atakowanych pél, liczba
mozliwych ruchéw kazdej z figur itp. W strukturze pionéw
wazne jest, zeby wzajemnie si¢ chronity, czyli, na przyktad,
nalezy unika¢ dziur (kolumn niezawierajacych pionéw)

i zdublowanych pionéw (pionéw w jednej kolumnie).

We wspbdlczesnych programach szachowych ocena jest
znacznie bardziej skomplikowana, niemniej jednak zawiera
wymienione wyzej pomysty.

Przyktadowe drzewo gry przedstawione jest na rysunku 1.
Przy liSciach zaznaczyliSmy wartosci funkcji oceny.

101 80 20 30

10 80 36 35

50 36 25 3

Rys. 1. Przyktadowe drzewo gry.

2.2. Algorytm minimaks

Majac takie drzewo jak na rysunku 1, chcemy znalezé
najlepszy ruch z korzenia drzewa (a). Podczas rozgrywki
na tym drzewie naszym celem jest zejscie do liscia

o najwiekszej wartosci. Przeciwnik stara si¢ nam w tym
przeszkodzi¢, wiec jego celem jest dojscie do liscia

0 najmniejszej wartosci. Wartosé, do jakiej dojdziemy

z danego wierzchotka, mozemy obliczy¢ dynamicznie od
dotu. W wierzchotku 0 my mamy ruch, wiec wybieramy



syna z wiekszg wartoscia, a w wierzchotku O ruch wykonuje
przeciwnik, wigc wybieramy syna z mniejsza wartoscia.
Innymi stowy, w [0 maksymalizujemy warto$é (taki
wierzchotek nazywamy wiec wierzchotkiem maz), a w O
minimalizujemy warto$é¢ (wierzcholek min). Algorytm 1
przedstawia te metode w wersji rekurencyjnej.

Algorytm 1 Minimaks.
function MINIMAKS(v)
if v jest liSciem then return OCENA(v)

1:
2
3 if v jest max then

4: return max{MINIMAKS(s) | s jest synem v}
5 else > v jest min

6 return min{ MINIMAKS(s) | s jest synem v}

Wartoéci, jakie otrzymamy dla przyktadowego drzewa

gry, przedstawione sa na rysunku 2. Na rysunku zostata
wyrdzniona optymalna rozgrywka obu graczy. Widzimy, ze
w stanie a optymalny dla nas jest ruch do stanu c.

50 36 25 3
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Rys. 2. Przyktadowe drzewo gry
z warto$ciami we wszystkich wierzchotkach.

2.3. Algorytm alfabeta

Mozna zauwazy¢, ze przy obliczaniu warto$ci minimaks

w celu wyznaczenia optymalnego ruchu ze stanu a

nie potrzebujemy przegladaé¢ niektorych wierzchotkdw
drzewa. Przypusémy, ze podczas obliczania wartoéci stanu ¢
obliczyli$émy juz, ze wartosé stanu d to 35. Przetwarzajac
stan e, obliczamy, ze warto$¢ stanu f wynosi 36. Teraz
mozemy zauwazy¢, ze warto$é stanu g nie jest nam
potrzebna. Ot6z znajomosé wartosci g pozwoli nam
ewentualnie stwierdzi¢, ze wartosé¢ e jest jednak wigksza

niz 36. W kazdym razie wiemy, ze wartos¢ stanu e bedzie
co najmniej 36, a co za tym idzie, bedzie wicksza niz wartosé
stanu d. W zwiazku z tym przeciwnik w stanie ¢ wybierze
ruch prowadzacy do d niezaleznie od tego, jaka jest wartos¢
stanu g.

Istnieje ogdlna metoda pozwalajaca stwierdzaé, ktorych
wierzchotkéw nie musimy juz przegladaé. W tym celu
modyfikujemy algorytm MINIMAKS tak, aby niekoniecznie
zwracal doktadne wartosci. Modyfikacje te nazwiemy
ALFABETA. Funkcji ALFABETA, oprécz wierzchotka,
przekazujemy dwa parametry « i 5. Niech w oznacza wartosé
zwracana przez wywolanie ALFABETA (v, o, 3). Bedziemy
zadac nastepujacego warunku:

to MINIMAKS(v) < w,

to MINIMAKS(v) = w,

to MINIMAKS(v) > w.

Innymi stowy, ALFABETA (v, o, 3) zwréci dokladng wartosé,
jesli bedzie ona w przedziale («, 3), ograniczenie gérne

na warto$¢ minimaks, jesli zwrécona warto$é bedzie

nie wieksza niz a, oraz ograniczenie dolne, jesli wynik bedzie
nie mniejszy niz 3. Przedzial («, 3) nazywamy czesto oknem
wywolania funkcji ALFABETA.

jesli w < a,
(1) jesli o < w < 3,
jesli B < w,

Dla korzenia chcemy uzyskaé¢ dokladng wartosé, wiec
wystarczy przyja¢ a« = —oo i 8 = 400. W wywotaniach dla
synéw parametry te mozemy modyfikowaé. Przypusémy,

ze jesteSmy w wierzchotku max, i zatézmy, ze znalezliSmy
juz ruch dajacy wartosé¢ x. Wowczas dla wszystkich
pozostatych ruchéw z tej sytuacji, jezeli ktéry$ z nich
bedzie mial warto$¢ nie wieksza niz z, to nie bedzie nas juz
interesowata dokladna wartosé. Zatem mozemy parametr o
powiekszy¢ do = przy wywolywaniach dla kolejnych synéw.
No dobrze, a kiedy bedziemy mogli stwierdzié, ze jakiegos
syna nie trzeba juz odwiedzaé¢? Przypusémy, ze jestesmy

w wierzchotku max. Jezeli znajdziemy ruch, ktérego
wartosé jest wieksza niz 3, to mozemy w tym momencie
zakonczy¢ przeszukiwanie i zwrécié¢ znaleziona wartosé,
zachowujac warunki dla funkcji ALFABETA. W ten sposéb
wykonujemy tzw. (3-ciecie i nie przeszukujemy czesci
drzewa. Analogicznie wprowadzamy «-ciecie w wierzchotku
min. Cale rozumowanie podsumowane jest algorytmem 2.
Pozostawiamy jako ¢wiczenie uzasadnienie, ze spelniony jest
warunek (1).

Algorytm 2 Alfabeta.

1: function ALFABETA(v, o, )

2 if v jest lisciem then return OCENA(v)

3 if v jest max then

4 T —00

5: for all s jest synem v do

6 x < ALFABETA(s, max(r, «), )

7 if x > ( then return = > [-ciecie
8 r «— max(r, z)

9 else > v jest min
10: T +00
11: for all s jest synem v do
12: x < ALFABETA(s, o, min(r, 3))
13: if x < a then return x > a-ciecie
14: 7« min(r, )
15: return r

2.4. Ulepszenia alfabety

Aby algorytm alfabeta byt mozliwie najbardziej skuteczny,
najwazniejsze jest, by w wywotaniach rekurencyjnych

jako pierwszy wybieraé¢ ruch, ktéry jest najlepszy z punktu
widzenia gracza zagrywajacego. W ten sposéb mozna
dokonaé najwiekszej liczby cie¢. Rysunek 3 pokazuje,

jaka czesé drzewa zostataby przejrzana przez algorytm
alfabeta przy optymalnym wyborze ruchéw. Wierzchotki

z przyktadowego drzewa, ktore nie zostalyby przejrzane,
zostaly ukryte.

5 12 10

36 35 50 36 3
Rys. 3. Dzialanie alfabety przy optymalnym wyborze ruchéw.

Asymptotycznie, przy takim perfekcyjnym doborze ruchéw,
liczba przejrzanych wierzchotkéw drzewa jest pierwiastkiem
kwadratowym z rozmiaru catego drzewa. Pozwolitoby to nam
przegladac¢ drzewo gry dwa razy glebiej niz przy zwyklym



minimaksie. Istnieje jednak cala gama réznych technik, ktére
pomagaja zwiekszaé liczbe cieé i w ogdle szybkos¢ alfabety.
W ponizszym paragrafie wymieniamy w skrocie kilka z nich.

Dotychczas rozwazalismy tylko drzewo gry, a w praktyce
gry moga by¢ dowolnymi grafami skierowanymi, takze

z cyklami. W takim przypadku korzystne jest eliminowanie
powtérnych obliczen, w czym pomaga uzycie tzw. tablicy
transpozycji. Z kolei w zakresie lepszej kontroli nad czasem
i trafniejszego doboru ruchéw podstawowsa technika jest
iteracyjne poglebianie przeszukiwania. Te dwie metody
tacznie nieznacznie przyblizaja nas do mozliwie najwigkszej
liczby cigé, ale jest to jeszcze dalekie od ideatu. Istnieje
szereg technik, ktére zmniejszaja sztucznie okno wywotania,
aby wymusi¢ wiekszg, liczbe cieé kosztem niedoktadnego
wyniku, co moze powodowaé konieczno$¢ wykonywania
alfabety dla tego samego stanu wiecej niz raz, z réznymi
oknami wywotania. Najpowszechniej stosowana jest

tu technika zwiadowcy. Czytelnikow zainteresowanych
wspomnianymi usprawnieniami odsytamy do rozszerzonej
wersji artykutu na stronie internetowej Delty.

3. Metody Monte Carlo

Rozwazmy nastepujaca metode oceniania pozycji, ktéra

nie wymaga zadnej wiedzy o grze poza implementacja zasad.
Dla analizowanej pozycji wykonujemy losowa rozgrywke

w nastepujacy sposob. Pierwszy ruch wybieramy losowo

z réwnym prawdopodobienstwem ze zbioru dostepnych
ruchéw, po czym go wykonujemy. Nastepnie dla otrzymanej
pozycji ponownie losujemy ruch w analogiczny sposéb

i wykonujemy go. Kontynuujemy takie losowe wykonywanie
ruchéow, az dojdziemy do sytuacji koncowej. Wtedy na
podstawie zasad gry potrafimy poda¢ wynik tej rozgrywki.
Zalbézmy, ze mozliwe wyniki to wygrana i przegrana. Aby
oceni¢ dang pozycje, wykonujemy duza liczbe losowych
rozgrywek n, wsrod ktorych w rozgrywek zakonczyto sie
nasza wygrana. Pozycje oceniamy wartoscia w/n. Taka ocene
nazywamy oceng Monte Carlo.

Ocenianie pozycji w powyzszy sposob, zaleznie od typu

gry, daje mniej lub bardziej sensowne wyniki. Taka ocene

z powodzeniem stosuje sie¢ w grach takich jak go czy hex,
biorac na przyktad n = 10000. Przeszukiwanie drzewa

gry mozemy stosowaé¢ w tym przypadku do nieduzych
glebokosci ze wzgledu na czasochlonno$é funkceji oceniajacej,
a sita otrzymanego programu i tak zalezy bardziej od
specyfiki gry.

W zwiazku z tym trzeba dobrze dobra¢ n. Intuicyjnie,

im wieksze n weZmiemy, tym dokladniejsza bedzie

wartos¢ oceny. Jednakze ocena Monte Carlo na ogét

nie jest miarodajna, nawet gdybys$my wzieli n = 4o0,

w zwiazku z tym n wcale nie musi by¢ bardzo duze. Dobrze
jest dobieraé ten parametr droga eksperymentéw dla
réznych gier.

Ocena Monte Carlo daje jakas liczbe — pytanie: jaka? Otdz
jest to jaka$ ocena wartosci sytuacji ze strategicznego
punktu widzenia, tzn. warto$¢ danego zagrania moze

mieé znaczenie dopiero w koncowej fazie rozgrywki. Na
pierwszy rzut oka wydaje si¢ to niezbyt sensowne, jednak
nieoczekiwanie dobrze sprawdza si¢ w niektorych grach.

Zamiast losowych rozgrywek mozna przeprowadzaé bardziej
inteligentne partie. Na przyktad program szachowy Rybka
ma funkcje, ktéra z zadanej sytuacji przeprowadza setki
wysokiej jakosci nieco losowych partii. W ten sposéb dla
kazdego zagrania jesteSmy w stanie wyznaczy¢ procent

3

wygranych partii, ktéry stanowi znacznie bardziej kompleksowa,
ocene zagrania. Moze sie wszakze zdarzy¢, ze dane zagranie
daje zysk dopiero w dalszej fazie rozgrywki, co jest daleko
poza zasiegiem zwyklego przeszukiwania drzewa i normalnej
funkcji oceniajacej. W ten sposob analizuje si¢ dzisiaj
trudne, strategiczne zagrania w grach arcymistrzéw.

3.1. Granica ufnosci

Stosowanie zwyktego przeszukiwania drzewa wraz z oceng
Monte Carlo nie jest zbyt efektywne. Rozwazmy sytuacje
z rysunku 4. Ze stanu v mamy trzy mozliwe ruchy.

Dla kazdego z nich przeprowadzilismy 10000 losowych
rozgrywek. Wyraznie ruch c¢ jest gorszy niz ruchy a i b.

Z kolei réznica miedzy ruchami a i b jest niewielka i do
konca nie wiemy, ktéry z nich jest lepszy. Otéz moze

by wystarczyto dla ruchu ¢ przeprowadzié¢ tylko 1000
rozgrywek, aby z duzym prawdopodobienstwem stwierdzié,
ze ten ruch jest jednak znacznie gorszy, a pozostale 9000
przeznaczy¢ na rozstrzygniecie, ktéry z ruchéow a i b jest
lepszy. W ten sposéb, z uzyciem tej samej tacznej liczby
losowych rozgrywek, byliby$my w stanie z wigksza pewnoscia
wybraé lepszy ruch.

7000/10000

6900/10000

3000/10000

Rys. 4. Przyktadowe oceny synéw metoda Monte Carlo.

Stajemy przed problemem, jak rozdzielaé¢ rozgrywki pomiedzy
synow, aby z jak najwiekszym prawdopodobienstwem
wybraé optymalny ruch. Nie wchodzac w szczegdly, opiszemy
powszechnie stosowang metode.

Zalézmy, ze dla pewnej sytuacji v przeprowadzili$my
n, losowych rozgrywek, wsréd ktorych byto w, wygranych.
Wartos¢ oczekiwana oceny sytuacji wynosi

B, =22,

nU

Zalézmy, ze rzeczywista ocena stanu wynosi © (tzn.
jakby$my przeprowadzili nieskonczenie wiele rozgrywek).
Interesuje nas taki przedzial, iz prawdopodobienstwo tego,
ze x nalezy do niego, jest dosy¢ duze (np. 95%). Rachunek
prawdopodobienstwa moéwi, ze dla pewnego ustalonego &
zachodzi

(2) Pz €[Bu—cou,Butco])21l—c dlaoc?—=—,

v
gdzie c jest pewna stata zalezng od . Przedziat
[Ey — cou, Ey 4 coy] nazywamy przedzialem ufnosci.

Stosujac przedzialy ufnosci, mozna lepiej zaplanowad
rozdzielanie losowych rozgrywek pomiedzy synéw. Rozwazmy
stan v typu max. Dla kazdego z jego synéw s wykonalismy
ns losowych rozgrywek, wéréd ktérych ws bylo wygranych.
Zaktadamy, ze wartos¢ syna s wpada do przedziatu

[Es — cos, Es + cos], po cichu ignorujac fakt, iz istnieje

mate prawdopodobienstwo tego, ze moze ona by¢ poza
przedzialem ufnoéci. Ktérego syna teraz wybraé¢ do
przeprowadzenia kolejnej losowej rozgrywki? Poniewaz
szukamy ruchu dajacego najwicksza wartos¢, wiec wybieramy
taki stan, ktory oferuje najwiekszg mozliwa dostepna
wartosé, a mianowicie gérng granice przedziatu ufnosci:

Es + cos.

Nalezy rozwiazac¢ jeszcze dwa problemy. Po pierwsze,
synowie s, ktorzy nie mieli jeszcze przydzielonych zadnych
losowych rozgrywek, powinni by¢ wybierani jako pierwsi.



Symbolicznie mozna to zrobié, przypisujac im os = +o0.
Po drugie, moze zdarzy¢ sie taka sytuacja, ze jeden

z synéw, s, po matej liczbie losowych rozgrywek
nieszczesliwie bedzie mie¢ mala Srednia i mata gérng,
granice ufnosci. Istnieje niewielkie prawdopodobienstwo,

ze jednak ten ruch jest najlepszy. Problem ten obchodzi

sie przez przemnozenie wartosci o2, zdefiniowanej we
wzorze (2), przez pewna wolno rosnaca funkcje h od
tacznej liczby losowych rozgrywek n, przeprowadzonych
dla wszystkich synéw, czyli n, =Y teynw TV Najczesciej
przyjmuje sie h(n,) = log n,, ale moze byé to dowolna inna
funkcja — czasami lepiej sprawdza si¢ h(nv) = y/ny. Dobér
optymalnej funkcji zalezy miedzy innymi od konkretnej gry
i dokonuje sie go na podstawie eksperymentéw. Dodajmy, ze
w przypadku uzycia funkcji h dobér stalej ¢ jest nieistotny,
wiec odtad zakladamy, ze ¢ = 1.

W przypadku wierzchotka typu min wybieramy syna
z najmniejsza dolna granica ufnosci. Funkcja wyboru syna
przedstawiona jest w algorytmie 3.

Algorytm 3 Wybor syna metoda granicy ufnoéci.
1: function GRANICAUFNOSCI(v, s)
log 1y

w
2: E, — = 04—
Ng Ng
if v jest max then

3
4 return F, + o,
5 else > v jest min
6: return F, — o,
7: function WYBIERZSYNA(v)
8 return syn s stanu v optymalizujacy
warto$é GRANICAUFNOSCI(v, s)

3.2. Przeszukiwanie drzewa Monte Carlo

Metoda granicy ufnosci stosuje sie do jednego stanu, gdy
chcemy wybraé¢ najlepszy ruch na podstawie wartosci synéw.
Odpowiada to przeszukiwaniu drzewa gry do gtebokodci 1.
Jak przydziela¢ losowe rozgrywki w drzewie gry w przypadku,
gdy chcemy ocene pozycji obliczyé¢ znacznie glebiej?

Istnieje prosty i niezwykle skuteczny algorytm,

Sa rézne heurystyki méwiace, kiedy rozwijaé liéé. Nie mozna
tego robié za czesto, po pierwsze dlatego, zeby drzewo
miescilo sie caly czas w pamieci, a po drugie, zeby zbyt
szybko wybory nie byty determinowane granica ufnosci.

7 drugiej strony ma by¢ to na tyle czesto, aby rzeczywiscie
drzewo przypominalo drzewo minimaksowe. Standardowo
li$¢ v rozwijamy wtedy, gdy liczba rozgrywek z tego
wierzchotka n, przekroczy pewien ustalony prég Ng. Dobér
warto$ci Ny zalezy od gry i na ogoél najlepiej sie sprawdza,
gdy ustawi sie ja na Srednig liczbe mozliwych ruchéw,

jakie mozna wykonaé w losowej sytuacji (tzw. stopien
rozgalezienia gry). Dla szachéw warto$é No wynosi mniej
wiecej 30 w poczatkowej fazie gry.

Cale powyzsze rozumowanie przedstawione jest w postaci
pseudokodu algorytmu 4. Algorytm ten w literaturze
wystepuje pod skrétami UCT lub MCTS. W praktyce
stosuje si¢ dodatkowe modyfikacje, aby zwigkszy¢ jego sile.
Na przyktad, zamiast losowych rozgrywek zwieksza sig¢ ich
jako$é, stosujac bardzo proste metody, jednoczesnie wcigz
dbajac o losowosé. Algorytm ten zostal stosunkowo niedawno
odkryty (w tym wieku) i okazuje si¢ niezwykle skuteczny.
Sprawdzil si¢ on w wielu grach, takich jak wspomniane juz
go i hex, wypierajac wczesniej uzywane metody.

Jego sita wynika z tego, ze taczy on w sobie elementy
taktyczne ze strategicznymi. Teoria mowi, ze drzewo
tworzone przez ten algorytm zbiega do pelnego drzewa
minimaksowego. Oznacza to, ze przy bardzo duzej liczbie
losowych rozgrywek metoda ta powinna taktycznie
zachowywac sie tak, jak zwykte algorytmy przegladania
drzewa.

Zastosowania przeszukiwania drzewa Monte Carlo sa duzo
szersze. Dobrze sie sprawdza w grach wieloosobowych

z elementami losowosci (np. w Osadnikach z Catanu!), a nawet
w grach z niepelna informacja czy tez grach jednoosobowych
(czyli tamigtéwkach). W Internetowym Turnieju Programéw
Walczacych 2009 wszystkie najlepsze programy grajace w gre
karciana Planowanie zostaly napisane z uzyciem technik
Monte Carlo.

ktory potrafi budowaé drzewo gry przyrostowo,

Algorytm 4 Przeszukiwanie drzewa gry Monte Carlo.

przydzielajac losowe rozgrywki najbardziej

A A . 1: function ROZGRYWKA (v)
obiecujacym galeziom drzewa. W danym momencie 9 if v jest lisciem then
algorytm przechowuje pewne drzewo gry. Na 3 if n, > N, then
poczatku jest to korzen i jego synowie. W kazdym 4 rozwih v
wierzchotku v trzymane sa dwie wartosci, n, 1 wy. 5. W« ROZGRYWKA(WYBIERZSYNA(v))
Wartosé n, reprezentuje liczbe przeprowadzonych 6 else
rozgrywek, w ktorych pierwsze ruchy pokrywaja sie 7 Przeprowad? rozgrywke do kofica, losowo wybierajac ruchy
z ruchami, jakie trzeba wykona¢ z korzenia drzewa 3 return 1 dla wygranej badz 0 dla przegranej
do wierzchotka v. Natomiast w, oznacza liczbe o else
zwycigstw weréd tych rozgrywek. 10: W «— ROZGRYWKA(WYBIERZSYNA(v))
Kolejna rozgrywke tworzymy w nastepujacy 11: Ny — Ny + 1, Wy — wy + W
sposéb. Pierwsze ruchy rozgrywki wybieramy, 192 return W
stosujac metode granicy ufnosci, wedrujac od 13: function ZNAJDZNAJLEPSZYRUCH(v)
korzenia drzewa do liscia. Po osiggnieciu liscia 14: utwérz korzen drzewa ze stanem v
dalsza czgé¢ rozgrywki przeprowadzamy zupetnie 15: rozwin v > korzen wyjatkowo rozwijamy od razu
losowo. Po utworzeniu rozgrywki aktualizujemy 16: while nie skoniczyl si¢ nam czas na ruch do
statystyki n, i w, we wszystkich wierzchotkach na 17: ROZGRYWKA (v)
Sciezce od korzenia do lidcia, gdyz ta rozgrywka 18: if v jest max then
dotyczy wlasnie tych wierzchotkéw. Ewentualnie 19: return svn s stanu v maksymalizui B Ys

.. . . . Y1l § stanu v maksymalzujacy Lis

wczesniej rozwijamy osiagniety 1is¢ drzewa, dodajac ] ) N
do drzewa wszystkich synéw reprezentujacych 20: else > v jest min

stany, ktére mozna osiagnaé przez wykonanie 21:
jednego ruchu.

c . - Ws
return syn s stanu v minimalizujacy Es = —
ng




Sztuczna inteligencja w brydzu

Piotr BUTRYN"

Komputery wysmienicie graja w warcaby, szachy,
backgammona (tryktrak), othello (reversi) — potrafia
przeanalizowa¢ mozliwe dalsze scenariusze gry

i zabezpieczy¢ sie przed dobrymi ruchami przeciwnika,
dysponuja takze wigksza niz czlowiek pamiecia.
Istnieja jednak gry, np. go, w ktérych jeszcze niedawno
komputery nie mialy zadnych szans w konfrontacji

z najlepszymi zawodnikami, a i z przecietnymi

nie radzily sobie za dobrze.

7 podobna sytuacja mamy do czynienia w przypadku
programéw grajacych w brydza. Przeszukanie catego
drzewa gry jest niemozliwe ze wzgledu na jego wielko$¢.
W érednim przypadku ma ono okoto 2 - 10?4 lisci,

a pesymistycznie nawet 6 - 10**. Zastosowanie prostych
algorytméw, jak alfabeta czy dodanie tablic
transpozycji, oczywiscie pomaga, ale

nie na tyle, aby znalezé najlepszy ruch

w rozsadnym czasie (okolo minuty).

GrajMale(P;)

Rozwazmy kolor, w ktérym w rece mamy A2 (as

i dwéjka), a w dziadku (kartach partnera wylozonych
na stole) KW74. Zagranie dwdjki i dotozenie waleta

to wladnie impas, ktory pozwoli na wziecie lewy, jesli
dame ma przeciwnik zagrywajacy jako drugi. Nalezy
jednak zauwazy¢, ze czasami karta dotozona jako druga
moze nas odwiesé od dotozenia waleta. Stanie sie tak
wtedy, gdy przeciwnik dolozy dame lub karte innego
koloru. W pierwszym przypadku dolozymy, oczywiscie,
krola, w drugim wiemy natomiast, ze dame ma gracz
zagrywajacy jako czwarty, i w zwiazku z tym nasz
plan takze moze ulec modyfikacji. Opisana sytuacje
przedstawia rysunek 1.

Py AKWT4
Bj: ‘AZ
Py, P;: 4D1098653

Impas2(P,)

Ograniczenie przeszukiwania do pewnego | GrajKarte(Py, Ry) | | Prostylmpas(P,) | | Zwyklylmpas(Ps) | | NieudanyImpas(P,) |
poziomu jest natomiast trudne do P a2 |

. . 37
zrealizowania ze wzgledu na brak prostych (P, 5 hD) (P2: " 5

funkcji, ktére choé¢ w przyblizeniu
moglyby okresli¢ liczbe lew mozliwych do
wziecia przez obie strony. Zaczeto wiec

| ZwyktyImpas2(Ps) | | ZwyklylImpas3(Ps) | |

Impas4(Py) |

| ¢

poszukiwaé¢ innych technik majacych
na celu ograniczenie rozgalezienia drzewa

GrajKarte(Ps, Ro) | | GrajKarte(Ps, R3) | | GrajKarte(Py, Ra) | | GrajKarte(Py, RY)

gry, a co za tym idzie, zmniejszenie liczby
mozliwych stanow.

P,— &3

P - &W P,— &5 P,— &D

Rys. 1. Czes¢ drzewa gry odpowiadajaca metodzie ,,Impas” (parametr metody oznacza

zagrywajacego gracza). W zalezno$ci od karty zagranej przez przeciwnika (gracz Ps)

Pierwszym przykladem takiego algorytmu
jest planowanie (ang. Hierarchical Task
Network Planning, HTN'), zastosowane

w brydzu po raz pierwszy w 1997 roku w programie
Bridge Baron. Polega ono na podziale gtéwnego problemu
na proste zadania, ktore potrafimy wykonaé. W przypadku
brydza zadaniem do zaplanowania jest wzigcie okreslonej
liczby lew. Aby to osiagnaé, stosujemy konkretne
metody, takie jak Sciagniecie atutéw, przebicie karty

w dziadku, zaimpasowanie czy zagranie z gory. Z kolei

te metody dzielimy na pojedyncze akcje, jakimi sa
zagrania konkretnych kart. W kazdym wezle drzewa gry
zamiast zagrania wszystkich mozliwych kart sprawdzamy
wszystkie metody, jakie mozemy w nim zastosowac.

W zaleznosci od karty ujawnionej przez przeciwnika

(a zatem takze pewnej nowej informacji o uktadzie
zakrytych kart) wybieramy odpowiednie podmetody
majace zastosowanie w danym przypadku. Kazda z nich
prowadzi nas do innego stanu gry (i innej informacji

o ukladzie kart), w ktérym to znéw prébujemy wszystkich
dostepnych metod rozgrywki.

Jedna z najprostszych metod jest impas, czyli zagranie
polegajace na wzieciu lewy na karte nizsza, dzigki temu,
ze karta wyzsza jest w rece konkretnego przeciwnika.

*student, Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

przechodzimy do odpowiedniej podmetody. Najczesciej (tzn. gdy przeciwnik dotozy pika,
ale nie dame) bedzie to ,,ZwyklyImpas”, polegajacy na zagraniu waleta i wzigciu na
niego lewy lub nie, w zaleznosci od zagrania (R4, R}) drugiego przeciwnika (Py).

To, jaka decyzje podejmiemy, zalezy od wartosci
oczekiwanej danych zagran. Te wartos¢ obliczamy
bardzo prosto — jesli to my zagrywamy karte, to
wartoscia stanu gry jest maksimum z wartosci
poszczegblnych metod, natomiast jesli jest ruch
przeciwnika, to jest to Srednia wazona wartosci synow
tego wezta, gdzie wagami sa prawdopodobienstwa
zaistnienia danych sytuacji.

Zal6zmy, ze w opisanym przykladzie (A2 do KW74)
zagranie asa prowadzi do wyniku +600 (3BA,

9 lew), natomiast zagranie na impas do +630 (3BA,
10 lew), jezeli impas sie uda, lub —100 (3BA, 8 lew)
w przeciwnym przypadku. Jesli drugi gracz dotozy
mala karte (prawdopodobienstwo tego to 0,9854), to
impas uda si¢ w polowie przypadkéw, wigc wartosc
oczekiwana tego zagrania to % 630 + % - (—100) = 265.
Gdy jednak nasz przeciwnik dolozy dame lub

karte innego koloru (kazda z tych sytuacji wydarzy
sie z prawdopodobienstwem 0,0078), polozymy
kréla i nasz wynik to odpowiednio +630 i +600.
Zatem uzycie metody ,,Impas” ma wartosé

0,9854 - 265 + 0,0078 - 630 4+ 0,0078 - 600 = 270,73.
Poréownujac oba wyniki, wybieramy zagranie asa
zamiast impasu.



Okazuje sie, ze takie podejécie pozwala na istotne
zmniejszenie drzewa gry. Faktycznie, w naszym przypadku
drugi gracz moze zagraé¢ na trzy rézne sposoby (mala
karta, dama, karta nie do koloru). Jesli natomiast
rozpatrywaliby$Smy wszystkie mozliwe przypadki, to
moglby on zagraé jedna z 26 kart znajdujacych sie

w zakrytych rekach przeciwnikéw. Algorytm zastosowany
w programie Bridge Baron 8 korzystal z 91 metod i okolo
400 podmetod. Mimo duzej liczby mozliwych strategii
drzewo gry $érednio zawieralo teraz tylko 26 000 lisci,

a pesymistycznie 305 000, czyli 1039 razy mniej niz

w przypadku pelnego drzewa gry. Dzieki temu Bridge
Baron statl si¢ najlepszym programem grajacym w brydza,
co potwierdzily rozegrane w 1997 roku Mistrzostwa Swiata
Programéw Komputerowych w Brydzu.

Dominacja Bridge Barona nie trwala jednak dtugo,
gdyz zaledwie rok pozniej zdetronizowal go oparty na
zupelnie nowym pomy$éle program Matthew Ginsberga
GIB (Ginsberg’s Intelligent Bridgeplayer, zwany takze
Goren In Box od nazwiska znanego amerykanskiego
brydzysty). W celu znalezienia optymalnego zagrania
losuje on wiele (okoto 100) mozliwych ukladéw rak
przeciwnikéw i dla kazdego z nich sprawdza, jaki jest
najlepszy ruch, analizujac rozdanie w widne karty

(tzn. widzac karty przeciwnikéw). Nastepnie wybiera to
zagranie, ktére srednio okazywalo sie najkorzystniejsze.
O ile sama idea jest prosta, to problemem, przed ktérym
stanal Ginsberg, byla analiza w widne karty w czasie
pozwalajacym na jej stokrotne powtérzenie. I tu wtasnie
z pomoca przychodzi algorytm Partition Search.

W rozmowach o rozdaniach brydzysci, mowiagc o swoich
kartach, pomijaja wysokosci niektérych kart (blotek).
Karta 4 AD732 $K92 ¢D98 &72 to dla nich ,piaty

as dama, trzeci krol, trzecia dama i dwie blotki”, czyli
MADxxx $Kxx $Dxx dxx. To podejscie jest uzasadnione,
gdyz rzeczywiscie to, czy w kolorze mamy asa czy
kroéla, jest duzo wazniejsze niz to, czy mamy dwodjke
czy czworke. Wlasnie ten pomyst jest wykorzystywany
przez algorytm Partition Search. Podobne przypadki
sg w nim utozsamiane i analizowane jednocze$nie,

a nie rozpatrywane pojedynczo.

Rozwazmy rozklad kart widoczny na rysunku 2,
odpowiadajacy sytuacji, w ktorej do konca rozdania
pozostaly dwie lewy. Zauwazmy, ze jedyne kara

w rozdaniu posiada zawodnik N, wiec nie ma znaczenia, ze
sa to as i krol, gdyz nawet gdyby to byly dwdjka i trdjka,
to zaden z przeciwnikéw nie posiadalby wyzszej karty

w tym kolorze. Z podobna sytuacja mamy do czynienia
w przypadku kieréw gracza W. Jesli chodzi o kolor
pikowy, to sytuacja jest troche bardziej skomplikowana,
ale tutaj takze wysokosci niektorych kart nie sa istotne.
Zauwazmy bowiem, ze E w kazdej z dwbdch pozostatych
lew zagra ,,co najmniej” dame pik, a wiec ani 10, ani walet
nie moga wzia¢ zadnej lewy. W ten sposéb uzyskalismy
rozklad widoczny po prawej stronie rysunku 2. Poniewaz
iksy w kierach i karach mozemy zastapi¢ dowolnymi
kartami, a w pikach kartami nizszymi od damy, wiec tak
naprawde ten rozklad odpowiada 13 - (123) -10-9 = 91260
réznym rozkladom.
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Rys. 2. Oryginalne rozdanie i jego ,uproszczona”’ wersja.

Aby wyjaéni¢ zasade dzialania algorytmu Partition
Search, wprowadzmy dwie nowe definicje. Rozwazmy
pewien zbiér pozycji (ukladéw kart) S. Jesli z danej
pozycji p mozemy przej$é do pewnej pozycji ze zbioru S,
wtedy p nazwiemy pozycja osiggajece S. Natomiast jesli
z pozycji p mozemy przejs¢ tylko do pozycji nalezacych
do zbioru S, to p nazwiemy pozycja przechodzgcq

do S. Idea algorytmu Partition Search polega nie tylko
na obliczaniu wartosci danej pozycji, ale takze na
znalezieniu pewnego zbioru pozycji R, ktére maja taka
sama warto$é¢. Dzieki temu, gdy kiedys znowu trafimy
na pozycje ze zbioru R, to nie bedziemy musieli dla niej
oblicza¢ wartosci od nowa, lecz skorzystamy z wartosci
wyznaczonej poprzednio. Zalézmy teraz, ze celem jest
znalezienie tych dwéch niewiadomych (tzn. wartosci

i zbioru pozycji o tej samej wartosci) dla pewnej
pozycji p. Jesli ruch wykonuje gracz maksymalizujacy
wynik (rozgrywajacy), to po prostu sprawdzana jest
warto$¢ we wszystkich pozycjach, do ktérych moze

on teraz przejsé, i wybierana jest najkorzystniejsza.
Pozostaje pytanie, jak znalezé zbiér R. Poniewaz dla
kazdego z rozpatrywanych nastepnikow p oprocz jego
wartosci dostaliSmy takze odpowiedni zbior pozycji R,
to mozemy wyznaczy¢ dwa nowe zbiory: San 1 Smax

— pierwszy zawiera wszystkie otrzymane pozycje,

a drugi te, ktore odpowiadaja warto$ci maksymalnej.
Kiedy jakas inna pozycja bedzie miata taka sama
wartos¢ jak p? Stanie sie tak na pewno, gdy bedzie
ona osiaggala zbidr Spax (aby otrzymaé co najmniej
taka sama warto$¢) oraz przechodzila do zbioru Say
(aby nie uzyska¢ wartosci lepszej). Zatem szukanym
zbiorem jest przeciecie zbioru pozycji osiagajacych Spax
ze zbiorem pozycji przechodzacych do zbioru Sy .

W przypadku gdy w danej pozycji ruch wykonuje
gracz minimalizujacy wynik, postepujemy analogicznie,
tylko wybieramy ten z nastepnikéw, ktory ma wartosé
najmniejsza. Oczywiscie, sam problem znajdowania
pozycji osiagajacych dany zbiér i przechodzacych

do danego zbioru moze by¢ trudny, lecz akurat

w przypadku brydza znalezienie funkcji dobrze je
przyblizajacych nie jest zbyt skomplikowane.

Skuteczno$¢ opisanej metody zalezy od tego, jak duze

sg $rednio rozmiary przecie¢ pozycji osiagajacych Smax

z przechodzacymi do S, W wyniku analizy rozdan
brydzowych okazalo sie, ze zastosowanie algorytmu
Partition Search (polaczonego z alfabeta) zmniejsza
érednie rozgalezienie przeszukiwanego drzewa z r do r3/4,
gdzie r to Srednie rozgatezienie w przypadku uzycia



same]j alfabety (jest to zmiana podobna do tej, jaka
powoduje uzycie alfabety w stosunku do samego
minimaksa).

Jakkolwiek Partition Search sprawdzil sie bardzo
dobrze, okazalo sie, niestety, ze sama idea losowania
rozdan i analizowania ich w widne karty ma pewne
wady. Po pierwsze, w brydzu istnieja rozgrywki
wywiadowcze, polegajace na $ciagnieciu kilku swoich
lew w celu zdobycia pewnych informacji o zakrytych
rekach przeciwnikéw, ktore utatwiag nam podjecie decyzji
kluczowych dla loséw rozdania. GIB oczywiscie tak

nie zagra, jako ze on w kazdej symulacji te uktady zna.
Po drugie, problemem jest wyrzucanie wysokich kart —
GIB zaklada, ze przeciwnik trafi wszystkie decyzje

(w koncu przeciez gra w widne karty) i pozbywa sie
kart, ktérych polozenie wcale nie musi by¢ oczywiste.
Po trzecie, GIB nie zawsze rozréznia rozgrywke lepsza
od gorszej. Zalézmy, ze grajac metoda A, wygramy
zawsze, natomiast w metodzie B bedziemy musieli
zdecydowaé, na ktéry uklad kart przeciwnikéw gramy,
lecz decyzje te odlozymy do nastepnej lewy. Dla GIB-a
obie te rozgrywki sa skuteczne w stu procentach (znajac
uklad rak przeciwnikéw, bedzie wiedzial, na co zagraé),
natomiast w rzeczywistosci rozgrywka B moze mieé
tylko 50% szans. Aby radzi¢ sobie z tymi problemami,
w kolejnych wersjach GIB-a wprowadzono modyfikacje
polegajace na rozpatrywaniu nie pojedynczych pozycji,
lecz par (pozycja, mozliwe uklady kart przeciwnikéw),

i przypisywaniu kazdej z mozliwych rozgrywek zbioru
uktadéw kart, przy ktérych jest ona skuteczna.
Szczegdlowe informacje na ten temat mozna znalezé

w artykule [1]. Mozna tam takze poczytaé o ciekawym
podejéciu do licytacji, ktére wykorzystuje GIB, gdy
znaczenie poszczegolnych odzywek w danej sytuacji nie jest
opisane w jego bazie. Generuje on wtedy zbidr rak swoich
i partnera zgodnych z dotychczasowa licytacja i na ich
podstawie poszczegdlnym odzywkom przyporzadkowuje
takie znaczenie, ktore niesie jak najwiecej informacji
przydatnych do znalezienia optymalnego kontraktu.

Mimo tych wszystkich technik i specjalnych algorytméw
komputerom nadal troche brakuje, by wygrywaé z ludzmi.
Zia Mahmood — jeden z najlepszych brydzystéw na
Swiecie — byl gotéw kilkanascie lat temu zatozy¢ sig

o milion funtéw (!), ze zadna druzyna zlozona z czterech
komputeréw nie wygra dlugiego meczu z druzyna zlozona
z czterech graczy wybranych przez Zie. Chetny sie

nie znalazl, a sam Zia w 1997 r. wycofal sie z zakladu.
Czyzby zaczal si¢ obawiad, ze taki program komputerowy
zostanie kiedys napisany? Komputery sa w istocie coraz
lepsze — ale czy moga by¢ az tak dobre?

Literatura

[1] M. Ginsberg, GIB: Imperfect information in a computationally
challenging game, J. Artificial Intelligence Res. 14 (2001).

[2] S. J. J. Smith, D. Nau, T. Throop, Journal of Artificial
Intelligence Research 14 (2001), AT Magazine 19 (2/2008),
93-105.
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Redaguje Ewa CZUCHRY

F 767. Jednorodna ni¢ o masie m wisi swobodnie, zaczepiona dwoma koncami
na tej samej wysokoéci. Sita napiecia nici w jej najnizszym punkcie wynosi Njy.
Znalez¢ sity napiecia nici w punktach jej zaczepienia.

Rozwiazanie na str. 17

F 768. Trzy nierozciagliwe nici jednakowej dlugosci sa przymocowane

w jednakowych odstepach do obreczy A oraz do obreczy C' i przechodza przez
wnetrze obreczy B (rys. 1). Promienie obreczy A 1 B sa jednakowe i wynosza r,
a promien obreczy C' jest rowny 2r. Wszystkie obrecze wykonane sa z takiego
samego drutu, uktad wisi na obreczy A, utrzymywanej w plaszczyZnie poziome;j.
Zmalez¢ odleglosé miedzy érodkami obreczy B i C.

Rozwiazanie na str. 17

Redaguje Waldemar POMPE

M 1282. Punkt P lezy na boku AB tréjkata ABC'. Za pomoca cyrkla i linijki
poprowadzi¢ przez punkt P prosta dzielaca trojkat ABC na dwie figury

o réwnych polach (rys. 2).

Rozwiazanie na str. 17

M 1283. Rozpatrujemy ciagg 101,10101,1010101, ..
o podstawie b > 2. Udowodni¢, ze ciag ten zawiera co najmniej jeden wyraz
bedacy liczba zlozona.
Rozwiazanie na str. 24

. zapisany w systemie

M 1284. Niech A bedzie (3n + 1)-elementowym podzbiorem zbioru
{1,2,...,4n — 1,4n}, gdzie n jest liczba calkowita dodatnia. Wykazaé, ze
zbiér A zawiera takie trzy elementy a < b < ¢, Zze a|b oraz b|c.
Rozwiazanie na str. 17
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Rys. 1. Przyktadowa sytuacja
w grze Nim.

Rys. 2. Zauwazmy, ze operacja, ktora
Bartek wykonuje na stosach, to nic
innego, jak zapis liczby zapalek na stosie
w systemie binarnym. Na przyktad 11 to
w systemie binarnym 10112, gdyz

11=1-2°40-22+1.2" +1.2°%

*Instytut Informatyki,
Uniwersytet Warszawski

Gra o wielu obliczach
Tomasz IDZIASZEK*

— Nie mamy juz w co gra¢! — powiedzial Bartek, rzucajac plecak w kat przedpokoju.
— Stucham? — zapytal Tato, podnoszac glowe znad gazety.

— Marcin sie wygadal i teraz wszyscy w klasie wiedza, jak gra¢ w kotko i krzyzyk
i nie przegraé¢ — kontynuowal narzekanie Bartek.

— Ach, tak...

Od tygodnia gra w kétko i krzyzyk stanowita gtéwny punkt programu na przerwach
w klasie Bartka. A dokladnie od czasu, gdy Bartek z kolega wspdlnymi sitami

obmysélili, w jaki sposob, zaczynajac rozgrywke, zagwarantowac¢ sobie co najmniej
remis. Najwyrazniej jego kolega zdradzil, dotychczas pilnie strzezona, tajemnice.

— Dlaczego wiec nie zagracie w cos$ innego? — zapytal Tato. — Na przykltad
w warcaby lub szachy?

— Odpadal — odpowiedziatl Bartek. — Te gry sa za dlugie na przerwe. A poza tym
majg podstawowy feler: nie bardzo wiadomo, jak w nie graé¢, aby wygrac.

— Rozumiem zatem, ze potrzebujesz prostej gry, dla ktérej bedziesz znal sposéb
na wygrana, ale twoi koledzy juz niekoniecznie?

— Wilagdnie! — Bartek wyraznie si¢ ozywil. — Znasz taka, Tato?

— Chyba bede umial Ci poméc — powiedzial tajemniczo Tato, zlozyl gazete i siegnal
po pudetko zapalek, ktére lezalo na kuchence. Zaciekawiony Bartek patrzyl, jak
Tato oproznia na stél zawarto$¢ pudetka. Gdy usiadl naprzeciw niego, na stole
lezaly trzy stosy zapalek (rys. 1). Osiem, pie¢ i jedenascie zapalek, policzyl
szybko Bartek.

— Zasady sa bardzo proste — zaczal objasnia¢ Tato. — Dwoch graczy wykonuje

na przemian ruchy. Ruch polega na zabraniu z dowolnego stosu jednej lub wigkszej
liczby zapatek.

— A kiedy gra sie konczy?

— Ten z graczy, ktory nie moze wykonaé ruchu, przegrywa. Czyli gdy na stole
nie ma juz zapalek. Sprébujemy? Mozesz wykonaé pierwszy ruch.

Bartek po chwili namystu zabrat 3 zapalki z pierwszego stosu. Nastepnie Tato
zabral wszystkie zapalki z trzeciego stosu. Na stole zostaly dwa stosy po 5 zapalek;
ruch nalezal do Bartka.

— Czyzbym przegral? — zaczal niepewnie chlopiec.
— Dlaczego tak sadzisz?

— Wydaje mi sie, ze cokolwiek zrobie, mozesz to skontrowaé. .. Tak, teraz jestem
tego pewien! Jesli wykonam ruch na jednym ze stoséw, bedziesz mégl go powtdrzyé
na drugim.

— Masz calkowitg racje — usmiechnatl sie Tato. — Kazda sytuacja, w ktorej na stole
znajduja sie dwa stosy o rownej liczbie zapalek, jest przegrywajaca dla gracza,
ktoéry robi nastepny ruch. To znaczy, ze jesli przeciwnik nie popelni bledu, to
gracz ten musi przegrac.

— Czy to znaczy, ze od poczatku gry musialem przegrac? — zapytal z wyrzutem
Bartek.

— No c6z, tak jak w kotko i krzyzyk zaden z graczy nie moze wygraé, jesli przeciwnik
gra bezblednie, tak samo w tej grze, w zaleznosci od poczatkowego podziatu
zapalek, jeden z graczy, jesli bedzie gral bezblednie, na pewno wygra. Jednak
tym razem to ty byles tym szcze$liwcem. Niestety, juz w pierwszym ruchu
popetnites btad.

— Dlaczego?

— Juz Ci tlumacze. — Tato jeszcze raz ulozyl na stole poczatkowe ustawienie
zapalek. — Kazda sytuacja na stole jest albo wygrywajaca, albo przegrywajaca
dla gracza, ktéry ma zamiar si¢ ruszy¢. Podam Ci teraz przepis, ktory pozwala
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8 = 10002

5= 101,

11 = 1011>
1102 =6

Licznos$é stoséw zapisujemy jeden pod
drugim w systemie binarnym i dodajemy
bez uwzgledniania przeniesienia do
nastepnej kolumny. Takie dodawanie
oznacza¢ bedziemy symbolem @, a wynik
nazywaé nim-sumag liczb. Sytuacja jest
wygrywajaca wtedy i tylko wtedy, gdy
nim-suma jest dodatnia. Tak jest na
rysunku 1, gdyz 8 @ 5@ 11 = 6.

Jfo—

Stwierdzenie Bartka staje si¢ jasne, jesli
zauwazymy, ze roézne liczby maja rézne
zapisy w systemie binarnym.

Uwazny Czytelnik zauwazy, ze
w dowodzie Taty brakuje uzasadnienia,
dlaczego Bartek zawsze znajdzie
wygrywajacy ruch. Zaltézmy, ze
nim-suma wynosi s, czyli
a1 Daz @ ... 0 an = s,
i chcemy usunaé x zapatek ze stosu a;.
Powinni$my osiagnac¢ sytuacje¢, w ktorej
(a1 —z)Das®...Ha, =0.
Nim-suma tych dwéch réwnan
(korzystamy z faktu, ze a @ a = 0) to:
a1 @ (a1 —z) = s,
co po przeksztatceniach daje
z=a; — (a1 ® s).
Zauwazmy wreszcie, ze ta wartosé jest
poprawna, o ile a1 > a1 @ s (a to jest
prawda, jezeli stos ma kupke licznosci k).

stwierdzié, z jaka sytuacja mamy do czynienia. Podziel kazdy ze stosow na kupki,
ktore zawierajg 1, 2, 4 lub 8 zapalek, ale tak, zeby zadne dwie kupki, ktére
powstaly z tego samego stosu, nie zawieraly takiej samej liczby zapalek.

Nie bylo to wcale proste zadanie, ale po chwili Bartek sie z nim uporal (rys. 2).

— A teraz policz liczbe kupek, ktére zawieraja po jednej zapalce, liczbe kupek, ktére
zawieraja po dwie zapalki itd., i powiedz, czy ktoras z tych liczb jest nieparzysta.

— Mamy tylko jedna kupke z dwiema zapatkami i jedna kupke z czterema, a 1 jest
liczba nieparzysta!

— Swietnie, w takim razie to oznacza, ze ta sytuacja jest wygrywajaca.
Bartek nie czul sie przekonany. Widzac zwatpienie w jego oczach, Tato rzekl:

— Sprébujemy to uzasadnié, a przy okazji pokaze Ci, w jaki sposéb znajdowaé
wlasciwe ruchy w sytuacji wygrywajacej. Zwrd¢ uwage na to, ze jezeli sytuacja jest
wygrywajaca, to musi istnie¢ taki ruch, ktoéry prowadzi do sytuacji przegrywajacej.

— To jasne! Jezeli ja mam wygraé, to musze wykonaé¢ ruch, po ktéorym przeciwnik
na pewno przegra.

— Wtasnie — potwierdzil Tato. — Natomiast wszystkie ruchy z sytuacji
przegrywajacej prowadza do sytuacji wygrywajacych. Sytuacja przegrywajaca
jest takze sytuacja, w ktorej nie ma zadnych zapalek. Teraz wystarczy pokazac,
Ze nasz przepis na sprawdzanie sytuacji zachowuje te trzy warunki.

— Najprostsze jest sprawdzenie sytuacji z zerowsg liczba zapalek. Nie mamy
zadnych stoséw, wiec wszystkie liczby kupek sa parzyste. Zatem jest to sytuacja
przegrywajaca — zauwazyl Bartek.

— Ot6z to! Wezmy teraz dowolna sytuacje, o ktorej podejrzewamy, ze jest
przegrywajaca, czyli taka, w ktérej wszystkie liczby kupek sa parzyste. Jesli teraz
wykonamy ruch, usuwajac kilka zapalek z pierwszego stosu, to czy kupki z tego
stosu mogg pozostaé takie same?

— Oczywiscie nie!

— Zatem po zabraniu zapalek bedzie istnial taki rodzaj kupek, w ktérym albo
przybedzie, albo ubedzie jedna kupka. Wobec tego kupek tego rodzaju bedzie
teraz nieparzyscie wiele, czyli ruch prowadzi do sytuacji, ktorg zaliczymy do
wygrywajacych — podsumowat Tato. — Inaczej ma si¢ sprawa, gdy jesteSmy wladnie
w sytuacji wygrywajacej. Teraz musimy pokazac ruch, ktéry prowadzi do sytuacji
przegrywajacej. Zaltézmy, ze najliczniejsza nieparzysta grupa kupek zawiera po k
zapalek. Zapalki nalezy zabraé z takiego stosu, ktéry ma kupke licznosci k.

— Tutaj k jest rowne 4, czyli zapalki nalezy zabraé¢ z drugiego stosu.

— Racja! Sprébuj zabieraé po jednej zapalce, az doprowadzisz do sytuacji, w ktérej
wszystkie grupy kupek sa parzyste — poradzit Tato.
— Gdy zabiore jedna zapatke, nadal mamy jedna kupke rozmiaru 4. Ale zabranie

dwoch zapatek powoduje, ze powstate grupy kupek o licznodciach 1, 2 i 8 sa
parzyste! — ucieszyt si¢ Bartek.

— To prawda, zatem aby wygraé¢, powiniene$ byt zaczaé gre od zabrania dwoch
zapaltek z drugiego stosu.

* k%

Przez nast¢pne dwa tygodnie Bartek nie posiadal si¢ z radosci. Gra spodobala
sie jego kolegom, a on byl w niej niekwestionowanym mistrzem. Co wiecej, nawet
Marcin nie znal jej sekretu. Do czasu gdy. ..

— Starszy brat Marcina, ktory studiuje matematyke, powiedzial, ze to znana gra,
i objasnil ja Marcinowi — dasal sie Bartek.

— Jesdli cheesz, moge nauczy¢ Cie innej gry — zaproponowal Tato.

— Zebym znowu musial uczy¢ sie nowej strategii? — Bartek nie chcial, by czas,
ktéry poswiecil na opanowanie sprawnego pamieciowego dzielenia stoséw na kupki,
poszedl na marne.

— Na to tez mozemy co$ poradzic.
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Rys. 3. Przykladowa sytuacja

w grze Northcotta. Jest to
sytuacja wygrywajaca, gdyz
505030002010 6D2=4.

Rys. 4. Przyktadowa sytuacja w grze
Rims. Jest to sytuacja przegrywajaca,
gdyz3@4261=0.

Pokazemy, ze dodatkowe ruchy w grze
Rims nie pozwalaja przej$¢ z jednej
sytuacji przegrywajacej bezposérednio do
innej. Gdyby tak bytlo, to moglibysmy
podzieli¢ stos a1 na dwa stosy z, y
spelniajagce = + y < a1 oraz
a1 ax®...0Ba, =0,

rDydaz®...Da, =0.

Nim-sumujac stronami, dostajemy
a1 Grdy=0,

czyli a1 = = @ y. Korzystajac z faktu,
ze z @y < =+ y (bo ignorujemy

przeniesienia), dochodzimy do
sprzecznosci:

a1 =z@y<xrt+y<ar.

Tato wyjal plansze do warcabdéw i rozstawil na niej po osiem pionkéw, tak by
w kazdej kolumnie planszy znajdowalo sie dokladnie po jednym pionku kazdego
koloru (rys. 3).

— Ty ruszasz si¢ bialtymi, ja czarnymi. Mozna ruszy¢ si¢ do przodu lub do tylu
o dowolng liczbe pdl, ale nie mozna przeskoczy¢ pionka przeciwnika. Znow
przegrywa ten, kto nie ma ruchu. Sprébuj znalezé strategie!

Po rozegraniu kilku partii Bartek nie$mialto zaczat:

— Wydaje mi sig, ze wpadlem na pomyst. To, co jest wazne na planszy, to odleglosci
miedzy przeciwleglymi pionkami. Jesli wszystkie sa rowne zeru, to gracz, ktory
wykonuje nastepny ruch, przegra. Kazdy ruch do przodu zmniejsza jedna z tych
odlegtosci. Jesli zatem potraktujemy kazda z odleglosci jak stos, to bedziemy mieli
naszg poprzednia gre! Nie bardzo jednak wiem, co zrobi¢ z ruchami do tytu.

— Nic, one w niczym nie zmieniaja sytuacji. Zauwaz, ze je$li jestem w sytuacji
wygrywajacej, to nie potrzebuje ich uzywaé. Natomiast gdy w sytuacji
przegrywajacej cofne sie o kilka pdl, to przeciwnik, wykonujac ruch w przdd o tyle
samo pol, przywrédci poprzednia sytuacje. I, oczywiscie, nie moge cofaé si¢ tak

w nieskonczonosé.

— Racja! — ucieszyt si¢ Bartek. — Zatem moja strategia bedzie z powodzeniem
dziala¢ i w tej grze. A znasz jeszcze inne takie gry, Tato? Na wypadek, gdyby
bratu Marcina i te gre udalo sie rozgryzé?

— Niech pomyéle — odpart Tato i wyjawszy dlugopis i kartke, narysowal na niej
kilka kropek i krzywych (rys. 4). — Teraz ruch polega na narysowaniu zamknietej
krzywej, ktéra przechodzi przez co najmniej jeden punkt i nie przecina innych
krzywych.

— To proste — zawolal Bartek. — Jesli potraktujemy wszystkie punkty, ktére leza
w tej samej czesci kartki, jako stos, to wykonujac ruch, zabieram ze stosu te punkty,
przez ktore przechodzi krzywa.

— Prawie dobrze — pochwalil Tato. — Zauwaz jednak, ze zamykajac krzywa,
dzielisz te czedé kartki na dwa kawalki i czes$é kropek mozesz zamknaé w krzywej,
a cze$é¢ pozostawié¢ na zewnatrz. Odpowiadaloby to zabraniu zapalek ze stosu

i ewentualnemu podzieleniu go na dwa mniejsze stosy.

— Rzeczywiscie — zamys$lil sie Bartek.
— Ale trop byt dobry. Okazuje sie, ze tak jak w poprzedniej grze, te dodatkowe

ruchy nie maja znaczenia.
* k%
— Tato! Ten brat Marcina naprawde zaczyna mnie denerwowaé. Znowu wpadl na
strategie. Czy nie mialbys czegos naprawde trudnego?
— Mysle, ze mialbym. Ale to temat na osobna historie.

Opisana w artykule gra nosi nazwe Nim, a jej dwa warianty to gra Northcotta i Rims. Zachecamy
Czytelnikéw do samodzielnego tworzenia nowych wariantéw, natomiast zainteresowanych
odpowiedzig Taty Bartka zapraszamy do lektury informatycznego kacika olimpijskiego.

Przykladowa sytuacja w grze w kétko.

Informatyczny kacik olimpijski (32): Gra w kétko
Tym razem w kaciku oméwimy jedno z zadan z Potyczek Algorytmicznych 2009.

Plansza do gry ,,w kétko” sklada sie z pewnej liczby pél umieszczonych na
okregu. Na planszy rozmieszczone sa biate i czarne pionki, na kazdym polu
co najwyzej jeden. Poczawszy od grajacego pionkami bialtymi, gracze na
przemian wykonujg ruchy na planszy. Ruch polega na przesunieciu wybranego
pionka swojego koloru o dowolna liczbe niezajetych pol. Przyktadowo, na
zaprezentowanej na rysunku planszy grajacy biatymi moze wykonaé¢ ruch
pionkiem z pola 3 na pole 4 lub pionkiem z pola 8 na jedno z pdl 7, 9, 1.
Jedli w swojej turze gracz nie moze wykonaé¢ zadnego ruchu, przegrywa.
Naszym zadaniem jest sprawdzié¢, przy zalozeniu, ze gracze graja optymalnie,
ktéry z nich wygra. Moze sie zdarzy¢ i tak, ze gra bedzie toczyla sie

w nieskonczonos¢ — uznajemy wtedy, ze nastapil remis.
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Okazuje sie, ze gra ,,w k6tko” ma wiele wspolnego

z gra Nim, w zwiazku z czym bedziemy u Czytelnikéw
zakladali jej znajomos$é (o grze Nim piszemy tez

w artykule Gra o wielu obliczach na stronach 8-10
tego numeru Delty). Ponizej przedstawiamy szkic
rozwiazania, zachecajac Czytelnikéw do uzupelnienia
szczegotow dowodu.

Obszarem nazwiemy spojny tuk planszy, ktérego pola
koncowe sa zajete przez pionki, i w ktérym wszystkie
pionki nalezg do jednego gracza. Blokiem nazwiemy
obszar, ktérego nie mozna powigkszy¢. Liczbe pionkéw
w bloku nazwiemy jego licznoscig, a liczbe pdél w bloku
jego dlugosciq. Dziurg nazwiemy przestrzen miedzy
blokami, jej dtugos¢ to liczba pdl. Ponizszy blok
czarnych pionkéw ma licznoéé 3, dlugosé 4, a za nim
znajduje sie dziura dlugosci 2.

@ |

AT T@Iel 1@ 1

n; l;

[Of2

Jedli plansza zawiera N blokéw, to jej zapisem blokowym
nazwiemy N tréjek (p;, ni,l;), gdzie p;, n; oznaczaja
licznosé i dtugosé i-tego bloku, natomiast I; oznacza
dtugosé dziury po i-tym bloku. Powyzszy blok to
(3,4,2). Zapisem blokowym planszy z przyktadu

(gdy zaczniemy od pola 2 i bedziemy poruszaé

sie w kierunku wzrastajacych numeréw pol) jest
(1,1,0),(1,1,1),(2,2,1),(1,1,2).

Zalézmy, ze kazdy z graczy ma co najmniej jeden
pionek. Latwo zauwazy¢, ze jedli nie ma wolnych pél

na planszy, to czarny wygrywa. Ponadto, jesli wszystkie
bloki majg licznos$¢ 1, to jest remis, a gdy jeden z graczy
ma tylko bloki licznosci 1, to przegrywa. Dalej bedziemy
zakladaé, ze kazdy z graczy ma co najmniej jeden blok
o licznoéci wigkszej niz 1.

Zalézmy wpierw, ze wszystkie bloki maja licznosé 2,

i niech s bedzie, zdefiniowana na stronie 9, nim-suma

z wszystkich dtugosci dziur, tzn.

Kluczowa obserwacja, ktora pozwoli nam rozgrywaé gry
na bardzo duzych planszach, jest zauwazenie, ze jesli

s =0, to wygrywa czarny, w przeciwnym przypadku
wygrywa bialy. Istotnie, nasza gra to po prostu Nim:
kazda dziura odpowiada stosowi, tak jak to byto

w przypadku gry Northcotta.

Sprawa komplikuje sie, gdy dopuscimy bloki

o licznosciach réznych od 2. Zalézmy teraz, ze licznosci
blokéw sa wigksze od 1. Silnym blokiem nazwiemy
blok o licznosci co najmniej 3 i dlugosci wiekszej niz
jego licznosé (3 < p; < m;). Blok z rysunku powyzej
jest silny. Zauwazmy, ze gracz majacy silny blok ma
zawsze mozliwoé¢ ruchu pionkiem wewnatrz tego
bloku; wynika z tego, ze nie moze przegraé¢ (zatem
jesli obaj gracze maja silne bloki, to jest remis). Tak
wiec jesli chcemy mieé szanse na wygrang, nie mozemy
dopusci¢, by przeciwnik, ktéry nie ma silnego bloku,
uformowal go.

11

Zal6zmy, ze rozwazamy pierwszy ruch biatych. Niech

ip oznacza liczbe biatych pionkéw, dla ktérych istnieje
ruch formujacy silny blok (analogicznie definiujemy i¢).
Rozwazmy trzy przypadki.

1) Czarny ma silny blok lub ic > 1, zatem bialy nie jest go
w stanie zablokowacé. Jedli bialy ma silny blok lub ig > 0,
to jest remis, w przeciwnym przypadku czarny wygra.

2) ic = 0, zatem bialy wygrywa, jesli ma silny blok lub
ip > 0. W przeciwnym przypadku wygrywa czarny lub
bialy w zaleznosci od wartosci s.

3) ic = 1, zatem aby wygraé, bialy musi wykonaé ruch
blokujacy. Rekurencyjnie sprawdzamy (rozwazajac
odpowiedz gracza czarnego, powtarzamy cate
rozumowanie dla odwrotnego pokolorowania pionkéw),
czy po tym ruchu gra konczy sie zwyciestwem biatych. Jesli
nie, to zamiast tego ruchu prébujemy utworzy¢ silny blok
(to da bialemu remis). Jesli si¢ nie uda, to wygrywa czarny.
Zauwazmy, ze zawsze beda co najwyzej dwa dodatkowe
wywolania rekurencyjne powyzszej procedury.

Pozostalo uwzglednié¢ bloki o licznosci 1. Superblokiem
nazwiemy grupe sasiednich blokéw

(Pisnis i)y s (Ditks My i),
z ktorych wszystkie sg licznosci 1, oprécz skrajnych
blokéw i, ¢ + k, ktore sa licznosci co najmniej 2.
Ponizsze obserwacje pozwola nam sprowadzié¢ gre do
przypadku, w ktérym nie ma blokéw licznosci 1:

1) Superblok dla parzystego k jest réwnowazny
pojedynczemu blokowi (p, n, l;4x), gdzie
k+i k+i k4i—1

p:ij, n:an+ Z lj.
Jj=1 Jj=1 Jj=t

Innymi stowy, mozemy zastapi¢ wszystkie pionki
superbloku pionkami koloru blokéw i oraz ¢ + k. Wynika
to z faktu, ze gracz kontrolujacy oba konce superbloku
jest w stanie zdusié¢ pojedyncze pionki przeciwnika,
ktore sa w srodku.

2) Superblok dla nieparzystego k mozna przeksztalcié
réwnowaznie, przyjmujac
pi+j=2 dla1<j<k,

{lﬂ_gj_l() dlal<g<k/2
Wynika to z faktu, ze graczowi kontrolujacemu lewy
koniec superbloku optaca si¢ przesuwaé pionki tylko
w prawo (analogicznie drugiemu graczowi oplaca sie
przesuwaé pionki jedynie w lewo). Zatem te sytuacje
znéw mozemy sprowadzi¢ do gry Nim, tym razem
jednak stosami beda co drugie dziury:

S[OTOL T @[O0l (@[ 1 [0 [ (@l @ T

JOTOL 1 |'i|§|©|©|v'|i|§|©|0| @l @
l; livo

lLiya

Uwazna implementacja powyzszego rozwiazania daje
algorytm dziatajacy w czasie liniowym ze wzgledu na
liczbe pionkéw na planszy.

Tomasz IDZIASZEK



Jak § wciggala w hazard Waszych Rodzicow

Maia aelld

Sprawiedliwa czy niesprawiedliwa?

Rzucamy moneta. Jesli wypadnie orzet — wygrywam, jesli reszka —
wygrywa moj przeciwnik. Czy jest to gra sprawiedliwa? Uwazam,

ze tak. A oto inna gra. Rzucamy kostka do gry. Jesli wypadnie

szostka — wygrywa moj przeciwnik, jesli co innego — wygrywam ja.

W moim odczuciu ta gra jest niesprawiedliwa, niekorzystna dla mojego
przeciwnika. Czy zgadzacie si¢ ze mna? Jesli tak, to w porzadku,
rozumiemy sie doskonale.

Zaproponuje teraz inng gre. Rzucamy moneta wielokrotnie — az do
momentu, kiedy w kolejnych trzech rzutach wypadna trzy orty albo
trzy reszki. W tym pierwszym przypadku wygrywam ja, w drugim moj
przeciwnik. Zasady gry proste, cho¢ na rozstrzygniecie trzeba czasem
czekaé dos¢ dtugo. Oto przyktad rozgrywki rozstrzygnietej dopiero po
dwunastu rzutach: OROORRORORRR — wygral méj przeciwnik.

Czy jest to gra sprawiedliwa? Niewatpliwie tak. Sprobujmy jednak
zmienié¢ nieco jej przepisy. Ja bede czekal na taki cigg kolejnych wynikow:
orzel, reszka, reszka; moj przeciwnik natomiast wyczekuje rezultatu:
reszka, reszka, orzel. Rzucamy az do skutku. Gra jest bardzo podobna do
poprzedniej — radzitbym jednak dobrze si¢ zastanowi¢, nim odpowiecie na
pytanie, czy jest ona sprawiedliwa. A najlepiej wykonajcie eksperyment.
Poszukajcie sobie cierpliwego partnera i rozegrajcie 40 partii, ostatecznie
mozna nawet gra¢ z samym soba. Jesli okoto 30 z nich przyniesie wygrana
graczowi, ktéry obstawit wynik ORR, to — uchyle Wam rabka tajemnicy

9 — nie bedzie to przypadkiem. W tej grze szanse nie sg réwne. Sprébujmy
N jednak wydedukowaé: dlaczego?
(_ \ Dla poréwnania szans obydwu graczy przywolamy na pomoc interesujaca
™ g i bardzo skuteczna metode — przetozymy reguly naszej gry na jezyk grafow.
=

R, RR, RRO. Dorzuémy do tego sytuacje przed wykonaniem pierwszego

'i Sadze, ze potrafie wyjasni¢ Wam, o co chodzi. Wypiszmy kolejne
\% rezultaty po drodze do sukcesu jednego z graczy: O, OR, ORR i drugiego:

rzutu i oznaczmy ja S — jak start. Otrzymamy w ten sposéb 7 stanéw:

/
|
\/\ 0, OR, ORR, R, RR, RRO, S.
l @@

Teraz bedziemy rysowaé¢ miedzy nimi strzalki. Zacznijmy od pierwszego
wypisanego stanu, O. Wczujmy sie dobrze w sytuacje i wyobrazmy sobie,
ze gra dopiero sie rozpoczeta, rzuciliémy moneta raz i wypad?l orzet.

Co moze zdarzy¢ sie dalej?
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O grze Penneya pisaliSmy tez w Delcie
2(405)/2008.

W drugim z kolei rzucie wypadnie orzet lub reszka. Jedli reszka,
przejdziemy ze stanu O do stanu OR, natomiast jesli wypadnie orzel,
powinnidmy przej$é¢ do stanu OO. Takiego stanu wprawdzie nie ma na
naszej lidcie, ale tez wcale nie jest on nam potrzebny. Z punktu widzenia
dalszej rozgrywki sytuacja OO jest doktadnie taka sama, jak sytuacja O.
Dlatego narysujemy dwie strzatki: pierwsza od stanu O do stanu OR

i druga od stanu O do tego samego stanu O

OONC

— nasz rysunek zaczyna przeksztalca¢ sie w graf.

Ostatecznie, po narysowaniu wszystkiego, co moze si¢ zdarzy¢, graf

przybierze taka postac:

— sprawdzcie, czy wszystkie strzalki narysowane sg poprawnie!

Majac do pomocy graf, nietrudno zorientowaé sie w szansach obydwu
graczy. Okazuje sie, ze wynik gry jest przesadzony po drugim, jesli

juz nie po pierwszym rzucie. Dojsé¢ po strzatkach do stanu RRO — co
odpowiada wygranej drugiego gracza — mozna tylko wtedy, gdy zaréwno
w pierwszym, jak i w drugim rzucie wypadnie reszka. Inne mozliwosci,
a konkretnie: OO, OR i RO, nieuchronnie prowadza do stanu ORR,

a wiec do wygranej gracza pierwszego. Mozna wiec domyslaé sie, ze
szanse graczy beda w stosunku 3 : 1 na korzysé pierwszego z nich.

Ze tak jest w rzeczywistodci — przekonajcie sie, przeprowadzajac
doswiadczenie, ktore Wam zaproponowalem.

A na zakonczenie mam dla Was kilka zadan.

Zadanie 1. Narysujcie odpowiedni graf i poréwnajcie szanse graczy
w takiej grze: jeden z graczy obstawia wynik ROO, drugi RRO. Tak jak
w poprzedniej grze, rzuca si¢ moneta az do skutku.

Zadanie 2. Jeden z graczy wybiera dowolny ciag trzech kolejnych
wynikéw rzutu moneta. Drugi z graczy wybiera dowolny inny. Tak jak
poprzednio, rzuca sie moneta az do skutku. Czy wolelibyécie wybierac¢
swoj ciag jako pierwsi czy jako drudzy?

Zadanie 3. Sprobujcie narysowa¢ graf i poréwnac szanse graczy w takiej
grze: rzucamy kostka do gry dopdty, dopdki nie wypadnie parzysta
liczba oczek lub tez 11 3 (obojetnie w jakiej kolejnosci i niekoniecznie
pod rzad). Gdy najpierw zostanie wyrzucona liczba parzysta (przed
wyrzuceniem 1 i 3), wygrywa gracz pierwszy, w przeciwnym przypadku
— gracz drugi. Dla unikniecia nieporozumien podam dwa przyklady
rozstrzygnietych rozgrywek:
1, 1, 5, 4 — wygral gracz pierwszy;
3,5, 3, 1 — wygral gracz drugi.

Przemystaw NOWICKI, Delta 1(25)/1976
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Mozemy przyjaé, ze zaczynamy gre od
dnia, nie tracac ogdlnosci — rownie dobrze
mogliby$my zaczaé gr¢ w nocy i dodaé
jednego miastowego, ktory zostanie

w trakcie niej zabity.

n!! to n dwusilnia, czyli iloczyn co drugiej
liczby calkowitej dodatniej, konczacy

si¢ nan. Np. 6!l =2-4.6 =48,
M=1-3-5-7=105.

student, Kolegium Miedzywydziatowych
Indywidualnych Studiéow
Matematyczno-Przyrodniczych,
Uniwersytet Warszawski

Mafia, zdradziecka parzystos¢ oraz
Piotr MIGDAL"

Mafia to jedna z towarzyskich gier psychologicznych. Jej osia jest wzajemne
zwalczanie si¢ dwéch grup — mafii i miastowych. Czlonkowie mafii znaja sie
wzajemnie i maja dodatkowe mozliwosci dzialania, za to miastowi stanowia
liczniejsza grupe.

Na poczatku gry kazdy uczestnik ciagnie los, czy zostanie miastowym, czy
cztonkiem mafii. Rozgrywka jest podzielona na naprzemienne fazy dnia i nocy,
konczy sie za$, gdy przy zyciu pozostanie tylko jedna grupa. Podstawowe
dzialania w trakcie dnia to jawna dyskusja i linczowanie uczestnikow wybranych
w drodze wickszosciowego glosowania, w nocy zas — tajne naradzanie si¢ mafii

i zabijanie przez nig miastowego.

Mozna bawi¢ sie, grajac w mafie lub. .. zabawié sie w jej matematyczne
modelowanie.

Skupimy sie na najprostszej wersji gry w mafie, w ktorej mamy jednego czlonka
mafii oraz ¢ miastowych, bez zadnych dodatkowych postaci (czyli sumarycznie
¢+ 1 uczestnikéw). Pominiemy czesé psychologiczna. W szczegdlnosci

zalozymy, ze mafiozo nie ujawni w czasie gry swojej tozsamosci na drodze
przejezyczenia, przybrania koloru buraka ani jakiejkolwiek innej. Tym samym
zaden miastowy nie ma przestanek wnosi¢, kto moze byé¢ w malfii, i glosuje

za linczowaniem kogokolwiek oprocz siebie. Oczywiscie, mafiozo glosuje na
dowolnego miastowego. W tym przypadku opis gry znacznie si¢ upraszcza, gdyz
w ciagu dnia zostaje zlinczowana losowa osoba. W trakcie nocy zawsze ginie
jeden miastowy.

Gdy mamy do czynienia z jednoosobowa mafia, prawdopodobienstwo jej
wygrania to nic innego, jak iloczyn prawdopodobienstw tego, ze kazdego dnia
zostanie zlinczowany miastowy. Dla ustalenia uwagi, zaczynamy gre od fazy
dnia. Otrzymujemy wzér na prawdopodobienstwo w wygrania mafii w zalezno$ci
od poczatkowej liczby miastowych c:

c c—2 c—4 cll

:c—i—l.c—l'c—?).'”_(c—l—l)!!'

w(c)

Zdradziecka parzystosé

Powyzszy wzér ma pewne, zalezne od parzystosci ¢, wlasnosci, niejako
zamaskowane w dwusilniach. O ile dodanie dwéch miastowych ewidentnie
zmniejsza szanse wygrania mafii, czyli w(c+ 2) < w(c), tak juz by¢ nie musi
w przypadku dodania tylko jednego miastowego. Jak si¢ okazuje, dodajac
parzystego miastowego, zwickszamy szanse wygrania mafii! Dla ilustracji tego
zjawiska postuzmy sie prostym przyktadem.

Rozwazmy sytuacje, w ktérej na starcie mamy jednego mafiozo i jednego
miastowego. Mafia wygrywa tylko wtedy, gdy zostanie zlinczowany miastowy.
Z uwagi na oczywisty remis wybor ofiary jest dokonywany np. na podstawie
rzutu moneta, co daje w(l) = % Gdy na starcie jest jeden mafiozo i dwéch
miastowych, réwniez mafia wygrywa tylko wtedy, gdy zostanie zlinczowany
miastowy (drugiego dobije w nocy). Tym razem trudniej ja upolowac i w(2) = 2.

Mozna podejrzewaé, ze natkneliSmy sie na zjawisko wynikajace z doboru
konkretnych warunkéw brzegowych (tj. ustalenia, ze w przypadku remisu ginie
losowa osoba, a nie np. miastowy) lub rozwazania zbyt malej liczby miastowych.
Pierwsza z mozliwosci z tatwoscia rozpatrzy Czytelnik Dociekliwy, druga

opisze ponize;j.

Udowodnimy, ze zawsze dodanie parzystego mieszkanca zwieksza szanse
wygrania mafii. Przy szacowaniu réznicy w(2k) — w(2k — 1) bedziemy korzystaé
z niezbyt skomplikowanej nieréwnosci

(n+1)(n—1) <n.
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Wykres szans wygrania jednoosobowej
mafii. Punkty reprezentuja $ciste wyniki
w(c), linie za$ sa ich przyblizeniami —
ciagla dla parzystej liczby mieszkancow c
i przerywana dla nieparzystych c.

»Matematyczny model gry

w mafi¢” — praca licencjacka na
Wydziale Matematyki, Informatyki

i Mechaniki Uniwersytetu
‘Warszawskiego, napisana pod opieka
prof. Jacka Migkisza, dostgpna na stronie
http://migdal.wikidot.com/mafia

W ten sposéb otrzymujemy

w(2k) —w(2k —1) =

2%k 2k-—2 4 2 2%k—1 2-3 3.1
C2k+1 2—-1 " 5 3 2k 2k—2 T 4 2
>\/(2k+1)(2k—1) V(2k —1)(2k — 3) V5.3 V3.1
2k +1 2k — 1 5 3
B 2k — 1 2k — 3 3 I
VEE+1D)(2k—1) J2k-1)2k—3) V53 V3.1
1 1

)

T Vk+1 VRl
zatem w istocie w(2k) > w(2k — 1).

Jak widaé, ten prosty model gry w mafie daje wyniki, ktore moga by¢
nieintuicyjne. Jako przyktad rozwazmy taka sytuacje: jest nas czterech i chcemy
zagra¢ z jednym mafiozo. Ma on szanse wygrania w(3) = 3 = 0,375. Jesliby
zaprosi¢ dodatkowe pie¢ osob i gra¢ w dziewiatke, wcigz z jednym mafiozo,

128

szanse wygrania mafii wzrosng do w(8) = 373 ~ 0,406.

Kolejny sposéb na wyznaczenie liczby

W sytuacjach praktycznych czesto cenniejszy jest przyblizony wzor, ktéry ma
prosta postaé, niz doktadny, lecz skomplikowany. Rozwazmy usrednienie w(c)
dla sasiedniej parzystej i nieparzystej wartosci. Srednia geometryczna doskonale
nadaje sie do tego celu, gdyz zastosowanie jej znacznie uprosci wynik:

e (c—=1N N 1
w(c—Nw(c) = = .

cdl (e+D e+l
Co6z, wynik rzeczywiscie prosty, jednak przez usrednienie otrzymali$my
funkcje monotoniczna, pozbawiona ,zabkéw”. W celu zbadania, na ile dodanie
parzystego miastowego zwieksza szanse wygrania mafii, obliczmy stosunek

w2k) @ k=D @\ 1
w(2k—1)_(2k+1)!!/ (2k)!! _((2k—1)!!> 2k+1

Powyzsze wyrazenie na pierwszy rzut oka nie wyglada zachecajaco. Czyzbysmy
dotarli do martwego punktu? Nie! Natrafiliémy na wyrazenie, ktére jest zbiezne
przy k dazacym do nieskonczono$ci. Jest ono znane w matematyce jako wzér
Wallisa:

, k)1 \* 1 ™
lim = —.
koo \(2k— D) 2k+1 2

Czyli przy liczbie mieszkancéw dazacej do nieskonczonosci dodanie parzystego
miastowego zwieksza szanse wygrania mafii o czynnik 7/2. Tym samym
otrzymujemy sposéb na doswiadczalne wyznaczenie liczby 7. Jeden z wielu, dosé
niepraktyczny, ale za to jakze oryginalny!

Co wiecej, mozemy pokusi¢ sie o wypisanie przyblizonych wzoréw na szanse
wygrania mafii w zaleznosci od parzystosci liczby mieszkancéw. W tym celu
przyblizymy odpowiedni stosunek przez jego granice

w —-1/2
w(2k — 1) = (%) o2k = Dw(2k) ~ \/g\/%
w(2k) 1/2 T 1

No dobrze, ale czy takie rozwazania maja praktyczne zastosowanie?
Prawdopodobnie mozna zrobi¢ eksperyment psychologiczny, poréwnujacy
rzeczywiste wyniki z wyidealizowana teoria. Na pewno za$ — napisaé prace
licencjacka o grze w mafie.
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Alchemia smaréw

Smarowanie ma za zadanie
zminimalizowad trzy gléwne rodzaje

sil tarcia: tarcie suche, pltynne oraz
elektrostatyczne. Wzajemny stosunek
tych sil zalezy od temperatury $niegu,
jego rodzaju (mieszkancy dalekiej péinocy
wyrézniaja kilkadziesiat rodzajéw
$niegu, wéréd ktérych nie ma jednak
najpowszechniej uzywanego w czasie
ostatnich igrzysk: $niegu wytwarzanego
przez armatki $niezne) oraz wilgotnosci
powietrza. Wbrew opiniom, ktére

nadal mozna jeszcze znalezé w wielu
opracowaniach, plynna woda nie pojawia
si¢ w wyniku topnienia lodu pod
wplywem nacisku, tylko albo juz jest

w $niegu, albo powstaje w wyniku
suchego tarcia. Snieg przestaje byé mokry
(przy malej wilgotnosci powietrza) kilka
stopni ponizej zera. Przy temperaturach
rzedu 20 stopni ponizej zera $wiezy $nieg
zaczyna przypominaé piasek.

Podstawowymi smarami sg weglowodory.
Ich twardosé zalezy od dlugosci
tanicuchéow weglowych. Im tancuchy
dluzsze, tym smary twardsze, a wigc
odpowiedniejsze dla nizszych temperatur.
Obecnie niezbednym dodatkiem sg
perfluoroweglowodory (znane jako
fluorocarbony), czyli weglowodory,

w ktérych atomy wodoru sg zastgpione
atomami fluoru. Zwiazki te sg silnie
hydrofobowe, co jest szczegdlnie wazne
dla temperatur bliskich zera i/lub duzej
wilgotnosci powietrza z padajacym
deszczem wtlacznie. Dodatkowo
perfluoroweglowodory nie lacza si¢

z zanieczyszczeniami, np. z pytkami drzew
iglastych rosnacych obok tras.

Ostatnim aspektem jest uzycie dodatkéw
niwelujacych kumulacje tadunku
elektrostatycznego. Uzywa si¢ w tym
celu gtéwnie grafitu, ale nie zawsze jego
stosowanie jest wskazane.

Profesjonalny zestaw smaréw jednego
producenta zawiera kilkadziesiat
sktadnikéw.

Jak smaruje sie narty?

W duzym uproszczeniu smarowanie

nart polega na doborze odpowiedniej
struktury $lizgu, wtopieniu odpowiednich
warstw smaru bazowego (weglowodory),
dodaniu warstw smaru wlasciwego
(zazwyczaj weglowodory z dodatkiem
perfluoroweglowodoréw) oraz warstw
wykonczeniowych (np. proszki
perfluoroweglowodorowe i/lub grafitowe).
Kazda warstwe nalezy natozyé, nastepnie
zdjaé nadmiar i wyszczotkowaé lub
wetrzeé w §lizg (w przypadku proszkéw

i tzw. mydetek, ktére aplikuje sie na
zimno). W narciarstwie biegowym mozna
pokusi¢ sie o nalozenie kilku warstw,
ktére beda sie Sciera¢ w trakcie zawodow
w miar¢ zmieniajacych si¢ warunkow.

Sliskie gry i zabawy
Piotr ZALEWSKI

Cho¢ w tym roku $nieg, a raczej to, co z niego zostalo, trzymal sie na ulicach
bardzo dlugo, to §lad juz po nim zaginat. Id¢ jednak o zaklad, ze w ktoryms
z kilkusettysiecznych polskich miast jaki§ batwan przetrwal przynajmniej

do matury.

Wydarzeniem ostatniej zimy byly igrzyska w Vancouver. Zimowe dyscypliny
olimpijskie sa bardzo proste. Wszystkie wykorzystuja slisko$¢ nie do konca
zamarznictej wody. Prawda, ze sposoby tego wykorzystywania sa dos¢ wymyélne.
Nie wystarczy sie poslizgnaé, zeby zdoby¢ medal. W wiekszosci przypadkdw §lizganie
jest tylko wstepem do wykonania zapierajacej dech w piersiach ewolucji (jezeli komus
nie zapiera, to znaczy, ze go juz nic nie dziwi). Sa jednak dyscypliny, w ktérych
chodzi o co$ innego.

Jedna z nich jest nasz wschodzacy sport narodowy, czyli biegi narciarskie, ktory,
by¢ moze, znéw zacznie by¢ uprawiany masowo, dzigki Justynie Kowalczyk oraz
zimom takim, jak w tym roku. Nadzieja nie jest jednak duza, bo do uprawiania
narciarstwa (w dowolnej formie) oprécz $niegu potrzebna jest odrobina kultury.
W Polsce jest zaledwie kilka tras, wiec trzeba sobie §lad zaktadaé¢ samemu. Zawsze
znajdzie sie jaki$ balwan, ktory w zatozony $lad wejdzie buciorami. . .

W dodatku, przysztych adeptoéw narciarstwa biegowego zmrozila informacja, ze
do jego uprawiania potrzeba kilkudziesieciu par nart (tyle przynajmniej miala
w Kanadzie Justyna Kowalczyk).

Dlaczego, w przypadku wyczynu na Swiatowym poziomie, jest to tyle, ile trzeba,
mozna przeczytaé na marginesie nastepnej strony. Chodzi, przede wszystkim,

o smarowanie nart. Juz dawno minely czasy, kiedy mozna bylo stosowac rade
Jézefa Oppenheima: O alchemji smaréow wolimy nie wspominadé. Dodamy tylko

z wlasnego doSwiadczenia, zZe przy smarach jak w Zyciu, prostota najbardziej
poplaca. (...) czesto nawet zasada: gola narta do golego $niegu, okazywala sie
najlepszq. (Szlaki narciarskie Tatr polskich, PZN 1936). Odnosila si¢ ona do nart
w calodci drewnianych. Wspélczesne narty biegowe, nawet jezeli sa w czedci zrobione
z drewna, to powierzchnie §lizgowa maja ze specjalnego tworzywa sztucznego,

o odpowiednio dobranej teksturze, ktéra nasacza sie na goraco wieloma warstwami
smaru o wlasciwie dobranych sktadnikach.

Czy (po przeczytaniu margineséw) stowa Oppenheima nie wydaja sie prorocze?
Smarowanie nart, zwlaszcza nart biegowych, to prawdziwa alchemia. Sciganie sic
na nieodpowiednio posmarowanych nartach to wyscig z zaciagnigtym hamulcem.
Prawdopodobnie to wlasnie bylo gtéwnym powodem wycofania si¢ Justyny w czasie
jednego z biegéw na poprzedniej olimpiadzie.

Druga dyscyplina, dla ktérej poslizg jest kluczowy, sa zimowe szachy, czyli curling.
Sport ten wzbudza duze emocje. Jedni uwazaja, ze to w ogole nie jest sport,

a w kazdym razie nie ma niczego bardziej nudnego, drudzy przeciwnie, uwazaja
go za niezwykle pasjonujacy i ubolewaja, ze ogladaja go tylko raz na cztery lata.
Rzeczywiscie nie sa to zawody gladiatoréw, trudno sobie zrobié jakas wieksza
krzywde, ale na zimowej olimpiadzie morituri te salutant jest juz w tle wystarczajacej
liczby dyscyplin (wypadniecie Petry Majdi¢, rywalki Justyny Kowalczyk, z zakretu
do potoku dowodzi, Ze jest wsréd nich nawet narciarstwo biegowe).

Puszczanie granitowych ,czajnikow” po lodzie ma w sobie majestatyczny urok.
Moze jest to spowodowane niezwykla precyzja potaczong z nieuchronnoscia
konsekwencji wprawienia kolejnego kamienia w ruch. Wszystko odbywa sie jakby
w zwolnionym tempie. No, moze oprécz zjawiskowego szczotkowania lodu przed
sungcym glazem, ktore wydaje si¢ odbywaé¢ w tempie przyspieszonym.

W grze chodzi o umieszczenie swoich kamieni jak najblizej celu, przy czym dozwolone
(pod pewnymi warunkami) jest ich wybijanie.

Druzyny wypuszczaja kamienie na przemian. W pojedynczej rozgrywce przewage
ma druzyna zagrywajaca jako ostatnia (kamien-mlot). Kolejnosé zmienia sie,
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Dobér i przygotowanie
wyczynowych nart biegowych

Dobér rodzaju nart na zawody zalezy
od typu biegu (technika klasyczna czy
tyzwowa), moze zalezeé od dystansu
lub profilu trasy oraz od warunkéw,
w ktérych bieg bedzie si¢ odbywal.

Jest to podwdjnie istotne w biegach
technika klasyczng, w ktérych narte
na odcinku pod wigzaniem smaruje si¢
tak, zeby trzymala, czyli odwrotnie
niz pozostaly cze¢sé, ktéra ma sig

jak najlepiej $lizgac.

Wybiera si¢ identyczne pary nart, bo
testuje si¢ kilka rodzajéw smarowania,
a do dtugich dystanséw potrzebne

sg jeszcze narty na zmiang w trakcie
biegu. Mozna réwniez testowaé rézne
rodzaje tekstury lub narty, ktére maja
wbudowany antyposlizgowy fragment
§lizgu.

Smar odbiciowy zawsze troche
hamuje, wigc sztab zawodnika musi
zdecydowaé, czy narta ma bardziej
trzymac¢ na podbiegach, czy bardziej
jechaé na zjazdach. Zdobywajac zloto,
Justyna Kowalczyk wybrata to drugie.
Mozliwe, ze wladnie to przewazylo.

T _ 4

@

Rozwigzanie zadania M 1284.

Niech X bedzie takim podzbiorem zbioru
S ={1,2,...,4n}, ktéry nie zawiera
trzech elementéw a < b < ¢ spelniajacych
podzielnosci dane w treséci zadania.
Wykazemy, ze |X| < 3n, gdzie | X|
oznacza liczbe elementéow zbioru X, skad
natychmiast wynika teza zadania.

Dla m =1,3,5,...,4n — 1 oznaczmy
S ={2"m:k=0,1,2,...
oraz 2"m < 4n}.

Wéwcezas zbiory Si,S2,. ..
podzial zbioru S na roztaczne podzbiory.

stanowig

Ponadto dla kazdych trzech elementéw
a < b < ¢ podzbioru S,,, spelnione sa
podzielnosci a | b oraz b| c. Stad wynika,

ze | X N Syl < 2.

Ponadto dla m > 2n zbiér S,, ma tylko
jeden element. Wobec tego

| X| = E | X NSy =
:E \Xmsm|+§ 1X N Sl <

m<2n m>2n

<2n+n = 3n.

jezeli druzyna z mlotem zdobedzie punkty, ktére przyznawane sg za liczbe
kamieni znajdujacych sie w celu (domu) blizej jego srodka niz jakikolwiek
kamien przeciwnika. Dlatego druzyny walcza o uzyskanie wyniku lepszego niz,
do$¢ trywialne, jeden, czesto decydujac sie na wynik zerowy, aby pozostaé

w uprzywilejowanej sytuacji w nastepnej rozgrywce (endzie).

Taktyka wykorzystuje krzywoliniowosé¢ trajektorii kamienia spowodowana jego
rotacja. Dlatego ustawia sie tzw. straznikéw, ktorych nalezy nastepnie wymijaé
(lub wybija¢). Kamiefi obracajacy sie zgodnie ze wskazéwkami zegara zbacza
w prawo i odwrotnie, rotujacy przeciwnie — w lewo. Wydaje sig, ze nie ma

w tym nic dziwnego, bo tak samo zachowuje sie np. kopnieta pitka. A jednak.
Wystarczy wykonaé doswiadczenie ze szklanka puszczona po gltadkim stole,
zeby zobaczy¢, ze szklanka zachowuje si¢ dokladnie odwrotnie, co zreszta tatwo
wytlumaczy¢. Sunaca, a wigc jednoczeénie hamujaca, szklanka ma bardziej
docisnieta krawedz nacierajaca, wiec tam tarcie jest wieksze. Dlatego krawedz
przeciwna zbacza w te strone, w ktora skierowana jest jej predko$é liniowa
(ktérej wypadkowa uwzglednia ruch obrotowy).

Widocznie dla kamienia uzywanego w curlingu jest odwrotnie. Tam, gdzie nacisk
jest wiekszy, tarcie musi by¢ mniejsze (albo: tarcie jest odwrotnie proporcjonalne
do predkosci liniowej). W literaturze mozna znalezé wyjasnienia tego efektu.
Niestety, wyjasnienia te sa sprzeczne, a — cho¢ wydaje sie to dziwne — nikt
chyba jeszcze nie zrobil wystarczajaco przekonujacych badan empirycznych,

a przynajmniej ich nie opublikowal. Dodatkowym czynnikiem, ktéry trzeba
uwzglednié¢, jest obecnos$é napylanych na 16d (przed rozgrywka) kropelek wody.

Charakterystyczna cecha curlingu jest szczotkowanie lodu. Podnoszac w ten
sposOb nieznacznie jego temperature, mozna wydluzyé droge kamienia, prostujac
jednoczesnie tor jego ruchu (kamien zbacza bardziej wtedy, gdy zwalnia).
Szczotkowanie pod koniec ruchu, gdy kamien juz zdazyl istotnie zmieni¢ kierunek,
pozwala na uzyskanie wiekszego calkowitego zakrzywienia jego trajektorii.

Szkoda, ze curling jest tak malo popularny w naszym kraju. Moze to ma jaki$
zwiazek z liczba sztucznych lodowisk? Moze brak zawodnikow w konkurencjach
alpejskich (nie oszukujmy sie, to narciarstwo oraz hokej sa kwintesencja sportéw
zimowych) réwniez ma jaki$ zwiazek z infrastruktura czy organizacja sportu?
Na szczescie, gdy tylko znowu spadnie $nieg, bedziemy mogli przynajmniej

lepi¢ balwany.

@

Rozwigzanie zadania F 767.

@

Rozwigzanie zadania M 1282.

Rozwazmy lewa polowe nici. Sita ci¢zkosci
mg/2 skierowana jest pionowo w dét.

Sita napiecia nici w najnizszym punkcie
skierowana jest poziomo. Zatem sita
napiecia w punkcie zawieszenia nici jest

N = 4/(mg/2)%? + NZ.

Sita ta jest skierowana pod katem
a = arctg(mg/(2Np)) do pionu.

réwna

Rozwigzanie zadania F 768.
Z warunku réwnowagi obreczy C' mamy
2mg = 3N cos «,

gdzie N to sila napiecia nici, o to kat
odchylenia nici od pionu. Z warunku
réwnowagi obreczy B otrzymujemy

3N — 3N cosa —mg = 0,
stad cosa = 2/3, przy czym tga = r/H,
gdzie H jest szukana odlegloscia.

Ostatecznie:

H =rctga = 2rV5/5.

Najpierw znajdujemy srodek M boku
AB, a nastepnie prowadzimy przez
punkt M prosta réwnolegla do prostej
CP, ktoéra przecina obwéd tréjkata ABC
w punktach M i Q.

A P M B

Wéwecezas prosta PQ dzieli tréjkat ABC
na dwie figury o réwnych polach.

Dla dowodu przyjmijmy, bez straty
ogélnodci, ze punkt @Q lezy na boku BC.
Poniewaz proste PC i MQ sa réwnolegte,
wigc pola trojkatow PMQ oraz CMQ

sg réwne. A zatem réwne sa takze pola
trojkatéw BPQ i BC M. Z kolei pole
tréjkata BCM jest rowne polowie

pola tréjkata ABC, co konczy dowod
poprawnoséci konstrukcji.



Rys. 1. Sila tarcia T miedzy
dwiema gltadkimi plytkami
szklanymi j moze by¢ tak
duza, ze nie opadajg one

w pod wlasnym ci¢zarem W.

Wiecej na temat trybologii mozna
przeczytaé¢ w artykule Przemyslawa
Borysa Skaqd sie bierze tarcie?, Foton
106/2009, s. 4-26.

c b

Rys. 2. Sposéb przeltozenia kartek dwéch
ksiazek w celu badania sily tarcia;
b, ¢ — ksigzki.

Fot. 1. Sily tarcia miedzy kartkami dwéch
ksigzek okazujg si¢ tak duze, iz dwie
doroste osoby nie sa w stanie wyciagnac
jednej ksiazki z drugiej.

F

Rys. 3. Zalezno$é wartosci sity tarcia T'
od przylozonej sity zewne¢trznej F;

T, — sita tarcia statycznego, T — sita
tarcia kinetycznego.

Poznajemy wtasciwosci tarcia. Czesé I1I:
Przyczyny i osobliwosci tarcia
Stanistaw BEDNAREK

W poprzednich dwéch kacikach eksperymentatora przedstawiony zostal szereg
doswiadczen dajacych odpowiedZ na pytanie, od czego zalezy wartosé sity tarcia

oraz jak wyznaczy¢ jego wspotczynniki. Teraz sprébujemy kréotko wyjasnié, co jest
przyczyna tarcia, oraz poznaé jego niezwykle wlasciwosci. Do dzisiejszych doswiadczen
potrzebne nam beda dwie plytki szklane o rozmiarach kilku centymetréw, kij od
szczotki lub stalowy pret o dlugosci 1-1,5 m i $rednicy ok. 10 mm, dwie doé¢ grube
ksiazki, najlepiej o zblizonym formacie i liczbie kartek, gumka aptekarska, grzebien lub
listewka, klamka w drzwiach oraz dostep do zaladowanej taczki ogrodowej.

Tarcie bywa szkodliwe i powoduje niszczenie stykajacych si¢ ze sobg ruchomych
powierzchni. Z powodu tarcia pojawia sie wiekszo$¢ dziur w naszych ubraniach,
zuzywaja sie opony samochodowe, czesci maszyn i inne trace si¢ elementy. Tarcie
bywa réwniez pozyteczne. Gdyby nie byto tarcia, to m.in., zgodnie z pierwsza zasada
dynamiki Newtona, trudno bytoby zatrzymaé¢ poruszajace sie cialo.

Dzial nauki zajmujacy si¢ teoretycznymi i doswiadczalnymi badaniami tarcia

nazywa sie trybologig. Jest to dziedzina interdyscyplinarna, korzystajaca z osiagniec
fizyki, chemii oraz nauk technicznych. Badacze zajmujacy sie trybologia buduja,
modele teoretyczne i weryfikujg je eksperymentalnie w celu iloSciowego wyjasnienia
prawidlowosci rzadzacych tarciem w réznych sytuacjach. Mimo ze poczatki trybologii
siegaja okresu odrodzenia, to dziedzina ta, majaca caly czas ogromne znaczenie
praktyczne, nadal si¢ intensywnie rozwija.

Przekonalismy si¢ juz do$wiadczalnie, ze w przypadku powierzchni chropowatych sita
tarcia ma, przy tym samym nacisku, wiekszg wartos¢ niz w przypadku powierzchni
gtadkich. Mozna by wiec przypuszczaé, ze jezeli bardzo doktadnie wygtadzimy
stykajace si¢ powierzchnie cial, to tarcie bedzie minimalne lub zniknie zupelnie.
Okazuje si¢ jednak, ze jest inaczej. W miare wygtadzania stykajacych sie powierzchni
tarcie rzeczywiscie poczatkowo maleje, ale pdézniej wzrasta. Dlaczego tak si¢ dzieje?
Przyczyna tego sa silty miedzyczasteczkowe, nazywane w tym przypadku sitami
przylegania lub inaczej adhezji, ktére zaczynaja mieé istotne znaczenie przy bardzo
bliskim kontakcie miedzy powierzchniami cial. Powoduja one przycigganie sie tych cial.
Zeby pokonaé to przycigganie, potrzeba podczas ruchu dodatkowej sity, co przejawia
sie jako wzrost tarcia. Niekiedy jest to wzrost wielokrotny. Do doktadnych pomiaréw
warsztatowych uzywane sa bardzo gladkie ptytki stalowe, nazywane ptytkami
wzorcowymi lub plytkami Johanssona. Po ich zlozeniu trudno jest przesunaé jedna
plytke wzgledem drugiej, a sily przylegania miedzy nimi sa tak duze, ze jedna plytka
nie odpada od drugiej pod wtasnym ciezarem. Wazne jest przy tym, zeby powierzchnie
plytek byty suche i czyste.

Zapewne nie bedziemy mieli dostepu do ptytek Johanssona, ale mozemy sprébowaé
sprawdzi¢ te efekty przy uzyciu dwoch plytek szklanych, sktadajac je gltadkimi
powierzchniami i dociskajac (rys. 1). Jako ciekawostke warto tez dodaé, ze

w przypadku przesuwania po sobie dwéch bardzo gtadkich i czystych ptytek stalowych
umieszczonych w prozni, wspoétezynnik tarcia moze dochodzié nawet do 100! W ten
sposéb wyjasniliSmy przyczyne niewiarygodnie duzej wartoéci wspétczynnika tarcia
wspomnianej w poprzednim odcinku. Sita tarcia miedzy starannie wygtadzonymi
powierzchniami wzrosnie jeszcze bardziej, gdy posmarujemy je ciecza zwilzajaca te
powierzchnie — w przypadku ptytek szklanych lub metalowych moze to by¢ woda.
Pojawia sie woéwczas dodatkowe sity przylegania, zwiekszajace tarcie. Warto sprawdzié
to do$wiadczalnie. Zamiast plytek szklanych mozna uzy¢ tatwiej dostepnych gladkich
plytek z tworzywa sztucznego, takze zwilzonych woda.

Jak duza moze by¢ wartosé sity tarcia przy bardzo niewielkiej wartosci sity nacisku,
mozemy przekonaé si¢, uzywajac dwoch ksiazek. W tym celu ksigzki umieszczamy tuz
obok siebie na stole i wkladamy kartki jednej z nich pomiedzy kartki drugiej w sposéb
pokazany na rysunku 2. Jezeli brak nam cierpliwo$ci, to nie musimy przektadaé
pojedynczych kartek — mozemy wktadaé je, na przyktad, po pieé. Po przetozeniu kartek
kazda z ksiazek chwytamy jedna reka w poblizu grzbietu i, ciagnac je w przeciwne
strony wzdluz tej samej prostej, prébujemy wysunaé jedna ksiazke z drugiej. Okazuje
sie to niemozliwe. Do wysunigcia ksiazek mozemy nawet zaangazowaé dwie osoby

(fot. 1) — réwniez sobie z tym nie poradza. To efektowne doswiadczenie udaje sie takze
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Rys. 4. Prosty sposéb zbadania wplywu
réznic wartosci sity tarcia statycznego

i kinetycznego na wytwarzanie drgan
relaksacyjnych i dzwigkéw; k — klamka,
g — grzebien, a — gumka aptekarska,

d — dton.

Fot. 2. Przyktad wykonania
doswiadczenia przedstawionego

schematycznie na rys. 4.

Pk

N F

Rys. 5. Rézne sposoby wprawienia w ruch
cigzkiego ciala: a) przez ciggniecie,

b) przez pchanie; F — przylozona sila,

« — kat nachylenia kierunku sity do
poziomu.

& B
Fot. 3. Wprawianie w ruch ciezkiej
skrzyni do badania tarcia w Ogrodzie
Dos$wiadczenn im. Stanistawa Lema

w Krakowie.

S S

Rys. 6. Sposéb przeprowadzenia
intrygujacego do$wiadczenia,
wykazujacego wplyw sily nacisku na silg
tarcia; r — pret, w — palec wskazujacy.

z ksigzkami o réznych formatach i grubosciach. Warto takze zbadaé¢ wplyw liczby
przekladanych jednorazowo kartek (np. zwigkszajac ja do 10 czy 20) oraz ich formatu
na warto$c¢ sity potrzebnej do wysuniecia ksiazek. To doswiadczenie pokazuje, jak duza
moze by¢ wartosé sity tarcia spowodowana przyleganiem oraz ze decydujacy wplyw na
te warto$¢ ma powierzchnia styku ciat.

Doswiadczenia przeprowadzone przed miesiacem, polegajace na wprawianiu w ruch
kartonikéw ciggnietych sitomierzem lub lezacych na réwni pochytej, prowadza do
wniosku, ze sila tarcia statycznego wzrasta od zera do pewnej wartosci maksymalnej,
charakterystycznej dla danych dwéch powierzchni. Wzrost ten zachodzi liniowo wraz
ze zwiekszeniem wartosci sily zewnetrznej, ktéra chece wprawié cialo w ruch (rys. 3).
Po przekroczeniu tej maksymalnej wartoéci ciato zaczyna sie poruszaé, a tarcie
przechodzi skokowo ze statycznego w stabsze, kinetyczne. Dlatego tez podczas ruszania
pojazdéw, np. pociggu, odczuwamy niewielkie szarpniecie. Podobna sytuacja ma
miejsce tuz przed zatrzymaniem pojazdu.

Przystapimy teraz do do$wiadczenia pozwalajacego zbada¢ opisang prawidtowosé. Jeden
koniec gumki aptekarskiej zaczepiamy za jakis staly uchwyt. Najlatwiej wykorzystaé

do tego klamke zamknigtych drzwi (rys. 4). Swobodny koniec gumki chwytamy palcami
i lekko ja naprezamy w pozycji poziomej. Do drugiej reki bierzemy grzebien, naciskamy
lekko jego grzbietem na gumke i powoli przesuwamy w kierunku do niej prostopadltym
(fot. 2). Widzimy, ze przy przesuwaniu grzebienia gumka lekko sie rozciaga w kierunku jego
ruchu, a nastepnie szybko wraca do prostoliniowego ksztaltu i zmiany te powtarzaja sie.
Mozemy réwniez ustyszeé¢ towarzyszacy tym zmianom cichy dzwigk. Zamiast grzebienia
mozna uzy¢ listewki. Warto réwniez sprawdzié, czy sita nacisku na gumke, jej naprezenie
i szybkosé przesuwania grzebienia lub listewki maja wptyw na wielkosé odchylen gumki
i czestotliwo$é wydawanego dzwieku.

Zaobserwowany efekt wykorzystywany jest w czasie gry na instrumentach
smyczkowych. Muzyk przesuwajacy smyczek po strunach powoduje ich niewielkie
rozciggnigcie w wyniku tarcia smyczka o struny. Wartos¢ sity potrzebnej do
rozciagniecia struny jest wprost proporcjonalna do jej odksztatcenia i moze wzrastaé
prawie liniowo, az do zerwania struny. Sita tarcia moze wzrosnaé tylko do maksymalnej
wartosci, ktora jednak w pewnym momencie okazuje sie za mata do dalszego
rozciagania struny. Wtedy struna wraca do polozenia réwnowagi, wykonujac przy tym
pewna liczbe drgan, ktére styszymy jako dzwigki. Dla zwiekszenia tarcia i poprawy
brzmienia dzwigkéw smyczki naciera si¢ kalafonia.

7 zycia codziennego wiemy, ze w celu przesuniecia ciala mozemy je pchaé lub ciaggnaé.
Dysponujemy przy tym ograniczong siltg i zwykle przyktadamy ja pod pewnym

katem do poziomu (rys. 5). Miedzy przesuwanym cialem a podlozem wystepuje
tarcie. W takiej sytuacji sprobujmy przewidzieé, ktérym sposobem — pchaniem

czy ciagnieciem — latwiej bedzie nam wprawi¢ w ruch ciezkie cialo? Pouczajace
do$wiadczenie, polegajace na przesuwaniu cigzkiej skrzyni przy duzym tarciu
drewnianego dna skrzyni i granitowej kostki, mozna wykonaé¢ w Ogrodzie Doswiadczen
im. Stanistawa Lema w Krakowie (fot. 3), gdzie zwiedzajacy maja mozliwosé
przeprowadzié¢ kilkadziesiagt interesujacych doswiadczen prawie ze wszystkich dziatow
fizyki (www.ogroddoswiadczen.pl). Jezeli kto§ na razie nie wybiera sie¢ do Krakowa,
to dobrym sprawdzianem naszych przewidywan, czy skuteczniejsze jest ciagniecie czy
pchanie, bedzie uzycie zaladowanej taczki ogrodowe;j.

Na zakonczenie warto przeprowadzié¢ jeszcze jedno intrygujace doswiadczenie,

w ktérym tarcie odgrywa dyskretna, ale decydujacag role. Wezmy kij od szczotki

lub inny pret o dtugosci ok. 1-1,5 m. Wazne, zeby pret byl prosty i doé¢ ciezki.
Wyciagnijmy poziomo przed siebie lekko rozchylone obie rece i wyprostujmy palce
wskazujace (rys. 6). Palce te powinny by¢ odlegte o ok. 0,8-1 m. Pozostale palce
nalezy zgia¢ do wnetrza dloni. Skorzystajmy z pomocy innej osoby, ktéra polozy
nam pret na palcach wskazujacych tak, zeby jego konice wystawaly tyle samo na
boki. Przesunmy teraz powoli jedng reke o kilka centymetréw w kierunku drugiej.

Co zauwazamy? Jak zachowal sie pret? Przesuimy nastepnie druga reke. Co w tym
przypadku dzieje sie z pretem? Jakie polozenie zajmie pret po kilkakrotnym wykonaniu
opisanych czynnosci? Dlaczego tak sie dzieje? Zeby ulatwié wyjasnienie tych efektéw,
podpowiemy, ze trzeba tu zwrdci¢ uwage na zaleznoséé sity tarcia od sily nacisku.
Nalezy tez zastanowic sie, jak zmieniaja sie sily nacisku preta na palce podczas
zblizania ragk. W celu okreslenia sil nacisku na palce pret mozna traktowaé jako
dZzwignie jednostronna.

Za miesiac réwniez zajmiemy sie tarciem, ale bedzie to tarcie podczas ruchu w plynach,
czyli w cieczach i gazach.
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Czy mozna biega¢ po wodzie?

Jedna z ulubionych zabaw dzieci jest bieganie

po kaluzach. Rozbryzgiwanie wody i blota w ciepty letni
dzien moze sprawi¢ niemalo frajdy [1]. Polecam jako
wspanialy sposéb na odreagowanie napieé. Niestety,

nie nadaje si¢ on dla tych, ktérzy nadmiernie dbaja

0 SWO0ja prezencje.

W bieganiu chodzi jednak o wykonanie przynajmniej
kilku krokéw po wodzie przed wpadnigciem do niej.
Na wiosne duza popularnoscia cieszyl sie filmik [2]
demonstrujacy wlasnie taki bieg po wodzie. Adepci tej
sztuki nazwali ja liquid mountaineering. Jednoczednie
rozgorzata dyskusja, czy przypadkiem nie jest to

zart albo nawet zwykte oszustwo, a w dodatku
kryptoreklama firmy produkujacej buty uzywane przez
praktykujacych te forme spedzania wolnego czasu.

Przed lektura dalszej czedci artykutu proponuje
obejrzenie materiatu [2].

Na filmie wyglada to naprawde niezle. Niestety, to, co
na filmie widzimy, jest rownie prawdziwe jak pokaz
iluzjonisty. W taki sposéb na pewno nie da si¢ biegaé
po wodzie, co postaram sie wykazac.

W celu udzielenia odpowiedzi powolamy eksperta
réwnie magicznego jak sam problem. Bedzie

nim bazyliszek zwyczajny Basiliscus basiliscus.
Jaszczurka ta, jak wiekszo$¢ innych bazyliszkow,
wystepuje w Ameryce Poludniowej i jest najwigkszym
stworzeniem, o ktéorym wiadomo, ze biegac¢

po wodzie potrafi [3]. Robi to gléwnie wtedy, gdy
zostanie sploszona.

Bieg po wodzie rézni si¢ od biegu po ladzie miedzy
innymi tym, ze $rodek masy zwierzecia znajduje sie
praktycznie caly czas na tej samej wysokosci. W takim
razie przebieranie nogami musi wytwarzaé prawie stala
site réwnowazaca grawitacje. Jest ona suma sily reakcji
Fr na rozpedzanie wody przez na przemian wciskane

w wode nogi jaszczurki, silty parcia Fp wody na stope
oraz sity Fiyp zwiazanej z napieciem powierzchniowym
odksztalconej powierzchni wody. Bilans ten zaklada,

ze jaszczurka wyciaga noge, zanim zamknie si¢ babel
powietrza tworzony w fazie wciskania konczyny w wode.
Jest tak w przypadku biegu bazyliszka. Gdyby babel
sie zamknal, to sity Fp i Fiyp zostalyby zastapione sitg
oporu o przeciwnym znaku, zwiazana z koniecznoscia
wyciagniecia uwiezionej w wodzie nogi.

Sita Fiyp jest proporcjonalna do obwodu stopy, czyli
rozmiaru zwierzecia w pierwszej potedze, wiec jej
wklad do kompensowania ciezaru (proporcjonalnego
do sze$cianu rozmiaru) pominiemy (jest on zauwazalny
tylko dla najmniejszych bazyliszatek [4]).

Sita parcia Fp jest proporcjonalna do objetosci babla,
a jej znaczenie w bilansie sil zalezy od efektywnej
powierzchni stopy. Nawet dla obdarzonego pod tym
wzgledem szczodrze przez nature bazyliszka wklad jest
niewielki. Dlatego najistotniejsza jest sita Fgr.
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Sredni@ site reakcji mozna oszacowadé, wykorzystujac
réwnosé miedzy zmiana pedu (masy wody)
a popedem sily:

7 analizy wymiarowej wynika, ze zmiana pedu

jest proporcjonalna do iloczynu masy babla pV’

i éredniej predkosci nogi u, natomiast czas jest

stosunkiem glebokosci zanurzenia nogi (w przypadku

bazyliszka maksymalnie jest ona réwna dlugosci

nogi, proporcjonalnej do rozmiaru zwierzecia r) do

predkosci u. Ostatecznie uzyskujemy
FRO(pV~u-%o<p~r2-u2.

Predko$¢ u okazuje sie stabo zaleze¢ od rozmiaru

zwierzecia [4]. Powoduje to, ze o ile mlode, wazace kilka

gramow, osobniki moga generowac site przekraczajaca

ich ciezar ponaddwukrotnie, to najwigksze jaszczurki

(o masie okolo 200 g) generuja sile ledwie pozwalajaca

na bieganie po wodzie [4]. Z tego wzgledu mlode moga

uciekaé kilkanascie i wiecej metréw, a najstarszym

(jaszczurki rosna cale zycie) udaje si¢ przebiec zaledwie

kilka metréw [4].

Zajmijmy sie teraz ludzmi. Zeby méc biegaé¢ po wodzie,
trzeba by mie¢ stopy w proporcji do wzrostu jak
bazyliszek, zwinno$¢ i dlugo$¢ nog jak bazyliszek oraz
przebiera¢ nimi tak szybko, zeby kwadrat predkosci byt
tyle razy wigkszy, ile razy jestesmy od bazyliszka wieksi,
przy czym wazna jest tylko srednia pionowej sktadowe;j
predkoéci zanurzanej nogi.

Na filmie [2] objetos$¢ babla jest zaledwie rzedu
objetoéci buta, nacisk na wode trwa nie wiecej niz jedna
piata czasu, wiec predkosé pionowa powinna by¢ rzedu
predkosci dzwieku!

W komentarzu do tego filmu sugeruje sie, ze istotnym
czynnikiem jest predko$¢ pozioma. Niestety, nie jest to
prawda, bo nie jest to sytuacja, w ktérej zewnetrzna
sila (motoréwka, wiatr) powoduje ruch, a sila wyporu
dynamicznego (taka jak przy jezdzie na nartach
wodnych) réwnowazy sile ciezkosci.

Krétko méwiac, w taki sposéb biegaé po wodzie sie
nie da. A co by sie stalo, gdyby zatozy¢ pletwy? Nic
nie stoi na przeszkodzie, zeby sprébowaé. Jeden krok
na pewno da sie zrobi¢. Gdyby sie nie udalo, to trzeba
bedzie poczekaé do zimy. Po dobrze zamarznigtej wodzie
na pewno da sie przejsé, a przy odrobinie wprawy
pobiegaé¢ tez mozna.

Piotr ZALEWSKI

[1] Singin’ in the Rain, Metro-Goldwyn-Mayer, 1952.

[2] Men Running on Water — Liquid Mountaineering,
http://youtube.com/watch?v=3YOBsnTabRA

[3] Water walker, National Geographic
http://www.youtube.com/watch?v=45yabrnryXk

[4] J.W. Glasheen i T.A. McMahon, Size-dependence of
water-running ability in basilisk lizards (Basiliscus basiliscus),
The Journal of Experimental Biology 199(1996)2611-2618.



Stowarzyszenie na rzecz Edukacji Matematycznej

/MY

www.sem.edu.pl

20 i 21 maja finalici LXI Olimpiady Matematycznej zmagali sie z ostatnimi
szescioma zadaniami tych zawodow. W sobote, 24 maja zostaly ogloszone wyniki.
Bezapelacyjnym zwyciezca zostal Damian Orlef z Zabrza, ktory rozwiazal wszystkie
zadania, uzyskujac 36 punktéw na 36 mozliwych. Nastepni dwaj zawodnicy
rozwiazali po cztery zadania bezblednie, a czterech nastepnych tez po cztery,

ale tracac po jednym punkcie. Final Olimpiady okazal si¢ wiec trudny.

7 zadaniami finalu oraz szkicami ich rozwigzan mozna zapoznacé sie na stronie olimpiady pod
adresem: www.om.edu.pl

Zwykle w trakcie zawodéw lub w trakcie sprawdzania prac w pozostatych szesciu pracach nie rozwazono wszystkich
znajdowane sa bardziej pomystowe lub prostsze rozwiazania mozliwych potozen réznych punktéow, czyli przesadnie
niektorych zadan niz te zaproponowane przez organizatorow. sugerowano sie rysunkiem, ktéry mogl wygladaé nieco
Tak byto i tym razem. Nizej przedstawimy inne niz podane inaczej, a w jednej powotano sie na niestandardowe,

w szkicach rozwigzania dwoch zadan: doéé¢ trudnego — prawdziwe twierdzenie, ale niewystepujace w znanych
trzeciego i najtrudniejszego — szostego. Z 12 oséb, ktére ksiazkach.

rozwiazaly zadanie trzecie, tylko pie¢ zrobito to bezbtednie, Zadanie széste rozwiazat jedynie zwyciezca.

Zadanie 3. Dany jest rownoleglobok ABCD, w ktorym kqt DAB jest ostry.
Punkty A, P, B, D lezq w tej kolejnosci na jednym okregu. Proste AP 1 C'D
przecinajq sie w punkcie Q. Punkt O jest srodkiem okregu opisanego na trojkgcie
CPQ. Wykazaé, zZe jesli D # O, to proste AD i DO sq prostopadle.

Oto rozwiazanie bez rozwazania przypadkow, ktore podat Michal Kieza,
upraszczajac prace Lukasza Rajkowskiego, za ktérej redakcje autor otrzymatl
nagrode im. Andrzeja Makowskiego.

Poniewaz DC' || AB, wiec kat QDA jest réwny katowi DAB, a ten katowi DPB
opartemu na tym samym tuku. Katy QAD i PBD sa réwne, bo kazdy z nich
dopelma kat DAP do 180°. Wobec tego tréjkaty QAD i DBP sa podobne. Stad
=£ B =£ g =: \. Z twierdzenia Ptolemeusza zastosowanego do czworokata
EPBD Wymka ze AP-BD + BP-AD = DP - AB.
Stad AP - AQA+ \NAD - AD = \QD - AB,
zatem AP - QA+ AD-AD =QD - AB = QD - CD (przeciwlegle boki
réwnolegloboku sa réwne). Niech R bedzie promieniem okregu s opisanego
na trojkacie CPQ. lloczyn AP - QA to potega punktu A wzgledem okregu s,
wiec AP - QA = R? — AO?. Analogicznie QD - DC = R? — DO?, wiec
— AO? + AD? = R? — DO?, zatem AD? + DO? = AO?. Z twierdzenia
Pitagorasa wnioskujemy, ze kat ADO jest prosty, a to nalezalo wykazac.

Zadanie 6. Dana jest liczba rzeczywista C' > 1. Cigg dodatnich liczb

rzeczywistych a1, as,as, ..., w ktorym a1 = 1 1 as = 2, spelnia warunki
G = Ay, 0TAZ Gty < Clap, + ay) dla myn =1,2,3,.... Dowieéé, ze a, =n
dlan=1,2,3,....

Mamy ag, = asa, = 2a,,. Stad indukcyjnie otrzymujemy aon = 2". Dalej
a2 = ag < C(a1 + ag) = 9C, wiec az < 3v/C. Dla dowolnych m, n mamy

a§n+n = Q(m+n)3 = Am34+3m2n+3mn2+ns < C(am3+3m2n + a3mn2+n3) < C(C(am3 + CLBmzn) + C(a3mn2 + an3)) =
= C%(a2, + aza?,an + azama’ +a3) < C?(ad, + 3v/Ca2,a,, + 3V Capma? + a2) < C52(a3, + 3a2,a,, + 3ama? +a’) =

UzyliSmy tez pojecia granicy ciagu
nieobecnego w programach szkolnych,
ktére w rozwigzaniu firmowym jawnie
uzywane nie byto.

= C%?(a,, + a,)® — ostatnia nieréwnoéé¢ wynika z tego, ze C' > 1. Wykazali$my,
ze jesli dla wszystkich par liczb naturalnych m,n zachodzi nieréwnoscé

Amin < C(am + an), to zachodzi tez nieréwnosé ampn < C%%(am + ay).

Proste rozumowanie indukcyjne prowadzi do wniosku, ze dla wszystkich trdjek
liczb naturalnych k, m,n zachodzi nieréwnosé a,, ., < C®/ 6)k(am +ay).

Wobec tego apqrn < limg_, o0 o 6/6)" (@ + an) = C%am + an) = A + Q.

Stad a1 < an + a1 = a,, + 1, wiec a,, < n dla kazdego n. Zatem

2" = qgn < Ay + Gon_p < N+ (2" —n) = 2", a wiec a,, + agn_, = 2™ dla
kazdego n. Poniewaz mamy a, < n dla kazdego n, a wiec takze agn_,, < 2" —
wynika stad, ze a,, = n.

W rozwigzaniu tym nieco prosciej niz w firmowym zmniejszana byta stata C.
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Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,

Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

® Skrét regulaminu
Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice

rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach,

. umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali
od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktoérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://wuw.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
589 (WT = 2,29) i 590 (WT = 2,66)
z numeru 11,/2009

Tomasz Wietecha Tarnéw 43,75
Witold Bednarek Lodz 43,02
Franciszek S. Sikorski Warszawa 39,10
Adam Woryna Ruda SI. 38,58

Redaguje Marcin E. KUCZMA
Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 3/2010

Przypominamy tresé¢ zadan:

597. Znalezé wszystkie funkcje f: R — R, spelniajace réwnanie

Flaf(@) + f) = f(2) +y

dla z,y € R.

598. Niech M = {1,2,...,m?} (m jest ustalong liczba naturalna).

(a) Ile jest w zbiorze M podzbioréw niezawierajacych pary liczb, ktérych réznica dzieli si¢ przez m?
(b) Ile jest w zbiorze M podzbioréw niezawierajacych pary liczb, ktérych réznica jest réwna m?

597. Niech f bedzie funkcja spelniajaca zadane
rownanie. Biorac z = 0, dostajemy zalezno$é

FfW) =y +¢,
gdzie ¢ = f(0). Zatem

f(f(=¢*) =0.

Podstawiajac w réwnaniu z = f(—c?), stwierdzamy, ze

fFw) =y
dla wszystkich y € R.

Teraz zastepujemy w réwnaniu x przez f(x):

FU@F(F@) + FW) = f(f(2))* +y  dlazyeR.
Skoro zas f(f(x)) = x, mamy réwnanie
flxf@)+ f(y) =2*+y dlaz,ycR.

Odejmujemy je stronami od réwnania wyjsciowego
i otrzymujemy
(1) f(x)?=2% dlazecR.
Oznaczmy b = f(1); oczywiscie b = +1. Podstawiajac
w wyjéciowym réwnaniu x = 1, uzyskujemy dla
wszystkich y € R zwiazek
fo+fy) =1+y,
ktory po podniesieniu stronami do kwadratu
i uwzglednieniu wzoru (1) daje réwnosé
b+ ()= (1+y)?
czyli
L+2bf(y) + f(y)* =142y +y°.
Ponownie korzystajac z (1), dostajemy réwnosé
bf(y) = y; stala b jest réwna 1 lub —1. Ostatecznie wiec
fly)=y dlayeR
lub
flyy=—y dlayeR.
Kazda z tych dwéch funkceji spelnia badane réwnanie.
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598. (a) Liczby od 1 do m? ustawiamy w tabele m x m
(kolejno wierszami):

1 2 ....oom
m+1 m + 2 ... 2m
m2—m+1 m2—m+2 ... m?

Podzbiér zbioru M spelnia zadany warunek (nie zawiera
pary liczb o réznicy podzielnej przez m) wtedy

i tylko wtedy, gdy jego przecigcie z kazda kolumna

tej macierzy jest puste lub jednoelementowe. To daje

m + 1 mozliwoéci dla kazdej kolumny i w efekcie

wynik: (m + 1)™.

(b) Podzbiér zbioru M spelnia wymagany w tym
przypadku warunek (nie zawiera pary liczb rézniacych
sie dokladnie o m), gdy jego przeciecie z kazda kolumna
wyznacza jej podciag bez pary wyrazéw kolejnych.
Wiadomo (patrz nizej), ze liczba takich podciagdéw
wynosi Fy, 12, gdzie (F) jest ciagiem Fibonacciego:

Fo=0, F =1, Fy=F 1+ F;o;

wzOr jawny

(1+VB)F - (1—V5)
9k . \/5 ’
Stad wynik w przypadku (b): F77', .

m

Fy, =

[ Dla kompletnosci pokazemy uzasadnienie faktu,

na ktory powotalismy sie. Niech F,, bedzie liczba
podciagéw ciagu (1,...,m) bez pary wyrazéw kolejnych.
Dla m > 2 kazdy taki podciag albo jest jednym z F,,_1
,dobrych” podciagéw ciagu (1,...,m — 1), albo
powstaje przez dotaczenie pojedynczego wyrazu m

do jednego z F,,_o ,dobrych” podciagéw ciagu
(1,...,m —2). Stad rekurencja E,, = Fp,—1 + Epy_o,
ktéra wraz z wartosciami poczatkowymi Ey = 1 = Fy,

E, =2 = F3 daje teze E,,, = Fpq0. ]



Klub 44

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
490 (WT = 1,95) i 491 (WT = 2,60)
z numeru 1/2010

Krzysztof Magiera Losiéow 44,15
Michal Kozlik Gliwice 36,76
Tomasz Rudny Warszawa 31,68
Jerzy Witkowski  Radlin 25,70
Tomasz Wietecha Tarnéw 14,82

Pan Magiera zdobyt 44 punkty po raz
drugi.

Redaguje Jerzy B. BROJAN
Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 3/2010

Przypominamy tresé zadan:

494. Elektrony w metalu mozna — jak wiadomo — uwazacé za czastki swobodne. Zalézmy, ze

w kawalku metalu poruszajacym si¢ z przyspieszeniem elektrony osiagajg to samo przyspieszenie
wskutek dzialania pola elektrycznego wytworzonego przez odpowiednie tadunki powierzchniowe.
Obliczy¢é moc promieniowania kwadratowej ptytki metalowej o boku I =5 cm i grubosci d = 0,5 cm,
drgajacej z amplitudg A = 1 cm i czestotliwodcia f = 1 kHz wzdluz osi prostopadtej do plytki.

Wskazowka: Zgodnie z prawami elektrodynamiki w tzw. przyblizeniu dipolowym moc
promieniowania dipola elektrycznego o momencie p jest réwna

P 1 d?p 2
T 6megcd \ de2 ’

Momentem dipolowym uktadu dwéch tadunkéw +¢q i —q odlegltych o d nazywamy iloczyn qd.

495. Dwie poélproste tworzag kat 2a, ktérego dwusieczna jest pionowa. Wzdluz tych péiprostych
moga §lizgac si¢ bez tarcia konce jednorodnego preta o diugosci I. W ktérym przypadku poziome
polozenie preta jest polozeniem réwnowagi trwalej — gdy wierzcholek kata jest na gérze, czy gdy jest
na dole? Dla przypadku rownowagi trwatej poda¢ wzér na czestotliwo$é matych drgan preta wokélt
tego polozenia.

494. Natezenie pola, ktore nadaje elektronom przyspieszenie a, wynosi
E =ma/e,

gdzie m — masa elektronu, e — tadunek elementarny. Na §ciankach plytki
powstaja wiec tadunki

+q = +eol’E = +eol*male.
Moment dipolowy plytki wynosi
p = qd = gol’dmale,

a przyspieszenie jest opisane wzorem a = w?Asinwt, gdzie w = 27 f. Wyrazenia
te nalezy podstawi¢ do podanego wzoru na moc i usredni¢ wzgledem czasu.
Poniewaz érednia wartoscia sin® wt jest 1/2, wiec

& (ZQdmw4A

T 127c3

Jak mozna bylo oczekiwaé, jest to wielkos¢ o wiele rzedéw wielkosci za mala,
aby efekt dalo sie zaobserwowac.

2
) =1,1-107% W.
e

495. Przyjmijmy, ze wierzcholek kata jest na gorze Dla malych € mamy

i oznaczmy kat odchylenia preta od poziomu jako ¢
(rysunek). Z twierdzenia sinuséw mozemy wyznaczy¢

2
AELo = mgAh = mgl % ctg a.

odlegtosci koncéw preta od wierzcholka: Energia kinetyczna jest — z dokladno$cia do wyrazéw
l proporcjonalnych do €2 — sumg energii ruchu $rodka
x = ———cos(a+e¢), LU . . LS .
sin 2av masy wzdtuz osi poziomej i energii kinetycznej ruchu
l obrotowego woké! érodka masy
y= #cos(afe). 1 1
Sin 2 Eyin = imv2 + -I&%,

Zmiana tych wielko$ci w poréwnaniu z polozeniem

rownowagi jest réwna

Ar=x9—7 =

poz )

gdzie I jest momentem bezwladnosci. Obliczamy
przesuniecie poziome $rodka masy

200 . e . € l(y—av)sinoz:lltgozsine
= ——sin—sin|a+ = |, 2 2 ’
sin 2« 2 2 . e
czyli w przyblizeniu liniowym
Ay=y—yo= 1
2l e . ( E) vpoz = §lEtga’
= ——sin—sin{a— = |. ] o - .
) sin 2o 2 2 i po podstawieniu I = 5ml° dochodzimy do
Srodek preta przesunie si¢ w pionie o 1 of 1 .
1 Eyin = -ml (tg a+—>é )
Ah = -(Azx — Ay)cosa = 8 3
2 - Z warunku o + Fiin = const wynika szukany wzoér na
= [ ctg asin? 3 czestotliwosé
ze zwrotem w stron¢ wierzchotka, zatem ustawienie =

wierzchotkiem do gory odpowiada réwnowadze trwalej.
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Patrz w niebo: Najmasywniejsza gwiazda

Masa gwiazdy (i sklad chemiczny) okresla cechy
gwiazdy i jej cala ewolucje. Tymczasem jest to zarazem
parametr najtrudniejszy do wyznaczenia z obserwacji.
Nie ma problemu, gdy gwiazda jest sktadnikiem uktadu
podwdéjnego, gdyz obserwujac ruch takiej pary gwiazd,
ich sumaryczna mas¢ mozna wyznaczy¢ na podstawie
uogdlnionego trzeciego prawa Keplera. Mianowicie
mamy

a®  G(M+m)

2 Ar?
gdzie a to érednia odlegltosé gwiazd, T — okres pelnego
obiegu, G — stala grawitacji, a M i m to ich masy.
Ale 7z gwiazdami pojedynczymi jest trudna sprawa.
Obecnie wiemy juz, jak fotometryczne cechy gwiazd
(jasnosé absolutna, barwa i inne cechy widmowe)
skorelowane sa z ich masami, dlatego tez masy gwiazd
mozna oceniaé (czesto nie ma innej mozliwosci)
na podstawie widm — niestety, na ogot ze sporymi
bledami. Dlatego informacje o rekordowych masach
nalezy przyjmowac z rezerwa. Bowiem zawsze moze
sie zdarzy¢, ze rekordowa mase wkrotce inny badacz
oceni inaczej.

Teoria budowy gwiazd przewiduje, ze najmniejsza
masa gwiazdy to taka, ponizej ktérej nie bedzie ona
w stanie zainicjowaé¢ w jadrze reakcji termojadrowych
(jest to 0,085 masy Slonca), a najwieksza to taka,

Lipiec

Rozwigzanie zadania M 1283.
Zauwazmy, ze liczba

powyzej ktérej jej wlasne promieniowanie rozproszy jej
warstwy zewnetrzne (ta graniczna masa nazywana jest
granica Eddingtona i wynosi w przyblizeniu 150 mas
Stonica). Rézne gwiazdy byly w historii uznawane za
najmasywniejsze. Byla nig m.in. eta Carinae o masie
moze wlaénie 150 Stonc lub Gwiazda Pistolet o masie
zblizonej, a obie uznane za kandydatki na supernowe.
W roku 2004 znaleziono inna rekordzistke, o numerze
katalogowym LBV 1806-20, potozona w péinocnej

czedci Strzelca. Znajduje sie ona w odleglosci niemal

14 kpc. Jej mase oceniono réwniez na zblizona do
granicy Eddingtona, temperature na ponad 30000 K,
Srednice na 200 $rednic Slonca, a jasno$¢ na moze nawet
5 mln jasnosci Stonca. W $wietle widzialnym stabo ja
widaé wskutek obecnosci w jej kierunku duzej ilosci
materii miedzygwiazdowej. Dopiero w podczerwieni
widac ja i cala ,gromadke” towarzyszacych jej
supermasywnych gwiazd, ktéra w przeszlosci byta
prawdopodobnie uwazana za jeden supermasywny
obiekt. Jak widaé, ,bycie najmasywniejsza gwiazda”
zalezy nie tylko od liczbowej wartosci wyznaczonej masy,
lecz i od mozliwoéci zaobserwowania jej jako konkretnego
pojedynczego obiektu. A to zalezy od sprawnosci
obserwacyjnej badacza i jego sprzetu — przysztos¢ wiec
moze rychto przynieéé kolejne niespodzianki.

Tomasz KWAST

Droga Mleczna w lipcowe wieczory ciggnie si¢ z pélnocy na poltudnie, nie przez
zenit, lecz po jego wschodniej stronie. Biegun Galaktyki jest juz znacznie ku
zachodowi, a w poblizu zenitu widzimy wieczorem gwiazdozbiér Herkulesa.

Nie ma w nim jasnych galaktyk, tak wiec mozemy jedynie przyjaé¢ na wiare,

ze jest tam gromada galaktyk o wyjatkowej gestosci. W poblizu jej centrum

na kwadratowa minute luku wypada tam w przyblizeniu 70 galaktyk. Latwo
wiec domyslec sig, ze musi ona by¢ gromada bardzo odlegla — rzeczywiscie jej
odleglos¢ oceniono na okoto 100 Mpc. W tej skali niemal o krok, bo w odleglosci
6,3 kpc, lezy gromada kulista gwiazd M13, bez trudnosci widoczna gotym okiem
najjasniejsza z gromad kulistych na péinocnej potkuli nieba. Jej jasnosé to

5,7 mag, srednica 45 pc; liczy ona w przyblizeniu pét miliona gwiazd. Moze
warto przypomnieé, ze w Herkulesie lezy tzw. apeks Stonca, czyli punkt, ku
ktoremu biegnie Stonce (oczywiscie ze wszystkimi planetami) w ruchu wzgledem
okolicznych gwiazd. Predkosé tego ruchu wynosi 20 km/s.

Merkury na poczatku sierpnia znajdzie sie najdalej od Stonca, wiec juz teraz

w lipcu mozna prébowaé przesledzié 27 VII jego zblizenie na 0,3 stopnia do
Regulusa, najjasniejszej gwiazdy Lwa. Wenus i Mars sa rowniez we Lwie

i zachodza dos¢ szybko po zachodzie Stonca. Wenus takze zblizy sie do Regulusa
10 VII na okoto stopnia. Jowisz jest w Rybach i przed péinoca wschodzi.

Saturn jest w Pannie i wida¢ go krétko na zachodzie po zachodzie Stonca.

Now Ksiezyca wypada 11 VII, a pelnia 26 VII. Podczas nowiu nastapi catkowite
zaémienie Slofica, ale widoczne na Pacyfiku (m.in. na Wyspie Wielkanocnej)

i na poludniowym skraju Ameryki Poludniowej. Zadnych zakry¢ jasnych gwiazd
nie bedzie. Z przewidywalnych rojéw meteoréw mozna okoto 28 VII spodziewad
sie dos¢ obfitego roju Delta Akwarydow, a 29 VII bardzo stabego roju Piscydéw.

10101010101010101 =
=14+b7+0 4+ ... +0b'% =

=1+ +b(1 +b°+0'?)

jest zlozona.

T. K.
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Gry 11 Joanna JASZUNSKA

Strategia wygrywajgca w grze to taki ,przepis” na nia, ktory pozwala zawsze
wygraé, niezaleznie od ruchéw przeciwnika. Wiadomo, ze w wielu grach ktérys
z graczy (rozpoczynajacy lub drugi) ma taka strategie, czesto nawet mozna ja
konkretnie wskaza¢. W niektorych przypadkach jest ona wladciwie w zasiegu
reki, trzeba tylko ja dostrzec, co nie zawsze jest latwe.

1. Na polu cl szachownicy 8 X 8 stoi krolowa. Gracze na przemian przesuwaja
ja o dowolng liczbe pdél w prawo, do géry albo po przekatnej w prawo i do géry.
Wygrywa ten, kto postawi krolowa na polu h8. Ktéry gracz ma strategie
wygrywajaca i jaka?

2. Na stole stoja dwa talerze owocéw: na jednym jest 5 jablek, na drugim

7 pomaranczy. Pojedynczy ruch w grze polega na zabraniu dowolnej liczby
owocow z jednego z talerzy lub po tyle samo owocéw z kazdego z talerzy. Gracze
wykonuja ruchy na przemian; wygrywa ten, kto zabierze ostatni owoc ze stotu.
Ktéry gracz ma strategie wygrywajaca i jaka?

3. Liczby 1,2,...,9 napisano na osobnych kartkach. Gracze na przemian
zabieraja sobie po jednej z nich. Wygrywa ten, kto jako pierwszy skompletuje
trzy kartki o sumie liczb réwnej 15. Gracz rozpoczynajacy wybral kartke z ,,27.
Jak powinien postapié¢ drugi gracz?

Rozwigzania

R1. Pokolorujmy pola szachownicy, zaznaczajac tzw. pozycje wygrywajgce
kolorem, a przegrywajgce na szaro. Pole h8 jest wygrywajace — gracz, ktory
na nim stanie, wygrywa. Wobec tego wszystkie pozostale pola w gérnym
wierszu, w prawe]j kolumnie i na przekatnej taczacej al z h8 sa przegrywajace
(rys. 1a) — jesli gracz na nich stanie, przeciwnik moze przejsé na h8 i wygrac.
Stad pola g6 i {7 sa wygrywajace (rys. 1b) — jesli gracz na ktéryms$ z nich
stanie, przeciwnik moze iS¢ tylko na pola przegrywajace. Mozna wiec wskazaé
kolejne pozycje przegrywajace (rys. lc) 1 wygrywajace (rys. 1d). Ostatecznie
otrzymujemy pokolorowanie calej szachownicy (rys. le).

Pole c1 jest szare. Istnieje zatem strategia wygrywajaca dla gracza
rozpoczynajacego: w kolejnych swoich ruchach stawia krolowa zawsze na
kolorowych polach (wygrywajacych). Wéwczas przeciwnik musi za kazdym razem
postawié¢ krélowa na polu szarym (przegrywajacym), a z takiego pola mozna
znéw przejsé na pole kolorowe. Pole h8 jest kolorowe, wiec przy tej strategii
faktycznie stanie na nim (czyli wygra) gracz rozpoczynajacy. O

R2. Zaznaczmy na poziomej osi uktadu wspoétrzednych, ile jablek zjedzono,

a na pionowej, ile pomaranczy. Pojedynczy ruch to przesuniecie o ile$ jednostek
do goéry, w prawo albo na ukos do géry i w prawo, czyli doktadnie ruchy
krélowej z zadania 1. Pozycja rozpoczynajaca gre, czyli (0,0) (nic jeszcze

nie zjedzono) odpowiada poczatkowemu polu cl. Wygrywa ten, kto zje

ostatni owoc, czyli zajmie pozycje (5,7), odpowiadajaca polu h8. Po takim
,przettumaczeniu” problemu mozna natychmiast wywnioskowac¢ z zadania 1,

ze strategie wygrywajaca ma gracz rozpoczynajacy (i nawet wiemy, jaka!). O

R3. Pierwsza przydatna w rozwigzaniu informacja jest to, ktére trojki sposrod
danych liczb maja sume 15. Pozostawiam Czytelnikowi tatwe sprawdzenie, ze sa
to doktadnie te tréjki, ktére znajduja sie w jednym wierszu, jednej kolumnie lub
na przekatnej kwadratu z rysunku 2. Jest to wiec tzw. kwadrat magiczny.

Gracz wygrywa, jesli skompletuje wiersz, kolumne lub przekatna. Te gre niemal
kazdy chyba zna od dziecifistwa, nazywa si¢ ona koétko i krzyzyk. Jesli gracz
rozpoczynajacy wybierze liczbe 2, czyli zajmie pole narozne, zawsze moze
wygraé, chyba ze drugi gracz natychmiast zajmie pole rodkowe (czyli wezmie
liczbe 5). Nieprzekonanych zachecam do sprawdzenia tego. O

Gry 213 moga wydawac si¢ bardzo proste, gdy juz sie wie, ze sa to ,zakamuflowane”
postaci, odpowiednio, gry 1 i gry w koétko i krzyzyk. Polecam jednak rozegranie
kilku partii z niewtajemniczonym przeciwnikiem. . .
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