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Meteory — przepustka w Swiat drobnej materii

w Ukladzie Stonecznym
Mariusz WISNIEWSKI*

Okotlo 5 miliardéw lat temu z wielkiego obloku pytu

i gazu narodzit sie nasz Uklad Stoneczny. W wyniku
taczenia sie drobin materii w coraz to wieksze ciata
powstaly planety i ich ksiezyce. Nie cata materia
zostala zwiazana w tych cialach. W przestrzeni
otaczajacej Stonce pozostaly miliony planetoid, komet
oraz niezliczona ilos¢ gtazéw, kamykow, piasku, az po
drobny pyt.

Materia, z ktorej zbudowane sg niewielkie obiekty
Uktadu Stonecznego, jest bardzo zréznicowana,

a jej sklad uzalezniony jest od odleglosci od Stonca.
W obszarze polozonym wewnatrz orbity Jowisza
znajduja si¢ przewaznie obiekty skaliste. Poruszaja

sie one na ogdt w pasie planetoid, a nieliczne z nich
zapedzaja sie w okolice Ziemi. Im dalej od Stonca,
tym czesciej spotka¢ mozna ciala zbudowane gtéwnie

z mieszaniny lodu, pytu i gruzu. Léd przetrwal tu od
czasé6w powstania Uktadu Stonecznego, gdyz w duzych
odleglosciach od Slonica promieniowanie naszej gwiazdy
jest za stabe, by spowodowaé jego odparowanie.

Waznym czynnikiem wplywajacym na formowanie si¢
Uktadu Stonecznego byt Jowisz, najbardziej masywna
z planet. To za jego sprawa powstal pas planetoid
pomiedzy orbitami Marsa i Jowisza. Reszta drobnych
cial zostala wypchnieta az za orbite Neptuna, tworzac
zewnetrzny pas planetoid, zwany pasem Kuipera.
Najdalej potozonym skupiskiem obiektéw nalezacym
do naszego ukladu planetarnego jest obtok Oorta.
Przypuszcza sie, ze jest on gléwnym Zrodtem komet,
ktére niespodziewanie pojawiaja sie na naszym niebie.

Drobna materia wypelniajaca Uklad Stoneczny to nie tylko
slad po dysku protoplanetarnym otaczajacym mlode
Stonice. W przestrzeni miedzyplanetarnej mozemy natknaé
sie na drobiny, ktore opuscily powierzchnie wiekszych
cial, takich jak komety czy planetoidy. Drobiny te zwykle
poruszaja sie po orbitach zblizonych do tych, jakie miaty
ich ciala macierzyste. Tworza zwarte strumienie opasujace
Stonce eliptycznymi wstegami.

Istnieje kilka sposobow, ktore umozliwiaja matym
fragmentom zwiazanej materii powr6t do przestrzeni
miedzyplanetarnej. W przypadku komet odpowiedni
proces jest bardzo spektakularny. Kometa zblizajaca
sie do Stonca wystawiona jest na coraz silniejsze
promieniowanie. W pewnym momencie 16d, z ktérego
zbudowana jest kometa, zaczyna parowac, a powstajaca
para wodna wydostaje sie na powierzchnie komety

w postaci gejzeréw. Cidnienie gazdéw jest wystarczajace,
by z komety wyrzucone zostaly réwniez drobinki pytu,
zwlaszcza ze grawitacja na powierzchni maltej komety
jest niewielka, wiec mala jest tez predko$é wystarczajaca
do ucieczki z takiej komety.

*Pracownia Komet i Meteoréw

Innym sposobem na pokonanie grawitacji jest wyrzut
materii podczas zderzenia dwoch planetoid. W jego wyniku
powstaje zazwyczaj niewielki krater na powierzchni, lecz,
jesli zderzajace sie ciala sg porownywalnej wielkosci,
moze doj$¢ nawet do ich catkowitego rozpadu i powstania
chmury drobnych obiektéw. Od niedawna wiadomo jednak,
ze niewielkie planetoidy przypominaja bardziej luzne
zlepki kamieni i pylu. Amortyzuje to uderzenia i, whrew
naszym dawnym wyobrazeniom, zwykle dochodzi do
niegroznego zlepienia sie cial w jedno. Obserwuje sie tez
wiele planetoid podwdjnych, ktére tagodnie zblizytly sig
do siebie, a obecnie stykaja sie.

Najbardziej zaskakujacym sposobem na opuszczenie
planetoidy przez drobine materii jest wyrzucenie jej

pod wplywem rotacji. Sondy kosmiczne wystane do
badania planetoid zaobserwowaly toczenie si¢ gtazow
po ich powierzchni. Dla niewielkich, szybko rotujacych
planetoid sita odérodkowa moze minimalnie przewyzszac
sile grawitacji.

Ziemia porusza sie wsrod planetoid oraz w gaszczu
drobin o bardzo réznorodnej historii i rozmiarach.
Kazdego dnia nieustannie bombardowana jest przez
materi¢ kosmiczna. Przelot drobin materii, zwanych
meteoroidami, przez atmosfere powoduje rozgrzanie na
ich trasie powietrza do temperatur wystarczajacych

do jonizacji atoméw. Czesé trajektorii meteoroidu

w atmosferze jest zatem widoczna jako swiecaca smuga,
zwana meteorem. Tylko dla bardzo duzych obiektow
mozemy dostrzec $wiatlo pochodzace bezposrednio

od ich rozgrzanej materii. Jej sktad chemiczny mozna
wtedy okredli¢ na podstawie obserwowanego widma.

Atmosfera ziemska stanowi zatem gigantyczny
detektor materii migdzyplanetarnej. Obserwujac $lad
nakreslony w przestrzeni przez przelatujace ziarnko
piasku, jesteSmy w stanie powiedzieé¢, skad ono do
nas przylecialo, jaka byta jego historia, a nawet czy
zobaczymy wiecej jemu podobnych.

Meteory obserwowano od niepamietnych czaséw. Mimo
to az do XIX wieku nie wiedziano, jaka jest prawdziwa
natura tego zjawiska. Przelomem w badaniach

nad meteorami byla noc z 12 na 13 listopada 1833
roku. Wystapil woéwczas ogromny deszcz meteordw.

Po raz pierwszy zauwazono, ze wszystkie meteory
wylatywaly z jednego miejsca na niebie, znajdujacego
sie w gwiazdozbiorze Lwa. Wyjasnienie zjawiska

jako pierwszy podal Denison Olmsted. Wykazal, ze
zrzutowanie na sfere niebieska réwnoleglych toréw
meteoroidéw daje ztudzenie, ze wybiegaja one z jednego
miejsca, zwanego radiantem. Roje nosza nazwy od
gwiazdozbioréw, w ktérych znajduje sie ich radiant, stad
meteory o radiancie w gwiazdozbiorze Lwa nazywamy
Leonidami. Szybko okazalo sig, ze to nie pierwsze

takie zjawisko, a wzmozona aktywnosé Leonidéw



obserwowano réowniez w latach 902, 934, 967, 1037,
1202, 1366, 1533 i 1799. Na przelomie 1865 i 1866 roku
Wilhelm Tempel i Horace P. Tuttle odkryli komete,
ktéra porusza si¢ po orbicie prawie takiej samej jak
Leonidy. Jasne stalo sie, ze roje meteoréw tworzone sa
przez komety. Wkrétce takze inne komety powiazane
zostaly z obserwowanymi na niebie rojami meteorow.

Niebo ,meteorowe” dynamicznie sie zmienia. Swiadczy
o tym chociazby fakt, ze wzmozona aktywno$¢ Leonidow
obserwowana byta tylko w niektorych latach. Zmiany

w iloSci obserwowanych meteoréw wystepuja dla
wszystkich Zrédel. Niektore z nich znikaja, inne nagle
pojawiaja sie, nigdy wczeéniej nieobserwowane. Dzieje
sie tak za sprawa ewolucji orbit meteoroidéw oraz ich
cial macierzystych.

Gléwnym czynnikiem powodujacym zmiane orbity
meteoroidow jest wplyw grawitacyjny planet,

a w szczegdlnodci Jowisza. Oprécz tego na drobiny materii
dziataja efekty niegrawitacyjne. Radialnie od Stonica
skierowana jest sila zwigzana z ciSnieniem promieniowania.
Ma ona szczegdlnie duze znaczenie dla bardzo matych
drobin, o duzym stosunku powierzchni do masy. Mate
drobiny sa wywiewane ze strumienia meteoroidéw
niczym liScie na wietrze. Na $redniej wielkosci drobiny
dziala efekt Poyntinga—Robertsona. Poruszajac sie po
swojej orbicie, rozpraszajg one na wszystkie strony
promieniowanie stoneczne, co powoduje ich spowalnianie
i, co za tym idzie, zaciesnianie sie ich orbit. Dla nieco
wiekszych obiektéw wystepuje efekt Yarkovsky’ego,
polegajacy na zmianie ich predkosci orbitalnych. W trakcie
ruchu orbitalnego meteoroidy obracaja si¢ takze wokot
swej osi. Powierzchnia ciala znajdujaca si¢ po stronie
dziennej jest nagrzewana, a nastepnie stygnie, kiedy
znajdzie sie po stronie nocnej. Emisja fotonéw podczas
stygniecia w zaleznosci od kierunku rotacji powoduje
przyspieszanie badz spowalnianie ciala w jego ruchu
orbitalnym. Wszystkie te efekty sprawiaja, ze rézne
drobiny, opuszczajace komete badz planetoide, beda miaty
w przysztosci rézne orbity.

Badania nad wplywem efektéw niegrawitacyjnych

na meteoroidy nie bylyby mozliwe bez obserwacji
meteordéw. Dzieki wyznaczaniu poziomu aktywnosci
rojéw mozliwe jest poréwnywanie teoretycznych modeli
ewolucji strumieni drobin materii wyrzucanych przez
komety z faktycznym ich zachowaniem sie.

Na podstawie obserwacji meteoréw mozna réwniez
poznaé rozmiary drobin tworzacych strumienie. Im obiekt
wpadajacy w atmosfere jest wiekszy oraz im szybciej

sie porusza, tym jasniejszy pozostawia po sobie §lad.
Dowiadujemy sie w ten sposob, jakie czastki sa wyrzucane
z jader kometarnych, gdy strumien pochodzi od komety,
lub jakie czastki uciekaja z powierzchni planetoid. Tak
poznajemy szczegdly procesow erozji tego typu obiektéw.

Obserwujac meteory, mozna réwniez badac sktad
chemiczny materii kosmicznej. Duze odtamki, ptonac
w atmosferze, w wyswiecanym blasku ujawniaja
linie widmowe pierwiastkéw, z jakich sa zbudowane.
Najwigksze z nich maja szanse przedrze¢ sie przez

2

atmosfere i spasé¢ na powierzchnie Ziemi. Takie kamienie
z kosmosu nazywane sa meteorytami. Badania nad
sktadem i struktura meteorytow przyczyniaja sie do
lepszego zrozumienia historii Uktadu Stonecznego.

Kolekcje meteorytow zgromadzone w muzeach,
oérodkach badawczych i u kolekcjonerow wciaz
wielokrotnie przewyzszaja masa i réznorodnoécia
prébki dostarczone podczas wypraw ksiezycowych oraz
misji sond kosmicznych. Informacja o skladzie obiektu
w polaczeniu z ustaleniem orbity, po jakiej poruszato
sie cialo, pozwala zajrze¢ w najdalsze zakatki uktadu
planetarnego bez ruszania si¢ z Ziemi.

Meteoryty dzielimy na cztery gtowne grupy. Chondryty
sg pierwotna materig ocalaly z czaséw powstawania
Uktadu Stonecznego i charakteryzuja sie mala gestoscia.
Achondryty to materia pochodzaca z powierzchni
planetoid, sktadajaca si¢ gtéwnie z pozlepianego

gruzu. Meteoryty zelazne powstaly w jadrach duzych
planetoid, a zbudowane sg z krysztaléw zelaza i niklu.
Wreszcie meteoryty zelazno-kamienne powstaly
najprawdopodobniej z mieszaniny materialu z jadra

i ptaszcza wiekszych planetoid. Budowa materii
meteoroidu ma wplyw na jego zachowanie si¢ podczas
lotu w atmosferze. Meteoryty o zwartej budowie $wieca
jednolicie przez wigkszo$¢ swojego lotu. Maja tez
najwieksza szanse na wyladowanie na Ziemi, gdyz
meteoroidy o luznej konsystencji ulegaja szybkiemu
rozpadowi na drobne kawalki, czyli fragmentacji.
Materia kometarna charakteryzuje sie wystepowaniem
wielu gwaltownych pojaénien podczas lotu. Niestety,

ze wzgledu na dominujacg zawarto$¢ lodu oraz duze
predkosci wejécia w atmosfere szansa na uzyskanie tej
materii ze spadku jest praktycznie zerowa.

Badaniami meteoréw zajmuje sie wiele osrodkéw na
Swiecie, miedzy innymi NASA oraz ESA. W Polsce
zainteresowani tematyka meteoréw skupieni sa wokét
Pracowni Komet i Meteoréw (PKiM). Stowarzyszenie

to prowadzi projekt o nazwie Polish Fireball Network
(PFN), czyli Polska Sie¢ Bolidowa, ktdérego celem jest
obserwacja zjawisk mogacych zakonczy¢ sie spadkiem
meteorytéw, oraz znalezieniem tych meteorytéw. Oprocz
tego kamery pracujace w ogélnopolskiej sieci rejestruja
setki stabych zjawisk. Do obserwacji wykorzystywany jest
specjalnie przygotowany sprzet fotograficzny oraz czule
kamery wideo. Na podstawie obserwacji przeprowadzane
sq szczegdltowe analizy zachowania sie rojéw meteordw.

Obserwacje majace na celu okreélenie intensywnosci
strumieni meteoréw wykonywane sa przede

wszystkim technikami wizualnymi i radiowymi. Wciaz
najdoskonalszym detektorem meteoréw jest ludzkie
oko. Standardowe metody prowadzenia obserwacji
wizualnych oraz analizowania danych pozwalaja na ich
poréwnywanie z wynikami uzyskiwanymi przez inne
grupy badaczy oraz z wynikami z lat wczeéniejszych.
Stosowanie nastuchu radiowego umozliwia wykonywanie
obserwacji niezaleznie od pogody i pory dnia. Niestety,
proste obserwacje radiowe nie pozwalaja okresli¢
pochodzenia poszczegdlnych rejestrowanych zjawisk.



Kazdy moze wlaczy¢ sie do dziatan prowadzonych przez
Pracownie Komet i Meteoréow. Wartosciowe naukowo
obserwacje wizualne nie wymagaja zadnych nakladéw
finansowych, a jedynie po$wiecenia kilku godzin

i spedzenia ich pod rozgwiezdzonym niebem. Udzial

w projekcie PFN wymaga juz pewnych naktadow,
koniecznych do uruchomienia stanowiska obserwacyjnego
umozliwiajacego automatyczne zbieranie danych. Czeka
tez na chetnych wiele materialéw do przeanalizowania.

Dobrym punktem startu moze by¢ udziat w Projekcie
Perseidy 2010, organizowanym przez PKiM. Tegoroczne
maksimum roju Perseidow wystapi w okolicach
sierpniowego nowiu Ksiezyca. Nasz satelita nie bedzie
wiec przeszkadzal podczas obserwacji i na ciemnym niebie
zobaczymy setki meteoréw nalezacych do tego roju.

7 tej okazji w Urzedowie w dniach 7-21 sierpnia
zorganizowane zostanie dwutygodniowe spotkanie,
ktorego celem bedzie obserwacja tego najwickszego
wakacyjnego roju meteoréw. Uczestnicy spotkania
zapoznaja sie z metodami prowadzenia obserwacji oraz
sposobem analizy zebranych wynikéw. Udzial w spotkaniu
jest bezplatny. Dodatkowa atrakcja spotkania bedzie
Ogolnopolski Zlot Mitosnikéw Astronomii (OZMA),
ktory w tym roku zawita do Urzedowa w dniach

12-15 sierpnia.

Wiecej informacji o meteorach, dziatalnosci Pracowni
Komet i Meteoréw, oraz sposobach prowadzenia
obserwacji i mozliwoéciach wspdlpracy mozna znalezé
na stronie www.pkim.org. Zachecamy do kontaktu

z Pracownia poprzez adres e-mail pkim@pkim.org.

Czwarty okrag

Michat KIEZA

Zalézmy, ze mamy dane trzy okregi parami styczne oraz czwarty styczny

do kazdego z nich (istnieja dwa takie okregi — jeden z nich jest zazwyczaj
styczny wewnetrznie, a w szczegdlnym przypadku moze okazaé sie prosta).
Przez b; dla i = 1,2, 3,4 oznaczmy kolejno ich krzywizny (krzywizna okregu

jest co do wartosci bezwzglednej réwna odwrotnosdci promienia). W naszej
sytuacji przyjmujemy, ze krzywizny pierwszych trzech sa dodatnie, a krzywizna
czwartego okregu jest dodatnia w przypadku, gdy jest on styczny zewnetrznie
do pozostatych trzech, ujemna, jesli jest styczny wewnetrznie, oraz réwna 0, jesli
zdegeneruje sie on do prostej. Wowczas zachodzi rownosé

1
O + b5 + b3 + 0 = 5 (b1 + b2 + by + ba)”.

Zaleznos¢ te odkryt w 1643 roku Kartezjusz i opisal ja w lidcie do ksiezniczki
Elzbiety Czeskiej, corki Elzbiety Stuart i Fryderyka V. Rozwiazujac rownanie
kwadratowe, mozemy stad tatwo obliczy¢ krzywizne czwartego okregu, znajac
krzywizny pozostalych trzech — wiekszy z dwdch pierwiastkéw odpowiada

Rys. 1

wewnetrznemu okregowi, a mniejszy zewnetrznemu. Czytelnik Wnikliwy

zapewne widzi réwniez, ze jesli bedziemy znali wzory opisujace krzywizny
obu dorysowanych okregéw w zaleznosci od krzywizn pozostalych trzech, to
dowiedziemy prawdziwosci formuty Kartezjusza.

Fragment wiersza Fredericka Soddy’ego
The Kiss Precise:

Four circles to the kissing come.

Twierdzenie Kartezjusza odkryl na nowo w 1842 roku angielski matematyk
Phillip Beecroft. Zeby bylo zabawniej, twierdzenie zostalo jeszcze raz odkryte
w 1936 roku przez Fredericka Soddy’ego (skadinad laureata Nagrody Nobla

The smaller are the benter.

The bend is just the inverse of

The distance from the centre.

Though their intrigue left Euclid dumb
There’s now no need for rule of thumb.
Since zero bend’s a dead straight line
And concave bends have minus sign,

The sum of the squares of all four bends
Is half the square of their sum.

(Nature 137, 1021 (1936)).

w dziedzinie chemii za teori¢ rozpadu atomu i prace nad izotopami). Na jego cze$é
dwa okregi styczne do danych trzech sa nazywane okregami Soddy’ego. Soddy byt
tak zafascynowany pieknem owej zaleznosci, ze ujal ja w swoim wierszu The Kiss
Precise, a ponadto uogdélnil ten wynik na przestrzen. Rok p6zniej Thorold Gosset
podal uogdlnienie na dowolny wymiar — jesli mamy w przestrzeni n-wymiarowej
n + 2 sfery (n — 1)-wymiarowe, to zachodzi analogiczna zalezno$¢ ze stala 1/n.

W literaturze istnieje kilka réznych dowodéw formuly Kartezjusza albo,
rownowaznie, wzoru na krzywizne czwartego okregu, jednakze wszystkie
wymagaja mniej lub bardziej zmudnych rachunkéw. W tym miejscu chcialbym
przedstawi¢ rozumowanie, ktére wtasciwie bez zadnych rachunkéw pozwala
wyznaczy¢ krzywizne czwartego okregu w zaleznosci od krzywizn trzech
pozostatych. Postuzymy si¢ w tym celu inwersja. Krotko przypomnijmy zatem
definicje i potrzebne wlasnosci.

Inwersja wzgledem okregu o srodku O i promieniu r to przeksztalcenie, ktére
kazdemu punktowi P # O przyporzadkowuje punkt P’ lezacy na pétprostej OP

i spelniajacy warunek OP - OP’ = r2. Mozna prébowaé wyobrazaé sobie inwersje
jako préobe wykonania symetrii wzgledem okregu. Poniewaz cala nieskoniczona czesé
plaszczyzny na zewnatrz okregu trzeba po przeksztatceniu zmiesdci¢ wewnatrz, wiec
obszary lezace daleko od zera przy inwersji sa $ciskane — im dalej, tym mocnie;j.
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' R Przez o bedziemy oznaczaé¢ okrag o promieniu o, a jego

Z definicji wynika natychmiast, ze inwersja jest
przeksztalceniem odwrotnym do siebie samej. Ponadto
przeksztalca proste i okregi na proste i okregi,

w szczegoblnosci okregi przechodzace przez srodek inwersji
na proste (i odwrotnie). Mozna réwniez udowodnié, ze
inwersja zachowuje katy miedzy krzywymi (zachecam
Czytelnikéw do samodzielnego sprawdzenia tego faktu).

Przyjmijmy, ze mamy dane trzy okregi parami styczne
zewnetrznie, o promieniach a, b, ¢ i Srodkach odpowiednio
A,, B,, C,, oraz czwarty okrag styczny do nich zewnetrznie,
lezacy w obszarze wyznaczonym przez punkty stycznosci
pierwszych trzech, o promieniu ¢ i srodku T, (rozwazenie
przypadku, w ktorym czwarty okrag jest styczny
wewnetrznie do pozostalych, pozostawiam Czytelnikowi).

krzywizne bedziemy oznaczaé¢ wielka litera O (co — mam

Rys. 2

A

b*

N
*

5 nadzieje — nie doprowadzi do nieporozumien). Punkty
’ stycznosci okregéw b, ¢, t leza na bokach trojkata B,C,T,
i sa punktami styczno$ci okregu o promieniu z, wpisanego
w tréjkat B,C,T,. To samo stwierdzamy dla okregow
b o promieniach y, z, r wpisanych odpowiednio w tréjkaty
A,CoT,, AyB,T,, AoB,C, (rys. 2). Wszystkie rekwizyty
juz sa przygotowane, czas rozpoczaé przedstawienie.

Rozwazmy inwersje o srodku w punkcie stycznosci okregéw a i b i promieniu 1
i popatrzmy na obrazy okregéw a, b, ¢, t, r, z w tym przeksztalceniu (przyjmijmy,
ze 0* jest obrazem okregu o). Wowczas okregi a i b przejda na dwie proste réwnolegle
a* ib*, odlegte od érodka inwersji odpowiednio o % i %, gdyz w takich odlegtosciach
leza obrazy koncow srednic tych okregbéw zawierajacych srodek inwersji. Okregi cit
przejda na dwa okregi styczne zewnetrznie do siebie i styczne do a* i b* (¢* bedzie
blizej $rodka inwersji niz t*), a wiec ich obrazy beda mialy réwne promienie. Okrag z
musi przej$¢ na prosta przechodzaca przez punkty stycznosci a* i b* z t* oraz odlegta
od $rodka inwersji o i Podobnie okrag r musi przej$¢ na prosta przechodzaca
przez punkty stycznosci a* i b* z ¢* oraz odlegta od $rodka inwersji o % Proste
r* 1 z* sg prostopadle do prostych a* i b*. Skoro okregi ¢* i t* maja réwne promienie,
to czworokat wyznaczony przez proste a*, b*, r*, z* jest kwadratem. W takim razie
1) oty = o
2a 20 2z 2r
Okrag 7 jest styczny wewnetrznie do x, y, z, wiec jego krzywizna jest ujemna.

czyli w jezyku krzywizn A+ B =7+ R.

Rozumujac podobnie dla punktu stycznosci okregéw b i ¢, dostaniemy
(2) B+C=X+R,
a rozwazajac inwersje o Srodku w punkcie stycznosci b i ¢ i przygladajac sie
obrazom okregéw b, t, a, ¢, x, z, otrzymamy
(3) X+Z=B+T.
Dodajac (1), (2), (3) stronami, otrzymamy
(4) T=A+B+C-2R.
Pozostaje wyrazi¢ R w zaleznosci od A, B, C. Laczac wzér Herona ze wzorem
na pole w zaleznosci od obwodu i promienia okregu wpisanego (zob. Delta
4/2009, Dziesie wzoréw na pole tréjkqta), dostaniemy
abc(a+b+c)=(a+b+c)r,
skad w jezyku krzywizn mamy
R?> = AB + BC + CA.
Uwzgledniajac, ze R < 0 1 wstawiajac do (4), dostaniemy

T=A+B+C+2VvAB+ BC+ CA.

W drugim przypadku przed pierwiastkiem jest znak minus. Dowdd jest wiec
zakonczony.
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7 twierdzeniem Kartezjusza i okregami Soddy’ego wiaze sie takze inny problem
— tzw. pakowanie Apoloniusza. Zalézmy, ze mamy dany jeden duzy okrag oraz
trzy okregi parami styczne zewnetrznie oraz styczne wewnetrznie do pierwszego.
Konstruujemy ciag okregéw w nastepujacy sposéb: wybieramy dowolnie trzy
okregi i rysujemy czwarty styczny do kazdego z nich (rys. 4-6, najwiekszy okrag
ma krzywizne —6). Okazuje sie, ze jesli pierwsze cztery okregi mialy krzywizny
bedace liczbami calkowitymi, to wszystkie skonstruowane okregi tez beda miaty
krzywizny catkowite.

Na wstepie zauwazmy, ze jesli w poczatkowej sytuacji wytniemy z najwiekszego
okregu kola ograniczone przez pozostale trzy okregi, to otrzymamy w wyniku
cztery obszary, kazdy ograniczony przez trzy tuki. Kolejny okrag rysujemy

w jednym z tych obszaréw — bedzie styczny do jego brzegéw, czyli do doktadnie
trzech okregéw na rysunku. Analogicznie, w kolejnych krokach nie mozemy
dodaé okregu stycznego do wiecej niz trzech narysowanych okregow. Za kazdym
razem dorysowanie okregu powoduje powstanie trzech nowych obszaréw,

w ktérych mozemy dodawaé okregi. Kazdy obszar bedzie ograniczony przez
trzy tuki.

Udowodnimy przez indukcje, ze po kazdym wykonanym kroku krzywizny wszystkich
okregdow sa catkowite oraz dla kazdej tr6jki okregéw parami stycznych co najmniej
jeden z okregéow Soddy’ego znajduje sie juz na rysunku. Baze indukcyjna mamy za
darmo. Zalézmy, ze po pewnej liczbie krokéw krzywizny wszystkich narysowanych
okregdw sa caltkowite i dla kazdej trojki okregdéw parami stycznych istnieje

co najmniej jeden z okregéw Soddy’ego. Checemy dorysowaé okrag s1 styczny

do trzech parami stycznych okregéw ki, ko, ks, czyli jeden z okregdéw Soddy’ego tej
tréjki. Z zalozenia indukcyjnego wynika, ze so, drugi okrag Soddy’ego tej trojki,
zostal juz narysowany. Z formuly Kartezjusza i wzoréw Viete’a wynika, ze suma
krzywizn okregdéw s1 i sq jest rowna podwojonej sumie krzywizn okregow ki, ks, k3.
Poniewaz z zalozenia indukcyjnego krzywizny okregdéw ki, ko, k3 i s sa calkowite,
wiec krzywizna okregu s; tez jest calkowita. Aby dokonczyé krok indukecyjny,
wystarczy jeszcze zauwazy¢, ze dla kazdej tréjki sposréd czterech okregow

k1, ko, k3, s1 istnieje co najmniej jeden z okregéw Soddy’ego; dla pozostalych
trojek okregéw parami stycznych gwarantuje nam to zalozenie indukcyjne. Dowéd
jest wiec zakonczony.

Ronald Graham podal bardzo prosty algorytm generowania czwérek okregow,
od ktorych mozna rozpoczaé opisana powyzej konstrukcje. Zacznijmy od analizy
wyjéciowej sytuacji: oznaczmy poczatkowa czworke krzywizn przez (by, ba, b3, by)
i przyjmijmy, ze okrag o krzywiznie by jest styczny wewnetrznie do okregdw

o krzywiznach réwnych pozostalym trzem liczbom (czyli by < 0, pozostate
dodatnie). Bez utraty ogdlnosci mozemy zalozyé, ze by < be < bg. Dokonujac
zamiany zmiennych

by =dy — by, by=dy—by, bz=-2m+dy+dy—by
(wtedy dy < da), sprowadzamy formule Kartezjusza do postaci
b2+m?=didy oraz by <0<2m<d; <dy (bod;—2m=>bs—by>0).

Stad natychmiast wynika nieréwnosé m < |bg|/ V/3. Teraz mozemy prébowaé
znalezé¢ przyktady odpowiednich czworek liczb catkowitych. Podstawiajac za by
kolejne liczby catkowite ujemne, otrzymujemy dla kazdej z nich skonczenie

wiele mozliwych wartosci m. Musimy jedynie sprawdzi¢, dla jakich par by i m
istnieje rozklad na czynniki d; i dg, spelniajacy odpowiednie nieréwnosci, co jest
dobrym zadaniem dla komputera.

Na internetowej stronie Delty mozna znalezé przyklady réznych konfiguracji.
Jedna z nich zwrdci uwage teorioliczbowcéw — sa to bowiem okregi Forda

(a dokladniej, te styczne do prostej — rys. 7-8). Ich krzywizny sa kwadratami
kolejnych liczb naturalnych, a punkty stycznosci do prostej odpowiadaja
kolejnym wyrazom ciagu tzw. ulamkdéw Fareya. Warto wspomnieé réwniez,

ze Rademacher uzyl ich jako drogi catkowania w swoich pracach dotyczacych
funkcji partycji obliczajacych, na ile sposobéw liczba n moze by¢ zapisana jako
suma liczb catkowitych dodatnich nie wigkszych niz n.
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Rozwigzanie zadania M 1281.
Kazdemu polu P szachownicy
przyporzadkujmy pare liczb (z,y),
gdzie x jest numerem wiersza,
a y numerem kolumny pola P — zatem

z,y € {1,2,...,9}.

Zauwazmy, ze jesli zadne dwie wieze

nie bija sie, to suma wspdélrzednych
wszystkich pol, na ktérych one stoja,
wynosi 2(1 +2+...49) = 90. Gdyby
wiec po przestawieniu wiez zadne dwie
znéw sie nie bily, to suma wspélrzednych
wszystkich pél, na ktérych znajda sie
wieze, musialaby pozostaé¢ niezmieniona.

Tymeczasem przestawienie wiezy ruchem
konika szachowego zmienia sume
wspélrzednych jej pola o +1 lub +3.
Zatem, gdy przestawimy wszystkie

9 wiez, suma wspolrzednych ich pél
zmieni sie o liczbe nieparzysta, a wiec
nie pozostanie niezmieniona. Wobec tego
po przestawieniu wszystkich wiez pewne

dwie beda si¢ bily.

Liczba liczb Jakub RADOSZEWSKI

FLamiglowki liczbowe od zawsze cieszyly sie duza popularnoscia. Tym razem
proponujemy Czytelnikom jeszcze jedno zadanko z tej serii.

Liczbe calkowita dodatnia nazywamy palindromiczng, jezeli jej zapis dziesietny
przeczytany normalnie i wspak brzmi tak samo — przykladami takich liczb sa
5, 221 21 312. Ile jest liczb palindromicznych w przedziale [285 924,84 633 902]7

Rozwigzanie: Przyjemne uproszczenie stanowi podzial naszego problemu na
dwa: wystarczy zliczy¢ liczby palindromiczne w przedziatach [1, 84633 902]
i[1,285923], a nastepnie obliczyé réznice wynikow.

Zacznijmy od pierwszego z tych przedzialéw. Klucz do rozwigzania zadania
stanowi sprytne pogrupowanie wszystkich liczb catkowitych dodatnich
nieprzekraczajacych 84633902, na przyklad na nastepujace kategorie:

[1-9] [1-77 sxskokokkx
[1-9] % 8 [0-3] *kkskkx
[1-9] *x* 84 [0-5] *xsk*x
[1-9] **x 846 [0-2] *x*x
[1-9] **xx 8463 [0-2] ***
[1-9] sk 84633 [0-8] **

[1-9] wxxskokk 8463390[0-2]

Znaczenie kategorii wyjasnijmy na przykladzie: 846 [0-2] **** oznacza wszystkie
liczby catkowite dodatnie, ktérych zapis dziesietny zaczyna sie od cyfr 846, po czym
nastepuje jakakolwiek z cyfr 0,1,2, a dalej jeszcze cztery dowolne cyfry. Zwroémy
uwage na to, ze wérod kategorii brakuje oSmiocyfrowej zakonczonej pojedyncza
gwiazdka. Dodajmy takze, ze pierwsze siedem kategorii (wraz z zerem) mozna by
lacznie opisaé jednym oznaczeniem ***x***x* ale wéwczas stracilibySmy te mita
wlasnos¢ naszych kategorii, ze kazda z nich zaczyna sie od niezerowej cyfry.
Sprobujemy teraz zliczyé liczby palindromiczne poszezegdlnych kategorii.

Pierwsze siedem kategorii odpowiada liczbom jedno-, dwu-, ..., az do
siedmiocyfrowych. Wszystkie liczby jednocyfrowe sa palindromiczne, natomiast
wsrdd liczb dwucyfrowych tylko takie postaci AA spelniaja ten warunek — tacznie
mamy 2 -9 = 18 takich liczb. Wéréd liczb trzy- i czterocyfrowych dowolny uktad
pierwszych dwéch cyfr niezaczynajacy sie od zera wyznacza jednoznacznie

liczbe palindromiczna (odpowiednio ABA i ABBA), co razem daje 2-9 - 10 = 180
liczb palindromicznych. Podobnie, wéréd liczb piecio- i szeSciocyfrowych mamy
lacznie 2 - 9 - 102 = 1800 liczb palindromicznych, a wéréd siedmiocyfrowych —
9000 tychze. Naliczylidmy juz razem 10998 liczb palindromicznych.

Kolejne kategorie wygladaja nieco ciekawiej. W pierwszych czterech mamy
zawsze kilka mniej lub bardziej precyzyjnie okreslonych cyfr, po ktorych
nastepuje co najmniej potowa liczby wypelniona gwiazdkami. To oznacza, ze
mozemy te poczatkowe cyfry przepisaé¢ na koniec reprezentacji (oczywiscie
w odwrdconej kolejnosci), w wyniku czego w $rodku pozostanie pewna
parzysta liczba gwiazdek g reprezentujaca dowolna g-cyfrowa liczbe
palindromiczna (potencjalnie zaczynajaca sie od zera), ktérych to liczb

jest 109/2. Dzieki temu spostrzezeniu mozemy juz calkiem latwo porachowaé
liczby palindromiczne tych kategorii: [1-7]***xxx[1-7] daje 7 - 10% = 7000
liczb palindromicznych, 8 [0-3]****[0-3]8 — 400 liczb, 84 [0-5]**[0-5]48
— 60 liczb, a 846 [0-2] [0-2]648 — 3 liczby palindromiczne, razem 7463.

W ostatnich trzech kategoriach mamy jednoznacznie wyznaczona pierwsza
polowe liczby; musimy jedynie sprawdzié¢, czy mozemy do niej dopasowaé druga
— jedli tak, to do wyniku dochodzi nam dokladnie jedna liczba palindromiczna.
Widzimy, ze jest to mozliwe jedynie w przypadku kategorii 84633 [0-8] **,

w ktérym otrzymujemy liczbe palindromiczna 84 633 648.

Lacznie naliczyliémy 10998 + 7463 + 1 = 18462 liczby palindromiczne
nieprzekraczajace naszej gornej granicy. Jak Czytelnik, byé moze, zechce
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Rozwigzanie zadania M 1280.

Dla n = 2 teza jest spelniona. Przyjmijmy

wigce, ze n > 2. Wéwczas
n" — n2 +n—-—1=

=(n-1)-

ST T e n+ 1) + 1),
Wobec tego wystarczy dowiesé, ze
712(71"73 + n" +...+n+1)4+1=0

(mod n — 1).

Ale n =1 (mod n — 1), wiec
nf =1 (mod n — 1).

Stad

n—3 4

2 V—
n”(n +n"

L]

Rozwigzanie zadania F 766.

Para znajdujaca sie pod tlokiem bedzie
stopniowo skraplana. Jej ci$nienie na
poczatku i na koncu kondensacji bedzie
wynosito 2p. Nad ttokiem ci$nienie lekko

si¢ zmniejszy:
14 \%4 4
PPy TPy 3va T
Z warunku réwnowagi ttoka:
p1S + mg = 2pS
wynika, ze
10
T

m =

=%,

4. dn+1)+1=
=1-n—2)+1=n—-1=0 (mod n —1).

p.

sam sprawdzi¢, w przedziale [1,285923] sa, ni mniej ni wiecej, jak 1284
liczby palindromiczne, co pozwala wyznaczy¢ liczbe liczb palindromicznych
w oryginalnym przedziale z zadania: 18462 — 1284 = 17 178.

Gdyby teraz przyszio nam rozwiazaé serie podobnych tamigléwek, tylko
dotyczacych innych przedzialéw, to umieliby$my sie z nimi catkiem tatwo uporaé. . .
albo, jeszcze lepiej, zaprzac do tego komputer i napisa¢ odpowiedni program.
Zauwazmy, ze w przypadku przedzialéw [a,b], dla ktérych b < 108, mogliby$my
w tym programie w ogdle nie stosowaé zadnych sztuczek zwiazanych z kategoriami,
tylko dla kazdej liczby z rozwazanego przedziatu sprawdzié, czy jest palindromiczna.
W ten sposéb mamy do przejrzenia nie wiecej niz b liczb, przy czym koszt
sprawdzenia kazdej zalezy od dlugosci jej zapisu dziesietnego, co daje ztozonosé
czasowa tego rozwiazania O(blogb) — w tym artykule uzywamy logarytmoéw
dziesietnych. Przykladowo, taki program, dla przedzialu z powyzszej tamigtéwki,
na moim komputerze oblicza wynik mniej wigcej w minute.

Gdyby przyszlo nam zmierzy¢ sie z przedzialem, w ktérym b byloby rzedu 104,
to moglibysmy zastosowaé inne podejscie sitowe, tym razem przegladajac
wszystkie liczby palindromiczne nieprzekraczajace b. Faktycznie, zauwazmy,

ze liczby palindromiczne mozna generowaé, wybierajac na wszystkie

sposoby cyfry z pierwszej poléwki (te w drugiej sa woéwczas wyznaczone
jednoznacznie). Na podstawie wezesniejszych rozwazan wiemy zas$, ze liczb
palindromicznych co najwyzej k-cyfrowych jest (dla uproszczenia — w przypadku
k parzystego) 2-9 - (14104 10% + ... + 10=2)/2) ktéra to liczba jest rzedu
10%/2 = v/10F ~ /b. Uwzgledniajac koszt wygenerowania pojedynczej liczby
palindromicznej, otrzymujemy oszacowanie na ztozonos¢ czasowa takiego

algorytmu: O(vblogb).

Jednak jedli prawy koniec naszego przedziatu zblizytby sie do 10'® (okolice
goérnej granicy typéw caltkowitych 64-bitowych), przewaga opisanej metody
podziatu na kategorie nad pozostalymi stataby sie istotna. Nie jest to dziwne:
mamy okoto 2log b kategorii do przejrzenia, z czego kazda obshugujemy w czasie
proporcjonalnym do dlugosci jej zapisu dziesietnego (przyjmujac staly koszt
wykonywania dzialai na liczbach), co daje zlozonosé czasows zaledwie O(log? b).
Zauwazmy, ze — w przeciwienstwie do dwéch poprzednich metod — mamy tu
zlozono$¢ wielomianowa wzgledem dlugosci zapisu dziesietnego liczby b, co

w przypadku naprawde duzych liczb jest wysoce pozadane. W takim przypadku
mozemy powiedzieé¢, ze otrzymalidémy rozwiazanie wielomianowe wzgledem
rozmiaru wejscia, ktére przeciez jest zapisem dziesietnym liczb.

Oproécz zmian koncéw rozwazanych przedzialow, moglibysmy wziaé¢ pod uwage
takze inne (podobne lub ogdlniejsze) klasy zliczanych liczb. Zauwazmy, ze dla
kazdej z nich wystarczyloby wymysli¢ metode sprawdzania, ile liczb danej
kategorii nalezy do danej klasy. Na koniec pozostawiamy Czytelnikowi trzy tego
typu zadania, z ktérych kazde dotyczy wytacznie liczb parzystej dtugosci, czyli
skladajacych sie z dwoch takiej samej dlugosci potowek.

Jak sprawdzié, ile liczb danej kategorii (np. 84 [0-5] ****x*) jest:

(a) liczbami podwdjnymi, ktére sktadaja sie z dwdch kolejno zapisanych takich
samych fragmentow, np. 345 3457

(b) (dla milo$nikéw matematyki) liczbami permutacyjnymi, ktérych pierwsza
poléwka zawiera wytacznie rézne cyfry, a druga — permutacje cyfr
z pierwszej potéwki, np. 3454537

(¢) (dla mito$nikéw informatyki) liczbami o réwnych sumach, w ktérych sumy
cyfr z obydwu potéwek sa rowne, np. 2354247

W przypadku naszej przykladowej kategorii poprawnymi odpowiedziami sa:
(a) 60, (b) 840, (c) 34661.

Czytelnikdéw o zacigciu programistycznym zachecamy do implementowania swoich
rozwiazan na komputerze, a w ogéle wszystkich Czytelnikéw — do samodzielnego
wymyélania innych, podobnych (albo i zupelnie innych!) lamigléwek.
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Diagram 5

Jak zlamatem system RSA
Juliusz Szczesny BATURA

Jakis czas temu uslyszalem w radiu ogdlnikowa wiadomo$c¢ o systemie szyfrujacym
RSA. Jego niezawodno$é, jak wtedy zrozumialem, polega na tym, ze jesli znamy
iloczyn e = p - ¢ dwodch liczb pierwszych p i ¢, bardzo trudno jest odnalezé czynniki
piq, oczywiscie przy zatozeniu, ze sa to bardzo duze liczby. To mnie zaintrygowato,
bo w tym akurat czasie bawilem sie mnozeniem trapezowym liczb naturalnych: jesli
k in sa liczbami naturalnymi, to przez ich iloczyn trapezowy rozumiem liczbe

k # n rowna sumie k kolejnych liczb naturalnych, wsrod ktorych najwigksza, jest n.
Nazwe uzasadniaja przyktadowe diagramy 11i2. Ulegajac tej konwencji, tradycyjne
mnozenie liczb naturalnych nazwalibyémy prostokqtnym, a odpowiednikiem
tradycyjnego kwadratu liczby naturalnej n jest tu n-ta liczba tréjkatna

1
n#nzl—i—?—&-...—i—n:@.

Mniejsza o powody, dla ktorych takie iloczyny mnie zaciekawily. Latwo
zauwazy¢, ze kazda liczba nieparzysta w sensie tradycyjnym jest w ,sensie
trapezowym” parzysta, bo

2k+1=k+(k+1)=2#(k+1).
W szczegdlnosci wiec nieparzyste liczby pierwsze w sensie tradycyjnym nie sa

pierwszymi ze wzgledu na mnozenie trapezowe.

Zauwazmy dalej, ze kazdy iloczyn dwéch liczb naturalnych mozna w specyficzny
sposob przedstawi¢ za pomoca trzech liczb tréjkatnych. Mamy mianowicie,
dla p < g,

_pe+l)  (e-Vg_ (¢-p-Dlg—p)

2 2 2
=(1+2+...+p)+1+2+...+(¢-1)—-(1+2+...+(¢g—p—1)).
Sprawdzenie tej rownosci pozostawiam Czytelnikom, ale przypuszczam, ze
zrezygnuja z tego sprawdzenia, jesli tylko uwaznie przyjrza sie diagramom 3 i 4.
Otézdlan=24=4-6 =38 mamy
4.6=(1+2+3+4)+(1+24+34+4+5)—-1=

44+1) 5(B+1) (6-4-1)(6-4)

2 2 2

W tym przypadku iloczyn ma wiecej niz jeden rozklad na odpowiednia sume
trzech liczb tréjkatnych. Liczba takich rozktadéw zalezy od ilosci dzielnikow.
Jezeli zatem mamy do czynienia z iloczynem dwdéch liczb pierwszych e = p - ¢,
analogiczny rozklad na sume trzech liczb tréjkatnych bedzie jeden i tylko jeden,
na przyktad, gdy e = 3 - 7, otrzymujemy diagram 5, co ilustruje rozktad
2 =3-7T=(1424+3)+1+2+3+4+5+6)—(1+2+3).
Ogdlnie, dla iloczynu dwéch réznych liczb pierwszych p i ¢ (p < ¢) prawdziwy
i jednoznaczny jest wzor:
p-q=1t1+ta—t=
=14+2+...+p+(1+2+...+(¢-1)-Q+24+...4(¢g—p—-1)) =
_plptl)  (@=Dg_(g-p-Dlg-p)

2 2 2

Ten rozklad na sume trzech liczb tréjkatnych w moich rozwazaniach statl sie
podstawa ataku na system RSA. Rozklad na iloczyn czynnikéw jest rownowazny
ze znalezieniem odpowiednich liczb tréjkatnych.

p-q

Poniewaz p i ¢, jako liczby pierwsze wigksze od 2, sa liczbami nieparzystymi,
wiec odpowiednio ¢ — 1 jest liczba parzysta, a ¢ — p — 1 nieparzysta. Zapiszmy
wiec ¢ —p — 1 =2y — 1, skad otrzymujemy
p=a-p=Dla=p) _Gy=-D-2y ,,
2 2
Zatem t nalezy do zbioru T' = {1,6,15,28,45,...} = {2r? —r : r € N}, czyli do
podzbioru zbioru wszystkich liczb trojkatnych zawierajacego co druga liczbe.
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Dalsze moje ,skomplikowane” rozwazania dotyczace znalezienia rozktadu liczby
e = pq w postaci t; + to — t, gdzie t1,ts,t sa liczbami trojkatnymi, ,zniszczyl”
profesor Andrzej Schinzel, ktérego poprositem o uwagi. Podpowiedzial, ze przeciez
e Pt ale=1) (a—p-1l@—p) _ <q+p>2 B (ﬂ)%
2 2 2 2 2
Jesli teraz przyjmiemy

q+p=2z, q—p=2,

{2y2—y:t7

to otrzymamy uklad

22 —y? =e.
Pierwsze z rownan nieznacznie ogranicza obszar poszukiwan, drugie zas prowadzi
do algorytmu rozkladu znanego od dawna jako algorytm Fermata. Algorytm
polega na podstawianiu kolejnych wartosci w miejsce y i badaniu, czy e + y? jest
kwadratem. Jest jasne, ze jesli liczby p i ¢ réznia sie niewiele, to stosujac ten
algorytm, szybko znajdziemy rozklad liczby e (zauwazmy, ze drugie z réwnan
nie odgrywa praktycznie zadnej istotnej roli). Od dawna jednak wiadomo, ze
takich par liczb p i ¢ nie nalezy braé¢ jako podstawe systemu RSA. A trzeba
wiedzieé¢, ze liczby pierwsze brane jako p i ¢ w bezpiecznych systemach sa
ogromne. Do ich zapisu w systemie dziesietnym trzeba uzy¢ setek cyfr.

Mozna zazartowaé, ze jeszcze tym razem system RSA opart si¢ mojemu atakowi.
Moéwiac powaznie, jesli weZzmiemy pod uwage to, ze NSA (National Security
Agency — Narodowa Agencja Bezpieczenistwa Stanéw Zjednoczonych), zwana tez
No Such Agency (,,Nie Ma Takiej Agencji”), systematycznie zatrudnia tysiace
matematykéw, to mozna przypuszczaé, ze wszystkie nieskomplikowane ataki na
ten system zostaly juz wyczerpujaco przebadane i mnie, skromnemu grafikowi

i nauczycielowi wychowania plastycznego, cho¢ po studiach matematycznych
sprzed 30 lat, nic juz do znalezienia nie zostalo.

45°

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 765. W cylindrycznym naczyniu przykrytym tlokiem znajduje si¢ na poczatku
v = 1 mol pary wodnej o temperaturze T i ciSnieniu p. Ci$nienie nasyconej pary
wodnej przy takiej samej temperaturze wynosi 2p. Nastepnie ttok przesuwa sie tak,
ze objetos¢ pod nim zmniejsza si¢ czterokrotnie. Znalezé mase skondensowanej
wody, jesli temperatura nie zmienila sie. Masa molowa wody p = 0,018 kg/mol.
Rozwiazanie na str. 23

F 766. W polowie dlugosci poziomej rurki, zatkanej z dwéch stron, znajduje sie
tlok o powierzchni S. Po jego obu stronach znajduje sie para wodna o ci$nieniu p.
W takiej samej temperaturze para ta kondensuje si¢ przy ci$nieniu 2p. Rurke
postawiono pionowo i ttok opadl na wysoko$¢ czterokrotnie mniejsza od
wyjsciowej. Znalez¢ mase tloka. Tarcie tloka o $cianki zaniedbaé, temperatura
po obu jego stronach jest taka sama.

Rozwiazanie na str. 7

Redaguje Waldemar POMPE
M 1279. Dany jest trojkat ABC, w ktéorym < ACB = 45° (rysunek). Punkt M
jest srodkiem boku AB. Wykazaé, ze

CM<1+\/§
AB 2

Rozwiazanie na str. 24

M 1280. Wykazaé, ze dla kazdej liczby catkowitej n > 1 liczba n® —n? +n — 1
jest podzielna przez (n — 1)2.

Rozwiazanie na str. 7

M 1281. Na szachownicy 9 x 9 ustawiono 9 wiez w taki sposob, ze zadne dwie
nie bija si¢. Nastepnie kazda wieze przestawiono na inne pole ruchem konika
szachowego. Wykazac, ze po tym przestawieniu pewne dwie wieze bija sie.
Rozwiazanie na str. 6
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Mota deld

Malty skok

Byl piekny stoneczny dzien. ,Nie ma co sie wystawiaé¢ na ultrafiolet”, pomyslat
Grze$ i podszedl do regatu z ksigzkami. Bez wahania siegnal po swoja ulubiong
ksiazke — Malego Ksiecia. Juz mial otworzy¢ podniszczony czestym uzywaniem
tom i oddac si¢ przyjemnosci lektury, kiedy wzrok jego padl na zdobiacy
okladke rysunek. Przedstawial on chlopca — tytulowego bohatera — na jego
planecie. , Jaka$ podejrzanie mata ta planeta”, pomyslat Grzes. ,,Przeciez gdyby
Maly Ksiaze podskoczyl, to przyciaganie grawitacyjne czego$ tak niewielkiego
nie zdotaloby go sprowadzi¢ z powrotem na jej powierzchnie.”

Patrzac na oktadke, Grze$ oszacowal promien planety Malego Ksiecia na jakie$
trzy metry, po czym siegnat do tablic astronomicznych. ,Jezeli ta planeta

ma gestos$¢ taka jak Ziemia, to jej masa powinna wynosic...” Po wpisaniu
odpowiednich formut w okienku kalkulatora wyskoczyla liczba odpowiadajaca
z grubsza szesciuset tonom. Nastepnie Grze$ przeprowadzil maly eksperyment,
stwierdzajac, ze potrafi bez specjalnego wysitku podskoczy¢, muskajac framuge
drzwi, co dawalo wysokos¢ skoku 30 centymetréw. Teraz wystarczylo juz tylko
pamietaé o zasadzie zachowania energii, mowiacej w tym przypadku, ze energia
kinetyczna Grzesia na poziomie podlogi musi by¢ réwna energii potencjalnej
Grzesia w najwyzszym punkcie podskoku i zastosowaé¢ wzoér Ep = mgh na
energie potencjalna w polu grawitacyjnym na powierzchni Ziemi. Po wykonaniu
wszystkich obliczen Grze$ oszacowal przypuszcezalna energie kinetyczng Maltego
Ksiecia (,,. .. taki chudy jest na tym obrazku, bedzie mieé¢ ze czterdziesci
kilo...”) na poczatku podskoku na 120 dzuli.

Tu Grze$ utknal w swoich obliczeniach. Nie zwazajac na ultrafiolet, pobiegl wiec
czym predzej do Oli, ktéra nie tylko pamietala kazde stowo z lekcji fizyki, ale
takze fizyke lubita i chetnie o niej opowiadala.

— To bardzo proste — powiedziala Ola i narysowala na kartce papieru kilka kresek
uktadajacych sie¢ w diagram taki jak na rysunku obok. — Energia potencjalna
malutkiego ciala o masie m w polu grawitacyjnym czegos tak okragtego jak planeta
o masie M wynosi Ep = —GMm/r, gdzie r jest odleglo$cia malego ciala od $rodka
planety, a G to tak zwana stala grawitacji. To jest ta gruba linia.

— A Ep = mgh? — zapytal niepewnie Grzes.

— To proste — odparta Ola. — Na powierzchni Ziemi trudno wykonaé

ruch w pionie o wiecej niz kilkanascie kilometréw, a to jest bardzo malto

w poroéwnaniu z promieniem Ziemi. Lini¢ krzywa mozna wtedy przyblizy¢ za
pomoca prostej. O tej, z kropek i kresek.

— Ale mgh jest dodatnie — zaprotestowal stabo Grzes, — a to twoje nie jest.

— To dlatego, ze w fizyce wazne sa réznice energii potencjalnej —o$wiadczyla niezbita
z tropu Ola. — Zwykle wygodnie jest przyjac, ze energia potencjalna jest rowna zeru
w jakims$ wygodnym miejscu. Dla Ep = mgh jest to powierzchnia Ziemi lub w ogdle
jakas pozioma powierzchnia. Dla mojego wzoru energia potencjalna dazy do zera
przy bardzo duzych r. To oznacza, ze cialo, ktére ma energie mniejsza od zera,
moze sie oddali¢ od planety tylko na pewna maksymalna odlegtosé, na przyktad
cialo o energii £1 na moim rysunku na odleglosé rq, zas. .. Czekaj, gdzie lecisz?!

Ale Grzes juz nie styszal. Pobiegt do domu, znalazl w tablicach warto$é¢ G, wpisat
dane do kalkulatora i. .. no tak, jego podejrzenia byty stuszne, energia potencjalna
Matego Ksiecia na powierzchni jego planety nie wynosila (z minusem) nawet
tysiecznej czesci dzula. ,Maly, niewinny podskok i wylatuje w czarna czelusé
kosmosu”, zmartwil si¢ Grzes. ,,No chyba ze bylaby to gwiazda neutronowa. ..”

Malg Delte przygotowal Krzysztof TURZYNSKI
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Olipiada

LIIT Olimpiada Astronomiczna 2009/2010

Wybér zadan

katem nachylenia réwnika niebieskiego do ptaszczyzny
ekliptyki. Znajdz analogiczna zaleznosé, ktora bedzie
rownaniem réownika niebieskiego we wspétrzednych
horyzontalnych (A, h), dla szerokosci geograficznej
(0°,90°). Zinterpretuj przypadki dla szerokosci
geograficznych ¢ = 0° oraz ¢ = 90°.

Druga seria zadan zawodow I stopnia

1. W marcu 2009 roku na orbicie wokoétstonecznej
zostata umieszczona sonda Kepler, ktorej zadaniem
jest poszukiwanie planet obiegajacych inne gwiazdy.
Oblicz czas trwania przejscia planety wielkosci Ziemi
na tle tarczy gwiazdy o promieniu Stonca, w sytuacji,
gdy planeta obiega macierzysta gwiazde w odlegtosci
1 AU, a przejscie zachodzi wzdtuz cieciwy odlegtej od
$rodka tarczy gwiazdy o potowe jej promienia.

2. Cefeida klasyczna o okresie zmian jasnosci rownym
41 dni ma jasno$¢ obserwowana 8,7 magnitudo.

Ocen srednia wartosé ekstynkcji miedzygwiazdowe;j

w kierunku tej gwiazdy, jesli skadinad wiadomo, ze
gwiazda jest odlegta od nas o 2 kpc.

Zadania zawodow II stopnia

1. Zaplanuj utworzenie sieci ztozonej z trzech satelitéw,
ktore powinny okrazaé¢ Ziemie po okregach z mozliwie
najkrotszymi okresami obiegu. Jak powinny poruszaé sie
te satelity, by w dowolnym momencie co najmniej jeden
z nich znajdowal si¢ nad horyzontem astronomicznym
dla obserwatora umieszczonego w dowolnym miejscu
strefy miedzyzwrotnikowej?

Oblicz te minimalna warto$¢ okresu obiegu,
przyjmujac jako dane liczbowe: a) okres obiegu satelity
geostacjonarnego T = 23%56™; b) predkoéé liniows
satelity geostacjonarnego v = 3,08 km/s; ¢) promien
Ziemi R = 6380 km; d) nachylenie réwnika ziemskiego
do ekliptyki e = 23,5°. W obliczeniach mozna pominaé¢
wplyw refrakcji atmosferycznej.

2. Rownanie ekliptyki we wspétrzednych réwnikowych
(v, 0) ma postaé 6 = arctg(sinatge), gdzie € jest

Zadania zawodoéw III stopnia

1. Aparatura planetarium odtworzy wyglad sfery
niebieskiej z pewnego miejsca na Ziemi, podczas

jednej nocy biezacego roku, w momencie gérowania
Stonca w Greenwich. Majac do dyspozycji kalendarz
astronomiczny Planetarium Slaskiego, dla prezentowanej
sytuacji, z mozliwie najwieksza dokladnoscia, okresl:

a) date, b) godzine wedlug prawdziwego lokalnego czasu
stonecznego, ¢) dlugosé geograficzna miejsca obserwacji,
d) szeroko$é geograficzna miejsca obserwacji. Uzyskane
wyniki uzasadnij i ocen ich doktadnosé.

(Aparatura planetarium odtwarzata wyglad nieba
z wszystkimi widocznymi gotym okiem ciatami
niebieskimi z okolic Pekinu w dniu 23.09.2010r.)

2. Czerwone olbrzymy w koncowym etapie swego
zycia odrzucajg znaczng czesé atmosfery. Uwaza

sie, ze przyczyna zjawiska jest rekombinacja wodoru
dostarczajaca energii. Warstwa, w ktérej zjawisko to
zachodzi, moze oderwaé si¢ od gwiazdy. Uwaza sig,
ze nastepuje to wtedy, gdy energia termiczna wodoru
tworzacego atmosfere gwiazdy jest bliska 1/3 energii
jonizacji wodoru, czyli okolo 4,5 eV, a rozwazana
warstwa jest w odpowiedniej odlegloéci od érodka
gwiazdy. W jakiej temperaturze to zachodzi? Jaki
wynika stad maksymalny promien czerwonego olbrzyma
o masie 0,8 masy Stonca?

Koncowa klasyfikacja zawodéw finalowych LIII Olimpiady Astronomicznej

1. Damian Puchalski (Torun)

. Przemystaw Mroéz (Warszawa)

. Jakub Bartas (Pszczyna)

. Maksymilian Sokotowski (Krosno)
. Jakub Pajak (Stupsk)

. Krzysztof Bedkowski (Szczecin)
Adam Tomaszewski (Gdynia)

. Mateusz Dryzek (Krakow)

9. Tomasz Kepa (£6d7)

0 O T W N

10.
11.
12.
13.
14.
15.
. Jakub Klencki (L6d7)

. Milosz Jakubek (Kolobrzeg)
. Jeremi Piotrowski (Gdansk)

Jerzy Knopik (L6d7)

Marek Mysior (Kamienna Gora)
Michat Glanowski (Wadowice)
Grzegorz Jakubiak (Radom)

Jakub Zakrzewski (Radzyn Podlaski)
Jakub Zaborowski (Szczecin)

Strona internetowa Olimpiady Astronomicznej: http:/planetarium.chorzow.net.pl
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tytul laureata.

Trzy zadania teoretyczne, ktore zawodnicy rozwiazywali
w niedziele 11 kwietnia tez nie okazaly si¢ latwe. Zadanie
T-1, w ktérym zawodnicy musieli przeanalizowaé wplyw
ci$nienia Swiatta stonecznego na statek kosmiczny

z rozkladanym zaglem poprawnie rozwiazalo jedynie
dwoch zawodnikow. Jednak zaden z nich nie otrzymat za
swoje rozwiazanie maksymalnej liczby punktow.

Podobnie bylo z zadaniem T-2 z elektrostatyki. W tym
przypadku dwa najlepsze rezultaty to odpowiednio

20 i 15 punktéw. Nastepni zawodnicy uzyskali nie wiecej
niz 7 punktéw za to zadanie. Zadanie T-2 okazalo sie
najtrudniejsze w zestawie olimpijskim. Srednia liczba
punktéow otrzymanych za to zadanie wyniosta jedynie
2,8 na 20 mozliwych!

Zadanie T-3 bylto bardzo podchwytliwe. Na pierwszy
rzut oka wydawato sie prostym zadaniem z mechaniki —
kula toczy sie bez poslizgu w kierunku Sciany ze znang
predkoscia i nalezy wyznaczy¢ jej predkosé koncowa po
odbiciu po odpowiednio dlugim czasie. Tylko czterech
zawodnikéw zauwazylo, ze podczas odbicia od $ciany
kula ,,podskoczy” i znalezienie jej predkosci koncowej
wcale nie jest takie proste. To oni jako jedyni zdobyli
za to zadanie nie mniej niz potowe mozliwych do
zdobycia punktéw.

Na podstawie uzyskanych ocen Komitet

Gléwny Olimpiady Fizycznej, stosujac regule
regulaminowa, wylonil sposréd finalistéw oémiu
laureatow, czterech z warszawskiego XIV Liceum
im. Stanistawa Staszica, dwéch z Krakowa (jeden
z II Liceum im. Jana III Sobieskiego i jeden

59. Olimpiada Fizyczna

W dniach 9-13 kwietnia br. odby! si¢ w Warszawie final 59. Olimpiady Fizycznej.
Do tegorocznych zawodéw trzeciego stopnia zakwalifikowalo sie 51 zawodnikow

w tym dwie kobiety. W sobote 10 kwietnia zawodnicy w dwoéch turach rozwiazywali
dos¢ trudne zadanie z optyki, ktore polegalo na wyznaczeniu wspoétczynnika
zalamania nieznanego materiatu zamknietego w ramce fotograficznej. Tylko

oémiu zawodnikéw uzyskalo za to zadanie nie mniej niz potowe mozliwych do
uzyskania punktow. W tej grupie byli prawie wszyscy, ktorzy pdzniej uzyskali

z V Liceum im. Augusta Witkowskiego) i po jednym
z Poznania (VIII Liceum im. Adama Mickiewicza)

i Katowic (XVIII Liceum Ogolnoksztalcace).
Zwyciezyl Adam Scibior z Poznania. W tym roku
mieliSmy do czynienia z sytuacja dos¢ niezwykla.
Najlepszych dwéch zawodnikow uzyskato w finale
te sama liczbe 55 punktéw. W takim przypadku,
zgodnie z regulaminem Olimpiady, o kolejnosci
decyduje wynik uzyskany podczas drugiego stopnia
zawodow. Podobnie sytuacja rozstrzygnela sie na
IIT i IV miejscu — tam zawodnicy uzyskali w finale
po 49 punktow.

Nagrode dla zwyciezcy 59. Olimpiady Fizycznej
ufundowala firma Teleoptics z Warszawy, a dla
zawodnika, ktéry najlepiej rozwiazal zadanie
doswiadczalne, firma Comef z Katowic. Jak zawsze
nagrody ksiazkowe dla wszystkich finalistéw ufundowato
Wydawnictwo Naukowe PWN oraz Wydawnictwa
Naukowo-Techniczne. Wszystkim sponsorom bardzo
dziekujemy za wsparcie i podniesienie atrakcyjnosci
nagrod dla najlepszych mltodych fizykéw w kraju.

Pierwszych pieciu laureatéow bedzie reprezentowato
Polske na 41. Miedzynarodowej Olimpiadzie Fizycznej,
ktora w tym roku odbedzie sie w dniach 17-25 lipca br.
w Chorwacji. Trzymamy za Was kciuki!

Treséci zadan wraz z wzorcowymi rozwiazaniami
z tegorocznej edycji Olimpiady Fizycznej mozna znalez¢
na stronie Komitetu Gtéwnego Olimpiady Fizycznej
http://www.kgof .edu.pl/

Tomasz SOWINSKI

Laureaci w kolejnosci zajetych miejsc

1. Adam Michat SCIBIOR
VIII Liceum Ogdlnoksztalcace im. Adama Mickiewicza
w Poznaniu; nauczyciel: mgr Jacek Gierszewski

2. Michat Jan MISKIEWICZ
XIV Liceum Ogoélnoksztalcace im. Stanistawa Staszica
w Warszawie; nauczyciel: dr Elzbieta Zawistowska

3. Michat Jan PACHOLSKI
XIV Liceum Ogolnoksztalcace im. Stanistawa Staszica
w Warszawie; nauczyciel: mgr Robert Stasiak

4. Krzysztof Maciej LIS
XIV Liceum Ogolnoksztalcace im. Stanistawa Staszica
w Warszawie; nauczyciel: mgr Robert Stasiak
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5. Mateusz Szymon MACHALICA
XVIII Liceum Ogolnoksztatcace
w Katowicach; nauczyciel: dr Anna Jacher-Cebula

6. Piotr SUWARA
XIV Liceum Ogolnoksztalcace im. Stanistawa Staszica
w Warszawie; nauczyciel: mgr Stanistaw Lipinski

7. Damian Zbigniew TRYBEK
V Liceum Ogdlnoksztatcace im. Augusta Witkowskiego
w Krakowie; nauczyciel: dr Dagmara Sokolowska

8. Piotr Krzysztof SIERANT
IT Liceum Ogdlnoksztatcace im. Jana IIT Sobieskiego
w Krakowie; nauczyciel: mgr Grzegorz Knapik



XVII Olimpiada Informatyczna

W dniach od 13 do 16 kwietnia 2010 r. w Sopocie odbyly sie
zawody IIT stopnia XVII Olimpiady Informatycznej. W finale
wzieto udzial 87 zawodnikéw, ktérzy w ciagu dwédch dni mieli do
rozwigzania w sumie szes¢ zadan programistycznych.

Tegoroczna Olimpiada ma dwéch zwyciezcdéw, ktorzy uzyskali
taka sama liczbe punktéw w finale. Lacznie Komitet Glowny
przyznal 38 tytuléw laureata i wyrdznit tych sposréd pozostalych
zawodnikéw, ktorzy uzyskali co najmniej 200 punktow. Oto

hh{
OLIMPIADA
INFORMATYCZNA

nagrodzeni zawodnicy (w nawiasach liczba zdobytych punktéw
na 600 mozliwych, szkola oraz opiekun naukowy):

laureaci I miejsca

1.-2. Adrian Jaskétka (440, I LO im. Adama
Mickiewicza, Bialystok, opiekun naukowy:
Ireneusz Bujnowski)

Jan Kanty Milczek (440, III LO im. Marynarki
Wojennej RP, Gdynia, o.: Ryszard Szubartowski)

3. Igor Adamski (400, V Liceum Ogdlnoksztalcace,
Krakéw, o.: Lech Duraj, Andrzej Dyrek, Adam Polak)

4. Anna Piekarska (370, Zesp6l Szko6l nr 14, Wroclaw,
0.: Przemystaw Uznanski)

laureaci II miejsca

5. Michat Zgliczyniski (350, V Liceum Ogdlnoksztalcace, Krakéw,
o.: Lech Duraj, Andrzej Dyrek, Adam Polak)

6. Dawid Dabrowski (346, III LO im. Marynarki Wojennej RP,
Gdynia, o.: Ryszard Szubartowski)

7. Lukasz Jocz (342, I LO im. Adama Mickiewicza, Bialystok,
o.: Ireneusz Bujnowski)

8. Grzegorz Milka (341, IT LO im. Mikolaja Kopernika,
Kedzierzyn-Kozle, o.: Patryk Flegel)
9.-11. Lukasz Kalinowski (340, I LO im. Cypriana Kamila

Norwida, Bydgoszcz, o.: Piotr Dobosiewicz, Mariusz Blank)

Jakub Pachocki (340, III LO im. Marynarki Wojennej RP,
Gdynia, o.: Ryszard Szubartowski)

Janusz Wrébel (340, Zespdt Szkét nr 14, Wroctaw,
o.: Przemystaw Uznanski)

12. Krzysztof Leszczynski (332, I LO im. Marii Konopnickiej,
Suwalki, o.: Piotr Leszczynski)

13. Adam Obuchowicz (326, I LO im. Edwarda Dembowskiego,
Zielona Gora)

14. Alan Kutniewski (323, XIII Liceum Ogdlnoksztalcace,
Szczecin, o.: Czestaw Drozdowski)

15. Maciej Piekarz (319, V Liceum Ogdlnoksztalcace, Krakéw,
o.: Lech Duraj, Andrzej Dyrek, Adam Polak)

16.-17. Michal Makarewicz (310, I LO im. Adama Mickiewicza,
Bialystok, o.: Ireneusz Bujnowski)

Karol Pokorski (310, III LO im. Marynarki Wojennej RP, Gdynia,
o.: Henryk Pokorski)
laureaci III miejsca

18. Grzegorz Prusak (303, Zespdt Szkét Ogdlnoksztalcacych nr 12,
Poznan)

19.-20. Grzegorz Guspiel (300, V Liceum Ogélnoksztalcace,
Krakéw, o.: Lech Duraj, Andrzej Dyrek, Adam Polak)

Wojciech Lis (300, I Liceum Ogdlnoksztalcace, Chorzdéw,
o.: Marcin Koscielnicki)

21. Pawel Walczak (299, III LO im. Marynarki Wojennej RP,
Gdynia, o.: Ryszard Szubartowski)

22. Michal Krasnoborski (292, IIT LO im. Marynarki Wojennej RP,
Gdynia, o.: Ryszard Szubartowski)

23.-24. Maciej Borsz (290, Zespét Szkot Ogdlnoksztalcacych nr 6,
Bydgoszcz, o.: Malgorzata Piekarska, Marek Cygan)

Pawel Lipski (290, Liceum ,Filomata”, Gliwice,
o.: Tomasz Kociumaka)

25. Szymon Sidor (288, III LO im. Marynarki Wojennej RP,
Gdynia, o.: Ryszard Szubartowski)

26. Stanistaw Barzowski (280, Gimnazjum nr 24 w ZSO nr 1,
Gdynia, o.: Ryszard Szubartowski)

27.-28. Krzysztof Pszeniczny (277, Gimnazjum i Liceum
im. Jana Pawtla II Siéstr Prezentek, Rzeszéw, o.: Grzegorz Owsiany)

Tomasz Wiatrowski (277, V Liceum Ogodlnoksztalcace, Krakéw,
o.: Lech Duraj, Andrzej Dyrek, Igor Adamski)

29.-30. Jan Marcinkowski (270, Zespét Szkét nr 14, Wroctaw,
o.: Przemystaw Uznanski)

Piotr Szefler (270, ZS UMK Gimnazjum i Liceum Akademickie,
Torun, o.: Anna Kwiatkowska)

31. Kamil Sata$ (264, II Liceum Ogodlnoksztatcace, Krakow,
o.: Witold Jarnicki, Jakub Adamek, Adam Polak, Michal Bejda)

32.-34. Barttomiej Dudek (260, Zespdt Szkét nr 14, Wroctaw,
o.: Przemystaw Uznariski)

Michal Lowicki (260, IIT Liceum Ogdlnoksztatcace, Wroctaw,
o.: Jakub Lopuszanski)

Adam Niezurawski (260, XIV Liceum Ogdlnoksztaltcace,
Warszawa)

35. Krzysztof Krol (244, Zesp6t Szkét nr 14, Wroctaw,
o.: Przemystaw Uznanski)

36.-37. Marcin Smulewicz (240, LO im. Bolestawa Prusa,
Skierniewice)

Piotr Suwara (240, XIV Liceum Ogdlnoksztalcace, Warszawa,
o.: Joanna Smigielska)

38. Jan Wietrzykowski (229, Zesp6t Szk6t Ogdlnoksztatcacych
nr 3, Poznan, o.: Marcin Szubert)

finali$ci z wyrdznieniem

Dariusz Bukowski (ZS nr 14, Wroclaw), Krzysztof Felus
(V LO, Krakéw), Maciej Matraszek (XIV LO, Warszawa),
Franciszek Boehlke (XIII LO, Szczecin), Wojciech Lopata

(V LO, Krakéw), Wojciech Marczenko (XXVII LO, Warszawa,),
Michat Zajac (V LO, Krakéw)

Zadania oraz inne informacje mozna znalezé pod adresem http://www.oi.edu.pl,
natomiast na stronie http://www.oi.edu.pl/oig mozna znalez¢ wyniki finatu IV Olimpiady Informatycznej Gimnazjalistéw.
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jednego z zadan z finalu.

LXI Olimpiada Matematyczna

W zawodach stopnia pierwszego wzieto udzial 1517 uczniéw, do zawodoéw
stopnia drugiego zakwalifikowano 533 uczniéw, a do zawodoéw stopnia
trzeciego 117 uczniéw. Komitet Gléwny Olimpiady Matematycznej na
posiedzeniu w dniu 23 kwietnia br. w Stalowej Woli postanowit przyznaé
18 osobom tytul laureata i nagrody pierwszego, drugiego i trzeciego
stopnia oraz wyréznil 15 zawodnikéw. Ponadto 4 osoby otrzymatly nagrode
im. Andrzeja Makowskiego za najlepiej zredagowane poprawne rozwigzanie

Komitet Gtéwny Olimpiady Matematycznej dziekuje wszystkim, ktorzy
pomagali laureatom i wyréznionym uczniom w przygotowaniach do zawodéw.

Laureatami LXI OM zostali (w nawiasie podano liczbe uzyskanych punktéw na 36 punktéw mozliwych):

Nagroda stopnia pierwszego

Damian Orlef (36) uczen klasy drugiej III Liceum
Ogdlnoksztalcacego w Zabrzu. Nauczyciele zawodnika: Michat Rat
i Roman Drohojowski.

Nagroda stopnia drugiego
Michal Miskiewicz (24) uczen klasy trzeciej XIV Liceum
Ogdlnoksztalcacego im. Stanistawa Staszica w Warszawie.

Nauczyciele zawodnika: Wiktor Bartol, Jerzy Bednarczuk
i Edward Stachowski.

Michal Zajac (24) uczen klasy pierwszej V Liceum
Ogdlnoksztalcacego im. Augusta Witkowskiego w Krakowie.
Nauczyciel zawodnika: Jacek Dymel.

Filip Borowiec (23) uczen klasy drugiej I Liceum
Ogolnoksztatcacego im. Stefana Zeromskiego w Kielcach.
Nauczycielka zawodnika: Maria Stanczykowska.

Szymon Kanonowicz (23) uczen klasy trzeciej Zespotu
Szkét Uniwersytetu Mikotaja Kopernika, Gimnazjum

i Liceum Akademickiego w Toruniu. Nauczyciele zawodnika:
Zbigniew Bobinski i Adam Makowski.

Michal Matusiak (23) uczeni klasy drugiej Zespotu Szkét i Placéwek
Oswiatowych, V Liceum Ogdélnoksztalcacego w Bielsku-Biatej.
Nauczyciele zawodnika: Krzysztof Krawet i Tomasz Szymczyk.

Piotr Suwara (23) uczen klasy trzeciej XIV Liceum
Ogodlnoksztatcacego im. Stanistawa Staszica w Warszawie.
Nauczyciele zawodnika: Jerzy Konarski, Wojciech Martys
i Edward Stachowski.

Nagroda stopnia trzeciego

Wojciech Nadara (21) uczen klasy pierwszej XIV Liceum
Ogdlnoksztalcacego im. Stanistawa Staszica w Warszawie.
Nauczyciele zawodnika: Tomasz Zukowski i Konrad Piéro.

Lukasz Rajkowski (20) uczen klasy trzeciej XIV Liceum
Ogolnoksztatcacego im. Stanistawa Staszica w Warszawie.

V Olimpiada Matematyczna Gimnazjalistow

W zawodach stopnia pierwszego wzieto udzial 1121 uczniéw, do zawodéw stopnia drugiego zakwalifikowano
622 uczniéw, a do zawodéw stopnia trzeciego 161 uczniéw. Komitet Gtéwny Olimpiady Matematycznej
Gimnazjalistéw na posiedzeniu w dniu 20 marca br. postanowit przyznaé¢ 100 osobom tytul laureata
pierwszego, drugiego, trzeciego i czwartego stopnia. Tytul laureata pierwszego stopnia otrzymali:

Lukasz Bozyk — uczen klasy drugiej Gimnazjum Dwujezycznego
nr 59 w Warszawie. Nauczycielki zawodnika: Danuta Kedziorek
i Joanna Sadlej.

Arkadiusz Kwapiszewski — uczen klasy trzeciej Gimnazjum
nr 16 w ZSO nr 7 w Szczecinie. Nauczyciele zawodnika:
Beata Bogdanska, Lukasz Maczan i Aleksandra Porazik.

Barbara Mroczek — uczennica klasy trzeciej Gimnazjum
Przymierza Rodzin w Warszawie. Nauczyciel zawodniczki:
Wojciech Guzicki.

Pawel Nalecz-Jawecki — uczen klasy trzeciej Spotecznego
Gimnazjum nr 1 w Warszawie. Nauczycielka zawodnika:
Danuta Jézwicka-Lamparska.

Nauczyciele zawodnika: Wiktor Bartol, Jerzy Bednarczuk
i Edward Stachowski.

Szymon Kubicius (19) uczen klasy drugiej Liceum
Ogdlnoksztalcacego Towarzystwa Ewangelickiego w Cieszynie.
Nauczyciel zawodnika: Tomasz Glajcar.

Maciej Duleba (18) uczen klasy pierwszej XIV Liceum
Ogdlnoksztatcacego im. Polonii Belgijskiej we Wroclawiu.
Nauczyciel zawodnika: Stanistaw Bus.

Piotr Jaszkowski (18) uczen klasy trzeciej I Liceum
Ogdlnoksztatcacego im. Bolestawa Chrobrego w Piotrkowie
Trybunalskim. Nauczyciel zawodnika: Pawel Kwiatkowski.

Teodor Jerzak (18) uczen klasy pierwszej IV Liceum
Ogdlnoksztalcacego im. Mikotaja Kopernika w Rzeszowie.
Nauczyciel zawodnika: Wiestaw Gajdek.

Rafal Chojna (17) uczen klasy trzeciej Prywatnego Liceum
Ogoélnoksztatcacego im. Krolowej Jadwigi w Lublinie. Nauczyciele
zawodnika: Zbigniew Karczmarczyk, Robert Winiarczyk

i Maciej Kolodziejczyk.

Mateusz Skomra (17) uczen klasy trzeciej Liceum
Ogdlnoksztalcacego im. Jana Pawla II Siéstr Prezentek
w Rzeszowie. Nauczyciel zawodnika: Mariusz Kraus.

Roman Stasinski (17) uczen klasy drugiej II Publicznego
Liceum Ogélnoksztalcacego z Oddziatami Dwujezycznymi
im. Marii Konopnickiej w Opolu. Nauczyciele zawodnika:
Maria Romanowska i Krzysztof Sobkow.

Piotr Derkowski (16) uczen klasy drugiej I Liceum
Ogélnoksztatcacego im. Adama Mickiewicza w Kluczborku.
Nauczyciel zawodnika: Piotr Pawlikowski.

Lukasz Patyna (16) uczen klasy drugiej Zespotu Szkét
Uniwersytetu Mikolaja Kopernika, Gimnazjum i Liceum
Akademickiego w Toruniu. Nauczyciele zawodnika: Maria Kobus
i Zbigniew Bobinski.

Matematyczna ©

ada
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Kamil Rychlewicz — uczen klasy drugiej Publicznego
Gimnazjum nr 8 w Lodzi. Nauczyciel zawodnika:
Przemystaw Pawlak.

Tomasz Syposz — uczen klasy trzeciej Gimnazjum nr 49
z Oddzialami Dwujezycznymi w ZS nr 14 we Wroclawiu.
Nauczyciel zawodnika: Stanistaw Bus.

Mateusz Zielinski — uczen klasy trzeciej Gimnazjum
Akademickiego w ZS UMK w Toruniu. Nauczyciele zawodnika:
Zbigniew Bobinski i Danuta Rozptoch-Nowakowska.

Zadania oraz pelne wersje komunikatéw z obu olimpiad mozna znalezé na stronach www.om.edu.pl oraz www.omg.edu.pl
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Informatyczny kacik olimpijski (31): Diamenty

Zadanie, ktoremu przyjrzymy si¢ tym razem, nosi nazwe Diamenty.

Majac danych n diamentéw, z ktérych -ty ma mase m; i warto$é¢ w; (wyrazone
liczbami catkowitymi), nalezy z nich wybraé¢ dokladnie k diamentéw iy, s, ..., i
o najlepszym wspolczynniku wartoéci, ktory wyraza sie wzorem:

[/
\\ A7
Q

0000°°

0 bra¢ k o najwickszej wartosci, albo o najlepszym stosunku
wedle jakiego$ innego kryterium. Pomysly te sa niepoprawne, czego sprawdzenie
pozostawiam Czytelnikowi. To, ktéry diament oplaca sie wziaé, zalezy bowiem
od uprzednio wybranych diamentéw. Nie dziala takze (cho¢ trudniej wskazaé

Wiy + Wiy + ..o+ W4,

Pierwszymi przychodzacymi do glowy rozwiazaniami sa algorytmy zachtanne:

Wi

, albo jeszcze

i

kontrprzyklad — jak?) pomyst, aby po kazdym kolejno wybranym j-tym
diamencie aktualny wspotczynnik

wil—l—wiz—&—...—i—wij
mil—i—miz—l—...—l—mij

byt najlepszy z mozliwych.

Aby uzyskaé poprawne rozwigzanie, mozna natomiast
uzy¢ programowania dynamicznego. Wystarczy dla
kazdej liczby diamentow d i kazdej ich masy m obliczaé
maksymalna taczna wartos¢ odpowiadajaca temu
zestawowi parametréw, dodajac po jednym diamencie
do zbioru juz przetworzonych. Jesli ¢ jest tablicg
wynikéw przed dodaniem i-tego diamentu, to wyniki ¢’
po dodaniu tegoz diamentu sa nastepujace:

t'[d])[m] = max(t[d][m], t[d — 1][m — m;] + w;),

przy czym nalezy pamigtaé, ze drugi czton bierzemy
pod uwage tylko, gdy d — 1 i m — m; sa nieujemne.

Po przetworzeniu wszystkich diamentéw wynikiem jest
najwieksza z liczb postaci LIRLE Niestety, to rozwigzanie
istotnie zalezy od lacznej masy M wszystkich
diament6éw i ma zlozono$é czasowa O(n - k- M), czyli
O(n? - M).

W tym miejscu chcialtbym zachecié Czytelnika do
zastanowienia sie, przed przeczytaniem reszty artykulu,
jak lepiej rozwiaza¢ ten problem. Nie jest bowiem latwo
o dobry pomyst na poprawienie tego wyniku.

W rozwiazaniu zastosujemy kluczowe spostrzezenie, ze

mozna do wyznaczenia wartoéci zadanego wspdlezynnika

wykorzystaé¢ wyszukiwanie binarne. Aby tak zrobi¢,

musimy mieé¢ sposéb na sprawdzanie, czy wybierajac

k diamentéw, mozemy uzyskaé¢ wspotczynnik

nie mniejszy od danego. Konkretnie, dla danego =,

chcemy umieé¢ stwierdzié, czy istnieja takie diamenty, ze
wil +U)i2 ++w1k
mi, + My, +...+my,

>

Na pierwszy rzut oka nie wydaje sie to latwiejsze

niz wyjéciowy problem, ale faktycznie jest. Mozemy
przeciez teraz pomnozy¢ obie strony przez mianownik,
aby pozby¢ sie niewygodnego dzielenia! Otrzymujemy
kolejno réwnowazne warunki:

wi1+wi2—|—...—|—wik>(mi1+mi2+...+mik)

-z
(wi; —my,x) + (Wi, —my,x) + ...+ (w;, — my,x) > 0.

)
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Sprowadzilismy zatem nasz warunek do takiego, ktory
jestesmy w stanie tatwo sprawdzi¢. Wystarczy, ze
obliczymy dla kazdego diamentu

U; = W; — Myx

i zdecydujemy, czy wsrdd liczb u; jest k takich, ktoérych
suma jest nieujemna. Jak to sprawdzi¢? Wystarczy
wzia¢ k najwiekszych liczb u; i sprawdzié, czy ich suma
jest nieujemna (gdyz jest to najwieksza mozliwa do
uzyskania suma). Warto zaznaczy¢, ze te k najwigkszych
liczb wu; niekoniecznie reprezentuje diamenty, ktére
maksymalizuja wspolczynnik wartosci, a jedynie takie,
ktore dowodza, ze da sie osiagnaé pewien koncowy
wspolczynnik.

W ten sposéb mozemy wyszukacé ten wspdlczynnik

z pewna dokladno$cia, ale jak dowiedzie¢ sie, ktére
diamenty wchodza w sktad najlepszego zestawu?
Wystarczy zastosowaé ten sam schemat dla x réwnego
najwiekszemu znalezionemu wspotczynnikowi i wybraé
te k diamentéw, ktore odpowiadaja k najwiekszym
liczbom wu;. Owe diamenty daja wynik co najmniej z,
a wigc dokladnie tyle, ile chcemy.

Na koniec zastanowmy sie jeszcze nad ztozonosScia
takiego rozwiazania. Niewatpliwie, w kazdym kroku
wyszukiwania binarnego nalezy posortowaé n liczb,
a wiec taki krok bedzie mial zlozono$é O(nlogn).
Ile jednak takich krokéw bedzie? Poszukiwania
rozpoczynamy od przedziatu dlugosci W (suma
wszystkich wartosci diamentéw), natomiast
kontynuujemy je tak dtugo, az dlugosé¢ przedziatu
spadnie ponizej najmniejszej mozliwej odlegtosci
miedzy dwoma réznymi wynikami, czyli najmniejszej
liczby, o ktéra moga réznié¢ si¢ utamki o mianownikach
nie wiekszych niz M, ktora to liczba jest rzedu
O(#) Ostatecznie rozwiazanie ma ztozonosc
czasowa O(log(M2W) - nlogn), czyli réwnowaznie
O(nlogn - (log M + logW)).

Tomasz KULCZYNSKI
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Rezonans parametryczny
Grzeqgorz DERFEL"

Kiedy, jako dziecku, pokazano mi, ze bez niczyjej pomocy moge rozhustaé sie na
hustawce, zmieniajac jedynie rytmicznie pozycje ciala, bytem zachwycony tym
tajemniczym zjawiskiem, dajacym mi w cudowny sposéb samowystarczalnosé
podczas tej zabawy. Pbzniej, gdy juz liznawszy nieco fizyki, poznalem to zjawisko
jako szczegdlny przypadek rezonansu parametrycznego, nie przestato wydawaé¢ mi
sie fascynujace. Rezonans parametryczny jest bowiem niezwykle interesujacym
przypadkiem drgan wymuszonych. Wystepuje w rozmaitych ukltadach fizycznych
i prowadzi do zaskakujacych i ztozonych zjawisk, z ktérych wiele jest badanych
wspotczesnie i ma znaczenie praktyczne. Hustawka lub wahadto to najpopularniejsze
przyktady uktadéw, w ktérych ten efekt mozna latwo zaobserwowac.

Rezonans parametryczny polega na wzbudzeniu niestabilnoéci uktadu drgajacego
i wzrodcie amplitudy jego drgan w wyniku okresowej zmiany parametréw tego
uktadu, a nie w wyniku dzialania zewnetrznej okresowej sity, jak to ma miejsce
w przypadku zwyktego rezonansu.

Najprostszym rozwazanym ukladem jest oscylator harmoniczny opisany ogélnym
réwnaniem i + w?(t)r = 0, uwzgledniajacym zaleznosé czestoéci wlasnej od
czasu w spos6b wyrazony wzorem w?(t) = wi[1 + f(t)], gdzie f(t) jest funkcja
okresowa o okresie T}, = 27 /w,. Réwnanie w tej postaci znane jest jako réwnanie
Hilla. Jesli f(t) = Asin(w,t + ¢), otrzymuje si¢ réwnanie Mathicu

(%) # + w1+ Asin(wyt + ¢)]z = 0.

Mimo pozornej prostoty réwnania Hilla nie jest znane jego ogdlne rozwigzanie.
Rozwiazania réwnania Mathieu wyrazaja sie przez do$¢ egzotyczne funkcje,
zwane funkcjami Mathieu, a otrzymane wyniki przewiduja nieograniczony wzrost
amplitudy. Rozwaza sie takze wersje obu rownan uwzgledniajace site oporu
proporcjonalng do predkosci:

P+ BT +wil+ f()]r=0 oraz #+ B+ wi[l+ Asin(wyt + ¢)]z = 0.
Zaskakujace jest to, ze rozwigzania otrzymane po uwzglednieniu silty oporu takze
przewiduja nieograniczony wzrost amplitudy. Aby uzyska¢ opis realistycznego
zachowania ze skonczong amplituda, trzeba uwzglednié¢ fakt, ze rzeczywisty
uktad fizyczny przejawia wtasciwosci nieliniowe.

Dla obu wymienionych réwnan istnieje trywialne rozwiazanie x = 0 oznaczajace
bezruch ukltadu. Jednak okresowa zmiana parametréw o odpowiedniej czestos$ci
i wielkosci powoduje, ze stan ten jest niestabilny, tzn. jego male zaburzenie
zapoczatkowuje ruch drgajacy o narastajacej amplitudzie.

Zmiana parametrow odbywa sie dzieki pracy sil zewnetrznych. Praca ta zamienia
sie na energie drgan wzbudzonych w ukladzie. Ten przekaz energii jest analogiczny
do wykonywania pracy nad uktadem przez zewnetrzna silte

wymuszajaca drgania w przypadku zwyklego rezonansu.

Rezonans parametryczny rozumiany jako utrata
stabilnosci przez nieruchomy uktad, czyli wzbudzenie
narastajacych drgan, jest najbardziej efektywny, gdy
czestodé zmian parametrow, wy, i czestosé wlasna
ukladu, wg, pozostaja w relacji w, = 2wy /k, gdzie
k=1,2,3,... Oznacza to, ze jesli ta rowno$¢ jest
spelniona, to do wzbudzenia drgan ukladu wolnego

od tarcia wystarczy dowolnie mata amplituda zmian
parametru. W bardziej realistycznym przypadku ukladu
doznajacego oporow niezbedne jest przekroczenie
krytycznej amplitudy zmian. Zmiany o minimalnej
amplitudzie wystarczajacej do wzbudzenia drgan maja
wowcezas czestosé nieco wyzsza od 2w /k. Ze wzrostem
tarcia rezonanse powstale przy duzym k zanikaja.

0,5

wo/wp

1,5

2 2.5 Rysunek obok przedstawia te relacje dla oscylatora
opisanego réwnaniem Mathieu, za pomoca wykresow
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na plaszczyznie (wo/wp, A). Widoczne sa obszary zwane
jezorami niestabilnodci, wyznaczajace wartosci amplitudy
i czestosci zmian, przy ktérych stan bezruchu traci
stabilnosé. Cienkie krzywe startujace z punktéw (k/2,0)
dotycza przypadku bez tarcia. Obszary zacieniowane
odpowiadaja uktadowi doznajacemu oporéw. Ze wzrostem
amplitudy jezory poszerzaja sig, co oznacza, ze im
wieksze sa zmiany parametru, tym mniej Scisle musi by¢
dopasowana ich czesto$¢ do czestosci wlasnej uktadu. Przy
malych amplitudach zmian parametru wzbudzone drgania
maja czestod¢ bliska czestosdci wlasnej uktadu.

Wahadlo matematyczne lub fizyczne jest wygodnym
obiektem, na przykladzie ktérego mozna zademonstrowacé
rézne sposoby wywolywania rezonansu parametrycznego.

Czestos$¢ wlasna wahadla matematycznego zalezy od jego
dlugosci | i od przyspieszenia grawitacyjnego g. Mozemy
modulowaé¢ okresowo oba te parametry.

Spektakularnym przyktadem rezonansu parametrycznego
wahadta o zmiennej diugosci, obowiazkowo wymienianym
w publikacjach poswieconych temu zagadnieniu, jest
ceremonia wprawiania w ruch wielkiej kadzielnicy

w $redniowiecznej katedrze w Santiago de Compostela

w Hiszpanii. Kadzielnica ta, zwana ,,O Botafumeiro”, ma
mase okolo 60 kg i zawieszona jest na linie przerzucone;j
przez blok umocowany pod sklepieniem katedry na
wysokosci okoto 20 m. Kilku mezczyzn pocigga za

line i popuszcza ja rytmicznie. Wahadlo, jakim jest
kadzielnica na linie, zostaje w ten sposéb skracane o okoto
1,5 m, gdy mija polozenie réwnowagi, a wydluzane

na powrdt, gdy osiaga maksymalne wychylenie.

Po siedemnastu okresach (co zajmuje ok. 80 s) wahadlo
wychyla sie o ponad 80°, a kadzielnica dotyka niemal
sufitu. Szesédziesieciokilogramowa masa pedzaca

z predkoscia 50 km/h pélttora metra nad podloga
kosciola robi wrazenie! Komputerowe eksperymenty

z kadzielnica mozna przeprowadzi¢, korzystajac

z symulacji zamieszczonej na stronie internetowe;j
http://www.sciences.univ-nantes.fr/physique/perso/
gtulloue/Meca/Oscillateurs/botafumeiro.html.

Praca wykonana przy skracaniu liny podczas przelotu
kadzielnicy przez punkt réwnowagi nad posadzka kosciota
zwiazana jest z przeciwdzialaniem jej ciezarowi i sile
odsrodkowej. Zwieksza ona energie potencjalng uktadu.
Gdy lina jest popuszczana, ludzie dzierzacy line wykonuja
prace ujemna. Ma ona mniejsza wartos¢ bezwzgledna,
gdyz przy malej predkosci i znacznym wychyleniu
mniejsze sa sita odsrodkowa i sktadowa sily ciezkosci.
Powstaly w ten sposéb ubytek energii wahadta jest

wiec mniejszy od poprzedniego zysku i w konsekwencji
w ciagu kazdej poldéwki okresu wahadlo nabywa energie.
Podobne operowanie lina, ale przesuniete w czasie o poltowe
okresu zmiennosci wywieranej sity, ttumi wychylenia i jest
uzyteczne przy hamowaniu ruchu kadzielnicy.

Drugi ze sposobdéw realizacji rezonansu parametrycznego
wahadla to modulacja efektywnego przyspieszenia
grawitacyjnego ger, wywolana przez okresowa zmiane
wysokoéci jego punktu zawieszenia. Na wahadlo dziala
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wtedy okresowa sita bezwtadnosci skierowana pionowo

w gore lub w dol, ktéra dodaje sie do sity ciezkosci:

get = g + asin(wpt + ¢), gdzie a jest amplitudag
przyspieszenia punktu zawieszenia. Jesli a > g, to
efektywne przyspieszenie bywa zwrécone do gory. Wahadto
tak pobudzane moze wykonywaé rézne rodzaje ruchdéw —
oprocz okresowych drgan takze obroty w jednym kierunku,
kombinacje obu ruchéw oraz ruchy chaotyczne.

Gdy wahadlo zmierza ku polozeniu réwnowagi, punkt
zawieszenia porusza sie ponizej polozenia srodkowego.
Jego przyspieszenie ma zwrot do géry, a wigc na obciaznik
wahadla dziala sila bezwladnosci skierowana w dot. Jej
sktadowa prostopadta do nici zwrdcona jest ku polozeniu
réwnowagi, a wiec rozpedza wahadlo, dostarczajac mu
energii kinetycznej. W kolejnej ¢wiartce okresu, gdy
wahadlo oddalasie od polozenia réwnowagi, przyspieszenie
punktu zawieszenia ma zwrot w dot. Sktadowa prostopadta
sity bezwtadnosci zwrdécona jest teraz od polozenia
réwnowagi, a wiec takze zwieksza energie wahadla,
podnoszac je wyzej.

Warto tu wspomnieé¢ o osobliwym zachowaniu sztywnego
wahadla (ktérego masa skupiona jest na koncu preta,

a nie nici), ktére ma miejsce w wyniku oscylacji punktu
zawieszenia o dostatecznie duzej czestosci i amplitudzie.
W tych warunkach gérne potozenie rownowagi zyskuje
stabilno$¢. Wychylone z tego potozenia wahadlo wykonuje
wokol niego stosunkowo powolne drgania na tle szybkich
oscylacji punktu zawieszenia.

Przykladem dobrze opisywanym za pomocs wahadta
fizycznego jest wspomniana na wstepie hustawka. Aby
ja silnie rozhustaé, pochylamy sie do przodu, gdy jest
wychylona w przéd, a odchylamy sie do tylu w jej
tylnym skrajnym potozeniu. W ten sposéb zmieniamy
parametry decydujace o czestodci drgan wlasnych wahadta
fizycznego, jakie tworzymy wraz z hustawka: jego moment
bezwladnosci i polozenie jego srodka ciezkosci. Czestosé
tych zmian jest réwna czestosci wahnieé¢ hustawki: w, = wo,
tj. k = 2. Wazna jest synchronizacja naszych ruchéw

z ruchem hus$tawki.

Przy wychyleniu naszego ciatla w przéd lub w tyl srodek
ciezkosci wahadla przemieszcza sie w taki sposéb, ze
sktadowa sity ciezkosci prostopadta do linii taczacej
punkt zawieszenia ze srodkiem ciezkosci zwigksza sie
nieco w poréwnaniu z wartoscia, jaka by miala, gdybySmy
siedzieli nieruchomo. Ten przyrost sity wystarcza nie tylko
do podtrzymania matych wahnigé, kompensujac wpltyw
tarcia, ale takze do wydatnego zwiekszenia amplitudy.

Rezonans parametryczny wykryto w ukladach
fizycznych o rozmaitej naturze. Mozna go zaobserwowaé
np. w obwodach RLC, w plazmie poddanej dzialaniu
zewnetrznych pél, w laserach i przy wzbudzaniu fal na
powierzchni cieczy. Rozwaza si¢ go w kosmologicznych
modelach opisujacych kreacje czastek elementarnych oraz
interpretujac oscylacje neutrin. Zjawiska mechaniczne
opisane tutaj (w ktérych, zreszta, rezonans parametryczny
zostal odkryty) maja te zalete, ze mozna je latwo
odtworzy¢ w codziennych warunkach, do czego zachecam.
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Rys. 1. Uktad do wyznaczania sity
tarcia kartonika od napojéw o stél;

s — silomierz, p — kartonik wypelniony
piaskiem, n — nitka, b — powierzchnia
stotu.
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Rys. 2. Spos6b wyznaczenia cigzaru
kartonika od napojéw; s — sitomierz,
p — kartonik wypelniony piaskiem,
n — nitka.
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Rys. 3. Uklad do badania tarcia tocznego;
p — kartonik od napojéw wypelniony
piaskiem, n — nié, o — okragly otéwek lub
kredka, s — silomierz, b — powierzchnia
stotu.

Poznajemy wtasciwosci tarcia. Czes¢ 11:
Wyznaczamy wspoOtczynniki tarcia
Stanistaw BEDNAREK

Kontynuujemy do$wiadczenia dotyczace tarcia. Ich gléwny cel to wyznaczenie
wspotezynnika tarcia dla réznych materiatéw. Poznamy réwniez dodatkowe
czynniki, od ktérych zalezy sila tarcia. Do naszych do$wiadczen uzyjemy
opisanego w poprzednim artykule silomierza. Potrzebne nam beda takze: plaska,
sztywna plytka z dowolnego materialu o rozmiarach okoto 50 x 15 cm, kilka
ksiazek lub grubszych zeszytow do podparcia plytki, arkusz papieru $ciernego,
kawalek tkaniny o rozmiarach zblizonych do papieru $ciernego, kilka okraglych
olowkow lub kredek, olej, duzy arkusz folii lub ceraty, taéma klejaca oraz dostep
do tablic matematyczno-fizycznych.

Na poczatek powtérzymy doswiadczenie z poprzedniego artykulu, w ktorym
badalismy zaleznosé sity tarcia od wielkosci powierzchni przy uzyciu jednego
kartonika wypelnionego piaskiem (rys. 1). Zmierzymy warto$¢ sily tarcia tego
kartonika o powierzchnie stolu. Wiemy juz, ze nie zalezy ona od wielkosci
tracych sie powierzchni, a wiec kartonik mozemy potozyé¢ na dowolnej

Sciance. Zapiszemy otrzymany wynik pomiaru. Wiemy takze, iz wartosc¢ sity
tarcia jest wprost proporcjonalna do wartosci sily nacisku. Dlatego mozna
wprowadzi¢ bardziej uniwersalng wielkosé fizyczna charakteryzujaca tarcie,
ktéra bedzie zalezna tylko od rodzaju tracych sie powierzchni. Ta wielkoscia jest
wspotezynnik tarcia. Wyraza si¢ on nastepujacym wzorem:

(1) ==

We wzorze (1) f oznacza wspélezynnik tarcia, T — wartos¢ silty tarcia T,

a N — wartosé sity nacisku. Wartosé sity tarcia juz znamy. Wartosé sity

nacisku kartonika na stol jest réwna ciezarowi kartonika. Zeby wyznaczy¢ ten
ciezar, przywiagzujemy kartonik do wolnego konca gumki naszego silomierza
trzymanego w pozycji pionowej i odczytujemy jego wskazanie (rys. 2). Nastepnie
podstawiamy obie wartosci do wzoru (1) i obliczamy ich iloraz. Jezeli mamy
obszerne tablice matematyczno-fizyczne lub fizyczne, to mozemy sprobowaé
poréwnac otrzymany wynik z wartoscia podana w tablicach dla pary tracych

si¢ materiatow: papier i drewno. Wartos¢ tablicowa moze jednak réznié sig

do$¢ znacznie od otrzymanego przez nas wyniku, poniewaz sa rézne rodzaje
papieru i rézne gatunki drewna o réznym sposobie wykoniczenia, a wiec i réznych
gtadkosciach powierzchni.

Powyzsze doswiadczenie i obliczenia warto powtorzyé dla innych kombinacji
tracych sie powierzchni. W tym celu zmierzmy sile tarcia kartonika
przesuwanego, na przyklad, po papierze Sciernym oraz po tkaninie, ktére
mocujemy tasdma klejaca do powierzchni stotu przykrytego folia lub cerata.
Na pewno dla kombinacji kartonik—papier $cierny otrzymamy wieksza wartosé
wspoélczynnika tarcia. Warto tutaj dodaé, ze podawane w tablicach wartosci
wspolczynnikow tarcia podczas przesuwania cial zawieraja si¢ w granicach od
okoto 0,01 do 100. Najmniejsza warto$¢ wspolczynnika tarcia wykazuje stop
boru, glinu i magnezu, tylko 0,02. Stal przesuwana po lodzie ma wspolczynnik
tarcia okoto 0,14. Wigksze wartosci wspolczynnikéw tarcia wystepuja podczas
przesuwania cegly po cegle i betonu po betonie (ok. 0,65). Dla przesuwania
gumy po betonie wspoélczynnik tarcia wynosi okolo 1,5. O najwiekszych
wartosciach wspolczynnika tarcia, dochodzacych do 100, napiszemy wiecej

za miesiac.

Dotychczas zajmowaliSmy sie tzw. tarciem suchym, czyli takim, w przypadku
ktérego miedzy tracymi si¢ powierzchniami nie ma cieczy. Mozemy posmarowac
olejem powierzchnie folii lub ceraty przykrywajacej stol i przesuwaé po niej
kartonik, mierzac wartos¢ sity tarcia. Po wykonaniu obliczen dla tej sytuacji
otrzymamy zapewne mniejsza warto$¢ wspoétezynnika tarcia niz dla tarcia suchego.
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Badany w tym doswiadczeniu rodzaj tarcia, w ktéorym miedzy tracymi sig

G~ é_-:?g\—
W naszych dotychczasowych do$wiadczeniach
dotyczacych tarcia jedno cialo przesuwato sig¢

po drugim. W takich przypadkach méwimy o tarciu
posuwistym albo, rzadziej, suwliwym. Czesto jednak
wystepuja takie sytuacje, w ktérych jedno cialo toczy
sie po drugim. Wtedy réowniez ma miejsce tarcie

i nazywa sie ono tarciem tocznym. Tarcie toczne
mozemy zbadaé¢ w uktadzie przedstawionym na
rysunku 3. W tym celu na stole ukladamy w odstepach
1-2 cm kilka okraglych otéwkéw lub kredek, a na nich
ktadziemy kartonik, ktory ciagniemy za pomoca
silomierza z przywiazana nitka.

Mierzymy warto$¢ sity tarcia tocznego i zapisujemy
wynik. Wartoéé sity nacisku w tym przypadku jest
takze réwna ciezarowi kartonika i poprzednio juz

ja zmierzylidémy. Obliczamy iloraz wartosci tych sit

i otrzymujemy wartos¢ wspélczynnika tarcia tocznego.
Jaka jest ta warto$¢ w poréwnaniu z obliczona
poprzednio wartoscia wspolczynnika tarcia posuwistego
kartonika po czystej powierzchni stolu? Zapewne dla
tarcia tocznego ta wartos$¢ jest mniejsza. Dlatego tez
dla zmniejszenia strat energii w wyniku tarcia stosuje
sie réznego rodzaju tozyska toczne, np. kulkowe lub
waleczkowe, w ktérych tarcie posuwiste zastapiono
tarciem tocznym. Zeby jeszcze bardziej zmniejszyé tarcie
i zapobiec szybkiemu zuzywaniu tracych sie elementow,
tozyska te sa smarowane. W naszym ukladzie
doswiadczalnym mozemy wyznaczy¢ wspolczynnik
tarcia tocznego ze smarowaniem, wykonujac poprzednio
opisane doswiadczenie na kawalku powierzchni stolu
posmarowanej olejem. Wartosci wspotczynnikéw

tarcia tocznego sa znacznie mniejsze niz tarcia
poslizgowego. W sprzyjajacych warunkach, np. podczas
toczenia sie kulki stalowej po smarowanej powierzchni
stalowej, wspotczynnik tarcia tocznego moze wynosié
tylko 0,00001.

Nasze dotychczasowe doswiadczenia dotyczyty

tarcia podczas ruchu ciat. Takie tarcie nazywa

sie tarciem kinetycznym, ale, jak juz wspomniano

w poprzednim artykule, tarcie wystepuje réwniez
miedzy spoczywajacymi ciatami. Tarcie to nazywane
jest tarciem spoczynkowym lub statycznym. Zajmiemy
sie teraz wyznaczeniem wspélczynnika tego tarcia.

W tym celu skorzystamy z plaszczyzny nachylonej

pod pewnym katem do poziomu, nazywanej w fizyce
réwnia pochyla (rys. 4). Plaska i sztywna plytke
ktadziemy na stole, a na niej w poblizu krétszego boku
umieszczamy kartonik od napojéw wypelniony piaskiem.

Powoli podnosimy krétszy bok ptytki, czyli réwni
pochytej, po stronie lezacego kartonika i obserwujemy
jego zachowanie. Stwierdzamy, ze przy odpowiednio
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powierzchniami znajduje sie ciecz, nazywany jest tarciem mokrym albo tarciem
ze smarowaniem. Smarowanie jest jednym ze sposobow zmniejszania tarcia.
Sposob ten znany byt juz w starozytnym Egipcie, gdzie podczas transportu
ciezkich blokéw skalnych, uzywanych do budowy piramid, wylewano olej

pod plozy san, na ktorych znajdowaly sie bloki. Dzi§ réznego rodzaju oleje

i smary uzywane sa powszechnie.

malym kacie nachylenia réwni a kartonik pozostaje

w spoczynku. Jezeli jednak zwiekszymy ten kat powyzej
wartodci granicznej o, to kartonik zacznie sie zsuwac.
Wiasnie ten graniczny kat nachylenia rowni pochytej
odpowiada maksymalnej wartosci sily tarcia statycznego.
Ustalamy maksymalne nachylenie rowni, przy ktérym
kartonik jeszcze sie nie zsuwa, przez podlozenie
odpowiednio grubego stosu ksigzek lub zeszytow.
Mierzymy linijka odleglo$é¢ gérnego brzegu réwni od
stotu oraz odleglo$¢ w poziomie migdzy gérnym i dolnym
brzegiem réwni. Stosunek tych dwoch wielkosci jest
tangensem granicznego kata nachylenia o.

Rys. 4. Uktad do badania tarcia przy uzyciu réwni pochytej;

p — kartonik od napojéw wypelniony piaskiem, r — réwnia pochyla,
b — powierzchnia stolu, k — ksigzka, W — cigzar kartonika, N — sita
nacisku kartonika na réwnie, F — sila $ciggajaca kartonik z réwni,
T — sila tarcia, o — kat nachylenia réwni.

W celu wyprowadzenia wzoru na wspolczynnik tarcia
ciala umieszczonego na rowni pochytej roztézmy cigzar
kartonika W na sktadowa prostopadta do réwni,

czyli site nacisku N (N = W cos ), oraz skladowa
réwnolegla do réwni F (F' = W sin ), ktéra dazy do
Sciagniecia kartonika w dot. Wykorzystajmy definicje
wspOlezynnika tarcia (1) dla F =T, co pozwoli nam
obliczy¢ wspdlezynnik tarcia statycznego fs dla ciala
lezacego na réwni pochylej:

(2) .fs:tgag'

Warto réwniez polozy¢ plytke poziomo na stole

i w poprzednio opisany sposéb wyznaczy¢ dla pary
materialéw plytka-kartonik wspotczynnik tarcia
kinetycznego, ktorego wartos¢ jest nieco mniejsza od
wartosci wspolezynnika tarcia statycznego. Wskutek
niewielkiej doktadnosci naszego sitlomierza réznica
ta moze by¢ jednak trudna do wykrycia. Dlatego dla
zwiekszenia dokltadnosci nalezy kilka razy powtorzy¢
pomiary w obu doswiadczeniach i obliczy¢ wartosci
srednie. Mozemy takze posmarowac plytke olejem

i sprébowaé wyznaczy¢ wspotezynniki tarcia statycznego
i kinetycznego ze smarowaniem.



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Samoelektryzowanie sie pytu

Na zdjeciu obok widaé¢ erupcje wulkanu Chaitén

w poludniowym Chile, ktéry zdawal sie wygasly przez
prawie 10 tysiecy lat, by w katastroficzny dla pobliskiego
miasta o tej samej nazwie sposéb przebudzi¢ sie 2 maja
2008 roku. Nie mniej spektakularne sa wyladowania
roz$wietlajace noc.

A nam brakuje pokory wobec sil natury. Czyz nie jeste$my
przekonani, ze cho¢ (jeszcze) nie potrafimy zapanowaé
nad zywiotami, to przeciez $wietnie je, przynajmniej jako
ludzkosé, rozumiemy? Nie musimy juz odwolywacé sie do
gromowladnego Zeusa, zeby opisaé piorun. Czyz nie wiemy,
jak on powstaje?

A jednak. Nadal nie do konca wiadomo, w jaki sposéb
elektryzuja sie drobiny. Zjawisko jest do$é¢ powszechne.
Elektryzuja sie krysztatki lodu w chmurach burzowych,
pyly wulkaniczne w czasie erupcji wulkanow, piasek
podczas burz piaskowych (zdjecie ponizej), pyl weglowy
w kopalniach, toner w drukarkach itp. Niekoniecznie
wszystkie te zjawiska maja wspélne wyttumaczenie. Moze
by¢ ich wiele.

Niedawno ukazala sie praca [1], ktéra moze by¢ istotnym
przyczynkiem do zrozumienia niektorych z tych zjawisk.
Autorzy probuja znalezé odpowiedz na dwa pytania:

W jaki sposéb drobiny izolatora przenosza olbrzymie
tadunki? W jaki sposob drobiny identycznego materiatu
moga si¢ wzajemnie elektryzowac? Przeciez nieustannie
sie¢ zderzajac, powinny sie neutralizowac.

Wedtug autoréw jest doktadnie na odwrdt. Drobiny,
zderzajac sie, laduja sie zamiast sie¢ neutralizowaé,
pod warunkiem, ze chmura znajduje si¢ w silnym polu
elektrycznym. Matla, swobodnie unoszaca si¢ czastka
dielektryka polaryzuje si¢ w obecnosci zewnetrznego
pola elektrycznego. Jezeli dwie takie drobiny zderza
sie mniej wiecej wzdluz kierunku zewnetrznego pola,
to moga wzajemnie zneutralizowaé tadunki znajdujace
si¢ na stykajacych si¢ w trakcie zderzenia fragmentach
ich powierzchni, ale to, paradoksalnie, prowadzi do
naelektryzowania czastek, a nie neutralizacji. Mozna
to wyjasni¢ nastepujaco. Przed zderzeniem byty one
tylko dipolami elektrycznymi, a po zderzeniu, ktére
zneutralizowalo jedna strone kazdego z dipoli, kazda

z czastek ma niezerowy tadunek. Autorzy argumentuja
dalej, ze po roztaczeniu czastki ulegna ponownej
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polaryzacji. W konsekwencji kazde zderzenie czastek
przyczynia sie do rozwarstwienia tadunku w chmurze.

Czy ten prosty mechanizm rzeczywiscie dziata? Autorzy
przekonuja o tym za pomoca symulacji oraz pomystowego
eksperymentu w malej skali.

Proponowane podejicie ma sprawdzalne przewidywania,
jezeli chodzi o wielko$¢ efektu oraz jego zaleznosé od takich
parametréw, jak Srednia predkosc czastek, ich koncentracja
itp. Model przewiduje, ze srednie naelektryzowanie
pojedynczej czasteczki bedzie najwieksze dla posrednich
gestosci. Dla malych zderzenia beda zbyt rzadkie, a dla
duzych, na skutek skonczonej sprezystosci drobin, spada
ich érednia predkos¢. Przedstawione w pracy wyniki
symulacji potwierdzaja przewidywany obraz.

Jednakze w symulacji uzyte sa te same uproszczenia

co przy budowie modelu analitycznego. W celu
sprawdzenia ich poprawno$ci autorzy przeprowadzili
eksperyment ze szklanymi kulkami o srednicy 1,6 mm.
Kulki zostaly umieszczone w pojemniku umozliwiajacym
wdmuchiwanie powietrza od dotu. Za kazdym

razem strumien powietrza byl zwigkszany tylko do
momentu uzyskania ,,poruszenia-fluidyzacji” czastek

w pojemniku. Nastepnie przykladano do metalowych
plyt umieszczonych pod i nad pojemnikiem réznice
potencjalow 30kV, uzyskujac natezenie pola okoto
300kV/m. Poniewaz bezposredni pomiar tadunku kulek
nie byl mozliwy, z koniecznosci zadowolono sie zliczaniem
unoszacych sie kulek w wybranym okienku na zdjeciach
poklatkowych. Ponownie uzyskano dobra zgodno$¢ migedzy
eksperymentem, symulacja i modelem analitycznym.

Cytowana praca na pewno udowadnia, ze zderzenia drobin,
zamiast do neutralizacji tadunku, moga prowadzi¢ do
jego wzrostu. Mechanizm ten wyjaénia réwniez transport
ladunku wewnatrz chmury. Nie wiadomo jednak, skad
miatoby sie bra¢ niezbedne pole elektryczne. Naturalna
réznica potencjaléw miedzy jonosfera a powierzchnia
Ziemi, wedlug autoréw, nie wystarcza. Mechanizm

ten nie ttumaczy wszystkich rodzajéw elektryzowania.
W szczegdlnosci sposéb roznicowania tadunku w chmurach
burzowych jest inny, bo roztozenie tadunku ma przeciwny
znak, ale o tym, jak wida¢, innym razem.

Piotr ZALEWSKI

[1] T.P&ahtz, H. J. Herrmann i T. Shinbrot,
Why do particle clouds generate electric charges?,
Nature Physics, 11/04/2010, doi:10.1038/nphys1631



Stowarzyszenie na rzecz Edukacji Matematycznej

W,
MY

www.sem.edu.pl

20. marca 2010 odbylo sie doroczne Walne Zgromadzenie cztonkéw SEM.
Omawiano dziatalno$¢ Stowarzyszenia w ubieglym roku i dyskutowano o planach
na przysztosé. Walne Zgromadzenie postanowilo rozszerzy¢ o jedna osobe sktad
Zarzadu SEM i wybralo do pelnienia tej funkcji Barbare Roszkowska-Lech.

W tym samym dniu odbyty sie tez zawody finatowe V Olimpiady
Matematycznej Gimnazjalistéw. Wzielo w nich udzial 160 uczniéw. Mieli oni
do rozwigzania b zadan w ciagu 3 godzin.

Uroczyste zakonczenie tej edycji OMG odbylo sie¢ nastepnego dnia. Uczestniczyl
w nim m.in. wicemister Edukacji Narodowej, Zbigniew Wlodkowski. Komitet
Gléwny OMG postanowil przyznaé:

tytul laureata I stopnia 7 uczniom.

tytul laureata II stopnia 13 uczniom,;

tytul laureata III stopnia 28 uczniom;

tytut laureata IV stopnia 52 uczniom;

Wielu uczniéw, ktérzy brali udzial w OMG, odnosi sukcesy w Olimpiadzie
Matematycznej. Wsrod finalistéw aktualnej edycji Olimpiady znalazlo sie
56 finalistéw poprzednich czterech edycji OMG.

Zadania z finatu V. OMG i szkice ich rozwigzan przygotowane przez Komisje
Zadaniowa Komitetu Gléwnego (takze liste finalistéw i nagrodzonych uczniéw)
mozna znalez¢ na stronie www.omg.edu.pl

Spoéjrzmy na zadanie 1:

Dane sq takie liczby catkowite a,b,c > 1, Ze najwiekszy
wspolny dzielnik liczb a — 1, b — 1, ¢ — 1 jest wigkszy
od 1. Udowodnij, ze liczba abc — 1 jest zloZona.

Zadanie to mozna rozwiazaé nieco inaczej niz

w firmowym” szkicu, postugujac sie kongruencjami,
ktére szeroko sa oméwione w dodatku do broszury

I Olimpiada Gimnazjalistow. Przypomnijmy, ze dla
danej liczby naturalnej n > 1 i danych liczb calkowitych
a,b, zapis a = b (mod n) oznacza, ze liczba a — b

jest podzielna przez n. To wlasnie jest okreslenie
kongruencji liczb a, b wzgledem n (lub, jak sie na ogél
moéwi, modulo n). Jest wiec to jakby réwnosé tych
liczb, gdy uwzglednia si¢ tylko podzielnosé przez n
(doktadniej, jezeli a = b (mod n), to liczby a i b

przy dzieleniu przez n daja jednakowe reszty). Ta
specyficzna ,réwnos¢” ma wiele wlasnosci podobnych
do zwyklej réwnosci. By rozwiazaé zadanie 1, wystarczy
wiedzieé, ze jesli a = b (mod n) oraz ¢ = d (mod n),
to ac = bd (mod n). Zalézmy, ze n jest najwiekszym
wspolnym dzielnikiem danych w zadaniu liczb a — 1,
b—1, ¢ — 1. Uzywajac kongruencji, mozemy napisac,
zea=1 (modn),b=1 (mod n), c=1 (mod n).
Teraz korzystajac ze wspomnianej wyzej wlasnosci,
otrzymujemy abc = 1 (mod n). W efekcie abe — 1 jest
podzielne przez n i juz.

Patrzac na to rozwiazanie wnikliwiej, dosé tatwo
dostrzezemy, ze jest ono wladciwie takie samo,
jak rozwiazanie ,firmowe”. Niemniej jednak, gdy
kto$ potrafi postugiwaé sie kongruencjami, moze
zaoszczedzié sobie rachunkéw.

Zadanie to mozna uogdlni¢ nastepujaco: Dane sg takie
liczby catkowite aq, aq, ..., a,, wicksze od 1, ze najwigkszy
wspélny dzielnik liczb a1 — 1,a2 — 1,...,a, — 1 jest
wiekszy od 1. Udowodnié, ze liczba ajas - --a, — 1 jest
ztozona. Dowdd z pomoca kongruencji nie powinien
nikomu sprawi¢ ktopotow.

A oto zadanie 4:
Danych jest pie¢ dodatnich liczb rzeczywistych. Wykaz,
ze sposrod tych liczb mozna wybraé takie dwie liczby a, b,
dla ktorych

1 1 1

0< 14+a 1+ ST
Zadanie to mozna rozwiazaé, odwolujac sie do
tzw. Zasady Szufladkowej Dirichleta, o ktérej jest
mowa w dodatku do tej samej broszury. Glosi
ona rzecz oczywista — jesli umiescimy 5 krélikow
w 4 klatkach, to w ktorej$ z tych klatek musza
znalez¢ si¢ przynajmniej dwa kroliki. Przypomnijmy;,
ze po pewnych przeformutowaniach, o jakich
mozna przeczyta¢ w rozwiagzaniu ,firmowym”,
sprowadza sie ono do wykazania, ze jesli dane sa
liczby 1 >y > y2 > --- > y5 > 0, to réznica miedzy
dwiema sposrod liczb yq,yo, . .., ys jest nieujemna
i jednoczesnie mniejsza od 1/4. Te liczby to beda
nasze ,kroliki”. ,Klatkami” beda odcinki (0, 1/4],
(1/4,1/2], (1/2,3/4], (3/4,1). Mamy wiec 5 krolikéw
w 4 klatkach. Zatem przynajmniej dwa kréliki musza
by¢ w jednej z tych klatek. Wszystkie klatki maja
szeroko$é 1/4, wiec dwa kroéliki siedzace w jednej klatce
siedza w odleglosci nie wiekszej niz 1/4. Chyba juz
widad, ze to jest rozwigzanie.

Warto wigc zaglada¢ do broszur OMG.
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Klub 44

Termin nadsylania rozwiazan:
31 VIII 2010

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoécig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspoélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z fizyki nr 500, 501
Redaguje Jerzy B. BROJAN

500. Naderer i Fedal graja w tenisa, a za ich plecami kibice mierza odstepy
czasu miedzy uderzeniami, postugujac sie mikrofonami podlaczonymi do zegaréw
elektronicznych. Po meczu trwa wymiana opinii:

— Musze przyznaé, ze ten twj Fedal wali jak z armaty! Czas lotu pitki po jego
uderzeniu jest o cale 20% krétszy od lotu po uderzeniu Naderera!

— Mito mi to styszeé, ale chyba si¢ pomylite$! To po uderzeniu Naderera czas
lotu pitki jest o 15% krotszy!

Ile wynosi predkosé¢ pitki po uderzeniu jednego i drugiego gracza?

501. Obrys taboretu jest szeScianem o boku 60 cm, blat jest cienkim jednorodnym
kwadratem, nogi sa cienkie i jednakowe, ich laczna masa jest réwna masie blatu,
a wspolezynnik tarcia o podtoge wynosi 0,4. Odchylono taboret na dwéch nogach
od pionu prawie do punktu réwnowagi nietrwalej i puszczono, po czym opadl do
normalnej pozycji. Reakcja podlogi wzdluz osi pionowej jest niesprezysta. Czy

po opadnieciu nastapi oderwanie si¢ od podtogi tych nég, ktére dotychczas jej

dotykaly? O ile przesunal sie taboret po opadnieciu? Wystarczy ocena przyblizona.

Rozwigzania zadan z numeru 2/2010

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
488 (WT = 1,00) i 489 (WT = 2,98)
z numeru 12/2009

Przypominamy tresé¢ zadan:

492. Pocigg o masie 500 ton zostal rozpedzony na drodze 300 m od spoczynku do predkosci 20 m/s

przez lokomotywe, ktérej moc byla stata. Oblicz warto$¢ tej mocy.

Krzysztof Magiera Losiow 42,20
Michatl Kozlik Gliwice 32,92
Jerzy Witkowski  Radlin 24,98

493. Sitlomierz wazy 1 N i daje dokltadne wskazania, gdy jest w pozycji poziomej. Gdy zawieszono go
za jeden koniec, wskazanie silomierza bylo réwne Fi, a gdy za drugi, wskazanie bylo rowne Fy. Czy

zawsze musi by¢ spelnione réwnanie F; 4+ F> = 1 N7

492. 7 bilansu energii wynika réwnanie Pt = %mvz,

czyli
ds 2Pt
v=— =4/—.
dt m

Calkujac, wyznaczamy zaleznosé¢ drogi od czasu

s = \/£2t3/2.
m 3

Po wyeliminowaniu z tych réwnan czasu t otrzymujemy
wynik

mv3

P=—=44MW.
3s
493. Rozwazmy typowy sitomierz, ktérego wskazanie
pochodzi z wydtuzenia sprezyny. Oczywiste jest,
ze podane réwnanie jest spelnione dla niewazkiej
sprezyny (wtedy pozostale elementy silomierza mozna

przedstawié jako dwa ciezarki dotaczone do jej koncéw).

Rozpatrzmy zatem najprostszy przypadek przeciwny,
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w ktérym sprezyna ma ciezar P skupiony w jej $rodku
jako punkt materialny, natomiast pozostate sktadniki
cigzaru silomierza pominmy. Jesli dla kazdej z potéwek
podzielonej sprezyny zalezno$¢ wydluzenia x od sity F
jest opisana funkcja f (funkcje odwrotng oznaczymy
jako g), to w przypadku zawieszenia silomierza pionowo
wydluzenie jednej ze sprezynek jest réwne f(P),

a drugiej — réwne zeru. Laczne wydluzenie f(P) jest
takie samo, jak dla poziomo ustawionego silomierza,

w ktérym wydluzenie kazdej ze sprezynek jest réwne
f(P)/2, czyli wskazanie sitomierza wynosi g(f(P)/2).
Podane réwnanie sprowadza si¢ wiec do warunku

P =29(f(P)/2).
Jest on spelniony, gdy zalezno$¢ sity od wydluzenia
jest proporcjonalna (prawo Hooke’a), jednak w innych
przypadkach — nie. Z praktycznego punktu widzenia
nieliniowa skala silomierza bylaby, co prawda, dziwna,
ale wykluczy¢ jej nie mozna.



Klub 44
®

1-44

Termin nadsylania rozwigzan:
31 VIII 2010

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
587 (WT =2,67) i 5838 (WT = 1,30)
z numeru 10/2009

Tomasz Tkocz Rybnik 47,10
Tomasz Wietecha Tarnéw 41,46
Witold Bednarek Lodz 40,89
Adam Woryna Ruda SI. 38,58

Franciszek S. Sikorski Warszawa 37,27

Tomasz Tkocz drugi raz zalicza
czterdziedci cztery punkty (jak widad,
z niezlym naddatkiem).

@

Rozwigzanie zadania F 765.

Przy zmianie objetosci z V do V/2
para zwieksza ci$nienie, ale nie ulega
kondensacji. Dalej nastepuje skraplanie,
przy czym ci$nienie pary wodnej
pozostaje stale i réwne 2p. Zatem
skropli sie polowa pary wodnej

w naczyniu, czyli m = 0,5ur =9 g.

Zadania z matematyki nr 603, 604
Redaguje Marcin E. KUCZMA

603. Na niektorych polach kwadratowej planszy o parzystych wymiarach n x n
stoja pionki. Co sekunde jeden z pionkéw przechodzi na wolne pole sasiednie

(tj. majace wspdlny bok z polem, na ktérym ten pionek stal). Po pewnym

czasie wszystkie pionki znalazlty sie na swoich wyjsciowych pozycjach. Okazalo
sie ponadto, ze kazdy pionek wykonat n? ruchéw i odwiedzit wszystkie pola
planszy. Dowies¢, ze byl moment, w ktérym zaden pionek nie stal na swoim polu
wyjsciowym. Czy moglo sie zdarzy¢, ze byt dokladnie jeden taki moment?

604. Dana jest liczba naturalna n > 2. Znalezé wszystkie uktady liczb
rzeczywistych x1,...,x,, spetlniajace ukltad réwnan

T+ ... +txTy =m0, :c%Jr...erfL:n
oraz nieréwnoéci x; < 2dlai=1,...,n.

2

Zadanie 604 zaproponowal pan Witold Bednarek z Y.odzi.

Rozwigzania zadan z numeru 2/2010

Przypominamy tresé zadan:

595. Na bokach AB, BC, CD, DA czworokata wypuklego ABCD odlozono odcinki AK, BL,
CM, DN jednakowej dlugosci. Dowies¢, ze jezeli czworokat K LM N jest kwadratem, to takze
czworokat ABCD jest kwadratem.

596. Dla kazdej pary dodatnich liczb catkowitych m,n obliczy¢ najwiekszy wspolny dzielnik liczb
u=(n+1)" —norazv=(n+1)""? —n.

595. Z punktu L prowadzimy pdlprosta, przecinajaca prosta AB prostopadle,
i odkladamy na niej odcinek LE dlugosci |LE| = |LB|. Odleglo$¢ punktu L od
prostej AB nie przekracza |LB|, wigc odcinek LE ma punkt wspélny z prosta
AB, wobec czego

(1) |XLKE|> |XLKB].
Réwnosé zachodzi tylko wtedy, gdy AB 1 BC, czyli punkt E pokrywa sie z B.
Skoro K LM N jest kwadratem, mamy réwnosci

|LK| =|KN| |[XELK|=|xAKN|.
Laczac je z rownoscia |LE| = |LB| = |K A| widzimy, ze tréjkat ELK przystaje
do AKN. Zatem |<LKE| = |<KNA|, skad wobec (1) otrzymujemy nieréwnosé
| <K NA| > |«XLKB|. Przesuwajac cyklicznie oznaczenia wierzcholkéw
czworokatéw ABCD i KLMN dostajemy ciag nieréwnosci

|«KNA| > |«<LKB| > |{MLC| > |<NMD| > |[*KNA|.
Wszystkie one musza by¢ réwnosciami.
Rownos$¢ w (1) oznacza, ze AB 1 BC oraz E = B. Tak wiec trojkat BLK
przystaje do AKN, zatem |NA| = |K B|. Przez cykliczna analogie wnosimy, ze
kolejne boki czworokata ABC'D sa prostopadle, za$ odcinki NA, KB, LC, M D
maja réwne dlugosci. To znaczy, ze ABC'D jest kwadratem.

oraz

596. Przypusémy, ze NWD(u,v) = d > 1. Spelnione sa kongruencje
(2) (n+1)™=n oraz (n+1)""? =n (mod d).
Wynika z nich, ze liczba d nie ma wspdélnego dzielnika pierwszego ani
z liczba (n + 1)™, ani z n. Odejmujac zwiazki (2) otrzymujemy zaleznosé
(n+1)m*+2 — (n+1)" =0 (mod d), czyli
(n+1)"n(n+2) =0 (mod d).
Czynniki (n + 1)™ oraz n sa wzglednie pierwsze z d, wobec czego
n+2=0, czyli n = —2 (mod d). Pierwsze réwnanie (2) méwi teraz, ze
(=1)™ = —2 (mod d). To za$ oznacza, ze m jest liczba parzysta i ze d = 3;
a ponadto n = —2 =1 (mod 3).
Wykazalismy wigc, ze jedynymi mozliwymi wartosciami NWD(u, v) sa liczby
11 3; oraz, ze jesli nie sa spelnione warunki
(3) m=0 (mod 2), n=1 (mod 3),
to NWD(u,v) = 1. Na odwrét, jezeli warunki (3) sa spelnione, to z okreslenia
liczb w, v dostajemy u =2™ — 1 =0 = v (mod 3), wiecc NWD(u,v) = 3.
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Rozwigzanie zadania M 1279.
Oznaczmy przez O $rodek okregu
opisanego na tréjkacie ABC'.

Wéwezas AO = BO = CO oraz
LAOB = 2XACB = 90°. Wobec tego

1 2
OM = SAB  oras OC:%ABA

Zatem na mocy nieréwnosdci tréjkata
otrzymujemy

s

2 1
OM < CO+OM = ““AB + - AB,

skad teza.

Patrz w niebo: Ogdlna teoria wzglednosci

Nagrody Nobla z astronomii nie przyznaje si¢. Niemniej kilka razy odstapiono od
tej zasady i np. w roku 1993 nagrode te¢ otrzymali Joseph Taylor i Russell Hulse za
odkrycie w 1974 roku podwdjnej gwiazdy neutronowej. Obiekt ten stwarzal okazje
do sprawdzenia pewnych efektéw przewidywanych przez ogdlna teorie wzglednosci.
Jeden ze skladnikéw uktadu podwdjnego jest pulsarem, a wieloletnie monitorowanie
jego pulséw pokazalo, ze okres obiegu gwiazd sktadowych skraca sie, co dowodzi
zacie$niania si¢ orbit gwiazd w tempie 3 m rocznie. Fizycznym powodem tego
zjawiska bylaby utrata energii uktadu przez wypromieniowanie fal grawitacyjnych.
Oceny mas gwiazd i tempa utraty energii kaza wierzy¢, ze gwiazdy nie spadna
wzajem na siebie przed uplywem 320 mln lat, a aktualny przebieg zaciesniania sie
orbit doskonale zgadza si¢ z teoria.

Na poczatku XXI wieku odkryto inny tego rodzaju uklad, ktéry stal si¢ jeszcze
lepszym laboratorium fizycznym. Jego symbol katalogowy to PSR, J0737-3039,
alezy on w Wielkim Psie. Gwiazdy skladowe dzieli odleglosé 800 000 km (podwojona
odleglosé Ksiezyca od Ziemi), obiegaja sie w czasie 2,4 h, a orbity zacie$niaja sie
w tempie 20 m rocznie, przez co uktad ma przed soba jeszcze co najmniej 85 mln lat.
Monitorowanie jego pulséw doprowadzito ponadto do stwierdzenia przesuwania
si¢ pericentrum jednej gwiazdy wzgledem drugiej z predkoscig 17° na rok, czyli
cztery razy szybciej niz dla pulsara Hulse’a-Taylora, a 150 000 razy szybciej niz
porusza sie perihelium Merkurego wokol Stonca. Jeszeze jeden przewidywany
relatywistyczny efekt mogltby przejawié¢ si¢ w ,,niebezpiecznie” krotkim czasie.
Mianowicie okres precesji osi pulsara oceniono na 75 lat, wskutek czego strumien
promieniowania radiowego mogtby rychlo przestaé¢ trafia¢ w Ziemig. Te bardzo
subtelne przewidywania maja ogromne znaczenie dla stanu fizyki w ogéle. Dopoki
bowiem zgadzaja sie z obserwacjami, w fizyce panuje ogolna rados¢ i spokéj,
gdy natomiast przestana zgadzaé sie z obserwacjami cho¢by w jednym punkcie,
trzeba bedzie powaznie to przeanalizowa¢ i moze poszukaé stabych stron teorii
wzglednosci. Jak dotad, uczeni nie maja motywacji, aby to robi¢, a w kazdym razie
obecnie malo jest badaczy chetnych do rozwijania teorii ogélniejszych, znacznie
trudniejszych matematycznie — i co najmniej tak samo dobrze jak ogdlna teoria
wzglednosci zgadzajacych sie z danymi obserwacyjnymi.

Tomasz KWAST

Czerwiec

W najdtuzsze teraz noce w poblizu zenitu widzimy okazaly gwiazdozbiér Wolarza,
a na zachdd od niego leza dwa niepozorne gwiazdozbiory: Psy Gonceze i Warkocz
Bereniki. Najjasniejsza gwiazda w Psach Goncezych, Serce Karola (nazwe te nadat
gwiezdzie Halley na cze$¢ kréla Karola IT), ma jasno$é 2,9 mag, inne gwiazdy w obu
gwiazdozbiorach sa jeszcze stabsze. Tak wiec obserwator z lornetka nie dojrzy
tam latwo wiele interesujacego, za to z wigkszym teleskopem, a tym bardziej

z astrografem — owszem. Bowiem na obszarze obu tych gwiazdozbioréw znajduje
sie mnéstwo galaktyk, z ktorych najjasniejsze maja okolo 8 mag. Stynna piekna
galaktyka spiralna Wir (M51) w Psach Goficzych wcale nie jest tu najjasniejsza,
cho¢ nie ulega watpliwosci, ze najefektowniejsza — ale dopiero na zdjeciu. Jej jasnosé
wynosi 10,1 mag, a odlegtos¢ 7 Mpc. Wiele tysiecy galaktyk w Warkoczu Bereniki
tworzy obfita gromade, najblizsza Ziemi regularng gromade galaktyk. Jej centrum
lezy w odlegtosci niemal 100 Mpc.

Wenus jest w Raku i wieczorem zachodzi wkrétce po Stoncu. Mars jest we Lwie
i widaé¢ go w pierwszej polowie nocy. Jowisz jest w Rybach i wida¢ go w drugiej
potowie krétkiej nocy. Saturn jest w Pannie i widaé¢ go wieczorem niewiele
dhuzej od Marsa. Néw Ksiezyca wypada 12 VI, a pelnia 26 VI, kiedy to nastapi
czeSciowe zaémienie Ksiezyca, ale w Europie bedzie akurat koto potudnia.
Zakry¢ jasnych gwiazd w czerwcu nie bedzie, przewidywalnych rojow meteorow
tez nie. Wladciwie bedzie nawet gorzej, bo 21 VI nastapi przesilenie letnie,
zatem w zasadzie rozpocznie si¢ lato, ale dni zaczna si¢ juz skracaé. Pociecha
w tym, ze jeszcze przez kwartal beda dluzsze od nocy. Milych wakacji!

T. K.
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Rys. 1. Liczby széstkowe: hy = 1, ha = 7,
hs =19,...

Rys. 2. Francuskie stodycze calissons
maja ksztalt zblizony do takich rombdéw
i bywaja sprzedawane w sze$ciokatnych
pudetkach.

Rys. 4. Calissons przestrzennie.

X
C .7 B
A
Rys. 5
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Zobaczy¢ przestrzennie Joanna JASZUNSKA

W poprzednim deltoidzie zaprezentowano kilka zadan z geometrii plaskiej,
rozwigzanych poprzez ,wyjscie w przestrzen”. Oto gar$¢ kolejnych przyktadéw
na to, ze warto plaskie rysunki postrzegac jako ilustracje sytuacji tréjwymiarowych.

1. Rysunek 1 przedstawia definicje liczb szdstkowych. Sformutuj wzér ogdlny
na h,, oraz wzér na sume hy + ho + ...+ hy,.

2. W pudetku w ksztalcie szeSciokata foremnego o boku dlugosci n uktadamy
romby o boku dlugosci 1 1 kacie 60° (rys. 2). Kazdy z rombéw ma krétsza
przekatna réwnolegta do ktorego$ z bokéw szesciokata, mozna zatem wyrdznié
trzy orientacje rombéw. Wykaz, ze przy kazdym wypelnieniu pudelka zawsze
jest tyle samo rombow kazdej z trzech orientacji.

3. Dany jest trojkat ABC oraz punkt P w jego wnetrzu. Punkty X,Y, Z sa
obrazami punktu P w symetriach odpowiednio wzgledem $rodkéw odcinkow
BC, AC, AB. Wykaz, ze proste AX, BY,CZ przecinaja sie w jednym punkcie.

4. Okregi O, O, O3 wszystkie maja promien r i przecinajg si¢ odpowiednio:
01 z O3 w punktach C' i P, Oy i O3 w punktach B i P, Oy i O3 w punktach
A i P. Udowodnij, ze okrag opisany na tréjkacie ABC réwniez ma promien r.

Rozwigzania

R1. Spéjrzmy na rysunek 1 przestrzennie (rys. 3).

Rys. 3. Liczby szostkowe przestrzennie.
Czy teraz widaé, ze h, = n — (n— 1)3 oraz ze hi +ha + ...+ hy, =037 0

R2. Romby o jednej orientacji pokolorujmy na czarno, o drugiej na szaro, o trzeciej
pozostawmy bialte (rys. 4). Nastepnie spojrzmy na rysunek 4 przestrzennie, raz
»Z gory”, raz .z lewej”, a raz ,z prawej”’ strony. [

R3. Punkty P, A, Z, B tworzg rownoleglobok, bo $§rodek boku AB jest zarazem
srodkiem odcinka PZ (rys. 5). Podobnie PBXC i PCYA sa réwnolegtobokami.
Kolorowa cze$é¢ rysunku 5, widziana przestrzennie, to pewien réwnolegloscian. Odcinki
AX, BY i CZ przecinaja si¢ w jednym punkcie jako jego przekatne.

Dla punktu P na zewnatrz tréjkata ABC rozwiazanie jest analogiczne. [J

R4. Narysujmy promienie okregéw ze srodkéw do punktéw A, B, C, P. Wszystkie sa
réwne, wigc otrzymane trzy czworokaty sg rombami (rys. 6).

C c

& &

Rys. 6 Rys. 7

Patrzac przestrzennie na utworzona przez nie figure, mozna dostrzec réwnolegloscian.
Ma on 6smy, niezaznaczony dotychczas wierzchotek, nazwijmy go S (rys. 7). Wracajac
do sytuacji ptaskiej, na rysunku 7 widzimy, ze SA =SB = SC = r. Punkt S jest

wiec srodkiem okregu o promieniu r, opisanego na trojkacie ABC. Dla punktu P

na zewnatrz tréjkata ABC rozwiazanie jest analogiczne. [

Zachecam, by dowies¢ dodatkowo, ze punkt P jest ortocentrum tréjkata ABC.
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