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Rys. 1. Utamki jako punkty i wektory,
poréwnywanie utamkéw.

*Instytut Informatyki UW

Ciagi Fareya
Jakub PAWLEWICZ"

Jak szybko wypisaé¢ wszystkie ulamki z przedziatu [0, 1] o mianownikach
nieprzekraczajacych 8, posortowane rosnaco? Bedzie to tak zwany cigg Fareya
rzedu 8. Nastepujaca technika dziala zaskakujaco dobrze. Zaczynamy od listy

01
sktadajacej si¢ z dwoch utamkéw: T Nastepnie miedzy kazde kolejne dwa

ulamki wstawiamy utamek o liczniku bedacym suma ich licznikow i mianowniku
bedacym suma mianownikow. Powtarzamy to tak diugo, az nie bedziemy mogli
wstawi¢ juz zadnego ulamka o odpowiednio malym mianowniku. I tak, miedzy

— 1 — wstawiamy E = 1
1 1+1 2
011
17271
Miedzy % i % wstawiamy % = %, a miedzy % i % wstawiamy ;—: = ;:
01121
17327371
Miedzy % i é wstawiamy % i, miedzy — i — wstawiamy % =5
miedzy % i ; wstawiamy % = % oraz miedzy ; i % wstawiamy % = %:
011213231
TI3525 541
Dalej miedzy 0 i ! wstawiamy o+t = ! miedzy ! i 1 wstawiamy irl = 2
1 4 1+4 5 4 3 4+3 7
miedzy E i 2 wstawiamy —— = 3 miedzy 2 i E wstawiamy 2rl = 3
3 5 3+5 8 5 2 5+2 7
miedzy 1 i 3 wstawiamy 1+s = 1 miedzy 3 i 2 wstawiamy 3+2 = >
25 245 7 5 3 543 8

miedz g i § wstawiam, E = § oraz miedz § i 1 wstawiam, u = é:

sty Y314~ 7 RV Yiv175

01121323143525341
VI TRRS T TSRS L

. 0.1 . . 111 . . .
Miedzy 71 5 wstawimy jeszcze utamki 376 oraz miedzy — i — wstawimy
jeszcze %’ g, g Miedzy pozostate utamki juz nic nie wstawimy, bo suma

mianownikéw jest wigksza niz 8. Ostatecznie otrzymujemy liste:
01111121323143525345¢671

187654738572 75837456781
Sa to wszystkie szukane utamki. Pozostaje wykazac, dlaczego ta metoda jest
poprawna.

W numerze 6/2008 Delty pojawil sie artykul wyjasniajacy te i inne wlasnosci
ciagdéw Fareya za pomoca okregéw Forda, odwolujacy sie¢ do wtasnosci inwersji
wzgledem okregu. W tym artykule prezentujemy inna ciekawsa interpretacje
geometryczng utamkéw Fareya, ktora pozwala w prosty sposéb uzasadnic¢
przedstawiona metode ich generowania.

Kazdy ulamek Yy (z,y > 0) bedziemy utozsamiali z punktem (z,y) lub
x

z wektorem o poczatku w punkcie (0,0) i konicu w (x,y). Taka reprezentacja
ma t¢ milg wlasnosé, ze poréwnywanie utamkéw mozna wykonywaé przez
sprawdzanie nachylenia odpowiadajacych im wektorow wzgledem osi X

0
(rysunek 1). Wektorowi (1, 0) bedziemy przyporzadkowywaé utamek T

1
a wektorowi (0,1) ulamek 0’ ktéry odpowiada nieskonczonosci.
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Moéwimy, ze punkt (z,y) € Z? jest punktem prymitywnym, jezeli NWD(x,y) = 1.
Punkty prymitywne sg tez nazywane punktami widocznymi ze $§rodka ukladu
wspOlrzednych. Bierze si¢ to stad, ze jezeli punkt (x,y) jest prymitywny, to

na odcinku laczacym punkty (0,0) i (x,y) nie znajduje si¢ zaden inny punkt

o wspélrzednych catkowitych. Ulamkom nieskracalnym odpowiadaja punkty

prymitywne.

4;{ %« Geometryczna interpretacja generowania ciggu Fareya rzedu n jest nastepujaca.
Na poczatku rysujemy wektory (1,0) i (1,1). Nastepnie miedzy dwa kolejne
wektory wstawiamy wektor bedacy ich suma. Powtarzamy to dopdty, dopoki
mozemy wstawi¢ wektor o wspélrzednej = nieprzekraczajacej n. W ten
sposéb jestesmy w stanie znalezé wszystkie punkty prymitywne w tréjkacie

jﬁk‘ Z\/} ograniczonym osig X, prosta y = x i prosta r = n.

Y

4

2

Rys. 2. Ciag Fareya rzgdu 5 w ujeciu geometrycznym; wstawienie utamka £ pomiedzy % i %

Dlaczego to dziala? Aby udowodnié¢ poprawno$é tej metody, wprowadzimy kilka
nowych poje¢. W ponizszych definicjach zaktadamy, ze wektory ¢ i ¥ maja
wspolrzedne nieujemne i nie sa réwnolegle.

Kratg rozpieta na wektorach @ i ¥ nazywamy zbior
L(u,v) = {ai + bV | a,b € Z}.
Wektory 4 i ¥ nazywamy baza kraty.
Y

e

Rys. 3. Krata L(i, 7).

Krate L(u, ¥) nazywamy pelng, jezeli zawiera wszystkie
punkty kratowe (tzn. punkty o obu wspdlrzednych
calkowitych):

L(i,7) = 7.

Cwierékratq rozpieta na wektorach 4 i ¥ nazywamy zbior
LT (i@,7) = {ati + b7 | a,b € ZT}.

S

Rys. 4. Cwierékrata LT (@, 7).

Cwierckrate Lt (i, 7)) nazywamy pelng, jezeli skiada

sie ze wszystkich punktéw kratowych zawartych

w ¢wieréplaszezyznie wyznaczonej przez wektory 4 i v
LY (@, 7) = {ail + b7 |a,b € RT} N Z2.

Sprawdzanie pelnosci ¢wierckraty sprowadza sie¢ do sprawdzania pelnosci kraty.
Wynika to z dosy¢ oczywistego faktu.

Fakt 1. Krata L(1,0) jest pelna wtedy i tylko wtedy, gdy éwierékrata L™ (i, ¥)

jest pelna.

Dowdd. Zalézmy, ze krata L(w, V) jest pelna. Wezmy dowolny punkt kratowy
(z,y) nalezacy do ¢wieréplaszezyzny wyznaczonej przez wektory @ i ¢

(z,y) = ati + bT, przy czym a,b € RT. Poniewaz (z,y) jest punktem kratowym,
wiec z tego, ze krata L(i, ) jest pelna, wynika, ze a i b sa calkowite. Stad

a,b €7, azatem (z,y) € L (i, 7).

2



O G L O s Z E N 1

Centrum Studiéw Zaawansowanych
Politechniki Warszawskiej

i Stowarzyszenie na rzecz Edukacji
Matematycznej zapraszaja licealistow,
nauczycieli i wszystkich innych
zainteresowanych na

Wyktady popularne z matematyki

e Marek Kordos, Inne geometrie,

e Joanna Jaszunska, Grafy,

e Stanistaw Janeczko, Sieci izogonalne
i rownowaga ladunkéw na sferze.

Czwartek 6.V.2010, godz. 16:30-19:30,
sala 134, Gmach Gtéwny Politechniki
Warszawskiej, pl. Politechniki 1,
wstep wolny.

http://www.csz.pw.edu.pl
http://www.sem.edu.pl

E Zalézmy teraz, ze ¢wierckrata LT (i, ¥) jest pelna. Wezmy dowolny punkt

o wspélrzednych catkowitych (z,y). Mamy jednoznacznie wyznaczone a,b € R,
takie ze (z,y) = at + bU (dlaczego?). Niech n bedzie taka liczba calkowita, ze
a+n>0ib+n>0 Wtedy punkt (2/,y") = (z,y) + nt + nv jest punktem
kratowym znajdujacym sie wewnatrz ¢wiercékraty rozpietej na wektorach o i v,
a poniewaz L7 (i, 7) jest éwierékrata petna, wigc istnieja o/, b’ € Z™, takie ze
(2',y') = a’i+ b'v. Wynika stad, ze a = o’ —n i b ="V —n sa calkowite, wiec
(x,y) € L(u,v). O

Ta sama krata moze by¢ opisana przez rézne pary wektoréw « i v. W szczegolnosci,

krata pelna moze mie¢ rézne bazy. Przykladowa krata pelna jest L((1,0), (0,1)).
Ponizszy fakt pozwoli nam na tworzenie innych baz kraty petnej.

Fakt 2. Jezeli L(u, ) jest kratq pelng, to L(u, @ + ¥) i L(d + ¥, V) réwniez sq
kratami pelnymia.

Dowdd. Jezeli (z,y) = ati + bV i a,b € Z, to (x,y) = (a — b)u + b(# + ©), skad
wynika, ze L(u, 4 + ¥) jest krata pelna. Podobnie pokazujemy, ze L(u + U, 7) jest
krata pelna. OJ

Poczynimy jeszcze jedno proste spostrzezenie.

Fakt 3. Jezeli L(u,7) jest kratg pelng, to @ + U jest punktem prymitywnym.

Dowdd. Na polprostej wychodzacej z punktu (0,0) w kierunku @ + ¥ najblizszym

punktem kratowym jest @ + ¥, co wynika z pelnosci L(#, v). O

Teraz mozemy szybko udowodnié¢ poprawno$é¢ metody generowania listy
utamkéw. Otdéz jest ona réwnowazna generowaniu wszystkich punktow
prymitywnych. Startujemy od listy zlozonej z dwdch wektoréw (1,0)

i (1,1). Nastepnie wstawiamy miedzy dwa wektory ich sume tak dlugo, jak
wspoélrzedna = nie przekracza n. W dowolnym momencie lista wektoréw jest
posortowana wedlug nachylenia. Niezmiennik jest nastepujacy. Po pierwsze,
wektory z listy sa punktami prymitywnymi. Po drugie, kazde kolejne dwa
wektory sa baza pelnej ¢wierckraty. Na podstawie faktow 1, 2 i 3, wstawienie
miedzy dwa wektory ich sumy zachowuje niezmiennik. Wynika stad, ze w ten
spos6b wszystkie wektory reprezentuja utamki nieskracalne. Co wiecej, kazdy
utamek zostanie wygenerowany.

Wyjasnijmy to drugie spostrzezenie. Zatézmy przeciwnie, ze jaki$ punkt
prymitywny (x,y), x < n (czyli utamek ) nie zostal wygenerowany. Wtedy
punkt ten nalezy do jakiej$ ¢wierékraty rozpietej na pewnych dwéch kolejnych
wektorach z listy. Poniewaz jest to juz koncowa lista, wigc wspdlrzedna x
sumy tych wektorow jest wicksza od n, co oznacza, ze wszystkie punkty
kratowe w danej ¢wierckracie maja wspolrzednag x wieksza od n, a to

stanowi sprzecznosc.

@

Rozwigzanie zadania M 1278.

Poniewaz liczba n daje z dzielenia przez 4 reszte 3, wiec liczba n nie moze by¢ kwadratem
liczby catkowitej. Wobec tego wszystkie dzielniki liczby n mozna potaczyé w roztaczne pary
(d,n/d). Wystarczy zatem wykazaé, ze dla kazdego dzielnika d liczby n suma d + n/d jest
podzielna przez 24.

Poniewaz liczby d i 24 sg wzglednie pierwsze, wiec wystarczy udowodnié, ze
24| d(d+n/d) = d* + n.

Liczba n + 1 jest podzielna przez 24, wiec dowodzona podzielnosé sprowadza sie¢ do
wykazania, ze

241d? —1=(d—1)(d+1).
Poniewaz liczby d i 24 sa wzglednie pierwsze, wigc liczba d jest nieparzysta i niepodzielna
przez 3. Stad 8| (d — 1)(d + 1) (obie liczby d — 1 oraz d + 1 sa parzyste i jedna z nich dzieli
si¢ przez 4) oraz 3| (d — 1)(d + 1) (jedna z liczb d — 1 lub d + 1 jest podzielna przez 3). Stad
ostatecznie 24 | (d — 1)(d + 1).
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Jak skupiaé¢ swiatlo przy uzyciu drukarki i folii
i co z tego wynikngé moze
priykul jest skrdtem pracy autorow, Aleksander M. KUBICA®, Wiktor A. PILEWSKI™

zatytulowanej ,,Spiralne soczewki

dyfrakcyjne”, ktéra byla prezentowana . . . . . .. .
na finale 21. Konkursu Prac Mtodych Czy mozna skupi¢ $wiatto, majac jedynie do dyspozycji przezroczysta folie,

Naukowcéw Unii Europejskiej komputer i drukarke? Okazuje sig, ze nie ma z tym najmniejszego problemu
w Paryzu, odbywajacym si¢ w dniach — trzeba jedynie wykorzystaé dyfrakcje! Wiasnie ten pomyst wykorzystaliSmy
11-16 wrzesnia 2009. Praca otrzymata ,

pierwsza nagrode oraz nagrode honorowsa. podczas naSZyCh badan.

Badania zostaly przeprowadzone PR . . . , . .
w 2008 roku na Wydziale Fizyki UW, pod BY skupi¢ $§wiatto, wykorzystujac dyfrakcje, nalezy przygotowac¢ odpowiednia

okiem prof. dr. hab. Czestawa Radzewicza przeslone. Mozna pokazaé, ze przeslona skladajaca si¢ z na przemian

i Piotra Migdala, i byly kontynuacja przezroczystych i nieprzezroczystych pierScieni, przedstawiona na rysunku 1,

warsztatéw Krajowego Funduszu A L. . ) . )

na rzecz Drieci. skupia monochromatyczne $wiatlo nie tylko w jednym punkcie. Przez analogie
do zwyklej skupiajacej soczewki, punkty te nazywamy ogniskami. Co ciekawe,
ogniska te sa w odleglosciach f, f/2, f/3,... od plytki, gdzie f to gléwna
ogniskowa dla zadanej dtugodci fali $wiatla.

W naszej pracy zajmowalidémy si¢ badaniem ognisk spiralnej ptytki strefowej
(ang. Spiral Zone Plate, SZP), przedstawionej na rysunku 2. Interesowal nas
zarowno wyglad ognisk, jak i natezenie skupionego w ogniskach swiatta. SZP jest
uogdlnieniem plytki strefowej Fresnela. W biegunowym ukladzie wspoélrzednych,
ktorego srodkiem jest Srodek ptytki, granice oddzielajace obszary przezroczyste

i nieprzezroczyste opisane sg zaleznoscia

Rys. 1. Binarna plytka strefowa 9

Fresnela — promienie pierécieni sg 1 _% T_ 7,

proporcjonalne do pierwiastka z kolejnych ( ) + )\f € Lt Y {0}7

liczb naturalnych. Przedstawiona . , . . , . . .
plytka Smfow}; sklada si¢ z dziewieciu gdzie f to glowna ogniskowa SZP dla fali o dlugosci A, natomiast p to liczba
nieprzezroczystych obszaréw. ramion SZP (w szczegdlnosci moze byé p = 0 i dostajemy wtedy przypadek

plytki strefowej Fresnela — granicami sa koncentryczne okregi o promieniach
Tm = VAfm, gdzie m to liczba calkowita dodatnia).

Oto najtrudniejsze wyzwania, z ktérymi musielidémy si¢ zmierzy¢ przy badaniu

S7ZP:

e jak przygotowaé¢ SZP w sposéb tani, latwy i precyzyjny?
(a) SZP e jak zautomatyzowaé nasz eksperyment?
7 jednym e w jaki sposéb analizowaé otrzymane dane i poréwnywac je z symulacjami
ramieniem numerycznymi?

Spiralne plytki strefowe zostaly przez nas przygotowane w jezyku PostScript,
a nastepnie naswietlone na przezroczystej folii. Dzieki wysokiemu kontrastowi,
jako$é otrzymanych w ten sposéb SZP byla bardzo dobra — wedlug informacji

z punktu kserograficznego rozdzielczos¢ wynosita 4000 dpi. Nastepnie
przystapiliSmy do eksperymentu. Schematyczny wyglad uktadu doswiadczalnego

ibd)wsoznlja przedstawiony jest na rysunku 3. W trakcie eksperymentu wykonaliémy okoto

ramionami 20000 zdje¢, dlatego tez niezwykle waznym technicznym problemem byla
automatyzacja pomiarow. W tym celu, wykorzystujac czesci
ze starego skanera, zbudowalisSmy szyne, dzieki ktorej (6)
mozna byto przesuwaé kamere.

(c) szp

z trzema

ramionami

Rys. 2. Binarne spiralne plytki strefowe
réznigce si¢ liczbg ramion i gléwng
ogniskowa.

*student Kolegium Miedzywydzialowych (1) (2) (3) (4) (5)
Indywidualnych Studiéw laser filtr optyczny  teleskop S7Zp szyna z zamontowana
Matematyczno-Przyrodniczych, kamera CMOS
Uniwersytet Warszawski

**student Wydzialu Elektrycznego, Rys. 3. Schematyczny wyglad uktadu doswiadczalnego. W czasie eksperymentu kamera byta
Politechnika Poznanska przesuwana (dzieki zbudowanej przez nas szynie) wzdluz osi optycznej uktadu.
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Polskie eliminacje Konkursu Prac
Mtodych Naukowcéw UE organizowane sa
przez Krajowy Fundusz na rzecz Dzieci.
Wiecej informacji na stronie internetowej
http://www.fundusz.org

(a) Ognisko rzedu 5

Spiralne ptytki strefowe mozemy tez
wykorzysta¢ do skupiania promieni
Rontgena, lecz wtedy ich $rednice
zewnetrzne sg rzedu 100 nm (dla
poréwnania — $rednice spiralnych ptytek
strefowych wykorzystywanych w naszych
badaniach wynosily okoto 1 cm).

Tak male obiekty mozemy otrzymac,
korzystajac z technik litograficznych.

Swiatlo po przejsciu przez SZP zyskuje
orbitalny moment pedu i dzieki temu
mozliwe jest obracanie np. czasteczek
koloidu jedynie wskutek $wiecenia na nie!

By sterowa¢ silnikiem krokowym, przygotowalismy uktad elektroniczny
skladajacy sie m.in. z mikroprocesora, ktéry sami zaprogramowaliSmy.

Chcac dokonaé analizy otrzymanych wynikéw, musieliémy napisaé kilka
programéw w jezyku C++, natomiast by poréwnywaé eksperyment z obliczeniami
numerycznymi, stworzyliémy symulacje w programie Mathematica.

Analizujac zdjecia ognisk, zauwazyliSmy, ze polozenie ognisk SZP moze byé
opisane taka sama zalezno$cia jak dla plytki strefowej Fresnela, tzn. wzorem
f/n, gdzie f jest gléwna ogniskowa dla zadanej dlugosci fali, a n liczba
calkowita dodatnia, ktéra nazywamy rzedem ogniska. Ponadto natezenie
skupionego $wiatta jest wyktadnicza funkcja liczby ramion SZP oraz rzedu
badanego ogniska.

(c) Ognisko rzedu 9 (d) Ognisko rzedu 11 (e) Ognisko rzedu 13

(b) Ognisko rzedu 7

Rys. 4. Zdjecia ognisk nieparzystego rzedu od 5 do 13. Pomiary wykonane dla SZP z trzema
ramionami i gtéwnej ogniskowej f = 1470 mm, dla $wiatla o dtugosci A = 632,8 nm.

Obserwowane ogniska sa regularne (rys. 4), skladaja sie z jasnego pierscienia

i jasnych, radialnych linii. Srednica jasnego pierécienia jest proporcjonalna do
liczby ramion SZP, a liczba jasnych linii obserwowanych dla SZP z p ramionami
w ognisku rzedu n wynosi p - n. Przy przechodzeniu przez ognisko, wspomniane
juz jasne linie zmieniaja ,skretnosé” (,skretno$é” jasnych linii tuz przed ogniskiem
jest inna niz tuz za ogniskiem, natomiast gdy kamera jest doktadnie w ognisku —
linie prostuja sie). Opisane zachowanie przedstawione jest na rysunkach 5 i 6.

YR RN P
- /|\ S

Rys. 5. Schematyczne zachowanie jasnych linii wychodzacych z jasnego pierscienia — podczas
przechodzenia przez ognisko skretnosé linii ulega zmianie.

Rys. 6. Podczas przechodzenia przez ognisko skretnosé jasnych linii ulega zmianie — zdjecia dla SZP
z trzema ramionami i gléwnej ogniskowej f = 1470 mm, dla swiatta o dtugosci A = 632,8 nm. Kolory
na zdjeciach sg odwrécone.

Nasze obserwacje dotyczace zachowania jasnych linii moga mie¢ zastosowanie
w detektorze frontu falowego Shacka—Hartmanna (urzadzenie to pozwala
badaé ksztalt frontu falowego). Dzieki zastosowaniu w nim spiralnych

plytek strefowych bedzie mozna uzyskiwaé¢ dodatkowe informacje z tych
samych pomiaréw. Detektor frontu falowego moze byé wykorzystywany m.in.
w astronomii w celu poprawy jakosci obrazéw odleglych gwiazd lub tez

w okulistyce podczas badania wad wzroku.

Mamy nadzieje, ze Czytelnicy przekonali sig, iz mozna skupia¢ swiatlo, majac
jedynie do dyspozycji komputer, drukarke i folie. Warto pamigtaé, ze nawet
w najprostszych eksperymentach moga pojawié sie zaskakujace rezultaty,
pozwalajace na wydarcie przyrodzie kolejnych jej tajemnic.
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Amatorskie pomiary meteorologiczne:

pomiar widzialnosci i wspétczynnika ekstynkc

Krzysztof MARKOWICZ*

Wprowadzenie

W poczatkach meteorologii widzialnosé byta wielkoscia
subiektywna, okre$lang w oparciu o tzw. repery
(charakterystyczne obiekty, takie jak maszty, wzniesienia,
budynki). Zostala ona zdefiniowana jako najwieksza
odleglo$é, przy ktorej dany ciemny obiekt w poblizu
horyzontu jest jeszcze widoczny i rozpoznawalny na tle
niebosklonu, przy czym rozmiar katowy obserwowanego
obiektu powinien przekraczaé¢ 0,3° szerokosci katowej.
Wraz z rozwojem technik pomiarowych pojecie
widzialnosci dostosowano do potrzeb wspotczesnej
meteorologii, wprowadzajac pojecie meteorologicznego
zasiggu optycznego (ang. Meteorological Optical Range),
okreslonego jako dlugos¢ drogi w atmosferze potrzebne;j
do zredukowania strumienia promieniowania $wietlnego
emitowanego przez lampe zarowa o temperaturze 2700 K
do 1/20 jego wartosci poczatkowej. Zalozenie progowej
wartoscei 1/20 w definicji meteorologicznego zasiggu
optycznego ciagle budzi wiele kontrowersji, przyjmuje

sie tez niekiedy, ze ta progowa wartos¢ kontrastu powinna
wynosi¢ 1/50. Konkretnie zdefiniowany meteorologiczny
zasieg optyczny jest wielkoscia obiektywna i tylko

w przyblizeniu réwnowazna opisanej wyzej widzialnosci
atmosferycznej. Widzialnosé, w odréznieniu od
meteorologicznego zasiegu optycznego, zalezy od
indywidualnych predyspozycji obserwatora oraz od
warunkéw radiacyjnych w atmosferze. W szczegdlnosci,
ze wzgledu na wlasnosci rozpraszajace molekutl powietrza
oraz innych czastek znajdujacych si¢ w atmosferze,
prawdopodobienstwo rozpraszania fotonéw do przodu
jest znaczaco wyzsze niz do tytu. Tym samym obiekty
osSwietlone od strony obserwatora maja wiekszy kontrast
(widzialno$é jest wieksza) niz o$wietlone .z tylu”.

Metody pomiarowe widzialnosci oraz zasiegu optycznego
obejmuja techniki bezposrednie oraz posrednie.

Do tych ostatnich zaliczamy pomiary wtasnosci
optycznych atmosfery (np. wspélczynnika transmisji,
rozpraszania oraz absorpcji). Jedna z najprostszych
metod szacowania widzialno$ci jest technika oparta

na analizie zdje¢ wykonywanych przy uzyciu aparatu
cyfrowego. Pozwala ona wyznaczy¢ wspdtezynnik
ekstynkcji powietrza, a na jego podstawie — widzialnosé.
Metoda ta jest szczegdlnie uzyteczna w obszarach
pagoérkowatych oraz gérzystych, gdzie nieréwnosci terenu
stanowia naturalne punkty odniesienia. Pozwala ona

na uzyskanie duzej doktadnosci w przypadku wysokiej
widzialnosci, dla ktérej standardowe metody optyczne
obarczone sg znanymi bledami.

Podstawy teoretyczne

Kontrast jest wielkoscia opisujaca ilosciowo réznice
miedzy obiektem a jego ttem. Kontrast obiektu

*Instytut Geofizyki, Wydzial Fizyki, Uniwersytet Warszawski
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w zerowe]j odleglosci (inherent contrast) zdefiniowany
jest nastepujaco
1,(0) — 1,(0)

I0)
gdzie I;(0) oraz I;(0) sa luminancjami (radiancjami)
obiektu oraz tta. W przypadku obiektéw o zerowym
wspotezynniku odbicia kontrast wynosi —1.

C(0) =

Analogicznie kontrast w odleglosci r (apparent contrast)
wyraza sie wzorem
1 — 1
C(T) _ t(r) b(r)

Ib(T’)

Kontrast obiektu maleje z odlegtoscia ze wzgledu
na procesy rozpraszania i absorpcji promieniowania
stonecznego. Promieniowanie odbite od obiektu jest
stopniowo oslabiane przez oba procesy (rys. 1). Z kolei
promieniowanie stoneczne moze zostaé rozproszone
w kierunku obserwatora, co prowadzi do wzrostu
promieniowania na drodze od obiektu do obserwatora
o czynnik I, (tzw. path radiance). Luminancja
promieniowania docierajacego do obserwatora, ktéry
znajduje si¢ w odleglosci r od obiektu, jest zatem suma
wkladu od (ostabionego) promieniowania od obiektu
i czynnika Ip,(r) 1 wyraza sie wzorem

1(r) = LO)T() + (1),
gdzie funkeja T'(r) opisuje transmisje atmosferyczna.
Podstawiajac to do wzoru na kontrast w odlegltosci r,

N A
S
AR

II

111

Rys. 1. Redukcja kontrastu pasma wzniesien wskutek proceséw
rozpraszania i absorpcji promieniowania stonecznego w atmosferze.
Promien I opisuje cze$é promieniowania stonecznego,

ktéra jest rozpraszana za gérami i dociera do obserwatora,

II-IV opisuja promieniowanie, ktére jest odbijane od gor i czesé
dociera do obserwatora (II), druga czes$¢ zostaje pochlonigta

w powietrzu (III), a pozostala zostaje rozproszona i nie dociera

do obserwatora (IV). Ostatni przypadek V opisuje promieniowanie
stoneczne, ktore zostaje rozproszone w kierunku obserwatora na
drodze laczacej obserwatora z gérami.



otrzymujemy

__ I(0) - 1(0)
1,(0) + Ip(r)/T(r)
Po wykorzystaniu wzoru na kontrast w zerowej odleglosci
dostajemy

B T(r)
M CESRCYIA

W ogdlnym przypadku wyznaczenie czlonéw
wystepujacych w powyzszym réwnaniu jest skomplikowane
i wymaga uzycia zaawansowanego modelu transferu
radiacyjnego w atmosferze. My poshuzymy sie
przyblizeniem, ktére jest uzasadnione w duzej odlegtosci
od obiektu. Transmisja atmosferyczna jest wowczas
bliska zeru, a czlony I,(r) oraz I,(0) sa poréwnywalne,
co pozwala przyblizy¢ w powyzszym wzorze mianownik
przez jedynke. Ostatecznie otrzymujemy wzor
C(r)y=C0)T(r).
Wykorzystujac definicje transmisji w postaci
T(r)y=e"°",
gdzie o jest wspolczynnikiem ekstynkcji, wyznaczamy
widzialnosé ze wzoru
In 50
r=—".
o
Relacja ta nosi nazwe wzoru Koschmiedera i pochodzi
z 1921 roku. Przyjeto w niej, ze (ciemny) obiekt jest na
granicy widocznoéci, gdy kontrast zmniejszy si¢ 50 razy.
Odwrotnie, znajomo$¢ widzialnosci pozwala obliczyé
wspotezynnik ekstynkcji o.

Wykonanie pomiaréw
Kontrast obiektéw znajdujacych sie przy powierzchni
Ziemi moze by¢ wyznaczony na podstawie zdjecia
cyfrowego wykonanego w kierunku poziomym.
Wyznaczenie widzialno$ci przy uzyciu tej techniki
wymaga znajomosci kontrastu w zerowej odlegtosci.
Mozna jednak wykonaé zdjecia obiektu w dwdch
réznych odlegtosciach od niego, ry oraz ry. Wowcezas
otrzymujemy uklad dwoch réwnan na dwie niewiadome
C(0) oraz o:
C(r) =C(0)e 7",
C(re) = C(0)e 7",

Stad mozemy wyznaczy¢ wspolczynnik ekstynkcji jako

o In(C(re) : C(r1))

To —T1

Nie zawsze musimy wykonywa¢ zdjecia w réznych
odlegtosciach od tego samego obiektu. W terenie
pagoérkowatym lub gdérzystym mozemy wykorzystac¢ do
naszych pomiaréw rézne pasma wzniesien, zakladajac,
ze ich wlasnosci optyczne sa identyczne (rys. 2),
i wyznaczy¢ wspolezynnik ekstynkeji z powyzszego
wzoru. Jest on suma wspolczynnika ekstynkcji zwiazanej
z rozpraszaniem na molekutach powietrza ogay oraz
zwiazanej z rozpraszaniem na aerozolu atmosferycznym
(zanieczyszczeniach) oaApR:

0 = ORAY + OAER-
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Rys. 2. Definiowanie kontrastu lasu dla dwoch pasm wzniesien
w rejonie Podkarpacia.
Wspéblezynnik ekstynkeji dla molekul powietrza moze
byé¢ wyznaczony z przyblizonego wzoru

pg —4 -5 -6
pORT(A)\ +BAT°+CAT®%) [1/m],
gdzie g jest przyspieszeniem grawitacyjnym w ms~ 2,
p jest cisnieniem atmosferycznym w hPa, A\ — dlugoécia
fali w pm, T — temperatura powietrza w K, R — stala
gazowy dla powietrza suchego 287,1 Jkg 'K,
a pozostale state przyjmuja wartodci:

po = 1013 hPa,

A =8436-10"% um?,
B=-1225-10"7 um®,
C=14-1075 um®.

ORAY =

Analizujac zdjecie cyfrowe, mamy do dyspozycji

trzy sktadowe barwne: czerwona R, zielona G oraz
niebieska B. Widzialnos¢ atmosferyczna okreslona

jest dla dtugosci fali okoto 550 nm, odpowiadajacej
najwigkszej czulosci oka ludzkiego. W zwiazku z tym do
oszacowania widzialnosci nalezy korzystaé¢ z macierzy G.
Innym rozwiazaniem jest transformacja obrazu RGB do
zdjecia w skali szarosci i wyznaczanie kontrastu obiektu
na zdjeciu czarnobiatym. W celu odczytania wartosci
pikseli macierzy G mozemy postuzy¢ sie jednym z wielu
dostepnych programéw, np. octave, matlab.

Chcac szacowaé¢ dokladnosé takiego pomiaru, nalezy
wiedzie¢, ze aparaty cyfrowe na ogoét réznig sie
charakterystyka spektralna kanaléw RGB. Nawet dla
danego egzemplarza aparatu wielkosci te moga zmienié
sie w czasie, np. pod wplywem zmian temperatury. Tym
samym szacowanie ekstynkcji powietrza dla dlugosci

fali 550 nm na podstawie kanalu G moze by¢ obarczone
sporymi bledami i nie nalezy spodziewac sie dokltadnosci
do kilku cyfr znaczacych.

Opisana tu metoda pozwala wnioskowaé o zawartosci
zanieczyszczen w atmosferze poprzez oszacowanie
wspolczynnika ekstynkeji aerozolu. Wartosci tego
wspolczynnika wahaja si¢ zwykle w przedziale od 0,05
do 0,3 km~!, przy czym wartosci ponizej 0,1 km~—!
charakteryzuja czyste powietrze, a powyzej 0,2 km ™!
— powietrze silnie zanieczyszczone.



2009 — Rok Astronomii.

Rozstrzygniecie konkursu zadan i podsumowanie wydarzen

Rok 2009 mial dla
astronomii szczegélne
znaczenie. W tym roku
przypadta czterechsetna
rocznica uzycia przez
Galileusza lunety do
ogladania nieba. Jego
obserwacje stanowily
przetom w metodach
badania kosmosu

i otworzyly szeroko
droge do jego poznania.
Astronomia pozwolita
na sformulowanie
pierwszych ogdlnych
praw fizyki, dotyczacych
ruchu planet, do dzi$
stanowiac najsilniejszy
i najpiekniejszy dowdd
ich powszechnosci.

ODKRYJ WSZECHSWIAT

DLA SIEBIE

i)

MIEDZYNARODOWY ROK

ASTRONOMII

2009

Przypomnijmy, ze Miedzynarodowy Rok Astronomii
2009 zostal ustanowiony decyzja UNESCO

i Zgromadzenia Ogodlnego ONZ. W Polsce jego
obchodami kierowalo Polskie Towarzystwo
Astronomiczne, ktérego cztonkowie zorganizowali liczne
lokalne imprezy, pokazy, wystawy, cykle wyktaddw

i warsztatéw w szkotach oraz konkursy dla dzieci

i mlodziezy.

Ochoczo do dziatan wlaczyli sie rowniez cztonkowie

i sympatycy Polskiego Towarzystwa Milosnikéw
Astronomii, uczestniczacy w dyskusjach na forach
internetowych, amatorskich programach obserwacyjnych
czy tez w akeji walki z zanieczyszczeniem nieba
Swiattem.

Momentami kulminacyjnymi obchodéw Roku
Astronomii w Polsce byly 3 imprezy krajowe,
zorganizowane przez PTA. W lutym w Toruniu

odbyla sie huczna inauguracja Roku, potaczona m.in.

z odstonieciem pomnika planetoidy ,,12999 Torun”,
odkrytej przez Edwarda Bowella. Rzezba autorstwa
Karoliny Kaczor-Paczkowskiej stanela na skwerze

w centrum miasta. We wrzeéniu w Krakowie odbyt sie
walny zjazd PTA, o szczegdlnie uroczystym charakterze.
W kilku sesjach naukowych astronomowie polscy
zaprezentowali swoje najnowsze osiagniecia i programy
badawcze. Odbyto sie tez uroczyste wreczenie nagrod
PTA: Nagrody Mlodych za wybitne osiggniecia
naukowe (otrzymal ja Andrzej Baran) oraz medalu

im. Wlodzimierza Zonna za popularyzacje wiedzy

o wszechswiecie (otrzymal ja Tomasz Kwast, wieloletni
redaktor Delty — serdecznie gratulujemy!). Ponadto,
wreczyliSmy nagrody w ogdélnopolskim mtodziezowym
konkursie ,Odkryj swoj wszechswiat” na oryginalna,
twércza prace zwiazana z astronomia — nagrodzilisémy
obserwacje i fotografie astronomiczne, prace plastyczne,
jak réwniez programy komputerowe.

8

Wydarzeniem zamykajacym rok 2009 byta konferencja
pt. ,Astronomia w edukacji, mediach i kulturze”,
ktéra odbyta si¢ w polowie grudnia w Centrum
Astronomicznym PAN w Warszawie. Referaty

i dyskusje dotyczyly (niestety, bardzo juz okrojonej)
obecnosci fizyki i astronomii w programach szkolnych,
popularyzacji nauki przez prase, telewizje i internet,
jak rowniez dzialan samych astronomdw, nauczycieli

i instruktoréw na rzecz upowszechniania wiedzy

i wzbudzania zainteresowania nauka w spoteczenstwie.

O tych wszystkich wydarzeniach, w ktorych czynnie
uczestniczyly autorki niniejszego podsumowania,
pisaly$my ostatnio na tamach Postepéw Fizyki (nr 5/2009)
oraz Uranii — Postepdw Astronomii (nr 2/2010).

A co bylo w Delcie?

7 tej okazji wszystkie oktadki numeréw Delty od

1 do 12/2009 zostaly ozdobione logo MR.A2009,
przedstawiajacym dwie postacie ludzkie na tle
gwiazdzistego nieba. W numerze 1/2009 prezes PTA,
Edwin Wnuk, napisal o ustanowieniu Roku Astronomii
2009 i jego obchodach w Polsce. W kolejnych numerach,
oprécz ich zwyklej zawartosci astronomicznej,
zaprezentowalyémy specjalny, jubileuszowy cykl

pt. ,Kosmiczna linijka”. No, a najwieksza atrakcja

dla naszych Czytelnikow mial by¢ konkurs zadan
rachunkowych z astronomii z cennymi nagrodami.

Powiedzmy od razu, ze zadania okazaly si¢ dla Czytelnikow
Delty trudne. Najwiecej odpowiedzi nadestano na zadania
z numerow styczniowego i lutowego, czyli te najbardziej
przystepne. Zadania z kolejnych numeréw, mimo ze
rachunkowo nieskomplikowane, wymagaly inwencji oraz
pewnej wiedzy z astrofizyki badz astronomii gwiazdowej
— 1 tutaj zapal Czytelnikow juz ostabl.

Doceniamy jednak wysitki wszystkich uczestnikow,
majac réwniez na uwadze to, ze ich praca byta
najprawdopodobniej catkowicie indywidualna i wynikata
z wlasnej inicjatywy, na ogdél nie wspieranej przez
nauczycieli (tak jak to mialo np. miejsce w przypadku
innych konkurséw, gdy nadchodzity do nas ze szkét cate
paczki zawierajace po kilkadziesiat prac plastycznych).
7Z tego powodu udzial w konkursie Czytelnikow Delty,
ktéra jest pismem elitarnym, szczegdlnie sobie cenimy.

W konkursie zadan astronomicznych wzieto udziat
ogbtem 16 osob.

Zdecydowanym faworytem i zdobywca Pierwszego Miejsca
jest Przemystaw Mroz z Jedrzejowa. Nadestal on poprawne
rozwiazania wszystkich konkursowych zadan z dwunastu
serii, zdobywajac niemal maksymalna liczbe punktéw (34)
— ulamek odjelysmy za ,zbyt dobre”, numeryczne,
rozwiazanie zadania A 19, podczas gdy mozna bylo je
zrobi¢ w sposob przyblizony analitycznie.

Laureat otrzymuje od nas w nagrode komplet
numizmatow, wydany i ufundowany przez Mennice
Polska S.A. z okazji Roku Astronomii, przedstawiajacy



Stonce i 8 planet Uktadu Stonecznego, o nominalnej
wartosci okoto 900 zl.

Zdobywca Drugiego Miejsca jest Jerzy Witkowski

z Radlina, ktory rozwiazal zadania z oSmiu serii,
zdobywajac 21 punktéw — prawie wszystkie zadania
byly rozwiazane bezblednie, w dwéch zdarzyl sie
niewielki btad rachunkowy. Zdobywca Trzeciego
Miejsca, za rozwigzanie zadan z czterech serii i zdobycie
10 punktéw, jest Michal Dabrowski z Lublina.

Laureaci 2 i 3 miejsca otrzymuja od nas wysokiej klasy
kalkulatory naukowe, z wyswietlaczem graficznym

i portem usb do komunikacji z komputerem.

Wyroéznienia otrzymuja osoby, ktére nadestaly rozwiazania
dwoch serii zadan: Mateusz Lipczyhiski (Warszawa),

Izabela Ryba (Krasnik) oraz Edward Pietras (Pruszkéw).
Otrzymuja oni od nas ksigzkowe atlasy nieba.

Pozostali uczestnicy, ktérzy nadestali rozwiagzania z jednej
serii, dostang nagrody pocieszenia: ksiazki autorstwa
Lucy i Stephena Hawkingéw pt. ,Jerzy i tajny klucz do
Wszech$wiata”. Otrzymuja je: Mateusz Dyzek (Krakow),
Jacek Gaj (Krakéw), Barttomiej Ciapala (Godziszka),
Pawel Kondys (Rybnik), Anna Rahnama (Lublin),
Malgorzata Dudzifiska (Lublin), Magdalena Gargas
(Wieliczka), Paulina Krzypkowska (Brzeznica),

Cristian Goltz (Warszawa) i Piotr Kopacz (Gdynia).

Nagrody wraz z pamiagtkowymi dyplomami wyslemy
poczta.
Agnieszka JANIUK, Bozena CZERNY

Oswajanie nieskonczonosci.
Iana Stewarta opowie$s¢ o matematyce

Ksiazka Stewarta nosi w polskim tltumaczeniu podtytut ,,Historia matematyki”.
Spojrzenie na tytul oryginalny Taming the Infinite. The Story of Mathematics
pokazuje, ze termin historia nalezy rozumie¢ tak, jak w Historii Zottej ciZemksi,

a nie jak w Historii Cesarstwa Rzymskiego. Mamy do czynienia raczej z opowiescia
o matematyce, rozpisang na dwadziescia réznorodnych tematéw, rozpieta na
przestrzeni 40 wiekéw, zdobiong dygresjami, m.in. biograficznymi, i odniesieniami
do $wiata pozamatematycznego (choé¢ po lekturze mozna watpi¢ w istnienie

takowego).

Przystepujac do pisania takiego dziela, autor musi sobie odpowiedzie¢ na kilka
pytan. Dla kogo jest przeznaczona ta opowies¢? Czym jest matematyka, do ktorej
chce sie czytelnika zacheci¢? Jak okresli¢ miejsce matematyki w rozwoju cywilizacji?

Dotychczasowe literackie dokonania autora podsuwaja odpowiedz na

pierwsze pytanie. lan Stewart udowadnial wielokrotnie, ze jest znakomitym
popularyzatorem, adresujacym swoje ksiazki do inteligenta (w dowolnym
wieku) gotowego poswiecié nieco czasu i wysitku na uchwycenie i zrozumienie
uroku modelowania i rozumowania matematycznego. Najkrotsza odpowiedZ na
drugie pytanie miesci sie w zdaniu autora: Matematyka zajmugje sie pojeciami,
a nie symbolami. Ksiazka jest w istocie rozwinieciem tego sposobu postrzegania

lan Stewart

Oswajanie
nieskonczonosci

Historia matematyki

Y

Prdszyhski i S-ka

matematyki — na szczescie czestego wérdd tych, ktorzy ja uprawiaja, choé nie zawsze
wsrod tych, ktorzy jej nauczaja. Symbolika jest, rzecz jasna, niezbedna, jest
jednak tylko jezykiem, pozwalajacym sprawnie opisywaé pojecia, a wiec — tu autor
nie pozostawia watpliwosci — $§wiat. Matematyka jest nierozerwalnie zwiazana

z rozwojem kultury. Pisze Stewart (str. 19): Przez ostatnie cztery tysigce lat rozwdj
kulturowy i postepy w matematyce szty ramie w ramie. Trudno byloby tu odroznicé
przyczyne od skutku — nie osmielilbym sie twierdzi¢, zZe innowacje w matematyce sg
Zrodtem zmian kulturowych, ani Ze potrzeby kulturowe okreslajq kierunek postepu
w matematyce. Jednak obydwa stwierdzenia zawierajg w sobie ziarno prawdy,
poniewaz matematyka i cywilizacja wspolnie ewoluujq.

Oswajanie nieskonczono$ci nie sprowadza sie jednak do ogdlnych rozwazan

o charakterze i roli matematyki. Wrecz przeciwnie: petno w niej smakowitych
faktéw matematycznych, niekiedy zaskakujacych, jak przyktad zbioru liczb
naturalnych, w ktérym nie ma jednoznacznosci rozktadu na czynniki pierwsze, lub
wyjasnienie zwiazku wzoréw Viete’'a z symetria wyrazen algebraicznych, niekiedy
w ksiazce popularnej niespodziewanych, jak pogladowe przedstawienie gléwnych
idei prac Perelmana nad hipoteza Poincarégo. Czytelnik przejdzie droge od pojecia

dowodu do twierdzenia Godla, od geometrii plaskiej i przestrzennej do geometrii

I. Stewart, Oswajanie nieskonczonosci.
Historia matematyki,

ttum. B. Bieniok, E. L. Lokas,
Proszynski i S-ka, Warszawa 2009

wielowymiarowej i topologii, od prapoczatkow rachunku rézniczkowego i catkowego
do dynamiki nieliniowej, od starozytnosci do XXI wieku. Ostatnie zdanie ksiazki
brzmi: Witajcie w zlotym wieku matematyks.

W. B.



Rys. 1
Rys. 2
Rys. 3
L] L] L] L] L] L]

Mota delld

Kratki

Marcin sie nudzil — z nieznanych powodéw sie¢ wysiadta i nie mozna byto
surfowaé po internecie. Nagle przypomnial sobie, ze dziadek opowiadal
mu, jak dawno, dawno temu, na zgromadzeniach zwanych nasiadéwkami,
mozna byto zabija¢ marnowany czas, rysujac co$ na omawianych
dokumentach. Zadnych dokumentéw Marcin nie mial, ale przeciez mogl
sobie wyobrazié, ze kartka czystego papieru to jest dokument. Wziat
wiec do reki otéwek i narysowal dwie strzatki wychodzace z tego samego
punktu. Gdy przyjrzat sie rysunkowi, przyszto mu do glowy, ze jesli do
koncow narysowanych strzatek bedzie przyczepial strzatki takie, jak
narysowane, to powstanie réwniutka kratka. I w poczatkach/koficach
strzatek — dla piekna rysunku — postawit kropki (rys. 1).

Gdy podziwial swoje dzieto, do pokoju wpadli koledzy.

— 0O, jaka krzywa kratka! — zawolala Ania. — Przeciez te same punkty
mogtes dostaé, rysujac kratke inaczej! — i narysowata na jego rysunku
bardzo porzadna, kwadratowa kratke (rys. 2).

— A ja uwazam, ze kwadratowa kratka jest nudna — wtracila sie
Agnieszka. — Kratka powinna by¢ troche krzywa, ale, oczywiscie, nie az
tak krzywa, jak ta Marcina. — i wzieta si¢ do rysowania.

— Proponuje, abys jednak zaczekala, bo jak narysujesz trzecia kratke
na tym samym rysunku, to nic nie bedzie widaé¢ — zauwazyl Witek. —
O, tutaj narysowaltem ci takie same kropki jak na rysunku Marcina.

— Dzigkuje — powiedziata Agnieszka i wyrysowala na kartce Witka swoja
kratke (rys. 3).

— Bo kratek moze by¢ dowolnie wiele — pospieszyl z wyjadnieniem
Krzysiek. — Pierwsza strzatke moge poprowadzi¢ miedzy dowolnymi
dwoma punktami, a druga bedzie mozna dobraé¢ tak, aby zaden

z punktéw nie zostal pominiety. — I narysowal strzatke (rys. 4) znacznie
dtuzsza od tych, ktore rysowali jego poprzednicy.

7 poczatku wygladalo na to, ze przesadzil z optymizmem, ale po chwili
okazalo sie, ze faktycznie istnieje druga strzatka, ktora wraz ze strzatka
Krzyska bedzie produkowata kratke dajaca te same punkty. Kratka wyszta
dosé obrzydliwa, ale rzeczywiscie istniata (a czy Ty, Czytelniku, umiesz
znalezé odpowiednia druga strzaltke i uzupelnié rysunek Krzyska?).

— Tylko ze to, co méwi Krzysiek, to, oczywiscie, nieprawda — odezwal sie
Piotr. — Dorysujcie druga strzatke do takiej. I na nowej kartce papieru
narysowal strzatke niewiele r6zniaca sie (rys. 5), przynajmniej na oko,

od strzatki Krzyska.
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No i warto zajrzeé do artykutu
otwierajacego ten numer.

Wszyscy wzieli sie do rysowania, ale faktycznie jakos nikomu nie udawato
sie znalezé¢ odpowiedniej drugiej strzatki.

— A to ciekawe — zainteresowal sie Kuba. — Musze to jako$ wrzuci¢ do
komputera.

— Wydaje mi sig, ze to jednak powinno by¢ bardzo proste — stwierdzila
Marysia. — W koncu te kropki to zaledwie Z2.

— Tylko spokojnie — odezwal si¢, milczacy jak zawsze, drugi Krzysztof.
No wtlasnie, powstaly dwa pytania:

o Czy kazda strzatke, taczaca na plaszczyznie dwa punkty o obu
wspolrzednych catkowitych, da sie uzupeni¢ druga taka strzatka, by
wielokrotnie dodajac badz odejmujac takie wektory, mozna byto dotrzeé
do kazdego punktu o obu wspdirzednych catkowitych?

o I jak te druga strzaltke (tam, gdzie to jest mozliwe) znalezé?

Wykonanie kilku eksperymentéw prowadzi do przypuszczenia, ze dobra
strzatka nie powinna przechodzié¢ przez zadng kropke — ma mieé¢ kropke
na poczatku i na koncu, ale zadnej wiecej. Istotnie, taka kropka gdzies
wewnatrz strzalki nie bedzie punktem kratowym w wyznaczonej przez te
strzatke kracie niezaleznie do tego, jak bedzie wygladala druga strzatka.
Gdy poshuzymy sie wspdirzednymi, spostrzezenie to bedzie oznaczalto,

ze wspOlrzedne strzalki/wektora beda wzglednie pierwsze (czyli ich
najwiekszy wspélny dzielnik bedzie réwny 1). W przeciwnym razie nasza
strzatka dawalaby podzieli¢ sie na kilka jednakowych, krétszych strzatek
tez majacych poczatki/konce w punktach kratowych (zapewne ma tu cos
do rzeczy twierdzenie Talesa), a wiec mialaby punkty kratowe nie tylko
na poczatku i koncu. Tak wtaénie byto w przyktadzie Piotra.

Dobor drugiej strzatki sprawdza sie w eksperymentach, gdy
w réwnolegtoboku rozpietym na obu obranych strzatkach nie ma zadnej
kropki — przeciez do takiej wewnatrz nie bedzie prowadzita zadna linia.
Proponuje Czytelnikowi sprawdzenie, iz oznacza to, ze pola wszystkich
takich réownoleglobokow sg réwne 1. W braku lepszego pomystu mozna
poshuzy¢ sie wzorem Picka (czyt. pika) na pole (dowolnego) wielokata
o wierzchotkach w punktach kratowych

1

§b +w—1,
gdzie b to liczba tych punktéw na brzegu wielokata, a w — wewnatrz.
Czy jednak zawsze do strzatki majacej wspolrzedne wzglednie pierwsze
mozna dobraé¢ drugg strzatke tak, by rozpiety na nich réwnolegtobok miat
pole 1?7 Pomocny jest tu kolejny wzor: pole rownolegtoboku rozpietego na
wektorach [a, b] 1 [c, d] jest réwne

|ad — be|.

Czy zatem majac liczby catkowite i wzglednie pierwsze a i b, mozna
znalez¢ takie liczby catkowite c i d, aby bylo |ad — bc| = 1?7

Okazuje sie, ze i na to matematycy znalezli sposéb (i to 2400 lat temu).
Prawdziwe jest bowiem twierdzenie, ze dla dowolnych liczb naturalnych
m i n istniejg takie liczby caltkowite p i q, ze

pm + gn = NWD(m,n).
Na przyktad dla 5 i 3 takimi liczbami sa —1 i 2. Sadze, ze kazdy potrafi
z tego odczytal, jaka strzatka bedzie dobrg parg w przykltadzie Krzyéka.
I kto by to pomySlal, ze w rysowaniu kratek moze by¢ tyle matematyki!

Maltg Delte przygotowat Marek KORDOS
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Roé6wnania diofantyczne kwadratowe jednorodne

Od Redakcji: Autor artykutu uzywa pojeé,
ktoére nie wszystkim Czytelnikom sg znane.
Dlatego na tym i sgsiednim marginesie
zamieszczamy nieco objasnien.

Zbiér punktéw przestrzeni

kartezjanskiej R™ spelniajacych réwnanie
k-tego stopnia nazywamy tworem
algebraicznym stopnia k. W artykule obok
rozwazane réwnania diofantyczne moga
by¢ interpretowane jako poszukiwanie
punktéw kratowych (czyli majacych
wszystkie wspdélrzedne catkowite) lezacych
na tworach algebraicznych stopnia 2.

Tworami algebraicznymi stopnia 2

sa np. na plaszczyznie z? +2x2 =0
czy w przestrzeni tréjwymiarowej

xf — zg + 2x3 = 0 — w pierwszym
przypadku jest to parabola, a w drugim
paraboloida hiperboliczna, czyli ksztalt
dachu nad warszawskim przystankiem
kolejowym Ochota.

Twory stopnia 1 w dowolnym wymiarze
sg tzw. hiperptlaszczyznami, czyli
przestrzeniami o jeden wymiar mniejszymi
od przestrzeni, w ktorej sa rozpatrywane —
na plaszczyznie sg to proste, a w przestrzeni
tréjwymiarowej plaszczyzny.

Proste w przestrzeni dowolnego wymiaru
mozna przedstawié¢ jako zbiory punktéw
postaci (a1 + bit,az + bat, ..., an + bpt),
gdzie t przebiega wszystkie liczby
rzeczywiste. Punkty tworu algebraicznego,
dla ktérych kazda przechodzaca przez nie
prosta albo cala lezy na tworze, albo nie ma
z nim juz wigcej punktéw wspdlnych,
nazywamy osobliwymi (np. wierzchotek
stozka).

Przy bardziej zaawansowanych badaniach
dogodnie jest przenie$é twory algebraiczne
do (obszerniejszej) przestrzeni rzutowej,
ktéra powstaje z R™ przez dolaczenie

do kazdej prostej jej kierunku (jako
dodatkowego punktu). Przyjmuje si¢ przy
tym umowe, ze te nowe punkty leza na
jednej hiperptaszczyznie. Technicznie
sprowadza si¢ to do dopisania w réwnaniach
tworéw do kazdego z jednomiandéw
dodatkowej wspétrzednej xo w takiej
potedze, by, po pierwsze, stopienn rownania
nie zwigkszyl sig, i, po drugie, by kazdy
jednomian byl tego samego stopnia (czyli
by wielomian byl jednorodny) —w podanych
przyktadach bedzie to w? + 2z022 =0

i :crf — zg + 2x0x3 = 0. Punkty tez
otrzymuja nowa wspoélrzedng — ,stare”
punkty dostaja zerowa wspdélrzedna 1,
wspélrzedne ,nowych” punktéw zaczynaja
sig od 0. Jednorodno$¢ rownan powoduje,
ze teraz punkt ma wiele uktadéw
wspélrzednych — uktady proporcjonalne
oznaczaja ten sam punkt.

*Instytut Matematyczny PAN, Warszawa

Andrzej SCHINZEL™

Rozwiazywaé bedziemy diofantyczne rownania kwadratowe jednorodne postaci

n
(1) Qwo,...,zn) = Z Aijxia:j =0, gdzie Aij = Aji7
i,j=0
dlatego zakladamy, iz wszystkie A;; sa liczbami catkowitymi, oraz ze
poszukujemy tylko catkowitych wartosci a; (i =0,1,...,n).
Nalezy zwr6cié uwage, ze rozrézniamy rozwiazanie [xo, ..., Z,] W przestrzeni
kartezjanskiej R" ™t od punktu (o, ..., r,) W przestrzeni rzutowej P™.

Udowodnimy nastepujace twierdzenia i wnioski.

Twierdzenie 1. Jezeli (by,...,b,) jest punktem nieosobliwym tworu (1),
b; sq calkowite i by # 0, to wszystkie rozwigzania calkowite réwnania (1) poza
hiperplaszczyznag

i,§=0
dane sq wzorami

pPLo = 7b0 Z AZ‘]‘T'Z'T'J'

3) L .
P = —by, Z Aijri'rj + 21y, Z ZAijbﬂ"j (O < k< TL),
ij=1 i=0 j=1

gdzie r; (1 <i < n) oraz p # 0 przebiegajq liczby calkowite, przy czym p jest
wspolnym dzielnikiem prawych stron.
Twierdzenie 2. Przy zaloZeniach Twierdzenia 1 jezeli pierwszy i drugi wskaznik

rzutowy tworu (1) wynoszq odpowiednio n+1 i n— 1, to dla n > 1 wzory (3)
daja wszystkie rozwigzania calkowite réwnania (1).

Stosujac to twierdzenie do rownania

(@ (o) —nY a2 -0
=0

=0

n

wygodnie jest polozy¢
n n
T, Zr?:R; Zsizs, Zs?:S
i=1 i=1

n
E T
i=1 i=1

i zauwazy¢, ze dla n = 1 réwnanie (4) daje zox; = 0, zatem ten przypadek
mozna pomina¢ jako banalny. Mamy

Whiosek 1. Dla n > 1 wszystkie rozwigzania rownania (4) w liczbach
catkowitych x; (0 < i< n) dane s¢ wzorami
(5) pro=nR—1r%  pr;=nR—7r>+2nrmr, (1<i<n), pr,=2nr

gdzie r; (1 <1i < n) oraz p # 0 przebiegajq liczby calkowite, przy czym p jest
wspdlnym dzielnikiem prawych stron réwnan (5).

Tomasz Ordowski zauwazyl jeszcze inne wzory dajace rozwiazania réwnania (4)
i w liscie do autora wysunal przypuszczenie, ze z wzoréw tych mozna otrzymac
wszystkie rozwiazania réwnania (4) w liczbach calkowitych nieujemnych. Tak
rzeczywiscie jest dla n > 1, zachodzi bowiem

Whiosek 2. Dla n > 1 wszystkie rozwigzania réwnania (4) w liczbach
catkowitych x; (0 <i < n) dane sq¢ wzorami

S+ s? ,
(6) oL = 5 ssiv1 (0<i<n), ox,= 32,

gdzie s; (1 <1< n) orazo # 0 przebiegajg liczby calkowite, przy czym o jest
wspdlnym dzielnikiem prawych stron réwnan (6).
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Od Redakcji cd.:

Standardy geometrii analitycznej

z kazdym tworem stopnia 2 wigza

macierz symetryczng, majaca te

wtlasnosé, ze gdy pomnozy sie¢ ja przez
punkt, otrzymuje si¢ réwnanie tego tworu
— w podanych przykladach bedzie to

odpowiednio

0 0 1
01 0
1 0 0

0O 0 0 1
o0 0 1
01 0 O
0 0 -1 0
1 0 0 O

Jesli macierz te oznaczymy [A;;], to

réwnanie tworu bedzie postaci

n
E Ajjxizy = 0.

i,4=0

Zerowanie si¢ wyznacznika tej macierzy
oznacza, ze opisany przez nig twér ma

punkty osobliwe.

Jedli od kazdego z wyrazéw na gtéwnej
przekatnej macierzy tworu odejmiemy
zmienng A, to jej wyznacznik bedzie
wzgledem A\ wielomianem stopnia n + 1.
Liczba jego pierwiastkéw nazywana jest
pierwszym wskaznikiem rzutowym tworu,
a warto$¢ bezwzgledna réznicy miedzy
liczbg pierwiastkéw dodatnich i ujemnych

— drugim wskaznikiem rzutowym.

[Tego rodzaju formalizm mozna znalezé
w ksiazce: Karol Borsuk, Geometria
analityczna wielowymiarowa, Warszawa,

1976.]

N,
S

R

Dowdad twierdzenia 1. Przypu$émy, ze liczby x; sa calkowite, i niech
r; = bow; — bixg (0 < i < n). Zatem r; sa catkowite, 7o = 0 i mamy

(7) 0="02Q(x0,...,2,) =
= Q(boxo +70,. .., bnxo + 1) =

= Z Aij(bixo + Ti)(bjxo + ’/‘j) =
i,j=0

= l‘gQ(bo, e bn) + 2z Z Aijbﬂ’j + Z A,-jrirj.

1,j=0 i,j=1

0té2 Q(bo, ..., by) = 0,

(8) Z Aijbﬂ’j = Z A”b,(b(ﬂ?] — bjl’o) =

i,j=0 4,j=0
n n
= bo Z Aijbixj — X9 Z Awblb] =
i,j=0 i,j=0
n
= bo Z Aijbizy,
i,j=0
zatem, jezeli punkt (zo,...,z,) lezy na (1) poza hiperplaszczyzna (2),
z réwnania (7) otrzymujemy
. — i1 Airir o Tht i
0 p— k p— —_—,
23000 21 Aigbiry bo

Zatem wzory (3) zachodza dla p = 2bo 37 37— Aijbir;.

Odwrotnie, przypusémy, ze liczby x, dane sa wzorami (3), gdzie liczby r; oraz

p # 0 sg catkowite i p jest wspOlnym dzielnikiem prawych stron. Zatem liczby xy, sa
catkowite 1 wobec jednorodnosci réwnania (1) wystarcza dowiesé, ze przy pewnym
p # 0 liczby a, spetniaja (1). Jezeli 33i"( D°7% ) Aijbiry = 0, to przy p =1

Q(.To, o e ,xn) = ( Z AiJ‘Tﬂ‘j)QQ(b(), e ,bn) = O

ij=1

Jezeli Y o D77 Aijbiry # 0, to kladac

p = 2bo Z Z Ajjbiry,

i=0 j=1
z (3) otrzymujemy (7), zatem na mocy (7) zachodzi (1).

Do dowodu Twierdzenia 2 potrzebny bedzie nastepujacy techniczny

Lemat. Przy zalozeniach Twierdzenia 2 hiperplaszczyzna (2) ma z tworem (1)
tylko jeden punkt wspdlny, mianowicie (by,...,by).

Przyjmiemy go tutaj bez dowodu.

Dowdd twierdzenia 2. Rozwiazanie [0, ..., 0] otrzymuje sie ze wzordw (3),
przyjmujac 7; = 0 (1 < i < n), p = 1. Dlatego na mocy Lematu wystarczy
wykazaé, ze jesli przy pewnym ¢ # 0 wymiernym wszystkie liczby tb; (0 < i < n)
sa catkowite, to rozwiazanie t[bo, ..., by] otrzymuje si¢ ze wzordéw (3) przy
catkowitych r; oraz p # 0. Niech wiec t = [/m, gdzie liczby [, m sa calkowite
wzglednie pierwsze; [ # 01 m|b; (0 < i < n). Na mocy Lematu dla n > 1 istnieja
liczby catkowite p; (0 < i < n), takie ze Z?JZO A;iibip; =0, Q(pos - - -, pn) # 0.
Ktadac r; = bolp; — bilpo 1 stosujac wzory (7)1 (8) dla z; = Ip;, otrzymujemy, ze

i iAijbirj = 0, i Aijrirj 7& 0,

i=0 j=1 ,5=1
. .1 . . .
zatem rozwiazanie —-[bo, ..., b,] otrzymuje si¢ ze wzoréw (3) dla
m n
P = *T E Aijrirj-
ij=1
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Symbol (k1, .
wsp6lny dzielnik liczb kq, ...
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Uwaga 1. Zalozen o wskaznikach rzutowych nie mozna w Twierdzeniu 2

pominaé, jak wskazuje przyklad réwnania a3 + 23 — 3 —

2

[bo, b1, b2, b3] = [1,0,1,0]. Rozwiazan [z, x1,xo,x1] przy x1 # 0 nie da sie
otrzymaé ze wzoru (3).

Uwaga 2. Jezelin =21

taka liczba catkowita A # 0 niezalezna od 71,79, ze p| A(ry,r9)?.

Dowdéd wniosku 1. Aby zastosowaé¢ Twierdzenie 2, oznaczmy lewg strone

réwnania (4) przez F,(xo, ...,

2
n

o) =0

Fi(xg,21) =

Fn(l'o, ..

Foi (a0,

Zp). Z tozsamosci

1
(2o +$1)2 - 5(550 - 551)2,

-vxn71)+
2 2
n—1
- 1
n—lJr Jrn—l In) (n>1)

+(1n)( il

wynika przez indukcje, ze pierwszy i drugi wskaznik rzutowy tworu

Fn(l‘o, ..

., Zn) wynosi odpowiednio n + 1 i n — 1. Poniewaz F,(1,...,1,0)

Twierdzenie 2 stosuje si¢ przy b; =1 (0 < i < n), b, = 0.

Uwaga 3. Wniosek mozna tez wyprowadzi¢ bezposrednio z Twierdzenia 1,
dowodd byltby krétszy, ale jego skutecznosé niewyjasniona.

Dowdd wniosku 2. Zaldzmy, ze liczby calkowite x; spelniaja (4). Na mocy
Wniosku 1 istnieja liczby calkowite r; oraz p # 0 spelniajace (5), przy czym

pl(nR—7r2 2nrir,, ..

Mamy

zatem

., 2nr?). Polézmy

s1=2r, siy1=2r—2nr; (1<i<n), o=2np.

wiec
Ti251—8i+17 n:i; r:S—l, R:TZS%—2851+S’
2n 2n 2 4n?
S 2

oxg = 2npzrg = 2n(nR — r2) = R $81,
ox; = 2npx; =2n(nRkR — r? + 2nr,r;) =

S + 52 S + 52 .

= — 881+ 8(s1 — 8i41) = 5 T SSi+l (1<i<n),

oy = 2npT, = 2n - 2nr,2L = 52,

czyli zachodza wzory (6). Zalézmy teraz, ze dla caltkowitych s; oraz o # 0
zachodza wzory (6), przy czym o jest wspdlnym dzielnikiem prawych stron.

Poniewaz S = s

2

mod 2, liczby x; sa catkowite. Polézmy r; = s1 — s;41

(1<i<mn),r,=s,p=2n0. Mamy wicc 51 = =, s;11 = = —1; (1 <i<n),

S=1p

zatem

oraz
2 .
S=-" 4ol My R 2
n
S 2
pa:0:2no'x0=2n< ts —351>=nR—7‘2,
S+ s?

px; = 2nox; = 2n(

px

2 2
n = 2n0x, = 2ns” = 2nr,,,

dlatego na mocy Wniosku 1 liczby z; spelniaja (4).

Uwaga 4. Dowéd Wniosku 2 mozna réwniez przeprowadzié¢ bezposrednio,

wychodzac z wzoréw T. Ordowskiego s; = xo+ ...+ x, —nxi—1 (1 <i< n).
Trzeba wowczas przyja¢ o =n

2%.

Przyktad. Dla n = 3 otrzymujemy wzory
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2 2
ory = S5 + S283 + S3,

2 2
oxy = 87+ S182 + S5,

oy

ox3

2 2
= §1 + 8183 + s3,

(81 + S + 53)2.

- ssi+1> =nR—r*+2nrr, (1<i<n),

z3 = 0 i rozwiazania

A2, — Aq1Ago nie jest liczba wymierna, to istnieje

0,



Informatyczny kacik olimpijski (30): Pudelka

Match 251).

Zadanie jest ciekawe chociazby dlatego, ze nie wydaje
si¢ na pierwszy rzut oka trudne. Po dluzszym
zastanowieniu okazuje sie rzecz zgota odmienna:
ciezko wymysli¢ jakiekolwiek rozwiazanie o zlozonosci
wielomianowej wzgledem n.

Zacznijmy wiec od jakiegokolwiek poprawnego
rozwiazania. Bedziemy chcieli dla kazdego podzbioru
pudelek A obliczy¢ W(A) — maksymalng liczbe graméw,
ktére mozna postawié¢ na szczycie jakiego$ stosu
zlozonego ze wszystkich pudelek z A tak, zeby zadne
pudelko z A nie ucierpiato. Zakladamy, ze W ()) = oo.
Dla niepustych A musimy wybra¢ pudetko a € A, ktore
bedzie najwyzej w stosie, takie ze z pozostalych da sie
ustawi¢ stos, ktéry sie nie zawali, gdy postawimy a na
wierzch. Daje to réwnoscé:

W(4) = max{min(W(A\ {a}) — maq, wa)}.

Jesli W(A) < 0, to niezaleznie od wyboru a,

W(A\ {a}) —m, <0,
a wiec w ogole nie da sie ustawié¢ stosu ze wszystkich
pudelek z A. W przeciwnym przypadku mamy zadany
wynik. W ten sposéb mozemy obliczy¢ wartosci W (A)
dla wszystkich A bedacych podzbiorami naszego zbioru
pudelek, a nastepnie znalezé zbior A o najwiekszej
mocy, taki ze W(A) > 0, co daje nam koncowy wynik.
Takie rozwiazanie ma zlozonosé czasowa O(2" - n)
i zuzywa O(2™) pamieci.

Jak poprawi¢ zlozono$¢? Prawdopodobnie kazdy
rozwiazujacy to zadanie wpadl wczesniej czy pézZniej
na pomysl, ze oplaca si¢ stawia¢ wytrzymalte pudetka
na dole, a te kruche — u géry. Albo, ze lepiej jest
ciezkie pudetka ustawi¢ w poblizu dotu stosu, a lekkie
wyzej. Zadne z tych zdan nie jest do kohca prawda,
mozna znalezé kontrprzyktady. Jesli jednak te zdania
polaczymy w jedno, niewatpliwie otrzymujemy
zdanie prawdziwe: majac pudelka a i b, ktére chcemy
wykorzysta¢ w stosie, takie ze mq, > mp i wy > wp,
pudelko a na pewno lepiej polozy¢ nizej w stosie niz b.
Co jednak z przypadkami, gdy jedno z pudelek jest
zaréwno lzejsze, jak i bardziej wytrzymale?

Wezmy jakis zbudowany juz stos i pewne dwa sasiednie
pudelka z tego stosu, i oraz j. Niech ¢ bedzie nizej
w stosie. Zastanawiamy si¢, kiedy nie mozna ich
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Przyjrzyjmy sie¢ zadaniu, ktére pojawiato si¢ juz na wielu konkursach w réznych
odmianach, sprowadzajacych si¢ jednak zwykle do tego samego spostrzezenia.
Pierwsza, o ktérej mi wiadomo, byla wersja zatytulowana Stacking Boxes, ktéra
rozwiazywali uczestnicy zawodéw TopCoder w sierpniu 2005 (Single Round

Mamy zbiér n pudetek tej samej wielkosci, z ktorych kazde jest wykonane

z innego materiatu. Dla kazdego z nich znamy jego mase w gramach m; oraz
tzw. wytrzymalosé w;. Ta ostatnia to maksymalna liczba gramoéw, ktére mozna
postawi¢ na gorze tego pudelka, aby sie nie zniszczylo. Chcemy ulozyé z pudelek
jak najwyzszy stos, tzn. taka konstrukcje, ze pudetka stoja jedno na drugim,
zadne z nich nie zostaje zgniecione i jest ich jak najwiecej.

zamieni¢ miejscami. Dla wszystkich pozostaltych pudelek
nie ma znaczenia, czy wyzej jest i, czy j. Niech M oznacza
mase wszystkich pudetek ponad j. Skoro i moze by¢
nizej, a j nie, to: w; > m; + M oraz w; < m; + M, czyli

w; +m; = mj + M +m; > w; +my.
Nazwijmy warto$¢ w; + m; wspolczynnikiem pudetka .
Stad: sasiednich pudetek nie mozemy zamieni¢ tylko
wtedy, gdy to wyzsze ma nizszy wspotczynnik. Jest to
kluczowe spostrzezenie.

WezZmy bowiem najwyzszy mozliwy do zbudowania stos.
Jedli gdziekolwiek wystepuja dwa sasiednie pudetka, takie
ze wyzsze z nich ma wiekszy wspotcezynnik, to zamieniamy
je miejscami. Takimi zamianami doprowadzamy do stanu,
w ktorym stos jest posortowany wedlug wspélczynnikow
(duze wspolczynniki na dole stosu), sklada sie z tych
samych pudelek (a wiec nadal jest najwyzszy) i dalej

sie nie zawala. Udowodnilidmy, ze istnieje optymalne
rozwigzanie, w ktérym pudeltka sa posortowane wedlug
wspOtczynnikéw.

Jak teraz rozwiazac¢ cale zadanie? Posortujmy nasz

zbiér pudelek niemalejaco wedlug wspdlezynnikdw.
Udowodnili$my, ze pewien najwyzszy stos jest podciagiem
tak otrzymanego ciagu pudetek. Chcemy zatem znalezé
najdhuzszy podciag, ktory jest dobrym stosem. Niech
t(i,d) oznacza mase najlzejszego dobrego podciagu, ktéry
zawiera sie w ¢ pierwszych elementach ciagu i ma dtugosé d
(przyjmujemy (i, d) = oo, jedli takiego podciagu nie ma).
W takim razie ¢(0,0) = 0, ¢(0,d) = oo dla d > 0 oraz

t(i—1,d) jesli w; < t(i —1,d — 1),
t(i,d) = ¢ min(t(i —1,d — 1) +m;, t(z — 1,d))
jesli w; > t(i —1,d — 1)
dla i > 0.

Rozwiazaniem zadania jest najwieksze d, takie ze
t(n,d) < 0o. Zlozonoéé czasowa takiego rozwiazania

to O(n?) przy takim samym zuzyciu pamieci. Koszt
pamieciowy mozna jeszcze zredukowaé do O(n), jesli
zauwazymy, ze wzor na t(i, d) korzysta tylko z wartosci
t(i — 1,-), a na koniec potrzebujemy tylko wartosci
t(n,-), tak wigc wystarczy zawsze pamigtaé dwie
ostatnio obliczone ,kolumny” tablicy ¢(-,-).

Tomasz KULCZYNSKI



Poznajemy wtasciwosci tarcia. Czesc I:
Od czego zalezy sila tarcia miedzy cialami stalymi?

FIZYCZNE

l z g

@)

Rys. 1. Sposéb wykonania sitlomierza;

I — linijka, g — przyci¢gta gumka
aptekarska, z — kreska na gumce,

m — miejsce przyklejenia gumki do linijki.

p n s
’ #}—é
p n s
b hL
— | —
p n s
c) ’—L‘
— —

Rys. 2. Uklady do badania zaleznoéci

sity tarcia od wielkosci tracych
sie powierzchni: a) powierzchnie

najwigksze, b) powierzchnie najmniejsze,
c) powierzchnie $rednie; s — silomierz,

p — kartonik od napoju wypelniony
piaskiem, n — nitka, b — powierzchni
stotu.

a

Stanistaw BEDNAREK

W proponowanych dzisiaj i w najblizszych trzech miesiacach doswiadczeniach
zajmiemy sie zjawiskiem tarcia. Zjawisko to powszechnie wystepuje w naszym
otoczeniu. Zeby je sobie lepiej uswiadomié, na poczatek podamy lub
przypomnimy pierwsza zasade dynamiki, sformutowang przez Newtona.
Stwierdza ona, ze ciato, na ktére nie dziata zadna sita lub dzialajace na nie sity
rownowaza sie, pozostaje w spoczynku albo porusza sie ruchem jednostajnym po
linii prostej. Codzienne obserwacje zdaja si¢ przeczy¢ tej zasadzie. Na przyktad,
kiedy wprawimy w ruch klocek lezacy na poziomo ustawionym stole, to
zauwazymy, ze po pewnym czasie on sie zatrzyma. Dlaczego tak sie dzieje?

Wiemy, ze na ten klocek dziataja ciezar i sila reakcji stotu. Obie sity maja

réwne wartosci, dziataja w tym samym kierunku pionowym, maja przeciwne
zwroty 1 przylozone sa do tego samego ciala. Sily te rownowaza sie. Skoro jednak
klocek zatrzymuje sie, to musi na niego dziala¢ jakas sita w kierunku poziomym,
skierowana przeciwnie do kierunku jego ruchu. To wtasnie jest sila tarcia, ktora
bywa tez nazywana oporem ruchu. Okreslenie ,,op6r ruchu” oznacza, iz tarcie
wyhamowuje juz poruszajace si¢ ciata oraz utrudnia wprawienie w ruch ciata
spoczywajacego. W pierwszym przypadku méwimy o tarciu kinetycznym (czyli
w ruchu), a w drugim o tarciu statycznym (czyli w spoczynku).

Przejdzmy teraz do doswiadczen, w ktoérych poznamy podstawowe wlasciwosci
tarcia, wystepujacego miedzy ciatami stalymi. Celem dzisiejszych doswiadczen
bedzie zbadanie, od czego zalezy wartos¢ sity tarcia. Do ich wykonania beda
potrzebne: kilka pustych, niewielkich kartonikéw po mleku lub innych napojach
(najlepiej o pojemnosci okolo 0,2-0,5 1), piasek, linijka, mocna nitka, do$¢ gruba
gumka aptekarska, klej szybkowiazacy, tasma klejaca, arkusz papieru Sciernego,
kawalek gladkiego kartonu, cienkopis, nozyczki oraz kawalek szyby, np. szklana
pétka z lodéwki.

Na poczatek wykonamy bardzo prosty sitomierz (rys. 1). Z gumki aptekarskiej
odcinamy nozyczkami kilkucentymetrowy kawalek i uktadamy go w stanie
wyprostowanym, ale nierozciagnietym, na linijce wzdluz jej skali. Jeden
koniec gumki powinien znajdowac sie tuz przed poczatkiem skali. Koniec ten
przyklejamy klejem szybkowiazacym do linijki. W poblizu swobodnego konca
gumki, np. w odleglosci 1 cm, zaznaczamy na niej cienkopisem poprzeczna
kreske. Im dluzszy odcinek gumki zastosujemy i im bardziej bedzie ona
rozciagliwa, tym bardziej czuly bedzie nasz silomierz. Musimy jednak pamigtac,
ze wtedy bedzie mial on mniejszy zakres pomiarowy, gdyz po przylozeniu
wigkszej sity kreska moze wyjéé poza koniec skali linijki. Ponadto bardziej
rozciagliwa, a wigc z reguly ciensza, gumka moze latwiej ulec zerwaniu po
przylozeniu wigkszej sity.

Kartonik napelniamy piaskiem i zamykamy tasma klejaca lub plastikowym
zamknigciem umieszczonym na kartoniku. Zamiast piaskiem, kartonik mozemy
napelni¢ ryzem lub kasza, a jezeli zamkniecie jest szczelne — woda. Nastepnie
owijamy wokol niego nitke, prowadzac ja w polowie najmniejszych i srednich
$cianek kartonika. Zawiazujemy nitke na supet przy kartoniku, a konce

nitki przywiazujemy do wolnego konica gumki sitomierza — tuz za kreska
zaznaczong na guimce.

Kartonik ktadziemy na poziomej powierzchni stotu tak, zeby lezal na najwiekszej
Sciance. Sitomierz ustawiamy poziomo i, ciagnac za koniec linijki w miejscu
przyklejenia gumki, prébujemy powoli wprawi¢ kartonik w ruch, coraz mocniej
pociagajac za koniec silomierza (rys. 2a). Kiedy kartonik ruszy, staramy sie
utrzymac jego stata predkosé i odczytujemy, o ile centymetréow przesuneta sie
wzdluz skali linijki kreska zaznaczona na gumce. Liczba ta jest rowna wartosci
sity tarcia kartonika o powierzchnie stolu wyrazonej w umownych jednostkach.
Zapisujemy ten wynik. Poniewaz w nastepnych doswiadczeniach bedziemy
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Rys. 3. Uklad do badania zaleznosci sity
tarcia od rodzaju tracych si¢ powierzchni;
t — tasma klejaca, f — papier Scierny,
pozostale oznaczenia literowe takie same,
jak w opisie rysunku 2.

K
\

Rys. 4. Uklad do badania zaleznosci
sily tarcia od sily nacisku — oznaczenia
literowe takie same, jak w opisie
rysunku 2.

w

Rozwigzanie zadania M 1277.
Oznaczmy przez M $rodek boku BC.

C

A E B

Woéwczas z réwnoéci X BAD = X ABM
oraz AD = BM wynika, ze czworokat
ABMD jest trapezem réwnoramiennym,
a wiec AB || DM. Stad

XDMC = XABC = XEAD.
Zalezno$¢ ta w polaczeniu z réwnosciami
MC = AD oraz xMCD = XADE
dowodzi, ze tréjkaty DMC i EAD sa
przystajace (cecha kbk). Wobec tego
CD = DE.

poréownywali wskazania tego samego silomierza lub obliczali stosunki wartosci
odczytanych z niego sil, wybodr jednostki moze by¢ dowolny. Najprosciej
zatem wybraé jednostke sity odpowiadajaca wydluzeniu gumki sitlomierza

o jeden centymetr.

Nastepnie przecinamy i usuwamy poprzednia nitke. Owijamy nowa nitke wokot
kartonika, prowadzac ja w polowie jego najwiekszych oraz srednich $cianek.
Zawiazujemy nitke na supel przy kartoniku i przywiazujemy jej konce do
wolnego konca gumki sitomierza. Kartonik ustawiamy na stole na najmniejszej
Sciance (rys. 2b). Jezeli ma on u géry plastikowe zamkniecie, to stawiamy

go na $ciance dolnej, czyli na dnie. Dalej postepujemy jak w poprzednim
do$wiadczeniu. Znowu notujemy wynik. Jeszcze raz powtarzamy pierwsze
do$wiadczenie, ale tym razem kartonik powinien lezeé¢ na $redniej $ciance

(rys. 2¢). W tym celu nitka powinna by¢ owinieta wokél najmniejszych

i najwiekszych $cianek. I tym razem zapisujemy wynik. Poréwnujemy wszystkie
trzy wyniki. Okazuje sie, ze w granicach btedu pomiaru sa one réwne. W ten
sposob wykrylismy pierwsza wlasciwosé tarcia, polegajaca na tym, ze wartosé
sity tarcia nie zalezy od wielkosci tracych si¢ powierzchni.

Powtérzmy po raz kolejny pierwsze do$wiadczenie, ale tym razem kartonik
bedziemy przesuwali po szorstkiej powierzchni arkusza papieru $ciernego,
przyklejonego na brzegach tasma klejaca do blatu stolu (rys. 3). Jaka wartosé
ma w tym przypadku sila tarcia? Okazuje sie, ze jest ona znacznie wieksza niz
zmierzona w poprzednich doswiadczeniach. Ostatnie doswiadczenie pozwolito
nam stwierdzi¢, ze wartos¢ sity tarcia zalezy od rodzaju tracych sie powierzchni
i jest ona wigksza w przypadku, gdy powierzchnie sa bardziej chropowate.
Jezeli mamy kawalek szyby lub gtadkiego kartonu, to mozemy réwniez

po nich przesuwaé kartonik i zmierzyé¢ wartosé sily tarcia dla powierzchni

mniej chropowatych.

Jeszcze raz wykonajmy doswiadczenie polegajace na przesuwaniu kartonika
lezacego na najwigkszej Sciance. Tym razem jednak polézmy na nim drugi, taki
sam kartonik wypelniony piaskiem lub woda (rys. 4). Czy teraz wartosé sily
tarcia sie zmienita? Na dwéch kartonikach poldézmy jeszcze trzeci, taki sam,
pelny kartonik. Wprawmy ten uklad w ruch i zanotujmy wartos¢ sity tarcia.
Poréwnajmy ostatnie dwa wyniki z wynikiem otrzymanym podczas przesuwania
tylko jednego kartonika. Okazuje sig, ze warto$c¢ sity tarcia dla uktadu dwoch
kartonikéw jest dwa razy wieksza niz dla jednego, a dla trzech — trzykrotnie
wigksza. Dwa kartoniki wywieraja dwa razy wiekszy nacisk na stét niz jeden,
za$ dla trzech kartonikéw ten nacisk jest wiekszy trzykrotnie. Stwierdzilismy
zatem kolejna wlasciwos¢ tarcia — wartos¢ sily tarcia jest wprost proporcjonalna
do sily nacisku na trace sie powierzchnie. Stata proporcjonalnosdci w tej

relacji nosi nazwe wspolczynnika tarcia, ktérego wyznaczaniem zajmiemy sie

w nastepnym odcinku.

L]

Rozwigzanie zadania F 764.

Do chwili osiagniecia przez kamyk
najnizszego punktu zagtebienia, cegta
sig¢ nie porusza. Predko$é¢ kamyka w tym
\/2g(h + ).

W chwili osiggania punktu B, aby
warunek maksymalnej wysokosci byt
spelniony, pionowa sktadowa predkosci

Rozwigzanie zadania F 763.

7Z prawa zachowania energii predkosé

cigzarka A w chwili spadania ze stolu jest
P 2 6 )

d'ana. réwnaniem 2mov~/2 = (2/3')mglA punkcic wynosi v —

Sita od$rodkowa w tym momencie

muv? 2
7 = -mg
jest mniejsza od sity cigzkosci mg
i ni¢ nie jest napieta. Od tej chwili
ciezarek porusza sie po paraboli, a jego
polozenie wzgledem nieruchomego

kamyka vpion powinna by¢ réwna zeru.
7 zasady zachowania pedu i energii,
w punkcie B mamy

(M 4+ m)vpos = m+/2g(h + 1),

(M + m)v?

poz

cigzarka jest dane wspélrzednymi:
z=vtiy=1— gt2/2. Ni¢ napnie sie

w chwili to, gdy 28 + y3 = [, czyli mer = 2

41 I Stad
=L =L
V3e Yo =3

to =
hmax = rm/M =4 cm.
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Kacik przestrzenny (3) Wpisywanie czworo$cianu w réwnolegloscian

Przez kazda krawed? czworo$cianu ABC'D poprowadzmy plaszczyzne
rownolegla do przeciwlegtej krawedzi czworoécianu. Plaszczyzny te wyznaczaja
rownolegloscian. W kazdej z jego $cian jedna przekatna jest krawedzia
czworo$cianu ABC D, a druga przekatna jest réwna i réwnolegla do
przeciwlegtej krawedzi tego czworoscianu. Réwnoleglo$cian ten nazywamy
réwnoleglo$cianem opisanym na czworoscianie ABC'D (czasem moéwi sie tez
réwnolegloscian dopisany), a czworoécian ABCD czworo$cianem wpisanym

w ten rownolegloscian (rys. 1). Okazuje sig, ze ta konstrukcja jest w wielu
sytuacjach bardzo uzyteczna.

fys: 1 Zauwazmy w szczegdlnosci, ze

e bisrodkowe czworoscianu sa réwnoleglte do odpowiednich krawedzi
réwnolegloscianu, a ich dtugosci sg réwne dhugosciom tych krawedzi,

e biwysokosci sa prostopadle do przeciwleglych ptaszczyzn réwnolegloscianu,

e srodek cigzkosci czworoscianu pokrywa si¢ ze $rodkiem cigzkosci
réwnolegloscianu, a srodkowe czworoscianu sa przekatnymi tego
réwnoleglos$cianu,

e objetos¢ czworodcianu jest 3 razy mniejsza od objetosci réwnoleglo$cianu.

Bisrodkowa — odcinek laczacy $rodki
przeciwlegltych krawedzi w czworosScianie
(odcinek M N na rysunku 2).

Biwysokos$é — odcinek prostopadtly

do dwéch przeciwleglych krawedzi
czworo$cianu, ktérego konce nalezg do
prostych zawierajacych te krawedzie
(odcinek PQ na rysunku 2).

Zachecamy Czytelnikow do samodzielnego sprawdzenia tych prostych faktéw.
Wykorzystamy te wiedze w ponizszych przyktadach.

1. Dlugo$ci bisrodkowych pewnego czworo$cianu sqg réowne a, b, c. Dowiesé, ze
objetosé tego czworoscianu nie przekracza %abc.

Rozwigzanie. Réwnoleglo$cian opisany na tym czworo$cianie ma krawedzie
dtugosci a, b, ¢, skad wniosek, ze jego objetos¢ nie przekracza abc. To zas
oznacza, ze objeto$¢ danego czworoscianu nie przekracza %abc.

2. Udowodnié, Ze bisrodkowa jest prostopadia do kazdej z dwdch biwysokosci
laczqceych pary pozostalych przeciwleglych krawedzi czworo$cianu.

Rozwigzanie. Niech ABC'D bedzie czworoscianem wpisanym w réwnolegloscian
AC'BD'A'CB’'D, M i N — $rodkami krawedzi AB i CD, a PQ — odcinkiem
biwysokosci taczacej BC' 1 AD (rys. 2). Odcinek PQ jest prostopadly do
plaszcezyzny BB'CC’, jest wigc tez prostopadly do krawedzi CC’. Jednakze
MN || CC’, wiec PQLMN.

Czworoscian, w ktérym przeciwleglte
krawedzie sa réwne, nazywamy
réwnosciennym.

Jak widaé¢, z pozoru niebanalne zadania przy uzyciu tej techniki staty sie
niemal oczywiste. Wpisywanie w réwnolegloscian przynosi wiele korzysci
rowniez w przypadku, gdy ten okaze sie jaki$ szczegélny. Odnotujmy wiec, ze
réwnoleglo$cian opisany na czworo$cianie

Czworoscian, ktéry ma dwie pary
przeciwlegtych krawedzi réwnych,
nazywamy pélréwnosciennym.

e jest szeScianem < czworoscian jest foremny,

e jest prostopadloscianem < przeciwleglte krawedzie czworoscianu sa réwne,

e jest graniastostupem prostym o podstawie réwnolegloboku < w czworoscianie
sa dwie pary przeciwlegltych krawedzi rownych,

e jest romboscianem < przeciwlegle krawedzie sg prostopadle.

Romboscian to réwnoleglodcian, ktérego
wszystkie Sciany sa rombami.

D B

Nietrudne sprawdzenie powyzszych réwnowaznosci pozostawiamy Czytelnikowi.
Prostopadlosciany i szesciany sa szczegdlnie przydatne, gdy chcemy obliczyé

\ jakas wielko$¢ dla odpowiednich czworo$cianéw. Ale nie tylko wtedy — dowolny

graniastostup prosty o podstawie réwnolegloboku ma pewng zalete, o ktérej sile
> przekonamy sie na ponizszym przykladzie.

Al

3. W czworoscianie ABC'D zachodzq réwnosci AC' = BD oraz AD = BC.
Udowodnié, Ze $rodek sfery wpisanej i Srodek sfery opisanej na tym czworo$cianie
lezg na prostej tgczqceej Srodki AB i CD.

Rozwigzanie. Wpiszmy czworo$cian ABC'D w réwnoleglo$cian AC'BD'A'/CB’D.
Z réwnosci AC = BD = A'C" oraz AD = BC = A’D’ wynika, ze Sciany

boczne tego réwnolegloécianu sa prostokatami, zatem rownolegtoscian ten jest
graniastoslupem prostym o podstawie réwnolegloboku (rys. 3). W takim razie
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Wskazéwka do 4. Odlegtosé miedzy
prostymi jest réwna odleglosci miedzy
dwiema ptaszczyznami, z ktérych kazda
zawiera jedng z tych prostych i jest
réwnolegta do drugiej.

Wskazéwka do 5. W dowolnym
réwnolegtoboku suma kwadratéw
wszystkich jego bokéw jest réwna sumie
kwadratéw przekatnych.

i Zadania
A

Rys. 1

Rys. 2
C
D
A E B
Rys. 3

prosta taczaca $rodki odcinkéw AB i C'D jest prostopadia do jego podstaw.
Zatem obrot wokél niej o 180° zachowuje zaréwno dany réwnolegloscian,

jak i czworoécian ABC'D. W takim razie érodki sfery wpisanej i opisanej musza
leze¢ na tej proste;.

Oczywiscie w wielu przypadkach mozna przeprowadzi¢ podobne rozumowanie,
nie rozpatrujac rownolegloscianu opisanego, jednakze operowanie nim pozwala
lepiej uporzadkowac¢ dane i wielokrotnie skraca czas mys$lenia nad zadaniem.

Zadania

4. (ZWARDON 2001) Dany jest czworo$cian foremny ABCD o krawedzi
dtugosci 1. Punkty P i Q sq¢ Srodkami odpowiednio krawedzi AB i CD. Obliczyé
odleglo$é miedzy prostymi AQ i C'P.

5. (OM 32-111-6) W czworoscianie o objetosci V- suma kwadratéw diugosci
krawedzi wynosi S. Wykazad, zZe
y < SVS.
72V/3

Wiecej zadan na internetowej stronie Delty.
Michal KIEZA

Redaguje Fwa CZUCHRY

F 763. Dwa jednakowe ciezarki A i B polaczone sa nicia dlugosci [ (rys. 1).

W chwili poczatkowej ciezarek A lezy na stole o wysokosci [, ciezarek B wisi na
nici na wysokosci 21/3. Ciezarki zaczynaja sie poruszaé¢. Dotknawszy podlogi,
ciezarek B przykleja si¢ do niej, a w chwile pdzniej ciezarek A spada ze stotu.
Na jakiej wysokosci nad podloga bedzie sie znajdowal ciezarek A w chwili, gdy
ni¢ znowu stanie sie napieta?

Rozwiazanie na str. 17

F 764. Prostopadloscienna cegla o masie M ma walcowe wglebienie o promieniu
r =20 cm (rys. 2) i stoi Scisle przy pionowej Sciance. Z jakiej maksymalnej
wysokosci nad cegla, nad prawym brzegiem wglebienia, mozna upusci¢ kamyczek
o masie m = M /5, zeby nie wydostal sie on poza lezacy na drugim koncu
wglebienia punkt B? Tarcie zaniedbad.

Rozwiazanie na str. 17

Redaguje Waldemar POMPE

M 1276. Liczby rzeczywiste a oraz b spelniajg réwnosci
a®—3a> +5a=1 oraz b>—3b> +5b=05.
Wyznaczy¢ a + b.
Rozwiazanie na str. 24
M 1277. Dany jest czworokat wypuklty ABC'D, w ktérym
IBAD = <xABC oraz BC =2AD.

Na boku AB tego czworokata wybrano taki punkt F, ze X ADE = < BCD.
Dowiesé, ze CD = DE.

Rozwiazanie na str. 17

M 1278. Dana jest taka liczba naturalna n, dla ktérej liczba n + 1 jest
podzielna przez 24. Wykazaé, ze suma wszystkich dodatnich dzielnikéw liczby n

jest podzielna przez 24.
Rozwiazanie na str. 3
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O G L O s Z E N I E

Wakacyjne Warsztaty
Wielodyscyplinarne

... to szbsta juz edycja imprezy
organizowanej przez studentéw UW,
przeznaczonej dla licealistow
zainteresowanych matematyka,
informatyka, fizyka czy astronomis.

Proponujemy kilkanascie blokéw

zajeé (w ubieglych latach odbyty

si¢ m.in. warsztaty z teorii gier,
algorytmoéw dynamicznych, mechaniki
kwantowej, topologii, programowania
funkcyjnego i graféw losowych), zaréwno
teoretycznych, jak i praktycznych.

Jak zawsze, istotna bedzie czesé
towarzyska: gry (brydz, go, planszéwki),
wspélne Spiewanie przy gitarze, wieczorki
filmowe, czy tez ,luzne wyklady” na
tematy niekoniecznie naukowe.

Warsztaty odbeda sig
19—-29 sierpnia 2010 w Olsztynie.

Wiecej informacji na stronie
http://warsztatywww.wikidot.com

Zapraszamy!

[1] S.A. Haque i J. Nelson, Toward
Organic All-Optical Switching,
Science 327(19/03/2010)1466.

[2] J.M. Hales, J. Matichak i inni, Design
of Polymethine Dyes with Large
Third-Order Optical Nonlinearities
and Loss Figures of Merit,

Science 327(19/03/2010)1485.

Aktualnosci (nie tylko) fizyczne
Organiczne przelaczniki optyczne

W ostatnich latach obserwuje sie w optoelektronice rosnace zainteresowanie
zwigzkami zawierajacymi organiczny tancuch sprzezonych wiazan pi.

Najbardziej znanym przyktadem takiego tancucha (zamknigtego w pierécien)
jest czasteczka benzenu, ktorej budowa przez wiek od odkrycia pozostawata
nie do konica rozwiazang zagadka. Dopiero mechanika kwantowa wyjasnila, ze
tancuch par naprzemiennych wiazan pojedynczych C-C i podwdjnych C=C
nalezy traktowac jako interferencje obu mozliwych konfiguracji, prowadzaca do
delokalizacji elektronéw wzdtuz tancucha atoméw wegla.

Tego typu fragmenty czasteczek organicznych, o ile sa odpowiednio dlugie
(powyzej szesnastu atoméw wegla w tanicuchu), stanowia jeden z dwoch
najbardziej rozpowszechnionych chromoforéw dajacych intensywne kolory.
Przyktadami moga by¢ karoten czy obecny w siatkowce retinal. Jezeli tancuch
jest krotszy, to daje ,barwe” ultrafioletowa.

Jednym z gléwnych kierunkéw rozwoju optoelektroniki jest opracowanie
czysto optycznych przelacznikow, ktére umozliwityby szybsze przetwarzanie

i przesylanie sygnaléw. Czysto optyczny przelacznik odchyla (zatrzymuje)

lub opdznia sygnal poprzez zmiane wspotczynnika zalamania optycznie
nieliniowego materialu pod wplywem sterujacego sygnatu swietlnego. Szybkosé
przelaczania ponizej 100 ps znacznie przekracza mozliwosci przetacznikow
optoelektronicznych [1].

Obecnie optyczne przelaczanie uzyskuje sie¢ poprzez zastosowanie wzmacniaczy
opartych o materialy domieszkowane atomami ziem rzadkich lub za pomoca
optycznych wzmacniaczy poélprzewodnikowych. Elementy te sa bardzo drogie,
co ogranicza ich praktyczne zastosowanie.

Materialy zawierajace pi-sprzezone tancuchy weglowe sa silnie nieliniowe
optycznie, tanie oraz tatwe do zintegrowania z urzadzeniami Swiattowodowymi.

Jednak znalezienie (zaprojektowanie) czasteczki o odpowiednich wlasciwosciach
nie jest sprawa prosta. Istotne jest, zeby pochlanianie bylo niewielkie, a material
wykazywal silne wlasnosci nieliniowe. Poniewaz w komunikacji optyczne;j

uzywa sie sygnaléw o dlugosci fali od 1,3 do 1,5 pm, dla ktorych straty

w $wiatlowodach sa najmniejsze, wiec poszukiwana czasteczka nie powinna
absorbowaé $wiatla o takiej lub dwa razy mniejszej dlugosci fali (odpowiadajacej
nieliniowej absorpcji dwéch fotonéw).

Z@danie to jest, niestety, w pewnej sprzecznosci ze stopniem nieliniowo$ci,
poniewaz oba te czynniki zaleza od dlugoéci tancucha weglowego. Dodatkowo
wraz ze zwiekszaniem dlugosci tancucha zwickszaja sie dystorsje lancucha, co
dodatkowo pogarsza parametry.

W pracy [2] autorzy prezentuja wyniki badan szeregu molekul, w ktérych
tancuch weglowy jest zakonczony benzenopodobnym pierécieniem. Wsréd

nich szczegodlnie obiecujaca okazala sie czasteczka, w ktérej atomy wegla obu
pierscieni, lezace naprzeciwko atomow rozpoczynajacych tancuch, sa zastapione
atomami selenu. Dzigki obecnosci pierscieni efektywna diugosé sprzezonych
wigzan pi jest wydtuzona bez pojawiania si¢ dystorsji, a polaryzowalnosé¢ atomu
selenu dodatkowo zwieksza nieliniowos¢ optyczna czasteczki. Jednoczes$nie
warunki uniemozliwiajace absorpcje fotonéw sa spelnione.

Jezeli okaze sig, ze mozliwe jest opracowanie efektywnej przemystowej metody
produkcji materialéw zawierajacych te czasteczke, to czeka nas kolejna rewolucja
w optoelektronice.

Na pewno projektowanie tego typu czasteczek moze byé w najblizszych latach
nie tylko bardzo ciekawym, ale rowniez potencjalnie lukratywnym zajeciem.

Piotr ZALEWSKI
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Stowarzyszenie na rzecz Edukacji Matematycznej

/MY

W informacji o rozwigzaniach zadan
z 1 stopnia 61 edycji OM podanej

w Delcie 3/2010, str. 21, wkradly

si¢ bledy. Ot6z zadania 11 i 8
rozwiazalo okoto, odpowiednio,

2% 1 10% uczestnikéw, a nie jak blednie
napisano 0,02% i 0,1%. Serdecznie
dzigkujemy p. Adamowi Dzedzejowi —
cztonkowi Komitetu Okregowego OM
w Gdansku — za zwrécenie nam uwagi
na te pomytki.

www.sem.edu.pl

19. i 20. lutego 2010 roku odbytly sie zawody II stopnia LXI Olimpiady
Matematycznej. Do udzialtu w nich zakwalifikowano 533 uczniéow. Kazdego
dnia zawodnicy rozwiazywali po 3 zadania w ciagu 5 godzin. Zadania i ich
rozwigzania przygotowane przez Komisje Zadaniowa Komitetu Gléwnego
mozna znalezé na stronie internetowej Olimpiady Matematycznej pod adresem
www.om.edu.pl.

W momencie pisania tego tekstu znane byly jedynie wstepne oceny prac, ktére
mogly ulec jeszcze nieznacznym zmianom. Tym razem najtrudniejsze okazalo sie
zadanie 3, ktore rozwiazalo poprawnie okolo 10 uczniow. Wszystkie rozwiazania
byly zblizone do rozwiazania zaproponowanego przez Komisje Zadaniows.

Wielu uwaza, ze najtrudniejsze jest ostatnie, szoste zadanie zawoddéw.
Rozwiazalto je poprawnie okoto 30 zawodnikéw, zatem bylo ono jednak latwiejsze
niz zadanie 3, cho¢ trudniejsze od pozostatych. Interesujace jest jednak to, ze
znaleziono przynajmniej 5 istotnie réznych jego rozwiazan. By¢é moze wiec wielu
uczniow, sugerujac si¢ tym, ze bylo to zadanie ostatnie, przecenito jego trudnosc.
Przypomnijmy tresé¢ tego zadania:

Dany jest n-elementowy zbior liczb rzeczywistych, przy czym n > 6. Dowie$c, Ze
istnieje co najmniej n — 1 dwuelementowych podzbiorow tego zbioru, w ktorych
Srednia arytmetyczna elementow jest nie mniejsza niz $rednia arytmetyczna
elementow calego zbioru.

Dla n parzystych rozwiazanie wynika natychmiast z nastepujacego twierdzenia
o turniejach:

Rozgrywany jest turniej z udziatem n zawodnikow, w ktorym kazdy zawodnik
rozgrywa z kazdym innym dokladnie jeden mecz. Runda turnieju to dowolny
uktad meczow, w ktorym kazZdy zawodnik wystepuje co najwyzej jeden raz. Jesli
n jest liczbg parzystq, to turniej mozna rozegra¢ w doktadnie n — 1 rundach.
zob. XLVIII Olimpiada Matematyczna 1996/97;

Sprawozdanie Komitetu Gléwnego, Warszawa 1998.

Wystarczy przyjaé, ze liczby to zawodnicy. W kazdej rundzie biorg udziatl wszyscy
zawodnicy, wigc granych jest § meczéw. Oznacza to, ze liczby zostaly potaczone

W 3 par. Srednia arytmetyczna wszystkich n liczb jest réwna sredniej arytmetyczne;j
5 srednich arytmetycznych par. Wobec tego $rednia co najmniej jednej pary jest
wigksza lub réwna $redniej arytmetycznej wszystkich liczb. Jest tak dla kazdej ,rundy
turnieju”, a rozgrywano ich n — 1. Oczywiscie dwaj zawodnicy spotykaja sie tylko

w jednej rundzie, wiec zadna para nie powtarza sie.

Tego rozumowania nie umiemy rozszerzy¢ na przypadek nieparzystego n ,w dwoch
wierszach”, wiec nie jest to nawet polowa pelnego rozwigzania.

Zadanie drugie rozwiazalo okoto 180 uczniéw. Cieszy to, ze nie zlekli si¢ oni
stereometrii, ktéra zajmuje niezbyt wiele miejsca w obecnych programach
szkolnych. Oto jego tresé.

Punkty A’, B', C' sq rzutami prostokgtnymi wierzcholkéw A, B, C' czworodcianu
ABCD na przeciwlegle $ciany. Dowiesé, ze jezeli punkt A’ jest Srodkiem okregu
opisanego na tréjkgcie BCD, punkt B’ jest srodkiem okrequ wpisanego w tréjkgt
ACD, a punkt C' jest $rodkiem ciezkosci tréjkata ABD, to czworoscian ABCD
jest foremny.

Wiekszo$¢ uczniéw najpierw dowodzila, ze rozwazany czworoscian musi by¢
ostrostupem prawidlowym, a dopiero potem, ze jest foremny. Ta druga cze$é
— pozornie tatwa — stawiala jeszcze spory opor, ktory nie wszystkim udato sie
przezwyciezyc.

Dla porzadku dodajmy jeszcze, ze liczba poprawnych rozwiazan zadania 1
i zadania 4 to okoto 290, a zadania 5 — okolo 100.
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Klub 44 Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesigca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Oceng¢ mnozymy przez wspotczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Termin nadsytania rozwigzan: 31 VII 2010

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan

486 (WT =1,98) 1487 (WT =2,73)  7,dania z fizyki nr 498, 499

z numeru 11/2009
Krzysztof Magiera FLosiéw 39,41 REdaguje Jerzy B. BROJAN

Michal Kozlik Gliwice 31,92

Jerzy Witkowski ~Radlin 22,49 498. Trzy cienkie, poczatkowo nienatladowane, przewodzace sfery o promieniach

r1, o 1r3 (11 < ro < r3) sa wspolsrodkowe, przy czym wewnetrzna i zewnetrzna
sa polaczone przewodem przechodzacym przez otworek w Srodkowej sferze.
Jakie tadunki wystapia na tych dwoch sferach, jesli na srodkowa wprowadzimy
tadunek Q7

499. Zestaw 9 niewazkich sprezynek o stalej sprezystosci k i dlugoéci swobodnej
zero (tzn. przyjmujacych dlugo$é I pod wplywem sily F' = kl) jest rozpiety

na trzech punktach lezacych na tej samej wysokoéci i tworzacych trojkat
réwnoboczny o boku a (rys. 1). O ile obnizy sie srodkowy punkt zestawu po jego
obciazeniu cigzarem P?7

Rozwiazania zadan z numeru 1/2010

Przypominamy tres¢ zadan:

490. Fusy herbaciane sg nieco cigzsze od herbaty i opadaja na dno. Gdy zamieszamy herbate,
powstaje sita od$rodkowa, ktéra powoduje podwyzszenie poziomu herbaty przy brzegu naczynia,
tak jakby silta ciezkosci byta odchylona od pionu na zewnatrz (méwimy o ,pozornej sile ciezkosci”,

d bedacej sumg sily cigzkosci i sily od$rodkowej). Zatem role dna powinien pelnié raczej zewnetrzny
brzeg denka szklanki, a nie jego $rodek. Dlaczego wigc fusy zbieraja si¢ na $rodku denka?
491. Do strumienia czystej wody plynacej z predkoscia vg = 10 cm/s wprowadzono koricéwke rurki,
przez ktéra wyplywa zabarwiona woda w tempie A = 1000 cms/& Obliczy¢ érednice d strumienia
wody zabarwionej w odleglosci I = 5 cm za koncéwka rurki (rys. 2), przy nastepujacych zalozeniach:
1) woda wyplywa z rurki izotropowo (jednakowo we wszystkich kierunkach),
2) przeplyw jest stacjonarny (staly w czasie) i laminarny, tzn. nie wystepuje mieszanie.
Wiskazéwka. Dla pola przeplywu cieczy obowigzuje zasada superpozycji (podobnie jak np. dla
pola elektrycznego), zgodnie z ktéra w kazdym punkcie wektor predkosci cieczy jest suma stalego
Rys. 3 wektora 7y i radialnie skierowanego wektora o wartosci zaleznej od A i od odleglosci od rurki.
490. Wirowy ruch herbaty jest stopniowo hamowany znajdziemy z warunku zgodnosci przepltywu
przez tarcie o $cianki i dno (lepkosé). Wolniejszy d/2
obrot cieczy przy dnie oznacza, ze sita odsrodkowa / ve(y) - 2mydy = A.
. X .. cs e 0
ziat m na nia stabi iSnienie przy brz .
d a.ata 1a @s.gbej, stad ci$nienie przy brzegu Calka wynosi
dna jest mniejsze, niz bytoby w przypadku braku Tved® A I
lepkosci. Nie jest wigc w stanie zrownowazy¢ cisnienia 1 + 2( — 22)
stupa cieczy (ktére przy brzegu jest podwyzszone, bo VIZ+(d/2)
wyzsza jest wysokos¢ stupa). Dlatego herbata opada WprowadZQaJac wielkosci bezwyr;narowe — zimienng
przy brzegu, a wznosi sie wzdluz osi szklanki (rys. 3), s = (d/21)* i stala a = A/2mvpl* — dochodzimy do
pociagajac fusy do $rodka. rownarnia
1
. . . s=all+ ——|.
491. Zgodnie ze wskazéwka, w punkcie odlegltym od ( A+ s
rur'kl o | wzdtuz osi poziome) 1.0y wzdhuz OS1 PIONOWe] Po usunieciu pierwiastka okazuje si¢ ono réwnaniem
(osie wg rysunku) pozioma sktadowa predkosci cieczy kwadratowym zmiennej s. Jedynym rozwiazaniem
jest rowna " spelniajacym warunek s > « jest
! 1
V(YY) =00+ — 55575 —— — \/
( ) A7 (Z2+y2)3/2 S 2(2a 1+ 4a+1)
Warto$¢ y odpowiadajaca granicy strumienia Dla naszych danych mamy o = 0,637, s = 1,078
zabarwionego (tzn. réwna polowie szukanej srednicy d) id=2ly/s=10,4 cm.
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Termin nadsytania rozwigzan: 31 VII 2010

593. Ciag (an) jest okreslony rekurencyjnie:

Zadania z matematyki nr 601, 602
Redaguje Marcin E. KUCZMA

601. Znalez¢ wszystkie pary (n,p) dodatnich liczb calkowitych, w ktérych p jest
liczba pierwsza, spelniajace réwnanie n® = p® + p? + n?.
602. Liczby dodatnie a, b, ¢ sa zwiazane zalezno$cia bc + ca + ab = 1. Dowiesé, ze
av/be n bV ca n cvVab < 1
Vita?+vbhe Vit +vea VitE+vab a+btc

Zadanie 602 zaproponowal pan Pawel Najman z Jaworzna.

Rozwigzania zadan z numeru 1/2010

Przypominamy tresé¢ zadan:

594. Rozwazamy funkcje

a, a, 2+ 5 2 3
ar=as=1, ag=2, anys= 2HLF2 T flay= T 2 F D7
an z2(x —1)2
Dowies¢, ze wszystkie jego wyrazy sa liczbami catkowitymi. Niech a bedzie ustalong liczbg rzeczywista, rézng od 0 i 1. Znalezé

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
585 (WT = 1,90) i 586 (WT = 2,76)

z numeru 9/2009

Zbigniew Galias  Krakéw
Tomasz Tkocz Rybnik
Marek Prauza Poraj
Tomasz Wietecha Tarnéw
Witold Bednarek §L6dz

44,53
43,13
42,39
37,49
36,92

Pan Zbigniew Galias: to juz drugie

okrazenie.

wszystkie liczby rzeczywiste x, spelniajace réwnanie f(z) = f(a).
593. Jest jasne, ze wszystkie wyrazy tego ciagu sa liczbami dodatnimi.
W zadanym wzorze rekurencyjnym a,a,43 = ap110,+2 + 5 zastepujemy n przez
n — 1 (co wolno zrobié¢ dla n > 1) i odejmujemy stronami otrzymane réwnosci:
ApQp4+3 — Ap—10n42 = Ap410p42 — Apdp41.
Przeksztalcamy te réwnos¢é do postaci
On41 + 0n43  Gp—1+ Gni

an+2 [e7%
Przyjmujac dla n > 1 oznaczenie ¢, = (an—1 + @n+1)/an, widzimy, ze ¢,10 = ¢,
dla n > 1. Skoro za$ co = (a1 + ag)/az = 3, ¢35 = (a2 + a4)/az = 4, ciag (cy,) jest
ciagiem naprzemiennym (3,4, 3,4, 3,4,...). Pozostaje zauwazy¢, ze
Opt1 = Cplp — Gp—1  dlan > 1.

7 tego wzoru jasno wynika, ze wszystkie liczby a,, sa calkowite.

594. Réwnanie f(x) = f(a) jest dla a,z ¢ {0, 1} réwnowazne réwnaniu
F(a,z) =0, gdzie

(1) F(a,z) = ad*(a—1)*(2* —24+1)% — (a* —a + 1)%2%(z — 1)°.

Przy ustalonej wartosci a jest to wielomian zmiennej x, széstego stopnia.

Ma zatem nie wiecej niz 6 pierwiastkow. Jednym z nich jest oczywiscie = = a.

Nietrudno zauwazy¢, ze f(1/x) = f(x) oraz f(1 —x) = f(x). Pierwiastkami
wielomianu z — F(a,x) sa wiec takze liczby uzyskane z liczby a przez branie
odwrotnosci oraz dopelnien do jedynki:

1 1 1 a—1 a
2 - 1- 1——- (= .
@) “ow A — a( a )’ a—1

Gdy te liczby sa parami rézne, wielomian x — F(a, ) ma rozklad na czynniki

F(a,m):A(x—a)(ac—%>(x—1+a)<x—1ia>(x—a;1><x—ail>,

gdzie A = a?(a — 1)? jest wspélezynnikiem wiodacym. Wiaczamy jego czynniki
do odpowiednich czynnikow rozkladu i przepisujemy 6w rozktad jako

3) Fla,z)=(z—a)(lax—1)(z—1+a)((e—1)z+1)(ax—a+1)((a— 1)z —a).
Nalezaloby przebadaé, czy faktycznie ciag (2) zawiera szesé¢ réznych liczb.
Zamiast tego prosciej jest potraktowaé cale rozumowanie poprzedzajace wzér (3)
jako nieformalne jego przygotowanie — i po prostu sprawdzi¢, wymnazajac
nawiasy, ze prawe strony wzoréw (1) i (3) sa réwne dla kazdej pary liczb
rzeczywistych a, x.

Z réwnoéci (3) wynika wprost, ze (dla ustalonego a ¢ {0,1}) pierwiastkami
réwnania f(x) = f(a) (z niewiadoma x) sa liczby wymienione w (2) i tylko one.
(Dla pewnych wartosci a wystepuja w ciagu (2) powtérzenia, co oznacza, ze
niektére 7z tych liczb sa wéwcezas pierwiastkami podwdjnymi).
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Rozwigzanie zadania M 1276.

Niech f(z) = 2® — 322 + 5z =

=(x—1)>+2(x—1) + 3 oraz

niech g(y) = y® + 2y. Wéwczas

g(xz — 1) = f(x) — 3. Stad obliczamy:
gla—1)= f(a) =3 =-2,
g(b—1) = f(b) —3=2.

Poniewaz funkcja g jest nieparzysta

i rosnaca, wiec z ostatnich zaleznosci

wynika, ze a — 1 = —(b — 1), skad

a+b=2.

Patrz w niebo: Kwadrantydy

Od dawna panuje zasada, ze nazwa roju meteoréw pochodzi od nazwy
gwiazdozbioru, w ktérym lezy radiant roju. Przypominamy sobie, ze radiant
to punkt na niebie, z ktérego pozornie wybiegaja meteory roju. Inaczej,

to taki ,punkt w nieskonczono$ci”, w ktérym perspektywicznie zbiegaja

sie tory meteoréw, przy zalozeniu, ze ciala te leca przez Uktad Sloneczny
prostoliniowo i réwnolegle i koficza swoja droge w ziemskiej atmosferze. Jak
wiadomo, gwiazdozbioru o nazwie Kwadrant nie ma — tak nazywal si¢ jednak
(doktadniej Quadrans Muralis) obszar nieba miedzy glowa Smoka a koficem
ogona Wielkiej Niedzwiedzicy, czyli na granicy Smoka, Wielkiej Niedzwiedzicy,
Wolarza i Herkulesa. R6j wybiegajacy z tego dawnego gwiazdozbioru zostal
zidentyfikowany w 1835 roku i nazwany, oczywiscie, rojem Kwadrantydow
(obserwujemy go zawsze na poczatku roku). Za to bardzo niedawno, bo

w 2003 r., naukowcy z Obserwatorium Lowella w Arizonie odkryli fizyczne
zrodlo tego roju.

Mianowicie, okazalo sie, ze przez radiant Kwadrantydéw przechodzi planetoida
oznaczona 2003 EH;. Ma ona wiec orbite nietypowa, o duzym nachyleniu do
ekliptyki. Jej rozmiary oceniono na kilka kilometréw. Obecnie r6j obserwuje sie
w waskim przedziale czasu, liczacym najwyzej dwie doby, czyli Ziemia przebywa
w strumieniu meteoréw bardzo kréotko. Dawniej przedzial ten musial by¢
jeszcze wezszy, poniewaz Jowisz, zblizajac sie czasami do aphelium planetoidy

i zaburzajac ruch cial meteorowych, ktore ja opuscily, rozprasza ich strumien.
Badacze z Obserwatorium Lowella oceniaja, ze ciala meteorowe obecnie
osiagajace Ziemie¢ opuscily planetoide 2003 EH; zaledwie okoto 500 lat temu.
Co bylo tego przyczyna? — nie umiemy odpowiedzieé.

Badacze swoje wnioski posuwaja jeszcze dalej. Mianowicie, utrata drobnych
okruchéw przez wiekszy obiekt jest wszak zjawiskiem typowym dla rozpadu
komet, zatem bardzo mozliwe, ze 2003 EH; jest wladnie pozostatoscia komety.
Co wiecej, wydaje sig, ze ta kometa macierzysta moze byé kometa z przelomu
lat 1490/1491, widziana w Chinach, Japonii i Korei.

Tomasz KWAST

Maj

W majowe wieczory Droga Mleczna przebiega nisko nad pénocnym horyzontem
i prawie jej nie wida¢. Wysoko na niebie mamy wiec okolice pélnocnego bieguna
Galaktyki (Psy Gonicze i Warkocz Bereniki), co specjalnie nie cieszy, bowiem
skupione tam w duzej liczbie galaktyki wida¢ dopiero przez duze teleskopy

lub na zdjeciach. W kazdym z tych gwiazdozbioréow najjasniejsze galaktyki
maja jasnos¢ 10 mag lub wiecej, w zasadzie wiec mozna by je dostrzec przez
wigkszy teleskop amatorski, jednak bez mozliwosci zobaczenia szczegdtow.

Co prawda spiralny ksztalt galaktyki M51 w Psach Goniczych (odleglej o 7 Mpc)
ujrzano jeszcze w czasach ,przedfotograficznych” i uwieczniono na rysunku (1)
— ale postuzyl do tego duzy teleskop, niedostepny dla amatora. Obecnie takie
obserwacje moga robié¢ zaawansowani miltosnicy, dysponujacy kamerami CCD

z oprzyrzadowaniem. Sprzet ten jest w dzisiejszych czasach dostepny, choé¢

nie w byle jakim sklepie i stanowi wydatek nie byle jaki. Za to satysfakcja
rowniez nie byle jaka!

Merkury 26 V znajdzie si¢ najdalej od Stonca i mozna go szuka¢ po zachodzie
Stonica. Wenus jest w Byku, ale na tyle daleko od Stonca, ktére tez jest w Byku,
ze widac ja po jego zachodzie. Mars jest na granicy Raka i Lwa, wida¢ go wiec
w pierwszej polowie nocy. Jowisz jest w Wodniku i widaé¢ go w drugiej polowie
nocy. Saturn jest w Pannie i wida¢ go niemal przez cala noc. Now Ksiezyca
wypada 14 V, a pelnia 28 V. Za¢mien w maju nie ma, lecz 16 V Ksiezyc zakryje
Wenus, co zobacza mieszkancy péinocnej Afryki, Srodkowego Wschodu, Indii,
potudniowych Chin, Indonezji. Z przewidywalnych rojéw meteoréw mozna
okolo 5 V oczekiwaé skromnego roju Eta Akwarydéw.

T. K.
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W deltoidzie 15 rozwigzaliSmy zadanie 2,
skladajac jednokladnosci.

Rys. 1. O; — $rodek okregu o,
r; — promiefi okregu o;.

Dwie nieréwnolegte plaszczyzny
przecinaja si¢ wzdluz prostej.

Rys. 4. Pozioma plaszczyzna — laka,
na niej szare drogi dwéch wedrowcow,
ktérzy spotykaja sie w punkcie A.
Pionowa 0§ — czas; kolorowe proste

— trajektorie tych dwéch wedrowcow
w czasoprzestrzeni, przecinajg si¢ one
w punkcie B i wyznaczaja kolorowa
plaszczyzne T'.

Rozwigzanie na stronie www.om.edu.pl,
w broszurce z Obozu Naukowego OM
z 2004 r.

Wyjscie w przestrzen  Joanna JASZUNSKA

Zadania ze stereometrii czesto uwaza sie za trudne i upraszcza przez ,splaszczanie”:
siatki, rzuty, przekroje. .. Czasem warto zdoby¢ si¢ na odwage i, przeciwnie,
rozwigzywaé zadanie plaskie, ,wychodzac” w przestrzen tréjwymiarowa.

1. Posadz 10 drzew tak, by utworzyty 10 rzedow po trzy drzewa.

2. Okregi 01, 09, 03 sa rozlaczne zewnegtrznie. Te dwie styczne do o7 i 09, ktore
nie rozdzielaja tych okregdw, przecinaja sie w punkcie Az. Analogicznie definiujemy
punkty A; i Ay (rys. 1). Wykaz, ze punkty A, As, A3 sa wspélliniowe.

3. Czterej wedrowcy ida po plaskiej tace. Kazdy z nich maszeruje prosto
przed siebie ze swoja stala predkoscia. Z drog, ktorymi ida, zadne dwie nie sa
réwnolegle ani zadne trzy nie przecinaja sie w jednym punkcie. Udowodnij, ze
jesli ma miejsce pie¢ sposrod szesciu mozliwych spotkan wedrowcéw, to szdste
spotkanie tez musi nastapic.

Rozwigzania

R1. PosadZmy drzewa jak na rysunku 2.

Rys. 2. Najpierw sadzimy 7 drzew oznaczonych e, Rys. 3. Twierdzenie Desarguesa: punkty e leza
nastepnie w punktach przecigcia odpowiednich na jednej prostej.

par prostych sadzimy pozostale trzy drzewa

(oznaczone o).

Czy trzy wyréznione punkty leza na dziesiatej, brakujacej nam do kompletu
prostej? Tak, a orzeka to twierdzenie Desarguesa. Aby je udowodnié, spdjrzmy
na rysunek 2 jako na ptaski obraz przestrzennego kata tréjsciennego, przecigtego
dwiema kolorowymi plaszczyznami (rys. 3). Interesujace nas punkty naleza do
obu tych plaszczyzn przekrojéw, zatem takze do ich wspélnej prostej, co konczy
dowdd. O

R2. Jesli O1, 05,03 sa na jednej prostej, to Ay, As, A3 tez na niej sa. Zalézmy
wiec, ze $rodki okregéw nie sa wspotliniowe. Plaszczyzne zawierajaca dane
okregi oznaczmy przez II. Niech punkty Py, Ps, P3 wszystkie leza po jednej
stronie plaszczyzny II tak, ze dla kazdego ¢ rzutem punktu P; na II jest O;
oraz P;0O; = r;. Punkty P; nie sg wspolliniowe, bo O; nie sa. Niech II' bedzie
plaszczyzna wyznaczona przez P;. Nie jest ona rownolegta do II, bo 7; sa rézne.
Zatem II i I przecinaja sie wzdluz pewnej prostej.

Okregi 01 i 09 sa jednokladne wzgledem As, wieec A301/A305 =11 /re =

= P10,/ P,05. Stad punkty As, Py, P> sa wspdlliniowe, czyli punkt As lezy
na plaszczyznie Il'. Lezy tez na II, wiec nalezy do ich wspélnej prostej.
Analogicznie naleza do niej punkty A; i As, co konczy dowdd. O

R3. Wprowadzmy o$ czasu prostopadla do laki i rozwazmy trajektorie
wedrowcow w tej tréjwymiarowej czasoprzestrzeni. Sa one polprostymi,
poniewaz predkosci marszu sg state. Spotkanie wedrowcdéw oznacza, ze obaj
sa jednoczesnie w miejscu przeciecia ich dréog. W naszym tréojwymiarowym
modelu to oznacza, ze ich trajektorie sie przecinaja (rys. 4).

Trajektoria kazdego wedrowca, ktory spotyka sie z dwoma z rysunku 4, tez musi
leze¢ na plaszczyznie I'. Jedli ma miejsce pieé¢ z szesciu mozliwych spotkan, to
na I" leza wszystkie cztery trajektorie przestrzenne. Wtedy powstaje tez szosty
punkt przeciecia trajektorii, ktéry odpowiada ostatniemu spotkaniu. O
Dodatkowo mozna wykazac¢, ze w kazdej chwili wszyscy wedrowcy znajduja sie
na jednej prostej. Prosze sprobowac!
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