SPIS TRESCI
NUMERU 4 (431)

Paradoks dni urodzin i pokrewne,
czyli o pewnych zagadnieniach
zwigzanych z rozmieszczeniem kul
w komérkach

Tomasz Nikodem

Potréjne urodziny
Michal Adamaszek

i, Zadania

Amatorskie pomiary meteorologiczne:

fotometr stoneczny
Krzysztof Markowicz

Zobaczy¢ chaos: potega intelektu
(nie moc obliczeniowa)
Jarostaw Gérnicki

O pewnym zadaniu, czyli jak dzialy
matematyki przenikaja sie
Michal Pilipczuk

Jeszcze jedno zadanie
konstrukcyjne
Wojciech Guzicki

Pokrycie wierzchotkowe kontratakuje

Marcin Pilipczuk
Ta sama funkcja trzema sposobami

Informatyczny kacik olimpijski (29):
Trening
Tomasz Kulczynski

Jakie obrazy sa wytwarzane

}‘ przez soczewki?

Stanistaw Bednarek

Aktualnosci

. Stowarzyszenie na rzecz
o4 Edukacji Matematycznej

Klub 44
Patrz w niebo: Woda na Ksiezycu
Kwiecien

‘{‘ . Kolorowe szachownice
.4 Joanna Jaszurniska

W nastepnym numerze:
Jak skupia¢ swiatto
za pomocy drukarki i folii

str. 1

str. 3

str. 3

str. 4

str. 7

str.10

str.12

str.14

str.16

str.17

str.18

str.20

str.21
str.22
str.24
str.24

str.25

~
-
S

=)
A((

L%

Ve

Miesiecznik Delta — matematyka, fizyka, astronomia, informatyka jest
wydawany przez Uniwersytet Warszawski przy wspolpracy towarzystw
naukowych: Polskiego Towarzystwa Matematycznego, Polskiego Towarzystwa
Fizycznego, Polskiego Towarzystwa Astronomicznego i Polskiego
Towarzystwa Informatycznego.

Komitet Redakcyjny: dr Piotr Chrzastowski-Wachtel, dr Krzysztof Ciesielski

— wiceprzewodniczacy, prof. dr hab. Bozena Czerny, dr Andrzej Dabrowski,

prof. dr hab. Krzysztof Diks, prof. dr hab. Jan A. Gaj — przewodniczacy,

prof. dr hab. Jerzy Ginter, dr Piotr Goldstein, dr Zofia Golab-Meyer,

prof. dr hab. Pawel Idziak, dr Agnieszka Janiuk, dr Marcin Kiraga,

dr hab. Andrzej Majhofer, dr hab. Zbigniew Marciniak, dr hab. Zygmunt Mazur,
dr Adam Michalec, dr Zdzistaw Pogoda, prof. dr hab. Wojciech Rytter,

dr hab. Pawet Strzelecki.

Redaguje kolegium w skladzie: Marcin Adamski, Wiktor Bartol, Ewa Czuchry,
Maria Donten-Bury, Krystyna Kordos — sekr. red., Marek Kordos — red. nacz.,
Tomasz Kwast, Agnieszka Majczyna, Jakub Radoszewski, Anna Rudnik,
Krzysztof Rudnik, Witold Sadowski, Krzysztof Turzynski — z-ca red. nacz.,
Piotr Zalewski.

Oktadki i ilustracje: Emilia Bojanczyk.

Adres do korespondencji:

Instytut Matematyki UW, Redakcja ,,Delty”, ul. Banacha 2, pokéj 4020,
02-097 Warszawa, e-mail: delta@mimuw.edu.pl, tel. 22-55-44-402.

Sktad systemem TEX oraz rysunki techniczne wykonata Redakcja.
Wydrukowano w Drukarni Greg, ul. Konstruktorska 4, 02-673 Warszawa.

WARUNKI PRENUMERATY W FIRMIE AMOS

01-785 Warszawa, ul. Broniewskiego 8A (tel. 22-639-73-67)

internet: www.amos.waw.pl , e-mail: biuroQamos.waw.pl

Whptlaty przyjmowane sa non-stop, do 10. dnia miesigca poprzedzajacego okres
prenumeraty. Okres prenumeraty wynosi co najmniej trzy miesigce. Cena
jednego numeru w 2010 roku wynosi 4 zt. Przy wptlacie prosimy o zaznaczenie
okresu prenumeraty.

W prenumeracie zagranicznej (tez przez okres co najmniej trzech miesigcy)
cena numeru w 2010 r. wynosi 8 z. W przypadku zyczenia dostawy priorytetowej
odpowiednia doptate ponosi zamawiajacy.

Uwaga! Dla zamawiajacych minimum 10 egzemplarzy kazdego numeru AMOS
funduje dodatkowo jeden egzemplarz pisma.

Konto AMOS-u: PKO BP SA T O/W-wa, nr 11 1020 1013 0000 0502 0004 0584

WARUNKI PRENUMERATY W RUCH-u
internet www.ruch.com.pl, infolinia 804-200-600

Cena prenumeraty w 2010 roku wynosi 4 zt za egzemplarz.

1. Prenumerata krajowa: wplaty przyjmuja jednostki kolportazowe ,RUCH” SA
wlasciwe dla miejsca zamieszkania. Termin przyjmowania prenumeraty:
do 5. kazdego miesiagca poprzedzajacego okres rozpoczecia prenumeraty.

2. Prenumerata ze zleceniem wysylki za granice: informacji o warunkach
prenumeraty i sposobie zamawiania udziela ,RUCH” SA Oddzial Krajowej
Dystrybucji Prasy, 01-248 Warszawa, ul. Jana Kazimierza 31/33; tel. 22-5328-731
(prenumerata platna w walucie obcej), -816, -734, -819 (prenumerata platna

w PLN w kasie Oddzialu lub na konto w banku PEKAO SA IV O/Warszawa

68 1240 1053 1111 0000 0443 0494), infolinia 800-1200-29.

3. Prenumerata oplacana za granica: przelewem na nasze konto

SWIFT banku: PKOPPLPWWA4; w USD PEKAO SA IV O/W-wa IBAN
PL54 1240 1053 1787 0000 0443 0508; w EUR PEKAO SA IV O/W-wa IBAN
PL54 1240 1053 1978 0000 0443 0511; kserokopie polecenia przelewu nalezy
przesta¢ faksem pod numer +48-22-5328-731.

Numery archiwalne (od 1987 r.) mozna nabyé w Redakeji osobiscie lub listownie.
Strona internetowa (streszczenia, artykuly archiwalne, linki itd.):
http://www.mimuw.edu.pl/delta

Wydawca: Uniwersytet Warszawski Cena 1 egzemplarza 4 zt



Paradoks dni urodzin i pokrewne,
czyli o pewnych zagadnieniach
zwigzanych z rozmieszczeniem kul w komoérkach

Tomasz NIKODEM*

Motywacja do napisania artykulu o powyzszym tytule
byto nastepujace zadanie, znane w literaturze jako
paradoks dni urodzin: jak liczna powinna by¢ grupa
0s6b, aby z prawdopodobienstwem nie mniejszym

od 1/2 znalazly sie w niej co najmniej dwie osoby
obchodzace urodziny tego samego dnia. Zaklada sie,
ze rozklad dni urodzin jest rozkladem jednostajnym
na zbiorze {1,2,...,365}, co malo odbiega od
rzeczywistosci, natomiast lata przestepne pomijamy.

Jaki zwiazek moga mie¢ kule i komoérki z ludzmi i ich
datami urodzin? Otéz, uktad ponumerowanych od 1

do 365 komérek mozna interpretowac nastepujaco:
pierwsza komérka to pierwszy stycznia, druga — drugi
stycznia, ostatnia — Sylwester. Fakt, ze w szufladzie

o numerze 31 jest kula, interpretujemy nastepujaco:

w grupie osob jest osoba urodzona 31 stycznia. Komoérki
sa rozréznialne, bowiem kazda z nich ma inny numer.
Podobne zalozenie dotyczy kul: kazda z nich odpowiada
dacie urodzenia innej osoby, naturalne za$ jest zalozenie,
ze 0soby sa rozréznialne.

Obliczymy prawdopodobienstwo tego, ze w k-osobowej
grupie znajda sie przynajmniej dwie osoby urodzone
tego samego dnia. Chwile p6Zniej wyznaczymy
minimalne k, dla ktérego obliczone prawdopodobienstwo
jest nie mniejsze niz 1/2. OdpowiedZ, ktéra niebawem
uzyskamy, jest zaskakujaco niska: wystarcza zaledwie

23 osoby, by taka sytuacja miala miejsce.

Za Tanem Stewartem podaje, ze na pytanie o minimalna
liczbe 0s6b, dla ktérej z prawdopodobienstwem

co najmniej 1/2 znajdziemy dwie osoby urodzone tego
samego dnia, ktére ,stawiano studentom kierunkdw
uniwersyteckich [w USA], $rednia z odpowiedzi wynosita
385”. Natomiast juz dla 366 oséb z zasady szufladkowej
Dirichleta wynika, iz z prawdopodobienistwem 1 znajda sie
dwie osoby obchodzace urodziny tego samego dnia. Wyniki
ankiety dobrze uzasadniaja tytutl: paradoks dni urodzin.

Przystapmy do rozwiazania zadania sformulowanego
na poczatku artykulu. Zdarzeniami elementarnymi sa
ciagi dlugosci k o wyrazach w zbiorze {1,2,...,365}.
Wszystkich takich ciagéw jest 365F. Oznaczmy przez py,
prawdopodobienstwo zdarzenia przeciwnego do
rozpatrywanego, czyli zdarzenia polegajacego na tym, ze
k-elementowy ciag bedzie réznowartoéciowy. Wowczas:
365-364-...-(365 —k+1)
(1) pe= 365~

1 k—1
=(l—=—0 ] ..- (1= —= la k <
(1-555) - (1-5g) k<0

dla k£ > 365.

oraz
pr =0

*student, Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

Teraz naszym zadaniem jest znalezienie minimalnego &,
dla ktorego pr < 1/2. W dalszym ciagu bedziemy
korzysta¢ z oczywistej obserwacji, iz dla interesujacych
nas k, czyli k < 365, ciag (pg) jest malejacy. Dla

k > 365 omawiany ciag jest staly.

Wykorzystujac nieréwnos$¢ 1 + x < e (prawdziwa dla
dowolnej liczby rzeczywistej x), mozna szacowaé prawa
strone wzoru (1):

1 k—1
(2) pr < e 365 ... .e 365 =

1424 (k1) _ k(k=1)
—e 365 — e T 730

Aby zachodzilo pi, < 1/2, wystarczy wyznaczy¢
minimalne k (naturalne), dla ktérego zachodzi

(3) k* —k—1730-1n2 > 0.
Pierwszym dodatnim rozwiazaniem nieréwnosci (3) jest

14+1+4-730-In2

czyli rozwiazanie naszego zadania to k = 23. Rezultat
jest zgodny z wynikiem przytoczonym na poczatku
artykutu; niemniej, aby to doktadnie sprawdzié,

warto wykonaé¢ rachunki przy uzyciu komputera.
Otrzymujemy: po3 = 0,493 ... oraz pao = 0,524 ..., czyli
pomimo szacowania wykonanego w (2) otrzymujemy
prawidtowy wynik.

= 22,99994315 . . .,

Przeanalizujmy, jak si¢ maja przyblizenia do poprawnej
odpowiedzi, gdy zwickszymy badz zmniejszymy liczbe
szuflad (mozliwosci dni urodzin). Taka sytuacja bedzie
mozliwa, gdy przeniesiemy sie na chwile, na przyktad,
na Marsa, gdzie jeden pelny obieg wokdt Stonca trwa
687 ziemskich dni, a co za tym idzie, na Marsie mamy
687 réznych dat urodzin. Stawiamy pytanie analogiczne
jak na Ziemi: jak liczna powinna by¢ grupa Marsjan, by
z prawdopodobiefistwem co najmniej 1/2 znalazlo sie
wsrod nich przynajmniej dwoch obchodzacych urodziny
tego samego dnia? Zakladamy, ze rozklad narodzin na
Marsie jest jednostajny na {1,2,...,687}, choé¢ wlasciwie
nie mamy do tego zadnych podstaw.

Poniewaz liczby 365 oraz 687 tak naprawde nie sa bardziej
interesujace niz pozostale, przeanalizujmy powyzszy
przyktad w pelnej ogdlnoéci. Mamy n mozliwych dni
urodzin. Oznaczmy przez pj prawdopodobienstwo, ze
k-elementowy ciag o wyrazach w zbiorze {1,2,...,n} jest
réznowartosciowy. Aby znalezé wzér na pj, wystarczy
we wzorze (1) kazdorazowo w miejsce 365 wpisaé n.
Wykonujac szacowanie analogiczne do (2), otrzymujemy,
ze warunkiem wystarczajacym, by zachodzito pp < 1/2,
jest spelnienie nieréwnosci k> —k —2-n-In2 > 0, ktérej
pierwszym dodatnim rozwigzaniem jest

I1+v1+4-2-n-In2 1  1+4-2-n-In2

2 2 2




Aby wzor stal sie przyjemniejszy (tracac na
doktadnosci, lecz co najwyzej o jeden), decydujemy sie
zapisaé¢ go w przyblizonej postaci: kjf = v2-1In2-/n
— jako rozwiazanie wystarczy bra¢ minimalng

liczbe catkowita nie mniejsza od k. W ogdlnym
przypadku odpowiedz jest rzedu /n razy stala
V2-In2 = 1,177410. .. Zeby zobaczy¢, jak dobrze
przyblizone wyniki uzyskane dzieki wyznaczeniu k{
oddaja faktyczne, prawidtowe wyniki uzyskane
numerycznie dla pewnych przypadkowych, ale
konkretnych n, warto spojrzeé¢ na trzecig oraz czwarta
kolumne tabeli na dole strony.

Przystapimy teraz do analizy nieco innego zagadnienia.
Przypusémy, ze dane jest 365 szuflad, co odpowiada
365 réznym datom urodzin. Zalézmy dalej, ze mamy
dostatecznie duzo kul, ktére bedziemy umieszczac
kolejno w losowo wybranej (zgodnie z rozkladem
jednostajnym na {1,2,...,365}) szufladzie. Wyr6znijmy
jedna z szuflad przed rozpoczeciem doswiadczenia,
powiedzmy o numerze jeden, czyli pierwszy stycznia.
Standardowo kula w szufladzie oznacza, ze w grupie
jest osoba urodzona danego dnia. Zagadnienie wyglada
nastepujaco: jak liczna powinna by¢ grupa oséb, aby

z prawdopodobienstwem co najmniej 1/2 znalazla sie
wsréd nich co najmniej jedna, ktora obchodzi urodziny
wlasnie pierwszego stycznia? Wybrana data nie jest
zadnym magicznym dniem — chodzi jedynie o to, ze
zostala ona ustalona przed wykonaniem do$wiadczenia.
Powyzsze zagadnienie mozna zinterpretowaé
nastepujaco: jak liczna powinna by¢ grupa oséb, aby

z prawdopodobienstwem co najmniej 1/2 znalazla sie
wsrdd nich co najmniej jedna osoba urodzona tego
samego dnia co ja?

Przechodzac znéw do rozwazania zdarzenia przeciwnego,
szukamy prawdopodobienstwa tego, ze przy losowym
rozmieszczeniu k kul w 365 komérkach otrzymamy
rozmieszczenie, w ktéorym wyrdzniona komérka jest
pusta. Innymi stowy, interesuje nas zdarzenie, ze k kul
zostanie umieszczonych w komérkach o numerach
2,3,...,365. Zdarzeniami elementarnymi sa ciagi
dlugosci k o wyrazach w zbiorze {1,2,...,365}.
Rozmieszczenia sprzyjajace omawianemu zdarzeniu
przeciwnemu to ciagi dtugosci k o wyrazach w zbiorze
{2,3,...,365} — nie dopuszczamy mozliwosci, ze
jakakolwiek kula trafi do wyréznionej szuflady numer
jeden. Jest ich 364%. Oznaczmy przez by, szukane

prawdopodobienstwo z tredci zadania. Otrzymujemy:

364" 1"
(5) 365% ! (1 365) '
W dalszym ciagu skorzystamy z tego, ze ciag (by) jest
rosnacy. Zwréémy uwage, ze podczas gdy w grupie
366-osobowej z prawdopodobienistwem 1 znajda sie dwie
osoby urodzone tego samego dnia, to dla dowolnie duzej
grupy oséb nie mozemy mie¢ pewnosci, ze znajdziemy
w niej osobe urodzong, na przyktad, 1 stycznia.

E=1

Pytamy o to, kiedy by jest nie mniejsze niz 1/2.
Wyznaczymy nieréwnosé, ktéra ma spelniaé k:

k
1 1
6 1—(1—— > =
(©) ( 365> 2
& k>—7ln2l
In{1-—-—
365

czyli nalezy bra¢ k = 253. Dokladne wyniki,
uzyskane za pomoca komputera, sa nastepujace:
b252 = 07499105 ... 0raz b253 = 07500477 ce

= 252,651988.. ...,

W ogdélnym przypadku zamiast rozwazaé 365 mozliwosci
dni urodzin, mozemy analogicznie obliczy¢, kiedy b}
(czyli prawdopodobienstwo tego, ze przy losowym
rozmieszczeniu k kul w n komérkach wyrézniona przed
rozpoczeciem doswiadczenia komérka jest niepusta) jest
nie mniejsze niz 1/2. Okazuje sie, ze wystarcza, by
In2

In(1 —1/n)
Aby zyskaé na estetyce powyzszego wzoru (kosztem
jego dokladnosci), mozna szacowaé prawa strong,
wykorzystujac nieréwnoéé In(1 + z) < z dla x = —1/n.
Otrzymujemy w ten sposéb oszacowanie k > nln 2.
Oczywiscie, interesuje nas najmniejsze k € N, ktére
spelnia zadang nieréwnosé. By przekonad sig, jak dobry
jest ,bardziej estetyczny wzér”, warto spojrze¢ na
ostatnie dwie kolumny ponizszej tabeli.

k>

Na zakoniczenie odnotujmy, ze podczas gdy odpowiedz
na pytanie bedace uogdlnieniem paradoksu dni
urodzin zachowywala sie jak \/n ze stalg 1,177410.. .,
odpowiedz na drugie pytanie rosnie liniowo wraz ze
wzrostem n ze stala In2 = 0,693147 ...

Literatura

Tan Stewart, Co za traf!, Swiat Nauki 8/1998, ss. 74-75.

nazwa n — czas obiegu minimalne k£ € N minimalne k € N, minimalne k£ € N, minimalne k € N,

planety wokét Storica nie mniejsze od k(' aby zachodzilo p}! < 1/2  aby zachodzita aby zachodzita
w dniach ziemskich (wynik przyblizony) (wynik numeryczny) nieréwnos¢ k 2 In2-n .ol ik > In 2
(zaokraglony do (wynik przyblizony) In(1—-1/n)
liczb catkowitych) (wynik numeryczny)

Merkury n = 88 12 12 61 61

Wenus n =225 18 18 156 156

Ziemia n = 365 23 23 253 253

Mars n = 687 31 32 477 476

Jowisz n = 4333 78 78 3004 3004

Saturn n = 10756 123 123 7456 7456

Uran n = 30708 207 207 21286 21285

Neptun n = 60223 289 290 41744 41744




Potr6jne urodziny

Klasyczna wersja tak zwanego paradoksu, o ktérym
mowa w artykule Tomasza Nikodema, dotyczy
sytuacji, w ktorej szukamy w danej grupie k ludzi
dwdch os6b urodzonych tego samego dnia roku.
Okazuje sie, ze wystarczy grupa 23-osobowa (k = 23),
aby prawdopodobienstwo znalezienia takiej pary
przekroczylo 1/2 (zakladamy zawsze, ze kazda
data urodzenia jest jednakowo prawdopodobna, co
pono¢ nie jest do konca zgodne z rzeczywistoscia).
A jaka prébka jest potrzebna, aby$my mieli réwnie
duza szanse na znalezienie trzech oséb urodzonych
tego samego dnia?

Oznaczmy liczbe dni w roku przez n, a licznos¢ naszej
grupy przez k. Zdarzenie ,istnieja trzy osoby urodzone
tego samego dnia” jest dopelnieniem zdarzenia ,kazdego
dnia urodziny obchodza co najwyzej dwie z danych

k 0s6b”. Prawdopodobienstwo tego drugiego mozna
obliczy¢, na przyklad, tak. Niech [ bedzie liczba dni,

w ktére wypadaja podwdjne urodziny jakiejs pary
(1=0,1,...). Wtedy laczna liczba dni urodzinowych
tol+ (k—2l) = k — . Wybieramy te dni w roku

(na (kzl) sposob6w), decydujemy, ktére z nich beda
podwéjne (na (kl_l) sposob6w), ustawiamy cale
towarzystwo w kolejke (na k! sposob6éw), po czym w tej
kolejnosci przypisujemy osoby do kolejnych wybranych
dni, na poczatku po dwie osoby do dni podwdjnych

(az zuzyjemy 2l oséb), a potem po jednej osobie do dni
pojedynczych. W ten sposéb kazda konfiguracje

Michat ADAMASZEK

liczymy 2! razy (kolejnosé oséb w kazdej z pierwszych
[ par). Reasumujac, szukanych konfiguracji jest

g ()

1>0
Sktadnik odpowiadajacy I = 0 to doktadnie liczba
konfiguracji, w ktérych kazdy ma inna date urodzin.
Zatem poszukiwane prawdopodobienstwo, ze istnieja
trzy osoby swietujace wspdlnie, to
fn,k
nk
Aby rozwiazaé nasze zadanie, ktadziemy n = 365
i szukamy takiego k, zeby pses, > 1/2. (Jako ¢wiczenie
z manipulowania sumami polecam sprawdzenie,
czy aby na pewno p, 1 = pn2 = 0 oraz p, 3 = 1/n.
Te rzeczy wiemy bez rachunkéw.) To dobre zadanie dla
komputera, a odpowiedzia jest wartosc:

Pn,k = 1-

P365,88 = 0,511...,

a zatem potrzeba 88 oséb, aby mieé¢ duze (co najmniej
50%) szanse na znalezienie trzech urodzonych w tym
samym dniu.

Czytelnikowi Bardzo Wytrwalemu pozostawiamy
analogiczne zadanie z wymogiem czterech, pieciu

i wiecej oséb o wspoélnej dacie urodzenia oraz
nastepujacy problem z nieco innej beczki: jak liczna
musi byé grupa, aby$my mieli co najmniej 50% szans na
to, ze codziennie bedziemy obchodzi¢ czyje$ urodziny?

i Zadania

2+ 2y = 427,

Rozwigzanie na str. 17

Redaguje Waldemar POMPE

M 1273. Wyznaczyé¢ wszystkie trojki liczb catkowitych z, y, z spelniajace réwnanie

M 1274. Kazdy punkt kota domknigtego o promieniu 1 pomalowano na jeden z trzech
koloréw. Dowiesc, ze istnieja dwa punkty tego samego koloru, ktérych odlegtosé wynosi 1.

Rozwiazanie na str. 9

M 1275. Liczby x1,x2,..

Rozwigzanie na str. 6

., Z100 sa dodatnie i ich suma wynosi 1. Udowodni¢, ze

1
122 + 2223 + ... + TogT100 < 7.

Redaguje Fwa CZUCHRY

F 761. Skraplacz sklada sie¢ z rury wypelnionej zimna woda, przez ktéra przechodzi
przewdd z para wodna. Do wnetrza skraplacza z jednej strony wpuszcza si¢ strumien
pary wodnej o temperaturze t; = 100 °C w ilosci g1 = 1 kg/s, a z drugiej strony
strumienn wody o temperaturze to = 20 °C w ilosci g2 = 20 kg/s. Znalezé temperature
wody wychodzacej ze skraplacza. Ciepto parowania wody to A = 2,26 - 10° J /kg,

tarcie zaniedbad.

3

Rozwiazanie na str. 24

a ciepto wlasciwe wody wynosi ¢ = 4,19 - 10% J/(kg - K). Zatozyé, ze skraplacz jest
skuteczny, tzn. temperatura skroplonej pary opuszczajacej skraplacz jest réwna
poczatkowej temperaturze chtodzacej wody.

Rozwigzanie na str. 16

F 762. W naczyniu, nad powierzchnia wody, znajduje si¢ powietrze, Scisnigte obcigzonym
ttokiem do cignienia p1 = 3 - 10° Pa. Odlegloéé ttoka od powierzchni wody jest taka sama,
jak wysokos$é stupa wody h = 2 cm. Temperatura wody i powietrza wynosi t; = 6°C.
Na jakiej wysokosci nad powierzchnia wody znajdzie sie ttok, jesli naczynie z woda
ogrzejemy do temperatury to = 100°C? Ciénienie pary wodnej w temperaturze 6°C oraz
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Amatorskie pomiary meteorologiczne:
fotometr stoneczny

Krzysztof MARKOWICZ®

W ostatnich latach powszechny dostep do komputeréw oraz czujnikéw
parametréw srodowiskowych przyczynit sie do rozwoju amatorskich pomiaréw
meteorologicznych. Na Swiecie istnieje obecnie wiele sieci zrzeszajacych ludzi

w roznym wieku, ktérzy fascynuja sie zjawiskami meteorologicznymi. Prowadza
oni rézne pomiary atmosferyczne, poczawszy od prostych obserwacji stanu
atmosfery, takich jak temperatura, wilgotnosé, wiatr lub opad, a skonczywszy na
systemach lokalizacji wyladowan atmosferycznych czy pomiarach zanieczyszczen
powietrza. Czes¢ z nich kupuje proste przyrzady meteorologiczne, a pozostali
buduja wlasne urzadzenia pomiarowe. Celem tej serii artykuléow bedzie wlasnie
zachecenie Czytelnikéw do wlasnorecznego wykonania kilku przyrzadéw
umozliwiajacych interesujace pomiary meteorologiczne.

W pierwszym odcinku zajmiemy sie budowa i dzialaniem fotometru stonecznego.
Jest on przyrzadem stuzacym do pomiaru bezposredniego promieniowania
stonecznego, czyli promieniowania pochodzacego z obszaru tarczy stoneczne;j.
Promieniowanie stoneczne, przechodzace przez atmosfere, jest stopniowo
ostabiane wskutek proceséw absorpcji i rozpraszania: na molekutach gazéw
atmosferycznych (gléwnie tlenu, azotu i pary wodnej), w chmurach oraz

na zanieczyszczeniach powietrza zwanych aerozolami. Jezeli w okolicach
tarczy stonecznej nie ma chmur, to natezenie promieniowania bezposredniego
docierajacego do powierzchni Ziemi jest tym wigksze, im mniej zanieczyszczen
zawiera pionowa kolumna atmosfery (inaczej: powietrze jest bardziej
przezroczyste). Relacje te opisuje prawo Lamberta—Beera:

I(A) = Loa(A)e ™™™,

gdzie I(\) jest natezeniem promieniowania stonecznego o dilugosei fali A
dochodzacego do fotometru, I,q(\) jest natezeniem promieniowania stonecznego
dochodzacego do gérnych granic atmosfery (tzw. spektralna stala sloneczna),
m oznacza tzw. mase optyczna atmosfery, 7 zas tzw. grubo$é¢ optyczna
atmosfery. Poniewaz stala stoneczna zalezy od chwilowej odlegtosci d miedzy
Ziemia a Slonicem, wprowadza sie pojecie stalej stonecznej Io(\) dla éredniej
odleglosci dy Ziemia—Stonce. Zapisane przy uzyciu tych wielkosci prawo
Lamberta—Beera przyjmuje postac

I(N) = Iy(N) (%)25”@7“).

Stosunek kwadratow sredniej i chwilowej odleglosci Ziemia—Stonice mozna
wyrazi¢ przyblizonym wzorem

do\” D
(d) = ]. + |:0,034 COS (27T:’)65>:|’

gdzie D oznacza numer kolejnego dnia w roku.

Masa optyczna atmosfery jest wielkos$cia bezwymiarows, zdefiniowana przez
stosunek catkowitej masy kolumny powietrza (o jednostkowej powierzchni),
nachylonej w kierunku Stonica, do masy pionowej kolumny powietrza. Uwzglednia
ona fakt, ze gdy Slonce znajduje sie nisko nad horyzontem (méwimy: ma maly
kat elewacyjny), promieniowanie stoneczne pokonuje dluzsza droge w atmosferze.
W przypadku, gdy kat elewacyjny Stonca jest wiekszy od 30°, masa optyczna
atmosfery moze by¢ wyznaczana z przyblizenia plaskorownolegtego i wynosi

1

sin(a)

Dla katow elewacyjnych mniejszych od 30° efekt zakrzywienia powierzchni Ziemi
staje sie istotny i wowczas masa optyczna wyraza sie wzorem
1
 sin(a) + a(a - 180/7 + b)—¢’




Rys. 1. Zdjecie fotometru stonecznego.

e

Rys. 2. Schemat elektroniczny
podlaczenia diody LED do wzmacniacza
operacyjnego LTC1051. Opornosé
rezystora Ri ustala si¢ eksperymentalnie
dla kazdej diody. Najczesciej jest to
wartosé z zakresu 2-5 M. Pojemnosé
kondensatora Cy wynosi 220 pF.

gdzie a jest katem elewacyjnym Sltonca w radianach, stale a, b i ¢ zas przyjmuja
wartosci:

a=0,50572, b=6,07995 c=16364.

Gdy Stonce znajduje sie na horyzoncie, masa optyczna wynosi okoto 38, co
oznacza, ze promieniowanie przechodzi trzydziestoo$miokrotnie dtuzsza droge,
niz gdyby Stonce bylo w zenicie.

Grubo$é optyczna atmosfery jest réwniez wielkoscia bezwymiarows. Jest ona
proporcjonalna — w pionowej kolumnie powietrza — do ostabienia bezposredniego
promieniowania stonecznego wskutek proceséw absorpcji i rozpraszania
(ekstynkcji). Caltkowita grubo$é optyczna atmosfery moze byé¢ wyrazona poprzez
sume grubosci optycznej zwiazanej z aerozolami 74oT, molekutami powietrza
(rozpraszanie Rayleigha) Tray, para wodna 7,0 1 innymi gazami §ladowymi
(np. ozonem) 74

T = TAOT + TRAY + TH,O + Tg-

Przeksztalcajac powyzsze wzory, widzimy, ze grubosé optyczna aerozolu moze
by¢ wyznaczona na podstawie pomiaréw promieniowania bezposredniego
z zaleznosci

Iy

TAOT = E |:]Il 7 +2In d—0:| — (TRAY + TH,0 + Tg).

W przypadku promieniowania stonecznego w zakresie widzialnym i bliskiej
podczerwieni wpltyw pary wodnej i ozonu jest na ogél zaniedbywalnie maty
(poza waskimi pasmami absorpcyjnymi). Najwiekszy wklad do grubosci
optycznej wnosza rozpraszanie i absorpcja aerozolu oraz rozpraszanie
molekularne. Wyznaczenie grubosci optycznej aerozolu wymaga zatem obliczenia
grubosci optycznej zwiazanej z rozpraszaniem Rayleigha. Wielko$¢ ta zmniejsza
sie z dtugoécia fali jak A™* (co, nawiasem méwiac, sprawia, ze niebosklon
pozbawiony chmur ma kolor niebieski). Molekularne grubosci optyczne
wynosza 0,61, 0,14 oraz 0,008 dla dtugosci fali odpowiednio 350, 500 oraz

1000 nm. W celu wyznaczenia grubosci optycznej zwiazanej z rozpraszaniem na
molekutach powietrza stosuje sie empiryczny wzor

TRAY = pE(Ax4 +BAT 4+ OX9),
0

gdzie p jest ciSnieniem atmosferycznym w hPa, A\ dlugoécia fali w um,
a pozostale stale przyjmuja wartosci:

po = 1013 hPa,
A=8436-10"% um?*, B=-1225-10"" ym®, C =14-10"° um".

W przypadku aerozolu typowe wartosci grubosci optycznej mierzonej w Polsce
zmieniaja sie w zakresie od 0,1 do 0,5 dla fali o dlugosci 500 nm. Wyznaczenie
grubosci optycznej dla aerozoli, a tym samym zmierzenie iloSci zanieczyszczen

w powietrzu, wymaga zmierzenia natezenia promieniowania bezposrednio
docierajacego do powierzchni Ziemi. Jednymi z najprostszych detektoréw
promieniowania sg fotodiody, jednak stosowanie ich w przypadku fotometru
stonecznego wymaga uzycia doé¢ kosztownych filtrow interferencyjnych,
pozwalajacych na pomiar promieniowania w waskim zakresie dlugosci fali.
Znacznie prostszym i tanszym rozwiazaniem jest wykorzystanie zwyktych diod
LED jako detektoréw promieniowania. Diody te w poréwnaniu z fotodiodami
maja znacznie wezszy zakres czulosci widmowej, wynoszacy na ogoét okoto

50-70 nm. Jest to warto$¢ wigksza niz w przypadku komercyjnych fotometréw
(okolo 10 nm), pozwala jednak na uzyskiwanie zadowalajacych wynikéw
pomiarowych. Uktad pomiarowy naszego fotometru bedzie sktadal sie

z konwertera prad-napiecie realizowanego przez uklad operacyjny UTC1051.
Pozwoli on na pomiar niewielkiego pradu plynacego przez ztacze n-p diody LED.
Uklad pracuje w sprzezeniu zwrotnym za posrednictwem rezystora o opornosci
kilku M. Dokladna wartos¢ oporu zalezy od typu diody LED i ustala sie ja
podczas pomiaréw testowych, tak aby warto$é¢ napiecia wyjsciowego, mierzonego
w godzinach potudniowych, nie przekraczata 2 V. Uklad scalony UTC1051
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Pomiar gruboéci optycznej aerozolu dla
co najmniej dwéch dlugosci fali pozwala
oszacowaé tzw. wykladnik Angstréma
zwigzany z rozmiarem czastek.

ma dwa wzmacniacze operacyjne umozliwiajace pomiar dla dwoch diod LED.
Zasilamy go napieciem okolo 9 V z baterii 6LR61. Schemat calego ukltadu
elektronicznego pokazany zostal na rysunku 2. Detektor promieniowania
umieszczony jest wewnatrz ciemnej obudowy. O$wietlany jest on przez
promieniowanie stoneczne padajace przez niewielki otwér w przedniej $ciance.
Nalezy tak dostosowaé srednice otworka i odleglosé diody od niego, aby kat
widzenia diody wynosil okolo 2-2,5°. Pozwoli to na pomiar promieniowania
pochodzacego od tarczy stonecznej (0,5°) i jej najblizszej okolicy. W przyrzadzie
mozemy zastosowac kilka diod o réznej dlugosci fali. Najczesciej w fotometrach
wykorzystuje sie jako detektory diody LED o $rednicy 5 mm koloru zéttego,
zielonego oraz czerwonego.

Napiecie V', mierzone za pomoca podlaczonego do fotometru miernika
uniwersalnego, jest proporcjonalne do natezenia promieniowania stonecznego 1.
Grubo$¢ optyczna aerozolu mozemy zatem wyznaczy¢ ze wzoru

Vo

_ 1 +21 d
TAOT = ndo TRAY

gdzie V) oznacza wartosé napiecia, jaka wskazywalby przyrzad

InV

wyniesiony poza granice atmosfery. Nie mogac tego ostatniego
zrobi¢ w warunkach domowych, potrafimy jednak wyznaczyé¢ Vj
podczas kalibracji przyrzadu przy uzyciu tzw. techniki Langleya,
polegajacej na wykonywaniu wielokrotnych pomiaréw w odstepach
10-15 minut dla katéw elewacyjnych Stonca pomiedzy 10° a 30°.
Najczesciej czas ten odpowiada 2-3 godzinom zaczynajacym sie
okolo 30 minut po wschodzie lub konczacym sie okoto 30 minut
przed zachodem Stonca. Kalibracja wymaga bezchmurnego nieba

i stabilnych warunkéw meteorologicznych, aby grubo$¢ optyczna
atmosfery nie zmieniala si¢ w czasie. Wowczas logarytm mierzonego
napiecia (w dowolnych ustalonych jednostkach, np. w woltach) jest

—20 . L . + L . liniowa funkcja masy optycznej atmosfery m
masa optyczna atmosfery dO
InV =InV,+2Iln " —mr.
Rys. 3. Kalibracja metodg Langleya. Kwadraty
reprezentujg wyniki pomiaréw, natomiast linia ciggta Wykonana na podstawie pomiaréw ekstrapolacja zaleznosci

przedstawia dopasowanie do punktéw pomiarowych.
Przecigcie prostej z osig pionowg odpowiada wartosci

kalibracyjnej In Vj.

Rozwigzanie zadania M 1275.
Zauwazmy, ze
T1x2 + T2x3 + ...+ Toox100 <
< (x1+x3+...+ x99) X

X (x2 + x4+ ...+ x100) <

<

<

<x1+m2+-~-+w100>271
— ) =1

liniowej do zerowej masy optycznej (zob. rys. 3) pozwala wyznaczyé
poszukiwana warto$é In Vg (w tych samych jednostkach).

Wyznaczenie gruboéci optycznej aerozolu wymaga jeszcze znajomosci dlugosci
fali, dla ktérej dioda LED wykazuje najwyzsza czulosé, oszacowania cisnienia
atmosferycznego oraz wyznaczenia potozenia Stonca nad horyzontem.

W przypadku dlugosci fali mozemy postuzy¢ sie informacjami technicznymi

na temat danej diody LED. Producenci na ogél podaja widmo lub diugosé

fali odpowiadajacej maksymalnej emisji promieniowania. Widma emisyjne

i absorpcyjne diody LED na ogdt nie pokrywaja sie doktadnie, jednak w naszym
przypadku przyjecie wartosci dla widma emisyjnego nie prowadzi do duzych
bledéw. Aby wyznaczy¢ potozenie Stonca, mozemy wykorzysta¢ dostepne

w internecie programy, np. na stronie

http://www.igf.fuw.edu.pl/meteo/stacja/kody.php.

Pomiary fotometrem wykonuje si¢ jedynie w dni stoneczne, kiedy tarczy
stonecznej nie przestaniaja chmury. W atmosferze wystepuja czasami cienkie
chmury typu cirrus, ktére sa stabo widoczne blisko tarczy stonecznej.

Moga one jednak istotnie wplywa¢ na wyniki pomiaru, dlatego podczas
kazdego pomiaru nalezy uwaznie obserwowa¢ zachmurzenie. Sam pomiar
powinien trwa¢ okoto 20-30 sekund, w czasie ktérych ustawiamy fotometr

w kierunku tarczy Sltonca i obserwujemy wskazania napiecia elektrycznego.
Wybieramy warto$¢ maksymalna, odpowiadajaca najlepszemu ustawieniu
fotometru.

Tyle dobrych rad. Teraz pozostaje tylko zyczyé¢ Czytelnikom wiele satysfakeji
podczas budowy przyrzadu oraz udanych pomiarow.
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Zobaczy¢ chaos: potega intelektu (nie moc obliczeniowa)

Przypomnijmy definicje trzech
przeksztalcen odcinka [0, 1] w niego
samego, ktérymi zajmowaliSmy sie
w pierwszej czesci artykutu (Delta
1/2010).

Wartos$é przesuniecia Bernoulliego

liczby z € [0, 1] obliczamy, usuwajac
z rozwinigcia dwdjkowego tej liczby

pierwsza cyfre po przecinku:

B((0,a1azazaq ...)2) = (0,azazaq ...)2.

Przeksztalcenie piloksztaltne P
definiujemy nastepujaco: na odcinku

[0, 1) jest ono zadane wzorem P(z) = 2z,
natomiast na odcinku [%, 1] przyjmujemy
P(z) = 2z — 1. Wykres przeksztalcenia P
sktada si¢ z dwéch réownoleglych
odcinkéw.

Przeksztalcenie namiotowe T
zadajemy wzorem T'(z) =1 — |1 — 2z|.
Na odcinkach [0, 3] i [£, 1] jest ono
liniowe — najpierw rosnace, a pdzniej
malejace, wigc wykres przypomina,
namiot.

Podzbiér odcinka [0, 1] jest otwarty,
jesli jest suma przedzialéw otwartych
(czyli odcinkéw bez konicéw), byé moze
nieskonczenie wielu, oraz ewentualnie
przedzialéw [0, z) i (y, 1] dla pewnych
z,y € (0,1).

Dobrym przyktadem zbioru gestego
jest zbidr liczb wymiernych zawartych
w odcinku [0, 1].

Otoczenie punktu z to zbiér zawierajacy
pewien zbiér otwarty, do ktérego

nalezy x. Mozna powiedzieé, ze to zbiér,
ktéry zawiera x, ale nie na brzegu.

*Katedra Matematyki,
Politechnika Rzeszowska

Jarostaw GORNICKI*

W poprzedniej czesdei artykutu (Delta 1/2010) oméwilismy dzialanie dwoch
réznych przeksztalcen P, T : [0, 1] — [0, 1]. Uzywajac dwdjkowego systemu
obliczen (tu tez bedziemy z niego korzystac), wskazaliémy podobienstwa
miedzy nimi. Wykazemy teraz, ze przeksztalcenia te generuja chaotyczne
przemieszczanie si¢ punktéw w odcinku (0, 1).

Chaotycznie — to znaczy jak?

Przygladanie si¢ zjawiskom, w ktérych nie udaje sie¢ dostrzec jakiejs dominujace;j
regularnosci, przewidywalnosci, sktania nas do méwienia o nich, ze sg chaotyczne.
Z punktu widzenia matematyki potrzebna jest precyzyjna definicja zjawisk
chaotycznych — na przyktad lista wlasnosci, ktére musza one spelniaé. Jednak
dotychczas nie wypracowano jednego pogladu w tej sprawie (zob. [1]). Jedni
wigksza wage przypisuja wlasno$ciom lokalnym, a inni poszukuja charakteryzacji
globalnych. Pokazuje to, jak trudny i nieuchwytny jest to problem.

Do$é rozpowszechniona jest propozycja Roberta L. Devaneya (z 1986 r.), by za
chaotyczne uznawadé takie zjawiska, ktore:

e sa tranzytywne (czyli maja tzw. wlasnosé rozprzestrzeniania),
e maja gesty zbiér punktéw okresowych,
e sa wrazliwe na zmiane warunkéw poczatkowych.

Zdefiniujemy te pojecia dla przeksztalcenia S : [0,1] — [0, 1].

Wilasnosé tranzytywnodci (rozprzestrzeniania) oznacza, ze dla dowolnej pary
niepustych zbioréw otwartych A, B C [0, 1] istnieje taka liczba naturalna n, ze

S"(A)N B £ 0.

Warunek ten oznacza, ze trajektorie, czyli ciagi kolejnych obrazéw danego
punktu, rozpoczynajace si¢ w jakimkolwiek zbiorze otwartym A, sa ,rozsytane”
na caly zbiér [0, 1] — do kazdego zbioru otwartego B C [0, 1] trafi jakas
trajektoria zapoczatkowana w zbiorze A.

Gesto$é punktow okresowych odwzorowania S oznacza, ze w dziedzinie [0, 1] punkty
okresowe tworza zbidr gesty, czyli kazdy punkt « € [0, 1] jest granica pewnego ciagu
punktéw okresowych. Przypomnijmy, ze punkt z € [0, 1] nazywamy okresowym
wzgledem przeksztalcenia S, gdy istnieje taka liczba naturalna k > 1, ze S¥(x) = .
Najmniejsza liczbe k o tej wlasnosci nazywamy okresem podstawowym punktu x.
Orbity punktow okresowych sa zbiorami skonczonymi.

Wilasno$é wrazliwo$ci odwzorowania S oznacza, ze istnieje taka stala § > 0, ze
dla kazdego x € [0,1] i kazdego otoczenia O punktu z istnieje punkt y € O oraz
istnieje taka liczba naturalna n, ze

15" (x) = S"(y)| > 6
(stala & bywa nazywana stalq wrazliwosci przeksztalcenia S).

Innymi stowy, w kazdym otwartym podzbiorze zbioru [0, 1] istnieja dowolnie
bliskie punkty = i y, ktorych trajektorie po pewnym czasie znacznie si¢ od siebie
oddalaja (by¢ moze tylko na chwile). Przyszlosé trajektorii przeksztalcenia
wrazliwego zalezy mocno od jej stanu poczatkowego. Wystarczy drobne
zaburzenie, a historia (trajektoria) potoczy sie zupelnie inaczej. . .

Podkreslmy, ze wlasnosci charakteryzujace chaos w sensie Devaneya nie sa do
konca niezalezne. W wyniku przeprowadzonych badan wiemy, ze w pewnych
sytuacjach, np. w przypadku jednowymiarowym, tranzytywnos¢ implikuje dwie
pozostale wlasnosci, a w do$é ogblnym przypadku (dla przeksztalcen ciagltych
na przestrzeniach metrycznych) tranzytywno$é wraz z istnieniem gestego zbioru
punktéw okresowych gwarantuje wrazliwo$é na warunki poczatkowe (zostalo to
odkryte w 1992 1.).

Z ,reklamowego” punktu widzenia fakt ten jest klopotliwy: wrazliwo$é na
warunki poczatkowe — najbardziej intuicyjna i najbardziej pogladowa wlasnosé
— nie jest istotng charakteryzacja chaosu!
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Napis 0,abc oznacza utamek o okresie abc.

Najwazniejsza jest tranzytywnos$¢ — gwarancja, ze z kazdego otwartego podzbioru,
idac wzdluz trajektorii jego punktow, mozna si¢ dosta¢ dowolnie blisko kazdego
punktu z calego zbioru.

Ponadto, poniewaz pierwsze dwie wlasnodci (tranzytywnosé, gestosé punktéw
okresowych) maja charakter topologiczny, a wrazliwos¢ na warunki poczatkowe
ma charakter metryczny, wiec

chaos jest wlasno$cig topologiczna.

Przeksztalcenia P oraz T sg chaotyczne.

Wykazemy teraz (bezposrednimi rachunkami, bez uzycia komputeréw!), ze
przeksztalcenia P oraz T spelniaja kazdy z wymienionych warunkéw: maja
wlasnoéé tranzytywnosci, geste zbiory punktéw okresowych i sa wrazliwe na
warunki poczatkowe. Pokazemy w ten sposéb, ze ruch punktéw na odcinku [0, 1],
generowany przez te przeksztalcenia, jest chaotyczny w sensie Devaneya.

W ponizszych uzasadnieniach wielokrotnie bedziemy korzystaé z nastepujacej
obserwacji:

() jesli liczby x, y naleza do odcinka jednostkowego 1 ich rozwinigcia binarne
x = (0,x122...)2, y = (0,192 . ..)2 maja pierwsze k cyfr takie same, tzn.
v =y dlai=1,2,...,k, to wtedy |z —y| < 27F.

Tranzytywnosé

(P) Wezmy dwa dowolne przedzialy otwarte A, B C [0, 1]. Wybierzmy b € B

o reprezentacji binarnej b = (0,b1bab3by . . .)2. Wybierzmy teraz liczbe wymierna
a € A o skoficzonej reprezentacji binarnej a = (0,a1az2as ... ap)2 i taka, by liczba
postaci

z = (0,&1&20,3 ‘e apOO ‘e Ob162b3b4 . .)2

nalezala do zbioru A — miedzy a, i by wstawiamy tyle zer, by z obserwacji ()
mozna byto wnioskowadé, ze z € A.

Pamigtajac, ze przeksztalcenie pitoksztattne w zapisie binarnym jest identyczne
z przesunieciem Bernoulliego, zauwazamy, ze P™(z) = b dla dostatecznie duzej
liczby naturalnej m (czyli po obcieciu wszystkich cyfr rozwiniecia przed by).
Przeksztalcenie P jest wiec tranzytywne.

(T') Dla przedzialéw otwartych I, J C [0, 1] mozemy znalezé odpowiednio duza
liczbe naturalna n oraz ciagi a1, as,...,a, oraz by, b, ..., b,, gdzie a;,b; € {0,1},
takie ze wszystkie liczby o reprezentacji binarnej rozpoczynajacej sie od
(0,a1a2a3 . . . ay . ..)2 naleza do przedzialu I, a liczby o reprezentacji binarnej
zaczynajacej sie od (0,b1babs ... by, .. .)2 naleza do przedzialu J. Mozliwo$¢ takiego
wyboru jest konsekwencja faktu, ze rozwiniecia binarne liczb, ktore sa identyczne
na n pierwszych pozycjach, a potem sa dowolne, wypelniaja przedzial postaci
[¢-27",(¢+1)-27"] dlapewnego 0 < g < 2". Dlugosé tego przedzialu wynosi 1/2".
Wéwezas, jesli a,, = 0, to bierzemy zg = (0,a1az...a,-10b1by...by,)2 € I. Wtedy

Zn = Tn(Zo) = T(Pnil(ZO)) = (O,blbg Ce bn)g e J
Jesli a, = 1, to bierzemy zp = (0,a1as . .. ap_1 10505 ... b%)y € I. Wtedy

Zn = Tn(Z()) = T(Pn_l(Z())) = (O,blbg R bn)2 e J
T jest wiec przeksztalceniem tranzytywnym.
Gestosé zbioru punktow okresowych
(P) Jezeli z = (0,arazas . . .)2, to wybieramy a = (0,araz - - - ag)2 dla pewnego k.
Zauwazmy, ze

P(a) = (0,a20a3 . ..a,a1G3 - - - Gk )2,
P%*(a) = (0,a3 . ..aparaz -~ Gk )2,

P*1(a) = (0,araraz - ar)e,
P*(a) = (0,a1a2 - ag)2 = a.

Liczba a jest wiec punktem okresowym przeksztatlcenia P. Poniewaz liczby 2z i a
réznia sie o nie wiecej niz 27, wiec z mozna dowolnie dobrze przyblizaé
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Rozwigzanie zadania M 1274.
Przypusémy, ze istnieje kolorowanie
niespelniajace tezy zadania. Niech

O oznacza $rodek kola oraz niech
ABCDEF bedzie szeSciokatem foremnym
o boku 1 wpisanym w dane koto.

C —"™3B

E F

Przyjmijmy, ze punkt O jest zielony.
Wéwcezas punkt A jest niebieski, a wigc
B musi by¢ czerwony, C
D — czerwony, E — niebieski,

F — czerwony. Rozpatrzmy tuk £

o $rodku A i promieniu AC lezacy
wewnatrz danego kota. Poniewaz dlugosé
odcinka C'E jest wigksza niz 1, wiec

na tuku ¢ musi istnie¢ punkt P, ktéry
nie jest niebieski.

niebieski,

Niech AX PY bedzie obrazem rombu
ABCO przy takim obrocie o $§rodku A,
ktéry przeprowadza punkt C na punkt P.
Poniewaz punkty A i P sa réznych
koloréw, wigc punkty X i Y musza

by¢ tego samego koloru. Otrzymali$my
sprzecznosé, gdyz dlugosé odcinka XY
wynosi 1.

punktami okresowymi przeksztalcenia P, czyli zbiér punktéw okresowych P jest
zbiorem gestym w przedziale [0, 1].

(T') Pokazemy najpierw, ze punkty k-okresowe przeksztalcenia P wyznaczaja
punkty k-okresowe przeksztalcenia T'. Niech w € (0,1) bedzie punktem
okresowym przeksztalcenia P o okresie k, tj. w = P*(w). Wtedy punkt
z =T (w) jest k-okresowym punktem przeksztalcenia T

T*(2) = THT(w)) = T* ! (w) = T(P*(w)) = T(w) = 2.
Aby wykazaé gestosé zbioru punktéw okresowych dla T', pokazemy, ze mozemy
znalez¢ punkty okresowe, ktérych rozwiniecia binarne zaczynaja sie od dowolnej
sekwencji ay, ag, ..., an, gdzie a; € {0,1}. Punkt w = (0,0a1as . ..a,)2 < 1/2 jest
punktem okresowym dla P o okresie n + 1, zatem z = T'(w) = (0,a1as . . . a,0)2
jest punktem okresowym dla T o okresie n + 1.

Wrazliwosé na warunki poczgtkowe

(P) Wezmy liczby x,y € [0, 1], ktérych rozwiniecia binarne

y= (01923 .. )2

réznig sie tylko na jednej pozycji k (dostatecznie dalekiej), np. 2 =01y, = 1.
Wéwezas na mocy obserwacji () zachodzi |z — y| < 1/28~1. Ponadto

_ _ 1
PF1(w) = P )l = 5,

x = (0,x122x3 .. .)2,

bo P¥=1(y) = P*=1(z) + 1/2. Przeksztalcenie P jest wiec wrazliwe na warunki
poczatkowe (stala wrazliwosci 6 = 1/2).
(T') Ustalmy n i wezmy reprezentacje binarne liczb rézniace sie jedynie na
pozycji n + 1:

woy = (0,@1&2 e ApQp410np4-2 - - .)2,
Wtedy

X
2o = (0,a1a2 ... anay  1anyo .. .)2.

1
Ny (T (wo) = T"(20)| = 5.
Ostatnia réwno$¢ wynika z nastepujacych obserwacji. Jesli a,, = 0, to

Wy = T"(wo) = T(Pnil(wO)) = T((O,Oan+1an+2 . )2) = (O,an+1an+2 . .)2,
zn = T"(20) = T(P" '(20)) = T((0,0a} 1 ani2...)2) = (0,05, Qnta - . .)2
Gdy an+1 =0, to w, <1/21 2z, = wy, +1/2. Gdy apy1 =1, to 2, < 1/2
wy, =2, +1/2.

|wo — zo| < oraz

Jesli a,, = 1, to mamy sytuacje analogiczna:
Wy = T"(wo) = T(Pn_l(’wo)) = T((O,lan+1an+2 .. )2) = (O,az+1a;+2 .. .)2,

Zn = Tn<Z()) = T(Pn_l(ZO)) = T((O,laZJrlanJrg .. )2) = (O,an+1az+2 .. .)2.
Przeksztalcenie T jest wigec wrazliwe na warunki poczatkowe ze stala
wrazliwosci § = 1/2.

Epilog

Zobaczylismy, ze przeksztalcenie piloksztattne oraz przeksztalcenie namiotowe
przemieszczaja punkty w przedziale (0,1) w sposéb chaotyczny wedlug
definicji Devaneya. Okazuje sie, ze taka kombinacja ,rozciagania i sktadania
(naktadania)” prowadzi do ruchu chaotycznego dla ogélnych nieliniowych
odwzorowan odcinka [0, 1] w siebie.

W szczegdlnosci fakt, ze przeksztalcenie T' prowadzi do chaosu w zbiorze
(0,1), pozwala wykazaé, ze to samo robi dla ¢ = 4 tzw. funkcja logistyczna
fe(z) = cx(l — x), gdzie z € [0,1], ¢ € [0,4] (jej wersja dyskretna:

Yn+1 = cyn(l —yn), n=0,1,2,..., zalezna jest od wyboru yp i ¢). Na funkcje
kwadratowe f. zwrécilt uwage P. R. Verhulst w 1838 r. Pojawiaja sie one

np. w analizach demograficznych opisujacych wzrost liczbowy populacji oraz
w matematyce finansowe;j.

Roéwnowazno$é iteracji przeksztalcenia namiotowego T i przeksztalcenia
kwadratowego 42 (1 — x) na odcinku [0, 1] dana jest za pomoca nieliniowej zamiany
wspolrzednych

T

h:[0,1] —[0,1], h(z) =sin? (7>
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w tym sensie, ze wyznaczenie orbity punktu x wzgledem przeksztalcenia T jest
identyczne z wyznaczeniem orbity punktu y = h(z) wzgledem funkeji f4:

fi(h(z)) = M(T"(z)), n=12,...,
dla wszystkich z € [0, 1] (szczegdly zobaczyé mozna w [2, 3]). Zadziwiajace jest,
ze dla 0 < ¢ < 4 funkcje kwadratowe f. okazuja sie bardzo oporne na préby ich
szczegbdlowego badania.

Zjawiska chaotyczne zdaja sie by¢ nieodtacznym elementem otaczajacej nas
rzeczywistosci i naszej kultury. Odkrywanie ich, zrozumienie ich istoty, to wazne
i fascynujace wyzwanie. Chaos intryguje ludzi od Starozytnosci. Poeta Hezjod
juz w VII wieku p.n.e. glosit w Theogonii, ze ,na poczatku powstal Chaos (...)
w Chaosie znajduja si¢ zrédla i krance wszystkich rzeczy...”.

W tym miejscu warto zajrzeé¢ do deltoidu
w tym numerze i numerze 7/2009.

Drzewo rozpinajace grafu G to drzewo,
ktérego wierzchotlki to wszystkie
wierzcholki G, a krawedzie s wybrane
sposéréd krawedzi G. Poniewaz musi
zawieraé¢ wszystkie wierzchotki G, to
mozna powiedzieé, ze jest to najwicksze
drzewo, ktére miedci sie¢ w grafie G.

Na rysunku 1 krawedzie przyktadowego
drzewa rozpinajacego grafu sa kolorowe.

Rys. 1

*student, Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki UW

O pewnym zadaniu, czyli
jak dzialty matematyki przenikaja sie
Michat PILIPCZUK *

Podczas drugiego etapu LIX Olimpiady Matematycznej uczestnicy zmierzyli si¢
z nastepujacym zadaniem:

W kazdym polu kwadratowej tablicy o rozmiarach n X n napisana jest liczba
caltkowita. Mozemy wielokrotnie wykonywac nastepujgocg operacje: wybieramy
dowolne pole tabeli i zmniejszamy wpisang wen liczbe o liczbe pol sgsiednich
(majacych wspdlny bok z wybranym polem), kazdg zas z liczb wpisanych w pola
sgsiednie zwiekszamy o 1. Dla kazdej liczby calkowitej n > 2 rozstrzygnad, czy

z dowolnej poczgtkowej tabeli, w ktorej suma wszystkich n? liczb jest réwna zeru,
mozna otrzymacd tabele skladajgcq sie z samych zer.

Przekladajac tre$é na jezyk intuicji, mamy do dyspozycji kwadratowa tablice
liczb catkowitych, ktérych suma jest zerowa, a w jednym ruchu mozna naraz
»poprzesuwaé jedynki” z pewnego pola na kazde z pol sasiednich. Zadanie
sprowadza sie zatem do stwierdzenia, czy za pomoca takich operacji mozna
zawsze dojs¢ do tablicy catkowicie wyzerowane;j.

Wersje zaprezentowana zawodnikom mozna rozwiazac, uzywajac prostych metod
niezmiennikowych. Czytelnik jednak z pewnoscig zauwazy, ze te gre mozna na
wiele sposobéw uogdlniac.

Naturalnym sposobem uogdélnienia jest rozwazenie dowolnego grafu
nieskierowanego zamiast tablicy, na ktérej rozpatrywaliSmy relacje sasiedztwa
pol wzdhuz wspdélnych bokéw. Mamy zatem graf, w ktérego wierzchotkach
zostaly umieszczone liczby catkowite tak, by ich suma byta zerowa — taki sposéb
rozmieszczenia bedziemy nazywaé stanem. W jednym ruchu mozemy poprzesuwac
po jedynce z ustalonego wierzchotka do wszystkich wierzchotkéw sasiednich.
FLatwo sprawdzi¢, ze wykonanie takiej operacji we wszystkich wierzchotkach oprécz
jednego jest dokladnie operacja odwrotna do opisanej, zastosowana na ominietym
wierzchotku. Powiemy, ze dwa stany sie komunikuja, jesli za pomoca tych operacji
mozna przejsé z jednego do drugiego. Wowczas zbior stanéw rozpada sie na pewna
liczbe klas parami komunikujacych si¢ stanow.

Tu dochodzimy do kolejnego, naturalnego pytania: ile jest takich klas? Czy
zawsze jest ich skonczenie wiele? Dla grafu niesp6jnego na pewno nie —
tam niezmiennikiem jest suma liczb w kazdej spdjnej skladowej, a istnieje
nieskonczenie wiele roznych sposobéw okreslenia tych sum tak, zeby liczby
z calego grafu sumowaly si¢ do zera.

A jak to jest dla graféw spojnych? Otéz okazuje sie, ze w przypadku graféw
spojnych klas bedzie zawsze skonczenie wiele i dodatkowo doktadnie tyle, ile. ..
drzew rozpinajacych grafu!
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Rys. 2. Przyktadowy stan w grafie
o laplasjanie
2 -1 0o -1
—1 2 0o -1
0 0 1 -1
-1 -1 -1 3

A=

W kracie Z> opisujemy go poprzez

tréjke (2, —1, —2). Operacje (odwrotne)
w wierzchotkach 1, 2,3 odpowiadaja
dodawaniu wektoréw (2, —1,0), (—1,2,0),
(0,0,1).

Aby przeprowadzi¢ szkic dowodu tego faktu, bedziemy musieli powolaé sie
na twierdzenie Kirchhoffa. Juz samo jego sformulowanie brzmi jak potaczenie
przepisu kulinarnego z magiczna sztuczka.

Niech G bedzie n-wierzcholkowym grafem nieskierowanym. Jego wierzchotki
0ZNacZMyY Przez vi,vs, ...,V Niech A = (a;;) bedzie macierzq n x n, takg Ze:

e wyraz a;; jest rowny stopniowi wierzchotka v;,
e dla i # j wyraz a;; jest rowny —1, jesli v; i vj sq polgczone krawedzig, oraz 0
w przeciwnym przypadku.

Niech A bedzie macierzq A z wyrzuconym dowolnym wierszem i kolumng
o tym samym numerze. Wowczas wyznacznik det A jest rowny liczbie drzew
rozpinajgcych grafu G.

Macierz A jest nazywana laplasjanem grafu. Dowdd twierdzenia Kirchhoffa

jest czysto algebraiczny — wyznacznik A przedstawiamy jako sume kwadratéw
wyznacznikéw pewnej liczby macierzy. Kazda z tych macierzy odpowiada
pewnemu wyborowi n — 1 krawedzi grafu. Okazuje si¢, ze macierze te maja
wyznacznik +1, jedli wybor zadaje drzewo rozpinajace, 0 za§ w przeciwnym
przypadku. Sumujac kwadraty takich wyznacznikéw, otrzymujemy liczbe drzew
rozpinajacych.

Sprébujmy teraz algebraicznie podejsé do naszej gry w przesuwanie jedynek.
Wierzcholki grafu numerujemy liczbami od 1 do n i oznaczamy dalej przez

V1, ..., Un. Stany bedziemy kodowaé jako uktady n — 1 liczb calkowitych, czyli
elementy kraty Z"~! (najlatwiej o nich myéle¢ jako o punktach w przestrzeni R"~!
o wszystkich wspdlrzednych calkowitych). Stan zakodujemy, zapisujac na i-tej
wspolrzednej liczbe wpisana w i-ty wierzcholek. Poniewaz suma liczb wpisanych
jest zerowa, wiec liczba umieszczona w ominietym wierzchotku v,, jest wyznaczona
jednoznacznie jako liczba przeciwna do sumy pozostalych. Teraz nalezy zastanowic
sie, jak po zakodowaniu wyglada¢ beda dozwolone operacje. Operacja (dla
ustalenia uwagi, odwrotna do opisanej) w wierzchotku v; dla i < n — 1 odpowiada
przesunieciu si¢ o wektor majacy degwv; na i-tej wspoélrzednej, —1 na wszystkich
wspOlrzednych odpowiadajacych sasiadom (oprocz v,,) oraz 0 na pozostalych
wspOtrzednych. Brzmi znajomo. Opisane n — 1 operacji odpowiadajacych
wierzchotkom v; dla 1 <7 < n — 1 wyznacza nam n — 1 wektoréw, o ktére mozemy
sie porusza¢ do przodu lub do tylu. Operacje w wierzchotku v,, da sie uzyskaé
poprzez uzycie wszystkich innych. Zatem dwa stany komunikuja sie, jesli mozna
przejéé¢ pomiedzy odpowiadajacymi im elementami w Z" !, poruszajac sie wzdluz
tych n — 1 wektorow.

Teraz trzeba sobie zadaé pytanie, ile bedzie szukanych klas. Chwila zastanowienia
pozwala stwierdzié, ze jest to bardzo proste. Nasze n — 1 wektoréw rozpina
pewien réwnolegloécian w kracie Z"~!. Wéwczas kazdy punkt kratowy wewnatrz
rownolegloscianu zadaje inna klase. Punktéw kratowych wewnatrz jest zas
doktadnie tyle, ile wynosi objetosé réwnolegtoécianu. Fakty te niewatpliwie
wymagaja bardziej szczegbdlowego sprawdzenia, ale wykonanie odpowiednich
obliczeni dla przyktadu wektoréw (2, 0) i (0, 2) w kracie Z? powinno rozwiaé¢ wszelkie
watpliwosci co do ich prawdziwosci.

Objetosé réwnoleglo$cianu jest réwna wyznacznikowi macierzy utworzonej

przez wpisanie w wiersze wektoréw go rozpinajacych. Latwo zauwazy¢, ze
macierz ta jest dokladnie macierza A z twierdzenia Kirchhoffal Wobec tego jego
zastosowanie konczy dowod — liczba klas jest réwna objetosci réwnolegloscianu,
czyli wyznacznikowi, o ktérym wiemy, ze jest réwny liczbie drzew rozpinajacych.

Wydaje sie, ze zarowno sformulowanie gry, jak i pojecie drzewa rozpinajacego
sg czysto kombinatoryczne. MusieliSmy jednak przej$é¢ przez spora dawke
algebry, aby pokaza¢ wzajemne relacje miedzy nimi. Pokazuje to do$é czesto
spotykane zjawisko w kombinatoryce — aby uchwycié¢ pewna wlasnos¢, musimy
umieé spojrze¢ na problem z duzo szerszej perspektywy i zastosowaé narzedzia
pozornie zupelnie z innej potki.
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Jeszcze jedno zadanie konstrukcyjne

W pierwszym artykule o rozetach (Delta 12/2008) pokazalisémy, w jaki
spos6b mozna skonstruowaé wewnatrz okregu serie jednakowych

okregéw stycznych do niego wewnetrznie i kolejno do siebie zewnetrznie
(zob. rysunek 1). Teraz bedziemy chcieli dodaé¢ do tych okregéw serie
mniejszych okregéow stycznych zewnetrznie zarowno do okregdéw pierwszej
serii, jak i kolejno do siebie (zob. rysunek 2). Dokladniej, chcemy te nowa
serie okregéw skonstruowaé za pomoca cyrkla i linijki. Widzimy od razu,
ze srodki nowych okregdéw beda lezaly na promieniach najwiekszego
okregu przechodzacych przez punkty stycznosci okregdw pierwszej

serii. Z drugiej strony, punkty stycznosci okregdw mniejszych leza na
promieniach prowadzacych do $rodkéw okregéow wickszych. Te dwa
warunki wystarcza do przeprowadzenia konstrukcji.

Popatrzmy dokladniej, jak jest polozony jeden z tych mniejszych
okregéw. Mamy dwa okregi pierwszej serii o sSrodkach w punktach

P i Q. Okregi te sg styczne zewnetrznie w punkcie A. Srodek S
poszukiwanego okregu lezy na odcinku OA (punkt O jest srodkiem
okregu ograniczajacego rozete); ten poszukiwany okrag jest za$ styczny
do ramion kata POQ (zob. rysunek 3). Pokazemy trzy rézne konstrukcje
tego okregu (wystarczy oczywiscie skonstruowaé jego srodek S). Najpierw
sprowadzimy nasze zadanie do bardzo znanego zadania, ktére rozwiazemy
dwoma sposobami. Poprowadzmy odcinki KM i LM réwnolegte
odpowiednio do PO i QO, styczne w punktach K i L do danych okregow
o érodkach P i @ (zob. rysunek 4). Narysowany przerywana linia okrag

o $rodku S i promieniu SP przechodzi przez punkty P i @) oraz jest
styczny do ramion kata K M L. Nasze zadanie sprowadza sie zatem do
bardzo znanego zadania: przez dany punkt polozony wewnatrz kata
poprowadzi¢ okrag styczny do ramion tego kata.

Pierwszy sposéb rozwigzania wykorzystuje podstawowe wlasnosci
jednoktadnosci. Mamy dany punkt A polozony wewnatrz kata POQ (zob.
rysunek 5). Mamy skonstruowaé okrag styczny do pélprostych OP i OQ,
przechodzacy przez punkt A. Oczywiscie, srodek tego okregu lezy na
dwusiecznej kata POQ. Wezmy dowolny okrag styczny do ramion kata

o $rodku M potozonym na dwusiecznej. Niech pélprosta OA przecina ten
okrag w punktach B i C.

Zmajdujemy na dwusiecznej kata POQ takie punkty S'i T, ze AS||CM
oraz AT || BM. Znalezione punkty sa $rodkami dwéch okregéw stycznych
do ramion kata i przechodzacych przez punkt A. Nietrudny dowdd tego
stwierdzenia pozostawimy jako ¢wiczenie.
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Rys. 4

Rys. 7

Rys. 5

Rys. 6

Drugi sposéb konstrukeji wykorzystuje twierdzenie o odcinkach stycznej
i siecznej z poprzedniego artykutu (Delta 12/2009). Przypu$émy znéw,
ze punkt A lezy wewnatrz kata POQ (zob. rysunek 6). Okrag styczny
do ramion kata i przechodzacy przez punkt A przechodzi takze przez
punkt B symetryczny do A wzgledem dwusiecznej kata.

Niech C bedzie punktem przeciecia prostych AB i OQ. Na prostej OQ
znajdujemy takie punkty D i E, ze

CD?=CE?=CA-CB.
Wtedy punkty D i E sg punktami stycznosci okregdéw przechodzacych
przez A i B i stycznych do prostej OQ. Wyznaczenie srodkéw tych
okregéw jest juz tatwe. Dowdd poprawnosci tej konstrukeji pozostawimy
jako ¢éwiczenie.

Pokazemy teraz trzeci sposob konstrukeji. Powr6émy do sytuacji
zobrazowanej na rysunku 3. Poprowadzmy dwusieczng kata AOQ); niech
przecina ona okrag o srodku () w punkcie C. Niech S bedzie punktem
przeciecia prostych QC' i OA. Niech wreszcie D bedzie rzutem punktu S
na prostag OQ. Z podobienstwa tréjkatow ODS i OAQ wynika, ze

DS OS
AQ ~ 0@
Z twierdzenia o dwusiecznej (w tréjkacie OSQ) dostajemy réwnosé
cs_os
cQ  0Q

Poniewaz AQ = CQ, wiec C'S = DS, skad wynika, ze okrag o srodku S
i promieniu C'S (a wiec styczny zewnetrznie do okregu o srodku @) jest
tez styczny do prostej OQ. Jest to wiec szukany okrag. Z tej konstrukeji
dowiadujemy sie rowniez, ze punkt stycznosci C' lezy na dwusiecznej
kata AOQ.

Malg Delte przygotowal Wojciech GUZICKI
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*Instytut Informatyki,
Uniwersytet Warszawski

Pokrycie wierzchotkowe kontratakuje
Marcin PILIPCZUK*

W Delcie 7/2009 Marek Cygan opisal pewien sposéb radzenia sobie z tym,

ze dla niektorych trudnych probleméw nie potrafimy znalezé szybkiego
algorytmu. Autor rozwazal klase probleméw NP-trudnych — czyli takich, ktérych
prawdopodobnie nie mozna rozwiaza¢ w czasie wielomianowym — i pokazywal,
ze dla wielu z nich mozna w efektywny sposob skonstruowaé nie doktadne, lecz
przyblizone rozwiazanie.

W tym artykule sprobujemy ugryzé trudne problemy z drugiej strony. Wciaz
poruszamy sie w Swiecie algorytmow dzialajacych w czasie wielomianowym — te
uznajemy za szybkie. Ale zamiast poszukiwaé¢ dokladnego rozwiazania, uzyjemy
innej sztuczki: bedziemy szukali algorytmdw, ktore staraja sie jak najbardziej
zmniejszy¢ rozmiar instancji (czyli egzemplarza problemu, np. zadanego grafu),
zachowujac przy tym odpowiedz. Wowczas, dla zredukowanej instancji, mozemy
odpali¢ nasz ulubiony algorytm dokladny, np. rozpatrujacy wszystkie mozliwosci.
A jako ze rozmiar egzemplarza bedzie duzo mniejszy od poczatkowego, algorytm
doktadny by¢ moze zadziata catkiem szybko. Przejdzmy do przyktadu.

Pokryciem wierzcholkowym w grafie G nazwiemy taki zbiér wierzchotkow P,
ze kazda krawedZz G ma co najmniej jeden koniec w P. Problem znalezienia
licznosci najmniejszego pokrycia wierzchotkowego w danym grafie jest
NP-trudny. Marek Cygan w swoim artykule pokazywal, jak szybko znalez¢
pokrycie wierzchotkowe, ktore jest co najwyzej dwa razy liczniejsze od
optymalnego (czyli tzw. 2-aproksymacje).

My bedziemy rozwazaé wersje problemu pokrycia wierzchotkowego, w ktorej
odpowied? jest binarna (,TAK” lub ,NIE”). Mianowicie, majac dany graf G
oraz liczbe naturalng k, pytamy, czy w grafie G istnieje pokrycie wierzchotkowe
zawierajace co najwyzej k wierzchotkéw. Oczywiscie, z punktu widzenia
algorytmow wielomianowych obie wersje sa rownowazne: majac dany algorytm
rozwigzujacy wersje decyzyjna, mozemy wyszuka¢ najmniejsze k, dla ktérego
algorytm ten daje odpowiedz ,,TAK”, i w ten sposéb otrzymaé rozmiar
najmniejszego pokrycia wierzchotkowego.

Mamy wiec dany graf G i liczbe k. Co mozemy teraz zrobi¢? Ustalmy
wierzcholek v. Jesli v nie nalezy do pewnego pokrycia wierzchotkowego P, to
wszyscy sasiedzi v musza naleze¢ do P. Poszukujemy P o mocy co najwyzej k,
wiec jesli v ma co najmniej k + 1 sasiadéw, to musimy wzia¢ v do P. W ten
sposob otrzymalidmy nastepujaca regule redukcyjng: jesli w grafie G jest
wierzcholek v, ktory ma co nagmniej k + 1 sqsiadow, wyrzué z G wierzcholek v
oraz incydentne z nim krawedzie oraz zmniejsz k o jeden. W wyniku
zastosowania tej reguly otrzymaliSmy roéwnorzedna instancje problemu pokrycia
wierzchotkowego: w zredukowanym grafie istnieje pokrycie wierzchotkowe
rozmiaru co najwyzej k — 1 wtedy i tylko wtedy, gdy w oryginalnym grafie
istniato pokrycie wierzchotkowe rozmiaru co najwyzej k.

A co sie dzieje, jesli nie mozemy zastosowaé powyzszej reguly? Kazdy wierzcholek
jest incydentny z co najwyzej k krawedziami, wiec pokrycie wierzchotkowe P
pokrywa co najwyzej |P| - k krawedzi. Czyli, jesli nie mozemy zastosowaé naszej
reguly, a zostato nam wiecej niz k? krawedzi, mozemy $miato odpowiedzie¢ ,NIE”.

Otrzymalismy wlasnie co$, co informatycy nazywaja jedrem (ang. kernel)
problemu pokrycia wierzchotkowego: pokazalidémy szybki algorytm, ktéry albo
rozwiazuje problem pokrycia wierzchotkowego, albo znajduje réwnowazna
instancje problemu o co najwyzej k? krawedziach. Zwréémy uwage na to, ze
rozmiar zredukowanego grafu zalezy tylko od parametru k, a nie od rozmiaru
wyjsciowego grafu: poczatkowy graf méglt by¢ olbrzymi.

A moze da sie lepiej? Zredukowalismy graf do k? krawedzi, ale moze da sie
jeszcze ograniczy¢ liczbe wierzchotkéw? Zacznijmy od prostej obserwacji:
z grafu G mozemy wyrzuci¢ wszystkie wierzchotki izolowane. Zostanie nam
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Rys. 2. Rozklad koronny grafu G.

co najwyzej 2k? wierzchotkéw. Pokazemy teraz inng regule redukcyjna — istotnie
bardziej skomplikowana od poprzedniej — ktéra prowadzi do duzo mniejszego
grafu: zredukujemy liczbe wierzchotkow do 4k. Zalézmy wiec, ze G ma wiecej
niz 4k wierzchotkow.

Aproksymujac pokrycie wierzchotkowe, Marek Cygan uzywal skojarzen. My
rowniez ich uzyjmy. Skojarzeniem w grafie nazywamy zbior krawedzi, w ktérym
zadne dwie nie maja wspolnego konca. Istnieje szybki algorytm znajdujacy
najliczniejsze skojarzenie w dowolnym grafie — zalézmy wiec, ze znamy M,
najliczniejsze skojarzenie w grafie G. Zauwazmy, iz w dowolnym pokryciu
wierzchotkowym musi by¢ co najmniej jeden koniec kazdej krawedzi z M. Skoro
te nie sa incydentne, to jedli |M| > k, mozemy od razu odpowiedzieé ,NIE”.
Zal6zmy wiec dalej, ze |[M| < k.

Niech Hj bedzie zbiorem wierzcholtkéw, ktore sa koncami krawedzi w M,

a Cp niech bedzie zbiorem pozostalych wierzchotkéw. Skoro |M| < k, to

|Ho| =2 - |M| < 2k, czyli |Cy| > 2k. Co wigcej, zauwazmy, ze w G nie ma zadnej
krawedzi taczacej dwa wierzchotki w Cy: gdyby byta, mogliby$my dodaé ja

do M, powigkszajac liczno$é¢ skojarzenia.

Uwaga, teraz bedziemy robi¢ cos skomplikowanego. Wyrzuémy z grafu G wszystkie
krawedzie o obu koncach w Hy. Otrzymamy wowczas graf dwudzielny Gg, ktory
z jednej strony bedzie mial Hy, a z drugiej Cy. Sprawdzmy, czy w tym grafie
istnieje skojarzenie rozmiaru |Hy| (czyli najwieksze mozliwe). Jedli nie istnieje, to,
z twierdzenia Halla, istnieje zbior Xo C Hy i zbidr jego sasiadéw Yy C Cy, taki ze
| Xo| > |Yo|- Wyrzuémy z grafu Xy i Yy, tj. wezmy Hy = Hy \ Xo i C1 = Cp \ Y.
Postepujmy tak do skutku, tj. majac dane H; i C;:

1. konstruujemy graf dwudzielny G;, biorac z grafu G tylko krawedzie laczace
Hi VA Ci;

2. sprawdzamy, czy istnieje w tym grafie skojarzenie rozmiaru |H;| — jesli tak, to
koniec;

3. jesli nie, to korzystajac z twierdzenia Halla, znajdujemy zbior X; C H; i zbior
jego sasiadéw Y; C Cj, taki ze | X;| > |Yi|;

4. przypisujemy H; 11 = H; \ X;, Ciy1 = C; \ Y,

Pominmy tutaj problem, jak znajdowaé¢ zbiory X; i Y;: wystarczy nam
informacja, ze mozna to zrobi¢ w czasie wielomianowym. Zauwazmy, ze
postepujac wedlug powyzszej procedury, utrzymujemy nastepujace niezmienniki:

1. w G nie ma krawedzi taczacej dwa wierzcholki ze zbioru C;, gdyz C; C Cy,
a ten warunek byl spelniony juz dla Cpy;

2. |H;| < |C;], bo |Hp| < |Co| i w kazdym kroku | X;| > |Yi|;

3. zawsze X; # H;, gdyz zbiorem sasiadow H; jest cale C; — zaden
z wierzchotkow C; nie jest izolowany, bo te usuneliSmy. A zatem H; nigdy
nie stanie si¢ puste;

4. H; jest zbiorem sasiadow C;, gdyz za kazdym razem usuwajac z H; zbiér X,
ze zbioru C; usuwamy Y;, czyli wszystkich sasiadow X;.

W zwiazku z tym, gdy nasza procedura zakonczy dzialanie, otrzymamy niepuste
zbiory wierzcholkéw H = H; oraz C' = C; o nastepujacych wlasnosciach:

1. w G nie ma krawedzi taczacej dwa wierzchotki z C,

2. istnieje skojarzenie S rozmiaru |H|, w ktérym kazda krawedz taczy
wierzchotek z H z wierzchotkiem z C

3. H jest zbiorem sasiadéow C.

To, co wlasnie otrzymaliSmy, nazywamy rozkladem koronnym (ang. crown
decomposition) grafu: mamy korone C lezaca na glowie H. Zauwazmy, ze

w dowolnym pokryciu wierzchotkowym w grafie G musimy wybraé¢ co najmniej
|S| = |H| wierzcholkéw sposréd C'U H — musimy wybraé po konicu kazdej
krawedzi z S. Ale, z drugiej strony, biorac do pokrycia wierzchotkowego cale H,
pokrywamy wszystkie krawedzie incydentne z C' U H. Mozemy wiec zachlannie
wziaé do pokrycia wierzchotkowego cale H i usunaé z grafu wierzchotki C U H
oraz incydentne z nimi krawedzie. Tym samym zmniejszyliémy rozmiar grafu.
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Zastanowmy sie, co wlasnie osiagnelismy. WyszliSmy od takiej instancji
problemu pokrycia wierzchotkowego (grafu G oraz parametru k), ze graf G mial
wigcej niz 4k wierzchotkéw. Przerazliwie Uwazny Czytelnik zauwazy takze, ze
w powyzszej konstrukeji po kryjomu zalozyliSmy k£ > 0. Mozemy, dla danego
grafu G z parametrem k, powtarza¢ powyzsza redukcje, dopdki jest to mozliwe.
Zauwazmy, iz przy redukcji parametr k moze sie zmienia¢ — ale zawsze bedzie
malal. Mamy trzy mozliwe zakonczenia tej procedury:

1. pewna redukcja odpowie ,NIE” | gdyz rozmiar skojarzenia M bedzie za duzy
— wowczas wiemy, ze w poczatkowym grafie odpowiedz tez byla ,NIE”;

2. otrzymamy w wyniku redukcji parametr k = 0 — woéwczas odpowiedZ brzmi
»TAK” jesli w grafie nie pozostala zadna krawedz, lub ,NIE” w przeciwnym
przypadku;

3. otrzymamy nowy zredukowany graf G z nowym parametrem k, taki ze graf G
ma co najwyzej 4k wierzchotkow.

Pokazalismy wlasnie, ze algorytm polegajacy na aplikowaniu opisanej redukc;ji,
dopdki jest to mozliwe, prowadzi do zredukowania wyjéciowego grafu do
rozmiaru co najwyzej 4k, gdzie k jest parametrem zredukowanej instancji, a wiec
jest nie wiekszy od parametru oryginalnej instancji.

Wykonujac powyzsza konstrukeje troche uwazniej, mozna otrzymac jadro

o 3k wierzchotkach, a komplikujac duzo bardziej, da si¢ doj$¢ do algorytmu
redukujacego graf do 2k wierzcholtkéw. Z drugiej strony, ostatnio udowodniono,
ze przy pewnych, rozsadnych zalozeniach z teorii zlozonosci nie istnieje jadro

o k7 krawedziach dla zadnego v < 2.

Rozwigzanie zadania F 761.
Bilans energii ma postaé

BN+ eqi(ts — ta) = cqa(te — ta). Wiele NP-trudnych probleméw ma niewielkie jadra. Bardzo czesto algorytmy

redukujace sa proste, opieraja si¢ na kombinatorycznych spostrzezeniach,

Stad
@ A @ @ . anie na wielkiej teorii. Mozna by cata Delte wypei¢ opisami algorytméw
b= et (1 - q_z> TR jak ten powyzej, ale moze jednak tego nie robmy.
Ta sama funkcja trzema sposobami
Funkcje na ogol okresla sie za pomoca wykresu, tabelki lub wzoru. Oto ta sama
funkcja # w tych trzech postaciach.
n| 3| 4| 5| 6] 7| 8| 9/10(11(12|13|14|15(16|17|18]|19|20
42= ° #| 0| 0| 1| O 2| 1] 2| 1| 4| 1| 5| 2| 3| 3| 7| 2| 8| 3
225 ° n |21|22|23|24(25(26|27|28[29|30|31|32|33|34|35|36|37|38
33: . . #| 5| 4|10] 3| 9| 5| 8| 5|13| 3|14| 7| 9| 7|11| 5|17| 8
30= . . * n |39|40|41 (42|43 |44 45|46 |47|48|49|50|51|52|53|54|55|56
27 = ° . # |11 7|19| 5(20| 9|11|10|22| 7|20| 9|15|11|25| 8|19|11
i?; . ° n | 5758|5960 |61[62[63|64|65|66|67|68|69|70|71|72|73|74
18: . . o e F#|17|13|28| 7(29(14|17|15|23| 9|32|15|21|11|34|11|35|17
15= . . . . n |75|76|77|78|79|80|81|82|83|84|85|86|87|88|89[90|91|92
122 LT . #19]17]291138]15]26]19]40]11[31[20]27]19]43]11[35]21
9= . ‘e [ * . . . )
62 . e " . . n
z L. .o oo . . n) == 1-— — 1
3z L.ttt #n) <2H< pi)) 7
2ot piln
0_.. ] ] ] ] ] ] ] 1 ] . . . . . o . .
310 20 30 40 50 60 70 80 90 gdzie p; przebiegaja wszystkie dzielniki pierwsze
liczby n; na przykiad #(100) = 19.
Prosze sprawdzié, ze funkcja ta oblicza, ile jest réznych wielokatéw foremnych
gwiazdzistych o n wierzchotkach.
Wielokat foremny gwiazdzisty o n wierzchotkach to tamana zamkni¢ta wpisana w okrag,
majaca wszystkie odcinki réwnej dlugosci, wiekszej od boku zwyklego n-kata foremnego.
Wynika z tego, ze lamana taka ma samoprzecigcia.
Najbardziej znanym przykladem jest, majacy 5 wierzcholkéw, pitagorejski pentagram.
M. K.

16



@

Rozwigzanie zadania M 1273.

Z danego réwnania wynika, ze liczba x
jest parzysta. Niech wiec x = 2a.

Po podstawieniu dane réwnanie przybiera
postaé: 4a® + y® = 225,

Stad wynika, ze liczba y jest parzysta.
Przyjmijmy zatem y = 2b. Wobec tego
2a° + 4b% = 23, 7 zaleznosci tej wynika
z kolei, ze roéwniez liczba z jest parzysta.
Podstawmy wiec z = 2¢ do ostatniego
réwnania: a® + 2b° = 4c°.

WykazaliSmy zatem, ze jesli tréjka
liczb catkowitych (z, y, z) spelnia dane
réwnanie, to kazda z liczb z, y, z jest
parzysta i tréjka (3z, 3y, 32) takze
spelnia dane rownanie.

Kontynuujac to rozumowanie,
dochodzimy do wniosku, ze jesli tréjka
liczb catkowitych (z, y, z) spelnia dane

Informatyczny kacik olimpijski (29): Trening

Tym razem przyjrzymy sie zadaniu Training z Miedzynarodowej Olimpiady
Informatycznej 2007.

Mamy dany spéjny graf nieskierowany o n wierzchotkach z wyréznionym
drzewem rozpinajacym (tzn. wyréznione jest n — 1 krawedzi, ktére tworza
drzewo). Krawedzie spoza tego drzewa maja przypisane koszty. Nalezy przeciaé
krawedzie o najmniejszej sumie kosztéw, tak aby w grafie nie pozostal zaden
cykl prosty (tzn. taki, w ktérym nie powtarzaja sie wierzchotki) dlugosci
parzystej. Krawedzi drzewowych nie wolno przecina¢. Dodatkowo wiadomo, ze
stopien zadnego z wierzcholkéw grafu nie przekracza (nieduzego) k.

Krawedzie spoza drzewa bede nazywal poprzecznymi. Kazda poprzeczna
krawedZ tworzy z naszym drzewem dokladnie jeden cykl (nazwijmy go cyklem
poprzecznym). Jesli cykl ten jest dlugosci parzystej, musimy te krawedz
przecia¢, robimy wiec to czym predzej i nie zajmujemy sie wiecej taka
krawedzia. Zauwazmy, ze w poprawnym rozwiazaniu mozemy pozostawic¢
cykle poprzeczne dlugosci nieparzystej, ale tylko pod warunkiem, ze zadne

réwnanie, to kazda z liczb @, y, z musi by¢ dwa z nich nie maja wspélnej krawedzi. Gdyby bowiem mialy, to przez ich

podzielna przez dowolna potege dwdjki.
To jednak jest mozliwe jedynie wtedy,
gdyx =y=2=0.

Trojka (z,y,z) = (0,0,0) jest zatem
jedynym rozwiazaniem w liczbach
catkowitych danego réwnania.

ztaczenie i usuniecie czesci wspoélnej uzyskalibyémy cykl prosty dtugosci
(2a+1)+(20+1)—2d=2(a+b+1—d), przy czym 2a + 1120+ 1 sa
dtugosciami tych cykli, a d — dtugoscia czesci wspdlnej. Cykli poprzecznych
bez wspolnych krawedzi nie da sie w zaden sposoéb potaczyé w cykl prosty.
Zadanie sprowadza si¢ wiec do wybrania poprzecznych krawedzi, ktére

mozemy pozostawi¢, tak aby odpowiadajace im cykle poprzeczne nie mialy

wspolnych krawedzi.

Do rozwiazania tak uproszczonego problemu uzyjemy programowania
dynamicznego. Ukorzenmy nasze drzewo rozpinajace. Dla kazdego wierzchotka z
i dla kazdego podzbioru S synéw = w naszym drzewie obliczymy ¢(z, S)

— najwieksza mozliwg sume kosztow poprzecznych krawedzi, ktére mozemy
pozostawié, a ktorych cykle sa roztaczne krawedziowo i zawieraja sie catkowicie
w podgrafie ztozonym z krawedzi taczacych x z wierzchotkami z S, poddrzew
wierzchotkéw z S oraz poprzecznych krawedzi.

Aby obliczy¢ t(x, S), musimy zastanowié sie nad
cyklami poprzecznymi, ktore przechodza przez x,
ale nie przechodza przez ojca x. Jesli S jest pusty,
to t(x,S) = 0. W przeciwnym przypadku ustalmy
pierwszego syna s € S. Zalézmy, ze istnieje cykl
poprzeczny, ktory zawiera x i s, ale nie zawiera
ojca x. Niech e bedzie krawedzia poprzeczna
tegoz cyklu, a C' — zbiorem jego wierzchotkow.
Wtedy przy obliczaniu t(x, S) nalezy uwzglednié
wyrazenie:
(1) tHa, S\C)+ Y
reC\{z}
przy czym A(v) oznacza zbidr wszystkich synéw
wierzchotka v. Mozemy tez nie zdecydowaé sie wziac
zadnego takiego cyklu, czemu odpowiada wyrazenie:
(2) t(s, A(s)) + t(xz, S\ {s}).

Ostatecznie jako t(x,S) wezmiemy maksimum

t(r, A(r)\ C),

z wartosci (1) po odpowiednich parach (e, C') oraz (2).

Odpowiedzia w naszym zadaniu bedzie

W —t(q, A(q)),

przy czym W jest suma kosztéw wszystkich krawedzi
poprzecznych, a g — korzeniem drzewa.

Zastanowmy sie nad ztozonosScig czasows tego
rozwiazania. Graf ma O(n - k) krawedzi. Dla kazdej

17

krawedzi poprzecznej musimy znalezé jej cykl w czasie
O(n), co daje taczny koszt O(n? - k). Kazda krawedz
poprzeczna e jest rozwazana podczas programowania
dynamicznego tylko dla wierzchotka x bedacego
najwyzszym wierzchotkiem w drzewie, do ktorego

sigga cykl poprzeczny zawierajacy e. Stad sume po
wierzcholkach tego cyklu, wystepujaca w wyrazeniu (1),
wystarczy obliczy¢ raz. Dla kazdej pary (z,S)
wybieramy albo brak krawedzi poprzecznych, albo tez
jedna z krawedzi, ktorych cykle przechodza przez x
oraz pierwszego syna x w S, ale nie przez ojca x. Niech
takich wlasnie krawedzi poprzecznych bedzie E(x, S),
a wszystkich krawedzi, ktérych cykle przechodza

przez x, ale nie przechodza przez jego ojca — E(x).

Wtedy
S Y Ews) <Y B -
)

z€V SCA(z zeV
=O0(n-k-2%).

Programowanie dynamiczne zajmuje wiec czas
O(n - k - 2F) plus obliczanie sum po wstawianych
cyklach, ktérego koszt czasowy jest taki sam jak koszt
szukania tych cykli. Stad laczna ztozonosé czasowa
to O(n - k- (n + 2%)) przy zuzyciu pamieci rzedu
O(n - 2%).

Tomasz KULCZYNSKI



Jakie obrazy sa wytwarzane przez soczewki?

Odleglosé ta nazywa si¢ odlegloscia
dobrego widzenia, czyli taka, przy ktérej
cztowiek o normalnym wzroku prawidlowo
i bez wysitku widzi przedmioty.

d b o
Rys. 1. Sptaszczona butelka jako lupa;
b — butelka, d — dlugopis, o — oko.

N

Rys. 2. Kropla wody jako lupa;
u — uchwyt, w — woda, p — przedmiot,
o — oko.

T Y

Stanistaw BEDNAREK

W doswiadczeniach opisanych w poprzednim odcinku badali$émy, od czego zalezy
zdolnosé skupiajaca soczewek. Dzi§ sprébujemy odpowiedzie¢ na pytanie, jakie
obrazy powstaja za ich pomoca.

Najprostsze doswiadczenie, wyjasniajace nieco ten problem, mozemy wykonad,
postugujac sie splaszczona, przezroczysta butelks od szamponu do wlosow
napelniona woda i szczelnie zamknieta. Tak przygotowana butelka stanowi
dwuwypukla, skupiajaca soczewke walcowa. Butelke chwytamy jedna reka

za korek i ustawiamy w odleglosci okolo 25 cm na wprost oczu. Do drugiej reki
bierzemy jaki$ niewielki przedmiot, np. dlugopis, i umieszczamy go w odleglosci
kilku centymetréw za butelka (rys. 1). Patrzac na butelke, widzimy powickszony
obraz tego przedmiotu. Obraz ten jest tak samo skierowany jak przedmiot

— nazywamy go obrazem prostym. Ponadto widziany obraz jest pozorny.
Ogladamy go za butelka w miejscu, w ktérym naprawde sie nie znajduje.

W tym przypadku butelka z woda dziala jak lupa, czyli soczewka skupiajaca

o krotkiej ogniskowej, przeznaczona do ogladania w powiekszeniu niewielkich
przedmiotdw.

Interesujaca lupe mozemy tez tatwo wykonacé z kropli wody. W tym celu z kawaltka
drutu o $rednicy okoto 1 mm, uzyskanego np. z rozprostowanego spinacza biurowego,
wyginamy kombinerkami oczko o $rednicy kilku milimetréw z kilkucentymetrowa,
odgieta ukosnie raczka (rys. 2). Oczko zanurzamy w wodzie i wyjmujemy, tak
zeby osadzita sie na nim duza, sptaszczona kropla wody. Wtasdnie ta kropla bedzie
spelniata role soczewki. Jezeli te soczewke umiescimy w niewielkiej odlegtosci nad
jakim$ malym obiektem, np. nad skrawkiem papieru, to patrzac na nia, zobaczymy
powigkszony, pozorny i prosty obraz tego obiektu.

Zeby przeprowadzi¢ systematyczne badania obrazéw, wytwarzanych przez soczewki
skupiajace, najlepiej bedzie, jezeli postaramy si¢ o lupe szklana lub plastikowsa

o Srednicy 5-6 cm. Taka lupe mozna najtaniej, bo juz za kilka zlotych, kupié¢ na
bazarach lub w sklepie z artykutami papierniczymi. Nieco drozsze lupy znalezé
mozna w sklepach fotooptycznych. Mozemy réwniez wykorzystaé soczewke ze
starych okularéw uzywanych przez dalekowidza. Oprécz lupy potrzebna bedzie
jeszcze latarka, wytwarzajaca rownolegla wiazke $wiatla, cienka $wieczka o dlugosci
2-3 cm, kwadratowy kawalek bialego kartonu o boku kilku centymetréow, linijka

i troche plasteliny. Zeby ulatwié¢ obserwacje obrazéw, nasze doswiadczenia
powinnidmy wykona¢ w zaciemnionym pomieszczeniu.

Na poczatek, podobnie jak w doswiadczeniach opisanych w poprzednim odcinku,
wyznaczymy ogniskowa posiadanej soczewki. Skierujemy na soczewke réwnolegla
wiazke $wiatla, wychodzaca z latarki, i, przesuwajac bialy kawalek kartonu
ustawiony za soczewka, znajdziemy taka jego odleglos¢ od soczewki, przy ktorej
Swiecaca plamka ma najmniejsze rozmiary. Zmierzymy te odleglo$é¢ za pomoca
linijki. Jest to ogniskowa f naszej soczewki.

Nastepnie zbudujemy nasz uklad do$wiadczalny, ktory przedstawia rysunek 3.
Swieczke ustawiamy na powierzchni stolu. Przed $wieczka w odleglosci z,
wiekszej niz dwukrotno$é ogniskowej (z > 2f), ustawiamy soczewke, wciskajac ja
w grudke plasteliny. Z kolei za soczewka ustawiamy kawalek biatego
kartonu, rowniez wciskajac go w odrobing plasteliny. Karton ten

y

e postuzy nam za ekran, na ktérym bedziemy ogladali obrazy swieczki.

Majac przygotowany uklad doswiadczalny, przystepujemy

do badania obrazéw. Zapalamy $wieczke, zaciemniamy pokdj

i przesuwamy ekran tak, zeby zobaczy¢ na nim najwyrazniejszy,
czyli ostry, obraz $wieczki. Jakie wlasciwosci ma ten obraz? Jak

m

Rys. 3. Schemat ukladu do badania obrazéw

wytwarzanych przez soczewke skupiajaca; [
s — soczewka, e — ekran, m — plastelina.

daleko od soczewki znajduje sie ekran? Okazuje sie, ze w tym

m  przypadku obraz jest mniejszy niz $wieczka, czyli przedmiot.
Ponadto obraz jest odwrdcony, a poniewaz widzimy go na ekranie,
to nazywamy obrazem rzeczywistym. Odlegloé¢ y ekranu od
soczewki jest mniejsza niz odleglo$é x przedmiotu od niej.

Swieczka,
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Wiasciwosci otrzymanego obrazu mozemy tez zbadaé
teoretycznie, uzywajac ogolnej metody graficznej, pokazanej
na rysunku 4. Rysujemy soczewke s i po obu stronach

w rownych odlegloéciach zaznaczamy jej ogniska F'.

f f

x>2f

W odleglosci ¢ > 2f zaznaczamy przedmiot AB w postaci

B strzaltki. Z wierzchotka B tej strzalki rysujemy dwa promienie
Swietlne 11 2, z ktorych pierwszy biegnie réwnolegle do gtéwnej
osi optycznej soczewki, czyli prostej przechodzacej przez oba

y<z ogniska F' i srodek optyczny soczewki O, a drugi przechodzi

Rys. 4. Graficzna metoda otrzymywania obrazu rzeczywistego,

wytwarzanego przez soczewke skupiajaca.
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Rys. 5. Graficzna metoda otrzymywania
obrazu pozornego, wytwarzanego przez
soczewke skupiajaca.
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Rys. 6. Graficzna metoda otrzymywania
obrazu wytwarzanego przez soczewke
rozZpraszajacy.

przez ten Srodek. Promien 1 po zalamaniu sie w soczewce
przechodzi przez jej ognisko, a promien 2 biegnie prosto bez
zmiany kierunku. Oba promienie przecinaja sie

w punkcie By, ktéry jest obrazem punktu B. W ten sam sposéb mozemy
wykredli¢ obrazy dowolnych punktéw ogladanego przedmiotu. Zauwazymy
woéwczas, ze obraz jest zmniejszony, odwrdcony i rzeczywisty, oraz ze tworzy sie
w odleglosci y od soczewki spelniajacej warunek y < z.

Nastepnie dwukrotnie powtarzamy, z drobnymi modyfikacjami, poprzednie
doswiadczenie. Za pierwszym razem zmniejszamy odlegtosé przedmiotu od soczewki
do x = 2f, a za drugim zmniejszamy jeszcze bardziej, tak zeby speliony byl
warunek: 2f > x > f. Jakie obrazy otrzymamy za pierwszym i drugim razem?
Sprobujmy je narysowaé poznana metoda graficzna. Okazuje sig, iz w obu
przypadkach obrazy sa rzeczywiste i odwrédcone, ale w pierwszym przypadku
wielko$¢ obrazu jest taka sama jak przedmiotu, a w drugim obraz jest powiekszony.

Umie$émy teraz przedmiot w ognisku soczewki (x = f) i przesuwajac ekran,
sprobujmy znalezé obraz. Czy jest to mozliwe? Dla wyjasnienia sprawy zastosujmy
do tej sytuacji metode graficzna. Widzimy, ze w tym przypadku nie mozemy znalezé
obrazu, a metoda graficzna pokazuje, iz promienie wychodzace z dowolnego punktu
przedmiotu po przejéciu przez soczewke sa réwnolegle. Nie moga wiec przeciaé sie
i utworzy¢ obrazu. Czasem moéwi sie, ze obraz znajduje sie w nieskonczonosci, ale
nasza skonczona natura nie pozwala na jego wykrycie.

Zmniejszymy jeszcze bardziej odleglos¢é przedmiotu od soczewki, umieszczajac go
miedzy ogniskiem F'isoczewka (0 < z < f). Przesuimy ekran i poszukajmy obrazu.
Dla sprawdzenia naszych poczynan zastosujmy metode graficzng. Co z tego wynika?
Okazuje sie, ze na ekranie nie mozemy znalezé obrazu, a w metodzie graficznej
promienie wychodzace z soczewki sa rozbiezne i nie przecinaja sie (rys. 5). Nie moga
wiec da¢ obrazu rzeczywistego, ktéry bylby widoczny na ekranie. Mozemy jednak
przedtuzy¢ promienie wychodzace z soczewki w kierunku przedmiotu i wéwcezas ich
przedluzenia przetng si¢ w punkcie By, ktéry jest obrazem pozornym punktu B.
Obraz ten zobaczymy, patrzac w soczewke od strony wychodzacych promieni.
Jest on powiekszony i prosty. Wtasnie takie obrazy widzieliSmy za pomoca lupy
w pierwszych dwéch doswiadczeniach.

Jezeli udaloby sie nam zdoby¢ soczewke rozpraszajaca
(najlatwiej chyba mozna ja uzyskaé ze starych

okularéw uzywanych przez krétkowidza), to stosujac
uktad doswiadczalny, jak na rysunku 3, i metode
graficzna, moglibyémy zbadaé¢ obrazy wytwarzane

przez te soczewke. Rysujac obrazy, nalezy w tym
przypadku pamietaé, ze promien 1, réwnolegly do
gléwnej osi optycznej, zalamuje sie w ten sposéb, iz jego
przedluzenie przechodzi przez ognisko pozorne (rys. 6).
Promien 2, padajacy na srodek optyczny soczewki,
przechodzi, jak poprzednio, bez zmiany kierunku.
Obrazy tworza sie w punkcie przeciecia przedluzenia
promienia 1 z promieniem 2. Sg to wiec obrazy pozorne
i mozemy je ogladaé, patrzac w soczewke od strony
promieni wychodzacych. Jako problem doswiadczalny do
samodzielnego rozwiazania proponujemy zbadanie, czy
dla tej soczewki wladciwosci obrazu zaleza od odlegtosci
przedmiotu od soczewki.
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Na koniec warto dodaé, ze poznanie obrazdw
wytwarzanych przez soczewki pozwala zrozumiec
dzialanie wielu przyrzadéw optycznych, np. lornetki,
lunety, teleskopu, mikroskopu, aparatu fotograficznego,
a takze naszego oka. Warto tez wspomnie¢ o bardzo
interesujacej soczewce, ktéra mozna czasem

kupié¢ w sklepach fotooptycznych. Jest to duzy,
przezroczysty arkusz gietkiej folii, majacy wszystkie
wladciwosci soczewki skupiajacej. Dokladne ogledziny
pokazuja, ze jego powierzchnia nie jest gtadka, lecz
ma wiele wspotérodkowych rowkéw w ksztalcie
okregu, na ktorych swiatto ulega dyfrakcji. Jest to
soczewka Fresnela.

Od Redakcji:

Badanie soczewki Fresnela i jej prostych uogdlnien mozna,

przy wiekszym naktadzie pracy, przeprowadzi¢ w domowych
warunkach. Zagadnieniu temu poswiecony bedzie artykut
Aleksandra Kubicy i Wiktora Pilewskiego w nastepnym numerze.



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Krople na pajeczynie

Ledwo zaczela sie kalendarzowa wiosna, a juz
zaczynamy mys$le¢ o dtugich letnich dniach.
Gdy znajdziemy si¢ na lonie natury, wystarczy
wstaé skoro $wit po pogodnej nocy, zeby na
tace czy w mlodniku zobaczyé¢ wspanialy widok
tysiecy pajeczyn pokrytych rosa. Beda wsréd
nich misternie utkane sieci krzyzakéw i ich
pobratymcéw, ale wiekszos¢ uwidocznionych przez
rose sieci bedzie utkana beztadnie. Wtasnie te
beztadne sieci, widziane z wiekszej odleglodci,
strojace mtodniki jakby bozonarodzeniowymi
wlosami anielskimi, sg tak efektowne. Ten
wspanialy widok jest jednak niedostepny dla
Spiochéw. Stonce wysuszy rose, nim wstana.

Pajaki zasadniczo stosuja dwie genetycznie
uwarunkowane strategie zakladania swoich
powietrznych pulapek.

Uzytecznosé misternie utkanych sieci jest zwiazana
z pokrywajacymi je kropelkami lepkiej cieczy,
ktore skutecznie wieza ofiary, a pajaki dopadaja je,
poruszajac sie po (skierowanych radialnie) niciach
niepokrytych tym klejem.

Natomiast sieci beztadne nie sg pokryte zadna
lepka substancja. Zamiast tego maja strukture
welny. Nici nie sa gltadkie. Rozdzielaja sie na kiebki
nanowlokien, ktére powoduja, ze ofiara placze sie.
Pajaki tkaja taka sie¢ za pomoca sitka przednego,
narzadu przypominajacego przetak lub grzebien
(tac. cribellum).

Jednym z takich pajakow jest Uloborus
walckenaerius, nazwany od nazwiska francuskiego
wyzszego urzednika panstwowego i naukowca
przez innego francuskiego entomologa w 1806
roku. Ten niepozorny pajak wystepuje w strefie
palearktycznej (czyli Eurazji i péinocnej Afryce).
Nici pajecze to jeden z najbardziej niezwyklych
materiatéw. Sa, chociazby, bardzo wytrzymale.
Lina z nich upleciona bylaby wielokrotnie bardziej
wytrzymalta od liny stalowej.

Ni¢ tkana przez opisywanego pajaka ma inna
ciekawg wlasnosé. Mikroskopijne kropelki rosy
migruja po niej, tworzac wieksze krople. Sprawe
postanowili wyjasnié¢ autorzy pracy [1], a ich wyniki
okazaly sie wystarczajaco interesujace, zeby praca
ukazalta sie¢ w Nature.

Pod odpowiednio duzym powiekszeniem widac, ze
sucha nié¢ sktada sie z naprzemiennie utozonych
klebkéw z beztadnie utozonymi nanowtéknami
oraz cienkich potaczen z nanowtéknami utozonymi
rownolegle. Te klebki wygladaja jak odpustowe
obwarzanki na sznurku.
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Gdy takie wtokno znajdzie si¢ w atmosferze
kondensujacej pary wodnej, najpierw utworza sie
mikrokropelki w klebkach, ktére, zwilzajac je,
spowoduja wielokrotne zmniejszenie objetosci
klebkéw, w wyniku czego stang sie one
wrzecionowatymi zgrubieniami.

Kolejne kropelki tworza sie gtéwnie na
wrzecionowatych zgrubieniach, a nastepnie migruja
w kierunku srodkéw tych zgrubien, laczac sie

w wiegksze krople.

Autoréw pracy [1] najbardziej interesowalo
wyjasnienie mechanizmu powodujacego migracje
kropelek. Okazuje sie, ze mozna to zjawisko
wyjasni¢, ale odwolujac sie az do dwoéch
niezaleznych sit ciagnacych krople w te sama
strone. Jedna jest zwiazana ze zwiekszona
zwilzalnoscia bardziej porowatych obszaréw nici.
Zrédlem drugiej sily jest sam wrzecionowaty
ksztalt wezta, ktory powoduje, ze dla kropli, ktorej
jedna krawedz styku z nicig jest w wezle, a druga
obejmuje rozszerzajace si¢ wrzeciono, pojawia

sie roznica nachylenia ptaszczyzny stycznej do
powierzchni wody w punkcie styku z nicia do osi
nici, wywotujac wypadkowa site, éciagajaca krople
do $rodka wrzeciona.

Autorzy potwierdzili swoje ustalenia, modyfikujac
ni¢ pajecza w sposéb likwidujacy powstawanie
omoéwionych sit oraz tworzac sztuczna nié

o opisanych wtlasnosciach, dla ktorej zaobserwowali
to samo zjawisko.

Mozliwo$é wytwarzania takich sztucznych nici
pozwala mie¢ nadzieje na praktyczne zastosowania
do wychwytywania wody z pary wodnej lub do
oddzielania aerozoli z powietrza.

Jak widaé¢, natura ma jeszcze mnostwo pomystéow
do zaoferowania wnikliwym obserwatorom.

Piotr ZALEWSKI

(1] Yongmei Zheng, Hao Bai, Zhongbing Huang, Xuelin Tian,
Fu-Qiang Nie, Yong Zhao, Jin Zhai i Lei Jiang, Directional water
collection on wetted spider silk, Nature 463 (4/02/2010) 640.

zrédto: U.S. Fish and Wildlife Service
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9 stycznia 2010 roku odbytly sie zawody drugiego stopnia V Olimpiady
Matematycznej Gimnazjalistéw. W ciagu trzech godzin uczniowie rozwiazywali
pie¢ zadan. Szkice rozwiazan wszystkich zadan z zawodéow OMG mozna znalezé
pod adresem www.omg.edu.pl

Zadania z geometrii przestrzennej zawsze sprawiaty uczestnikom trudnodci.
W tym roku na drugim etapie OMG liczba poprawnych rozwiagzan zadania
»przestrzennego” byla nizsza niz liczba rozwiazan kazdego innego zadania.

Oto sformutowanie tego zadania:

(1) Czy istnieje taki ostrostup czworokgtny, ktdrego kazda krawedZ boczna jest
prostopadta do ktorejs krawedzi podstawy? OdpowiedZ uzasadnij.
Uwaga: w przestrzeni proste prostopadle nie muszq sie przecinac.

Podobne zadanie bylo na finale II OMG:

(2) Czy istnieje taki ostrostup czworokatny, ktdrego kazda Sciana boczna jest
trajkgtem prostokgtnym? Odpowied? uzasadnij.

W obu zadaniach pytamy o istnienie ostrostupa czworokatnego, w ktorym
pewne krawedzie sa prostopadle. W zadaniu (2) chodzi o prostopadloéé¢ krawedzi
sasiednich, a w zadaniu (1) sasiednich badZ niesasiednich.

W pierwszym przypadku proste zawierajace te krawedzie przecinaja sie,
w drugim nie musza (na co dodatkowo zwrécono uwage w tredci zadania).
W obu zadaniach odpowiedz jest twierdzaca. Dalej podamy przyklady
odpowiednich ostrostupow.

Przypomnijmy, ze dwie proste w przestrzeni nazywamy prostopadltymi, gdy
istnieje trzecia prosta, ktora jest rownolegla do jednej z nich i przecina druga
pod katem prostym.

W prostopadlodcianie na rysunku obok skosne proste AB i C'M sa prostopadte —
ta trzecig prosta moze byé¢, na przyklad, prosta C'D.

Prostopadtosé w przestrzeni ma wazng wlasnosé: jesli prosta k jest prostopadia
do dwdéch przecinajacych sie prostych [ i m, to prosta k jest prostopadla do
kazdej prostej zawartej w plaszczyznie prostych [ i m.

Spoéjrzmy jeszcze raz na nasz prostopadlo$cian: poniewaz prosta C'B jest
prostopadta do prostych BA i BL, wiec jest prostopadta do ptaszezyzny ABL,
a w szczegllnosci jest prostopadla do prostych BK i AL.

Widzimy wiec, ze wszystkie Sciany boczne ostrostupa o podstawie ABC'D oraz
wierzchotku K sa trojkatami prostokatnymi. Ostrostup ten daje rozwiagzanie
zadania (2). Poniewaz jego krawedz boczna C'K nie jest prostopadla do zadnej
krawedzi podstawy, wiec jednak nie jest on rozwigzaniem zadania (1).

Zmodyfikujmy nieco ten ostrostup: podstawa bedzie czworokat EBDF,

a wierzchotkiem pozostanie punkt K. Krawedzie boczne KE i KB sa
prostopadle do krawedzi podstawy F'D, a krawedzie boczne KF' i KD sa
prostopadle do krawedzi EB. Jest to wiec przyklad rozwiazania zadania (1).

Zachecamy do rozwiazania jeszcze dwoch zadan:

(3) Czy istnieje taki ostrostup czworokatny, ktdrego kazda krawedZ boczna jest
prostopadia do ktorejs krawedzi podstawy, a podstawa jest czworokgtem wklestym?

(4) Czy istnieje taki ostrostup czworokatny, ktdrego kazda krawedZ boczna jest
prostopadia do ktorejs krawedzi podstawy i kaZda Sciana boczna jest trojkgtem
prostokgtnym?
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Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,

Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesigca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Oceng¢ mnozymy przez wspotczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z matematyki nr 599, 600

Redaguje Marcin E. KUCZMA
' —_ 4 4 599. W kazde pole kwadratowej tabeli o wymiarach n x n, gdzie n > 4, zostata
®

wpisana liczba +1 lub —1. Kazdemu zbiorowi n pdl, zawierajacemu po jednym
polu z kazdego wiersza i z kazdej kolumny, przyporzadkowujemy iloczyn liczb
wpisanych w te pola. Dowies¢, ze suma uzyskanych iloczynéw dzieli sie przez 4.

Termin nadsylania rozwigzan: 30 VI 2010 600. Dwusieczne katow wewnetrznych A, B, C tréjkata ABC przecinaja
okrag na nim opisany odpowiednio w punktach D, E, F. Punkty D', E', F’ sg
symetryczne do punktéw D, E, F' odpowiednio wzgledem prostych BC, C A,
AB. Wysokoéci trojkata ABC przecinaja sie¢ w punkcie H. Dowieéé, ze punkty
D', E’', F', H lezg na jednym okregu.

Zadanie 600 zaproponowal pan Michal Kieza z Warszawy.

Rozwigzania zadan z numeru 12/2009

Przypominamy tresé¢ zadan:

591. Liczby naturalne a, b, ¢ sa zwiagzane zaleznosciag

1 1 1

a b c’

Niech d bedzie najwiekszym wspélnym dzielnikiem tych liczb.
Dowiesé, ze iloczyn abed jest kwadratem liczby naturalnej.

592. Punkt P lezy wewnatrz czworo$cianu ABCD. Proste AP, BP,
C' P, DP przecinaja sfery opisane na czworoscianach PBCD, PCDA,

PDAB, PABC odpowiednio w punktach K, L, M, N (r6znych od P).

Udowodnié, ze

|AP| |BP| |CP|

[AK| |BL| |CM]|

|DP|
IDN| ~ 256°

591. Piszac a = ad, b = yd, ¢ = zd, widzimy, ze
liczby naturalne z, vy, z takze spelniaja réwnanie

1/ 4+ 1/y = 1/z, a ich najwiekszy wspdlny dzielnik
jest rowny 1; przy tym x > z, y > z. Przeksztalcamy

to rownanie do postaci xz + yz = xy, czyli

(x—2)(y —2) = 2*.

Gdyby réznice w nawiasach mialy wspolny dzielnik
pierwszy, musiatby on by¢ zarazem dzielnikiem liczby z,
a to jest niemozliwe. Roznice te sa wigc dodatnimi
liczbami wzglednie pierwszymi. Ich iloczyn jest

réwny z2, zatem kazda z nich jest kwadratem liczby
naturalnej.

Mnozymy réwnosé yz = xy — xz stronami przez xd*
i otrzymujemy

abed = 2?d*(y — 2).
Stad juz wynika teza, bo y — z jest kwadratem liczby
naturalnej.
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592. Zastosujmy przestrzenna inwersje o srodku P
(i dowolnym promieniu). Niech A*, B*,C*, D* beda
obrazami punktéw A, B, C, D. Leza one na pdlprostych
PA—, PB~, PC~, PD™, wiec punkt P lezy wewnatrz
czworo$cianu A* B*C* D*.
Objetosci czworoscianéw PB*C*D*, PC*D* A*,
PD*A*B*, PA*B*C* oznaczmy odpowiednio przez
Vas Vi, Ve, V5 ich suma jest réwna objetosci V
czworo$cianu A* B*C* D*.
Obrazem sfery przechodzacej przez punkty P, B, C, D
jest plaszczyzna B*C* D*. Ta sfera przechodzi takze
przez punkt K, wiec jego obraz K* lezy na plaszczyznie
B*C* D*. Punkt P lezy na odcinku AK; lezy zatem réwniez
na odcinku A* K*. Punkty P oraz A* sa wierzchotkami
ostrostupéw o wspélnej podstawie B*C*D*. Zachodzi
wigc proporcja |[K*P|: |[K*A*| =V, : V. W takim razie
|pAY| _ |K*A| - |KTP] KA LV
PKT| - KP| KRV -
7 wtasnoéci inwersji wynika, ze
|PK|-|PK*| = |PA|-|PA*|. Wobec tego
|AK| |AP|+ |PK| |PK|*1+ vV
[AP| [P PAl PR VL
Analogicznie wyrazaja sie stosunki |BL| : |BP|,
|CM|:|CP|, |DN|:|DP|. W rezultacie
|AP| |BP| |CP|
|AK| |BL| |CM]
Zastosowanie nieréwnoéci miedzy $rednimi daje teze
zadania.

PA*|  V

=1+




Klub 44

Termin nadsytania rozwigzan: 30 VI 2010

=f

Rys. 1

o B
c

AT A

Rys. 2 Rys. 3

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
484 (WT =1,23) i 485 (WT = 3,93)

z numeru 10/2009

Krzysztof Magiera Losiéw 36,89
Michal Kozlik Gliwice 29,72
Jerzy Witkowski  Radlin 18,88

488. Zalézmy, ze 0$ dolnego bloku przesunie sie w gore 4

Zadania z fizyki nr 496, 497
Redaguje Jerzy B. BROJAN

496. Do zrbdta statego napiecia dotaczono 4 jednakowe oporniki poltaczone szeregowo.
Gdy nastepnie dotaczono pewien woltomierz do punktéw A i B (rys. 1), wskazal on
napiecie 3 V, a pomiar napiecia miedzy A i C' tym samym woltomierzem dal wynik 5 V.
Ile wynosi napiecie zrodta?

497. Zbiornik o objetosci V taczymy z cylindrem o poczatkowej objetosci 2V na trzy
sposoby:

(a) $ciankg przewodzaca cieplo (rys. 2),

(b) rurka tak waska, ze ci$nienie po obu stronach po pewnym czasie si¢ wyréwnuje,
natomiast temperatura — nie (rys. 3),

(c) przegroda, ktéra po otwarciu pozwala na wyréwnanie sie zaréwno ci$nien, jak i
temperatur.

Poza $cianka z przypadku (a) inne $cianki naczyn nie wymieniaja ciepta
z wypelniajacym wnetrze gazem doskonatym, ktoérego poczatkowe cisnienie po
i temperatura Ty byly jednakowe. Sprezono gaz w cylindrach do objetosci V:

(a) tak szybko, ze ciepto nie zdazyto przeplynaé przez Scianke (ale tak wolno, ze
przemiana byla odwracalna — opisana wzorem pV"” = const), a nastepnie zaczekano
na wyréwnanie sie¢ temperatur,

(b) tak szybko, ze gaz nie zdazyt przeptynac rurka (ale... jak wyzej), a nastepnie
zaczekano na wyréwnanie sie cisnienia.

(¢) po czym otwarto przegrode, a nastepnie ja zamknieto.

Nastepnie cofnigto w opisany sposob ttoki do poprzedniego potozenia i doprowadzono
do wyréwnania temperatury (w przypadku (a)) lub ci$nienia (b), lub obu (c). Jaka
temperature osiagnal w kazdym z tych przypadkow gaz, jesli Ty = 300 K, wyktadnik
v = ¢p/cv ma warto$é 1,4, a przedstawiony cykl powtérzono 10 razy?

Rozwigzania zadan z numeru 12/2009

Przypominamy tresé¢ zadan:

488. Ciezarek o masie m wisi na nici, ktéra owija si¢ wokél dwéch niewazkich blokéw ruchomych.
Osie blokéw sa napiete sprezynkami o stalych sprezystosci ki i ko (rys. 4). Obliczy¢ okres pionowych
drgan cigzarka wokoét potozenia réwnowagi.

489. Chemiczne oczyszczanie wzbogaconego uranu (tzn. zawierajacego podwyzszony procent
rozszczepialnego izotopu 22°U, stosowanego w reaktorach jadrowych) moze by¢ przeprowadzane
w zbiorniku z cieczg, w ktérym oczyszczony tlenek uranu opada na dno. Cieplo wytwarzane

przez reakcje chemiczng jest odprowadzane przez wode otaczajaca zbiornik. W pewnym zaktadzie
stosujacym t¢ technologi¢ doszlo do do$¢ powaznego wypadku, gdy oczyszczano uran wzbogacony
nie — jak zwykle — do 3%, ale do 19% (tak wysoko wzbogacony uran jest stosowany w reaktorach
wysokotemperaturowych). Przyczyng wypadku bylo zaniedbanie polegajace na przetwarzaniu

tej samej ilosci materiatu, co zwykle, mimo wyzszej zawartosci izotopu rozszczepialnego. Uran
osadzajacy si¢ na dnie zbiornika przekroczyl wskutek tego mase krytyczna i rozpoczela sie
reakcja tancuchowa, ktora trwala w sposéb samoczynnie kontrolowany przez 17 godzin. Jakie
zjawiska fizyczne lub chemiczne mogtly byé odpowiedzialne za kontrolowany przebieg reakcji, ktéra
nie rozwinetla sie do skali wybuchu?

Okres drgan jest réwny T = 2w+/m/k.

0 71, a 0$ gbérnego — w dot o x5. Z niezmienionej tacznej k2 (Do$¢ podobne bylo przed 7 laty zadanie 348.)

dhugoéci nitki wynika wtedy warto$¢ przesuniecia

ciezarka w dét

T =211 + 225.

Jedli oznaczymy sile napiecia nici przez F', to sprezynki
napiete sa jednakowa sita 2F, czyli

Eliminujac z; i 2, wyznaczamy zwiazek miedzy F a x:

F =

489. Jednym z tych zjawisk moglo by¢ to,
ze powstajace cieplo wywotato konwekcje
w cieczy wypelniajacej zbiornik, mieszanie
sie osadu i zmniejszenie gestoséci uranu.
Drugim — wrzenie wody chlodzacej

2F = kywy = kaxa. i zmniejszenie wskutek tego jej gestosci.
Poniewaz woda ta faktycznie zaczela
kiks ky pelni¢ role moderatora (spowalniacza
mm : > neutronéw), wiec to réwniez przyczyniato

Wspdlezynnik przed = po prawej stronie jest efektywna
stala sprezystosci uktadu, tzn. ciezarek drga tak, jakby
wisial na sprezynie o stalej sprezystosci

k

kiks

si¢ do zahamowania reakcji jadrowej.

Opisywany wypadek mial miejsce
w zakladzie Tokai-Mura w Japonii
w 1999 roku i pociagnat za soba 2 ofiary

m

Ak ko) Rys. 4 $miertelne, wskutek napromieniowania.
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Rozwigzanie zadania F 762.

W temperaturze to = 100°C parcjalne
ci$nienie pary wodnej wynosi

p2 = 10° Pa = p1/3, bo woda wrze przy
takim ci$nieniu w tej temperaturze.
Zatem parcjalne ci$nienie powietrza
bedzie réwne (1 —1/3)p1 = (2/3)p1.

Z réwnania Clapeyrona znajdziemy nowsa
odlegtoé¢ ttoka od powierzchni wody:

pith  2piz

Ty 37>
gdzie Th = 279 K, a T> = 373 K. Stad
otrzymujemy:

3 Ts
r~ ——h=~4cm.
2T,

)

Patrz w niebo: Woda na Ksiezycu

O wodzie poza Ziemia czytalidmy w Delcie zaledwie trzy miesiace temu.
Informacja o wodzie gdzies tam w Kosmosie jest, owszem, ciekawa, ale
abstrakcyjna. Natomiast co innego, jezeli chodzi o wode na Ksiezycu. Ksiezyc
jest bowiem obiektem wyjatkowym choéby dlatego, ze jest najblizej Ziemi

i mozna mie¢ nadzieje, ze wkrotce znowu wyladuja na nim ludzie i ze nie bedzie
to wyprawa tak krétkotrwata, jak dotychczasowe. A w tej sytuacji problem wody
z przyczyn calkiem praktycznych staje si¢ bardzo istotny. Nikt nigdy powaznie
nie twierdzil, ze na Ksiezycu sa warunki sprzyjajace zyciu. Juz pierwsze
obserwacje teleskopowe (poczatek XVII w.) ukazywaly ogromne kontrasty
jasnoéci i zadnych koloréw, co musialo sugerowaé, ze panujace tam warunki

sa co najmniej ,surowe”. Trudno dzi$ orzec, czy ciemne obszary na Ksiezycu
nazwano morzami w dobrej wierze czy tylko symbolicznie. W kazdym razie coraz
lepsze obserwacje jedynie potwierdzaty, ze Ksiezyc jest globem martwym.

Posiadanie takiej opinii o goScinnoéci Ksiezyca nie przeszkadza szukaniu
obecnosci tam wody. Ot6z skoro na obszarach o$wietlonych przez Stonce
temperatura gruntu osiaga +120°C, wyklucza to szanse¢ utrzymywania sig¢
tam wody przez dluzszy czas. Jedynymi miejscami, gdzie woda (oczywiscie
w postaci lodu) moglaby sie zachowaé, pozostaja wnetrza nielicznych krateréw
biegunowych, gdzie Swiatto Stonca nigdy nie dociera, a temperatura jest
rzedu —160°C. Przewiduje sie nawet, ze miejsca te moglyby chwytaé czasteczki
wody z rozbijajacych sie meteorytow, a nawet powstajace z oddzialywania
wodoru wiatru stonecznego z tlenem zawartym w skatach. Radarowe sondowania
tych biegunowych krateréw (z sond okoloksiezycowych lub za pomoca
radioteleskopu w Arecibo) wykazaly, ze i w nich zasoby wody sa jednak
skromne. Wyglada na to, ze warstwy lodu na powierzchni nigdzie nie ma (wbrew
entuzjastycznym oczekiwaniom z lat 90.). Jedynie pod powierzchniag Ksiezyca
prawdopodobnie znajduja sie gdzies cienkie warstwy lodu wymieszanego
z pylem czy z lokalnym piaskiem, nie wiadomo jednak, czy 16d ten bedzie
tatwo dostepny. Tak wiec, nie jest $wietnie i przyszle wyprawy ksiezycowe
musza, niestety, liczy¢ sie z tym, ze zapasy wody trzeba bedzie przywozi¢
z Ziemi. Oczywiscie, kazda taka wyprawa bedzie przez to mniej swobodna
i odpowiednio drozsza.

Tomasz KWAST

Kwiecien

Na kwietniowym niebie wieczorem dominuje Lew. Wyznaczaja go jasne gwiazdy,
z ktérych najjasniejsze trzy sa podwdjne. Mozna si¢ o tym przekonaé za pomoca
niewielkiej lunety. Sam Regulus, najjasniejsza (1,34 mag) gwiazda Lwa, ma
towarzysza, ktory sam jest podwojny. Kto chcialby jednak te informacje
potwierdzi¢ osobiscie, musialby dysponowac lepsza luneta, bowiem sktadniki
dzieli odleglosé 4”. Caly uklad znajduje si¢ w odleglosci 20 pc. Regulus jest
jedna z tzw. przed wiekami Gwiazd Kroélewskich, ktore leza niemal na ekliptyce
i dziela ja na cztery czesci odpowiadajace porom roku. Przejscie Stonca

w poblizu Regulusa nastepowalo w Starozytnosci okolo przesilenia letniego
(obecnie Stofice mija Regulusa 23 sierpnia). Moze wiec stusznie Kopernik
zdegradowal te gwiazde, nadajac jej obecna nazwe, tj. Malego Kréla, w miejsce
dawnej Rex, co — jak wiadomo — oznacza kréla. Ale, méwiac powaznie, nie wiem,
dlaczego Kopernik to zrobit.

Merkury znajdzie sie 8 IV najdalej od Slonica i mozna go szuka¢ wieczorem nad
zachodnim horyzontem. Wenus jest w Baranie i zachodzi wezesnym wieczorem.
Mars jest w Raku i widaé¢ go w pierwszej polowie nocy. Jowisz jest na granicy
Wodnika i Ryb, czyli blisko Stonca, wiec go nie widaé. Saturn jest w Pannie

i wieczorem wschodzi. Now Ksiezyca wypada 14 IV, a pelnia 28 IV. Zadnych
zaémien i zakry¢ jasnych obiektow w kwietniu nie bedzie. Okoto 21 IV bedzie

maksimum aktywnosci niezbyt obfitego roju Lirydéw.
T. K.
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O szachownicach byla mowa réwniez
w deltoidzie 7/2009.

Wszystkie klocki lub kostki uktadamy
zawsze zgodnie z liniami podzialu

na pola, tak by zaden klocek

nie wystawal poza rozwazany obszar i by
zadne dwa na siebie nie nachodzity.

Rys. 1
1)1 1)1 1)1
1)1 1)1 1)1
010 0]0 0]0
1(1 1(1 1(1
1(1 1(1 1(1
0]0 0]0 0]0
11 1(1 1(1
1|1 1(1 1(1

Rys. 2

Rys. 3

Rys. 4

Kolorowe szachownice  Joanna JASZUNSKA

Szachownice czesto warto pokolorowaé. Précz tradycyjnej” czarno-bialej kratki,
czasem przydaje sie wzorek bardziej wyrafinowany. Oto przyktady zadan.

1. Czy szachownice 8 x 8, z ktorej usunieto dwa przeciwlegle narozne pola,
mozna pokry¢ kostkami domina 2 x 17

R. Nie, bo kazda kostka przykrywa jedno pole biate i jedno czarne. Skoro usunigto dwa
pola tego samego koloru, zostalo mniej pél jednego koloru niz drugiego. [J

2. Na kazdym polu szachownicy 7 x 7 siedzi zaba. Nagle wszystkie zaby skacza,
kazda na pole sasiadujace bokiem ze swoim dotychczasowym. Udowodnij, ze
w rezultacie na ktores pole trafia przynajmniej dwie zaby.

R. Jest wiecej pél w jednym z koloréw, powiedzmy czarnym. Zaby z tych p6él musza
po skoku zmiescié¢ sie na mniejszej liczbie pdl biatych, bo kazda zaba, skaczac, zmienia
kolor pola. Stad na ktoéres biate pole trafig przynajmniej dwie zaby. [

3. Wykaz, ze szachownicy 10 x 10 nie mozna pokry¢ 25 klockami w ksztatcie .

R. Jest tyle samo pdl bialych i czarnych. Kazdy klocek pokrywa trzy pola jednego
koloru i jedno drugiego, wiec do pokrycia potrzeba parzystej liczby klockéw. [

4. W érodkowym z 27 szeScianikow kostki 3 x 3 x 3 siedzi kornik. Czy moze on
odwiedzi¢ kazdy sze$cianik dokladnie raz, przechodzac zawsze przez $cianke?

R. Pokolorujmy kostke w ,tréjwymiarows szachownice”. Wtedy kornik przy kazdym
przejsciu przez $cianke zmienia kolor pola. Startuje z pola w tym kolorze, ktérego jest
mniej, wiec nie zdota odwiedzi¢ wszystkich. U

5. Z szachownicy 8 x 8 wycieto narozne pole. Czy da sie ja pokry¢ klockami 3 x 17

R. Nie. Na szachownicy z rysunku 1 jest inna liczba pél w kazdym z 3 koloréw,
tymczasem kazdy klocek przykrywa po jednym polu kazdego koloru. [J

6. Na szachownicy 8 x 8 ulozono 21 klockéw 3 x 1. Ktére pole zostalo puste?

R. Wpiszmy w pola szachownicy liczby, jak na rysunku 2. Kazdy klocek pokrywa
pola o lacznej sumie liczb 2, zatem 21 klockéw razem pokrywa pola o sumie 42. Suma
wszystkich wpisanych liczb jest rowna 44, wiec puste musi zostaé ktoéres pole z 2.
Pozostawiam Czytelnikom tatwe sprawdzenie, ze taki uktad jest mozliwy. [J

7. Czy szachownice 8 x 9 mozna pokry¢ klockami 2 x 27

R. Nie. Pokolorujmy pola o obu wspétrzednych nieparzystych. Kazdy klocek 2 x 2
pokrywa dokladnie jedno z nich, wiec do pokrycia calej szachownicy potrzeba
co najmniej 20 klockow. Nie zmieszcza sie, bo 20-2-2 > 8-9. [J

8. Na szachownicy o wymiarach 11 x 11 utozono 15 klockéw 2 x 2. Wykaz, ze
mozna zmiedcié¢ jeszcze jeden taki klocek.

R. Kazdy klocek ma wspdlne pola z doktadnie jednym z 16 szarych kwadratow 2 x 2
z rysunku 3. Ktory$ kwadrat zostaje zatem wolny i mozna na nim umiescié¢ szesnasty
klocek. [J

9. (Zawody Baltic Way 98). 7 szachownicy 13 x 13 wycieto $rodkowe pole. Czy
otrzymana figure da sie pokry¢ 42 klockami 4 x 17

R. Nie. Pokolorujmy szachownice jak na rysunku 4. Kazdy klocek pokrywa jedno pole
kolorowe i trzy biate. Kolorowych pdl jest tylko 41. [J

Zadania domowe:
10. Czy szachownice 10 x 10 da sie pokry¢ klockami 4 x 17

11. Czy szachownice 8 x 8, z ktorej usunieto dwa pola réznych koloréw, mozna
pokry¢ kostkami domina 2 x 17

12. (XLvI oM). Wyznacz wszystkie liczby naturalne n, dla ktérych szachownice
n X n mozna pokry¢ klockami, z ktérych kazdy ma wymiary 2 x 2 lub 3 x 3.

Wskazowka. Rozwaz pokolorowanie w ,zebre” (wiersze na przemian czarne i biale).
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