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NA OKLADCE prezentujemy

wizualizacj¢ dwéch przypadkoéw zderzen

proton-proton w LHC, uchwyconych przez
eksperyment ATLAS. Podobne przypadki

zostaly zarejestrowane przez pozostale
gléowne eksperymenty LHC: CMS,
LHCb i ALICE. Pokazane przypadki
zawieraja, miedzy innymi, miony, ktére,
jako jedyne czgstki naladowane, sa

w stanie opusci¢ detektor, zostawiajac
slady we wszystkich poddetektorach.
Wyswietlone sg tylko te elementy,

w ktérych jakiekolwiek sygnaly zostaly
zarejestrowane (na dolnym rysunku
pokazano réwniez zarys struktury
magneséw toroidalnych). Czerwone
linie to interpolacja $ladéw mionéw

na podstawie odczytéw elektronicznych.

*Instytut Matematyki,
Uniwersytet Warszawski

, czyli jeszcze raz o potegach dwédjki

Pawel STRZELECKI®

O potegach dwojki i wlasnosciach ich rozwinigé dziesigtnych mozna bylo

w Delcie poczytaé wielokrotnie, m.in. w artykutach Zbigniewa Marciniaka

i wyzej podpisanego. Istnieja zapewne osoby, ktore nie czytaly tych artykutow,
dlatego ze kilkanascie lat temu nie umialy jeszcze czytaé, choé¢ dzi§ Delte
czytuja. By¢ moze jest to dostatecznym usprawiedliwieniem, zeby napisac o calej
sprawie jeszcze raz.

Mam takze drugie usprawiedliwienie. 221464595 ma w zapisie dziesiatkowym

blisko szesé¢ i pét miliona cyfr; poczatkowe z nich to 7, 0, 3, 2, 0, 1 i 0. Poniewaz
zad 7 marca 2010 roku Marek Kordos obchodzi siedemdziesiate urodziny, wigc
moge mu te potege dwoéjki ofiarowaé w prezencie, dorzucajac do pary 225224715
— ta z kolei zaczyna sie od cyfr 7031940, czyli daty urodzin Redaktora.

Czytelnik, jesli zechce, potraktuje powyzsze dwa zdania jako dowdd ostatecznego
zdziwaczenia matematykow. Jednak przy okazji przyjda mu moze do glowy
pytania: co to za zbieg okolicznosci? Dlaczego na poczatku rozwinie¢
dziesietnych poteg dwdjki pojawia sie data okraglych urodzin Redaktora? Czy
podobny prezent mozna byloby zrobi¢ komukolwiek innemu? A moze to objaw
paranoi? Moze autor tekstu, z braku lepszych rozrywek i pomystéw, postanowil
zajaé sie¢ numerologia?

Paranoje i numerologie chetnie zostawiam innym. To, ze wsrdéd poczatkowych
fragmentow zapisu dziesigtnego liczb 2™ mozna znalezé np. 7031940, nie jest
weale szcze$liwym trafem; data urodzin kazdego z nas (z numerami PESEL

i NIP dorzuconymi na dodatek) znajduje sie na poczatku zapisu dziesietnego
nieskonczenie wielu poteg dwdjki. To samo mozna powiedzie¢ nie tylko o datach.
Istnieja np. wykladniki n, dla ktérych zapis dziesietny 2" zaczyna sie od ciagu
utworzonego z wypisanych po kolei wszystkich numeréw z ksiazki adresowej
mojego telefonu komérkowego. Piszac te stowa, nie potrafie wprawdzie podaé
zadnej takiej liczby n, ale mimo to mam uczucie niezachwianej pewnosci,

ktére nie zawsze towarzyszy mi w zyciu. Takie uczucie pewnosci daje
matematykowi dowdd — w tym przypadku dowdd twierdzenia, ktore orzeka,

ze kazdy skoniczony ciag cyfr pojawia sie na poczgtku rozwiniecia dziesietnego
nieskoriczenie wielu poteg dwdjki. (Jedna z pociech, ktérych dostarcza obcowanie
z matematyka, jest to, ze dzieki dowodom mozna by¢ pewnym réznych rzeczy
nieoczywistych.)

Nawet dla ciggéw jednocyfrowych teza owego twierdzenia nie jest oczywista.
Gdy zaczniemy wypisywaé poczatkowe cyfry liczb 2" dlan =0,1,2,..., to
ujrzymy nastepujacy wzor:

17 27 47 8’ 1’ 37 67 17 27 57
17 27 47 87 1’ 37 67 17 2’ 5’
1, 2, 4, 8 1, 3 6, 1, 2, 5,
1, 2, 4, 8 1, 3, 6, 1, 2

) )

Siédemek i dziewiatek jakos ani §ladu, prawda? Co wiecej, komus
niecierpliwemu i nieuwaznemu moze przyj$¢ do glowy mysl, ze ciag
poczatkowych cyfr poteg dwéjki jest okresowy i wszystko w nim powtarza sie
regularnie, co 10 miejsc.

To jednak tylko zludzenie, ktérego przyczyna jest to, ze 2'0 = 1024 jest nieztym
przyblizeniem liczby 1000. Mnozenie liczby przez 1000 polega przeciez na
dopisywaniu trzech zer na koncu jej zapisu dziesietnego i nie ma najmniejszego
wplywu na poczatkowy fragment tego zapisu. Gdy wielokrotnie mnozymy przez
1024, drobne i poczatkowo niezbyt istotne dodatki z koncowych fragmentéw
zapisu dziesietnego zaczynaja kumulowacé si¢ i wzbierac¢, rozlewajac sie stopniowo
coraz dalej w lewo. Gdybym wypisal wyzej piaty wiersz poczatkowych cyfr poteg
dwojki, to zamiast szostki bytaby w nim siédembka.
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Rozwigzanie zadania M 1271.
Oznaczmy przez X, Y, Z odpowiednio
srodki odcinkéw KN, LM, KM.

Poniewaz trojkaty AKN oraz CLM sa
prostokatne, wiec

1 1
AX = EKN oraz CY = EJ\JL.

Ponadto, korzystajac z twierdzenia
odwrotnego do twierdzenia Talesa,
otrzymujemy
1 1

XZ = EJ\/IN oraz ZY = EKL.
Wobec tego KL+ LM 4+ MN + NK =
=2(AX+XZ+ZY +YC) 2 2AC =
=22. Wybierajac punkty K, L, M, N

jako $rodki odcinkéw AB, BC,CD, DA,

otrzymujemy kwadrat K LM N
o obwodzie 2\/5.

Zatem najmniejszg mozliwg wartoscia,

jaka moze przyjaé obwédd czworokata
KLMN, jest 2/2.

Aby wykazaé, ze sibdemka jest poczatkowa cyfra nieskonczenie wielu poteg
dwdjki, trzeba wyjé¢ poza krag najprostszych eksperymentéw i zrozumied,

co to znaczy, ze zapis dziesietny liczby 2" zaczyna si¢ od siédemki. Otéz,

jest tak wtedy, gdy 2" znajduje si¢ miedzy dwiema liczbami: pierwsza z nich
jest siodemka z pewna iloscia zer, a druga — 6semka z taka sama liczba zer.
Wiszystkie liczby miedzy tymi dwiema zaczynaja si¢ od sidédemki. I na odwrot,
kazda liczbe, ktéra ma za pierwsza cyfre siodemke, mozna wstawi¢ w jeden

z przedzialéw o koncach 70...0180...0 (zer jest w obu liczbach tyle samo).

Teraz, zeby bylo poreczniej, uzyjmy symboli: 7 jest pierwsza cyfra liczby 2"
wtedy i tylko wtedy, gdy dla pewnego naturalnego £ mamy

7-10% < 2" < 8- 107
Aby dostaé¢ prostszy, rownowazny zapis, logarytmujemy te nieréwnosci
stronami (przy podstawie 10); daje to najpierw k +log7 < nlog2 < k + log 8,
a ostatecznie

log 7 < nlog2 — [nlog2] < log8.

Mozemy tak napisaé, gdyz 0 < log7 < log8 < 1 i dlatego k (liczba cyfr 2"
zmniejszona o 1) jest czescia catkowita liczby nlog 2.

Poszukiwanie poteg dwojki z pierwsza cyfra 7 jest wiec tym samym, co
obserwowanie kolejnych wyrazéw ciagu a, := nx — [nz], gdzie x = log 2,
an=0,1,2....

Gdyby np. wziaé¢ x = 41/137, ciag a,, czesci utamkowych kolejnych wielokrotnosci
bylby okresowy: wyrazy o numerach rézniacych sie¢ o 137 bytyby réwne. Podobnie
bytoby dla kazdej liczby wymiernej x. Jednak log 2 nie jest liczbg wymierna:
gdyby log 2 byt réwny p/q, to wprost z definicji logarytmu mielibyémy 10P/7 = 2,
czyli 10P = 29, co jest niemozliwe (lewa strona dzieli si¢ przez 5, a prawa nie).
Kluczowa dla nas konsekwencja niewymiernosci x = log 2 jest to, ze wszystkie
wyrazy ciaggu a,, sa rézne. Gdyby bowiem bylo a,, = a,, dla jakich$ numeréw
n # m, to przeksztalcajac réwnos$é nx — [nz] = ma — [ma], zapisaliby$my z jako
utamek o liczniku i mianowniku catkowitym,

. [nx] — [mm]’

n—m

a wiemy juz, ze x = log 2 takim utamkiem nie jest.

Te dwa spostrzezenia pozwalajg zrozumie¢ wszystko do konca. Podzielmy najpierw
odcinek [0, 1] na m réwnych przedzialéw, wybierajac m tak, zeby dlugo$é kazdej
czesel byla mniejsza niz log 8 — log 7 (wystarczy w tym celu wzia¢ m = 18).
Zgodnie z zasada szufladkowa Dirichleta ktore$ dwie sposrod aq, as, ..., ama1
— powiedzmy ag 1 asqx — naleza do tego samego przedzialu dtugosci 1/m.
Jak otrzymaé asyx, gdy znamy as? Nietrudno to wymyslié: a,, jest czescia
utamkowsa nz, wiec jesli staniemy na osi liczbowej w punkcie as, zrobimy k krokow
dhugosci © w prawo i zmierzymy odleglos¢ od ostatniej minietej liczby catkowitej,
to otrzymamy czesé utamkowsq liczby as + kx, ktora jest rowna czesci utamkowe;j
liczby as + [sz] + kx = (k + s)x, tzn. réwna as4 k. A to znaczy, ze

kx = (k+ s)x — [sz] —as = [(k + s)x] — [sx] + as4k — as
jest suma liczby calkowitej | = [(k + s)z] — [sz] 1 ulamka u = as1p — as. Moze
zachodzi u > 0, a moze u < 0. Tego nie wiemy i na szczescie jest to nieistotne.

Na pewno jednak modutl u nie przekracza 1/m, bo as i asyp wybraliSmy z tego
samego krotkiego przedziatu.

Dla wygody wyobrazmy sobie teraz, ze o$ liczbowa zostala nawinieta na okrag
dlugosci 1, jak nierozciagliwa ni¢ na szpulke. W wyniku tej operacji sklejone
zostaly konce odcinka [0, 1], a takze wszystkie liczby catkowite. Przesunieciu

o x na nitce-osi-liczbowej odpowiada obrét szpulki-okregu o kat réwny

katowi $rodkowemu opartemu na tuku dtugosci z, czyli méwiac po szkolnemu

i nie bawiac si¢ w radiany, o kat 3602 stopni. Przesunieciu o kx, czyli k-krotnemu
przesuniegciu o x, odpowiada kolejne wykonanie k£ takich obrotéw, czyli obrét

o 360kz stopni. Wiemy juz, ze jest kx = + u, tzn. 360kz = 360! + 360u,
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Rozwigzanie zadania F 759.

Predkos¢ piteczki jest najwieksza w chwili
zderzenia ze Sciankg. Predkosé ta jest
prostopadla do §cianki, z ktérg piteczka
si¢ zderza. Z symetrii problemu mamy, Ze:
gt -
Umax = ~ 7 m/s.
2sina
Predkos¢ piteczki bedzie najmniejsza
w chwili, gdy osiggnie ona najwieksza
wysoko$é, tzn. gdy bedzie ona miala
kierunek poziomy:

Usmiin = Vmax €08'@ ~ 5 m/s:

a obrét o 360! stopni dla calkowitego [ nic przeciez nie zmienia. Na naszej
zwinietej osi liczbowej przejscie od as do asyk, a takze od jakiegokolwiek

a; do aj;yk, polega wiec na obrocie o kat 360u stopni. Moze w lewo, a moze

w prawo; tego nie wiemy. Dowcip polega jednak na tym, ze liczba u ma niewielki
modut i dlatego k wyjsciowych obrotéw daje obrét o niewielki kat. Zauwazmy:
dobierajac wezesniej odpowiednio duzg liczbe m, mogliby$émy sprawi¢, ze bytby
to obrét o kat mniejszy od dowolnie ustalonego.

Na szpulce-zwinietej-osi jest tuczek-przedzial (log 7,log 8). Dla dowolnego j
liczby a;,aj1k,ajiak itd. przedzielone s tukami okregu dtugosci [u| < 1/m.
Ponadto, wszystkie te liczby sa rézne; stwierdziliSmy to juz dawno. MoglibySmy
je zaznaczy¢ oléwkiem, stawiajac na okregu kropki w regularnych odstepach,
tak, jak podzialki na zegarku — tzn. prawie tak, bo wszak zatoczywszy oldéwkiem
koo, nie trafiliby§my ponownie w to samo miejsce. Przedzial (log 7,log 8) jest
dluzszy niz odstep miedzy sasiednimi kropkami. Zatem ktéras kropka wen
wpadnie. Jesli bedziemy zaznaczaé kropki bez kofica, to za kazdym pelnym
obiegiem co najmniej jedna z nich znajdzie sie na tuku miedzy log 7 a log8.
Zatem do przedziatu (log 7,log 8) nalezy nieskonczenie wiele wyrazéw ciggu a,.
Nieskoficzenie wiele poteg dwjki zaczyna sig¢ od siédemki.

Identyczne rozumowanie mozna przeprowadzié¢ dla dowolnego przedziatu (o, 3),
gdzie 0 < a < @ < 1. Wystarczy tak dobraé liczbe m, zeby ,chodzi¢ w kétko
odpowiednio drobnymi kroczkami”. Nietrudno stad wywnioskowaé, ze kazdy
skoficzony cigg cyfr pojawia sie na poczatku zapisu dziesietnego nieskonczenie
wielu poteg dwdjki. Kto zechce, dopracuje szczegdly.

Czytelnik spostrzegl zapewne, ze im przedzial (o, 8) krétszy, tym wiecej
potrzeba w powyzszym rozumowaniu wyrazéw ciagu a,, zeby ktérys z nich do
tego przedzialu trafil. Po chwili namystu mozna wysunaé przypuszczenie, ze
liczby a, powinny trafia¢ do przedziatu (o, ) z grubsza proporcjonalnie czesto
do dlugoéci tego przedziatu. Tego juz nie udowodnimy, ale prawda jest, ze ciag

#{an :1<n< N, a, € (a,ﬁ)}’
N

ma dla N — oo granice réwng 8 — «, czyli owo naturalne przypuszczenie
jest jak najbardziej stuszne. Jest to twierdzenie Bola, Sierpinskiego i Weyla
o réwnomiernym rozkladzie. Wynika zen, ze czestosci poczatkowych cyfr
liczb 2™ sa nastepujace: 30,1% jedynek, 17,6% dwdéjek, 12,5% tréjek,
9,7% czworek, 7,9% piatek, 6,7% szostek, 5,8% siédemek, 5,1% dsemek i zalosne
4,5% dziewiatek (prosze nie dodawaé, bo bledy zaokraglen wyjda na jaw).

Takie same sa czestosci, z jakimi 1,2, ...,9 wystepuja na poczatku k™, gdy log k
jest niewymierny, a wiec gdy k nie jest potega dziesiatki. Na trop tego zjawiska
wpad! w 1881 roku Simon Newcomb, astronom i matematyk, zauwazywszy, ze
tablice logarytmiczne sa bardziej wytarte na poczatkowych stronach. To samo
wykryt pét wieku pézniej Paul Benford, fizyk zatrudniony w firmie General
Electric. Tak zwane prawo Benforda orzeka, ze w réznych pochodzacych

z zycia zestawach danych czestoSci poczatkowych cyfr sg wlasnie takie. W USA
urzedy skarbowe i inni tropiciele oszustw finansowych z powodzeniem uzywaja
prawa Benforda w walce z tymi, ktérzy zamiast czytaé¢ Delte, wola np. seryjnie
falszowaé czeki i zbyt czesto wpisuja na nich kwoty z dziewiatka na poczatku
(bo w ich banku — poczgwszy od 10000 — potrzebny jest przy wyplacie
dodatkowy podpis kontrolera).

Kto lubi wygode, plynaca ze stosowania odpowiedniej maszynerii, a roczny wyktad
analizy matematycznej ma za soba, niech zajrzy do ksiazki Fomina, Kornfelda

i Sinaja o teorii ergodycznej (polski przeklad ukazal sie w 1987 r.), odszuka
podrozdzial po$wiecony réwnomiernemu rozkladowi, a nastepnie sam udowodni
twierdzenie Bola, Sierpinskiego i Weyla w paru linijkach (duzo tresciwszych niz
méj rozgadany tekst). To dzieki temu twierdzeniu wiedziatem, ze wystarczy
obejrzeé ledwie kilkadziesigt milionéw poteg dwdjki, zeby na poczatku jednej

z nich znalezé wlasciwg date. Gdyby Redaktor urodzit si¢ np. 17 marca, zadanie
byloby trudniejsze, a ja musialbym dluzej nie uzywaé laptopa do pracy.

3




Rys. 1. Geometryczna interpretacja rozpadu czastki.

O rysowaniu zderzen
Maciej LISICKI™

Zderzenia cial sa jednym z czesciej poruszanych tematéw na szkolnych
lekcjach fizyki, poniewaz sa $wietnym polem wykorzystania rozmaitych
postaci zasad zachowania energii i pedu. Co wiecej, mozna stopniowo
komplikowaé rozpatrywane zagadnienia — przejsé od elastycznych zderzen
czastek punktowych, poprzez niesprezyste zderzenia bryt sztywnych, az po
skomplikowane problemy teorii sprezystosci, obejmujace szczegdlowa analize
momentu zderzenia i teori¢ rozpraszania.

Ograniczmy rozwazania do geometrycznego spojrzenia na elastyczne zderzenie
punktowych czastek, wprowadzajac zabawne i cieckawe narzedzie do analizy
zderzen. Sprowadzi si¢ to do... rysowania kélek i strzatek.

Rozwazmy spoczywajaca czastke o masie M, ktéra rozpada sie samorzutnie
na dwie nowe czastki o réwnych masach m. Czastki te poruszaja sie zatem
z rownymi predkosciami. Zajmijmy sie jedna z nich — niech jej predkosé

w ukladzie spoczywajacej czastki M wynosi vg. Predko$é¢ drugiej wynosi,
oczywiscie, —vy.

Czytelnik Wnikliwy zauwazy zapewne, ze w opisanej tu sytuacji nie jest
zachowana calkowita energia, ani calkowita masa! Energia potencjalna
wszystkich sktadnikéw uktadu jest stale réwna zeru, energia kinetyczna czastki
przed rozpadem takze réwna sie zeru, a energia kinetyczna produktow rozpadu
to mvg. Ten pozorny paradoks wynika z zaniedbania efektéw relatywistycznych,
tj. rbwnowaznosci masy i energii.

PrzejdZzmy teraz do ukladu laboratoryjnego, w ktorym czastka M porusza sie
z predkoscia V, pierwsza za$ z czastek m z predkoscia v. Predkosé ta jest,
oczywiscie, wektorowa suma predkoséci w ukladzie pierwotnej czastki i predkosci
tego ukladu odniesienia w laboratorium:
v=V +vyq.

Przepisujac te rownosé w postaci v — V = v i stosujac twierdzenie cosinuséw,
otrzymamy zwigzek

v? + V2 — 20V cos = v,
gdzie 0 jest katem miedzy wektorami v i V. Mozemy postuzy¢ sie bardzo
wygodnym rysunkiem 1 do zobrazowania tej sytuacji. Predkosé v jest wektorem
poprowadzonym do dowolnego punktu na obwodzie
okregu z punktu A, odleglego od $rodka okregu
o wektor V. Promien okregu jest réwny vg. Mozemy
przy tym rozrézni¢ dwa przypadki. Jezeli V' < vy, czyli
punkt A lezy wewnatrz okregu, to kat 6, pod jakim

*student, Wydzial Fizyki,
Uniwersytet Warszawski

czastka opusci uklad, jest dowolny. W przypadku
V > vy czastka moze wylecie¢ tylko do przodu
i pod katem nieprzekraczajacym 6p,.x. Z konstrukeji
przedstawionej na rysunku tatwo mozna przekonac sie,
ze wartos¢ kata granicznego okresla rownosé
Vo
v
Kat ten odpowiada bowiem stycznej do okregu w punkcie B, poprowadzonej
z A. Takie katy mierzy, oczywiscie, obserwator w ukladzie laboratoryjnym.
Rysunki te maja jeszcze jedna zalete — mozemy tatwo powiazaé katy w ukladzie
$rodka masy z katami mierzonymi w uktadzie laboratoryjnym. Pozostawiajac
przeksztalcenia Czytelnikowi, podajemy wynik

Vo sin 90
vocosfy+V'°

Sin Opax =

tgf =

Podobng konstrukcje mozna wykorzystaé przy analizie sprezystego zderzenia
dwoch czastek. Dla uproszcezenia zatézmy, ze ich masy sa jednakowe.
Predkosci czastek przed zderzeniem bedziemy oznaczaé przez vy, va,
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V=V’

Rys. 2. Sprezyste zderzenie dwéch czastek
w jezyku predkodci wzglednej i predkodci

$rodka masy.

Rys. 3. Ta sama geometria,

. = ’
ale rysujemy pedy; OC = pu’,

1

AO = (P1 + p2),
my + me
. m
OB = 2 (p1 + p2).
mi + ma
C

a po zderzeniu v/, v}. Zasady zachowania energii i pedu beda mialy postaé:

vi+va=vi+vh  [vifP+ |vaf’ = VI[P 4 Vo[
Najwygodniej bedzie wprowadzi¢ nowe zmienne, okreslajace predkosé érodka
masy uktadu i wzgledna predkoscé ciat

1
V:§(V1+V2), u=vy—vVvy

oraz analogiczne wielko$ci po zderzeniu V' i u’. Zasady zachowania przyjma
teraz niezwykle prosta postac

V=V, J|u =]
czyli wektor V jest niezmiennikiem zderzenia, a wektor u nie zmienia swojej
dlugosci (moze jedynie zmieni¢ kierunek), co jest zgodne z intuicja. Podobnie
jak poprzednio, mozna to wygodnie zilustrowaé rysunkiem 2. W tym przypadku
zderzenie sprowadza si¢ wytacznie do obrotu wektora u wpisanego w okrag
o promieniu u. Rozumowanie to mozna uogélni¢ na przypadek, gdy masy
czastek sa rozne. Wezmy dwie czastki poruszajace sie jak poprzednio, ale
o masach my i me. Wprowadzajac predko$¢ wzgledna u i predkos¢ érodka masy

mivy + mava

my + mo
znajdujemy predkoéci czastek w ukladzie $rodka masy:
* ma * my
vi=———u, vi;=——"—
my + me my1 + ma

7 zasady zachowania pedu wiemy, ze pedy czastek w ukladzie srodka masy

po zderzeniu sa rowne i przeciwnie skierowane, z zasady zachowania energii
wynika natomiast, ze wartodci bezwzgledne predkosci nie zmieniaja sie, jedynie
zmienia si¢ kierunek (odpowiada to obrotowi na rysunku 2). Mozemy w latwy
sposob przejsé do ukladu laboratoryjnego, dodajac do kazdej z wyliczonych
predkosci predkosé V érodka masy:

ma mi

——u'+V, vi=————u+V.
my + ma my + My
Do geometrycznej interpretacji wygodnie jest postuzy¢ sie pedami czastek.

Zdefiniujmy wektor jednostkowy n w kierunku u’. Latwo mozna przekonad sie, ze

[
V] =

r_ my ; mo
p; = pun + m(m +Pp2), Py=—pun+ m(l)l + Pp2),
gdzie wprowadziliémy mase zredukowana
o mimso
o mi + mo '

Rozwazmy wiec okrag o promieniu pu (rysunek 3). Wektor O—C>' odpowiada
wektorowi pu, zatem powyzsze réwnania mozna zinterpretowac czysto
geometrycznie jako dodawanie wektorow. Przy ustalonych poczatkowych pedach
promien kota i potozenia punktéw A i B nie zmieniajg si¢, natomiast punkt C' moze
swobodnie wedrowaé po okregu. Rozwazmy szczegbélowo przypadek, gdy jedna

z czastek spoczywa (np. ta o masie mo). Zatem |OB| = 2B = jiu i odcinek OB

pokrywa si¢ z promieniem okregu. Wektor A—B> pokrywa sie, oczywiscie, z pedem
czastki o masie my przed zderzeniem. W zaleznoéci od stosunku mas punkt A moze
leze¢ wewnatrz lub na zewnatrz okregu, jak na rysunku 4. Po zderzeniu obie czastki
doznaja odchylenia od kierunku pierwotnego ruchu czastki-pocisku, danego przez
katy 61 i 0. W ukladzie $rodka masy kat srodkowy x
wyznacza kierunek, pod jakim zostaje rozproszona
nadlatujaca czastka. Ciekawym ¢wiczeniem dla Czytelnika
moze by¢ przekonanie sie na podstawie tych rysunkow, ze
katy 61 i 02 moga by¢ wyrazone przez kat x:

mi1<msg

Rys. 4. Zderzenie pocisku ze spoczywajacg czastka.

Mo Sin Y

tgy = —————
&%1 my + mocosy’ 2

Ponadto zauwazmy, ze kat rozrzutu czastek 61 + 65
moze by¢ mniejszy lub wigkszy od 7/2, w zaleznosci
od stosunku mas. Rozpraszanie do tytu odpowiada
réwnosci xy = .

mi>mso
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Na deser zostawmy kilka pytan/propozycji do zabawy:
1. Dla jakiej wartosci kata y czastka pierwotnie

spoczywajaca bedzie miala najwicksza energie? Jaka
bedzie jej wartosé, jesli energia czastki padajacej

wynosi E?

2. Dla my < mso predkos¢ pierwszej czastki po zderzeniu
moze mie¢ dowolny kierunek. Jaka jest maksymalna
warto$¢ kata €. (Wyrazona przez masy czastek)

w przypadku mq > mo?

Pokazalidémy, ze zjawiska mechaniczne zderzen cial moga mie¢ bardzo tatwa
interpretacje geometryczna, a tworzenie takich diagramoéw jest samo w sobie
interesujace. Szczegdlnie prosto mozna za pomocs tego narzedzia ustala¢ pewne
zalezno$ci miedzy wielkodciami mierzonymi w ukladzie $rodka masy a ich
odpowiednikami w uktadzie laboratoryjnym.

3. Pod jakim katem rozbiegaja sie czastki w przypadku
rownych mas? Jakie sa wtedy 67 1 627

4. Ambitniejsze zadanie: jak przettumaczyé
przedstawione schematy na przypadek zderzen
niesprezystych, gdy zderzenie charakteryzuje pewien
wspOlezynnik strat energii (W' = —ou, 1 > a > 0)?

5. I jeszcze jedno zadanie dla odwaznych. Jak zmienia
sie wyniki omawiane w tym artykule, jesli uwzglednié
efekty relatywistyczne?

Nier6wnos¢ Schwarza a fizyka czastek elementarnych

Ogélniej,
n n n

()
E TiYi <

i=1

Uktlad $rodka masy (w skrécie SM)
to taki uklad odniesienia, w ktérym
caltkowity ped ukladu wynosi 0.

Calkowita energia czastki o masie m

i pedzie p wynosi E = 4/ (mc?)2 + (pc)?.

USM

SM LAB

Gdy czastka i uktad poruszaja sig
tylko wzdluz osi z (tak jak w naszym
przypadku), to transformacja Lorentza
energii i pedu méwi, ze

{ E=~(E* + 8p°),

p=(p" —BE/c),

gdzie wielkoéci z gwiazdka odnoszg si¢ do
uktadu $rodka masy, a bez gwiazdki do
uktadu LAB.

*student, Wydzial Fizyki oraz Wydzial
Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

Tomasz TKOCZ*™

Czytelnik z pewno$cig zetknal sie z tytulowa nieréwnoscia Schwarza, ktora
w najprostszym przypadku méwi, ze dla liczb rzeczywistych x1, x2, y1, y2 zachodzi

(%) T1y1 + 22y2 < V2t + 23V T + 43

Interpretacja geometryczna jest jasna. Chodzi o to, ze iloczyn skalarny

dwéch wektoréw x = [21,22], ¥ = [y1,y2] na plaszczyznie, ktéry wynosi

X -y = x1Yy1 + T2Yyo, nie przekracza iloczynu ich dlugosci, bowiem mozna wartos¢
iloczynu skalarnego obliczy¢ takze jako |x||y|cos <(x,y).

Czesto twierdzenia matematyczne maja takze przyjemna interpretacje fizyczna
(np. wiele twierdzen z rachunku rézniczkowego i catkowego). Okazuje sie, ze
nieréwnosé Schwarza (%) jest zaszyta, jak za chwilke zobaczymy, dosy¢ gleboko
w elementarnych prawach mikroswiata i relatywistycznych predkosci.

Rozwazmy czastke elementarna c, ktora rozpada sie na dwie czastki a i b,
poruszajace sie w przeciwne strony w ich ukladzie srodka masy (np. kaon
rozpadajacy sie na pare pionéw K° — 7+ + 7). Wobec tego, ze czastka ¢
spoczywa, jest intuicyjnie jasne, ze masy czastek spelniaja nieréwnosé

Me 2 Mg + My
Rzeczywiscie, analizujac bilans energii w ukladzie srodka masy, stwierdzamy, ze
energia ukladu przed reakcja wynosita m.c?, po reakcji za$

By + By = V/(mac?)? + (p50)? + v/ (msc?)? + (pj0)? > mac® + mpc?,

skad
(1)

Ale jak wyglada sytuacja z naszej perspektywy, czyli w ukladzie laboratorium
(w skrécie LAB)? Z transformacji Lorentza mamy

(2) Eq + By = (E; + Bpy) +(E; + Bp) =
=(E; + Ep) +8(p; + pp) = V(E; + Ep),
bowiem z definicji ukladu SM mamy p} + p; = 0, przy czym tradycyjnie oznacza

sie vy = 1/+/1 — (32, 8 = vgm/c. Patrzac na nieréwnosé (1), widzimy, ze jej
prawa strona jest wyrazona wielko$ciami znanymi w LAB, lewa za$ mozemy tak
wyrazié, korzystajac z powyzszego rachunku (2). Dostajemy

mec? = E'+E; > Mec® + mpc?.

2 * * 1 Usm 2
(o mo)e? < B+ B = - (Fa + B) = \[1- (T) (B, + By),
wigc pozostaje obliczyé vgn /c. Znowu wystarczy skorzystaé z relatywistycznej
transformacji energii i pedu (tyle ze teraz w druga strone, od wielkosci z SM
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Ciekawe, ze (4) jest rownowazna ogdlnej
klasycznej nieréwnosci Schwarza (S) dla
n = 4.

do LAB)

* * UsSM UsMm
o= =1~ BEE) +2 (- ) -

UsM
= 'Y(pa + Py — C—2(Ea + Eb)>7

skad
Usm —c Pa + Db .
c E, + Ey
Wracajac, mamy nieréwnosé

2
(ma +myp)c? < \/1 — <cw> (E, + By) =

Ea + Eb
= \/(Ea + Eb)2 - (pa + pb)202'

Uwzgledniajac, ze

Eo = \/(mac®)? + (pac)?, By = /(myc?)? + (ppo)?,
podnoszac ostatnia nieréwnos$é¢ stronami do kwadratu, skracajac obustronnie
przez ¢? i upraszczajac, dostajemy
(3) (mac)(mpc) + papy < v/ (mac)? + p2y/ (mye)? + pi.
Analizujac proste zjawisko fizyczne, jakim bylo zderzenie dwoch czastek,
odtworzyli$my tym samym nieréwno$é¢ Schwarza dla (dowolnych!) liczb
nieujemnych x; = mgyc, o = Pa, Y1 = MpC, Y2 = pp (nieujemnosé liczb
w nieréwnosci Schwarza (%) oczywiscie nie uszczupla jej ogdlnosci).

Sprébujmy jeszcze spojrzeé na konicowy wynik (3) nieco ogélniej. W szczegélne]j
teorii wzglednoéci bardzo wygodnym pojeciem jest tzw. czterowektor energii-pedu.
Formalnie, dla poruszajacej si¢ czastki o masie m z pedem p = (pg, Py, P2)
i caltkowitej energii F, jej czterowektor energii-pedu definiujemy jako
uporzadkowana czworke (E/c,py,py,p-) 1 w skrécie piszemy (E/c, p). Jest to
pojecie analogiczne do pojecia czterowektora polozenia czastki (ct, z,y,z) = (ct,r).
Takie czterowektory mozna mnozyé skalarnie. Zeby jednak iloczyn skalarny
mial sensowne wlasnosci, nie powinien zmieniaé sie przy przeksztalceniach
niezmieniajacych fizycznego sensu teorii, tzw. przeksztalceniach symetrii.
W naszym przypadku przeksztalceniem symetrii jest transformacja Lorentza,
a niezmienniczy iloczyn skalarny definiuje sie nastepujaco:

(Ea/ca pa) : (Eb/cv pb) = (Ea/c) (Eb/c) — Pa * Pb;
gdzie Py - Po = Pa,aPb,a + Da,yPb,y + Pa,zDb,> 0znacza juz zwykty iloczyn skalarny
w przestrzeni trojwymiarowej. Zauwazmy, ze wowczas dhugosé czterowektora to
po prostu

V(B/c,p) - (E/e,p) =/ (E/c)? — p* =
1
= —v/E? — (pc)?2 =me.
c
Zobaczmy, ze (3) jest réwnowazna nieréwnosci

(mqc)(mpc) < (Eq/c)(Ep/c) — paps,
a w jezyku czterowektorow i ich iloczynéw skalarnych — nieréwnosci

(4) [(Ea/c, Pa)ll(Eb/c, po)| < (Ea/c,Pa) - (Eb/c,Py).

Zatem uzyskany gléwny wynik (3) jest niczym innym jak nieréwnoscia Schwarza
dla czterowektorow energii-pedu czastek a i b! Tyle ze zwrot tej nieréwnosci jest
w przeciwna strone w stosunku do klasycznej nieréwnosci Schwarza, co wynika
ze szezegdlnej postaci iloczynu skalarnego. Stwierdzenie, ze zachodzi (3), mozna
wiec wyprowadzi¢ bez zadnych, czynionych przez nas pracowicie, rozwazan
kinematycznych dla czastek a,b, ¢, po prostu powolujac sie na (4). Nieréwnosé
Schwarza (4) jest z kolei, jak widzielidmy, naturalna konsekwencja tego, ze
iloczyn skalarny czterowektoréw ma dobry sens fizyczny.

[(E/c,p)|

Dla autora przedstawione powyzej odkrycie nieréwnosci w prawach fizyki bylto
wstrzasajacym i jednoczesnie bardzo radosnym przezyciem. Moze Czytelnik zna
fizyczny dowod jakiejs innej klasycznej nieréwnosci?
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Od nazwy do konkretnej maszyny
Marek MARCZYKOWSKI®

1. Wprowadzenie

Od wpisania adresu w przegladarce internetowej do wyswietlenia strony musi
by¢ wykonany szereg mniej lub bardziej skomplikowanych czynnosci. W tym
artykule omowie najwazniejsze z nich: tltumaczenie nazwy na adres IP oraz
lokalizacje, na podstawie adresu IP, fizycznej maszyny, do ktérej on nalezy
(routing). To ostatnie jest szczegélnie interesujace w tak rozleglej sieci, jaka
jest internet.

2. DNS

DNS (Domain Name System) jest rozproszonym systemem stuzacym do
tlumaczenia nazw na adresy IP. Whrew temu, co normalnie widzimy, kazda
nazwa jest zakonczona kropka. System ten ma budowe hierarchiczna (struktura
drzewa). Na samym szczycie znajduje sie najkrétsza mozliwa domena — kropka,
obstugiwana przez tzw. root serwery. Znaja one adresy serweréw obslugujacych
domeny najwyzszego poziomu (ang. Top Level Domain, TLD), czyli np. com., pl..
Te z kolei znaja serwery obstugujace domeny pod nimi, np. com.pl., edu.pl. i tak
dalej (patrz rysunek). Kazda taka domena sklada sie (jako wezel drzewa) z ciagu
rekordoéw zawierajacych rézne dane powigzane z dana nazwa, np. adres IP, opis,
alternatywna nazwa, serwer pocztowy obstugujacy dana domene.

7 punktu widzenia uzytkownika konicowego cala te operacje odpytywania

po kolei ., pl., edu.pl., mimuw.edu.pl., www.mimuw.edu.pl. wykonuje serwer
dostawcy internetowego, ktéry przy okazji zapamietuje ostatnio uzywane nazwy.
Dlatego w konfiguracji sieci wystarczy wpisaé (lub samo si¢ konfiguruje przez
DHCP) tylko pojedyncze adresy serweréw DNS.

3. Routing

3.1. Podstawowy routing. Wiemy juz, jak uzyskaé adres IP na podstawie
nazwy, ale co dalej? Z punktu widzenia koncowego uzytkownika sytuacja

jest prosta: ma jedna domy$lna brame (do dostawcy internetowego), do

ktorej wysyla wszystkie pakiety, a dostawca juz jakos sobie z tym dalej radzi.
W dalszej czedci omdwie wlasnie radzenie sobie dostawcy z tym problemem.
Wprowadzmy najpierw kilka poje¢, ktére beda przydatne przy dalszym opisie:

e Prefiks — zakres adreséw IP w formie: adres i maska. Do takiego zakresu
naleza te adresy, w ktorych zapisie binarnym bity wskazane przez maske sa
takie same jak w adresie wyznaczonym przez prefiks. Maska zazwyczaj sklada
sie z pewnej liczby jedynek, po ktérych nastepuja juz same zera. Np. prefiks
192.168.0.0/24 oznacza wszystkie adresy, w ktérych pierwsze 24 bity (czyli
3 oktety) sa réwne 192.168.0.

e System autonomiczny (ang. autonomous system, AS) — sieé¢ nalezaca
do jednego podmiotu, majaca wspélna polityke zarzadzania, np. sie¢
Telekomunikacji Polskiej.

e Tablica routingu — tablica, na podstawie ktérej system operacyjny routera
podejmuje decyzje, dokad wysta¢ dany pakiet.

Kierowaniem pakietéw odpowiednim taczem i do odpowiedniego operatora
zajmuja sie routery. Kazdy router ma tablice routingu. Taka tablica sktada sie

z ciagu prefikséw i powiazanych z nimi akcji (np. kolejny router, do ktérego

ma zostaé¢ wystany pakiet). Prefiksy sa przegladane w kolejnosci od najdiuzszego
(najbardziej szczegdlowego) do najkrétszego (najogélniejszego) az do napotkania
pasujacego do pakietu, co do ktérego jest podejmowana decyzja. Np. dla pakietu
przesytanego do 192.168.2.24 i tablicy routingu:

127.0.0.0/8 via 127.0.0.1 dev 1o
192.168.0.0/16 via 192.168.1.10 dev ethO
192.168.2.0/24 via 192.168.1.11 dev ethO
192.168.1.0/24 dev ethO
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pakiet zostanie przeslany do routera 192.168.1.11 przez interfejs (karte
sieciowa) eth0, natomiast skierowany do 192.168.1.32 bedzie wystany
bezposrednio do celu przez interfejs eth0.

3.2. Routing dynamiczny. W praktyce tablica routingu kazdego wigkszego
routera jest generowana dynamicznie w zaleznosci od tego, ktore tacza
dziataja, ktéredy biegnie najkrotsza trasa itp. W internecie stuzy do

tego protokét BGP (Border Gateway Protocol). Podstawowa koncepcja
polega na podziale calej sieci (internetu) na systemy autonomiczne. Kazdy
z takich systemow ma jakie$ adresy IP w postaci zbioru prefikséw i oglasza
ten fakt systemom, z ktorymi jest bezposérednio poltaczony. Te systemy

z kolei oglaszaja swoim ,sasiadom”, ze przez nie mozna dostaé si¢ do
okreslonych prefikséw nalezacych do konkretnego AS-u, i tak dalej.
Wszystko wydaje sie proste, gdyby nie fakt, ze wielokrotnie dany prefiks
jest osiagalny na wiecej niz jeden sposéb. Tu wladnie objawia sie potega
protokotu BGP.

Kazdy router BGP ma tablice, w ktorej dla kazdego prefiksu sa przechowywane
trasy, ktorymi jest on osiagalny (trasa to ciag systeméw autonomicznych).

0Od kazdego sasiada moze on otrzymacé jedna taka trase (najkorzystniejsza dla
niego) i powiaza¢ z nia pewne dodatkowe informacje (o tym dalej). Podstawowe
kryteria, na podstawie ktérych jest wybierana najlepsza trasa, to:

. waga trasy (ustawienie lokalne dla routera),

. lokalna preferencja (localpref) — wspélne dla calego AS-u,

. pochodzenie trasy (z wewnetrznego systemu, zewnetrznego itp.),
. dlugosé $ciezki,

. sugerowana metryka.

U W N~

Pierwsze dwa kryteria zaleza bezposrednio od administratora i sa wewnetrzne
dla danego AS (nie sa przekazywane na zewnatrz) — sa one nadawane na
podstawie regul zdefiniowanych w routerze (najczesciej na podstawie tego, od
ktorego routera trasa przyszla oraz ktérym laczem). W ten sposéb w przypadku
prefikséw dostepnych przez AS A oraz AS B mozna wymusié¢ wysylanie
pakietéw do tego pierwszego (gdyz np. mamy z nim lepsze polaczenie). Tak
mozna decydowad, ktoredy wysylaé¢ pakiety, a co z pakietami powrotnymi?

Tu tez mozna manipulowaé. Zalézmy, ze jesteSmy w AS-ie X i sposréd

dwdéch AS-6w posrednich A i B chcieliby$my zawsze dostawaé pakiety tylko

za posrednictwem A. Wystarczy wowczas operatorowi B oglaszaé trasy

muiej korzystne — konkretnie przez wydluzenie $ciezki, dodajac siebie (tj. X)
wielokrotnie na konicu. W ten sposob zdalny router, majac zadecydowaé, ktorej
trasy uzy¢, uzyje krétszej (czyli przez AS A) — oczywiscie, o ile nie zmieni tego
wazniejszymi kryteriami.

Kolejnym mechanizmem pozwalajacym ksztaltowaé przeplyw ruchu sa etykiety
(community), ktérymi mozna dodatkowo oznaczaé trasy. Maja one dwa
zastosowania:

e dodanie dodatkowych informacji dla kolejnych routeréw (np. skad dana trase
otrzymano),

e zmiane traktowania danej trasy (np. ustawienie innych lokalnych preferencji,
przekazywanie wydluzonej trasy do jednego z sagsiadow lub nieprzekazywanie
trasy dalej).

Majac do dyspozycji tak potezne narzedzie, mozna bardzo precyzyjnie
modelowaé, ktoredy jakie pakiety beda przeplywacé. Méwi sie, ze BGP stuzy
do zarzadzania w warstwie 0smej sieci — politycznej. Jest w tym sporo prawdy,
poniewaz wiekszos¢ ustawien i nietypowych zachowan jest tutaj skutkiem
uméw miedzy operatorami (gdzie taniej, gdzie lepsze warunki i gwarancja
jakosci lacza, oraz, oczywiscie, gdzie wieksza przeplywnosé czy przepustowosé).
Zdarza sie, ze np. ruch z Uniwersytetu Warszawskiego do polskich adreséw jest
kierowany przez jednych sasiadow, do zagranicznych przez innych, a ruch do
Telekomunikacji Polskiej (TPNET) przez jeszcze innych (tak — to nie zart).

9
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Rozwigzanie zadania M 1270.
Zauwazmy,
ze 14+p> =pg+aqr+rp+p’ =
= (p+ q)(p + r) oraz analogicznie
2
1+q¢ =(a+p)(g+7),

1+7% = (r+p)(r+a).

Wobec tego (1 4+ p?)(1 + ¢*)(1 4+ r?) =
= ((p+q)(qg+7)(r+p)?, skad
bezposrednio wynika teza.

Przy tak istotnym dla dzialania catego internetu mechanizmie istotne

jest réwniez dbanie o bezpieczenstwo, niezawodnosé¢ oraz wydajnosc.

To pierwsze w wigkszosci sprowadza si¢ do stosowania filtréw, kto moze,

a kto nie, rozglaszaé trasy do konkretnych prefikséw (na podstawie

danych urzedéw przyznajacych adresy, np. RIPE). Niedopatrzenie w tej
dziedzinie jaki$ czas temu spowodowalo, ze pewien pakistanski operator,
chcac zablokowac¢ dostep do serwisu YouTube dla swoich klientow,
zablokowal go dla sporej czesci §wiata na kilka godzin (artykul na ten temat:
http://www.ripe.net/news/study-youtube-hijacking.html). W kwestii
niezawodnoéci i wydajnosci istnieje szereg mechanizméw. Oto kilka z nich:

BGP Route Flap Damping. Polega on na tym, ze gdy jakis router wysyta
zbyt czesto informacje o zmianie konkretnej trasy, to sasiad je otrzymujacy
przestaje na nie na pewien czas reagowac, aby nie generowaé ciaglych zmian

w tablicach routingu na wielu routerach w calej sieci, co mogloby prowadzi¢ do
istotnego zwigkszenia ich obciazenia oraz, w duzym stopniu, do utraty pakietéw
i ciaglej zmiany ich kolejnosci.

Agregacja prefikséw. Poniewaz pelna tablica routingu BGP wymaga

coraz wiecej zasobow (pamieci, procesora), stosuje sie laczenie kilku wpiséw

w jeden. Np. jesli jaki§ AS rozglasza adresy 193.0.96.0/24, 193.0.97.0/24,
193.0.98.0/24 oraz 193.0.99.0/24, to mozna to zwina¢ do 193.0.96.0/22
obejmujacego wszystkie te adresy. W takiej sytuacji cala podsiec¢ jest
rozglaszana, jesli przynajmniej jeden z jej elementéw jest osiggalny. Dzigki temu
redukuje si¢ wielokrotne wpisy z taka sama trasa i zastepuje jednym.

»Miekka” rekonfiguracja. Przy zmianie konfiguracji (np. ustawianiu
K parametréw localpref) istnieje konieczno$¢é ponownego przetworzenia tras,

7 ktérych ta zmiana dotyczy. Najprosciej by bylo zrestartowaé¢ proces, co
spowodowaloby wyczyszczenie tablicy oraz zerwanie sesji BGP z sasiednimi
routerami, a nastepnie zestawienie ich z powrotem i pobranie aktualnych
informacji. Taka operacja powoduje w praktyce, ze router na kilka minut znika
z internetu oraz wszystkie routery, do ktérych byt poditaczony, maja dodatkowa
prace w postaci ponownego przetworzenia tras, ktére przez niego przechodzily.

Aby temu zapobiec, wprowadzono mechanizm umozliwiajacy tylko czesciowe
ods$wiezenie tablicy, np. ponowne przestanie tras przechodzacych przez dany AS
(nie ruszajac pozostatych).

4. Podsumowanie

Wiegkszoé¢ uzytkownikow internetu nie ma bezposredniej stycznoéci z gléwnym
tematem tego artykulu, ale wydaje mi sig, ze warto wiedzieé¢, jak to dziala, ze to
nie jest jakie$s magiczne pudetko, ktére robi cuda, tylko efekt wieloletniej pracy
inzynieréw sieciowych, ktéra teraz pozwala funkcjonowaé sieci na tak olbrzymia
skale, jaka jest cala Ziemia.

Reguta czy przypadek?

Gdy do wielomianu 2 + x + 11 podstawiaé¢ bedziemy
kolejno liczby 0,1,2,...,9, otrzymamy 11,13,17, 23,
31,41,53,67,83,101 — same liczby pierwsze. Dla 10 juz
tak nie bedzie: wartos¢ wielomianu dla z = 10 dzieli sie
przez 11.

To akurat dziwi¢ nie powinno — kazdy wielomian

2?4+ 2 +adlaz=a— 1 dzeli sie przez a, poniewaz
(a—1)2+(a—1)+a=ad

Ale Czytelnik Dociekliwy zauwazy, ze réznice kolejnych
wartosci to kolejne liczby parzyste: 2,4,6,...,18. Czy to
tez reguta? I to okazuje sie takze prawidlowoscia, bowiem
Etk=kk+1)=2-1+2+...4+(k—1)+k),

a wiec wartoéci kazdego wielomianu z2? + z + a przy
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podstawieniu kolejnych liczb naturalnych m i m + 1
réznié sie beda o 2(m + 1).

No to moze wreszcie i fakt, ze podstawiajac kolejne
liczby naturalne 0,1,..., (p — 2) do wielomianu

2% 4+ x + p, gdzie p jest — jak 11 — liczbg pierwsza,
otrzymujemy same liczby pierwsze, tez jest
prawidlowoscia? Np. dla 3 czy 5 sie zgadzal

Okazuje sie, ze nie: poza wymienionymi trzema liczbami
pierwszymi jest tak jeszcze tylko dla 17 i 41. Tyle ze
nie jest to, oczywiscie, przypadek. Ale dowdd tego
faktu nie jest prosty, cho¢ — zapewne — moze sprawic¢
Czytelnikowi Studiujacemu wiele satysfakcji.

M. K.



Informatyczny kacik olimpijski (28): Maszyna Fibonacciego

W tym kaciku zajmiemy si¢ zadaniem z finalu Potyczek
Algorytmicznych 2009.

Wezmy funkcje F' zwracajaca liczby Fibonacciego, tzn.
F(0)=0, F(1) =1 oraz F(m)=F(m—1)+ F(m —2)
dla m > 2. Mamy ciag rejestréw (i1, iz, .. .,in),
poczatkowo ustawionych na zera. W zadaniu chodzi

o zaimplementowanie dwéch operacji:

e dla podanych a i b dodanie jedynki do kazdego z rejestrow
Bay batls- -y lb—1, b,
e dla podanych a i b wypisanie reszty z dzielenia wartosci

F(ia) + Figt1) 4 .. 4 F(ip—1) + F(ip) przez P = 10° + 7.

Wykonamy tacznie k operacji tych dwoch typow.

Zacznijmy od jakiegokolwiek poprawnego rozwiazania.
Naturalnie, tatwo w czasie O(n) wykonaé pierwsza operacje
poprzez dodanie odpowiednich jedynek. Druga operacja
zajmuje w takim razie czas O(iq + tgt1 + ... + i), gdyz
F(z) mod P obliczamy tatwo w czasie O(x), a poniewaz

iy < k, wiec daje to zlozonosé O(n - k). Laczny koszt takiego
algorytmu to O(n - k?).

Madrzej jednak bedzie pamieta¢ od razu wartosci

F(iy) mod P zamiast samych i,. Aby méc zwigkszaé

iy 0 jeden, potrzebne nam sa tak naprawde

dwie kolejne wartosci F', np. Ay = F(iy) mod P

oraz By = F(iy + 1) mod P. Zaczniemy wiec od
Ay=0,By,=1dlay=1,2,...,n. W ten sposob

zaréwno pierwsza (podstawiajac, dla a <y < b,

(Ay, By) = (By, (A, + By) mod P)), jak i druga (zwracajac
(Aaq + ...+ Ap) mod P) operacje wykonujemy w czasie O(n)
i dostajemy sumaryczna zlozonosé O(n - k).

Aby jeszcze przyspieszy¢ rozwiazanie, kluczowe jest
spostrzezenie, ze przeksztalcenie (z,y) — (y,x + y) jest
liniowe, a wiec ma swoja macierz L (rozmiaru 2 X 2), tzn.
taka macierz, ze L - (x,y) = (y,z + y). Ponadto, k-krotne
zlozenie takiego przeksztatcenia tez jest liniowe i ma
macierz L* (oczywicie tez rozmiaru 2 x 2). Dodatkowo,
mozemy bezkarnie przyjaé, ze n = 2™ dla m naturalnego.
W przeciwnym bowiem razie zwigkszamy n do najblizszej
potegi dwdjki, co nie zmienia zlozonosci (bo n wzrasta
co najwyzej dwukrotnie), i p6zniej po prostu nie uzywamy
w ogole czedci rejestrow. Wyobrazmy sobie teraz pelne
drzewo binarne o 2! — 1 wierzchotkach (patrz rysunek),
w ktorego lisciach mamy wartosci A, i B, dla kolejnych y
z przedziatu [1,2™].

1,8]

T

[1,4] 5, 8]

N

>
DE

1 2 3 4 5 6 7 8

W kazdym wezle v zapamietamy informacje o:

e synach tego wierzchotka w drzewie: lewy, i prawy, (dla
lisci nieokreslone),

e przedziale rejestréw bedacych jego potomkami w drzewie,
t.] [lv,pv],

e sumach wartosci A, i By po tych rejestrach, odpowiednio:
Al i B,
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e macierzy przeksztalcenia L, , ktore zostalo wykonane na
calym przedziale rejestrow [ly, po].

Poczatkowo, dla wszystkich v, L, jest macierza
identycznosci. W momencie dodawania jedynki do rejestrow
7z przedziatu [a, b], zmieniamy A}, B, i L, dla pewnych
wierzchotkéw, a konkretnie dla takich, zeby ich przedziaty
potomkéw sumowaly sie w sposéb roztaczny (biorac pod
uwage tylko zawarte w przedziale liczby catkowite) do
przedziatu [a,b], np. [2,7] = [2,2] U [3,4] U [5,6] U [7,T7].
Tych przedzialéw wybierzemy O(m), wywolujac
PODZIEL(a, b, korzenl) — w ponizszym pseudokodzie
zaktadamy wykonywanie dziatan modulo P:

PRZYLOZ(v, X)
(A%, By) == X - (4, By)
Ly:=Ly, - X

PODZIEL(a, b, v)
1 if (a=1,) and (b = p,) then
PRZYLOZ(v, L)
else
PRZYLOZ(lewyy, Lv)
PRZYLOZ(prawys,, Lv)
Ly = 1ds
if a < prewy, then
PODZIEL(a, min(b, prewy, ), lewyy)
if b > lprawy, then
PODZIEL(max(a, lprawy, ); b, prawy.)
A:u = ;ewyu + A;Jrawyv

By, := By, + B;

prawyy

© 00 3O Ut i W N

— =
N = O

Dlaczego to dziata? Po pierwsze, koniczy sie, bo w kazdym
wywolaniu PODZIEL zachodzi: [a,b] C [ls, ps], a dla
lisci mamy [, = p,, wiec zachodzi warunek z linii
pierwszej i funkcja nie wywotuje sie wiecej rekurencyjnie.
Po drugie, rzeczywiscie rozklada przedzial [a, b] na
sume przedzialéw, poniewaz piewy, + 1 = lprawy,
wiec przedzialy [a, min(b, Prewy, )] 1 [max(a, lprawys, ), b]
(lub jeden z nich, gdy nie zachodzi ktéry$ z warunkdéw
z linii 7 1 9) pokrywaja caly przedzial [a,b]. Po trzecie
wreszcie, po pierwszym takim wywotaniu, ktére powoduje
rozgalezienie rekurencyjne (tzn. wykonuja sie obie linie
81 10), w kazdym kolejnym zachodzi co najmniej jeden
z warunkéw: a = [, lub b = p,. W takim razie kazde
kolejne rozgatezienie rekurencyjne powoduje, ze w co
najmniej jednym z dwéch wywotan rekurencyjnych zachodzi
zaréwno a = l,, jak i b = p,, a wiec ta galaz natychmiast
si¢ konczy. Stad, wywotan funkcji PODZIEL moze by¢
co najwyzej 4m + 1 (jedno w korzeniu oraz w kazdym
z dwéch poddrzew po 2m: m takich, ktore od razu sie
koricza, 1 m kontynuowanych), a wiec O(m). To konczy
uzasadnienie, ze potrafimy za pomoca takiej struktury
w czasie O(logn) wykonaé pierwszy typ operacji. Typ drugi
obstugujemy analogicznie, z tg réznica, ze odpowiednia
funkcja PODZIELZ zwraca zadana sume. W tym celu linia
druga zostaje zmieniona na return A}, a suma wynikow
z podwywotan PODZIEL2 z linii 8 i 10 zostaje zwrdcona
w dodatkowej linii 13 jako wynik wywotania tejze funkcji.
Dowéd poprawnosci i ztozonoéci czasowej jest analogiczny.
Stad taczny czas wykonania wynosi O(n + klogn) przy
zuzyciu pamieci rzedu O(n), gdyz drzewo ma co najwyzej
4n wierzchotkéw i w kazdym przechowujemy staty ilosé
informacji.

Tomasz KULCZYNSKI



Mota delld

Jaki dzien tygodnia?

Czesto zastanawiamy sie, jakiego dnia tygodnia miato miejsce pewne
wydarzenie. Jesli to bylo w tym roku, to wystarczy zajrze¢ do kalendarza.
Ale co zrobié¢, gdy byto to kilka, kilkanascie albo kilkadziesiat lat temu?
Dni tygodnia powtarzaja sie cyklicznie: jesli dzi$ jest wtorek, to siedem
dni temu tez byl wtorek i czternadcie dni temu tez wtorek, i siedemdziesiat
dni temu takze wtorek. Mozemy domyélac¢ sie, ze pomocne w dalszych
rozwazaniach beda kongruencje modulo 7. Przypomnijmy to pojecie.

Okreslenie. Ustalona jest pewna liczba naturalna m > 1. Liczby
catkowite a i b przystaja modulo m (pozostaja w kongruencji modulo m),
co zapisujemy symbolicznie a = b (mod m), wtedy i tylko wtedy, gdy
m|(a—b) (liczba a — b jest podzielna przez m).

To jest relacja rownowaznosci w zbiorze liczb catkowitych Z. Dwie liczby
przystaja modulo m, jesli daja réwne reszty z dzielenia przez m.

Kongruencje o tym samym module mozna dodawaé stronami, odejmowaé
stronami i mnozy¢ stronami: jesli a = b (mod m) i ¢ = d (mod m), to

a+c=b+d(modm),a—c=b—d(modm),a-c=b-d(modm).

Dowod jest prosty. Z zalozenia wynika, ze liczby a — b i ¢ — d sa podzielne
przez m, wiec a —b=k-m, ¢ —d=1[1-m. Dodajac te rownosci stronami,
stwierdzamy, ze (a + ¢) — (b + d) jest liczba podzielna przez m, ma wiec
miejsce kongruencja a + ¢ = b+ d (mod m). Podobnie postepujemy przy
dowodzie tego, ze kongruencje mozna odejmowaé i mnozy¢.

Wréémy do pytania, w jakim dniu tygodnia miato miejsce pewne wydarzenie.
Ponumerujmy dni tygodnia:
1 — poniedziatek, 2 — wtorek, 3 — Sroda,
4 — czwartek, 5 — piatek, 6 — sobota,
0 = 7 — niedziela.

Po uplywie n dni od danej daty d wypada dzien tygodnia, ktérego numer
przystaje do d +n modulo 7. Wynikaja stad nastepujace wnioski.

Whiosek 1. Jesli od ustalonego dnia tygodnia o numerze d uplynie
365 dni (rok zwykly), bedzie to dzien tygodnia o numerze d+ 1, natomiast
365 dni wcezesniej byt dzien tygodnia o numerze d — 1.

Dowaod. Numer dnia tygodnia za rok od dnia d przystaje modulo 7 do
liczby d+365=d+350+14+1=d+ 1 (mod 7).
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Na przyktad, zajrzyjmy do kalendarza: 1 stycznia
2010 r. byt w piatek, wiec rok 2011 zacznie sig

w sobote, natomiast rok 2009 zaczynal si¢ w czwartek.

Analogicznie mozna uzasadnié

Whniosek 2. Jesli od ustalonego dnia tygodnia

o numerze d uplynie 366 dni (rok przestepny),
bedzie to dzieri tygodnia o numerze d+ 2 (mod 7),
natomiast 366 dni wczesniej byt dzien tygodnia

o numerze d — 2 (mod 7).

Przyktad 1. Trzecie tysiaclecie rozpoczeto sie

1 stycznia 2001 r. Jaki to byt dzien tygodnia?
Poniewaz od dnia 1 stycznia 2001 r. do piatku

1 stycznia 2010 roku uptyneto 9 lat, w tym dwa
lata przestepne (2004 i 2008), wiec numer d dnia
tygodnia 1 I 2001 spelnia kongruencje

d=5-9-2=1 (mod 7).
Zatem obecne, trzecie tysiaclecie rozpoczeto sie
w poniedzialek.

Przyktad 2. We wtorek, 1 wrzednia ub.r.
przypadata 70. rocznica rozpoczecia drugiej wojny
sSwiatowej. W jakim dniu tygodnia mialo miejsce
to tragiczne wydarzenie?

Od daty 1 wrzesnia 1939 roku do wtorku

1 wrze$nia 2009 r. mineto 70 lat, w tym 18 lat
przestepnych (przed dziesiecioma laty byla

60. rocznica, 60 : 4 = 15, wiec do 1999 roku mineto
15 lat przestepnych, a potem jeszcze byly lata
przestepne 2000, 2004, 2008). Zatem numer n
interesujacego nas dnia spelnia kongruencje

n=2-"70-18 (mod 7).
Stad
n=-16=5 (mod 7).
Druga wojna $wiatowa rozpoczeta sie w piatek.

Przy sieganiu do dat znacznie wczesniejszych
trzeba uwzgledni¢ fakt, ze w roku 1582
obowiazujacy wczedniej kalendarz julianski

zostal zastapiony przez papieza Grzegorza XIII
kalendarzem, ktéry od jego imienia nosi nazwe
gregorianskiego. W kalendarzu julianskim

kazdy rok o numerze podzielnym przez 4 byl
przestepny i miat 366 dni, pozostale lata byly
zwyklte i mialy po 365 dni. Kalendarz gregorianski
wprowadzil nastepujace wyjatki od tej zasady: rok

o numerze podzielnym przez 100, ale nie przez 400,

jest rokiem zwyklym. Dotychczas sposrod lat

o numerach podzielnych przez 4 latami zwyklymi
byly nastepujace trzy: 1700, 1800, 1900. Ponadto
pominieto w kalendarzu 10 dat od 5 do 14
pazdziernika 1582 r.

Przyktad 3. W jakim dniu tygodnia odbyla sie
bitwa pod Grunwaldem? Bylo to 15 lipca 1410 r.
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Mozna sprawdzi¢ w kalendarzu, ze 15 lipca 2010 r.
wypadnie w czwartek i bedzie to okragla 600. rocznica
bitwy. Gdyby nie poprawki gregorianskie,
mogliby$my napisa¢ kongruencje

n=4-600— 150 (mod 7).
Po uwzglednieniu 10 usunietych dat i lat 1700,
1800, 1900, ktore nie sa przestepne, mamy jednak

n=4-600— 150+ 10 + 3 (mod 7),
tj. n = —733 (mod 7). Poniewaz
733 = —700 — 35+ 2,

wiec n =2 (mod 7), a zatem bitwa pod Grunwaldem
rozpoczela sie we wtorek.

Przyklad 4. W kazdym roku 13. dzien pewnego
miesiaca (co najmniej jednego) wypada w piatek
(dzien feralny). Oczywiscie to, w jakim dniu
tygodnia wypadnie 13. dzien miesiaca, zalezy od
tego, w jakim dniu byt poczatek tego miesiaca.
Wystarczy wiec stwierdzié, ze numery dni tygodnia
pierwszych dni kolejnych miesiecy wyczerpuja
wszystkie liczby 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. Przyjmijmy dla
uproszczenia, ze 1 stycznia wypadt w poniedzialek.
Jesli rozwazamy rok zwykly, to:

1431 =4 (mod 7), wiec 1 lutego jest w czwartek,
4428=4( ), wiec 1 marca jest w czwartek,
4431 =7 (mod 7), wiec 1 kwietnia jest w niedziele,
7430 =2 (mod 7), wigc 1 maja jest we wtorek,
2+31 =5 (mod 7), wiec 1 czerwca jest w piatek,

( ), wiec 1 lipca jest w niedzielg,
7+ 31 =3 (mod 7),

3431 =6 (mod 7), wiec 1 wrzesnia jest w sobote,

wiec 1 sierpnia jest w $rode,

i w ten sposéb kazdy z dni tygodnia przypada na
poczatek jakiego$ miesiaca.

Jesli natomiast rok jest przestepny, to przyjmujac,
ze 1 stycznia jest w poniedzialek, mamy podobnie:

14+ 31=4(mod7), wiec 1 lutego jest w czwartek,
4429 =5 (mod 7), wiec 1 marca jest w piatek,
5+31=1 (mod 7), wiec 1 kwietnia jest
w poniedzialek,

1430 =3 (mod 7), wiec 1 maja jest w érode,
3431 =6 (mod 7), wiec 1 czerwca jest w sobote,
6+30=1 (mod 7), wiec 1 lipca jest w poniedzialek,
1431 =4 (mod 7), wiec 1 sierpnia jest w czwartek,
4431 =7 (mod 7), wiec 1 wrzeénia jest w niedziele,
7430 =2 (mod 7), wiec 1 pazdziernika jest

we wtorek

i znéw otrzymalidmy wszystkie dni tygodnia.

Tak wiec rzeczywiscie w kazdym roku jest (co
najmniej jeden) piatek trzynastego.

Malg Delte przygotowal Maciej BRYNSKI



VII Miedzynarodowa Olimpiada Lingwistyki

Teoretycznej, Matematycznej i Stosowanej
Wroctaw, 26-31 lipca 2009

W lipcu 2009 roku we Wroctawiu odbyta si¢ VII Miedzynarodowa
Olimpiada Lingwistyki Teoretycznej, Matematycznej i Stosowanej (to

13. z miedzynarodowych olimpiad naukowych, jakie odbywaly sie w Polsce;
pierwsza byla, réwniez we Wroctawiu, w 1963 roku V Miedzynarodowa
Olimpiada Matematyczna).

Wroctaw
2009

F}ﬂ W zawodach brato udzial 86 zawodnikow z czterech kontynentéw. I tym razem
fhiff Polacy wypadli znakomicie, zdobywajac pie¢ medali — najwiecej sposrod
reprezentacji 17 uczestniczacych krajow. Jeden z dwdch przyznanych ztotych
medali przypadl Lukaszowi Cegiele z XIV LO we Wroclawiu, ktéry uplasowal sie
tuz za zwyciezczynia — Diang Sofroniewa z Bulgarii. Dwa z oSmiu przyznanych
srebrnych medali zdobyli Fukasz Kalinowski (ZSO 1 Bydgoszcz) i Witold Malecki
(XIV LO Wroclaw), a dwa z jedenastu brazowych — Szymon Musiol (I LO Katowice)
i Tomasz Dobrzycki (IT LO Leszno). Adam Polak (V LO Krakéw) i Maciej Jaromin
(ZS 2 Rybnik) otrzymali wzmianki zaszczytne.

PIHAAA
fifi N

Zadania z lingwistyki matematycznej nie wymagaja
znajomosci jezykéw obcych ani specjalistycznej
wiedzy jezykoznawczej. Dotycza ciekawych aspektow
rozmaitych jezykéw egzotycznych lub nawet
nieistniejacych, a ich rozwiazanie polega na
precyzyjnym wydedukowaniu i uzasadnieniu wnioskow
z podanych przestanek. W tym roku miedzynarodowe
jury przygotowalo na zawody indywidualne zadania

Przyktady zadan

turnieju
indyWidualnego 1 orzech betelu
Rozwigzania w numerze 1 pOChI‘ZyH
2 orzechy betelu
2 kokosy

3 orzechy betelu
3 owoce chlebowca
4 pochrzyny
6 pochrzynow
=~ 7 orzechéw betelu

10 owocéw chlebowcea

10 kokoséw

10 pochrzynow
J 15 kokoséw
16 kokoséw

18 pochrzynow

19 orzechéw betelu
20 pochrzynéw

a ksie a tgiang

o ngausmia a ktick

o vuo a lo ktiék hori orom a tgiang

18 owocéw chlebowcea

(a) Przetlumacz na jezyk polski:

o ngaitegaap a korlotge

dotyczace liczebnikéw w jezyku sulka (z Nowej Gwinei),
transkrypcji zapisu n’ko afrykanskich dialektéw
bamana i maninka, tradycyjnych imion w jezyku
birmanskim, akcentowania w staroindyjskim oraz
zwigzkéw miedzy gramatyka i morfologia w nahuatl

— jednym z dialektow azteckich. Podczas zawodow
druzynowych uczniowie musieli rozszyfrowac teksty

w jezyku wietnamskim.

Zadanie nr 1 (Jewgienia KOROWINA, Iwan DERZANSKI). Podane sa
wyrazenia w jezyku polskim oraz ich przektady na jezyk sulka:

a vhoi a tgiang

a tu a tgiang

a lo vhoi a lomin

a lo ksie a lomin

o vuo a korlotge

a moulang hori orom a tgiang

o sngu a korlolo

o sngu a ktiék hori orom a tgiang

o vuo a ktiék hori orom a lomin

a lo ngaitegaap hori orom a moulang

a lo ngausmia hori orom a lomin

o sngu a lo ktiék

o ngausmia a korlotge hori orom a korlotge

o ngausmia a korlolo

o ngaitegaap a korlolo hori orom a moulang

o sngu a lo ktiék hori orom a ktiék hori orom a korlotge
o vuo a lo ktiék hori orom a ktiék hori orom a korlolo
o sngu a mhelom

(b) Przetlumacz na jezyk sulka:
2 pochrzyny

14 pochrzynéw

15 owocoéw chlebowca

20 orzechow betelu

Uwagi: Jezyk sulka zaliczany jest czasem do wschodniopapuaskiej rodziny
jezykow. Méwi nim okoto 3500 oséb w prowincji Nowa Brytania Wschodnia panstwa
Papua—Nowa Gwinea. Orzeszki betelu sa w rzeczywistodci nasionami pewnego
rodzaju palmy. Pochrzyn jest jadalnym korzeniem rodliny o tej samej nazwie.
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Zadanie nr 5 (Bozydar BOZANOW, Todor CZERWENKOW ). Podane sa
zdania w jezyku nahuatl oraz ich przeklady na jezyk polski:

1. nimitztlazohtla kocham cie

2. tikmaka in amoxtli dajesz mu ksiazke

3. nitlahtoa moéwie cos

4. katlitia in kuauhxinki in pochtekatl kupiec powoduje, ze ciesla pije;

ciesla powoduje, ze kupiec pije

5. titzahtzi krzyczysz

6. niki in atolli pije atole

7. tikuika Spiewasz

8. tinechtlakahuilia zostawiasz co$ dla mnie

9. kochi in tizitl znachor $pi
10. niknekiltia in kuauhxinki in amoxtli powoduje, ze ciesla chce ksiazke
11. mitztehuttekilia on cie bije dla kogos;

on bije kogo$ dla ciebie
12. kehua in kikatl $piewa piesn
13. niktlalhuia in zihuatl mowie cos kobiecie
14. tiktekahualtia in oktli powodujesz, ze kto$ zostawia wino
15. atli on pije
16. tlachthua in pochtekatl kupiec robi cos$
17. tehuetzitia in zihuatl kobieta powoduje, ze ktos si¢ przewraca
(a) Przetlumacz na jezyk polski (b) Przettumacz na nahuatl:
na wszystkie mozliwe sposoby: 24. on powoduje, ze robie atole

18. tiktlazohtlaltia in zihuatl in kuauhxiki 25. robisz wino dla kogo$
19. nechtzahtzitia 26. znachor powoduje, ze $pisz
20. tikhutteki 27. Spiewam cos
21. nikehuilia in kikatl in tizitl 28. przewracam sie

22. nikneki in atolli

23. mitztlakahualtia

Uwagi: Klasyczny nahuatl byt jezykiem imperium azteckiego w Meksyku.
Zdania w nahuatl sa podane w uproszczonej pisowni. ch, hu, ku, tl, tz, uh sa
spolgloskami. Znak ~ oznacza dlugo$¢ samogloski. Atole jest goracym napojem
z maki kukurydzianej.

D M C
N
L
A K B
Rys. 1

Rys. 2

Redaguje Waldemar POMPE

M 1270. Dane sa takie liczby wymierne p, q,r, dla ktérych pq + qr + rp = 1. Wykazad,
ze liczba

V)1 +¢)(1+r2)
jest wymierna.
Rozwigzanie na str. 10

M 1271. Punkty K, L, M, N leza odpowiednio na bokach AB, BC,CD, DA kwadratu
ABCD o boku 1 (rys. 1). Wyznaczy¢ najmniejszy mozliwy obwéd czworokata K LM N.
Rozwigzanie na str. 2

M 1272. Dane sa liczby 1,2, 3,4, 5,6. Wykonujemy operacje polegajaca na dodaniu
liczby 1 do pewnych dwdéch sposrdod tych liczb. Postepowanie to kontynuujemy. Czy
mozemy w ten sposéb otrzymaé ciag sktadajacy sie z szeSciu réwnych liczb?
Rozwiazanie na str. 24

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 759. Dana jest rynienka, ktorej przekroj jest trojkatem o kacie rozwarcia 2a = 90°
i pionowej osi symetrii (rys. 2). Znajdujaca si¢ w rynience pileczka co ¢t = 1 s odbija
sie od Scianki rynienki, na przemian w punktach A i B znajdujacych si¢ na tej samej
wysokosci. Znalezé najmniejsza i najwieksza predkosé piteczki w czasie tego ruchu.
Rozwigzanie na str. 3

F 760. Znajdujacy sie na powierzchni Ziemi maty balonik rozerwal si¢ na drobne
kawatki, ktore zostaly wyrzucone rownomiernie we wszystkich kierunkach z taka
samg, co do wartosci, predkoscig v. Jaka masa strzepkéw balonika znajduje sie na
zewnatrz kota o promieniu R i §rodku w punkcie, w ktérym znajdowat si¢ balonik?
Masa balonika byta rowna M.

Rozwigzanie na str. 9

15



Kacik przestrzenny (2)

W
A2

B

Rys. 1

Rys. 2

Rys. 3

Rys. 4

Najmocniejsze twierdzenie stereometrii

Rozpocznijmy od sformulowania tytulowego twierdzenia (latwy dowdd
pozostawiamy Czytelnikowi).

Twierdzenie 1. Dana jest sfera o oraz takie punkty A i B, Ze prosta AB jest
rozlgczna ze sferqg o. Prowadzimy dwie plaszczyzny przechodzgce przez punkty
A i B styczne do sfery o w punktach P i Q (rys. 1). Wowczas

a) AP = AQ,
b) tréjkety APB i AQB sq przystajgce.

7Z czesci a) otrzymujemy, ze jesli do dwoch danych sfer poprowadzimy dwie
wspolne styczne zewnetrzne, to odcinki laczace punkty stycznosci zawarte
w tych stycznych beda réwnej dlugosci (dlaczego?).

Okazuje sie, ze te proste fakty moga prowadzi¢ do bardzo ciekawych
i niebanalnych wnioskéow. Przyjrzyjmy sie kilku przyktadom.

1. (IMO LONGLIST ’85) Sfera wpisana w czworo$cian ABCD jest
styczna do $cian ABC i BC'D odpowiednio w punktach P i Q. Dowiesé, ze
JAPB = xCQ@D.

Rozwigzanie. Niech R i .S beda punktami stycznosci sfery wpisanej odpowiednio

ze Scianami AC'D i ABD. Tr6jkaty utworzone przez pewna krawedz i punkty

stycznosci sfery wpisanej z dwoma $cianami zawierajacymi te krawedz sa

przystajace. Wygodnie jest teraz wszystko rysowaé na siatce (rys. 2). Oznaczmy:
LAPB = 4ASB = a, IBPC =4BQC =p, <LAPC = <JIARC =,
<CQD = <CRD =d/, <ARD=<4ASD =0, <BQD=<BSD =+

Otrzymujemy

B4+~ +a =360°, ~v+o +6 =360°, a+p +9 =360°, a+3+v=360°

Dodajac stronami pierwsze trzy rownosci i uwzgledniajac czwarta, dostajemy

o+ B+~ =360°.
Stad i z trzeciej réwnosci dostajemy o = /. Zatem <APB = <CQD.

Warto zapamietaé ten fakt, bo na pierwszy rzut oka jest dosé¢ zaskakujacy
(i, niestety, malo znany), a przydaje sie w wielu miejscach. Czytelnikom
pozostawiamy dowdd, ze analogiczna wlasnos¢ zachodzi réwniez dla sfery
dopisanej, jak i w przypadkach, gdy jeden lub dwa wierzcholtki uciekna do
nieskonczono$ci.

2. (OM 54-111-5) Sfera wpisana w czworoscian ABCD jest styczna do Sciany
ABC w punkcie H, a sfera dopisana do tego czworo$cianu jest styczna do Sciany
ABC w punkcie O. Dowiesé, zZe jezeli O jest srodkiem okregu opisanego na
trajkgcie ABC, to H jest punktem przeciecia wysokosci tego trdjkgta.

Siegajac do broszurki z tej olimpiady, widzimy, ze zadanie to rozwiazaly zaledwie
3 osoby, jedna w polowie, a az 122 prace zostaly ocenione na 0 punktow!
Jednakze zadanie to, jak za chwile zobaczymy, jest bardzo tatwe — wystarczy
zauwazy¢ kilka par tréjkatéw przystajacych i porachowaé troszke na katach.

Rozwigzanie. Niech K 1 L beda punktami stycznoéci sfery wpisanej

w czworoScian ABC D odpowiednio ze $cianami ACD i BCD, a P i @Q punktami
stycznoéci sfery dopisanej odpowiednio z plaszczyznami ACD i1 BC'D. Wéwczas
trojkaty KCP 1 LCQ sa przystajace (rys. 3). Oznaczmy miary katéw tréjkata
ABC przy wierzchotkach A, B, C' odpowiednio przez «, (3,. Tréjkaty BQC

i BOC sa przystajace, skad wynika, ze < BCQ = <BCO = 90° — « (rys. 4).
Analogicznie < ACP = 90° — 3. Niech < BCL = ¢. Wtedy SACK = ¢+ ( — «
(bo xPCK = xQCL). Jednakze ABCH = ABCL i AACH = AACK, wiec

N =X ACB = ¥BCH + < ACH = <BCL + ¥ ACK =20+  —

(rys. ), skad ¢ = 90° — 3. Zatem CH L AB. Analogicznie dowodzimy, ze
BH 1 AC, a to oznacza, ze H jest punktem przeciecia wysokosci tréjkata ABC.
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suma

Rys. 5

Dlaczego wiec tak proste zadanie sieje takie spustoszenie na
finale? Czestym bledem wielu olimpijczykéw jest rysowanie
wszystkich rzeczy na jednym rysunku. Na powyzszym
przykladzie przekonaliSmy sie, jak duzo moze daé zrobienie

kilku rysunkéw i zaznaczenie na kazdym z nich jedynie pewnych
elementéw! By¢ moze brakuje tez wiary, ze do tego typu zadan
wystarczaja jedynie te prosciutkie fakty przytoczone na poczatku.
Pamietajcie: wiara czyni cudal

Zadania

3. (RUS 1986) Czworoscian ABXY jest opisany na sferze. Punkty
A i B sq ustalone, a punkty X 1Y poruszajg sie. Udowodnié, Ze

IAXB + <XBY + <BYA+ <YAX

jest stala.

4. (OM 57-111-5) Dany jest czworoscian ABCD, w ktédrym AB = CD. Sfera
wpisana w ten czworoscian jest styczna do Scian ABC i ABD odpowiednio

w punktach K i L. Dowiesé, ze jezeli punkty K i L sq $rodkami ciezkosci Scian
ABC i ABD, to czworo$cian ABCD jest foremny.

Wiecej zadan i objasnienie skrétéw na internetowej stronie Delty.

Rozwigzania zadan lingwistycznych

Zadanie nr 1. Oto wyrazy, z ktérych tworzy si¢ liczebniki
w jezyku sulka:

e tgiang 1, lomin 2, korlotge 3, korlolo 4, ktiék 5, mhelom 20;
e hori orom — oznacza dodawanie, lo — podwojenie;
e a — 1. pojedyncza lub podwéjna, o — 1. mnoga (od 3).

Rzeczowniki maja te same formy w liczbie pojedynczej

i podwéjnej, natomiast inne w liczbie mnogiej (tu, sngu; vhoi,
vuo). Istnieja osobne wyrazy dla czworki kokoséw oraz dla pary
i czworki owocéw chlebowca (ngausmia, moulang, ngaitegaap).

Odpowiedzi:
(a) a ksie a tgiang: 1 kokos

o ngaitegaap a korlotge: 12 owocow chlebowca

o ngausmia a ktiék: 20 kokoséw

o vuo a lo ktiék hori orom a tgiang: 11 orzechéw betelu
(b) 2 pochrzyny: a lo tu a lomin

14 pochrzynéw: o sngu a lo ktiék hori orom a korlolo

15 owocéw chlebowca: o ngaitegaap a korlotge hori

orom a moulang hori orom a tgiang
20 orzechéw betelu: o vuo a mhelom

Zadanie nr 5. Zdania w nahuatl zaczynaja sie od
orzeczenia. Podmiot i dopelnienie (dopelnienia) niebedace
zaimkami wystepuja za nim w dowolnej kolejnosci,
poprzedzone wyrazem in (rodzajnik okreslony). Czasownik
otrzymuje kolejno nastepujace przedrostki:

e podmiot: ni- 1. os. L.p., ti- 2. os. L.p., — 3. os. L.p;;
e dopelnienie: néch- 1. os. L.p., mitz- 2. os. L.p., k- 3. os. Lp;
e kolejne dopelnienie: te- ‘kogos, komug’, tla- ‘cos’,
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przy czym w zdaniach zlozonych postaci ,,A powoduje, ze
B robi C.”, B traktowane jest jako dopelnienie (por. ang.
konstrukcje jak ,,He makes them do ..."),

oraz nastepujace przyrostki:

e ‘powodowad, ze ...
— przy czasowniku nieprzechodnim
(niedopuszczajacym dopelnienia): -tia
(z wydtuzeniem poprzedzajacego i),
— przy czasowniku przechodnim: -ltia;
e ‘robi¢ dla’: -lia (ze zmiang poprzedzajacego a w i).

Ta sama czynnosé¢ z dopelnieniem i bez czesto jest wyrazana
za pomoca réoznych czasownikéw.

Odpowiedzi:
(a) 18. tiktlazohtlaltia in zihuatl in kuauhxinki:
powodujesz, ze kobieta kocha ciesle;

powodujesz, ze ciesla kocha kobiete
nechtzahtzitia: on powoduje, ze krzycze
tikhuiteki: bijesz go
nikehuilia in kikatl in tizitl:
$piewam piesn dla znachora
nikneki in atolli: chce atole
mitztlakahualtia: on powoduje, ze co$ zostawiasz
on powoduje, ze robie atole:
néchchthualtia in atolli
robisz wino dla kogo$: tiktechihuilia in oktli
znachor powoduje, ze $pisz: mitzkochitia in tizitl
$piewam co$: nitlachua
przewracam sie: nihuetzi

19.
20.
21.

22.
23.
24.

25.
26.
27.
28.



FIZYCZNE

Rys. 1. Uklad do badania zdolnosci
skupiajacej soczewki; | — latarka,

s — réwnolegta wigzka $wiatta,

b — butelka, w — woda, f — ognisko,
e — ekran.

Badamy zdolnos$¢ skupiajacag soczewek
Stanistaw BEDNARFEK

7 soczewkami spotykamy si¢ na co dzien. Sa one podstawowymi elementami wielu
przyrzadow optycznych, na przyklad okularéw, lornetki, lunety, teleskopu czy
mikroskopu. Soczewka to cialo przezroczyste, ograniczone dwiema zakrzywionymi
powierzchniami. Najczesciej sa to powierzchnie kuliste, chociaz moga by¢ réwniez
powierzchnie cylindryczne, paraboliczne, hiperboliczne lub elipsoidalne. Zwykle
soczewka wykonana jest z ciala stalego, np. szkta lub tworzywa sztucznego, ale role
soczewki moze spelniaé¢ takze, o czym si¢ sami przekonamy, zel, ciecz lub nawet gaz.
Sprébujemy dzisiaj poznaé nieco dokladniej jedna z wladciwosci soczewek, ktorg
jest ich zdolno$¢ skupiajaca.

Wiréd réznych rodzajéw soczewek wyrdznia sie soczewki skupiajace i rozpraszajace.
Soczewki skupiajace maja te wlasciwosé, ze rownolegla wigzka $wiatta po przejsciu
przez nie staje si¢ wiazka zbiezna i zostaje skupiona w niewielkim obszarze,
ktory nazywa sie ogniskiem soczewki. Odleglosé érodka tego obszaru od soczewki
nazywana jest jej ogniskowa. Z kolei odwrotnosé ogniskowej okresla si¢ jako
zdolnos¢ skupiajaca. Jezeli ogniskowa wyrazimy w metrach, to zdolnoéé¢ skupiajaca
otrzymamy w dioptriach (D). Na przyklad, soczewka, ktérej ogniskowa wynosi
0,5 m, ma zdolnos¢ skupiajaca 2 D.

Przyblizone rozwazania teoretyczne dla cienkich soczewek kulistych i waskich wiazek
Swiatta prowadza do wniosku, iz ognisko powinno by¢ punktem, w praktyce jednak
wiazka $wiatla zostaje skupiona w obszarze o skonczonych rozmiarach. W przypadku
szerokich wiazek i grubych soczewek ognisko staje si¢ rozmytym obszarem i jest
to wada soczewek. Wada ta nazywa sie aberracja sferyczna i mozna ja usunaé,
stosujac soczewki o innych ksztaltach niz kulisty. Inna wada soczewek przejawiac
sie moze tym, ze ognisko tej samej soczewki oswietlonej wiazkami promieni o réznych
barwach wypada w nieco innych miejscach dla réznych barw. Te wade soczewek
nazywa sie¢ aberracja chromatyczna i usuwa przez stosowanie uktadéw soczewek
wykonanych z odpowiednio dobranych materialéw.

Soczewke skupiajaca mozemy wykonaé¢ w bardzo prosty sposéb, uzywajac do tego
celu przezroczystej, sptaszczonej butelki, np. po szamponie do wtoséw. Butelke
taka napelniamy woda, zamykamy korkiem i soczewka jest gotowa! Na soczewke
kierujemy rownolegta wiazke $wiatla z latarki, a za soczewka umieszczamy ekran
zrobiony z kartki bialego papieru (rys. 1). Zauwazymy wowczas, ze przy pewnej
odleglosci ekranu od soczewki tworzy sie na nim waska, podluzna plama swiatta.
Przesuwajac kartke, znajdujemy taka odleglo$é, przy ktorej rozmiary plamy sa
najmniejsze — kartka znajduje sie wtedy w ognisku soczewki. Soczewka sporzadzona
z butelki jest przykladem soczewki dwuwypuklej walcowej, a jej ognisko ma
ksztalt zblizony do odcinka. Zamiast splaszczonej butelki mozemy uzy¢ tatwo
dostepnej butelki o przekroju kotowym, ale wtedy bedziemy mieli soczewke gruba,
charakteryzujaca sie¢ duzymi wadami optycznymi, i ognisko bedzie trudniejsze do
zlokalizowania.

Majac rézne rodzaje splaszczonych, przezroczystych butelek o réznych promieniach
krzywizny, mozemy sprawdzi¢, ze zdolnos¢ skupiajaca soczewki zalezy od tych
promieni. Im promienie krzywizny sa mniejsze, tym zdolnos¢ skupiajaca jest
wieksza. Zdolno$¢ skupiajaca soczewki zalezy rowniez od rodzaju materialu,

z ktorego zostala wykonana soczewka, i od rodzaju o$rodka, w ktérym sie ona
znajduje. Mozemy sie o tym tatwo przekona¢, wykonujac kolejne doswiadczenia.

Powtorzmy jeszcze raz do$wiadczenie ze skupianiem rownoleglej wiazki swiatla
przez butelke wypelniona woda, ale zmierzmy przy tym linijka odleglosé ogniska od
butelki, czyli ogniskowa. Nastepnie wypelnijmy butelke inna przezroczysta ciecza.
Na poczatek wezmy nasycony roztwor soli kuchennej, czyli roztwér o maksymalnym
stezeniu, ktéry poznajemy po tym, ze juz wiecej soli sie¢ w nim nie rozpuszcza.
Wypetijmy nim butelke i zmierzmy ogniskowa uzyskanej soczewki. Powtérzmy
jeszcze pomiary ogniskowej dla butelki wypelnionej gliceryna i alkoholem etylowym
(np. denaturatem). Za kazdym razem zmierzmy ogniskowa soczewki i poréwnajmy
wyniki. Dla ktorej cieczy ogniskowa soczewki jest najkrotsza?
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Rys. 2. Uklad do badania zdolnoéci

rozpraszajacej soczewki; | — latarka,
s — rownolegta wigzka swiatta,

n — naczynie, b — butelka, w — woda,
m — plastelina, p — powietrze,

f — ognisko pozorne.

Poniewaz wartosci wspéltczynnika
zalamania moga by¢ rézne dla réznych
diugodci fali $wiatla, zwykle liczbe te
podaje si¢ dla zéltego $wiatla o dlugosci
fali 589,29 nm.

fzf p

Rys. 3. Forma do odlewania soczewek
z zelatyny; p — podstawa, f — pasek folii,
2z — zelatyna.

a) : : b) D c))
d)X e)] f)D
Rys. 4. Soczewki odlane z zelatyny;
a) dwuwypukla, b) ptaskowypukla,

c) wypuklowklesta, d) dwuwklesta,
e) wklestoptaska, f) wklestowypuktla.

Zeby przekonaé sie, jak zdolnoéé skupiajaca soczewki zalezy od rodzaju oérodka,
w ktorym ta soczewka sie znajduje, wykonajmy nastepujace do$wiadczenie.
Uzywana w poprzednich do$wiadczeniach splaszczong, przezroczysta butelke,
napelniona tym razem powietrzem, dokladnie zamknijmy korkiem i przymocujmy,
np. plasteling, do dna przezroczystego naczynia o ptaskich $ciankach.

Z powodzeniem moze to by¢ male prostopadlo$cienne akwarium (rys. 2) lub
pojemnik na warzywa z lodowki. Do naczynia nalejmy wody w takiej ilosci,

zeby butelka byta catkowicie zanurzona. Na jedna ze Scianek naczynia skierujmy
rownolegla wiazke $wiatla i zobaczmy, jak wyglada ta wigzka po przejsciu przez
zanurzona w wodzie butelke, bedaca teraz soczewka powietrzna. Okazuje sie,

ze wigzka ta z réwnoleglej stala sie rozbiezna. Oznacza to, iz soczewka taka
rozprasza Swiatlo i nie ma ogniska rzeczywistego. Przyjmuje sie, ze ma ona ognisko
pozorne, ktore znajduje sie w miejscu przeciecia przedhuzen promieni wychodzacych
z soczewki. Ogniskowa takiej soczewki uznaje si¢ za ujemna.

Dos$wiadczenie powyzsze mozemy powtérzy¢ w innej wersji. Napelniamy butelke
czysta woda, zamykamy ja i mocujemy w naczyniu, ktére wypelniamy stezonym
roztworem soli kuchennej. O$wietlamy butelke i obserwujemy wychodzaca z niej
wiazke sSwiatla. Okazuje sig, ze i w tym przypadku otrzymaliSmy soczewke
rozpraszajaca, ale rozbiezno$¢ wiazki jest mniejsza, czyli soczewka ma mniejsza
zdolnos$é rozpraszajaca.

7Z ostatnich doswiadczen wynika, ze soczewka o tych samych promieniach
krzywizny moze staé sie ze skupiajacej soczewka rozpraszajaca, gdy umiescimy
ja w osrodku o odpowiednio dobranych wtasciwosciach optycznych. Wtasciwosci
te charakteryzuje wspélczynnik n zatamania Swiatla danego osrodka wzgledem
prozni, ktory wyrazony jest stosunkiem predkosci ¢ rozchodzenia si¢ Swiatta
w prozni do predkoéci v rozchodzenia sig $wiatla w tym osrodku, czyli

c

(*) n=-.

v
Dla uzupelnienia dodajmy, ze predkos$¢ rozchodzenia sie Swiatta w prézni jest
najwieksza predkoscia obiektu materialnego lub sygnalu w przyrodzie i wynosi
299792,458 km/s. Predkosé $wiatta w dowolnym innym osrodku jest mniejsza

od tej wartodci i dlatego wspo6lezynnik zalamania zdefiniowany wzorem (x) jest
wiekszy od jednosci. Rekordowe wartosci wspélczynnika zalamania maja tytanian
strontu (2,41) i diament (2,42). Patrzac na wzdr (), latwo zauwazyé, ze im mniejsza
predkosé rozchodzenia sie Swiatta w danym osrodku, tym wiekszy jego wspotczynnik
zalamania. Osrodek o wigkszym wspolczynniku zalamania nazywa si¢ oérodkiem
gestszym optycznie. Gdy soczewke skupiajaca (w powietrzu) umiescimy w osrodku
gestszym optycznie niz material soczewki, to stanie sie ona soczewka rozpraszajaca.

Jezeli mamy troche zelatyny i kilka paskow do$¢ grubej, przezroczystej folii,
uzywanej do drukarek lub jako oktadki do bindowania drukéw, to mozemy wykonaé
szereg soczewek o roznych ksztattach. Pozwola nam one przeprowadzi¢ bardziej
systematyczne badania. W tym celu z paskéw folii o szerokosci okolo 1,5 cm

i dtugosci kilkunastu centymetréow sporzadzamy formy, przedstawiajace zarys
soczewki. Niech na poczatek bedzie to soczewka dwuwypukla (rys. 3). Konce
paskow sklejamy tasma samoprzylepna, a wygiete paski przyklejamy starannie
klejem szybkowiazacym do poziomej podstawy. Do otrzymanej formy wlewamy
stezony roztwor zelatyny w cieptej wodzie i wstawiamy cato$é do lodéwki, zeby
zelatyna skrzepla. Po skrzepnieciu zelatynowa soczewke wyjmujemy z formy

i mozemy jej uzy¢ do badania wlasciwosci skupiajacych. (Przy sporzadzaniu
zelatynowej soczewki nie wahajmy sie poprosi¢ o pomoc oséb majacych wicksze
doswiadczenie z zastosowaniem zelatyny w kuchni, np. przy przygotowywaniu
deseréw.) W analogiczny sposéb wykonujemy soczewki o innych ksztaltach,
pokazanych na rysunku 4. Zamiast oswietla¢ soczewke réwnolegla wiazka $wiatla
z latarki, mozemy skierowa¢ na nia promien Swiatta pochodzacy ze wskaznika
laserowego i badaé przebieg promienia w réznych odleglosciach od srodka soczewki.
Zaleta zelatynowych soczewek jest mozliwosé ich odksztalcania i obserwacji, jak
wplywa to na zdolno$é skupiajaca. Zelatynowe soczewki nie sa jednak zbyt trwale
i po kilku dniach moze okazaé sie, ze straca swdj ksztalt w wyniku wyparowania
lub wycieku wody.
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

LHC — poczatek sezonu lowieckiego

Zrédlem kazdego prawdziwego sukcesu jest ciezka praca. W trakcie naprawiania

i poprawiania LHC po awarii sprzed pottora roku wymieniono kilkadziesiat
kilkunastometrowych zespotéw magneséw, zainstalowano kilka tysiecy czujnikéw, co
wymagalo potozenia kilkuset kilometréw nowych kabli, opracowano metode i za jej
pomoca wyczyszczono ponad 4 km rury prézniowej, w ktorej panuje préznia lepsza niz

w przestrzeni kosmicznej.

Jezeli chodzi o magnesy, to kilka z nich uprzednio
umieszczono w réznych eksponowanych miejscach.

Jeden z nich stal na duzym rondzie tuz przed granica
francusko-szwajcarska w miejscu, ktére dwa razy dziennie
pokonuja tysiace ludzi zmierzajacych do pracy w Genewie.
Wigkszos¢ sadzita, ze to tylko atrapa. Tymczasem okazato
sie, ze byl to zapasowy modut, ktéry pewnego dnia zabrano,
by stal sie czescia LHC.

Zespoty badawcze eksperymentéw réowniez nie préznowaly.
Zebrano setki milionéw przypadkéw przejscia przez
detektory mionéw kosmicznych, ktérych strumien,
pomimo okoto stumetrowej warstwy ziemi i skat,

wynosi kilka kilohercow na ar. Dane te zbierano, prawie
nie przerywajac trymowania (ang. commissioning — odbiér
techniczny). Zbieranie danych odbywalo si¢ z nominalna
czestoscig kilkuset hercéw, czyli w tempie kilkudziesieciu
milionéw dziennie. Dla poréwnania, cztery eksperymenty
zainstalowane przy LEP-ie, poprzedniku LHC, w ciagu
dekady zarejestrowaly wspdlnie raptem 10 milionéw
przypadkéw.

W konicu nadszedt listopad. Po pierwszych prébach

z cyrkulacja wiazki 20 listopada osiggnieto stabilng orbite.
Przy okazji zaobserwowano co$ zaskakujacego. Energia
wigzek minimalnie zmienita sie po wtaczeniu magnesu
eksperymentu CMS. Moze nie bytoby w tym nic dziwnego,
w koncu jest to dodatkowe pole czterech tesli na odcinku
kilkunastu metréw, tylko ze skierowane réwnolegle do
wiazki. Szybko jednak zdano sobie sprawe, ze to tylko
zbieg okolicznosci. Wlaczanie magnesu byto przypadkowo
zsynchronizowane z gérowaniem Ksiezyca, a trwalo kilka
godzin. Zarejestrowana zmiana byta spowodowana pltywem
skorupy ziemskiej deformujacym akcelerator. Efekt dobrze
znany od czaséw LEP-u.

Trzy dni pézniej, 23 listopada, doszto do pierwszych
zderzen proton-proton, najpierw przy energii 900 GeV,

z ktora wiazki sa wstrzykiwane z posredniego akceleratora
SPS. Kolizje te zostaly zarejestrowane, z czym zwiazana
jest nastepujaca anegdota. Zespoly eksperymentéw

nie oczekiwaly pierwszych zderzen przed poczatkiem
grudnia, wigc goraczkowo pracowaly, by do tego czasu
zakonczy¢ wszelkie prace nad detektorami. Jednak

23 listopada ,mechanicy” poinformowali ,mostek”, ze maja
zamiar mie¢ jednoczesnie obie wiazki w LHC oraz ze ,chyba
nie uda im si¢ uniknaé zderzen” pomimo rozkolimowania
wiazek. Jezeli wigc ,jakies fragmenty detektoréow sa w stanie
pracowaé przy nie do konca stabilnych wigzkach”, to mozna
prébowaé cos zarejestrowac. Po hadle: ,wszystkie rece na
poktad” eksperymenty, lamiac pieczotowicie wypracowane
procedury bezpieczenstwa, doprowadzily swoje detektory

do gotowodci i rzeczywiscie zarejestrowaly po okoto

100 przypadkéw. Na ten moment niektérzy pracowali
prawie 30 lat. ..
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Juz po kilku dniach okazalo sig, ze detektory identyfikuja
rozpady mezonéw ¥ (najlzejszych czastek zbudowanych

z kwarkéw) na dwa fotony, co zawsze jest traktowane jako
dowdd bardzo dobrego zrozumienia dziatania kalorymetréow
elektromagnetycznych, stuzacych do rejestracji fotonow

i elektronéw.

6 grudnia ogloszono stabilne warunki pracy LHC,

co umozliwito wlaczenie wszystkich poddetektorow

z krzemowymi detektorami sladowymi na czele. Juz
nastepnego dnia pokazano rysunki masy par natadowanych
pionéw, zawierajace rezonansowe maksimum rozpadoéw
kaonéw (mezondéw zawierajacych masywniejszy kwark
dziwny). Zgodno$é parametréw takiej krzywej (szerokosé

i polozenie maksimum) z symulacjami jest traktowana jako
$wiadectwo poprawnego dzialania detektoréw $ladowych.
Uzyskanie wynikéw po kilku godzinach od zebrania danych
dowodzi jednocze$nie bardzo dobrego opanowania szybkiej
obrébki strumienia danych.

Dwa dni pdzniej LHC stato sie rekordowym akceleratorem,
podnoszac energie zderzen do 2,36 TeV, czyli przescigajac
dzialajacy w USA Tevatron. Do Swiat, przed ktérymi
LHC zatrzymano na dwumiesieczng przerwe techniczna,
eksperymenty zebraly po kilkaset tysiecy przypadkéw przy
energii 900 GeV oraz kilkanascie przy 2,36 TeV.

W chwili wydawania tego numeru Delty LHC prawdopodobnie
dziata przy energii 3,5 TeV, a detektory rejestruja zderzenia
z czestodcia kilka rzedéw wielkosci wieksza niz w grudniu
ubiegtego roku. Przynajmniej tyle obiecywali specjalisci.

To optymistyczne przewidywanie jest poparte niezwykle
pozytywnym do$wiadczeniem zwigzanym z dotychczasowym
dziataniem LHC. Olbrzymi przyrost swietlnosci (czestosci
zachodzenia zderzen) zostanie osiagniety poprzez wzrost
liczby paczek protonéw, wzrost liczby protonéw oraz

ich zageszczenie w paczce. Nadal czestos¢ bedzie okoto

dwa rzedy wielkosci mniejsza od nominalnej, ale pozwoli
kazdemu z eksperymentéw na zebranie do konca roku okoto
10 miliardéw przypadkéw stanowiacych zaledwie jedna
setng wszystkich zderzen, ale te¢ najbardziej interesujaca.
Odkryjemy na nowo model standardowy, analizujac miliony
rozpadéw bozonéw posredniczacych W i Z oraz tysiace
przypadkéw produkeji najciezszych kwarkéw top (beda to
pierwsze ,europejskie” pary tych kwarkow, bo do tej pory
byty obserwowane tylko w Tevatronie).

Energia bedzie dwa razy mniejsza niz nominalna (by¢
moze zostanie podniesiona do 10 TeV), ale w przypadku
zderzacza hadronowego, w ktérym ,twardo” zderzaja sie
partony niosace po utamku energii protonu, oznacza to
tylko zmniejszenie prawdopodobienstwa kreacji masywnych
obiektéw, niestety, az o okoto rzad wielkos$ci. Mimo to juz
w tym roku LHC pozwoli rozpoczaé eksploracje obszaru poza
modelem standardowym. Co tam znajdziemy? Nie wiadomo,
i to jest najciekawsze.

Piotr ZALEWSKI



Stowarzyszenie na rzecz Edukacji Matematycznej

www.sem.edu.pl

W zawodach I stopnia obecnej 61 edycji Olimpiady Matematycznej wzigto
udzial 1517 uczniéw. Jest to liczba znacznie wyzsza niz w roku ubieglym

i bliska wieloletniej sredniej. Moze wiec pojawiajace sie ostatnio narzekania na
obnizajace si¢ zainteresowanie uczniow matematyka i na ich niecheé¢ do stawiania
czota intelektualnym wyzwaniom sg przesadzone, przynajmniej w odniesieniu

do uczniéw najbardziej ambitnych i matematycznie uzdolnionych. Moze tez

nie zanika wéréd nauczycieli che¢ pracy z takimi uczniami. Do drugiego stopnia
zakwalifikowano okoto 520 uczniéw, ta liczba moze jeszcze ulec zmianie,
poniewaz komitety okregowe moga rozpatrywaé¢ odwotania uczestnikéw.

Wszystkie zadania z I stopnia aktualnej edycji Olimpiady (takze z pewnej liczby poprzednich) i ich rozwiazania mozna znalezé na stronie
internetowej Olimpiady pod adresem: www.om.edu.pl

Niektére z zadan, jak zwykle, okazaly si¢ latwiejsze $rednio trudnymi — zadania 4, 5, 71 9, rozwigzane
(nadestano wiecej poprawnych rozwiazan), inne przez okolo 25% uczestnikéw, a najlatwiejsze okazalo
trudniejsze. W momencie przygotowywania tego tekstu sie zadanie 2 rozwiazane przez ponad 85% uczestnikow.

nie byty jeszcze zebrane wszystkie wyniki z catego
kraju. Z danych czeSciowych (ktére jednak statystycznie — Prawie zawsze uczniowie znajduja wiele innych sposobéw
sa bliskie ostatecznych) wynika jednak, ze zdecydowanie  rozwiazania zadan olimpijskich, niz te zaproponowane

najtrudniejsze okazalo si¢ zadanie 12 (pojedyncze przez organizatoréw. Niejednokrotnie sa one prostsze,
rozwiazania). Nieco latwiejsze, ale tez trudne, bylo tadniejsze lub ciekawsze od rozwigzan ,firmowych”.
zadanie 11 rozwigzane przez okolo 0,02% uczestnikéw Nizej przytaczamy fragment rozwiazania zadania 11

i zadanie 8, ktére rozwiazalo okolo 0,1% startujacych, nadestanego przez uczennice z Biategostoku.

Zadanie 11. Czworokaty wypukle ABCD i PQRS maja jednakowe pola.
Ponadto spelnione sa réwnosci:
AB=PQ, BC=QR, CD=RS, DA=SP.
Dowiesé, ze istnieja punkty P',Q', R', S’ lezace na tej samej plaszczyznie co
czworokat ABC D, takie ze
AP = BQ' = CR' = DS’
oraz czworokat P'QQ'R'S’ jest przystajacy do czworokata PQRS.

Udowodnimy, ze przekatne czworokatow ABCD i PQRS przecinaja sie

pod tym samym katem. Literami w, x, y, z oznaczmy odlegloéci punktu
przecigcia przekatnych od kolejnych wierzchotkéw, a litera o oznaczmy

kat miedzy odcinkami w i x. Dlugosci kolejnych bokéw czworokata to

a, b, ¢id. Z twierdzenia kosinuséw wynika, ze a® = w? + 22 — 2wz cos o,

b2 =9y? + 22 + 2yzcosa, ¢ =22 +y? — 2zycosa, d? = w? + 22 + 2wz cos a.

Niech P oznacza pole czworokata. Ze wzoru na pole tréjkata mamy

—_

P = —[(zy + wz)sina + (zw + yz) sina] =

1 x2+y2—62 w2+ 22 —d2\ | 22 + w? — 2 y2+22—02 .
= - + sin o + + sina| =
—2cos o —2cos« 2cos « 2 cos «

[\)

[\)

1 1
:—Z(w2+x2+y2+22sz—dz)tgaJrZ(w2+z2+y2+227a2—62)tg04:

1
= Z(b2 +d? —a® - P)tga.

7 tej rownosci oraz z réwnosci odpowiednich bokéw czworokatow ABC D
i PQRS, a takze ich pdl, otrzymujemy wniosek, ze tangensy katow miedzy
przekatnymi obydwoch czworokatéw sa rowne, wiec same katy tez sa rowne.

Mozna tez zada¢ pytanie, czy zalozenie réwnosci pol w tym zadaniu jest
rzeczywiscie potrzebne. Z pracy jednego z uczniow z Warszawy wynika, ze

w zasadzie nie, tzn. udowodnil on teze bez tego zalozenia, nie rozpatrujac kilku
bardzo szczegblnych przypadkéw. Zachecamy Czytelnikéw do przemyslenia
zaréwno tej kwestii, jak i do dokonczenia rozwiazania.
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Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,

Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konica miesigca n + 2. Szkice

rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
— lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
— przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,

umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Oceng¢ mnozymy przez wspotczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

Termin nadsytania rozwigzan: 31 V 2010

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka

punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z matematyki nr 597, 598
Redaguje Marcin E. KUCZMA

597. Znalez¢ wszystkie funkcje f: R — R, spelniajace rownanie

flaf(x)+ f(y) = f)’ +y

dla z,y € R.

598. Niech M = {1,2,...,m?} (m jest ustalona liczba naturalna).

(a) Ile jest w zbiorze M podzbioréw niezawierajacych pary liczb, ktérych réznica

dzieli sie przez m?

(b) Ile jest w zbiorze M podzbioréw niezawierajacych pary liczb, ktérych réznica

jest rowna m?

Zadanie 598 zaproponowal pan Pawel Kubit z Krakowa.

Rozwigzania zadan z numeru 11/2009

Przypominamy tresé zadan:

589. W kazde pole tabelki o wymiarach n X n wpisujemy dodatnig
liczbe calkowita niewigksza od n tak, by w kazdym wierszu oraz

w kazdej kolumnie wszystkie liczby byly réowne lub wszystkie liczby
byly rézne. Niech S bedzie sumg wszystkich liczb w tabelce. Ile
réznych wartos$ci S mozna w ten sposéb uzyskaé (dla ustalonego n)?

590. Dowiesé¢, ze dla kazdej parzystej liczby naturalnej n oraz dla
kazdej liczby rzeczywistej x zachodzi nieréwnosé

(1§x)”< 1+x+...+x".

n+1
589. Jedli w kazdym wierszu jest permutacja liczb 1,...,n,
to S=mn-n(n+1)/2. Gdy w doktadnie jednym wierszu jest
ciag staly (k,..., k), a w kazdym z pozostalych wierszy jest
permutacja liczb 1,...,n, wéwczas S =nk + (n — 1) -n(n +1)/2.

Gdy w dwdéch wierszach sa ciagi state (k,..., k), (I,...,1), przy
czym k # I, to w kazdej kolumnie musi byé permutacja liczb
1,...,n,iznéw S =n-n(n+1)/2. Jedli za$ k = [, to w kazdej
kolumnie musi by¢ ciag staty (k,..., k), wiec S = n?k.

Reasumujac, mozliwymi wartosciami sumy S sa liczby
n?(n+41) n(n? —1)
2 2
(i wszystkie one faktycznie moga by¢ osiagnigte) — razem, a priori,
2n + 1 wartosci. Czy jednak sg one rézne? Mozliwe, ze (dla
pewnych k,l < n) ma miejsce ktéras z réwnosci

, nk+ . n’k; 1<k<n

n?(n+1) n(n? —1)
(1) 3 =nk + 3 )
n?(n+1)
(2) D ey,
n(n?—1)
(3) nk+ ————= = n?l.

Kazde z réwnan (1) i (2) sprowadza si¢ do 2k = n + 1; nie ma
wiec rozwigzania, gdy n jest liczba parzysta, ma natomiast
dokladnie jedno rozwiagzanie k = (n + 1)/2, gdy n jest liczba
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nieparzysta. Réwnanie (3) przeksztalcamy do postaci

2k —1=n(2l —n).
I znéw: dla n parzystego — brak rozwiazan. Dla n nieparzystego:
lewa strona przedstawia liczbe mniejsza niz 2n, prawa —

wielokrotno$é n. Rownosé zachodzi jedynie, gdy obie strony sa
réwne n, czylidla k= (n+1)/2 =1.

Whiosek: gdy n jest liczba parzysta, wszystkie wyznaczone

na poczatku wartosci sa rézne; suma S moze mieé¢ kazda

z tych 2n + 1 wartosci. Gdy n jest liczba nieparzysta, warto$é
n?(n + 1)/2 powtarza si¢ trzykrotnie; jest wiec 2n — 1 mozliwych
wartosci sumy S.

590. Zadana nieréwnos¢ zachodzi dla x = 1. Dla « # 1
przepisujemy ja rownowaznie jako

(4) o >(n+1)(

i w tej postaci bedziemy jej dowodzié.

zntl — 1

:c+1)"
2 )

Dla kazdej pary liczb rzeczywistych a,b ma miejsce réwnosé

n+1
+1
(a+ b)nJrl _ (a _ b)n+1 _ Z (n N )(an+17k:bk: _ an+17k(_b)k)
k=0
_ nA+L 1okk
722( k )a b",
keK

gdzie K = {1,3,5,...,n — 1,n + 1}. Kontynuujemy
przeksztalcenia dla b # 0:

(a+b)" Tt —(a—b)" T n+1y k1
) 2 =2 g )a ez

ke K
2 (n+1)a™;
ostatnia nieréwnosé powstata przez odrzucenie z uzyskanej sumy

wszystkich sktadnikéw z wyjatkiem pierwszego — sa one liczbami
nieujemnymi, bo wyktadniki poteg sa parzyste.

Podstawiamy teraz w (5) a = (x +1)/2, b= (z — 1)/2 i dostajemy
dowodzong nieréwnosé (4).



Zadania z fizyki nr 494, 495
Redaguje Jerzy B. BROJAN

Klub 44

494. Elektrony w metalu mozna — jak wiadomo — uwazaé za czastki swobodne.
Zalézmy, ze w kawatku metalu poruszajacym si¢ z przyspieszeniem elektrony
osiagaja to samo przyspieszenie wskutek dzialania pola elektrycznego
wytworzonego przez odpowiednie tadunki powierzchniowe. Obliczy¢ moc
promieniowania kwadratowej ptytki metalowej o boku [ =5 cm i grubosci

d = 0,5 cm, drgajacej z amplituda A = 1 cm i czestotliwodciag f = 1 kHz wzdluz
osi prostopadtej do plytki.

Termin nadsytania rozwigzan: 31 V 2010
Wskazowka: Zgodnie z prawami elektrodynamiki w tzw. przyblizeniu dipolowym
moc promieniowania dipola elektrycznego o momencie p jest rowna

2 2
p_ L [(dP\
6meged \ dt?

Momentem dipolowym uktadu dwoch tadunkéw +¢q i —q odlegltych o d nazywamy
iloczyn qd.

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
482 (WT = 3,04) i 483 (WT = 2,38)
z numeru 9/2009

Krzysztof Magiera Losiéw 36,89

Michal Kozlik Gliwice 28,36

Jerzy Witkowski  Radlin 18,88
495. Dwie pélproste tworza kat 2a, ktorego dwusieczna jest pionowa. Wzdluz
tych potprostych moga slizgaé sie bez tarcia konce jednorodnego preta o dtugosei (.
W ktérym przypadku poziome polozenie preta jest polozeniem réwnowagi trwalej —
gdy wierzchotlek kata jest na gorze, czy gdy jest na dole? Dla przypadku réwnowagi
trwalej podaé¢ wzor na czestotliwos¢ matych drgan preta wokél tego potozenia.

Rozwigzania zadan z numeru 11/2009

Przypominamy tres¢ zadan:

486. Gdy spojrze¢ w lustro, zamknaé¢ prawe oko i naszkicowad, jak widzimy swoja twarz, powstanie
obraz schematycznie przedstawiony na rysunku 1.

1. Zestawi¢ dwa prostokatne lusterka pod katem prostym, zamknaé prawe oko i naszkicowaé obraz
twarzy powstajacy przy dwukrotnym odbiciu §wiatla w lusterkach. Obracaé¢ przed soba zestaw
Rys. 1

wokél osi pokrywajacej sie z kierunkiem widzenia i notowaé zmiany obrazu.

2. Zestawi¢ trzy prostokatne lusterka tak, zeby tworzyly naroznik sze$cianu, zamknaé prawe oko

i naszkicowaé obraz twarzy powstajacy przy trzykrotnym odbiciu §wiatta. Obraca¢ przed sobag
zestaw 1 notowaé zmiany obrazu.
487. Na koncach niewazkiego preta o dlugosci | = 1 m znajdujag sie dwie jednakowe masy
punktowe m. Pret jest podtrzymywany w $rodku, wokél ktérego moze si¢ swobodnie obracac,
i znajduje si¢ w polu grawitacyjnym Ziemi, ktére uznajemy za takie, jakby cala masa Ziemi byla
skupiona w jej srodku. Obliczy¢ okres malych drgan preta wokél pionowego polozenia réwnowagi.

Rys. 2 Rys. 3 Rys. 4 Jaka bedzie odpowiedz, jesli pret jest jednorodny, a pozostate dane — niezmienione?

486. Obraz widziany w dwoch lusterkach, ktorych krawedz WYynoszg

zetkniecia jest pionowa (réwnolegta do osi twarzy), podano 3/ 31/
~ 4 ~ ’

na rysunku 2. Przy obrocie lusterek obraz obraca sie My = mgl 5(1 + f)’ Ma ~ mgl 5(1 - E)

dwukrotnie szybciej, np. przy poziomej krawedzi zetknigcia
otrzymujemy rysunek 3. Obraz widziany w trzech lusterkach a

jest podany na rysunku 4 i nie zmienia si¢ przy obrocie M, ~ 6mgl 5

zestawu. R

i widaé, ze jego zwrot sprzyja powrotowi do polozenia

pionowego, zatem wystapia drgania. Kwadrat czestosci
drgan w jest réwny ilorazowi wspélczynnika stojacego

Wypadkowy moment sity jest rowny

487. Wprowadzmy kat przechyhlu preta jako 8, a potowe
dtugoéci preta oznaczmy dla wygody jako I'. W pierwszym

rzedzie wzgledem § oraz wzgledem stosunku I’/ R odlegtosci
koticéw preta od $rodka Ziemi wynosza R — 1’ oraz R+ 1’
(gdzie R jest promieniem Ziemi), a sity dzialajace na korce

sa rowne
GMm 21
=y e )
GMm 21
Fo=——""> = 1——
2T Ry mg( R)’

gdzie M — masa Ziemi, g — przyspieszenie ziemskie. W tym
samym przyblizeniu nietrudno réwniez wyznaczy¢ katy
miedzy kierunkami tych sit a osia preta. Sa one rowne
5(1+1U'/R)i6(1 —1'/R), a stad momenty sil Fy i I
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przed § w powyzszym wzorze przez moment bezwladnosci
I =2ml"?:
2 _ 3g

wh=p
Zauwazmy, ze otrzymany wynik nie zalezy ani od masy
preta, ani od jego dtugoéci, a zatem obowiazuje on dla
ywiazki” skladajacej sie z dowolnej liczby takich pretéw
— czyli dla preta o dowolnym symetrycznym rozktadzie
masy (w szczegdlnosei jednorodnego). Wartoscia liczbowa

okresu jest
R .
T=2m 3_g = 2920 s = 48 min 40 s.



@

Rozwigzanie zadania M 1272.
Zauwazmy, ze dodanie liczby 1 do dwéch
wybranych liczb nie zmienia parzystosci
sumy wszystkich liczb. Suma szedciu
réwnych liczb catkowitych jest parzysta.
Tymczasem 1 +2+3+44546 =21
jest liczbg nieparzystg. To dowodzi,

ze nie jest mozliwe uzyskanie szesciu
réwnych liczb.

Patrz w niebo: Gromada ruchoma Arktura

Trudno sobie wyobrazi¢, ze najjasniejsze gwiazdy moga kry¢ jeszcze jakies
tajemnice. Tajemnic szuka si¢ przeciez wsréd gwiazd ledwo widocznych

przez najwieksze teleskopy. Wezmy np. Arktura. To czwarta pod wzgledem
jasnoéci gwiazda na calym niebie, stara, uboga w pierwiastki ciezkie, typu
widmowego K2, odlegta o 11 pc itd. Na pierwszy rzut oka — gwiazda jak
gwiazda. Jednak juz Edmond Halley odkryl (w 1718 r.) jej wyjatkowo szybki
ruch na niebie (2,29 sekundy luku na rok), co przy jej odleglosci daje 120 km/s
wzgledem grupy gwiazd otaczajacych Slonice (samo Stonce wzgledem tych
gwiazd ma predkosé 20 km/s). To jeszcze nie wszystko. Olin Eggen (1971 r.)

i p6zniejsi badacze odkryli, ze z duza dokladno$cia identyczne predkosci
przestrzenne ma ponad 50 gwiazd rozrzuconych na duzym obszarze nieba. Taka
grupa gwiazd nazywana jest gromada ruchoma. Zauwazmy, ze nie jest tatwo
odkry¢ gromade ruchoma, gdyz z géry nie wiadomo wszak, ktore gwiazdy moga
do niej naleze¢.

Na podstawie tych danych obserwacyjnych juz w obecnym stuleciu wysunieto
poglad, ze Arktur i cala gromada ruchoma to przybysze z innej galaktyki. Sam
Eggen sugerowal, ze gromada ruchoma to resztki po dawnej gromadzie, ktora
ulegta juz rozproszeniu w Galaktyce. Jego wspolpracownicy znalezli jednak
wsrod tych gwiazd istotne réznice sktadu chemicznego, czego nie powinno
by¢, gdyby powstaly one mniej wiecej w jednym miejscu. Wymodelowawszy
ruch Arktura wstecz na 8 mld lat, uzyskano hipotetyczne miejsce startu dla
kartowatej galaktyki liczacej 100 mln gwiazd. Po ,,puszczeniu” jej w normalny
ruch okazalo sie, ze galaktyka ta zostala przez nasza wchlonigta i rozproszyla
sie w niej okoto 5 mld lat temu, przy czym kinematyczne cechy jej resztek
sg bardzo zblizone do obserwowanych cech gromady ruchomej Arktura.
Potwierdzenia tego mechanizmu badacze oczekuja po opracowaniu pomiaréw
predkosci radialnych 50 min gwiazd w planowanym projekcie RAVE (Radial
Velocity Experiment), ale juz teraz podkreslaja niezwyklosé faktu, ze takie
badz co badz subtelne zjawiska mozna §ledzié¢, obserwujac gwiazdy widoczne
niemal golym okiem.

Tomasz KWAST

Marzec

Oriona wieczorem wida¢ juz wyraznie w zachodniej stronie nieba, a na poludniu
mamy Wielkiego i Matego Psa, jego mysliwskich towarzyszy. Alfy obu tych
gwiazdozbioréw to bardzo jasne gwiazdy, poniewaz sa stosunkowo bliskie:
Procjon, alfa Matego Psa, lezy w odleglosci 3,5 pc, Syriusz za$, alfa Wielkiego
Psa, najjasniejsza gwiazda calego nieba, w odlegltosci 2,6 pc. Obie gwiazdy sa
podwdjne i obie maja za towarzyszy biale karty, czyli gwiazdy o masie zblizonej
do masy Stonca i rozmiarach niewielkiej planety. Gestosci tych gwiazd sa zatem
rzedu miliona razy wigksze od gestosci wody, a sa te gwiazdy ostatnimi stadiami
ewolucji gwiazd o umiarkowanych masach (od 2 do 8 mas Slonca). Na niebie
miedzy Procjonem a Syriuszem przechodzi Droga Mleczna, ktora, omijajac od
zachodu zenit, ciagnie si¢ ku pdéinocy. W sumie wiec duzo do ogladania chocby
przez lornetke.

Wenus jest w Rybach, gdzie tez jest Slonce, zatem jej nie widaé. Mars jest w Raku
i wida¢ go praktycznie przez cata noc. Jowisz jest w Wodniku i nie wida¢ go wskutek
bliskosci Stonica. Saturn jest w Pannie, 22 ITI ma opozycje, czyli znajduje si¢
w przeciwnej stronie nieba niz Stonce, wiec widaé go przez cala noc. Now Ksiezyca
wypada 15 III; a pelnia 30 III. W marcu nie mamy zadnych zaé¢mien, zadnych
zakry¢ i zadnych przewidywalnych rojéw meteoréw. Za to — jak co roku — 20 IIT jest
rownonoc, czyli poczatek wiosny!

T. K.
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Jednoktadnosé o skali dodatniej (prostaq)
oznaczamy J 7T, o skali ujemnej za$
(odwrotng) J .

Dobrze si¢ sktada Joanna JASZUNSKA

Tematem styczniowego deltoidu byly jednokladnosci. Przypomnijmy, ze
jednoktadnosé o rodku O i skali k # 0 to przeksztalcenie geometryczne
%zczyzny, ktére punktowi A przypisuje punkt A’ = J5(A) spelniajacy warunek
OA" =k -OA.

Fakt. Dla nieprzystajgcych okregow o1 i 09 istnieje dokladnie jedna jednokltadnosé
taka, ze JT(01) = o0, oraz dokladnie jedna taka, ze J~(01) = 02.

Zachodzi nastepujace mite twierdzenie, dowdd pozostawiam jako zadanie.

Twierdzenie. Zlozenie dwich jednoktadnosci jest albo jednoktadnosciq o skali
bedgcej iloczynem wyjsSciowych skal © srodku wspotliniowym ze srodkamsi skiadanych
jednokladnosci, albo przesunieciem, jesli iloczyn wyjSciowych skal jest rowny 1.

Skoro jednokladnosci tak dobrze sie sklada, zobaczmy kilka zastosowan.

1. Okregi 01, 02, 03 sa roztaczne zewnetrznie. Te dwie styczne do 01 1 09, ktére
nie rozdzielaja tych okregéw, przecinaja si¢ w punkcie As. Analogicznie definiujemy
punkty A i Ay (rys. 1). Wykaz, ze punkty A;, As, A3 sa wspdlliniowe.

R. Punkty Ai, A2 i A3 sa $rodkami jednokladnosci JXI, JXz i ;{3 takich, ze

.7:1 (02) = o3, Jj{z (03) = 01 oraz JXS (02) = 01. Zlozenie JXZ o Jj{l to jednoktadnosé
prosta i JXZ o jj{l (02) = JXZ (03) = o1. Stad jej $rodkiem, ktéry na mocy twierdzenia
musi lezeé¢ na prostej A1 A2, jest na mocy faktu punkt As. OJ

2. Okregi 01 i 02 sa roztaczne zewnetrznie i wpisane w kat o wierzchotku Z.
Okrag o jest styczny zewnetrznie do okregéw o1 i 02 odpowiednio w punktach
A1 B (rys. 2). Udowodnij, ze punkty A, B, Z sa wspdlliniowe.

R. Rozwazmy jednoktadnosci J, i J5 takie, ze J, (01) = o oraz Jg (0) = 02.
Jednoktadnosé Jg o J, jest prosta oraz Jg o J, (01) = Jg (0) = 02, wiec jej
$rodkiem musi byé¢ punkt Z. Lezy on zatem na prostej AB. [

3. Okregi 01,02, 03 sa styczne odpowiednio do par bokéw AB i AC,

AB i BC oraz AC i BC trbjkata ABC. Okrag o jest styczny zewnetrznie
do okregéw o1, 02, 03 odpowiednio w punktach D, E, F' (rys. 3). Wykaz, ze
proste AD, BE, CF przecinaja si¢ w jednym punkcie.

R.. Niech 0" bedzie okregiem wpisanym w trojkat ABC'. Istnieje

Jp taka, ze Jp (0) = o1, oraz JX taka, ze JX (01) = 0", wtedy

Ji o J; (0) = o*. Ztozenie Ji o J;, jest wiec jednoktadnodcia odwrotna,
przeprowadzajaca o na o* (istnieje doktadnie jedna, nawet jesli 0 i 0™ sg
przystajace lub réwne). Stad jej srodek lezy na prostej AD. Analogicznie,

Wykonanie rysunku pozostawiam
Czytelnikowi.

Dowéd twierdzenia o prostej Eulera
mozna znalezé w poprzednim deltoidzie.

Rozwigzanie na stronie www.om.edu.pl

lezy tez na prostych BE i CF. [

4. Czworokat A; As A3 Ay jest wpisany w okrag o Srodku O. Punkty Hy, Hy, Hs, Hy
to ortocentra trojkatow, odpowiednio, Ay A3 Ay, A1A3Ay, A1AsA,, A1A5As.
Wykaz, ze czworokaty Ay AsAsA, i HiHoH3Hy sa przystajace.

R. Niech punkty Si,S2, 53, S4 bedg $rodkami ciezkosci odpowiednio powyzszych
czterech trojkatéw, S zas — srodkiem ciezkosci czworki punktéw Ay, Az, As, As.

7 wtasnosci srodkéw ciezkosci, dla kazdego i = 1,2, 3,4 punkty S;, S, A; leza, w tej
wlasnie kolejnosci, na jednej prostej oraz SA; = 3 - SS;, zatem J5°(S;) = A.

Z twierdzenia o prostej Eulera, dla kazdego i punkty O, S;, H; leza, w tej wtasnie
kolejnosci, na jednej prostej oraz SH; = 2 - SO, stad jé/S(Hi) = S;. Zlozenie

J5 >0 T5* to jednokladnosc o skali —3 - & = —1 (symetria $rodkowa), ktéra
przeprowadza Hi1HyHsHy na A1 As Az As. Zatem czworokaty te sg przystajace. O

Ponizsze zadanie pochodzi z L Olimpiady Matematycznej.

5. Punkty D, E, F' leza odpowiednio na bokach BC,CA, AB tréjkata ABC.
Okregi wpisane w trojkaty AEF, BFD, CDE sa styczne do okregu wpisanego
w tréjkat DEF. Udowodnij, ze proste AD, BE,C'F przecinaja sie w jednym
punkcie.

Wskazowka. Okregi wpisane w trojkaty AEF 1 DEF sg styczne wtedy i tylko
wtedy, gdy w czworokat AF DFE mozna wpisaé okrag.
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