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Rozklad leku w organizmie
Marcin GRANAT*

Czy przyjmujac lekarstwo, zastanawiamy sie, co wlasciwie sie z nim dzieje
w naszym organizmie? Kazdy lek, ktory dostal sie do naszego ustroju,
ulega szeregowi skomplikowanych przemian, ktore okresla sie akronimem
LADME. Pochodzi on od pierwszych liter angielskich nazw nastepujacych
proceséw.

e Liberation (uwolnienie) — rozpad postaci leku i uwolnienie jego czasteczek
(np. gdy lek jest w postaci tabletki, uwolnienie odbywa si¢ np. dzieki dodaniu
do niej skrobi, ktéra, pobierajac wode z otoczenia, pecznieje i rozrywa
tabletke).

e Absorbtion (wchlanianie) — obejmuje proces przedostawania si¢ czasteczek
leku z miejsca uwolnienia do krwi. Najczedciej zachodzi na zasadzie dyfuzji
bierne;j.

e Distribution (dystrybucja) — polega na przenikaniu leku z krwi do pozostalych
tkanek organizmu. Latwo sie zatem domysleé, ze tkanki i organy bardziej
unaczynione (np. serce) zawiera¢ beda wiecej czasteczek leku niz mniej
unaczynione. Na tym etapie wiele lekow wiaze sie z biatkami osocza. Zmniejsza
to dzialanie terapeutyczne leku, lecz takze przedtuza proces eliminacji —
dlatego istnieja leki o dtugim dziataniu.

e Metabolism (metabolizm, biotransformacja) — zmiana chemicznej
struktury czasteczek leku, ktora czesto prowadzi do utraty wlasciwosci
leczniczych. Nalezy zaznaczy¢, ze biotransformacja moze tez mie¢ miejsce
podczas eliminacji. Istnieja takze leki, ktore sa wydalane w postaci
niezmienionej.

e Excretion (eliminacja) — usuwanie czasteczek leku z tkanek. Jej efektem
jest zmniejszenie stezenia leku w organizmie, gléwnie dzieki dzialalnosci
nerek i watroby. Tempo oczyszczania krwi z leku jest nazywane
klirensem.

Procesy, jakim podlega lek, sa skomplikowane. Dlatego moze zaskakujace
wydaé sie, ze w wiekszosci przypadkéw spadek stezenia leku we krwi jest przez
lekarzy i farmaceutéw uznawany po prostu za wykladniczy. Oznacza to, ze
tempo spadku stezenia jest wprost proporcjonalne do stezenia. Inaczej mowiac,
w kazdym odcinku czasu ubywa taki sam ulamek stezenia.

Dlaczego zanik stezenia mozemy tak traktowac? Badania kliniczne réznych
lekow dostarczyty danych empirycznych, dzigki analizie ktérych mozna
stwierdzié, ze stezenie leku maleje wskutek proceséw metabolizmu i eliminacji
w sposéb hudzaco przypominajacy zanik wyktadniczy. Lek w rzeczywistosci
nie zanika idealnie wyktadniczo, niemniej jednak taki matematyczny opis
rozktadu leku sprawdza si¢ bardzo dobrze, a dane empiryczne pokrywaja sie
w zadowalajacy sposob z obliczeniami.

Zanik wykladniczy odpowiada stalemu prawdopodobienstwu, ze dana czasteczka
leku zostanie usunigta lub ulegnie biotransformacji, tracac swoje wlasciwosci
terapeutyczne. Oznacza to, miedzy innymi, ze nie nastepuje efekt wysycenia —
ani punktéw eliminacji (ktérych szukaé nalezy gléwnie w nerkach), ani enzymow,
dzieki ktérym dochodzi do biotransformac;ji.

Zanik leku przestaje by¢ wykltadniczy, zasadniczo, w dwoch przypadkach.

Po pierwsze, wtedy, gdy lek jest dostarczany do krwi ze stala szybkoscia
przez dluzszy czas (przykladem moze byé kropléwka). Wtedy w organizmie
ustala sie¢ rownowaga i stezenie leku podczas jego podawania moze by¢
ustalone. Drugi przypadek to przyjecie tak duzej dawki, ze w ustroju
przekroczone zostaje pewne graniczne, charakterystyczne dla danej substancji
leczniczej stezenie, powodujace efekty nasycenia, czyli niewydolnosci proceséw
metabolizmu i eliminacji. Wtedy kinetyka zaniku leku zmienia si¢ stopniowo

z pierwszorzedowej (ilo$é usuwanego leku w jednostce czasu proporcjonalna
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Rozwigzanie zadania F 758.
Oswietlenie Ziemi Eg w sloneczny dzien
jest proporcjonalne do I/LQ. gdzie

L jest odlegloscia Ziemi od Stonca,

a I $wiatloscig Stonca.

Ksigzyc o$wietla Ziemi¢ odbitym
$wiatlem slonecznym. Mozna przyjac,
ze odleglosé Ksiezyca od Stonca wynosi
tyle samo co Ziemi od Stonca, zatem
o$wietlenie powierzchni Ksiezyca w czasie
pelni jest takze rowne Es. Na calg
powierzchni¢ Ksiezyca (zakladamy, ze jest
ona dyskiem o promieniu r) pada energia
stoneczna W = Egnr?, z czego aW jest
rozpraszana. Zatem natezenie Swiatla
rozpraszanego przez Ksiezyc w kat
sferyczny 27 wynosi Ix = aEgnmr?/(27)
i odwietlenie Ziemi przez Ksiezyc jest
réwne
Ex = (xE57‘2/(2l2)7

gdzie [ jest odlegltoscia Ksiezyca od
Ziemi. Podstawiajac dane liczbowe
[ =~ 400000 km, r ~ 2000 km
otrzymujemy szukany stosunek o$wietlen:

FEx ar? " 1

Es 212 800000
Wzigta z tablic astronomicznych réznica
jasnosci Stonca i Ksiezyca wynosi

okolo 14™#% co daje stosunek jasnosci
rzedu 1/400 000. Wielkosci te mozna
takze zmierzyé samemu, np. za pomocy
$wiatlomierza fotograficznego, najlepiej
dokonujac pomiaru $wiatta odbitego od
duzej jednolitej powierzchni.
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Rozwigzanie zadania M 1267.
Przyjmijmy, ze wraz z kazda liczba k
zapisywang na tablicy zapisywana

jest na kartce liczba k 4+ 1. Poniewaz
mn+m+n+1=(m+1)(n+1), wiec
za kazdym razem, gdy na kartce widniejg
liczby k, I, to dopisywana jest do nich
liczba kl. Poczatkowo na kartce napisane
zostaly liczby 2 i 3. Zatem wszystkie
liczby zanotowane na kartce sa postaci
29 . 3% gdzie a, b sg liczbami calkowitymi
nieujemnymi. Stad wszystkie liczby na
tablicy sa postaci 2¢ - 3b 1.

do stezenia) na kinetyke zerowego rzedu (ilo$¢ usuwanego leku w jednostce
czasu ustalona). Zdarzaja si¢ jednak sytuacje bardziej skomplikowane.
Czasami, analizujac wykres obrazujacy zanik wykladniczy leku, ze zdziwieniem
zauwazamy, ze W pewnym momencie stezenie zamiast nadal male¢, lekko
wzrasta, by pozniej znowu opadaé¢. Choé¢ wydaje sie to dziwne, taka

sytuacja moze naprawde mie¢ miejsce, gdy, na przyklad, woreczek zotciowy
pacjenta poczatkowo pochlonie wiecej leku, a pdzniej uwolni go z powrotem

do krwi.

Przyjrzyjmy sie teraz aspektowi praktycznemu opisywanego zjawiska. Wezmy
pod uwage typowy przypadek, ktéry moze byé opisywany modelem z kinetyka
reakcji chemicznej I rzedu. Ma on miejsce np. wtedy, gdy substancja lecznicza
znajduje si¢ juz w krwiobiegu po podaniu jednorazowym. Spadek stezenia mozna
wtedy opisa¢ wzorem

(1)
gdzie ¢; to stezenie leku po czasie t; ¢y — stezenie poczatkowe leku; k — stata
szybkosci rozkladu badanego leku. Stala k to po prostu wspolczynnik
proporcjonalnosci miedzy tempem zaniku leku a jego stezeniem. Jest ona
charakterystyczna dla danego leku, ale réwniez zalezna od predyspozycji
genetycznych i czynnikéw srodowiskowych. Dlatego stata szybkosci rozkladu leku
nigdy nie bedzie miala tej samej wartosci u wszystkich oséb. Przeprowadzajac
analize statystyczna, mozna wyznaczy¢ Srednig wartos¢ k dla danego

leku. Nalezy przy tym pamietac¢, ze nie kazde odchylenie od éredniej jest
zjawiskiem patologicznym; jedynie bardzo duze odstepstwa moga sugerowacé
zaburzenia metaboliczne u pacjenta, powodujace nieprawidlowy rozktad

leku. Dla takiego chorego podany lek moze nie mie¢ zadnych wtasciwosci
leczniczych lub nawet by¢ szkodliwy. Znajomos¢ Sredniej wartosci statej

rozkladu moze by¢ takze pomocna w identyfikacji leku, ktéry zostal podany
pacjentowi.

ct =co - e_kt,

Empirycznie stala rozkladu leku wyznacza sie, mierzac jego stezenie dwukrotnie,
a nastepnie dzielac logarytm stosunku stezen przez czas, ktéry uplynal miedzy
pomiarami:

~ In(c1/e)

bty

Warto zaznaczy¢, ze wzor ten jest szczegodlnie przydatny, gdy stezenie
poczatkowe jest nieznane. Nalezy rowniez pamigtaé, ze jego stosowanie
daje rozsadne wyniki tylko wtedy, gdy zanik leku jest opisywany
wzorem (1).

2) k

Dla kazdego leku obecnego w ustroju mozna dodatkowo wyznaczyé¢

okres poltrwania T /o, czyli czas, po ktérym polowa dawki leku ulega
rozktadowi. Okres poltrwania, tak jak stala szybkosci rozktadu leku, jest
charakterystyczny dla danego leku, a wartosé, ktora osiaga, zalezy od czynnikow
genetycznych i wpltywu srodowiska. Latwo zauwazyé, ze okres péttrwania

jest Scisle zwigzany ze stala szybkosci rozktadu T /5 = % -In 2, dlatego tez
jego znaczenie w analizie medyczne]j jest takie samo, jak stalej szybkosci
rozkladu leku.

Temat ten jest obszerny, wiec moze Czytelnik w wolnym czasie sam zechce
zaobserwowa¢ podobne zjawiska, a zapewniam, ze jest ich niematlo i dotycza
nie tylko substancji leczniczych.

Bibliografia
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Radioteleskop w Arecibo

W listopadowej Delcie, piszac o nieruchomych teleskopach, napisalem tez

o wielkim radioteleskopie ustawionym pod Arecibo na wyspie Puerto Rico,
wprowadzajac do tekstu btad. Mianowicie napisatem tam, ze czasza tego
radioteleskopu jest paraboloidalna, co okazuje sie nieprawda. Jest ona
mianowicie sferyczna, a zatem, méwiac jezykiem optyki, obraz Zrodla w ognisku
obarczony jest aberracja sferyczna lustra. Aberracja sferyczna to wada
sferycznego lustra (lub soczewki skupiajacej o powierzchniach sferycznych)
polegajaca na tym, ze promienie réwnolegle do osi optycznej, rozmaicie od tej
osi odlegte, skupiaja sie w rozmaitych odlegtosciach od lustra lub soczewki.
Inaczej méwiac, wiazka promieniowania nie ma punktowego ogniska i obrazem
7rédla punktowego (lezacego na osi optycznej) jest plama $wietlna. Wady

tej nie ma lustro paraboloidalne i to ono z reguly jest gléwnym elementem
teleskopu (wszystko jedno czy optycznego czy radiowego). Poza osia obraz jest
jednak i tak nieostry — im dalej od osi, tym bardziej nieostry. Takie sg wlasnosci
lustra paraboloidalnego — stad ograniczone pole widzenia teleskopu.

Dlaczego wiec radioteleskop Arecibo ma lustro sferyczne? Mozna by pomyslec,
ze gdyby mial lustro paraboloidalne, dawalby ostry obraz przynajmniej na osi.
Prawdopodobnie konstruktorom chodzito o kompromis: zeby radioteleskop
dawat obraz generalnie gorszy, niz mogtby, za to w przyblizeniu jednakowej
jakosci w calym polu widzenia czaszy. Takie co$ za co$. Zreszta aberracje
sferyczna tej wielkiej czaszy czesciowo likwiduje sie, wykorzystujac odbicie
promieniowania od drugiej, mniejszej, zanim promieniowanie dotrze do anteny
— to odpowiednik wtoérnego lustra w niemal kazdym teleskopie optycznym.

W rezultacie ten ogromny radioteleskop moze obserwowaé obiekty potozone
20 stopni od zenitu, a to dzieki przemieszczaniu anten wiszacych nad czasza na
trzech poteznych linach.

Niestety, Arecibo nie ominely klopoty finansowe. Jezeli nie znajda si¢ sponsorzy,
to obserwatorium moze zosta¢ zamkniete w 2011 roku. A wylaczenie z pracy
radioteleskopu o srednicy 300 m, jak tatwo sie domysla¢, bedzie powazna strata
dla astronomii.

T. K.

Konkurs zadan astronomicznych
Rozwigzania zadan z numeru 12/2009

A 23. a =5 - rozmiar katowy protuberancji, d = 1,5 - 10® km — odlegtoé¢ Ziemi
od Stofica; Dz = 12,7 - 10® km; rozmiar katowy wiaze si¢ z rozmiarem liniowym
protuberancji, r, 1 odlegloscia poprzez zaleznosé: tg(«/2) = 0,5r/d, stad:

r = 2d - tg(a/2). Podstawiajac wartosci liczbowe, otrzymujemy r = 2,2 - 10° km,
co daje 17,3 érednic Ziemi.

A 24. Energia wyzwolona w procesie zamiany masy spoczynkowej na energie
wynosi E = mpp - ¢, natomiast energia potrzebna na zmiane temperatury wody
o AT wynosi E,, = AT - ¢, - m. Zakladajac, ze nie ma strat energii, a wigc cala
energia zwiazana z masa spoczynkowa jest zamieniana na energie wewnetrzng
wody, otrzymujemy: AT = mpp - ¢?/(cy, - m) = 10* - m,, - ¢?/(cyy - m), a po
podstawieniu wartoéci liczbowych otrzymujemy AT = 1,4372 - 109 K.
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Jas i magiczna fasola

Dwa warianty tej samej bajki

Bajka opowiada historie tytutowego Jasia, syna biednej
wdowy. Pewnego dnia matka wysyla Jasia na targ, aby
sprzedal ostatnig krowe, ale Jas wymienia jg na magiczne
fasolki. Rozztoszczona matka wyrzuca nasiona za okno,

a nastepnego dnia wyrasta z nich gigantyczna roslina, ktora
siega az do chmur. Jas wspina sie po lodydze fasoli ku
niebu, az dociera do wielkiego zamku zamieszkiwanego przez
olbrzyma. (...)

No wtasnie — dociera, ale czy aby na pewno? Nasuwa sie
pytanie, czy Jas ma szanse dostac sie do zamku olbrzyma,
jezeli predkosé jego wspinaczki jest duzo, duzo mniejsza
niz tempo rosniecia fasoli. Rozwazmy nastepujacy model
fizyczny sytuacji, przedstawiony za pomoca zadania:

Nieskonczenie rozciggliwa guma ma jeden koniec
przyczepiony do Sciany, drugi zas jest ciagniety

z predkoscia 1 m/s. Poczatkowo guma ma 1 m dlugosci.
Robak, poczatkowo bedacy przy Scianie, zaczyna
pelznaé wzdluz gumy z predkoscig 0,001 cm/s. Czy
robak kiedykolwiek dotrze do konca gumy? Jesli tak, to
po jakim czasie?

% 0,001 cm/s
o e

%

Rozwigzanie dla informatyka

1m/s

Na poczatek przeformulujemy zadanie tak, by dalo sie

ono opisa¢ jako sekwencja skonczonej liczby prostych
krokéw. W tym celu wyobrazimy sobie, ze, zamiast pelznaé
jednostajnie wzdluz gumy, robak odczekuje sekunde,
patrzac na rozciggajaca si¢ gume, po czym wykonuje
natychmiastowy skok do miejsca, gdzie znalaztby si¢ po
kolejnej sekundzie, gdyby guma si¢ nie rozciagata. W miejscu
tym czeka cierpliwie przez sekunde, podczas kiedy guma sie
wydluza, a nastepnie wykonuje kolejny skok. .. Przy takim
ruchu robak porusza si¢ nieco wolniej, nizby wynikato to

z tresci zadania — w poréwnaniu z robakiem pelznacym
jednostajnie prawie zawsze znajduje si¢ blizej $ciany, gdzie
predkosci punktéw gumy sa mniejsze. Oznacza to, ze
schemat skokowego ruchu robaka opisany powyzej moze daé
nam goérne oszacowanie na czas ruchu robaka.

W czasie jednej sekundy robak przeskakuje o 0,001 cm,
a guma wydluza si¢ o 1 metr. Oznaczajac przez p[n]
odlegtosé robaka od $ciany po uptywie n sekund,

z powyzszych rozwazan otrzymujemy wzér rekurencyjny

p[1] = 0,00001m,
pln] = (%)p[n — 1]+ 0,0000lm dla n > 1.

Rozwijajac ten wzér, mamy kolejno
p[1] = 0,00001m,
p[2] = (%) -0,00001m + 0,00001m =

2 2 1
= 0,00001m - (I + 5) = 0,00001m - 2 - (1 + 5),

*student, Wydzial Fizyki, Uniwersytet Warszawski
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pl3] = (%) -0,00001m - (% + ;) +0,00001m =
3 3 3
= 0,00001m - (I +5+ §> =

1 1
= 0,00001m - 3 - (1-!— s —)

i tak dalej. Ostatecznie otrzymujemy wzor

p[n] = 0,00001m - n - (z”: %)

i=1
Suma po prawej stronie rownosci, czyli logarytm
harmoniczny, zawiera sie w przedziale (In(n),In(n) + 1).
Po n-tym kroku dlugo$¢ gumy wynosi n metréw, wiec robak
na pewno osiagnie koniec gumy, gdy po raz pierwszy zajdzie

0,00001 - n - In(n) > n.

A zatem robak osiagnie koniec gumy po czasie [e'0°90]

sekund. Zagadnienie znalezienia oszacowania dolnego
pozostawiamy Czytelnikowi Wnikliwemu.

Rozwigzanie dla matematyka

Informatykowi wygodnie jest mysle¢, ze robak porusza
si¢ skokami (co trochg falszuje wynik). Dzigki temu
w kazdym przedziale czasowym ma skonczenie wiele
obserwacji — skokow robaka. Takie podejscie, w pewnym
uproszczeniu, pozwala wyttumaczyé problem komputerowi
i oczekiwaé od niego przyblizonego rozwiazania. Matematyk
moze mysle¢ o tym zagadnieniu podobnie, ale troche
bardziej abstrakcyjnie. Zamiast szuka¢ dobrych przyblizen
rozwiazania przez zmuszanie robaka do skokéw z coraz
wieksza, czestotliwoscia, wprowadza abstrakcyjne
nieskoniczenie mate przedzialy czasu. Niech f(t) oznacza
odleglosé robaka od $ciany w chwili ¢ przy zatozeniu, ze
guma nie jest rozciagana. Bedzie nas interesowalo, jak daleko
robak moze zajs¢ w nieskonczenie malym przedziale czasu.
Te warto$é, oznaczana przez d f(t), mozemy opisa¢ po prostu
jako réznice

ft+dt) — f(b).
Wielkoéé df(t)/dt (inaczej f'(t), czyli pochodna funkcji f(t))
intuicyjnie ma wyrazaé, jak daleko moze przesunaé sie¢ robak
w jednostce czasu, czyli opisuje jego predkosé.

Przyda nam sie wynikajace z powyzszych uwag
spostrzezenie, ze

(1) F(B)dt = f(t+dt) — f(t) = df(t)

(analogiczny wzér mozemy zapisaé¢ dla dowolnej funkcji
zaleznej od parametru t).

Niech r(t) oznacza dtugosé rozciaganej gumy w chwili ¢,

a b(t) odleglos¢ robaka od $ciany, gdy pelznie po rozciaganej
gumie. Wtedy dla nieskonczenie malego przedziatu czasu dt
mamy

r(t 4 dt)

W)b(t) +df().
Wynika to z faktu, iz odleglosé po czasie dt jest réwna
poprzedniej odleglosci pomnozonej przez ,wspdtczynnik
wydtuzenia” gumy plus odlegtosé, jaka przebywa w tym
czasie sam robak. (Czy widaé¢ podobienstwo miedzy tym
wzorem a wzorem z rozwiazania informatycznego?)

b(t—i—dt):(



Korzystajac ze wzoru (1), mozemy zapisaé nasze réwnanie
w postaci

b(t +dt) —b(t) (r’(t)
dt r(t)
a nastepnie uproscié¢ lewa strone

¥ = (S o+ 1)

Udalo nam si¢ opisa¢ funkcje b(t) za pomoca réwnania
zawierajacego jej pochodna, czyli otrzymaliSmy réwnanie
rézniczkowe. Rozwigzaniem tego réwnania rézniczkowego
z warunkiem b(0) = 0 jest

b(T) = r(T) - /0 : (£ '((tt))) at.

Mozna to tatwo sprawdzié, rézniczkujac powyzsze réwnanie,
ale lepiej przekonaé si¢ o jego sensownosci, patrzac na
rozwigzanie informatyczne. Warto przy tym pamietaé, ze
matematyk moze mysleé¢ o catce jako o sumie, po odcinkach
z mieskoriczenie drobnego podzialu przedzialu [0,T], wartosci
funkcji wybranych z poszczegdlnych odcinkéw pommnozonych
przez dlugo$é odcinkdéw (czyli dt). W chwili, gdy robak
dotrze do korica gumy po czasie T (mamy wtedy réwnosé
b(T) = r(T)), otrzymujemy zaleznosé

/OT (%)dtzl.

Rozwigzanie tego rownania ze wzgledu na T (jesli istnieje)
daje odpowiedz w ogdélnym przypadku. Podstawmy

teraz dane z poczatkowego zadania: f(t) = 0,00001¢ oraz
r(t) = ¢t + 1. Mamy

T
/ (0’00001)dt 1
o t+1
lub, pozbywajac sie calki,

0,00001 - In(T' 4+ 1) = 1.
Wobec tego T = ¢'%°%%° _ 1 sekund.

Joit) + 10,

Rozwigzanie dla fizyka

Przyjmijmy za poczatek uktadu wspoétrzednych koniec
gumy przymocowany do sciany. Niech poczatkowa

dtugos¢ nierozciagnietej gumy wynosi Lg. Prawy koniec
gumy porusza si¢ z predkoscia vo tak, ze znajduje sie

on po czasie t w odlegtosci Lo + vot od $ciany. Robak
porusza sie z predkoscia v wzgledem fragmentu gumy, na
ktérym sie aktualnie znajduje. Jednak dla nieruchomego
obserwatora jego predkosé jest wieksza, gdyz rowniez ten
fragment gumy porusza si¢ wzgledem obserwatora (i to

w dodatku tym szybciej, im dalej fragment ten znajduje

sie od zamocowanego konica gumy). Nieruchomy obserwator
dostaje zatem nastepujace rownanie na predkos$é robaka V'
w zwiazanym z nim uktadzie (przy czym x to jego aktualne
polozenie):

X
v (—2
(LO +vot)v0 v

z warunkiem poczatkowym x(0) = 0. Wyraznie widac,

ze gdy robak przemieszcza sie w prawo (wzgledem wciaz
nieruchomego obserwatora), jego predkosé¢ V wzrasta.

W pewnym momencie jest wieksza od wvg, a zatem dystans
miedzy robakiem a prawym koncem gumy zaczyna sie
zmniejszaé. Mozna pokazaé (patrz np. rozwiazanie dla
matematyka), ze zaleznos$é polozenia od czasu prowadzaca
do powyzszego wzoru to

t
2(t) = (Lo +vot) In (1 v %)

Poréwnujac polozenie z(t) z dlugoscia gumy Lo + vot,
dostajemy czas, po ktérym robak osiagnie drugi koniec gumy
_ Lo, v/

= E(e —1).

Podstawiajac Lo =1 m, vo = 1 m/s i v = 0,00001 m/s,
otrzymujemy t = (¢'°°°%° — 1) s. Wynik jest o bardzo wiele
rzedéw wielkosci wiekszy niz czas pozostaly do wypalenia
sie Stofica (z grubsza 10'7 s) czy nawet obecny wick
Wszechéwiata (nieprzekraczajacy 10'® s). Fizyk uzna zatem,
ze robak nie osiagnie nigdy (tj. w zadnej przewidywalnej
przysztosci) konica gumy, a matematyk doda zapewne,

ze to wszystko dlatego, iz logarytm jest bardzo powoli
rosnaca funkcja. Czytelnikowi Wnikliwemu pozostawiamy
sprawdzenie, jak szybko robak musialby sie poruszaé, by
osiagna¢ koniec gumy np. przed poczatkiem tegorocznej
wiosny. A czy mialby na to jakiekolwiek szanse, gdyby
guma rozciagala sie w sposob jednorodny, ale z niewielkim
przyspieszeniem?

t

Morat

(...) Ja$ kradnie z zamku olbrzyma kure znoszqcq zlote
jagka oraz harfe przynoszgcq zdrowie i dobre samopoczucie,
dzieki czemu Jas © matka wiodg od tego czasu spokojne

i dostatnie zycie, gloszqgc na prawo i lewo, Ze szczescie
sprzyja wytrwalym.
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www.feynmanlectures.info (portal w calodci po angielsku)

* * *

Postowie dla kosmologa

Opisana w bajce o Jasiu i magicznej fasoli sytuacja jest
doskonatyg metafora dla nietypowego (i nierealistycznego)
modelu Wszechswiata, pozbawionego jakiejkolwiek
materii i ktérego powierzchnie stalego czasu sa
tréjwymiarowymi uogélnieniami powierzchni siodtowej
— przestrzeniami o statej ujemnej krzywiznie. Zgodnie

z 0gblng teoria wzglednosci taki Wszechswiat, podobnie
jak todyga magicznej fasoli, rozszerza si¢ jednorodnie
ze stala predkoscia. Zgodnie za$ z moratem bajki,
gdyby we Wszechswiecie tym mogt sie znalezé jakis
odwazny i cierpliwy kosmonauta, mégtby on dolecieé

z jednego miejsca we Wszech$wiecie w dowolne inne
pod warunkiem zarezerwowania na ten cel dostatecznie
dtugiego czasu.

Naptyw coraz doktadniejszych danych obserwacyjnych
spowodowal, ze najbardziej rozpowszechniony dzi$ obraz
Wszechs$wiata jest catkiem inny. Wskutek wystepowania
zagadkowej energii prézni Wszechswiat rozszerza sie
z przyspieszeniem. Oznacza to, ze miejsca Wszechswiata
dostatecznie dalekie od Ziemi oddalaja sie od niej
z predkosciag wieksza od predkosci $wiatta w prozni
i beda oddalaé sie jeszcze szybciej, nie beda zatem mogty
zostaé osiagniete nawet przez najszybsze statki kosmiczne
i najwytrwalszych kosmonautéw. Z kolei, jezeli, pusciwszy
wodze wyobrazni, znajdziemy si¢ we Wszech$wiecie
rézniacym sie od naszego brakiem energii prézni, taki
Wszechéwiat bedzie rozszerzal sie z op6znieniem i do
wszystkich jego miejsc mozna bedzie dolecie¢ w czasie
wyrazajacym sie pewna potega odlegtosci do tych miejsc,
a wiec w praktyce znacznie krétszym, niz gdy rozwiazanie
opisywane jest funkcjg wyktadnicza, jak w rozwiazaniu
zagadnienia z bajki.

Krazysztof TURZYNSKI



Gwiazdy nowe

Smialo mozna powiedzie¢, ze ludzie od zarania dziejéw
patrzyli w niebo. Niektérzy dostrzegli, ze co jakis czas
na niebie pojawiaja sie obiekty, ktorych w tym miejscu
na sferze niebieskiej wczesniej nie bylo. Naturalnym

dla takiego obiektu okresleniem jest ,nowa gwiazda”.
Jak Wnikliwy Czytelnik zauwazyl, tytul tego artykutu
brzmi ,,Gwiazdy nowe”. Czy jest zatem réznica miedzy
nowa gwiazda a gwiazda nowa? Otéz dla wspdlczesnych
astronoméw roznica jest, i to zasadnicza, choé tak
kategorycznie mozna méwié¢ o tej sprawie dopiero

od konca XIX w. Wtedy to dzigki rozwojowi technik
fotografowania nieba zauwazono, ze w miejscu nowej byt
wczesniej staby obiekt barwy niebieskiej. Nie sa to wiec
nowo narodzone gwiazdy, a jedynie takie, ktére bardzo
znacznie pojasnialy, niekiedy nawet o 10-15 mag,

by po jakims czasie znéw staé sie ledwie widocznym,
niebieskim obiektem.

Wréémy jednak do poczatku, czyli do historii
najstarszych obserwacji nieba. Chinscy obserwatorzy
juz okoto 1500 r. p.n.e. wyrédzniali cztery kategorie
zmiennych czy tez pojawiajacych sie gwiazd: zingbo
— gwiazda krzak, huizing — gwiazda miotla, kexing

— gwiazda gos$é oraz liuxing — gwiazda plynaca.
Wspbdlczednie uwaza sig, ze pod pierwszymi dwiema
kategoriami kryja sie komety, pod okredleniem liuxing
meteory, z kolei kexing oznacza, jak sie sadzi, gwiazdy
nowe i supernowe. W 1987 r. Zhuang Weifeng i Wang
Lixing wydali katalog gwiazd obserwowanych przez
Chinczykow w latach od 532 r. p.n.e. do 1604 r.
Katalog ten zawiera 53 gwiazdy godcie, czyli gwiazdy
nowe i supernowe. Zupetnie inaczej, czyli wyjatkowo
mizernie, ma si¢ sprawa z obserwacjami tego typu
obiektow w Europie. Do polowy XIX w. zanotowano
jedynie trzy takie przypadki — dwie supernowe:

z 1572 roku, obserwowana przez Tycho Brahe,

iz 1604 r., widziana przez Johannesa Keplera, oraz
nowa w Lisku z 1670 roku odkryta przez Anthelme
Voituret i niezaleznie przez Jana Heweliusza. Wiazalo
si¢ to z niezwykle malg liczba regularnych przegladéw
nieba robionych przez stulecia, przeciwnie niz to

si¢ wladnie dzialo w Chinach. Sytuacja zmienila si¢
pod koniec XIX wieku, kiedy powstaly organizacje
skupiajace obserwatoréow amatorow. Powstaly

tez projekty profesjonalnych przegladéw nieba

w poszukiwaniu gwiazd zmiennych wszystkich typow.
Z obecnie dzialajacych najwazniejszym jest polski
projekt pod kierownictwem Grzegorza Pojmanskiego
z Obserwatorium Astronomicznego Uniwersytetu
Warszawskiego.

Czesto zamiast terminu gwiazdy nowe uzywa sie
okredlenia zmienne kataklizmiczne. Te klase obiektdw
dzieli sie na kilka grup, a te z kolei na podgrupy.

Nie chcemy jednak zanudzaé Czytelnikéw ,zoologia” —

*Instytut Probleméw Jadrowych
**Obserwatorium Astronomiczne, Wydzial Fizyki,
Uniwersytet Warszawski

Agnieszka MAJCZYNA*, Mirostaw NALEZYTY**

do$¢ powiedzieé, ze najwazniejszymi grupami zmiennych
kataklizmicznych sg nowe klasyczne, nowe powrotne,
nowe karlowate, gwiazdy nowopodobne i gwiazdy
symbiotyczne. Wspélna cecha tych wszystkich obiektow
jest to, ze sa to uklady podwdjne zlozone z bialego
karta i gwiazdy w réznym stadium zaawansowania
ewolucyjnego. W ukladach tych ma miejsce przeptyw
masy na bialego karta i, jedli jego pole magnetyczne

nie jest zbyt silne, materia ta tworzy dysk akrecyjny,
za posrednictwem ktoérego ostatecznie opada na
powierzchnie biatego karta. W zaleznosci od masy
bialego karta, sily jego pola magnetycznego, masy

i stopnia zaawansowania ewolucyjnego towarzysza,
separacji sktadnikéw, czy tempa akrecji materii przez
biatego karta, maja miejsce rézne procesy i zjawiska,
ktore powoduja tak duza réznorodnos$é grup obiektéw
poséréd zmiennych kataklizmicznych.

Najbardziej i najwczesniej znana grupa bylty nowe
klasyczne. Prawdopodobnie nazwy ,nowe klasyczne”
uzyt Boris Petrovich Gerasimovi¢ w 1934 roku, takze
Cecilia Payne-Gaposchkin w 1954 roku w swym
artykule uzywala tej nazwy, ale dopiero po publikacji
Briana Warnera w 1972 roku okreslenie to weszlo

do powszechnego uzytku, przynajmniej wsrod
astronoméw. Wybuchy nowych klasycznych sg niezwykle
widowiskowe, gdyz obiekt moze pojasnie¢ nawet

o 10-15 magnitudo w ciagu zaledwie kilku dni. Nalezy
podkresli¢ silny zwiazek migdzy nowymi klasycznymi
a nowymi powrotnymi. Gwiazda jest nowa klasyczna
tylko do czasu, gdy nie zaobserwuje si¢ kolejnego
wybuchu, wowczas staje sie nowa powrotna. W mysl
niektérych teorii wszystkie nowe klasyczne sa powrotne,
tylko z tak dlugim okresem pomiedzy wybuchami, ze
nie udalo nam sie jeszcze zaobserwowacé tego kolejnego
wybuchu. Jaki mechanizm powoduje, ze gwiazda
jasnieje nawet milion razy? Odpowiedz kryje sie

w tym, co zostalo juz wczesniej powiedziane: w akrecji
materii bogate] w woddr z towarzysza na masywnego
bialego karta.

Tu, by¢ moze, nalezy uczynié¢ krociutka dygresje na
temat masy bialego karta. Podobnie jak wszystkie inne
gwiazdy, nie moze mie¢ dowolnie duzej masy. Z tym
jednak zastrzezeniem, ze o ile ,normalne” gwiazdy
moga mie¢ maksymalnie mase okoto 100M, (tutaj Mg
jest masa Stonica réwna ~ 2 - 1030 kg), to biaty karzet
ma mase maksymalna, zwana masa Chandrasekhara,
zaledwie okolo 1,44M . Tak wiec méwiac o masywnym
bialym karle mamy na my$li biatego karta o masie
pomiedzy ~ 1,3Ms a ~ 1,44 M.

Tloé¢ materii, jaka opada na bialego karla, jest rzedu
10%° kg/rok, czyli 107190, /rok. Materia gromadzi sie
na powierzchni, tworzac coraz grubsza otoczke zasilana
coraz nowa porcja materii. W najglebszej warstwie

u podstawy tej otoczki na skutek Sciskania przez lezaca
powyzej materie systematycznie wzrastaja ciSnienie

i temperatura. Nie wiadomo, ile doktadnie powinno sie



zgromadzi¢ materii, bo prace teoretyczne nie daja
jednoznacznych wynikéw. Dosé powiedzieé, ze gdy
temperatura u podstawy otoczki osiagnie wartosc¢

okolo 10® K, nastepuje zapalenie sic wodoru, czyli
uruchomienie reakcji syntezy wodoru w hel przy udziale
wegla (C), azotu (N) i tlenu (O) w roli katalizatoréw.

O takim przebiegu reakcji syntezy termojadrowe;j
astronomowie mowia, ze jest to palenie wodoru przez
cykl CNO. Efektem tego palenia wodoru jest wydzielenie
duzych ilosci energii, a wiec znaczne podgrzanie
atmosfery gwiazdy. W takiej sytuacji nastepuje
odrzucenie otoczki z predkosciami materii dochodzacymi
nawet do 1000 km/s. Materia przetworzona w reakcjach
termojadrowych, a wigc wzbogacona o cigzsze pierwiastki,
jest wyrzucana w przestrzen okotogwiazdowa, co

w znacznym stopniu wplywa na sktad chemiczny materii
miedzygwiazdowej, z ktérej powstanie nastepne pokolenie
gwiazd. Tego rodzaju proces musi by¢ uwzgledniany

w badaniu ewolucji sktadu chemicznego Wszech$wiata
jako calosci czy tez naszej Galaktyki. W trakcie wybuchu
nowej klasycznej ma miejsce epizod tworzenia sie pytu,
ale proces ten jest stabo poznany, choé pyt jest tatwo
obserwowalny w podczerwonych widmach nowych.

W widmach tych obserwuje si¢ takze linie widmowe
wegla, weglowodoréw czy zwiazkéw krzemu. Na zdjeciach
szybciej lub wolniej gasnacy bialy karzel otoczony jest
ekspandujaca otoczka wyrzuconej materii. Nastepnie

w ciagu miesiecy czy lat obiekt ten gasnie, by w koncu
osiagnac jasno$¢ obserwowang przed wybuchem. Wazna
i intensywnie badang cecha nowych klasycznych jest
korelacja jasnoéci absolutnej z tempem spadku jasnosci.
Jesli bytaby obarczona malym rozrzutem, wéwczas
mozna by wykorzystaé te gwiazdy do wyznaczania za
ich pomocg odlegltoéci we Wszechéwiecie. Pomijajac
bezposrednig metode, jaka jest wyznaczenie paralaksy,
odleglo$é mozna wyznaczy¢ z formuly nazywanej
modutem odleglosci:

m— M =5logr —5+ A,

gdzie: m jest obserwowana wielko$cig gwiazdowa
obiektu, M — jego absolutng wielkoscia gwiazdowa,

r — odlegloscia wyrazona w parsekach, zas

A — ekstynkcja wyrazona w magnitudo. Jasnosé
obserwowana znamy bezposrednio z obserwacji,
natomiast jasnos¢ absolutna musimy mieé¢ np. z modeli
teoretycznych czy tez, jak to sie dzieje w przypadku
Swiec standardowych, z zaleznoéci miedzy jakas

cecha obserwowana (np. okresem zmian jasnosci,

albo np. czasem, w jakim obiekt zmienia jasno$é

o okreglong warto$¢ itp.) a wlasnie jasno$cia absolutna.
Swiece standardowe s powszechnie wykorzystywane
w astronomii i wciaz poszukuje sie nowych, coraz
jasniejszych obiektow, ktérych mozna by uzywaé w tej
roli. Po wytypowaniu rodzaju obiektéw kandydujacych
do roli $wiecy standardowej nalezy obiekty te odnalezé
w gromadach kulistych czy otwartych, dla ktérych
mamy wyznaczone odlegtosci. Zakladamy, ze rozmiar
liniowy takiej gromady jest zaniedbywalnie maty

w poréwnaniu z odlegloscia do niej. Réwnoczesnie
poszukujemy empirycznej formuly, ktéra wiaze jasnosé
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absolutng z jaka$ cecha obserwowana np. w postaci
M=b+a-logP

(gdzie M — jasno$é¢ absolutna, P — okres zmian jasnosci,
a i b — wspoélezynniki). Formula taka ma zazwyczaj kilka
wsp6lezynnikéw (im mniej, tym lepiej, najczesciej dwa),
ktore nalezy wyznaczy¢ wlasnie za pomoca obiektow,

do ktorych odleglosé znamy. Astronomowie méwia

w takim przypadku o skalibrowaniu metody. Oczywiscie,
Czytelnik natychmiast zauwazy, ze w zasadzie wystarczy
mieé¢ dwa takie obiekty, by wyznaczy¢ wspotezynniki

a ib. W rzeczywistosci robi sie to dla duzo wiekszej
liczby obiektow, aby otrzymaé jak najdoktadniejsza
formute. Z kolei ekstynkcja A jest wielkoscia méwiaca
nam, o ile zmniejsza si¢ jasnos¢ obiektu na skutek
przechodzenia Swiatla przez przestrzen pomiedzy zroédlem
a obserwatorem, wypelniong gazem i pytem absorbujacym
czy rozpraszajacym S$wiatto.

Wréémy jednak do gwiazd nowych i wyznaczania za
ich pomoca odlegtosci. Ot6z, stwierdzono, ze istnieje
korelacja miedzy jasnoscia absolutnag M w maksimum
a czasem to (w dniach), w jakim nowa klasyczna
zmniejsza jasno$¢ od maksimum o 2 magnitudo.
Zaleznos¢ te mozemy wyrazi¢ w nastepujacy sposob:

M = by + as logts.

W ten sposéb jesli dla jakiejs nowej klasycznej mamy na
tyle kompletna krzywa blasku (co nie zawsze sie udaje),
by wyznaczy¢ to oraz jasnos¢ obserwowana w maksimum
blasku, mozemy wéwczas postuzyé sie powyzsza formuty
na jasno$¢ absolutna i z modutu odlegtosci wyznaczy¢
odleglosé.

Niewatpliwa zaleta uzywania wybuchéw nowych
klasycznych jako éwiec standardowych jest ich duza
jasnos$é, ktora pozwala je obserwowaé nawet w innych
galaktykach. Z kolei wada jest mala liczba zjawisk

— uwzgledniajac wszystkie zaobserwowane nowe,
otrzymujemy 26 + 4 nowe na rok. Dysponujemy

zatem zdecydowanie za mala liczba obserwowanych
zjawisk, by chociazby rozstrzygnaé, czy stuszna jest
sugestia istnienia dwu oddzielnych populacji nowych

— pochodzacych z dysku galaktycznego i zgrubienia
centralnego. Nowe wciaz nie sa uzywane do wyznaczania
odleglosci we Wszechswiecie, pomimo obiecujacych
przestanek wskazujacych, ze moga by¢ catkiem dobrymi
$wiecami standardowymi. Zapewne nalezy poczekaé

na wiecej obserwacji, ktore pozwola lepiej wyznaczyé
wspotczynniki by 1 aq, 0 ktorych byla mowa wyzej.
Tymczasem gwiazdy nowe nie sa bynajmniej niewarte
zainteresowania astronoméw, wrecz przeciwnie —
stanowia niezwykle bogate laboratorium do badania
zjawisk zwiazanych z paleniem termonuklearnym czy
proceséw zachodzacych w dyskach akrecyjnych, ktore sa
wciaz jeszcze stabo opisane teoretycznie. Tak wigc liczni
obserwatorzy, profesjonalni i amatorzy, wciaz przeczesuja
niebo w poszukiwaniu zaréwno nowych klasycznych,

jak i innych obiektow nalezacych do zmiennych
kataklizmicznych, a liczba odkrywanych obiektéw
systematycznie rosnie tak, jak nasza wiedza o nich.



Z rozwazanych mozliwosci ma miejsce
druga: liczba (\/5)‘/5 nie jest wymierna
ani nawet algebraiczna (czyli nie jest
pierwiastkiem zadnego wielomianu

o wspélczynnikach wymiernych).
Wynika to z twierdzenia udowodnionego
w 1934 roku przez Aleksandra Gelfonda
i — niezaleznie — rok pézniej przez
Theodora Schneidera:

jesli a 1 b sq liczbami algebraicznymsi
i b jest niewymierna, to a® nie jest
algebraiczna.

Jest to wynik badan nad pewng hipoteza
Eulera — informacji o niej (i pokrewnych
zagadnieniach) najlepiej poszukaé pod
hastem: VII problem Hilberta.

*Instytut Filozofii,
Uniwersytet Warszawski
**student, Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

Jaka logika jest intuicyjna?
Marek CZARNECKI™, Krzysztof KAPULKIN ™

Profesorowi Pawtowi Urzyczynowi
z podzickowaniem za wiele pieknych chwil z logikq

Poczatek XX wieku to okres szukania podstaw wiedzy matematycznej. Wsrod
wielu powstajacych wéwczas koncepcji, na czym oprze¢ matematyke (np. na
teorii mnogosci), pojawil sie réwniez poglad zwany intuicjonizmem, by wiedza
matematyczna byta calkowicie zgodna z nasza intuicja. Przedstawiciele
intuicjonizmu postulowali stosowanie w nauce jedynie pojeé, ktére dane sa nam
empirycznie, a zatem takich, co do ktérych mozemy mieé¢ pewne intuicje. Ich
sprzeciw budzily wiec miedzy innymi: pojecie aktualnej nieskonczonosci oraz
dowody niekonstruktywne.

Standardowym przykladem niekonstruktywnego rozumowania jest przedstawiony
ponizej dowod nastepujacego faktu: istnieja dwie liczby niewymierne a i b o tej
wlasnoéci, ze ab jest liczba wymierna. Méwimy mianowicie: jesli (\/5)\/5 jest
liczba wymierna, to wlaénie znalezliémy a = b = /2 spelniajace teze. Zalézmy
wiec, ze liczba (\/5)‘/§ jest liczba niewymierna, i przyjmijmy: a = (\/5)‘/§ oraz

b = /2. Wowezas

a" = ((V2)Y?)V? = (vV2)2 =2,

a zatem i w tym przypadku znalezlismy szukane liczby.

Zauwazmy jednak, ze powyzsze rozumowanie nie daje nam informacji, jakie to
liczby — nie wiemy, ktéry z przypadkow zachodzi.

Intuicjonista, nie akceptujac tego typu rozumowan, odnajduje zréodlo problemu
w klasycznej (tj. dwuwartosciowej) logice. Konsekwentny intuicjonista

musi odrzucié¢ logike w jej klasycznym ksztalcie, poniewaz okazuje si¢ ona
nieadekwatnym narzedziem do opisu dowoddéw konstruktywnych. Potrzebuje on
zatem nowej logiki — logiki prawidlowych intuicjonistycznie rozumowan.

Ponizej przedstawimy troche inne spojrzenie na rachunek zdan. Modyfikujac
znaczenie wystepujacych w nim spéjnikéw, tj. nadajac im nowsq interpretacje,
otrzymamy nowy jezyk — bardziej odpowiedni do opisu rozumowan
intuicjonistycznych. Jako pierwotne przyjmiemy pojecie konstrukcji. Mozemy
patrze¢ na konstrukcje jak na sposoby budowania nowych obiektéw. Sprobujmy
przesledzié, jak spojniki prébowali interpretowaé pierwsi intuicjoniéci — Brouwer,
Heyting i Kolmogorow. Oto te interpretacje.

Konstrukcja koniunkcji p A q to para sktadajaca sie z konstrukeji p
i konstrukeji q.

Konstrukcja alternatywy p V q to para sktadajaca sie z konstrukeji p lub
konstrukcji ¢ oraz informacji, ktora cze$¢ alternatywy zostala skonstruowana.

Konstrukcja tmplikacji p=-q to metoda, ktora kazda konstrukcje p zamienia na
konstrukcje q.

Niech | oznacza dowolne zdanie falszywe. Wowczas konstrukcja L nie istnieje.

Zauwazmy, ze pozostale znane nam spéjniki mozna tatwo otrzymac z juz
zdefiniowanych. Mianowicie, dla negacji przyjmujemy: —p = p=_1, dla
réwnowaznodci zas: p&q = (p=q) A (¢=p).

Co ciekawe (i zamierzone), przy takim spojrzeniu wiele twierdzen, ktére

znamy z logiki klasycznej, przestaje by¢ twierdzeniami. Dla przyktadu:

prawo wylgczonego $rodka p vV —p nie jest twierdzeniem logiki intuicjonistycznej.
Zwréémy uwage, ze konstrukcja alternatywy to para, ktéra oprocz konstrukeji
jednego ze zdan p, —p zawiera réwniez informacje, ktora konstrukcja

8



O G L O s Z E N 1

Centrum
Studiéw Zaawansowanych
Politechniki Warszawskiej

i

Stowarzyszenie na rzecz
Edukacji Matematycznej

zapraszaja licealistéw, nauczycieli

i wszystkich innych zainteresowanych

na

E

Wyktlady popularne z matematyki

Wojciech Guzicki

O przekgtnych wielokgtow foremnych

Adam Osekowski
Zastosowanie nieréwnosci miedzy
$rednimi w geometrii

Wiktor Bartol
Paradoksy logiczne

Czwartek, 4 III 2010,
godz. 16:30-19:30

Gmach Gléwny Politechniki
Warszawskiej,

pl. Politechniki 1,

sala 134

WSTEP WOLNY

http:/www.csz.pw.edu.pl
http:/www.sem.edu.pl

Oczywiscie, istnieje konstruktywny dowdd
twierdzenia

istniejq takie liczby a i b, ktére nie sq

wymierne, a liczba a? jest wymierna,

czyli mozna je wskazaé. To V2 i log, 9,

mamy bowiem

\/§l°g2 9 _ \/52 logz 3 _ olog23 _ g

Nalezy jeszcze wykazad, ze liczby te

nie sg wymierne. Skorzystamy w tym celu
z twierdzenia o jednoznacznym rozkladzie
liczby naturalnej na liczby pierwsze.

Dla dowolnych liczb catkowitych
dodatnich p i ¢ jest p% # 2¢2, bo

w rozkladzie na liczby pierwsze po lewej
stronie jest parzysta liczba dwdjek, a po

prawej nieparzysta. Stad

2
Pozo i 2xval
q q

Podobnie, dla dowolnych liczb
calkowitych dodatnich p i ¢ jest 2P # 329,

bo prawa strona jest nieparzysta. Zatem

oraz

p # logy 3°7 = log, 97 = glog, 9

b # log, 9.
q

zostala podana. Nie wiedzac nic wiecej o p, nie jesteSmy w stanie podac
tej informacji.

Podobnie rzecz ma si¢ z prawem podwdjnego przeczenia p<>——p. Chcac podac
konstrukcje dla takiej formuly, musimy w szczegélnosci podaé konstrukcje dla
——p=p, czyli sposéb, w jaki z dowolnej konstrukeji (p=_L)=_L wyprowadzaé
konstrukcje p. Jednak z konstrukeji (p=_1)=L nie ma mozliwosci uzyskania
konstrukeji p, poniewaz w zadnym z nastepnikoéw nie wystepuje p. Przeciwna
implikacja: p=-——p jest natomiast poprawna. Sprébujmy ja udowodnié¢: dowolna
konstrukcje p mamy zamieni¢ na konstrukcje ——p. Mamy zatem nastepujaca
sytuacje:

DANE KONSTRUKCJE: SZUKANA KONSTRUKCJA:
P (p=L)=L

Aby udowodnié¢ implikacje, musimy podaé¢ metode, ktéra kazda konstrukeje
p=>_1 zamienia na konstrukcje L. Wezmy wiec konstrukcje p=-_L:

DANE KONSTRUKCJE: SZUKANA KONSTRUKCJA:
p
p=_1 1L

Stosujemy wiec metode p=_1 do konstrukcji p, otrzymujac konstrukcje L, co
konczy dowdd.

Cho¢ zdanie p<——p nie jest twierdzeniem logiki intuicjonistycznej, to zdanie
—p&——p juz tak. Aby udowodnié rownowazno$é, nalezy udowodnié implikacje
w obie strony. Implikacja —p=-———p jest poprawna, poniewaz przyjmujac

q = —p, dostajemy g=——¢q, co udowodniliémy w poprzednim akapicie.
Udowodnimy teraz —=——p=-—p.

DANE KONSTRUKCJE: SZUKANA KONSTRUKCJA:
(p=L)=L1L)=1 p=_L

Korzystamy z definicji konstrukeji implikacji:

DANE KONSTRUKCJE: SZUKANA KONSTRUKCJA:
(p=L)=1L)=1
P 1

Majac ((p=L)=1)=_1, do otrzymania konstrukcji | wystarczy znalez¢
konstrukcje (p=1)=1:

DANE KONSTRUKCJE: SZUKANA KONSTRUKCJA:
(p=L)=L1)=1
P (p=L1)=1

Korzystajac ponownie z definicji implikacji, otrzymujemy:

DANE KONSTRUKCJE: SZUKANA KONSTRUKCJA:
(p=L)=1)=1

p

p=_1 1L

Ale teraz wystarczy zastosowaé¢ metode p=-_1 do p, poniewaz obie te konstrukcje
mamy dane. Dowdd zostal zakonczony.

Kto$ moglby zapytaé, dlaczego tak dziwna logika przetrwala do naszych

czasow. Miara logiki, jak kazdej teorii matematycznej, jest jej zastosowanie

do opisu pewnej rzeczywistosci. Okazuje si¢ mianowicie, ze istnieje $cista
odpowiednio$¢ miedzy dowodami w naszkicowanym powyzej rachunku zdan

a programami komputerowymi pisanymi w dowolnym jezyku funkcyjnym (Scislej:
termami A-rachunku). Dowolny term A-rachunku odpowiada dowodowi pewnej
formutly w logice intuicjonistycznej, kazdy zas dowdéd ma swéj odpowiednik
wsrod A-terméw. Powyzsza odpowiednio$é znana jest jako izomorfizm
Curry’eqgo—Howarda, ale to juz temat na inna opowiesc.
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Latwo zauwazyé, ze gdyby prébowad
rozwiazaé¢ problem kapeluszy, analizujac
wszystkie mozliwe strategie, to ztozonosé
obliczeniowa tego zagadnienia spowoduje,
iz juz dla wcale nie tak duzych liczb

n i g (liczba o0séb i liczba koloréw,
odpowiednio), problem nie zostanie
rozwiazany przez komputer w zadnym
rozsgdnym czasie.

*Wydzial Fizyki Technicznej
i Matematyki Stosowanej,
Politechnika Gdanska

Problem kapeluszy Marcin KRZYWKOWSKI®

Rozwazmy nastepujacy problem, zwany problemem kapeluszy (ang. hat
problem). Do pokoju wchodzi n oséb i kazdej z nich losowo zostaje nalozony
niebieski lub czerwony kapelusz. Kazdy widzi kapelusze pozostatych osob, ale

nie widzi swojego. Zadna komunikacja nie jest dozwolona, z wyjatkiem ustalenia
strategii przed rozpoczeciem gry. Po spojrzeniu na kapelusze pozostatych kazdy
gracz zgaduje, jaki kolor ma jego kapelusz, lub rezygnuje z préby zgadniecia.
Odpowiedzi sa udzielane w taki sposéb, ze pozostali gracze ich nie stysza oraz
nie dowiaduja sie, czy odpowiadajacy probowal zgadnaé, czy zrezygnowal i czy
odpowiedz byta poprawna. Uczestnicy graja cala druzyna, ktora wygrywa, jezeli
co najmniej jedna osoba poprawnie odgadnie kolor swojego kapelusza i nikt inny
nie poda blednej odpowiedzi. W przeciwnym przypadku druzyna przegrywa.
Problem kapeluszy z siedmioma osobami zostal sformutowany przez Todda Eberta
w jego rozprawie doktorskiej [1] i nazwany tam ,problemem siedmiu wieZniéw”.
Noga Alon [2] podal ograniczenie dolne na szanse sukcesu dla uogdlnionego problemu
kapeluszy z n osobami i ¢ kolorami. Po konferencji w Nowym Orleanie, dzigki
ktorej problem kapeluszy zdobyl zainteresowanie matematykéw, a takze mediow,
w artykule w The New York Times [3] przedstawiono problem kapeluszy z trzema
osobami i jego zwiazek z teorig kodéw Hamminga. Problem kapeluszy ma powiazania
z wieloma zagadnieniami informatycznymi i matematycznymi, na przyktad

z programowaniem liniowym, programowaniem genetycznym, aproksymacja
funkcji boolowskich oraz autoredukowalnoscia ciagéw losowych, a takze znajduje
zastosowania w innych dziedzinach nauki, miedzy innymi w biologii i ekonomii.

Problemem tym zainteresowalem sie, czytajac artykul w Delcie (zob. [4]). W tym
artykule problem kapeluszy zostal przedstawiony w kontekscie kodéw Hamminga
i tzw. kodéw wykrywajacych bledy, dzigki ktérym mozemy, na przyktad, korzystaé
z plyty CD pomimo zarysowan. W kolejnym artykule dotyczacym tego zagadnienia
(zob. [5]) przedstawiono pewne modyfikacje problemu wraz z rozwiazaniami. Autor
zachecal réwniez czytelnikow do zmierzenia si¢ z problemem kapeluszy z trzema

kolorami i n osobami. Najprostszy przypadek, czyli zadanie z trzema osobami

i trzema kolorami, rozwiazujemy w niniejszym artykule. Jak dotad, nie jest znane
rozwigzanie problemu dla zadnej liczby n > 3 0séb przy trzech kolorach kapeluszy.

Rozpatrujemy problem kapeluszy z trzema osobami (Alicja, Bartek i Marek)
i trzema kolorami (czerwony, niebieski i zielony). Podamy strategie dla tego
problemu i udowodnimy, zZe jest ona optymalna.

Strategia. Alicja, Bartek i Marek postepuja nastepujaco.

Alicja: jesli Alicja widzi, ze Bartek i Marek maja kapelusze réznych koloréw,
to stwierdza, ze ma kapelusz takiego koloru jak Marek. Jesli zas Bartek i Marek
maja kapelusze tego samego koloru, to rezygnuje z odpowiedzi.

Bartek: jesli Bartek widzi, ze Alicja i Marek maja kapelusze réznych koloréw,
to stwierdza, ze ma kapelusz takiego koloru jak Marek. Jesli zas Alicja i Marek
maja kapelusze tego samego koloru, to rezygnuje z odpowiedzi.

Marek: jesli Marek widzi, ze Alicja i Bartek maja kapelusze tego samego
koloru, to stwierdza, ze ma kapelusz takiego koloru jak oni. Jesli zas Alicja

i Bartek maja kapelusze réznych koloréw, to rezygnuje z odpowiedzi.

Udowodnimy, ze powyzsza strategia jest optymalna, czyli nie istnieje zadna
lepsza strategia (deterministyczna).

W naszych rozwazaniach przez przypadek rozumiemy konkretny uktad kapeluszy
na glowach graczy. W badanym przez nas problemie kapeluszy z trzema osobami
i trzema kolorami jest 3% = 27 mozliwych przypadkéw. Przez sytuacje, ktora
widzi dana osoba, rozumiemy uktad kapeluszy na glowach wszystkich oséb poza
ta jedna. W rozwiagzywanym przez nas problemie kazdy widzi jedng z 32 = 9
mozliwych sytuacji.

Twierdzenie. Powyzsza strategia jest optymalna dla problemu kapeluszy

z trzema osobami i trzema kolorami.

Dowad. Nasza strategie tatwo przedstawi¢ za pomoca tabeli. Ponizej podaliSmy
kilka przykladowych wierszy tabeli dla naszej strategii. Zachecamy do
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samodzielnego wypisania dalszych wierszy, co ulatwi analize dowodu. W ponizszej
tabeli przez c, n i z oznaczamy odpowiednio kolor czerwony, niebieski i zielony.
Znak ,+” oznacza poprawng odpowiedz lub sukces, znak ,—” oznacza bledng
odpowiedz lub porazke, a puste pole oznacza rezygnacje z odpowiedzi. Po utworzeniu
calej tabelki dowiadujemy sie, ze druzyna wygrywa w 15 spoéréd 27 przypadkéow.

Kolor kapelusza Odpowiedz Efekt
Alicji | Bartka | Marka | Alicji | Bartka | Marka
¢ c ¢ + +
c ¢ n — — - —
c n C + +
Z (¢} n — —
d n Z — — —

Przypuéémy teraz, ze istnieje lepsza strategia, za pomoca ktorej druzyna wygrywa
w wiecej niz 15 przypadkach, czyli przegrywa w mniej niz 12 przypadkach.

WezZzmy dowolna sytuacje widziana przez osobe X, wybrana dowolnie z tréjki
graczy. Udzielona odpowiedz zalezy tylko od sytuacji — jest taka sama we
wszystkich przypadkach odpowiadajacych tej sytuacji. Wobec tego w dwéch
z trzech przypadkéw odpowiadajacych ustalonej sytuacji odpowiedZ osoby X
jest bledna, a w jednym jest poprawna. Czyli kazda osoba moze udzieli¢
odpowiedzi na pytanie o kolor swojego kapelusza w co najwyzej 5 sytuacjach,
bo jesli ktos odpowiada w co najmniej 6 sytuacjach, to druzyna przegrywa

w co najmniej 12 przypadkach, czyli strategia nie jest lepsza od naszej.

Skoro mamy trzy osoby, a kazda z nich udziela odpowiedzi na pytanie

o kolor swojego kapelusza w co najwyzej pieciu sytuacjach, a kazda z tych
odpowiedzi jest poprawna w doktadnie jednym przypadku, to druzyna wygrywa
w co najwyzej 15 przypadkach. Jest to sprzeczne z zatozeniem, ze stosujac
rozpatrywang strategie, druzyna wygrywa w wiecej niz 15 przypadkach. O

Czytelnikéw serdecznie zachgcamy do préb rozwiazania poki co nierozwiazanego
problemu kapeluszy z czterema osobami i trzema kolorami.

m Zadania

v

A

Redaguje Waldemar POMPE

M 1267. Na tablicy zapisano liczby 1 i 2. Jesli na tablicy znajduja sie juz
liczby m i n, to mozna do nich dopisa¢ liczbe mn + m + n. Wykazaé, ze na
tablicy moga wystapi¢ jedynie liczby postaci 2% - 3° — 1, gdzie a, b sa liczbami
calkowitymi nieujemnymi.

Rozwigzanie na str. 2

M 1268. Dany jest okrag o. Przez punkt P lezacy na zewnatrz tego okregu
poprowadzono proste styczne do okregu o w punktach A i B (rysunek). Prosta
przechodzaca przez punkt P przecina okrag o w punktach C'i D. Prosta
przechodzaca przez punkt B irownolegta do prostej C'D przecina okrag o w punktach
B i E. Udowodnié, ze prosta AFE przechodzi przez $rodek odcinka C'D.
Rozwiazanie na str. 24

M 1269. Dowiesé, ze nie istnieje liczba catkowita dodatnia n, dla ktoérej liczby
2n2 + 1, 3n? + 1 oraz 6n% + 1 sa kwadratami liczb catkowitych.
Rozwiazanie na str. 22

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 757. Ile razy zmieni sie oSwietlenie obrazu Stonca, otrzymanego za pomoca
plasko-wypuklej soczewki, jesli rozetniemy soczewke wzdluz $rednicy i ztozymy
plaskimi stronami?

Rozwiazanie na str. 24

F 758. Ile razy mniejsze jest o$wietlenie w nocy w czasie pelni od oswietlenia
w potudnie? W obu przypadkach niebo jest bezchmurne, a wysokosé Ksiezyca

i Stonca nad horyzontem jest taka sama. Zalozy¢, ze wspolczynnik rozpraszania
powierzchni Ksiezyca wynosi a = 0,1.

Rozwiazanie na str. 2
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Mota delld

Czlowiek stereometryczny

Nietatwo jest narysowaé posta¢ ludzka, jednak odszukanie w niej pewnych
figur geometrycznych ulatwi nam to zadanie. Sprébujmy odnalezé kilka
takich ksztaltéw, ktore pomoga nam ,stworzy¢” czlowieka.

Zacznijmy od glowy, naszego centrum dowodzenia. Na rysunku
zaznaczono kopule czaszki jako czasze kuli (rys. 1) oraz zuchwe jako
warstwe kuli (rys. 2). Przygladajac sie glebiej rysunkom, widzimy, ze

nos jest graniastostupem prostym o podstawie trojkata prostokatnego
(rys. 3), a szyja to walec (rys. 4). Dzieki tym kilku spostrzezeniom mamy
juz ogdlny zarys gtowy.

Rys. 1
Przejdzmy teraz do korpusu. W podobny sposéb przeanalizujmy jego
budowe. Ot6z plecy gérne sg potowa beczki, ktora przechodzi w dwa
prostopadlosciany, a biodra sg ostrostupem Scietym.

Z kolei bark i biceps to kule (u kulturystéw bardzo widoczne).
Przedramie w pewnym przyblizeniu jest stozkiem Scigtym.

,v
e K
&=

i W podobny sposéb mozna opisa¢ cale ludzkie ciato, jednak... no wtasnie,
A 1 na poczatku byla mowa o rysowaniu postaci, lecz nie kazdy ma
zdolnoéci plastyczne. Czy mozna zdobyta wiedze zastosowaé nie tylko
do szkicowania postaci ludzkich? Przeciez kazda z wymienionych tu bryt
ma swojg objeto$¢, inna u kazdego czlowieka, ale dajaca sie precyzyjnie
obliczy¢ wedlug powszechnie znanych wzoréw. Bedziemy dodawac,
mnozy¢, potegowaé, by odkryé prawde: skad bierze sie masa, gdzie kryja
sie nasze kilogramy? Aby tego dokonaé, potrzebujemy przeprowadzié
pewne pomiary. Na przyktad, w celu obliczenia objetosci czaszy kuli
potrzebny nam bedzie obwdd glowy na wysokosci oczu, dzigki ktéremu
obliczymy promien kuli R, obwod glowy na wysokosci ust, dajacy
promien podstawy czaszy kuli r (patrz rys. 1). Stosujac twierdzenie
Pitagorasa, mozemy obliczy¢ wysokos$¢ czaszy kuli:

Rys. 3 h=R+R>—r2,

Wystarczy teraz otrzymane dane podstawi¢ do wzoru na objetos¢ czaszy

kuli,
hr?  h3
V= “(T * ?)’

by obliczy¢ fundamentalna czesé objetoséci naszej gtowy. Patrzac na
rysunki 2, 3 i 4, widzimy, jakie wymiary potrzebne sa do obliczenia
objetosci pozostatych elementéw naszej glowy. Zachecamy wytrwalych
Czytelnikéw do przeprowadzenia podobnych eksperymentéw, jakim
poddat sie piszacy ten artykul. A oto wyniki obliczen:

- Vy =3250 cm?®, V4 = 35200 cm?®,  V, = 23600 cm?®,
Rys. 4 V. = 6650 cm?®, V= 3000 cm?,

Rys. 2
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Rys. 6

*Uczen VIII LO
im. Marii Sktodowskiej-Curie
w Katowicach

gdzie: V; — objeto$¢ gtowy, Vi — objetos¢ korpusu, V;, — objetos¢ nég,
V: — objetosé rak, Vi — objeto$¢ stép. Suma tych wielkosci daje
71700 cm?.

Poniewaz obliczenia obarczone sa pewnym bledem (nie uwzgledniono
uszu, objeto$é¢ dloni byta uwzgledniona w przyblizeniu z niedomiarem),
zatem do otrzymanego wyniku dodajemy 300 cm3. Otrzymana wartos$é to
72000 cm?.

Co dalej mozemy zrobié z tak obliczona objetoscia? Mozna obliczy¢ mase
ciata, stosujac wzor:
m=V. 0,
gdzie m oznacza mase, V — objetosé, o — gestosé ciata ludzkiego.
Poniewaz cialo ludzkie w wiekszosci sktada sie z wody, zatem przyjmiemy
gestodé taka, jak gesto$é wody w temperaturze ok. 36°-37°C, czyli
0,995 g/cm3. Masa ciala autora artykulu, obliczona wedlug podanego
WZOr'u, Wynosi:
m = 72000 - 0,995 = 71640 {cm3 5= }
cm
Po zaokragleniu otrzymujemy wynik 72 kg. Jest to wartosé zblizona do
tej, ktora wskazuje waga tazienkowa autora.

Na koniec poréwnajmy rezultat z siatka centylowa. Czym jest siatka
centylowa? Jest jedng z obiektywnych metod oceny rozwoju fizycznego
dzieci i mtodziezy. Najczesciej oceniane sa: przebieg wzrostu, przyboru
masy cialta, przyrostu obwodu glowy. Strzatks zaznaczono $rednie,
krajowe wartoéci, dla chlopcéw w wieku 18 lat. Autor jest uczniem klasy
trzeciej liceum, zatem miesci sie w przedstawionym przedziale wiekowym,
a obliczenia pokazuja, ze rowniez jego waga jest w normie.

Siatka centylowa masy ciata chiopcow

Powyzsze rozwazania byly czescia pracy napisanej na XXVI Ogdlnopolski
Sejmik Matematykéw. Stanowity doskonaty zabawe dla samego autora

i jego kolegéw, ale moga staé sie takze inspiracja do wzbogacenia lekcji
stereometrii, a moze réwniez lekcji rysunku.

Malq Delte przygotowal Adam SMIAELKOWSKI®
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FIZYCZNE

Fot. 1. Wykorzystanie elastycznej kuli
wodnej do badania zjawiska rezonansu
mechanicznego.

Doswiadczenia z elastyczng
kulag wodng (czesé 3)
Stanistaw BEDNAREK

Opisana w dwoch poprzednich odcinkach tego kacika elastyczna kule wodna
mozemy wykorzystaé¢ réwniez do badania ruchu drgajacego oraz mechaniki
cieczy.

Pierwsze z dzisiejszych doswiadczen dotyczy rezonansu mechanicznego.
Trzymamy zabawke palcami jednej reki za uchwyt, tak by tasma i kula
zwisaly pionowo. W pewnej chwili zaczynamy wykonywa¢ reka ruchy
posuwisto-zwrotne w kierunku pionowym (fot. 1). Widzimy, iz kula réwniez
rozpoczyna wykonywanie ruchéw drgajacych w tym kierunku. Staramy sie
zaobserwowaé, jaka jest amplituda tych drgan. Zmieniamy czestotliwos¢
ruchéw reki i obserwujemy wplyw tych zmian na amplitude drgan kuli.
Okazuje sie, ze amplituda ta jest najwieksza dla pewnej charakterystycznej
czestotliwodei ruchow reki. W tej sytuacji kula znajduje sie¢ w stanie rezonansu
mechanicznego.

W drugim doswiadczeniu wytworzymy fale stojaca. W tym celu uchwyt
zabawki zaczepiamy o jakis staly punkt. Moze to by¢ np. klamka przy
drzwiach, wieszak do ubran lub statyw, mozna tez poprosi¢ o przytrzymanie
tasmy inng osobe. Kule chwytamy jedna reka i odsuwamy od uchwytu,

tak zeby tasma byta lekko naciagnieta i zajmowala pozycje pozioma.
Palcem drugiej reki naciskamy na taséme w kierunku pionowym i puszczamy
ja swobodnie. Zauwazamy, ze w naprezonej tasmie wzbudza sie fala

stojaca. Strzaltka tej fali znajduje si¢ w potowie dlugosci tasmy, a wezty
wypadaja na jej koficach — przy uchwycie oraz przy kuli (fot. 2).
Charakterystyczna cecha tak wytworzonej fali stojacej jest to, ze wzbudza
sie podstawowy mod drgan, czyli drgania o najnizszej czestotliwosci.
Zmieniajac site naprezajaca tasme i wzbudzajac w niej kolejne fale, mozemy
zaobserwowac, ze czestotliwosé drgan wzrasta wraz ze zwickszaniem sity
naprezajacej. Zwiekszenie czestotliwoéci mozemy stwierdzi¢, widzac wigksze
rozmycie obrazu drgajacej tasmy.

W trzecim dodwiadczeniu zobaczymy, jak zmieniaja

si¢ wymiary poprzeczne ciala sprezystego, poddanego
rozciaganiu. Jest faktem powszechnie znanym, ze
przylozenie sity rozciagajacej do ciata sprezystego
powoduje jego wydluzenie. Spowodowane przez te

sile wydluzenie jest tym wigksze, im wigksza jest
wartosé przylozonej sity. Znacznie mniej znanym faktem
jest zmiana poprzecznych rozmiaréw rozciaganego

ciala. Z tym faktem mozemy zapoznaé sie, wykonujac

Fot. 2. Wytwarzanie fali stojacej przy uzyciu elastycznej kuli wodnej. nast@puj@ce do$wiadczenie. Chwytamy palcami jednej I‘Qki

koniec tasmy w poblizu uchwytu, a przeciwlegly koniec
ujmujemy w poblizu kuli
palcami drugiej reki.
Ustawiamy dlonie na
jednakowej wysokosci

i rozsuwamy je nieco,

tak zeby tasma przyjeta
\ [ kierunek poziomy, ale

! nie byta rozciagnieta.
Obserwujemy grubosé
tasmy. Nastepnie

rozsuwamy powoli dlonie
coraz bardziej, obserwujac

- przez caly czas grubosé

Fot. 3. Uwidocznienie przewezenia ciata sprezystego podczas rozciggania przy uzyciu elastycznej kuli wodnej. taémy. Stwierdzamy, ze
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Fot. 4. Sprawdzanie prawa Pascala przy
uzyciu elastycznej kuli wodnej.

Fot. 5. Inny sposéb wykorzystania
elastycznej kuli wodnej do sprawdzania
prawa Pascala.

wraz ze wzrostem wydhuzenia tasmy jej grubosé maleje. Poniewaz tasma jest
bardzo rozciagliwa, mozemy bez obawy rozerwania zwiekszy¢ jej dlugoéé nawet
34 razy i bezpoérednio zaobserwowaé bardzo wyrazne przewezenie tasmy

(fot. 3).

Elastyczna kule wodna mozemy wykorzysta¢ réwniez do dodwiadczen

z mechaniki cieczy. Pierwsze z nich bedzie dotyczylo prawa Pascala. Elastyczna
kule zabawki kladziemy na ptaskiej, poziomej powierzchni, np. na stole.

Na kule od gory nakladamy monete jednozlotowa lub inny krazek o podobnych
rozmiarach. Naciskamy palcem na monete i obserwujemy ksztalt kuli (fot. 4).
Zauwazmy, ze kula ulega jednakowemu odksztalceniu we wszystkich kierunkach.
Takie zachowanie sig¢ kuli jest ilustracja prawa Pascala méwiacego, ze

ci$nienie zewnetrzne, wywierane na ciecz lub gaz (ogdlnie méwi sie — plyn)
rozchodzi sie w nim we wszystkich kierunkach jednakowo i jest prostopadle

do powierzchni ptynu. Zamiast wywiera¢ nacisk na kule przez monete,

mozemy naciska¢ na nia bezpoérednio palcem. Wéwcezas kula przyjmie

ksztalt toroidu (fot. 5). Do$wiadczenie ilustrujace prawo Pascala mozemy
przeprowadzi¢ w jeszcze inny, moze bardziej efektowny sposéb. Obejmujemy
kule od dotu kciukiem i palcem wskazujacym jednej dloni, tak zeby dolna

czedé kuli znalazla sie miedzy tymi palcami. Nastepnie powoli zaciskamy

oba palce az do maksymalnego zblizenia. Widzimy, ze ponad zacisnietymi
palcami tworzy si¢ mniejsza kula, co réwniez wskazuje na rozchodzenie si¢

w plynie ci$nienia jednakowo we wszystkich kierunkach i prostopadle do jego
powierzchni (fot. 6).

W ostatnim do$wiadczeniu zapoznamy sie z ruchami burzliwymi
(turbulentnymi) w cieczy. Kule zabawki obejmujemy zgietymi czterema

palcami jednej reki i zgietym kciukiem, tak zeby ponad palce wystawala

okoto potowa kuli (fot. 7). Tasma i uchwyt zabawki powinny przy tym
swobodnie zwisa¢. Nastepnie szybko zaciskamy palce, zgniatajac elastyczna kule.
Widzimy, ze powyzej zacisnietych palcow tworzy sie¢ uwypuklenie o przewezonej
i przezroczystej $ciance z rozsunietymi kolcami (fot. 8). Wewnatrz tego
uwypuklenia widoczna jest woda z poruszajacymi sie ruchem wirowym biatymi
ktaczkami. Klaczki te pokazuja turbulentny ruch wody, spowodowany naglym
zacisnieciem kuli wprowadzajacym zaburzenie.

Konczac opisy doswiadczen z elastyczna kulg wodna, nie sposob oprzeé sie
refleksji nad szerokimi mozliwosciami jej wykorzystania do przeprowadzania
interesujacych eksperymentéw z réznych dziatéw fizyki. Opisane doswiadczenia
najprawdopodobniej nie wyczerpuja wszystkich mozliwoéci wykorzystania

tej bardzo prostej, taniej i tatwo dostepnej zabawki. Pomystowy Czytelnik
zapewne wymysli jeszcze jaki$ nowy, ciekawy eksperyment. A moze

znajdzie jeszcze jakie$ inne zabawki, ktére okaza si¢ w podobnym stopniu
uniwersalne i przydatne do przeprowadzania interesujacych do$wiadczen
fizycznych?

Fot. 6. Sposéb zacis$nigcia elastycznej
kuli wodnej do sprawdzania prawa
Pascala.

Fot. 7. Sposéb uchwycenia elastycznej Fot. 8. Ruch turbulentny cieczy
kuli wodnej w celu uwidocznienia ruchu w elastycznej kuli wodnej.
turbulentnego cieczy.
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Informatyczny kacik olimpijski (27): Regiony

Tym razem wezmiemy pod lupe zadanie Regions z Miedzynarodowej Olimpiady
Informatycznej 2009.

Mamy N pracownikéw pochodzacych z R regionéw (kazdy z dokladnie jednego).
Kazdy pracownik, poza pierwszym, ma swojego bezposredniego przelozonego;
zaleznosci te nie tworza, oczywiscie, cykli. Méwimy, ze A jest przetozonym B, jesli
A jest bezposrednim przelozonym B lub, rekurencyjnie, gdy A jest przelozonym
bezposredniego przetozonego B. Znamy hierarchie pracownikéw oraz wiemy, skad
ktéry pracownik pochodzi. Cheemy odpowiadadé, dla réznych rp i ro, na zapytania

Problem nie wydaje sie latwy, warto wiec zaczaé od
najprostszych poprawnych rozwiazan. Zauwazmy,

ze hierarchia pracownikow ma strukture drzewa.
Mozemy zatem na kazde zapytanie odpowiedzied,
wykonujac przeszukiwanie tegoz drzewa, w ktorym
zliczamy pracownikéw z regionu r1 na $ciezce z korzenia
do aktualnego wierzchotka, i zsumowaé te wartosci

z wierzchotkéw bedacych pracownikami z ro. Daje to
rozwiazanie w czasie O(Q - N).

Postepujac jak wyzej, dla wiekszosci zapytan
niepotrzebnie przegladamy cale drzewo, gdy tymczasem
istotne wierzcholki (te z regionéw rq i ry) stanowia tylko
niewielka jego czesé. Aby temu zaradzi¢, znajdziemy
sposob na szybkie sprawdzanie, czy jeden pracownik
jest przetozonym drugiego. W terminach drzew chodzi
o sprawdzenie, czy dany wierzcholek jest przodkiem
innego wierzchotka. OdpowiedZ na to pytanie przynosi
algorytm przeszukiwania w glab (DFS). Jak opisano

w ksiazce T. Cormena, C. Leisersona, R. Rivesta

i C. Steina Wprowadzenie do algorytmoéw, wystarczy

w tym celu obliczy¢ czasy wejscia (d) oraz wyjscia (f)
dla poszczegdlnych wierzchotkow w przeszukiwaniu

— wowczas wierzchotek u jest przodkiem v, jezeli

[du, fu] D [dv, fo] (a kazde dwa przedzialy tej postaci

sa albo roztaczne, albo jeden jest zawarty w drugim).
Jedli teraz dla kazdego regionu zapamietamy na wstepie
liste pracownikow, ktorzy z niego pochodza, otrzymamy
rozwiazanie o ztozonosci O(N + Q - M?), przy czym M
jest maksymalng liczba pracownikéw z jednego regionu.
Celowo wprowadziliSmy takie oznaczenie, mimo ze

poki co wiemy jedynie, ze M < N.

Aby jeszcze zmniejszy¢ czas odpowiedzi na pojedyncze
zapytanie, mozemy z pracownikow z regiondow ry i 7o
zbudowaé w czasie O(M) nowe drzewo (zawierajace
tylko tych pracownikéw), w ktérym zaleznosci bycia
przelozonym pozostang niezmienione w stosunku do
oryginalnego drzewa (moze zaistnie¢ potrzeba dodania
sztucznego korzenia). W tym celu zaczynamy od
scalenia list pracownikéw (przedzialéow [d,, f,]) obu
regionéw uporzadkowanych wzgledem d,. Nastepnie
zauwazamy, ze rodzicem pracownika [d,, f,] w nowym
drzewie bedzie najblizszy mu element wystepujacy na
scalonej liscie przed nim, ktorego wartosé f jest wieksza
niz f,. W ten sposob sprowadziliémy problem budowy
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postaci: ,ile jest par pracownikdéw ey, es, takich ze e; pochodzi z regionu rq,

eo pochodzi z regionu 19 oraz e; jest przelozonym es?”. Pytan takich zostanie
nam zadanych @. Dla porzadku nalezy dodaé, ze przedstawione w tresci zadania
gorne ograniczenia na wartosci N, R i ) byly tego samego rzedu.

drzewa do klasycznego problemu typu ,najblizszy
wiekszy polozony z lewej”, ktory mozna rozwiazac

w czasie liniowym na wiele sposobéw (np. za pomoca
stosu). Z kolei w nowym drzewie wiemy juz, jak
rozwiazaé¢ nasz problem w czasie O(M). Otrzymalismy
zatem rozwiazanie o zlozonosci czasowej O(N + Q - M).

Ten algorytm dziata szybko, gdy M jest male, tzn. gdy
regiony sg male. Zastanéwmy sie wiec, co dzieje sig,

gdy sa one duze (nie ma ich wéwczas zbyt wiele, bo
przeciez suma ich rozmiaréw to N). W takim przypadku
najlepszym pomystem wydaje si¢ wstepne obliczenie
wszystkich R? wynikéw i zapamietanie ich. Dla kazdego
regionu 71 wystarczy jedno przeszukiwanie calego drzewa,
aby ustali¢ wyniki dla wszystkich mozliwych ro (znéw
przeszukujemy drzewo, pamietajac w kazdym wierzchotku
liczbe pracownikéw z r1 na Sciezce z korzenia, i w kazdym
wierzchotku uaktualniamy wynik catkowity dla jego
regionu). Takie rozwiazanie ma zlozono$é czasowa

O(R- N + Q) i zuzywa O(N + R?) pamieci.

Uzyskalismy dwa rozwiazania radzace sobie dobrze

w réznych skrajnych przypadkach. Teraz chcieliby$my
je potaczy¢ w jedno, dzialajace szybko dla kazdych
danych. W tym celu ustalmy pewng granice rozmiaru
regionu, . Jedli oba regiony z danego zapytania

maja rozmiar nie wiekszy niz x, uzywamy pierwszego
algorytmu. Jesli za$ ktory$ z nich jest wiekszy, uzywamy
drugiego. ,,Duzych” regionéw jest, oczywiscie, nie wiecej
niz % Musimy zatem zmodyfikowaé drugi algorytm:
bedzie on teraz w czasie O(NTz) i pamieci O(%)
obliczal wyniki dla zapytan, w ktorych jeden z regionéw
jest duzy, a drugi dowolny. Polecamy Czytelnikowi
zastanowienie sig, jak to zrobié¢ (potrzeba dwdch
przeszukiwan drzewa dla kazdego duzego regionu). Stad,
taczny czas wyniesie O(N2 +Q- x) przy jednoczesnym

zZuzyciu O(N + %) pamieci. Jedli ustalimy z = /N,
otrzymujemy ztozonosé czasowa O((N 4+ Q)V/N)

i pamieciowa O(N + RV/N).

Na koniec pozostawiamy Czytelnikowi pytanie dodatkowe:
jak zmodyfikowaé¢ powyzsze rozwiazanie, tak aby
zmniejszy¢ jego zlozono$¢ pamieciowa do O(N), kosztem
zwiekszenia zlozonosci czasowej o czynnik log N7

Tomasz KULCZYNSKI



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Sztuczne pole magnetyczne

Juz wyjasniam, o co chodzi. Nie o sposéb wytwarzania pola magnetycznego, tylko

o0 wytworzenie czego$, co polem magnetycznym nie jest, ale zachowuje sie tak, jakby
byto. Niestety, potrzebne jest do$é techniczne wprowadzenie, ale mozna je (czyli
nastepny akapit) potraktowaé pobieznie.

Indukcje pola magnetycznego B mozna opisywaé za pomoca
zadania pola potencjalu wektorowego A w nastepujacy
sposéb: B =V x A czyli indukcja pola magnetycznego jest
réwna rotacji potencjatu wektorowego. Uzyta symbolika,
iloczyn wektorowy operatora nabla V = (%, B%, %)

i pola wektorowego, moze by¢ nieoczywista lub w ogble
niezrozumiala, ale w rozwazaniach potrzebny jest nam

tylko jeden z najprostszych przypadkéw. Jednorodne pole
magnetyczne o indukcji skierowanej wzdtuz z, réwnej

B = (0,0, B), moze by¢ opisane np. za pomoca potencjatu
wektorowego A = B(%, =% 0). Wektor takiego potencjatu
jest w kazdym punkcie prostopadly do wektora p = (z,y,0),
a jego wartos$é proporcjonalna do |p|, czyli pole wektorowe A
wyglada jak pole predkosci wiru (karuzeli), wirujacego woko6t
osi z. Rotacja jest miarg ,lokalnej wirowatosci”: sktadowa B,
jest réwna réznicy tempa zmian sktadowej A, w kierunku ¢

i Ay w kierunku 2. W omawianym przypadku ta réznica

jest wszedzie (poza samym centrum) taka sama (co mozna
sprawdzié, jak kto§ umie i lubi rézniczkowanie czastkowe),

a wklady pochodzace od A, i Ay sa identyczne (gdyby Az 1 Ay
nie réznily sie znakiem, to rotacja bytaby zerowa). Dlatego te
samyg indukcje pola magnetycznego mozna uzyskaé, przyjmujac
A = (By,0,0), choé¢ ,wirowato$¢” takiego potencjatu nie jest
az tak oczywista na pierwszy rzut oka.

Uzycie potencjatu wektorowego, oprocz mozliwych korzysci
praktycznych, ma szczegblne uzasadnienie w przypadku
zjawisk kwantowych. Efekty magnetyczne mozna wtedy
objasnia¢ za pomocy réznicy faz wywoltanych rézna
sumaryczna wartoscig iloczynu tadunku i krazenia
potencjalu wektorowego dla réznych, interferujacych
trajektorii. Z formalnego punktu widzenia efekty
magnetyczne mogg, zostaé¢ sprowadzone do obecnosci
wyrazu gA w hamiltonianie (czyli operatorze catkowitej
energii) okreslajacym funkcje falowa czastki o fadunku gq.
Oczywiste jest, ze efekty te dotycza tylko obiektow
natadowanych.

Nie wszystkim sie to podoba. W szczegdlnosci specjalistom
od rozrzedzonych gazow, ktére w ultraniskich temperaturach
staja sie kondensatami Bosego—Einsteina (BEC). Poniewaz
sa one makroskopowymi obiektami kwantowymi, wiec
$wietnie nadaja sie do badan podstaw mechaniki kwantowej.
W szczegdlnosci pozwalaja na badanie zjawisk analogicznych
do wystepujacych w fizyce fazy skondensowanej (dawniej
fizyce ciala statego). Tylko ze nie tych zwigzanych

z tadunkiem, bo atomy w kondensatach BEC, jak to atomy,
sa neutralne [1].

Ale skoro magnetyzm mozna sprowadzi¢ do obecnosci
odpowiedniego wyrazu zwiazanego z potencjatem, to co sie
stanie, jezeli taki wyraz do hamiltonianu wprowadzimy?
W mysl zasady, ze identyczne réwnania daja identyczne
rozwiazania, powinniSmy zaobserwowac zjawiska
magnetyczne.

To tyle teoria, ale czy to si¢ da zrobié? Autorzy pracy [2]
pokazali, ze tak, czyli udato im sie wytworzy¢ tytutowe
sztuczne pole magnetyczne.
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Osiagnieto to w nastepujacy sposob. Probke atomow
rubidu ¥ Rb w stanie BEC o$wietlono dwiema wiazkami
lasera skierowanymi wzdtuz kierunkéw ¢ + & (czyli
wzajemnie prostopadlych), spolaryzowanymi liniowo
wzdluz, odpowiednio, § F Z, o czestosci w i w + Aw.
Poniewaz Aw zostata dobrana tak, zeby odpowiadaé
zeemanowskiemu rozszczepieniu poziomu energetycznego
elektronu walencyjnego, wywotanemu zewnetrznym
jednorodnym polem magnetycznym skierowanym wzdluz
kierunku ¢ (jak widaé, do wytworzenia sztucznego pola
magnetycznego potrzebne jest zwykle pole magnetyczne),
wiec dzieki nieelastycznemu rozpraszaniu fotonéw na
atomach BEC (rozpraszaniu ramanowskiemu) nastapito
sprzezenie trzech zeemanowsko rozszczepionych stanéow
energetycznych elektronu, ktére mozna interpretowaé
jako pojawienie sie potencjatu wektorowego wzdtuz
kierunku z. Potencjal ten jest zwiazany z réznica pedu
fotonéw obu wiazek, skierowana wzdluz tego kierunku.
Potencjat ten jest jednak staly, wiec jeszcze nie nadaje
sie do wygenerowania sztucznego pola magnetycznego.
Zeby to umozliwié, wprowadzono gradient zewnetrznego
pola magnetycznego wzdtuz kierunku g, co spowodowato
zaleznos¢ wartosci potencjatu wektorowego od wartosci
wspolrzednej y.

Jak si¢ jednak przekonaé, ze ta inzynieria dziata?
Konfiguracja jest w sumie do$é prosta, ale jej interperetacja,
zawierajaca wiele przyblizen, juz nie.

Atomy BEC sa w stanie nadcieklym. Naszkicowana
interpretacja dotyczy wolnego ruchu tych atoméw. Jest
to sytuacja podobna do stanu nadprzewodnictwa w ciele
stalym. Jedng z cech charakterystycznych nadprzewodnictwa
jest wypychanie pola magnetycznego z nadprzewodnika
(efekt Meissnera). Po przekroczeniu granicznej wartosci
indukcji pola jedne nadprzewodniki wychodza ze stanu
nadprzewodnictwa, a inne wbudowuja w siebie kwanty
strumienia pola magnetycznego. Im wigksza indukcja
pola, tym wiecej takich przebijajacych nadprzewodnik
kwantow.

W opisanym doswiadczeniu zaobserwowano to samo,
tylko zamiast kwantéw strumienia indukcji magnetycznej,
zarejestrowano kwanty momentu pedu, manifestujace

si¢ w postaci wiréw, w liczbie odpowiadajacej natezeniu
sztucznego pola magnetycznego.

Opisane do$wiadczenie moze i na pewno zostanie
rozwinigte na wiele sposobéw. Autorzy planuja
zaobserwowanie odpowiednika utamkowego efektu
Halla, a teoretycy proponuja sztuczne wytworzenie
pél o bardziej rozbudowanych grupach symetrii niz
elektromagnetyczne U(1).

Piotr ZALEWSKI

[1] M. Zwierlein, Neutral atoms put in charge, Nature 462
(2009) 584-585, wraz z referencjami.

[2] Y.-J.Lin i inni, Synthetic magnetic fields for ultracold
neutral atoms, Nature 462 (2009) 628-632.



Stowarzyszenie na rzecz Edukacji Matematycznej

W,
MY

www.sem.edu.pl

W tym roku szkolnym odbywa sie V Olimpiada Matematyczna Gimnazjalistow
(OMG). Mamy wigc maly jubileusz. I jest on udany. Rozwiazania zadan

z | stopnia nadestalo 1121 ucznidw, z ktorych 622 zakwalifikowalo sie do
zawodow II stopnia. Jest to liczba rekordowa, prawie dwa razy wyzsza niz

w roku ubieglym (i we weczedniejszych edycjach). To niezwykle cieszy i pokazuje,
ze OMG zaistniala w gimnazjalnej $wiadomosci. Zadania OMG, mimo ze
bazuja na programie nauki matematyki w gimnazjum, do$¢ znacznie swoim
charakterem roznia sie od typowych zadan szkolnych. Ich rozwiazanie wymaga
sporej pomystowosci i oryginalnosci mys$lenia. Rosnacy udzial i wysoki poziom
przygotowania uczestnikéw pokazuja, ze jest wsrod ucznidow gimnazjum i wsréd
nauczycieli, wychowawcéw tych ucznidow, zapotrzebowanie na podejmowanie
intelektualnych wyzwan oraz poznawanie i rozwijanie swoich tworczych
mozliwosci. Wsréd zadan olimpijskich sa tatwiejsze i takie, ktorych rozwiazanie
wymaga wiecej wysitku, uporu i pomystowosci. Sposréd zadan I stopnia
aktualnej edycji najlatwiejsze okazalo si¢ zadanie nr 3, a najtrudniejsze
zadanie nr 6.

Oto te zadania.

Zadanie 3. Liczby calkowite a, b, ¢, d spelniaja uklad Zadanie 6. Czworoécian foremny o krawedzi 1 przecieto
réwnan plaszczyzna tak, ze w przekroju otrzymano czworokat.
{ a+b+c+d=101 Jaki jest najmniejszy mozliwy obwdd tego czworokata?
ab + cd = 200.

Odpowiedz uzasadnij.

Wykaz, ze dokladnie jedna z liczb a, b, ¢, d jest

nieparzysta.

A to szkice ich rozwiazan.
Zadanie 3. 7 pierwszego réwnania wynika, ze albo Zadanie 6. Przekrojem czworoscianu jest czworokat,
doktadnie jedna, albo dokladnie trzy sposréd danych wiec plaszczyzna przeciela cztery krawedzie
liczb sa nieparzyste. Jesli nieparzystych liczb jest 3, czworo$cianu. Niech punkty P, @, R, S beda potozone
to wtedy liczba ab + cd jest nieparzysta, co przeczy na krawedziach czworoscianu, jak na rysunku 1.

drugiemu réwnaniu. Wobec tego wéréd danych liczb jest  Rozetnijmy kolorowe krawedzie czworoscianu.

doktadnie jedna nieparzysta.

Otrzymamy siatke z rysunku 2.

Bl D B2

Py
Py

Ay c Ao

Rys. 1 Rys. 2

Czworokat A; As BBy jest réwnoleglobokiem. Jesli bedziemy sklejaé te siatke,
aby otrzymac czworosScian, to skleimy wierzchotki A; i Ay oraz By i Bs.
Woéwcezas skleja sie punkty P i P,. Wobec tego czworokat A; Ao Po Py jest
réwnoleglobokiem i | Py Py| = |A; Ag| = 2.

Obwod lamanej zamknigtej] PQRSP (niekoniecznie plaskiej) jest réwny
dlugosci tamanej PyQRSP,. Obwdd ten bedzie najmniejszy (réwny 2), gdy
punkty @, R, S beda lezaly na odcinku Py P,. Wéwczas odcinki PQ i RS beda
réwnolegle do krawedzi AC, a wiec beda lezaly na jednej ptaszczyznie. Taki
czworokat PQRS bedzie czworokatnym przekrojem o najmniejszym obwodzie.

A moze kto$ znajdzie inne, ciekawsze, bardziej pomystowe, Wiecej informacji o OMG mozna znalezé na jej stronie

czy tez tadniejsze rozwiazania?

internetowej pod adresem www.omg.edu.pl
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Klub 44

1-44

Termin nadsytania rozwigzan: 30 IV 2010

Lista uczestnikéw ligi zadaniowej
Klub 44M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan

583 (WT = 1,45)
7 nume

Jerzy Cislo
Marek Prauza

Tomasz Warszawski
Zbigniew Galias

Tomasz Tkocz

Tomasz Wietecha
Witold Bednarek
Franciszek S. Sikorski

Wojciech Maci

Bartlomiej Dyda
Lukasz Garncarek

Adam Woryna

Andrzej Daniluk
Jan Czardybon
Zbigniew Skalik

Jacek Jendrej

Joachim Jelisiejew
Joanna Bogdanowicz

Michal Kieza

Wojciech Swieboda
Pawet Labedzki
Tomasz Choczewski
Michal Miodek
Andrzej Dorobisz
Piotr Zmijewski

Piotr Kumor

i 584 (WT = 1,54)
ru 6/2009
6-44,31
3-42,39
2 42,26
1-42,05
1-41,42
7-37,49
4-36,92
35,70
35,69
434,68
1-33,48
232,71
229,74
29,57
1-29,36
27,67
27,50
26,02
3-23,58
23,15
23,04
22,41
21,18
20,89
1-20,21
10-20,13

ak

Legenda (przykltadowo): stan konta

4-36,92 oznacza, ze

uczestnik juz

czterokrotnie zdobyt 44 punkty,

a w kolejnej (piatej)
punktoéw.

List¢ otwiera Jerzy

rundzie ma 36,92

Cistlo, ktoéry

zgromadzil na swoim koncie 44 punkty

juz po raz siédmy!

Zestawienie obejmuje wszystkich
uczestnikéw ligi, ktérzy spelniajg
nastepujace dwa warunki:

— stan ich konta (w

aktualnie

wykonywanej rundzie) wynosi

co najmniej 20 pu

nktéw;

— przystali rozwigzanie co najmniej

jednego zadania z
lub 2009.
Nie drukujemy wiec
uczestnikéw, ktérzy

rocznika 2007, 2008

nazwisk tych
rozstali sie z ligg trzy

lata temu (lub dawniej); oczywiscie jesli
ktokolwiek z nich zdecyduje si¢ wrécié
do naszych matematycznych lamigtéwek,
jego nazwisko automatycznie wréci na
liste. Serdecznie zapraszamy!

Weterani Klubu 44M (w kolejnosci

uzyskiwania statusu

Weterana):

J. Janowicz (8), P. Kaminski (5),
M. Galecki (5), J. Uryga (4),

A. Pawlowski (4), D. Sowizdrzal,
T. Rawlik (6), M. Mazur, A. Bonk,

K. Serbin, J. Ciach (

5), M. Prauza,

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesigca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Oceng¢ mnozymy przez wspotczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z matematyki nr 595, 596
Redaguje Marcin E. KUCZMA

595. Na bokach AB, BC, C'D, DA czworokata wypuklego ABCD odlozono
odcinki AK, BL, CM, DN jednakowej dtugosci. Dowies¢, ze jezeli czworokat
KLMN jest kwadratem, to takze czworokat ABCD jest kwadratem.

596. Dla kazdej pary dodatnich liczb catkowitych m,n obliczy¢ najwigkszy
wspélny dzielnik liczb u = (n +1)™ —n oraz v = (n + 1)™2 — n.

Zadanie 596 zaproponowal pan Witold Bednarek z Lodzi.

Rozwigzania zadan z numeru 10/2009

Przypominamy tres¢ zadan:

587. Dana jest liczba dodatnia a < 1/2. Okreslamy ciag (x, ) wzorami:

€1 =1, @pi1 =z, —az, dan>1.
Dowies¢é, ze cigg (nxy,) jest zbiezny i obliczy¢ jego granice.
588. Wykazad, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 réwnanie

a® oy +y° =13"

ma rozwiazanie w liczbach catkowitych z, y.

587. Funkcja x — 2(1 — ax) odwzorowuje przedzial (0;1) w siebie, wiec (x,)
jest ciagiem liczb dodatnich. Jest to ciag malejacy (x,, — xp11 = az?), zatem
zbiezny. Jego granica ¢ spelnia réwnanie g = g(1 — ag), czyli jest réwna zeru.

WeZzmy pod uwage ciag (y,) o wyrazach yo = 1,

1
Yn = —— dlan>1.
xn+l Ty
7 przeksztatcenia
Ty — Tyl ax? a
yn = = ) =
TnTnil Tp(xy —az?) 1—ax,

widaé, ze y, — a. Zatem liczba a jest tez granica ciagu o wyrazach

n—1
+uy1+ . F Yo 1 1 1
Yo T Y1 Y 1<1+Z< >)
n n Tr+1 Tk
k=1
1 1 1 1
n Ty 1 NIy

A to znaczy, ze nx, — 1/a.

588. Przeksztalcenie liniowe (2’ = 4 +y, y' = —z + 3y) indukuje
przeksztalcenie formy kwadratowej Q(z,y) = 22 + zy + y*:

Qz'y') = (dz +y)* + (4o +y)(~z + 3y) + (—z + 3y)* = 13Q(z,y).
Para liczb xg = 0, yo = 1 spelnia réwnanie Q(xo,y0) = 1. Rekurencja
(Tn+1 = 4@y + Yn, Ynt1 = —2n + 3yn) okresla wobec tego ciag par liczb (z,,, yn),
spelniajacych réwnania Q(z,,y,) = 13™.

* * *
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P. Kumor (10), P. Gadzinski (7),
K. Jedziniak, J. Olszewski (11),

L. Skrzypek (4), H. Kornacki, T. Wietecha (7),

T. Jézefczyk, J. Witkowski (5), W. Bednorz,
B. Dyda (4), M. Peczarski, M. Adamaszek,
P. Kubit (4), J. Cisto (7), W. Bednarek (4),
D. Kurpiel, P. Najman (4), M. Kieza,

M. Kasperski, K. Dorobisz (jesli uczestnik
przekroczyt bariere 44 punktéw wiecej niz
trzy razy, sygnalizuje to liczba w nawiasie).

Pozostali czlonkowie Klubu 44M
(alfabetycznie):

sdwukrotni”: Z. Bartold, A. Czornik,

A. Daniluk, P. Jedrzejewicz, H. Kasprzak,
T. Komorowski, Z. Koza, J. Lazuka,

J. Matopolski, J. Mikuta, E. Orzechowski,
R. Pagacz, K. Patkowski, K. Piéro, J. Siwy,
S. Solecki, T. Warszawski, A. Woryna,

G. Zakrzewski;

»jednokrotni”: T. Bieganski, W. Boratynski,
M. Czerniakowska, A. Dzedzej, P. Figurny,
M. Fiszer, Z. Galias, L. Garncarek,

L. Gasinski, A. Gluza, T. Grzesiak,

K. Hryniewiecki, A. Idzik, K. Jachacy,

M. Jastrzebski, A. Jézwik, K. Kaminski,
G. Karpowicz, J. Klisowski, J. Kraszewski,
A. Krzysztofowicz, T. Kulpa, A. Langer,
R. Latala, P. Lipinski, P. Lizak,

M. Lupiezowiec, J. Mandziuk, B. Marczak,
M. Marczak, M. Matlega, R. Mazurek,

H. Mikotajczak, M. Mikucki, J. Milczarek,
R. Mitraszewski, M. Mostowski,

W. Olszewski, R. Pikula, B. Piotrowska,
W. Pompe, M. Roman, M. Rotkiewicz,

A. Ruszel, Z. Sewartowski, Z. Skalik,

A. Smolczyk, Z. Surduka, T. Szymczyk,
W. Szymczyk, T. Tkocz, K. Trautman,

P. Wach, K. Witek, A. Wyrwa, M. Zajac,
7. Zaus, K. Zawistawski, P. Zmijewski.

Zadanie 569 [Czworokat ABCD wpisany w okrag;
srodek O, érednica AB; ABNCD = {P};
o(OBC)No(ODA) ={0,Q} = 0Q L PQ]
(wspdlezynnik trudnosci WT = 2,43; liczba poprawnych
rozwiazan LPR = 12). Ile prac, tyle metod. Tu sie
mozna byto popisaé¢ erudycja: prosta biegunowa plus
inwersja (A. Dorobisz), inwersja plus okrag Feuerbacha
(J. Olszewski), okrag Feuerbacha plus twierdzenie
Desargues’a (K. Dorobisz), osie potegowe (firmowo).
Mozna tez bylo, catkiem elementarnie, przeprowadzié¢
staranny rachunek na katach — krétko i zgrabnie

(J. Cisto, A.
D bardziej uciazliwie (dalsze
kilka prac). A popatrzmy,
jak to zadanie zrobit

Janusz Olszewski jest bohaterem tego sezonu ligi matematycznej. Jedenascie
pelnych rund — jedenascie razy 44 punkty, absolutny rekord. Po pierwszych
nadestanych rozwiazaniach (5/1990) — uczestnictwo poczatkowo nieregularne,
ze sporymi przerwami. Ale przez ostatnie pare lat rytm jest ustabilizowany:

co dwanascie numerdéw — kolejne przekroczenie bariery 44. Serdecznie
gratulujemy! Panie Januszu, tak dalej trzymaé! Jeszcze maly wysiltek, trzy
razy tyle, co dotad, i bedzie 44 x 44.

Jedenascie to spora liczba. Jednak przegrywa z liczba czternascie — a tyle rund ma
na swym koncie inny, doskonale nam znany uczestnik obu lig — matematycznej
i fizycznej, pan Tomasz Wietecha. W kazdej po siedem rund. Imponujacy
wynik. Serdecznie gratulujemy! Dzigkujemy za juz, prosimy o jeszcze. I czekamy
na godnych nasladowcéw pana Tomasza w dwuboju.

Teraz cos innego. Jeden z Czytelnikow wyrazit w swoim lidcie prosbe ,zeby
omowienie nie przebiegalo pod hastem: co znowu spieprzyt redaktor ligi”. Tak
sie fortunnie sklada, ze da sie te prosbe spelni¢ w sposéb wrecz doskonaly —
piszac mianowicie, co sie redaktorowi udato nie spartaczyé. Otéz znalazto sie
wér6éd nadestanych propozycji zadanie o wielodcianie (ostrostupie) majacym
sfer¢ wpisana, spetlniajaca pewne warunki. Nalezato wykaza¢, ze suma dwéch
katéw spelnia jaka$ nieréwnosc.

Proponowany dowdd byt poprawny, zadanie znalazto uznanie, i dopiero na etapie
korekty redaktor ligi spostrzegl, ze jest w stanie rowniez uzasadnié¢ nieréwnosé
odwrotna. A takze kazda inng teze, bowiem zalozenia sa sprzeczne; wieloScian,
spelniajacy podane warunki, nie istnieje. Zadanie zostalo w ostatniej chwili
wymienione — choé¢ wtasciwie mogloby pdjsé: od strony formalno-logicznej btedu
przeciez nie ma. Jednak chyba lepiej, ze nie poszlo.

I taka refleksja: jakby to bylo pieknie, gdyby redaktor ligi moégt przyrzec,

ze juz nigdy zadnej pomyltki nie popelni... Jednak redaktor zdecydowanie
odmawia zwiazania si¢ taka obietnica i zamiast tego przechodzi do omoéwienia
najciekawszych rozwigzan zadan, uogélnien rezultatéw oraz uwag uczestnikdw ligi.

za$ [UP"| . |[UV| = |UD| : |UM)|. Otrzymane
stosunki sa réwne, bo [UA| = |UD]| oraz
INA| = [VB| = [VC| = [MD|. Zatem P’ = P".

Zadanie 571 [Pionki na plaszczyZnie kratowej; start —
jeden pionek; ruchy — zastepowanie pionka przez dwa
pionki na wolnych polach przyleglych = istnieje zbidr
skonczony Z, w ktorym stale jakie$ pole jest zajete

(im mniejszy Z, tym lepsze rozwiazanie)] (WT = 2,71;
LPR = 6(87)). Bezbtedne dowody (K. Dorobisz,

A. Dzedzej, Z. Galias, J. Olszewski, W. Swieboda,
A. Woryna) identyczne z firmowym — niemalejacy
p6niezmiennik: suma liczb 27111~171 po zajetych polach
(i,7); jeszcze dwie ,zasadniczo dobre” prace z usterkami
(niedopracowane uzasadnienia lub niedokladnie
odczytana tresé).

Woryna) lub

Michat Kieza:
Ta metoda pozwala wskazaé zbiér Z (o jaki chodzi), majacy

Styczne do danego okregu w punktach
A, B, C, D wyznaczaja pieciokat ABVWU z katami
prostymi A i B (rysunek; przyjmujemy |AU| > |BV]).

57 pol. Czy da sig¢ znalezé mniejszy? Krzysztof Dorobisz
zdotal zejsé¢ do 52, biorac zbidr zlozony z pdl (i, j), gdzie
|| + |7] < 5, z usunietymi polami (£5, 0), (£4, 0), (0, £5),
(0,+4) oraz (1, 4); uzasadnienie w szczegdtach — uciazliwe.

Odcinki OU i1 OV sa érednicami okregéw ODA i OBC;
ich wspdlna cieciwa OQ tworzy katy proste

z odcinkami QU, QV, wiec @Q € UV i wystarczy
wykazaé, ze proste AB, UV, DC' maja punkt

wspélny. Niech ABNUV ={P'}, DCNUV ={P"}
iniech M e UD, N e UA: MV || DC,

NV || AB; wtedy |[UP'| : [UV| =|UA| : |UN|,
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Ciekawe, jak wyglada minimalny taki zbior Z ...

Zadanie 574 [Czworoscian; sfery dopisane styczne do
Scian w $rodkach okregéw wpisanych = czworoécian
foremny] (WT = 2,64; LPR = 7). Rozwiazanie
firmowe (analiza katéw plaskich na $cianach), podane
przez autora zadania (M. Kieza), znalezli takze:

J. Cislo, A. Dorobisz, T. Warszawski. Natomiast



K. Dorobisz, J. Olszewski, A. Woryna uzasadniaja
najpierw réowno$¢ wszystkich katéw dwusciennych,
a stad juz niedaleko do tezy.

Zadanie 576 [A, G — érednie (arytm., geom.)

liczb a,b,c > 0 = A — G < max(u,v,w), gdzie
u=(b-Ve) v=(Ve—va)’ w=(Va—vb)?
(WT = 1,55; LPR = 15). Wielu uczestnikéw dowodzi
nieréwnosci nieco mocniejszej: A — G < (u+ v+ w)/3.
Inne ciekawe jej wzmocnienie wskazuje Andrzej Daniluk
(bez pelnego dowodu, ktéry wszelako latwo uzyskaé przez
modyfikacje rozwiazania firmowego): réznica A — G lezy
miedzy 1/3 a 2/3 liczby max(u, v, w).

Adam Woryna daje uogdlnienie na n liczb
A1,y Qp 2 0:

%Zai - (H ai)l/n < r?gjx(\/a_z - \/a_j)2;

dowdd za dlugi, by go tu przytoczyé.

Zadanie 578 [a, = \/1 214 (- DVt
lima, =7 (WT =2,39; LPR = 8). Bezbtedne
rozwiazania: J. Cislto, A. Daniluk, P. Drobinski,
K. Kaminski, J. Olszewski, T. Tkocz, A. Woryna
oraz K. Dorobisz. Poza ostatnim z wymienionych,
wszyscy robili to podobnie, przy tym prosciej niz
w rozwiazaniu firmowym. Przy dos$¢ znacznych
réznicach w opracowaniach — wspélna idea: rozwaza sie
dwie nieskoniczone macierze [by k|, [cnx] (n >k > 1),
generowane przez jednakowsa zalezno$¢ rekurencyjna
kb e = b2 5y — 1,
oraz warunki brzegowe by, ,, =
sprawdzié, ze wowczas

2
kCn’k =Cnk—1— 1
1, epn = n + 2; tatwo

bp1 = ap cnp=k+2 dlan>k>1
Jasne, ze 1 < by < cpp dlan >k > 1. Réznymi
sposobami mozna teraz szacowaé roéznice
dp. i = Cn,k — bn ik, na przyklad tak:

kdn = (cnk—1 +bnk—1)dnr—1 > (k+2)dp 1.
Wymnazajac te nieréwnosci dla k = 2,...,n
(przy ustalonym n > 4), skracajac co si¢ da
oraz uwzgledniajac zwigzki d,, , = n + 1,
0 <dp,1 =3 — an, dostaje sie dwustronne oszacowanie
3—-6/(n+2) < a, < 3 1iwynik lima, = 3.

oraz

K. Kaminski zauwaza, ze (nieco ogdlniej) b, — k + 2
przy n — oo i ustalonym k.

Ciekawe uogoélnienie znajduje J. Olszewski, dowodzac,
ze réwnanie funkcyjne f(z)? = zf(z + b) + ax + (a + b)?
(ze stalymi a,b > 0) ma w klasie funkcji f: Ry — Ry
jedyne rozwiazanie f(z) = x + a + b; wykorzystuje
technike zastosowang w rozwiazaniu zadania

ligowego, budujac cigg funkcji dany przez rekurencje
fos1(x)? =z fn(z+b) +ax + (a+ )2

Zadanie 580 [f:R — R ciagla, Z(m,y,z)—cykl flx+
fly+2)=0= f=7 (WT =255, LPR=9).
Wszystkie rozwigzania podobne do firmowego. Na
uwage zashiguje eleganckie dopracowanie koncowki

(A. Woryna) — po uzyskaniu réwnosci f(0) = 0 oraz

(%) f(x) = =2f(f(x))
21

mamy przypadki: gdy ciagla funkcja f jest nieograniczona
z goéry lub z dotu, to zbiér jej wartosci zawiera przedzial
(0;00) lub (—o00;0) i wobec (%) zawiera tez drugi

z tych przedzialow; zatem f jest ,na” i wzér (x) daje
f(z) = —x/2. Gdy za$ f jest ograniczona i z géry

i z dotu, to funkcja h(x) = x + f(2z) jest ,na”; woéwczas
wyjéciowe réwnanie z x =y = z daje f(h(z)) =0, wiec
f jest tozsamosciowo réwna zeru.

Mozna pytaé o istotnosé zalozenia ciagtosci f. Autor
zadania, pan Tomasz Tkocz, zwrdcit uwage, ze jesli f
spelnia zadane réwnanie, to funkcja g(x) = f(z + f(—z))
jest addytywna (co nietrudno sprawdzié¢, ktadac

z = —z —y). Wiadomo, ze bardzo stabe zalozenia

o regularnosci funkcji addytywnej g gwarantuja jej
liniowos$¢ (skad, znéw nietrudno, choé nie natychmiast,
f(z) = —x/2 lub f(x) = 0). Zatem kazde zalozenie

o funkcji f, ktére implikuje dowolne z owych ,bardzo
slabych zalozen” o g, wystarczy dla tezy zadania (na
przyklad: f nierosnaca = g nierosnaca = g liniowa,; itp.).

Autor zadania zwierzyl sie tez, ze inspiracje
pomystu data (znana w geometrii rézniczkowej)
tozsamos$é Jacobiego dla nawiasu Poissona:

Z(FG H)—cykl{F7 {G7H}} =0.

Zadanie 581 [|X|=n>4; Ay,...,An C X,
m=2""24+1= Hz,g,k,l.|AmAijkmAl| < 1]

(WT = 3,31; LPR = 3). Najtrudniejsze zadanie

w tym sezonie. Dobre rozwigzania: M. Kieza,

J. Olszewski (istota dowodu, jak w rozwiazaniu

firmowym) oraz A. Woryna — odsylacz do

pracy P. Frankl, N. Tokushige, Weighted 3-wise

2-intersecting families, J. Comb. Th. (A) 100

(2002) (www.cc.u-ryukyu.ac.jp/ hide/publist.html),

z rezultatow ktérej wynika, ze przy podanych

zalozeniach istnieja wrecz trzy takie zbiory, ze

|A; N A; N Ag| <1 (dowody w tej pracy mocno

techniczne; liczne przypadki).

W kilku prébach rozwiazan ich autorzy wywodza

teze ze stwierdzenia, ze w ,najbardziej niekorzystne;j”
konfiguracji jest, jak trzeba — tyle, ze bez dowodu owej
skrajnej niekorzystnosci. Uzupelnienie tej ,ustereczki”
to dokladnie tyle, co zrobienie zadania.

Zadanie 584 [a,b,c > 0; U = chkl a?b, V = chkl ab?;
A =a3+abc, B="0b%+abe, C = c® + abc =

VUV > abe+ YABC] (WT = 1,54; LPR = 10). Prawie
wszystkie rozwiazania jak firmowe, malo frapujace.

7 jednym wyjatkiem; oddajmy glos mistrzowi. Janusz
Olszewski: z nieréwnosci srednich dla tréojek liczb
ab?,bc?, ca® oraz aB/b,bC/c,cA/a wychodzi, ze

V > 3abc oraz 2V > 3V ABC, zatem prawa strona
dowodzonej nieréwnosci nie przekracza V'; przez
symetrie nie przekracza tez U, wiec i VUV. (!1)

I jeszcze uogélnienie dla ay,...,a, > O
jesli U =Y. qataf , V= Z al
J ircykl Piti410 i:cykl z Qi1
ok aktl 1 k=1 1
P = Hz :cykl 1 ’ Q Hz cykl( + azaz+1az+2) to

min(U, V) > = Lvg

(dowdd ta sama metoda).



Klub 44

Termin nadsytania rozwigzan: 30 IV 2010

1d

Rozwigzanie zadania M 1269.

Jedli liczby 2n? +1, 3n2 + 1 oraz 6n? +1
sa kwadratami liczb calkowitych, to takze
liczby (2n2 + 1) - 9n? = 18n* + 9n? oraz
(3n2 + 1)(6n2 +1) = 18n* +9n2% +1 sa
kwadratami liczb catkowitych. Jednak
dwie kolejne liczby catkowite dodatnie
nie mogg by¢ jednoczesnie kwadratami
liczb catkowitych. Otrzymalismy
sprzecznosé.

Zadania z fizyki nr 492, 493
Redaguje Jerzy B. BROJAN

492. Pociag o masie 500 ton zostal rozpedzony na drodze 300 m od spoczynku
do predkosci 20 m/s przez lokomotywe, ktérej moc byla stata. Oblicz wartosé
tej mocy.

493. Sitomierz wazy 1 N i daje doktadne wskazania, gdy jest w pozycji
poziomej. Gdy zawieszono go za jeden koniec, wskazanie sitomierza bylo
rowne I, a gdy za drugi, wskazanie bylo rowne Fy. Czy zawsze musi by¢
spelnione réwnanie Fy + F5 = 1 N7

Rozwigzania zadan z numeru 10/2009

Przypominamy tresé zadan:

484. Oktadki kondensatora sa prostokagtami o wymiarach a i b, a odleglo$¢ miedzy ich srodkami

jest réwna d, przy czym d < a, d < b. Gérna okladka jest pozioma i nieruchoma, a dolna moze si¢
obraca¢ wokot osi rownolegtej do boku b i przechodzacej przez jej érodek. Dolna oktadka jest sztywno
polaczona z pretem o dlugosci I, na koricu ktérego znajduje sie ciezarek o masie m (rysunek).
Naladowano kondensator do napiecia U. Jaki warunek musza spelnia¢ wymienione parametry, aby
pionowe polozenie preta (kiedy oktadki sa réwnolegle) bylo polozeniem réwnowagi trwalej?

485. Mamy trzy jednakowe ciala, ktérych cieplo wlasciwe jest stale (nie zalezy od temperatury),
a temperatury wynosza 100 K, 200 K i 300 K. Do jakiej maksymalnej temperatury mozna ogrzaé
jedno z tych ciatl, jesli energia przeptywa tylko miedzy nimi, przy czym mozemy wykorzystywac
maszyny cieplne?

484. Wprowadzmy kat przechytu dolnej oktadki § oraz wspétrzedna pozioma x
(—a/2 <z < a/2). Jesli kat ¢ jest maly, to natezenie pola elektrycznego
kondensatora jest lokalnie takie, jak dla kondensatora plaskiego o odleglosci
oktadek réwnej d — 9, czyli
U U 6
F=——~—(1+—).
d—zd d ( + d )
Gestosé powierzchniowa tadunku na oktadce jest opisana wyrazeniem o = ggF,
a sile dF' dzialajaca ze strony gérnej okladki na jednostke powierzchni d.S
dolnej znajdziemy, mnozac o przez natezenie pola jednej okladki (czyli E/2).
7 dokladnoscia do wyrazéw liniowych w 9,
dF'  gU 2 1 2x6
ds 242 d )’
Moment sily dzialajacej na dolna oktadke M obliczymy droga catkowania
o/2 dF eobU?a®s
M= b——adr = 2 — "
/;m a5 T T

Zwrot tego momentu sprzyja wzrostowi kata J, zatem réwnowage trwala moze
zapewni¢ wigkszy moment sity ciezkosci cigzarka na koncu preta. Jest on réwny
mgld, wiec szukany warunek réwnowagi trwalej ma postac

12mgld® > eobU?a3.

485. Oznaczmy temperatury poczatkowe jako T, T i T3, a koncowe jako
T}, T} i T4. Przy jednakowych i stalych cieplach wlasciwych z zasady
zachowania energii wynika réwnanie

T+ T+ T =T, + Ty + Ts.
Podczas dziatania doskonalej maszyny cieplnej kontaktujacej sie z termostatami
o temperaturach T; i T5 spelniona jest nieréwnosc
dQi  _d@»

T T
a uzyskana energia (praca silnika) moze by¢ zmagazynowana w celu zasilania
nastepnej maszyny cieplnej. Przy wymienionych poprzednio zalozeniach
dochodzimy do nieréwnosci

dr

dn dT

T Ty
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Rozszerzona czotéwka ligi zadaniowej
Klub 44F
po 481 zadaniach

Krzysztof Magiera (Losiéw) 1 - 35,98
Andrzej Nowogrodzki
(Chocianéw) 2 — 28,18

Michat Kozlik (Gliwice)
Radostaw Poleski (Kolobrzeg)

25,50
23,47

Jacek Konieczny (Poznan) 19,16
Jerzy Witkowski (Radlin) 2 - 16,54
Ryszard Wozniak (Krakéw) 13,77

Lista obejmuje uczestnikéw, ktérzy
przystali co najmniej jedno rozwiazanie
zadania z rocznikéw 2007-2009 oraz
maja w biezacej rundzie na swoim koncie
co najmniej 10 punktéw. Cyfra przed
kreska wskazuje, ile razy uczestnik zdobyt
juz 44 punkty.

Weterani Klubu 44F (w kolejnosci
uzyskiwania statusu Weterana):

P. Batla, D. Lipniacki, A. Sikorski,

A. Surma (4), P. Gworys, A. Idzik (9),
T. Wietecha (7), J. Lazuka, M. Wéjcicki
(jesli uczestnik zdobyl 44 punkty wigcej
niz 3 razy, podana zostala odpowiednia
liczba).

Pozostali cztonkowie Klubu 44F
(alfabetycznie):

»dwukrotni”:
J. Lipkowski, A. Nowogrodzki,
P. Perkowski, J. Witkowski;

»jednokrotni”:

A. Borowski, P. Gadzinski, Z. Galias,

A. Gawryszczak, A. Gluza, W. Kacprzak,
K. Kapcia, K. Magiera, B. Mikielewicz,
L. Motyka, R. Musial, J. Piotrowski,

T. Rawlik, R. Repucha, J. Stelmach,

L. Szalast, T. Tkocz, P. Wach.

réwnowaznej nieréwnosci d(In(7y)) > —d(In(7%)). Zatem d(T1T3) > 0,
tzn. iloczyn temperatur jest funkcja niemalejaca. Gdy maszyna cieplna
kontaktuje sie z trzema termostatami, ostatecznym wnioskiem jest nieréwnosé

T\TyTs < T/ TT}.

Pozostaje nieco matematyki — nalezy wykazac¢, ze maksymalna warto$é¢ jednej

z temperatur (np. T5) wystepuje wtedy, gdy nieréwnosé¢ przechodzi w réwnosé
(tzn. stosujemy idealne maszyny cieplne), a pozostale dwie temperatury sa sobie
réwne. Otrzymujemy réwnanie III stopnia wzgledem T3, a wiec podamy tylko
rozwiazanie numeryczne: T4 = 330,5 K.

Jak co roku, przyjrzyjmy sie rozwigzaniom przystanym przez Czytelnikow
(a takze pomytkom redaktora rubryki).

Zadanie 466 [Hamowanie metra i pomiar czasu] (wspélezynnik trudnosei

WT = 1,03, liczba poprawnych rozwiazan LPR = 10). Warto$¢ WT, a takze
rekordowo duza (jak na lige fizyczna) liczba poprawnych rozwiazan wskazuja, ze
zadanie bylo bardzo tatwe. Zapewne nie nalezy si¢ temu dziwi¢, gdyz wzory na
ruch jednostajnie zmienny naleza do najbardziej oklepanych w fizyce szkolnej.
Niezbedne przeksztalcenia algebraiczne byly jednak nieco uciazliwe; ciekawe,

ze akurat to nie sprawia naszym Czytelnikom trudnosci, chociaz zupelnie
elementarne zadania wymagajace jako$ciowego opisu réznych zjawisk fizycznych
nie cieszg sie taka popularnoécia.

Zadanie 467 [Obrét chmury elektronowej w polu magnetycznym| (WT = 2,71,
LPR =5). Spoéréd dobrych rozwiazan nalezy wyrézni¢ nadestane przez

p- Tomasza Wieteche — jedyne, w ktérym pole magnetyczne chmury

zostalo wziete pod uwage. Jego indukcja zostala nawet obliczona Scisle, choc
wystarczyto tylko zauwazy¢, ze wobec podanego zalozenia o nierelatywistycznym
ruchu elektronéw jest ono znacznie stabsze od pola zewnetrznego.

Zadanie 471 [Wzbudzenie obrotu naladowanego preta przez wlaczenie
przepltywu pradu w zwojnicy] (WT = 1,75, LPR = 2). W rozwiazaniu firmowym
pominieto powrotny strumien pola magnetycznego na zewnatrz zwojnicy, co

dla danych wartosci liczbowych bylo raczej uzasadnione, ale zastugiwalo na
dyskusje. Dobre rozwiazania nadestali J. Witkowski i M. Kozlik, a takze

T. Wietecha — to trzecie jednak byto spdznione i z tego wzgledu nie zostato
zaliczone do punktacji.

Zadanie 472 [Jako$ciowy wybor skali elektroskopu] (WT = 1,90, LPR = 5).
W rozwiazaniu firmowym ukryto si¢ przeoczenie tak banalne, ze az
zawstydzajace — pominiecie zaleznosci sity Coulomba od odlegtosci miedzy
pretem a réznymi czeSciami listka. Uwzglednienie tego elementu daloby
zalezno$¢ miedzy tadunkiem elektroskopu ¢ a katem odchylenia listka ¢
w postaci

, sin®op

~

cosp’

czyli w poblizu ¢ = 0 skala elektroskopu powinna byé ,rozsunieta”. Sporo jest
tu jednak punktéw watpliwych, przede wszystkim — jak silna jest zaleznosé
od ¢ rozktadu tadunkéw na precie i listku? A czy grubo$é listka i preta nie
tagodzi wzrostu sity Coulomba dla matych ¢ na tyle, ze w praktyce podany
przez autora wybér skali jest moze jednak prawidlowy? Nie da sie ukry¢,

ze zadanie bylo trudne, a rozwiazanie firmowe — niedopracowane, poczucie
sprawiedliwoéci nakazuje wiec poblazliwo$¢ wobec niepewnych elementow

w pracach Czytelnikow.

23



@

Rozwigzanie zadania M 1268.
Oznaczmy przez @ punkt przeciecia
prostych AE i C'D.

Woéwczas
XAQP = XAEB = XABP,

skad wynika, ze punkty A, P, B, Q leza
na jednym okregu. Ponadto AP = BP,
wiec X BAP = X ABP. Wobec tego

XBEQ = XAQP = XBAP = XPQB =

= XEBQ.

Zatem punkt @Q lezy na symetralnej
odcinka EB. Symetralna ta przechodzi
przez $rodek okregu i jest jednoczes$nie
prostopadta do prostej CD. Zatem
symetralna odcinka BE jest takze
symetralng odcinka C'D. Stad wniosek,
ze punkt @ jest srodkiem odcinka C'D.

Rozwigzanie zadania F 757.
Oswietlenie E obrazu jest réwne
stosunkowi strumienia $wietlnego ®
przechodzacego przez soczewke do
powierzchni obrazu S. Po ztozeniu
soczewki na pél jej powierzchnia
zmniejszy si¢ dwukrotnie, i tak samo
zmniejszy sie strumien $wiatla przez nig
przechodzacy.

Pole powierzchni obrazu takze si¢
zmieni. Promien obrazu Stonca wynosi
r = Ftga/2, gdzie F jest ogniskowa
soczewki, a « $rednicg katows Stonca.
Poniewaz « jest bardzo mate, okoto 30/,
wigc r & Fa/2. Po rozcigeiu i zlozeniu
dwoéch wypuktych czesci ogniskowa
ukladu zmniejszy si¢ dwukrotnie, i tak
samo zmniejszy si¢ promien obrazu
Stonica. Zatem powierzchnia obrazu
bedzie cztery razy mniejsza.

Stosunek oswietlenn wynosi ostatecznie:

E27‘I’25172
Ei  ®1 S8

Patrz w niebo: Supergromady galaktyk

Najwiekszymi obecnie obserwowanymi skupiskami materii sa supergromady
galaktyk, czyli gromady gromad. O ile gromady galaktyk sa czesto obiektami
wyraznie widocznymi (oczywiscie na zdjeciach), to oznaczenie, np. na mapie
nieba, granic supergromad nie jest tatwe. Jezeli nawet takie granice jakos

sie oznaczy, to i tak trzeba pamietacé, ze na zdjeciach widzimy tylko rzuty
galaktyk na sfere niebieska, podczas gdy chcialoby sie poznaé¢ przestrzenny
rozklad materii we Wszechswiecie. Jest to wykonalne, jednak wymaga znacznie
wigkszego nakladu pracy, gdyz trzeba tu zmudnych wyznaczen odleglosci tysiecy
galaktyk na podstawie pomiaréw ich predkosci radialnych.

W wyniku tych prac zarysowuje sie juz od lat obraz rozkladu materii we
Wiszechswiecie w najwigkszej skali. Od lat 80. ubieglego wieku znany jest Wielki
Atraktor, tj. skupisko gromad galaktyk na poludniowej potkuli nieba z centrum
w gwiazdozbiorze Wegielnicy. W przyblizeniu tez od tego czasu znamy Wielki
Mur (Great Wall), czyli ogromne pasmo gromad ciagnace sie z grubsza

w plaszczyznie réwnika niebieskiego od Hydry do Wezownika, a w przestrzeni

w odlegloéci 100 Mpc. Wreszcie, w biezacym juz wieku, wyodrebniono Sloan
Great Wall, pasmo gromad galaktyk usytuowane na niebie podobnie, cho¢ jest
krétsze (od Hydry do Panny) i polozone w odlegloéci 300 Mpc. Sloan Great Wall
bytby najwieksza struktura zaobserwowana we Wszechswiecie, aczkolwiek jest
wysoce niepewne, czy w ogolle stanowi on ,obiekt” w potocznym znaczeniu tego
stowa. Jest bowiem tak wielki, ze trudno moéowic¢ o grawitacyjnej wiezi miedzy
np. jego koncami.

Mechanizm powstawania takich struktur to obecnie jeden z najciekawszych
probleméw w kosmologii. Nie ulega watpliwosci, ze sg one wynikiem
dzialania co najmniej dwoch proceséw: grawitacyjnego kondensowania sie
materii oraz ekspansji Wszechswiata. Nie wiadomo, czy te Wielkie Mury
aktualnie kondensuja sie, czy rozpadaja, nie wiadomo, jaki jest ich zwiazek
z niejednorodnosciami promieniowania tla, itd. Prace sa w toku.

Tomasz KWAST

Luty

W lutowe wieczory dominuje na niebie wspanialy Orion i chyba nikt,

zwlaszcza majac w rece lornetke, nie oprze sie checi przejrzenia obszaru tego
gwiazdozbioru. Niemal w zenicie jest teraz Woznica, gwiazdozbiér mniejszy

i nie tak okazaly, ale wart, by nan réwniez skierowaé lornetke, gdyz przebiega
przezen Droga Mleczna. W obszarze ograniczonym do wielokata wyznaczonego
przez jego najjasniejsze gwiazdy znajdziemy co najmniej szes¢ gromad
otwartych. Gromady otwarte w Drodze Mlecznej w ogdle wystepuja obficie, tu
jednak tworza wyjatkowe skupisko. Ich jasnosci zawieraja sie miedzy granicznym
zasiegiem nieuzbrojonego oka (umownie 6 mag), a w przyblizeniu 10 mag.
Bardzo zréznicowana jest tez liczebnosé zawartych w nich gwiazd, od kilkunastu
do setek. Ich odlegloéci to co najmniej kiloparsek. Oczywiscie, w calej okazalosci
widaé je dopiero na dostatecznie dtugo naswietlanych zdjeciach. Najjasniejsza
gwiazda calego gwiazdozbioru (Capella — alfa Woznicy) jest typu widmowego
zblizonego do stonecznego, jest jednak innej klasy jasnosci — dlatego przy
zblizonej temperaturze powierzchniowej ma rozmiary 17 razy wieksze, a moc
150 Storic. Ma zreszta tez malego towarzysza (w odleglosci 0,74 j.a.).

Wenus jest w Wodniku, czyli zbyt blisko Stonca, aby bylo ja wida¢. To samo
tyczy sie Jowisza (28 II ma zlaczenie ze Sloncem). Mars natomiast jest w Raku
i wieczorem jest na niebie catkiem wysoko. Wreszcie koto pélnocy wschodzi Saturn.
Néw Ksiezyca wypada 14 11, pelnia zas 28 I1. Ksiezyc zakryje Antaresa 7 11,
co bedzie widaé¢ na pétnocnym Pacyfiku, Morzu Beringa i na Alasce. Zadnych
za¢mien w lutym nie bedzie. Nie bedzie tez przewidywalnych rojéw meteordw.
Wprawdzie w Bliznietach, doskonale widocznych w lutowe wieczory, znajduje sie
radiant Geminidow, ale r6j ten maksimum aktywnosci ma w grudniu.

T. K.
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Zadanie o 20 prostych

Joanna JASZUNSKA

Czesto w zadaniach geometrycznych nalezy wykazaé, ze w jednym punkcie

przecinaja sie pewne trzy proste, czasem — ze nieskonczenie wiele. Tym razem

prostych ma wspdolny punkt.

L
2¢Cle
\\
@ 1 4 zadanie chyba doéé nietypowe, bo polegajace na wykazaniu, ze pewnych 20

< Najpierw jednak dwa fakty pomocnicze: twierdzenie o prostej Eulera i zadanie
o trapezie. W ich dowodach przydadza sie jednokladnosci, o ktérych byla mowa

Jednokladnosé Jg o érodku O i skali

k # 0 to przeksztalcenie geometryczne
plaszczyzny, ktére punktowi A przypisuje
punkt A’ = ._’7(’; (A) spelniajacy warunek
RN _

OA' =k-OA.

Srodek ciezkosci tréjkata to punkt
przecigcia sSrodkowych, dzieli on kazda
z nich w stosunku 2 : 1, liczac od
wierzchotka.

Ortocentrum tréjkata to punkt przecigcia
wysokosci.

w poprzednim deltoidzie.

Twierdzenie o prostej Eulera. W trgjkgcie ABC punkt O jest srodkiem
okregu opisanego, punkt S jest Srodkiem ciezkosci, a punkt H jest ortocentrum.
Wowczas punkty O, S, H lezqg, w tej wlasnie kolejnosci, na jednej prostej, zwanej
prostq Eulera (rys. 1). Ponadto zachodzi réwnosé SH =2 - SO.

Dowdd. Rozwazmy jednoktadno$é o srodku w punkcie S i skali —2. Obrazem
srodka boku AB jest wierzchotek C' trojkata. Stad obrazem symetralnej
boku AB jest prosta do niej réwnolegla (wiec prostopadia do AB)

i przechodzaca przez C, czyli wysokos¢ CH tréjkata. Analogicznie jest dla

pozostatych symetralnych, wiec obrazem ich punktu przeciecia O jest punkt
przeciecia wysokosci H. Wobec tego punkty O, S, H leza na jednej prostej, w tej
kolejnosci (bo skala jednokladnos$ci jest ujemna) oraz SH =2 SO. O

Rys. 1. Prosta Eulera.

Zadanie o trapezie. Przekatne trapezu Hi H2S5551
przecinaja sie w punkcie P, przedluzenia zas ramion
H,51 i HySy; w punkcie O. Wykaz, ze prosta OP
przechodzi przez srodki podstaw trapezu.

H, M Hy
Rys. 2

R. Oznaczmy przez M i S punkty przecigcia prostej
OP 7z podstawami odpowiednio HyHy 1 S1.5

(rys. 2). Podstawa H; Hy wraz z punktem M jest
obrazem podstawy S7.52 z punktem S w pewnej
jednokladnosci prostej o srodku O, a takze w pewnej
jednoktadnosci odwrotnej o érodku P. Stad
HlM/HQM = SlS/SQS’ oraz HlM/HQM = 525/515
Zatem S15/525 = 555/51S, czyli $1.5 = 525, wiec tez
H\M = HyM. O
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Zadanie o 20 prostych. Na okregu danych jest szes¢
punktéw. Wybieramy pewne trzy z nich i przez Hq
oznaczamy ortocentrum wyznaczonego przez nie
trojkata 11, przez So za$ — srodek cigzkosci tréjkata Th
wyznaczonego przez pozostalte trzy z danych punktéw.
Udowodnij, ze wszystkie mozliwe otrzymane w ten sposéb
proste H1.S5 przechodza przez pewien ustalony punkt.

R. Oznaczmy dodatkowo przez S; Srodek ciezkosci
trojkata T, zas przez Hs ortocentrum trojkata Ts.
Zauwazmy, ze dany okrag jest opisany na obu
rozwazanych tréjkatach. Zatem jego srodek O oraz
punkty S7 i H;y leza na prostej Eulera, w tej wtasnie
kolejnosci, i S1H; = 2 - 510; analogicznie dla O, S, Hs.

Skoro

S1Hy - SoHy

S0 T 80’
to, z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa,
HyH,555, jest trapezem. Srodek ciezkoéci S wszystkich
szesciu danych punktéw jest $rodkiem odcinka Sp.S55.
Oznaczmy P — punkt przeciecia S1Hsy z SoHy oraz M
— érodek odcinka HyHs. Z zadania o trapezie wiemy, ze
punkty O, S, P i M leza na jednej prostej. Wobec tego
mamy sytuacje jak na rysunku 2.

7 twierdzenia Talesa
H1H2 - OH1 —3
5159 0S, ’
zatem Jp°(S1S9) = HoHy oraz J3(S152) = Hy Hs.
Stad PM =3 PS oraz OM = 3-0S, wiec

1 1 . == 3 =
PS:Z-SM:ZQ-OS, czyli OP=§~OS.

Zatem potozenie punktu P, przez ktory przechodzi
prosta H1Ss, zalezy tylko od punktéow S i O, a nie od
poczatkowego wyboru wierzchotkéw tréjkata T. O

Prostych jest rzeczywiscie 20, gdyz kazda odpowiada
wyborowi pewnej tréjki z szesciu punktéw, co mozna
zrobi¢ na (g) = 20 sposobo6w.



