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WieloSciany Catalana
Tadeusz E. DOROZINSKI*, Zdzistaw POGODA™

Wieloéciany foremne, zwane tez platonskimi, to takie, ktérych wszystkie
Sciany sa jednakowymi wielokgtami foremnymi i ktére maja jednakowe
naroza. Jak wiadomo, jest ich pie¢. Jesli potaczymy Srodki sasiednich Scian
takiego wielodcianu, otrzymamy krawedzie wielo$cianu dualnego. Operacja
ta nie przyniesie nam jednak nic nowego: do czworoscianu dualny bedzie
czworodcian, do szescianu o$mioscian (i nawzajem), a do dwunastoScianu
dwudziestoscian (i tez nawzajem). Zatem wielo$ciany foremne (nie zawsze
rézne) lacza sie za jej pomoca w pary. Méwiac inaczej: dwukrotne wykonanie
tej operacji prowadzi do wieloScianu takiego samego jak wyjsciowy, choé
innej wielko$ci.

Przedluzenie tej operacji nawet na tak porzadne wielosciany, jak wielosciany
pétoremne (zwane réwniez archimedesowymi), nie moze odby¢ sie mechanicznie.
Wieloéciany poétforemne tez maja Sciany foremne, ale niejednakowe, a ich naroza
nadal sa jednakowe, co oznacza, ze sktadajace sie na nie wielokaty utozone

sa w takim samym cyklicznym porzadku. Jest ich 13 oraz dwie nieskonczone
serie: to dwa n-katy polaczone paskiem kwadratéw (graniastostupy) lub
paskiem tréojkatéw réwnobocznych (antygraniastostupy). Wykonujac opisana
wyze]j operacje dla niektérych z takich wieloscianéw, np. dla wieloscianu
noszacego nazwe czworoscianu $cietego (rys. 1), w ktérego wierzchotkach

zbiega sie trojkat z dwoma sze$ciokatami, otrzymamy wieloécian nie tylko
niepétforemny, ale nawet niewypukty. Podobnie jest dla szeScio-osmioscianu
rombowego malego (rys. 2), w ktérego w wierzchotku schodza sie trzy kwadraty

i tréjkat.

Rys. 1. Czworoécian Sciety 1 wieloScian Rys. 2. Szescio-oémioécian rombowy maly

wyznaczony przez srodki jego $cian. i wielo$cian wyznaczony przez srodki jego $cian.

*Diisseldorf
**Instytut Matematyki,
Uniwersytet Jagielloriski

Jak uratowaé sytuacje i wymysli¢ co$, co byloby przedluzeniem dualnosci,
a dotyczytoby i wieloScianéw potforemnych? Jest pewien szczesliwy zbieg
okolicznoéci, ktéry to umozliwia: na kazdym wieloScianie pétforemnym
mozna opisa¢ sfere — nie jest to calkiem banalne, ale nie watpimy, ze
Czytelnicy potrafia to uzasadni¢. No to ja opiszmy i w kazdym wierzchotku
wielo$cianu poprowadzmy plaszczyzne styczng do tej sfery. Plaszczyzny

te wytna wypukly wieloscian, ktéry bedziemy uwazali (za Eugenem
Charlesem Catalanem) za dualny do wyjsciowego. Rysunki 3 i 4 przedstawiaja
wlasnie tak wykonane wieloSciany dualne do wielo$cianéw z poprzednich
rysunkéw. Jak widaé, wielodciany dualne nie sa juz pétforemne, choc,
oczywiscie, sa wypukle, a nawet maja Sciany przystajace — cho¢ nie sa one
wielokatami foremnymi.
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Rys. 3. Wielo$cian dualny do czworoécianu Scigtego Rys. 4. Wieloécian dualny do sze$cio-o$mioscianu

wedlug Catalana.

rombowego matego wedlug Catalana.

Ale jest tez inna metoda dajaca te same wyniki. Otdz, istnieje jeszcze jedna sfera
zwiazana z wieloScianami pétforemnymi, mianowicie przechodzaca przez srodki
wszystkich krawedzi takiego wielo$cianu. Nazywana jest ona sfera posrednia.
Srodki krawedzi wychodzacych z jednego wierzcholka leza na jednej plaszczyznie
(co nie jest takie trudne do uzasadnienia) — jej przeciecie ze sfera posrednia to
oczywiscie okrag. Rysujac w srodkach krawedzi styczne do niego, otrzymujemy
wielokaty, ktére formuja wieloscian podobny do uzyskanego poprzednia metoda.
Ten spos6b pochodzi — wedlug Cundy’ego i Rolleta (autoréw ksiazki Modele
matematyczne) — od Dormana Luke’a. Opisana metode uzyskiwania wielodcianu
dualnego ilustruja rysunki 5 i 6.
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Rys. 5. Konstrukcja wielo$cianu dualnego Rys. 6. ... 1 dla szes$cio-o$miodcianu

wg Luke’a dla czworo$cianu Scigtego. . . rombowego malego.

Rozwigzanie zadania F 753.

Prad ptynie w ciggu polowy czasu

przez jedna diode, wydzielajac moc

P, = U2/R1, a w ciggu drugiej poltowy

czasu przez drugg diode, wydzielajac

moc Py = l]z/Rg, Zatem $rednia moc

wydzielana w obwodzie wynosi
P:P1+P2 UleJrRz

2 2R1 Ry

Wiszystkie wieloSciany dualne do wieloscianéw potforemnych nazywamy
wieloscianami Catalana. Dlaczego jednak nazywamy je takze dualnymi? Otoz
okazuje sie, ze (rozsadne) powtdrzenie tej operacji na wielo$cianach Catalana daje
nam. .. wieloSciany pétforemne. Dzieje si¢ tak dlatego, ze stosowana przez nas,

w obu przypadkach, operacja to dualnoéé¢ wzgledem sfery. Operacja ta przy danej
sferze przypisuje punktowi lezacemu na zewnatrz sfery (biegunowi) plaszczyzne
(biegunowq) zawierajaca punkty stycznosci stycznych do sfery poprowadzonych

z tego punktu, a dla pozostalych punktéw okresla sie ja, przyjmujac zasade, ze jesli
punkt A lezy na biegunowej punktu B, to biegunowa punktu A przechodzi przez
punkt B. Czytelnik moze sprawdzié, ze okresla to te operacje dla wszystkich punktow
—dodajmy jeszcze, ze biegunowa punktu sfery to plaszczyzna styczna w tym punkcie.
Nietrudno sprawdzié, ze dualnos¢ wzgledem kazdej z rozpatrywanych sfer zamienia
wieloscian pétforemny na jego wieloScian Catalana i odwrotnie. A zatem dwukrotnie
wykonana daje wieloscian taki, jak wyjéciowy.
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Uwazne poréwnywanie jest szczegdlnie
istotne w przypadku kosztowniejszych
algorytméw. Autor artykulu poprawiat

Srednio lepiej

Piotr CHRZASTOWSKI™

kiedy$ pewien program, ktéry byl uzywany Kazdy problem algorytmiczny mozna rozwiazaé na wiele sposobéw. Gdy zalezy

przez pare lat, przy czym za kazdym
uruchomieniem dla typowych danych
obliczenia trwaly okoto pét godziny.
Tymczasem przesuniecie jednej instrukcji
w kodzie spowodowato, ze czas dziatania
zmniejszyl sie do 4 sekund! Po prostu
jeden z iloczynéw skalarnych byl obliczany
niepotrzebnie w najbardziej zagniezdzonej
z trzech petli i wystarczyto jego obliczenie
przeniesé na wyzszy poziom, zmniejszajac
koszt z O(n*) do O(n®) — prosze zgadnad,
ile wynosito n dla typowych danych.

*Instytut Informatyki,

Uniwersytet Warszawski jest gorszy.

Czasami sprawa jest prosta: pod kazdym wzgledem
algorytm A przewyzsza algorytm B. Obliczanie
rozwiazan ukladu réwnan liniowych za pomoca wzoréow
Cramera praktycznie zawsze bedzie gorsze od metody
eliminacji Gaussa. Zazwyczaj jednak sytuacja jest

inna. Dla jednych danych lepszy jest algorytm A, a dla
innych B. Informatycy radza sobie z tymi problemami,
wprowadzajac pojecie zlozonosci sredniej. Zaktadamy
zatem pewien rozklad prawdopodobienstwa na
przestrzeni danych (najczesciej jednostajny) i jako miare
zlozonosci algorytmu przyjmujemy wartosci zmiennej
losowej wyrazajacej liczbe operacji, ktére wykonamy dla
tych danych. Wtedy warto$é oczekiwana tej zmiennej
losowej jest poszukiwana funkcja kosztu — nazywamy

ja kosztem $rednim algorytmu (lub problemu, gdy
bierzemy jeszcze minimum po wszystkich $rednich
kosztach algorytméw rozwiazujacych dany problem).

Rozwazmy te kwestie na bardzo praktycznym przyktadzie.
Mamy dwie wersje niesamowicie waznego algorytmu,
zwanego algorytmem wyszukiwania binarnego — mozna
powiedzie¢ — bedacego podstawa informatyki. Za pomoca
wyszukiwania binarnego przeszukujemy wickszo$¢ baz
danych. Kazda oszczednosé jest tu wazna. Podstawowa
idea jest jasna: w posortowanym niemalejaco ciagu
danych A[l..p] szukamy zadanej wartosci z, a dokladniej
indeksu, pod ktérym wystepuje. Szukamy zatem

takiego 7, | < i < p, zeby nasza poszukiwana wartos¢ x
byla réwna Ali]. Badamy wiec ,$rodek” przedzialu
s=1[(l+p)/2] ijesli © < Als], to koncentrujemy sie

na lewej ,polowie” przedziatu, a jesli x > A[s], to na
prawej. Powtarzamy to tak dlugo, az przedzial zrobi

sie jednoelementowy, i wtedy sprawdzamy, czy szukana
wartosé tam wlasnie si¢ znajduje. Kod w Pascalu podanego
algorytmu wyglada¢ moze tak:

1:=1; p:=n;
while (1 < p) do
begin
s:=(1+p) div 2;
if (x > A[s]) then 1:=s+1
else p:=s;
end;
if (x = A[1]) then wynik:=1
else wynik:=-1; // w ten sposéb
// zakomunikujemy porazke
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nam na wyborze jednego z takich rozwiazan, musimy odpowiedzie¢ sobie na
pytanie, co to znaczy, ze jeden algorytm jest lepszy od drugiego, czyli znalezé
wspolna miare oceny ich jakosci. Trudno$é polega na tym, ze nie do konca
wiadomo, co bra¢ pod uwage. Algorytm szybki, czyli wykonujacy stosunkowo
niewiele dzialan, moze by¢ wymagajacy pamieciowo, czyli potrzebowa¢ duzo
pamieci komputera. Algorytm dzialajacy wolno dla duzych danych moze
Swietnie poradzi¢ sobie z danymi malymi. Dalej, nie tylko rodzaj mierzonej
wielkosci moze mie¢ wplyw na nasza oceng algorytmu, ale i rodzaj danych.
Moze sie chociazby zdarzy¢, ze dla wigkszosci danych jeden z algorytmow
zdecydowanie przewaza nad drugim, i tylko dla stosunkowo niewielkiej ich liczby

Moéwienie o ,srodku” i ,polowach” jest drobnym, ale
dopuszczalnym naduzyciem: w rzeczywistosci zazwyczaj
bedzie to prawie $rodek i prawie polowa (z dokladno$cia
do jedynki).

Mozemy jednak zada¢ pytanie: w kazdym obrocie petli
juz mamy element A[s] w rece, wiec moze lepiej byloby
sprawdzié, czy przypadkiem zachodzi = = A[s]? Glupio
bytoby czekaé, az przedzial zrobi sie jednoelementowy.

Zatem konkurencyjna wersja algorytmu wyszukiwania
binarnego jest taka:

1:=1; p:=n; s:=(1+p) div 2;
while (1 < p) and (A[s] <> x) do
begin
if (x > A[s]) then 1l:=s+1
else p:=s-1; // tu wiemy, ze
// Als]<>x
s:=(1+p) div 2;
end;
if (x = A[s]) then wynik:=s
else wynik:=-1; // w ten sposéb
// zakomunikujemy porazke

Poza nieistotna z punktu widzenia ztozonosci kolejnoscia
wyznaczania srodka przedzialu kod ten od poprzedniego
rozni sie w zasadzie tylko tym, ze w dozorze petli mamy
dodatkowo jeszcze jeden warunek do sprawdzenia

i koniunkcje do wykonania. Teraz petla zakonczy
wykonywacé sie wezesniej, jesli tylko dostatecznie szybko
wpadniemy na x znajdujace sie gdzies w srodku przedzialu
[l..p] — wydaje sie wiec, ze mozemy na tym sporo zyskaé.
Czy mniejsza liczba wykonan petli zrekompensuje nam
jednak lekkie zwigkszenie kosztu wykonania pojedynczego
obrotu zwigzane ze skomplikowaniem dozoru petli?

Ustalmy najpierw, co jest tu miara danych i algorytmu.
Rozmiar danych to po prostu n, czyli liczno$é zbioru,

w ktorym poszukujemy naszego x. Niewatpliwie, gdy
elementu x nie ma w tablicy, to druga wersja jest
gorsza, po prostu bedzie niepotrzebnie sprawdzala jeden
warunek wiecej, a i tak zakonczy dziatanie, gdy dtugoscé
przedziatu spadnie do 1. Jesli jednak x jest, i to w dodatku
tylko w jednym miejscu, to by¢ moze, majac szczescie,
nie wykonamy ani jednego obrotu petli i od razu natrafimy
na szukana wartos¢. Ale tak zdarzy sie tylko w jednym
przypadku na n, przy zalozeniu, ze kazdej wartosci



szukamy z jednakowym prawdopodobienistwem. Jesli
z-Ow jest wiecej, to oczywiscie szansa natrafienia na
ktoras z pozycji zawierajaca x roénie i drugi algorytm
moze okazaé si¢ lepszy (a na pewno lepszy bedzie, gdy
wszystkie wartodci sa réwne z).

W kazdym razie zlozonosé algorytmu jest zalezna od
liczby wykonan petli. Przyjmijmy zatem jako miare
ztozonosci liczbe sprawdzen dozoru petli. Przeanalizujmy
sytuacje, w ktorej zadany ciag w tablicy jest Scisle rosnacy,
a poszukiwane wartosci pojawiaja sie z jednakowym
prawdopodobienstwem. Czy warto wtedy dokladaé

sobie pracy przy kazdorazowym sprawdzaniu warunku
wyjscia z petli, aby zmniejszy¢ liczbe jej obrotéw?
Rachunki w ogélnym przypadku sa dos¢ skomplikowane.
Wykonamy teraz upraszczajace zalozenie. Przyjmiemy
mianowicie, ze n = 2¥ — 1 dla pewnego k. Dzieki temu
po kazdym obrocie petli w drugim algorytmie bedziemy
mieli przedzialy dlugoéci 2% — 1 dla pewnego k’ < k.
Czy wolno robi¢ takie zalozenia? W zasadzie moglyby one
nieco wypaczy¢ wynik, ale w naszym przypadku nie bedzie
tak zle. Jak duzy btad mozemy popelni¢? Ot6z mozemy
pomylié sie nie wiecej niz o 1. W koncu po pierwszym
strzale mamy do zbadania dla dowolnego n przedziat

nie dtuzszy niz 7, zatem nasz wynik bedzie si¢ r6znit od
prawdziwego nie wigcej niz o 1, bo w przedziale [gn]
musi znajdowaé sie jaka$ liczba postaci 2¥ — 1, a dla niej
liczba krokéw jest co najmniej taka jak dla § — wszak liczba
obrotéw petli nie moze urosnaé¢ dla mniejszych danych.

I mozna przypuszczaé, ze réznica w obliczeniach dla obu
algorytmow bedzie proporcjonalna, zatem obliczenia
wykonane dla n bedacych prawie potegami dwojki beda
dawaly reprezentatywne wyniki.

Jaki jest zatem sredni koszt pierwszego algorytmu?
Tam — zaleznie od szukanej wartosci x — otrzymamy
zawsze albo k, albo k + 1 sprawdzen dozoru petli. Mniej
si¢ nie da: musimy zjechaé z dlugoécia przedziatu do
jedynki, odrzucajac za kazdym razem albo potowe, albo
o jeden mniej niz potowe elementéw. W przypadku
drugiego algorytmu sytuacja nieco sie komplikuje.

Zeby wyznaczyé srednia liczbe sprawdzen dozoru petli,
przyjmijmy, ze kolejno wyszukujemy wartosci 1,2,...,n
w tablicy zawierajacej tylko te liczby, dodajmy uzyskane
liczby sprawdzen dozoru petli dla kazdej z tych wartosci
i podzielmy wynik przez n — otrzymamy w ten sposéb
Srednig liczbe sprawdzen dozoru petli.

Jest tylko jedna wartosdé, dla ktorej petla nie wykona sie
ani razu, czyli dozor bedzie sprawdzony raz — znajduje
sie ona w potowie tablicy. Sa dwie wartosci, dla ktérych
sprawdzenie wykona sie dwa razy — sg one umieszczone
mniej wiecej w jednej czwartej i w trzech czwartych
tablicy, cztery, dla ktérych wykona sie trzy razy, itd.

W koncu dla prawie polowy wartosci (a dokladniej

dla wszystkich nieparzystych wartosci) wykonamy
maksymalng liczbe k sprawdzen dozoru. Lacznie zatem
wysumowana liczba wszystkich sprawdzen dozoru petli
dla wszystkich danych to

k
§=> 2"
j=1

(sumowanie przebiega wzgledem liczby sprawdzen
dozoru petli).

Ile wynosi ta liczba doktadnie, mozna obliczy¢ na wiele
sposobow. Jednym z najciekawszych jest niejako
utrudnienie tego problemu i obliczenie wartosci wielomianu

k
W(w) =) ja™!
j=1
w punkcie z = 2. Widzimy, ze
k
W(x)=V'(z) da V(z)=>)» a’.
j=1

Ale wyrazy wielomianu V(z) tworza zwykly ciag
geometryczny z pierwszym wyrazem, jak i ilorazem,
rownym z. Korzystajac ze wzoru na sume pierwszych
k wyrazow ciggu geometrycznego, otrzymujemy

zF —1

x—1"

Viz)==z

A pochodna to
(k+1D2* - 1)(z—1) -2 4o
(-1 '
Wyglada dos¢ obskurnie, ale takie jest juz zycie!
Na szczescie chcemy znaé jej warto$¢ w dosé przyjaznym
punkcie x = 2, wiec szybko otrzymujemy
S=we)=V'(2)=2"k-1)+1.
Ostatecznie srednia liczba obrotow petli bedzie réwna
S 2Kk-1)+1
n 2k —1
Zatem okazuje sie, ze w porOwnaniu z pierwszym
algorytmem zyskujemy $érednio nie wiecej niz dwa
obroty petli!

V'(z) =

>k—1.

Czy zysk ten moze zrekompensowaé strate zwiazana

ze sprawdzaniem dodatkowego warunku przy kazdym
obrocie petli? Tak, ale tylko dla matych danych.
Przeprowadzone eksperymenty pokazaly, ze dla danych
rzedu paru milionéw pierwszy, a zarazem prostszy,
algorytm daje wyniki o kilka-kilkanascie procent lepsze.
W trakcie testowania nie korzystaliSmy tu z funkcji
optymalizacyjnych kompilatora, takich jak tzw. leniwe
wyliczanie warunkéw logicznych, co mogloby nieco
poprawié¢ dziatanie drugiego algorytmu.

Leniwe wyliczanie polega na tym, ze kompilator przerywa obliczanie
warunku w pierwszym momencie, w ktérym orientuje sie, ze wynik
juz i tak zna. Na przyktad, gdy oblicza koniunkcje dwéch warunkéw
i pierwszy z nich okazuje sie falszem, uznaje, ze nie ma po co obliczaé
drugiego, i przerywa obliczenia, od razu przekazujac wynik.

Zanim zaczniemy ulepsza¢ nasze rozwigzania, warto
czasem troche przeliczy¢, czy si¢ to w ogdle oplaci.

A tak czy siak, warto potem przetestowaé nowe
pomysty z zegarkiem w reku, szczegdlnie w przypadku
algorytméw waznych, ktore maja istotny wplyw

na koncowsg ztozonos¢. Reasumujac: dla typowych
danych, kiedy z duzym prawdopodobienstwem dany
element x wystepuje w tablicy co najwyzej jednokrotnie,
zazwyczaj lepiej stosowaé pierwszy, prostszy algorytm

i nie zawracaé sobie glowy wczesniejszym przerywaniem
petli. Czasami w programowaniu lenistwo si¢ optacal



Tableau [wym. tablo, Im. tableaux, z ta
sama wymowg] — po francusku tablica.

1 2 3 4 1 2 3 4
1 1113 10|
2 2|2 )59
3 3[4]812
4 Nk
50| 511
Rys. 1. Diagram Rys. 2. Prayklad
Ferrersa ksztaltu  standardowego
(4,3,3,1,1). tableau Younga

ksztaltu
(4,3,3,1,1).

1 2 3 4 1 2 3 4
1 1
2 2
3 3
4 4
5[] 5|
Rys. 3. Haczyk Rys. 4. Haczyk
komérki (1, 2). komérki (2, 1).

1 2 3 4
TR
2632
3[5]2]1
4l 2
501

Rys. 5. Rozmiary haczykéw.

Co ciekawe, diagram Ferrersa

z wpisanymi w komoérki dlugosciami

haczykéw prawie nigdy nie tworzy

standardowego tableau Younga.

Polecam Czytelnikowi
poeksperymentowanie z prawem

haczykowym takze na kilku mniejszych

przykladach, np. (3,2) F 5.

1 2 3 n—2n—-1 n
1{n+1| n [n-—1 4 3 2
2l n [n—1{n—2 3 2 1

Rys. 6. Rozmiary haczykéw.

Poprawne stowo nawiasowe to napis
zlozony z nawiaséw otwierajacych ’(’

i zamykajacych ’)’, w ktérym kazdemu
nawiasowi otwierajgcemu mozemy

jednoznacznie przyporzadkowac jakis

nawias zamykajacy.

*student, Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

Tableau Younga i prawo haczykowe
fukasz BIENIASZ-KRZYWIEC™

Prawo haczykowe to bardzo ciekawy wzoér kombinatoryczny na liczbe réznych
tableaux Younga (o tym, co to za stwory, za chwile). Niniejszy artykul jest
poswiecony pieknemu dowodowi prawa haczykowego. Dowodowi, ktéry jest oparty
na idei wykraczajacej daleko poza przyziemne schematy, siegajacej krolestwa
natchnienia i tworczosci, a jednoczesnie zaskakujaco prostej i zrozumiale;j.

Kazda liczbe naturalna n mozna przedstawié¢ (czesto na wiele sposobéw)

w postaci skonczonej sumy dodatnich liczb catkowitych n = Ay + Ao + ... + A\,
gdzie \y > Ay > ... > \,,,. Takie przedstawienie nazywamy podzialem liczby n

i oznaczamy (A1, Aa, ..., Am) F n lub w skrocie A b n. Podzialy liczb naturalnych
wygodnie jest reprezentowaé graficznie w postaci diagramdéw Ferrersa (zwanych
czasem diagramami Younga). Na przyklad podzialowi 12 =4+3+3+1+1
odpowiada diagram z rysunku 1. Méwiac bardziej formalnie, i-ty wiersz
diagramu dla podzialu (A1,..., Ay ) F n sklada sie z \; kwadratéw (komorek).
Komorke lezaca na przecieciu i-tego wiersza oraz j-tej kolumny oznaczamy (i, 7).

Tableau Younga otrzymujemy poprzez wypelnienie wszystkich komérek pewnego
diagramu Ferrersa liczbami naturalnymi. Méwimy, ze tableau ma ksztalt \ F n,
jesli zostalo uzyskane z diagramu odpowiadajacego podzialowi A - n. Tableau
ksztaltu A - n nazywamy standardowym, gdy zawiera wszystkie liczby ze zbioru
{1,2,...,n} oraz jego kazdy wiersz czytany z lewej do prawej i kazda kolumna
czytana z goéry do dolu tworza ciag rosnacy (przyklad na rys. 2). My bedziemy
zajmowacé sie¢ wytacznie tableaux standardowymi.

Interesujacy nas problem kombinatoryczny wyraza sie nastepujacym pytaniem.
Na ile sposobow mozna rozmiescic liczby 1,2, ..., n wkomorkach diagramu Ferrersa
odpowiadajgcego podziatowi X+ n tak, aby uzyskaé standardowe tableau Younga?

Aby sformulowaé odpowiedz, potrzebna nam bedzie jeszcze jedna definicja.

Kazdej komérce (4, j) diagramu przypisujemy haczyk H;j, czyli zbiér komérek
(a,b), takich ze a =i oraz b > j lub a > i oraz b = j. Rozmiar h;j haczyka to
nic innego jak liczba komérek w zbiorze H;; (patrz przyklady na rys. 3, 41 5).

Prawo haczykowe (Frame-Robinson—Thrall). Jesli A b n jest podzialem n, to
liczba standardowych tableauxr Younga ksztattu N+ n wynosi

fN) = H—hg

gdzie iloczyn w mianowniku przebiega wszystkie komorki diagramu Ferrersa
odpowiadajgcego A = n.

Zanim przejdziemy do uzasadnienia, przyjrzyjmy sie przyktadowi tableau
ksztaltu (n,n) b 2n. Diagram Ferrersa odpowiadajacy podzialowi (n,n) F 2n
to zwykly prostokat o szerokosci n i wysokosci 2. Dlugosci haczykdéw komoérek
z tego diagramu sg widoczne na rysunku 6. Co w tym przypadku méwi prawo
haczykowe? Wszystkich réznych tableaux ksztaltu (n,n) F 2n jest
(2n) 1 (2n)! 1 2n

(n+1)!-n! n+1 nl-nl n+l (n)’
a to jest przeciez n-ta liczba Catalana! Wobec tego standardowych tableaux
ksztaltu (n,n) b 2n jest dokladnie tyle samo, co poprawnych stéw nawiasowych
dlugosci 2n. Znajac ten wynik, mozna tatwo skonstruowaé wzajemnie
jednoznaczne przeksztalcenie przypisujace tableaux stowom nawiasowym
i na odwrét. Zostawiam to, jako nietrudne éwiczenie, dla Ciebie, Czytelniku.
Jednak chapeau bas przed tymi, ktérzy zauwazyli to wczesniej.

Jak wida¢, odpowiedzia na postawione na poczatku pytanie jest formutla
wyrazajaca sie pieknym, zwartym wzorem. Ale skad wziely sie w niej dlugosci
haczykéw? Okazuje sie, ze to pytanie dtugo pozostawalo bez odpowiedzi.
Pierwszy dowdd, wymyslony przez Robinsona i Frame’a oraz niezaleznie Thralla
tej samej majowej nocy 1953 roku, bazuje na skomplikowanych metodach
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1
2
3
4

5

rogi

Rys. 7. F(4,3,3,1,1) = F(3,3,3,1,1) +

+F(4,3,2,1,1) + F(4,3,3,1).

—

3

4

2
Tr
(

Ry

1
2
3
4
5

Rys. 8. Sciezka
(1,1) = (1,2) — (3,2) — (3,3).

=W N =

ot

Rys. 9. W zacieniowanych komérkach
zmniejszamy rozmiary haczykéw.

N | | Ot

=N W

1
8
6
5
2
1]

W N

ot

| w | oo

1
8
6
4
2
1]

Rys. 10

1
2
3
4
5

Rys. 11. A = {1,3}, B = {1,2,3}.

algebraicznych i nie wyjasnia fenomenu haczykéw. Ponizej przedstawiamy

krotki probabilistyczny dowdd, zaproponowany przez Greene’a, Nijenhuisa

i Wilfa dopiero w 1979 roku. Jego centralnym punktem jest eksperyment losowy,
w ktérego definicji pojawiaja sie haczyki.

Na poczatek zauwazmy, ze w kazdym standardowym tableau liczba n musi wystapi¢
w ktoryms z rogow, czyli komorek, ktére leza na koncu zaréwno swojego wiersza,
jak i kolumny. Usuniecie rogu powoduje powstanie mniejszego tableau. Przez
F(X) = F(A\, A2, ..., \p) oznaczmy liczbe standardowych tableaux ksztaltu A  n.
Powyzsza obserwacja daje nam prosta zalezno$é rekurencyjna na F'(X) (rys. 7):

Y FAL e =1 An) gdy M > 2 A0 > 2> Ay,
1 gdy m =1,
0 W przeciwnym razie,

F()‘la"'a)‘m):

co w skrécie zapisujemy

F=Y F, gdde F,=F(\,...., 0 —1...., ).

Zauwazmy, ze tak naprawde sumujemy tylko po rogach, bo sktadniki, dla
ktérych Agr1 > A — 1, sa réwne 0. Skoro mamy zalezno$¢ rekurencyjna, to
mozemy udowodnié¢ nasza formule haczykowa (tj. wzér F(A) = f(\)) przez
indukcje wzgledem rozmiaru tableau. Dla n = 1 si¢ zgadza. Ale co dalej? Gwozdz
programu tkwi w zweryfikowaniu réwnosci
Jfa
1= Jo
27
(gdzie f i f, definiujemy analogicznie do F i F,,) poprzez nadanie jej
probabilistycznej interpretacji. W tym celu rozwazmy nastepujacy eksperyment.
W pierwszym kroku wybieramy z diagramu Ferrersa losowa komérke (aq,b1).
Prawdopodobienstwo wybrania kazdej komérki jest jednakowe, réwne 1/n.
Nastepnie wybieramy losowa komérke (ag, be) sposrdd reszty komérek
nalezacych do haczyka H,,p,, kazda z prawdopodobienstwem 1/(hq,p, — 1).
Kolejna komorka jest wybierana losowo sposréd pozostatych komoérek z H,,p,
itd. Kontynuujemy ten proces, az trafimy do jakiego$ rogu (ag, bg) (rys. 8).
Ciag komoérek (a,b1) — (az,b2) — ... — (ag, by) wybranych w toku losowania
bedziemy nazywali sciezkg. Powyzszy eksperyment przypisuje konkretnemu
diagramowi Ferrersa ksztaltu A F n przestrzen probabilistyczna (€2, P). Zdarzenia
elementarne to $ciezki. Prawdopodobienistwo $ciezki wyraza si¢ wzorem
1551
P((a1,b1) = ... = (ak, b)) = — - H1 T
Niech P(a, 3) oznacza prawdopodobiefistwo, ze losowa $ciezka konczy sie
w rogu (a, 3). Kazda Sciezka koneczy sie¢ w ktoryms rogu, wiec oczywiscie
1= Z(aﬁ) P(a, B). Wobec tego, gdyby udato nam si¢ udowodnié¢ wzér

P(aaﬁ) = fT(Xa

to zakonczyliby$my dow6d. Sprébujmy. Na poczatek zauwazmy, ze gdy (o, §)
jest pewnym rogiem, to wéwczas (patrz rys. 9 i 10)

(1) LN SNUTEN )

f 1<i<a hig — 1 1<j<8 haj — 1
() I ()
== I (1+ IIT (1+ .
" igica hig — 1 1<i<p haj =1

Musimy jako$ pokazaé, ze P(«, 3) réwne jest wladnie tyle. Nie obejdziemy sie
bez jeszcze jednej definicji. Niech S bedzie Sciezka

(a,b) = (al,bl) — ... (ak,bk) = (Oé,ﬁ)
koniczaca sie w jakim$ rogu tableau. Rzut $ciezki S to para zbioréw
A ={a1,aq,...,a;} (numery wierszy) oraz B = {b1,ba,...,br} (numery kolumn)
— patrz rysunek 11. Niech P(A, B|a,b) oznacza prawdopodobienistwo, ze losowa
Sciezka zaczynajaca sie w komérce (a,b) ma rzut A, B. Warto$é P(a, 5) mozemy
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Pusty iloczyn (iloczyn niezawierajacy
zadnego czynnika) jest réwny 1.

b B
I I
by by
a=aj a=ay
as
a=ai a=a
w dél. ..
Rys. 12
1 2 3 4 1 2 3 4
1 al+] 1l8l|+]+ +|
2 + 2| +
35 |+ [4+F 3+
4|+ 4| +
5 + 5| +

Rys. 13.8 — 1= (4 —1) 4+ (5 — 1).

teraz obliczy¢, korzystajac z odpowiednich prawdopodobienstw warunkowych:

1
(2 P(a,) =~ P(A Bla,b).
W powyzszym wzorze sumujemy po takich A, B,a,b, ze A C {1,2,...,a},
BC{1,2,...,0} oraza=min A, b =min B i @« = max A, § = max B. Aby méc
uczynié¢ uzytek z zaleznosci (2), postuzymy sie nastepujacym wzorem:

(3) P(A,Blab) = ]] - 171 11 ﬁ

€A, i<a P jeB,j<B M
Udowodnimy go przez indukcje wzgledem dlugodci Sciezki k. Dla k = 1 sie
zgadza (dlaczego?). Gdy k > 1, to ze wzoru na prawdopodobienstwo catkowite
otrzymujemy réwnosé

1
PA.B|a,b) = 7 - (P(A\ {a}, B ez, br) + P(A, B\ {0} a1, ).
b 8 Pierwszy sktadnik odpowiada wybraniu drogi w dot,
g' X ka a drugi — drogi w prawo w haczyku Hy (rys. 12).
1 2

Zaréwno A\ {a}, B, jak i A, B\ {b} odpowiadaja
Sciezkom dlugosci k — 1, zatem na mocy indukcji mamy
P(A\{a}, Blaz,b1) = (hag —1) - T

oraz
P(A, B\ {b}|a1,b2) = (hap —1) - T,

gdzie I" to prawa strona w réwnosci (3). Wobec tego

P(AaB|a’b): ((haﬁ_1)+(hab_1))'F:Fa

hap — 1 .
bo, jak pokazuje prosty argument rysunkowy
(patrz rys. 13),

hap — 1 = (hag — 1) —+ (hab — ].)
To konczy dowdd wzoru (3).

... czy W prawo?

Jezeli teraz wstawimy wynik ze wzoru (3) do réwnosci (2), to otrzymamy:

P(a,ﬁ):%ZP(A,Bm,b):%Z I — L

i€Ai<a hig =1 JEB,j<B haj =1
I (=) I (=)=

== IJ (1+ II (1+ =

1<i<a hig — 1 1<5<B haj =1 f

Rzeczywiscie, po wymnozeniu prawej strony we wzorze (1) uzyskujemy sume, ktérej

sktadniki sa dokladnie postaci (3). Czyli P(a, ) = fo/f. To kohiczy dowdd!

Wyniki XXVI Ogélnopolskiego Sejmiku Matematykéw, Bystra, 4—7 VI 2009

Konkurs polega na przedstawieniu
opracowania jednego z tematéw
zaproponowanych przez Jury (wraz

z bibliografia) lub tematu wlasnego
oraz — w przypadku zakwalifikowania
si¢ do finalu — kréotkim, publicznym
zreferowaniu tego opracowania.

W roku 2009/10 zaproponowane
przez Jury tematy to:

niezmienniki topologiczne, zdarzenia
nieprawdopodobne, moje ulubione
krzywe, liczby pierwsze, obliczanie
okropnych” sum nieskonczonych,
twierdzenia typu Ramseya, Enigma

i inne takie, algorytmy przyblizone,
rézne systemy numeracji, potega punktu
wzgledem okregu.

Sejmiki organizuje Pracownia
Matematyki i Informatyki
Patacu Mlodziezy w Katowicach

we wspoélpracy z Uniwersytetem Slqskim;

www.spinor.edu.pl

Jury w skladzie: prof. dr hab. Maciej Sablik — przewodniczacy,

dr Marian Podhorodynski — zastepca przewodniczacego, dr Lech Barttomiejczyk,
dr Tomasz Bielaczyc, dr Adrian Briickner, dr Wlodzimierz Fechner,

mgr Zywilla Fechner, dr Maria Gérnioczek, dr Erwin Kasparek, mgr Renata Kawa,
mgr Tomasz Kochanek, dr hab. Mieczystaw Kula, dr Michal Machura,

dr Janusz Morawiec, dr Barbara Przebieracz, dr Anna Szczerba-Zubek, przyznalo

I nagrode Janowi Wegehauptowi z VIII LO w Katowicach za prace
Stow kilka o uprawianiu geometrii na powierzchni szescianu,

IT nagrode Tomaszowi Smolarczykowi z I LO w Pszczynie za prace
Rozwigzywanie rownan wielomianowych;

IIT nagrode Patrycji Osadnik z I LO w Lublincu za prace

Geometria w geografit

IV nagrode Krystianowi Gruszczynskiemu z I LO w Koszalinie za prace
Matematyka i origami.

W glosowaniu na najlepsza prezentacje nauczyciele nagrodzili
Jana Wegehaupta, a uczniowie Adama Smiatkowskiego, obu z VIII LO
w Katowicach.
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Na rozwigzania zadan A 231 A 24
czekamy do 4 stycznia 2010 r.
(decyduje data stempla pocztowego)
pod adresem:

Centrum Astronomiczne
im. Mikotaja Kopernika
ul. Bartycka 18
00-716 Warszawa

z dopiskiem na kopercie
»2Konkurs Delty”.

Konkurs zadan astronomicznych

A 23. Podczas catkowitego zac¢mienia Stonca ponad tarcza Ksiezyca mozna
zaobserwowa¢ ogromne eksplozje na powierzchni Stonica, tzw. protuberancje.
Jaki jest rozmiar takiej protuberancji w km oraz w stosunku do rozmiaru Ziemi,
jesli jej rozmiar katowy wynosi 5 minut tuku? Odlegtosé do Stonica to okoto

1,5 - 10® km, a $rednica Ziemi to okoto 13 tys. km. [1 pkt]

A 24. W akceleratorze LHC naukowcy maja nadzieje wyprodukowa¢ male
czarne dziurki. Masa takiej czarnej dziurki mogltaby by¢ 1000 razy wigksza

od masy protonu (mp, = 1,6727 - 10727 kg). Gdyby taka mala czarna dziurka
wpadla do szklanki z woda i wyparowala (wskutek procesu Hawkinga), a energia
z tego procesu zostataby zamieniona na ciepto, to o ile stopni zostataby
podgrzana woda? Przyjmujemy, ze szklanka ma pojemno$é¢ 0,25 litra, a ciepto
wlasciwe wody to ¢y = 4,19-10% J - kg™' - K~'. [2 pkt]

Rozwigzania zadan z numeru 10/2009

A 19. Zauwazamy, ze tor spadku swobodnego to polowa zdegenerowanej do
odcinka elipsy, w ktérej ognisku jest Ziemia, a apogeum lezy na orbicie Ksigzyca.
Jej pétos jest wiec poltowa promienia orbity Ksiezyca. Okres obiegu T' i pélos
orbity a zgodnie z trzecim prawem Keplera spelniaja zaleznoéé T2 /a® = const,
gdzie stala ta jest taka sama dla Ksiezyca i dla ciala spadajacego swobodnie.
Czas spadku swobodnego wyniesie wiec

11

=353 (miesiac gwiazdowy) = 4,83 doby.

A 20. Aby piloci widzieli Stonice nieruchome, samolot musiatby pokonaé¢ dtugosé
réwnoleznika w dobe, czyli 27 R cos /1000 = 24 h, gdzie R oznacza promien Ziemi.
Stad ¢ = 5372, czyli w przyblizeniu jest to szeroko$¢ geograficzna Warszawy.

Ry Ry

2
-

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 753. Dwa oporniki Ry i Ry oraz dwie diody podlaczone sa do zrédla napiecia
zmiennego U tak jak na rysunku. Znalez¢ srednia moc wydzielana w ukladzie.
Rozwiazanie na str. 2

F 754. Do zrédla napiecia Uy podlaczono szeregowo opornik R; oraz opér
zmienny Ro = Ryo — aU, gdzie U jest spadkiem potencjalu na tym oporniku,
a a jest stale. Znalez¢ natezenie pradu w obwodzie, zakladajac, ze znamy
Uo, Rl, Rog ia.

Rozwiazanie na str. 22

Redaguje Waldemar POMPE

M 1261. Rozstrzygnaé, czy istnieja takie liczby @1, 29, ...,21001 € {—1, 1}, ze
T1T2 + TaXz + T3Tg + ... + T1000T1001 + T100171 = 499.

Rozwiazanie na str. 23

M 1262. Ostrostup prawidtowy szesciokatny przecieto plaszczyzna, ktéra przecina
wszystkie jego krawedzie boczne. W przekroju otrzymano szesciokat wypukty
ABCDEF. Wykazaé, ze proste AD, BE i CF przecinaja si¢ w jednym punkcie.
Rozwiazanie na str. 24

M 1263. Liczba rzeczywista x ma nastepujaca wlasnoé¢: dla kazdej liczby
calkowitej dodatniej ¢ istnieje taka liczba calkowita p, ze

P 1

Cal 34

Dowiesé, ze liczba x jest calkowita.
Rozwiazanie na str. 16
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Rudy osiot

Bardzo rozpowszechnione sa rézne zabawki polegajace
na tym, by przez przesuwanie pionkéw o okreslonym
ksztalcie w ograniczonym obszarze uzyskaé¢ pozadany ich
porzadek.

Szczepan Jelenski w swojej Lilavati pisze np. o Pietnastce,
znanej pod angielska nazwa Fifteen Puzzle czy pod
francuska nazwa Taquin. Zostala ona pono¢ wymyslona
w 1878 roku, a najwieksza popularnos¢ miata w pierwszym
¢wieréwieczu ubieglego wieku. W grze tej przesuwamy

w kwadratowym pudeteczku pionki-kwadraciki

o krawedziach cztery razy krétszych od brzegu pudeteczka.
Kwadracikow tych jest 15, wiec jest tez wolne miejsce
rozmiaréw jednego kwadracika, co pozwala na stopniowe
zmienianie potozen pionkéw. Zadaniem grajacego jest

— poprzez przesuwanie pionkéw — przejécie od danego
ulozenia do ustawienia ich ,,po kolei”, czyli tak, jak na
rysunku 1 — nazwijmy ten stan sukcesem.

Ciekawg rzecza jest to, ze nie dla kazdego wstepnego
utozenia pionkéw w pudeteczku mozliwe jest
doprowadzenie do sukcesu. Zatem poza przesuwaniem
pionkéw mozna postawié sobie w zwiazku z Pietnastka
np. nastepujace pytania:

— jak poznaé, czy dany uklad (np. ten z rysunku 2)
pozwala na doprowadzenie do sukcesu?

— jesli nie pozwala, to ile co najmniej pionkéw trzeba
nielegalnie (to jest wyjmujac z pudelka) zamienié, aby
doprowadzenie do sukcesu byto mozliwe?

— ktoére to pionki?

Pozostawiajac Czytelnika z tymi problemami,
przejdzmy do tytutowego Rudego osta.

Jest to gra podobna do Pietnastki, bo tez przesuwamy
pionki w pudeteczku. Tyle ze teraz pudeleczko ma
wymiary 4 X 5, a wewnatrz sa nastepujace pionki:
cztery kwadraciki 1 x 1, cztery prostokaty 1 x 2,
jeden prostokat 2 x 1 i jeden kwadrat 2 X 2 — na tym
ostatnim (u nas oznaczonym liczba 2) jest z reguly
wizerunek oélej glowy, stad nazwa gry. Polozenie
wstepne pionkéw jest zawsze jednakowe, takie jak

na rysunku 3. A sukcesem jest tutaj umieszczenie
oslej gltowy, czyli duzego kwadratu, posrodku dolnej
krawedzi, jak na rysunku 4, przy czym jest obojetne,
jak beda rozmieszczone pozostale pionki. Zadanie to
jest wykonalne, a grajacy powinien postaraé sie o to, by
osiagnac sukces w mozliwie malej liczbie ruchéw.

Jaka jest najmniejsza mozliwa liczba ruchéw — nie wiem.
Oto przepis na uzyskanie sukcesu w 118 pojedynczych
posunieciach (litery p, 1, g, d to skréty odpowiednio od
jeden w prawo, jeden w lewo, jeden w gére, jeden w dol):

9p, 4d, 51, 8d, 61, 10g, 8p, 6d, 5p, 5p, 7g, 71, 9g, 9g, 61,
101, 10d, 5d, 9p, 9p, 7p, 7p, 4g, 6g, 101, 101, 81, 81, 5d,
7d, Tp, 6p, 4p, 1d, 1d, 21, 31, 9g, 9¢g, 7g, 7g, 6p, 3d, 3d,
2p, 1g, 1g, 41, 8g, 8g, 10p, 10g, 51, 51, 3d, 6d, 8p, 8p, 2d,
91, 91, 7g, 71, 8g, 8g, 6g, 6g, 3p, 10p, 10d, 2d, 9d, 9p, 1p,
4g 4g 21, 9d, 9d, 7d, 81, 6g, 3g, 10p, 9d, 2p, 4d, 4d, 11,
81, 71, 61, 3g, 3g, 2p, 7d, 7d, 8d, 8d, 1p, 4g, 4g, 71, Tg, 5g,
91, 91, 101, 101, 2d, 8p, 8p, 7p, 7p, bg, 10g, 101, 21.

Uzyskuje sie tym sposobem ulozenie pionkéw takie, jak
na rysunku 5.

Ciekawe, czy ktos z Czytelnikéw znajdzie sposdb uzyskania
sukcesu w mniejszej liczbie pojedynczych ruchow?
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ol gl o
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Rys. 1 Rys. 2 Rys. 3

Rys. 4 Rys. 5

Rudy osiot — podejscie informatyczne

Po przeczytaniu notki o tamigléwee Rudy osiol
informatykowi moze nasunaé¢ sie my$l, aby do
znalezienia najmniejszej liczby ruchéw potrzebnych

do przejscia od stanu poczatkowego do koncowego
sprobowaé zaprzac komputer. Mnie jednak wpadt
najpierw do glowy pomyst wymagajacy istotnie mniej
wysitku: moze warto sprébowaé¢ poszpera¢ w Internecie
— a nuz znajdzie si¢ tam gotowe rozwigzanie?

Wyniki przeszukiwania sieci globalnej przerosty moje
najémielsze oczekiwania. Pragnac dotrze¢ do mozliwie
najwiekszej liczby punktow odniesienia, postanowilem
poszukac jakich$ informacji na stronach anglojezycznych.
W tym celu potrzebowalem pozna¢ miedzynarodowsa
nazwe oslej tamigléwki. I zdziwilem sie niemalto, gdy
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okazalo sie, ze lamiglowka figuruje w angielskiej
Wikipedii pod nazwa. .. Klotski, czyli ,prawie” klocki.

Jak to z takimi grami bywa, istnieje kilka odmian Klotskéw
pochodzacych z réznych krajéw: w Japonii pionek

2 X 2 utozsamiany jest z corka uwieziona w budynku,

w Chinach — z legendarnym bohaterem Cao Cao,

w Tajlandii — z uciekajacym z wigzienia Khunem Phaenem
itd. Opisane wersje wlasciwie si¢ nie réznia, lecz znane
sg tez odmiany tej lamigléowki o troche innych pozycjach
poczatkowych, docelowych, tudziez rodzajach klockow.
Skad wiec, przy calej tej rozmaitosci, swojsko brzmigca
miedzynarodowa nazwa Klotski?

Trudno znalezé w Internecie jednoznaczng odpowiedz na
to pytanie, krazy wiele réznych poglosek (ze, na przyklad,
polskie dzieci graly w Klocki, by doskonali¢ umiejetnoéc




my$lenia strategicznego), ostatecznie jednak $lady,
ktére znalazlem na polskich i chinskich (sic!) blogach,
prowadza do pakietu gier wydanego wraz z systemem
Microsoft Windows 3.1, w ktérym po raz pierwszy
omawiana gra pojawila si¢ w wersji elektronicznej pod
taka wtasnie nazwa. Z kolei Microsoft zakupil licencje
tej gry od innej firmy, ktérej prezesem byl w owym
czasie podobno pewien emigrant z Polski. . .

Poniewaz na podstawie materialéw znalezionych w sieci
nie zdotalem wyrobié¢ sobie jednoznacznej opinii na
temat faktycznego pochodzenia tamigtéwki, wiec
pozostawiam Czytelnikom dalsze dociekanie i wracam
do meritum. Otéz w Wikipedii mozna znalez¢ informacje,
ze minimalng liczba ruchéw potrzebnych do rozwiazania
Klotskéw, przy zatozeniu, ze klocki mozna przesuwaé

w jednym ruchu o wiecej niz jedno pole (a zatem o jedno
lub o dwa), jest 81, a pierwszym, ktéry opublikowal
takie rozwiagzanie w 1964 r., byl Martin Gardner.

Nie doszukalem sie jednakze danych na temat wersji gry,
w ktérej dozwolonymi ruchami sa jedynie pojedyncze
przesuniecia, wiec musialem zajaé si¢ jej rozwiazaniem
sam — oczywiscie z pomocg komputera.

Do radzenia sobie z podobnymi problemami najlatwiej
jest wykorzystaé technike o madrze brzmiacej nazwie
przeszukiwanie przestrzeni standw. Polega ona na

tym, ze abstrahujemy nieco od konkretnej struktury
problemu — wszystkie mozliwe postaci planszy
traktujemy jako stany, wéréd ktoérych wyrézniamy
poczatkowy 1 koficowy (czy tez koncowe), i dla kazdego
stanu wyznaczamy, do ktérych standéw mozna z niego
przej$¢ w jednym posunieciu — po czym w grafie
stanéw (krawedziami sa opisane pojedyncze przejscia)
uruchamiamy odpowiedni algorytm przeszukiwania.
Przy poszukiwaniu najkrétszej Sciezki moze to byé, na
przyklad, przeszukiwanie wszerz (BFS). Zasadniczym
kryterium moznoéci zastosowania tej metody jest

tylko i wylacznie to, ile réznych stanéw wystepuje

w przypadku danej gry oraz do ilu stanéw mozna

z zadanego stanu przejs¢ w jednym ruchu. Pierwszy

z tych parametréw odpowiada za zlozonosé pamieciowa
przeszukiwania, a drugi za zlozono$¢ czasowa.

W przypadku wielu znanych tamigltéwek juz nawet liczba
stanow jest na tyle duza, ze praktycznie uniemozliwia
zastosowanie opisanej techniki — na przyktad, chociazby
w malutkiej Pietnastce jest ich az 16! ~ 2 - 10 (to
oszacowanie uzyskujemy, traktujac wolne pole jak
szesnasty pionek). Okazuje si¢ jednak, ze — jakkolwiek
plansza w tym przypadku jest wigksza — w Rudym

osle mozliwych stanéw jest o wiele mniej, jezeli tylko
odpowiednio starannie ustalimy, ktére stany sa dla nas
faktycznie rézne, a ktore mozemy swobodnie utozsamic.

Zliczanie standw zacznijmy od tego, ze kwadrat

2 x 2 mozemy umiesci¢ na planszy na 3 - 4 sposoby
(dlaczego?), nastepnie prostokat 2 x 1 na co najwyzej

3 - 5 sposobdéw (a nawet z pewnoscia mniej niz tyle, gdyz
duzy kwadrat w kazdym polozeniu uniemozliwia pewne
umiejscowienia tego prostokata). Dalej przychodzi nam
z pomoca kluczowa obserwacja: jezeli chodzi o kwadraty
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1 x 1, to tak naprawde w opisie stanu zupelnie nas

nie interesuje, ktore z nich sg ktére, czyli mozemy je
traktowaé jako mierozroznialne. Wynika to m.in. stad, ze
w polozeniu konicowym (rys. 4 na poprzedniej stronie)
ich rozmieszczenie nie jest dla nas w ogdle istotne.

Stad ich polozenia sa z naszego punktu widzenia
wyznaczone jednoznacznie poprzez kombinacje 4 liczb

z 14-elementowego zbioru (14 to wszystkie pola minus te
juz obsadzone). Podobnie, pozostale cztery prostokaty

1 x 2 mozemy traktowac jako nierozrdznialne. W tym
przypadku jednak fakt, ze do ich jednoznaczne;j
identyfikacji na planszy wystarczy znajomosé zajetych
przez nie wszystkie p6l (kombinacja 8 liczb z 10), jest
duzo mniej oczywisty. Wynika to mianowicie stad, ze
jezeli znamy osiem poél, ktore zajmuja nasze cztery
prostokaty, to na ich podstawie mozemy jednoznacznie
wyznaczy¢ polozenia tych prostokatow, na przyktad

w petli taczac w pary dowolne z najnizej potozonych
spoérod tych pél z jego géornym sasiadem.

Ostatecznie liczba stanéw w Klotskach jest ograniczona

przez
14 10
12-15- (4) . (8) = 8108100,

a to jest juz wielkosé nieprzekraczajaca mozliwosci w miare
nowoczesnego komputera. Dalej, poniewaz w kazdym
stanie sa doktadnie dwa wolne pola, to liczba przejs¢

z kazdego stanu jest nie wieksza niz 8 (dlaczego?), co

w lacznym rozrachunku dobrze ogranicza liczbe krawedzi
koniecznych do przejrzenia przy przeszukiwaniu.

Wiemy juz, ze mozemy $mialo wykorzystaé
przeszukiwanie przestrzeni stanéw do ostatecznego
rozstrzygniecia tego, jaka jest dlugosé najkrotszej
kombinacji ruchéw rozwiazujacej tamigtowke

Rudy osiol. Kiedy jednak zacznie sie faktycznie
implementowaé¢ odpowiedni program, zaczynaja sie
nagle pojawia¢ rézne istotne pytania natury techniczne;j:
Jakiej struktury uzy¢ do reprezentacji stanéw? Jak przy
wybranej reprezentacji efektywnie (ale zarazem mozliwie
najprosciej) wyznaczy¢ wszystkie krawedzie wychodzace
z danego stanu? Jakich struktur danych uzyé¢ w samym
przeszukiwaniu (do pamietania juz odwiedzonych
stanéw i ich odleglodci od stanu poczatkowego)?
Wreszcie, jak odzyska¢ wynik, czyli nie tylko odleglodé
od stanu poczatkowego do koncowego, ale ruchy, jakie
nalezy po kolei wykonaé (np. w formacie 9p, 4d, 51, ...,
w ktérym pionki sa juz ewidentnie rozréznialne)?

Mnie sie udalo przezwyciezy¢ jakos te wszystkie
trudnosci i napisatlem stosowny program, dzieki
ktéremu wiem juz, czy istnieje rozwiazanie Rudego
osta w mniej niz 118 ruchach. Nie zdradze jednak
jeszcze odpowiedzi na to pytanie, lecz zachecam
Czytelnikéw do samodzielnego zmierzenia si¢ z tym
problemem (z uzyciem komputera lub tez bez).
A programy firmowane przez redakcje (wraz z jakimis
odpowiedziami na postawione pod koniec pytania
techniczne) ukaza sie na stronie internetowej Delty wraz
z numerem 5,/2010.

Jakub RADOSZEWSKI
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Srodek potegowy trzech okregow

W poprzednim artykule (Delta 11/2009) sformutowaliSmy twierdzenie,
ktore byto wykorzystane w konstrukcji. Teraz podamy jego dowdd.
A oto nasze twierdzenie:

Twierdzenie 1. Dane sq trzy okregi o1, 02 i 03. Okrgg oo jest styczny
wewnetrznie do okrequ 01 w punkcie K. Okrgg o3 przecina okrgg o,

w punktach L i M i przecina okrqgg oo w punktach P i Q. Prosta PQ

i styczna do okregow o1 i 0o w punkcie K majq punkt wspolny T (rys. 1).
Wtedy punkty L, M i T sq wspotliniowe.

Punkt T nazywamy srodkiem potegowym okregdw o1, 0z 1 0s3.

Bedziemy dowodzié¢ szeregu prostych twierdzen. Zaczniemy od
udowodnienia twierdzenia o kacie miedzy styczna i cieciwa.

Twierdzenie 2. Przypusémy, Ze prosta AC jest styczna do okregu

w punkcie A. Niech odcinek AB bedzie cieciwg tego okregu. Wtedy kgt
BAC jest polowq kgta Srodkowego BOA opartego na tuku AB zawartym
wewngtrz kgta BAC (rys. 2).

Dowdd. Oznaczmy przez « kat BAC. Wtedy < BAO = 90° — « oraz
IBOA=180°—-2-4<BAO =180° -2 (90° — o) = 2av.

Twierdzenie 3. Niech prosta AC bedzie styczna do okregu w punkcie A

i miech odcinek AB bedzie cieciwg tego okregu. Wtedy kgt BAC' jest réwny
kgtowi wpisanemu BDA opartemu na {uku AB zawartym wewngtrz kgta
BAC (rys. 3).

Dowdd. Zauwazmy, ze przy oznaczeniach z twierdzenia 2 mamy

<BDA =3 -4BOA=1 20 =a=<BAC.

Twierdzenie 4. Niech prosta C'I" bedzie styczna do okregu w punkcie C.
Niech nastepnie prosta przechodzgca przez punkt T przecina okrgg
w punktach A1 B (rys. 4). Wtedy TC? =TA-TB.

Dowadd. Z twierdzenia 3 wynika, ze <CAT = < BCT. Ponadto tréjkaty
CAT i BCT maja wspdélny kat przy T'. Stad wynika, ze te trojkaty sa
podobne. Mamy zatem

TA TC

TC ~ TB’
skad wynika, ze TC? =TA-TB.
Twierdzenie 5. Dwie proste przechodzgce przez punkt T (leZgcy na

zewnqtrz okregu) przecinajq okrag w punktach A i B oraz C'i D (rys. 5).
Wtedy TA-TB=TC -TD.

Dowaod. Poprowadzmy styczna T'K do okregu. Z twierdzenia 4 wynika, ze
TA-TB=TK?=TC-TD.

12



Rys. 5
B
D
‘A
C
T
Rys. 6
B
C
A
T
Rys. 7
E
B
C
A
T
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Rys. 9

Warto tez zajrzeé¢ do zadan w numerze
8/2009.

Twierdzenie 6. Dane sq dwie nielezgce na jednej prostej polproste

o wspolnym poczgtku T. Punkty A i B lezg na jednej potprostej, punkt C
na drugiej. Ponadto TA-TB = TC?. Wtedy pélprosta TC' jest styczna
do okregu opisanego na trojkgcie ABC (przy czym, oczywiscie, punktem
stycznosci jest punkt C').

Dowdd. Punkty A, B i C nie sa wspotliniowe, wiec mozna poprowadzic¢
okrag przez te punkty. Prosta T'A przecina ten okrag w dwdch punktach
A i B. Punkt T nie lezy wewnatrz odcinka AB, wiec lezy na zewnatrz
okregu. Stad wynika, ze potprosta T'C jest styczna do okregu lub
przecina go w dwdch punktach. Gdyby pétprosta T'C' przecinata ten
okrag w dwoch réznych punktach C'i D (rys. 6), to z twierdzenia 5
mielibysmy TA-TB =TC -TD, czyli TC =TD, wbrew przypuszczeniu,
ze punkty C'i D sa rozne. Zatem punkt C jest jedynym punktem
wspoélnym prostej T'C' i okregu.

Twierdzenie 7. Dane sq dwie nielezgce na jednej prostej polproste

o wspolnym poczgtku T. Na jednej z nich wybieramy dwa punkty A 1 B,
na drugiej dwa punkty C' i D. Ponadto TA-TB =TC -TD. Wtedy
punkty A, B, C i D lezg na jednym okregu.

Dowdd. Punkty A, B i C nie sa wspotliniowe, wiec mozna poprowadzic¢
okrag przez te punkty. Tak jak w poprzednim dowodzie punkt T" lezy na
zewnatrz okregu. Stad wynika, ze pétprosta T'C' jest styczna do okregu
lub przecina go w dwéch punktach. Gdyby ta pdétprosta byta styczna do
okregu (rys. 7), to punkt C' bylby punktem stycznosci i z twierdzenia 4
mieliby$my réwnosé TA-TB = TC?. Zatem TC? =TC - TD, skad
otrzymalibysmy réwnosé¢ T'C = T'D. Punkty C' i D pokrywalyby

sie wbrew zalozeniu. Niech zatem potprosta T'C przecina okrag

w punkcie E r6znym od C' (rys. 8). Wtedy z twierdzenia 5 wynika, ze
TA-TB=TC -TE, czyli TD =TE. Zatem D = FE, czyli punkty A, B,
C' i D leza na jednym okregu.

Dowdéd twierdzenia 1. Poniewaz pélprosta T'K jest styczna do okregu o,
wiec punkt 7' lezy na zewnatrz tego okregu. Mamy teraz dwa przypadki.

Przypadek 1. Pélprosta T'L jest styczna do okregu o;. Wtedy

TK =TL. 7 twierdzenia 4 (zastosowanego do okregu o02) wynika, ze
TK?=TP-TQ, czyli TL? =TP -TQ. Z twierdzenia 6 wynika, ze
poélprosta T'L jest styczna do okregu opisanego na tréjkacie PQL, czyli
do os3. Okregi 07 1 03 sa wiec styczne, whrew zalozeniu, ze maja dwa
punkty wspodlne.

Przypadek 2. Pélprosta T'L przecina okrag o; w dwéch punktach L i N.
Wtedy z twierdzenia 4 (zastosowanego do okregdéw o; i 05) wynika, ze
TL-TN =TK? oraz TP -TQ =TK?. Zatem TP -TQ =TL-TN, czyli
punkty P, @, L i N leza na okregu. To znaczy, ze punkt N lezy na
okregu opisanym na tréjkacie PQL, czyli na okregu os. Punkty L, M i N
sa wiec punktami wspélnymi okregdéw o i 03, skad wynika, ze M = N,
czyli punkty T, L i M sa wspotliniowe.

Srodek potegowy trzech okregéw definiujemy tez, gdy kazde dwa okregi
przecinaja sie w dwéch punktach (rys. 9). Dowdd, ze proste AB, CD
i FF przecinaja sie w jednym punkcie 7', jest podobny do dowodu
przeprowadzonego wyzej. Srodek potegowy mozna tez zdefiniowaé, gdy
okregi sie nie przecinaja, ale to juz nie bedzie przedmiotem naszych
rozwazan.

Maitq Delte przygotowal Wojciech GUZICKI
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Berstery rentgenowskie

Lata sze$c¢dziesiate XX wieku to okres licznych
odkry¢ w dziedzinie astronomii rentgenowskiej,
zapoczatkowanych przez badania korony stonecznej
przez Herberta Friedmana pod koniec lat
pieé¢dziesiatych. Krokiem milowym byto jednak odkrycie
w 1962 roku pierwszego zrodla rentgenowskiego

poza Ukladem Stonecznym przez zespolt pod
kierownictwem Bruno Rossiego i Riccardo Giacconiego
w gwiazdozbiorze Skorpiona Sco X-1. Po tym
odkryciu nastapita seria detekcji kolejnych zrodet

(w gwiazdozbiorach Centaura i Byka), tak ze nikt juz
nie mial watpliwosci, iz Stonice nie jest jedynym na
niebie zrédlem rentgenowskim. Obserwacje optyczne
zrodia Sco X-1 ujawnily, ze sa to uktady podwdjne,
ale za pierwszy odkryty rentgenowski uktad podwdjny
uwaza sie dopiero zbadany kilka lat p6zniej Cyg X-1,
bo na podstawie obserwacji wyznaczono jego okres
orbitalny i oszacowano mase skladnikéw. Wkrétce

po tym przyszto kolejne wazne — dokonane w 1975
niezaleznie przez zespot Grindlaya oraz Beliana,
Connera i Evansa — odkrycie pierwszych wybuchéw
rentgenowskich. Wybuchy te pochodzily ze znanego
7rédla w gromadzie kuliste] NGC 6624 (3U1820-30).
Wkrétce zaobserwowano kolejne dwa berstery
rentgenowskie, jak zdecydowano sie nazwaé te grupe
obiektéw (ang. X-ray bursters) — MXB1743-29 oraz
MXB1743-28.

Zrédla wybuchéw rentgenowskich naleza do klasy
obiektow okreslanych jako malo masywne uklady
rentgenowskie (ang. Low Mass X-ray Binary —
LMXB). Sa to uklady podwdjne zlozone ze zwartego
obiektu — gwiazdy neutronowej lub czarnej dziury

— i malo masywnego towarzysza (o masie mniejszej

niz masa Stofica). Zrédla wybuchéw rentgenowskich
wykazuja niezwykla réznorodnos¢ zachowan — sa
obiekty stale aktywne w dziedzinie rentgenowskiej,

jak i zrodla przejsciowe (czasem tylko aktywne),

sa uktady zaémieniowe (chociaz 7rédlem zaémien

nie jest towarzysz, lecz dysk akrecyjny), sa obiekty
typu atol, jak i typu Z, sa tez w koncu berstery

bedace jednocze$nie pulsarami. To, co taczy te tak
réznorodne zrodia w jedna klase obiektéw, to obecnosé
wybuchéw rentgenowskich majacych szczegdlna ceche,
a mianowicie miekniecie widma w czasie spadku
jasnosci po takim wybuchu, czyli zwigkszanie stosunku
jasnosci dlugofalowej, mniej energetycznej czesci widma
rentgenowskiego do czesci krétkofalowej. Tego typu
wybuchy nazywamy wybuchami typu pierwszego

(typ I). Ich Zrédlem jest termonuklearne palenie materii
w atmosferze gwiazdy neutronowej. Jak Czytelnik
zapewne si¢ domyéla, sa tez wybuchy typu II, przy
czym nalezy wyraznie zaznaczy¢, ze nie sa to dostownie
wybuchy, a znaczace pojasnienia obiektu. Tak jak

w przypadku zrédet z wybuchami typu I, tak i te
zrodla sa ukladami podwéjnymi zltozonymi z gwiazdy
neutronowej i towarzysza o malej masie. W ukladzie
takim ma miejsce przeplyw materii na gwiazde
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neutronowg poprzez dysk akrecyjny. Co pewien

czas dysk ten staje sie niestabilny, skutkiem czego

jest gwaltowne opadanie duzych ilo$ci materii na
powierzchnie gwiazdy neutronowej. Energia wyzwolona
w trakcie zderzenia materii z powierzchnig gwiazdy
neutronowej zamieniana jest na cieplo, a nastepnie
wyéwiecana w zakresie rentgenowskim. Poniewaz proces
niszczenia dysku jest dosy¢ gwaltowny, pojasnienie jest
nagle i duze. Obiekty o takim zachowaniu sg rzadkoscia
posréd uktadéw, w ktérych sktadnikiem gléwnym jest
gwiazda neutronowa. Inaczej jest w przypadku, gdy
sktadnikiem gléwnym jest bialy karzel, ale to temat na
oddzielng opowies¢.

Obecnie znamy 125 uktadéw LMXB, a 40 z nich to
berstery rentgenowskie. Berstery wykazuja wszystkie
cechy charakterystyczne dla malo masywnych uktadow
rentgenowskich. Towarzysz jest staby, o jasnosci
absolutnej okoto 2™, i poza szczegdlnymi przypadkami
nie jest obserwowany bezposrednio. Tylko w przypadku,
gdy towarzyszem jest chtodny olbrzym, obserwuje sie
jego widmo w sumarycznym widmie obiektu. Okresy
orbitalne bersteréw rentgenowskich sa krétsze niz 16 h,
cho¢ zdarzaja sie wyjatki. Cir X-1 ma okres orbitalny
398 h, ale nie jest ostatecznie rozstrzygniete, czy obiekt
ten jest bersterem. Z kolei ekstremalnie krotki okres
orbitalny, wynoszacy 11 min, ma uktad 4U1820-30. Jest
to najkrétszy znany okres orbitalny posréd wszystkich
istniejacych ukladéw podwdjnych. Przy krotkich
okresach orbitalnych nalezy sie spodziewaé¢ malych mas
towarzyszy, ale tylko dla nielicznych bersteréw udalo sie
je wyznaczyc.

Istniejg przestanki wskazujace na to, ze pole
magnetyczne gwiazd neutronowych w bersterach
rentgenowskich jest relatywnie stabe — rzedu 107-10° Gs
(103-10° T). Jasnoéé bersteréw zawiera si¢ w przedziale
1036-1037 erg/s. Przy niskiej jasnoéci (w ramach tego
przedzialu) wybuchy wystepuja niemalze periodycznie
i czestotliwo$¢ wybuchéw rosnie liniowo z jasnoécia,
czego przykladem moga by¢ obiekty KS 1731-260 czy
GS 1826-24, natomiast przy wyzszych jasnoéciach
czestotliwodé wybuchéw maleje, a wybuchy staja

sie bardziej nieregularne. Typowy czas pomiedzy
wybuchami wynosi 104-10° s. W trakcie wybuchu
jasno$¢ zrodla rosnie do osiagniecia maksymalnej
wielkosci w ciagu 1 s, nastepnie w czasie od 3 do

100 sekund maleje do poziomu sprzed wybuchu,

a emitowana energia jest rzedu 103 erg. Wybuchy
rentgenowskie wykazuja ogromna réznorodnosé
ksztaltow krzywych blasku, przy czym dla danego
zrodta ksztalty krzywych blasku wygladaja podobnie.
Ksztalt krzywej blasku zalezy tez od zakresu energii,
w ktorej obserwujemy — dla wyzszych energii spadek
jasnosci jest szybszy niz dla nizszych.

Czasem obserwujemy krzywa blasku z charakterystyczna
struktura podwdjnego maksimum. Poczatkowo
nie utozsamiano tych wybuchéw z wybuchami typu I,



poniewaz wybuchy te sg silniejsze, a czas trwania
dtuzszy, okoto 1500 s. Jasnosé¢ wybuchéw o krzywych
blasku z podwéjnym maksimum jest bliska jasnoéci
Eddingtona (jest to maksymalna jasno$é, jaka moze
mieé gwiazda, ktorej atmosfera ani sie nie zapada,

ani nie ekspanduje), a wiec ma miejsce znaczaca
ekspansja fotosfery gwiazdy neutronowej. Interpretacja
powstawania rentgenowskiej krzywej blasku

z podwojnym maksimum jest nastepujaca. Poniewaz
jasnosé podczas ekspansji jest stala, w trakcie ekspansji
wraz ze wzrostem promienia maleje temperatura —

az spadnie do wartosci, przy ktérej zanika emisja
rentgenowska. PéZniej nastepuje faza kontrakcji — znow
przy stalej jasnosci — a wigc zmniejsza sie promien,

a temperatura rosnie do wielkosci, w ktérej zndéw moze
mie¢ miejsce emisja rentgenowska. Przypuszcza sie, ze
wybuchow z ekspansja fotosfery mozna by bylo uzywaé
jako $wiec standardowych ze wzgledu na znana, stala
jasnos¢ podczas ekspansji.

Sa tez jeszcze superwybuchy, ktore w odréznieniu

od typowych wybuchéw typu I trwaja dluzej, maja
wieksza jasnos¢ i zdarzaja sie rzadziej. Pierwszy
superwybuch, pochodzacy ze zrédta 4U1735-44, zostat
zaobserwowany przez zespét Cornelisse’a w 2000 roku.
W chwili obecnej znamy superwybuchy z 6 Zrédet:

4U1820-30, 4U1735-44, KS1731-26, 4U1636-53, Ser X-1,
GX3+1. Widma superwybuchéw migkna z czasem,
krzywe blasku wykazuja mniej lub bardziej podobny

do eksponencjalnego zanik, a w ich trakcie moze mieé
miejsce ekspansja fotosfery. Istnieja poszlaki wskazujace,
ze superwybuchy wplywajg na powtarzalnosé
ynormalnych” wybuchow, tzn. sprawiaja, ze po
superwybuchu normalny wybuch nastepuje pézniej

niz powinien. Podobnie jak w przypadku wybuchéw
typu I, tak i za superwybuchy odpowiedzialne jest
termonuklearne palenie materii, z tym ze nie wodoru czy
helu, lecz wegla. Szczegblowy przebieg proceséw nie jest
jednak do konica znany. Niektérzy sugeruja wrecz, ze
proces termonuklearnego palenia wegla w skorupie
gwiazdy neutronowej nie jest mozliwy.

Na tym jednak nie konczy sie lista niewyjasnionych
zagadnien zwigzanych z bersterami rentgenowskimi.
Wielki postep w naszym rozumieniu tych obiektéw
przynioslty obserwacje satelitéw rentgenowskich
Chandra i XMM-Newton. Jednak jak to zwykle

w astronomii bywa, liczba powstalych przy tej okazji
pytan znacznie przewyzszyla liczbe odpowiedzi, jakie
przynioslty te obserwacje. Berstery rentgenowskie mimo
ponad 30 lat badan wciaz wydaja sie fascynujace

i pelne niespodzianek.

ROZWIAZAC?

G. Polya

George Polya, Jak to rozwiqzaé?

Wznowienie klasycznej ksiazki George’a Polyi przypada na okres przygotowan
do obowiazkowej matury z matematyki. Matura — jak i matematyka — polega na
rozwiazywaniu zadan. Nazbyt czesto uczen polskiej szkoty rozpoczyna te czynnosé
od postawienia kluczowego pytania: jaki wzor tu pasuje? Trudno sie dziwié, ze tak
postrzegana matematyka nie budzi uczniowskiej sympatii, a efekty jej nauczania sa
dalekie od oczekiwan nauczajacych. Trudno tez si¢ dziwi¢, ze w miedzynarodowych
testach mlodzi Polacy nie najlepiej radza sobie z zadaniami nietypowymi.

Swoje podejécie Polya ujmuje w czterech zasadniczych punktach:

(1) Staraj sie zrozumied zadanie. (2) Znajdz zwiazek miedzy danymi i niewiadomymi.
Mozesz by¢ zmuszony rozpatrywaé zadania pomocnicze, jezeli nie mozesz znalezé
zwiazku bezposrednio. Powinienes w koncu ulozy¢ pewien plan rozwiazywania
zadania. (3) Wykonaj swoj plan. (4) Przestudiuj otrzymane rozwiazanie.

Kazdej z tych wskazowek towarzyszy lista pytan, jakie warto sobie stawiac,

WYDAWNICTWO NAUKOWE PWN

przystepujac do jej realizacji. Méwiac dosadnie, Autor powiada: jesli masz

rozwiazaé zadanie — zacznij mysleé! I pokazuje, na czym takie myélenie polega.
Pokazuje na licznych przykltadach, jak moze wyglada¢ analiza problemu,

jak mozna krok po kroku, pytanie po pytaniu dochodzi¢ do sensu zadania

i w rezultacie do rozwiazania.

Chcialoby sie, zeby te ksiazke przeczytal kazdy nauczajacy matematyki,
niezaleznie od poziomu. Chcialoby sie, zeby ja przeczytal kazdy licealista. Moze
jednak nie nalezy tak zawezaé listy potencjalnych czytelnikéw? W koncu nie ma
powodu, zeby sposéb myélenia proponowany przez Polye ogranicza¢ do samej
matematyki i samej szkoly. Myslenie jest naprawde trendy!

W. B.

Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 2009
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Kosmiczna linijka

12. Mikrofalowe promieniowanie tta. Odleglosé¢ 4,2 Gpc (4 Gpc na linijce)

Gdy patrzymy na niebo golym okiem lub za pomoca
teleskopu optycznego, widzimy na nim jasne gwiazdy,

a pomiedzy nimi pusta przestrzen. Jednak gdy uzyjemy
radioteleskopu, okazuje sie, ze cala przestrzen kosmiczna
jest wypelniona po$wiata, emitujaca promieniowanie
elektromagnetyczne o duzych w poréwnaniu ze Swiattem
widzialnym dlugosciach fal. W przeciwienstwie do
Swiatta widzialnego poswiata ta nie pochodzi od
konkretnych zrodel, lecz stanowi swego rodzaju ,tto”.
Owo promieniowanie tla zostalo odkryte, nieco zreszta
przypadkowo, przez Arno Penziasa i Roberta Wilsona
w 1964 roku, za co juz w roku 1970 odkrywcy ci
otrzymali Nagrode Nobla. Za pomoca anteny radiowej
stwierdzili oni istnienie promieniowania jednakowego

w kazdym kierunku, ktérego widmo ma postaé¢ widma
ciata doskonale czarnego, a maksimum natezenia
przypada w zakresie mikrofalowym (dlugosé fali

rzedu 1 mm). Temperatura odpowiadajaca takiemu
promieniowaniu jest bardzo niewielka: to jedynie

2,7 kelwina.

Obserwacja mikrofalowego promieniowania tla
stanowita kamien milowy w kosmologii, poniewaz
potwierdzita hipoteze Wielkiego Wybuchu, ktéra
przewiduje istnienie takiego wlaénie promieniowania,
wyemitowanego z tzw. powierzchni ostatniego
rozproszenia. Promieniowanie tla, zwane réwniez
reliktowym, powstatlo w mtodym, liczacym sobie
zaledwie kilkaset tysiecy lat, Wszech$wiecie. Poczatkowo
Wszech$wiat wypelniony byl mieszaning goracej plazmy
i promieniowania. W miare jego ekspansji, mieszanina
ta ochladzata si¢ — energia tworzacych ja czastek
malata. Przy odpowiednio niskiej temperaturze mogty
trwale powstaé¢ pierwsze atomy pierwiastkéw, ktére

nie pochtanialy juz ani nie rozpraszaly coraz mniej
energetycznego promieniowania — Wszech$wiat stat

sie ,,przezroczysty”. To promieniowanie obserwujemy
dzisiaj jako relikt tamtej epoki, a jest ono znacznie
chlodniejsze niz w owym czasie, poniewaz objetos¢
Wszechswiata istotnie sie od tamtej pory zwiekszyta.

W latach 1990-1992 mape rozktadu promieniowania
mikrofalowego wykonatl satelita COBE. Zauwazono
wowczas, ze rozklad ten nie jest doskonale jednorodny,

lecz wystepuja w nim malenkie fluktuacje temperatury.
Ich wielko$é to okolo jednej stutysiecznej i tak bardzo
niskiej temperatury. Dlatego bardzo trudno je zauwazy¢
— do tego potrzebny byl bardzo czuty instrument

na pokladzie satelity. Te fluktuacje mikrofalowego
promieniowania tla sa sladem poczatkowych
niejednorodnoéci w rozktadzie materii, ktére powstaty
w pierwszych utamkach sekund ewolucji Wszechswiata.
Wiasnie z tych niejednorodnosci powstaly gromady
galaktyk, galaktyki, gwiazdy i planety.

Najdoktadniejsze jak dotad mapy mikrofalowego
promieniowania tla wykonal satelita WMAP (Wilkinson
Microwave Anisotropy Probe), wystrzelony w 2001 roku.
Zbierane przezen dane byly regularnie publikowane;
ostatnia analiza, oparta o 5 lat obserwacji, ujrzata
Swiatlo dzienne w 2008 roku. Po przeanalizowaniu
zarejestrowanych fluktuacji oszacowano m.in. wiek
Wszechswiata na 13,69 miliarda lat. Okazalo sie tez, iz
przy zalozeniu Standardowego Modelu Kosmologicznego
do danych zebranych przez satelite WMAP najlepiej
pasuje model Wszech$wiata, w ktorym przestrzen

jest plaska (euklidesowa), gestos$é jest w przyblizeniu
réwna gestosci krytycznej, a ponad 70% jego zawartosci
stanowi tzw. ciemna energia. Pozostala zawartosé jest
réwnie tajemnicza: ponad 22% to ciemna materia,

a jedynie niecale 5% to zwykla materia barionowa,

z ktorej zbudowane sg gwiazdy, planety i my sami.

Efektami zwiazanymi z promieniowaniem tla, ktére
obecnie szczegdlnie interesuja astrofizykéw, sa efekt
Sunyaeva—Zeldowicza oraz efekt Sachsa—Wolfe’a. Pierwszy
z nich polega na tym, ze fotony promieniowania tta
rozpraszaja si¢ na wysokoenergetycznych elektronach

w gromadach galaktyk, uzyskujac w ten sposéb dodatkowa
energie. Drugi efekt powoduje, ze fotony, przechodzac przez
zmieniajacy sie potencjal grawitacyjny, traca lub zyskuja
energie, w wyniku czego zostaja ,,poczerwienione” lub
,poniebieszczone”. Obserwacje tych efektéw pomagaja
w badaniu wielkoskalowej struktury Wszechswiata.

Teraz czekamy na nowe wyniki z wystrzelonego w maju
2009 roku satelity PLANCK.

Bozena CZERNY, Agnieszka JANIUK

Rozwigzanie zadania M 1263.
Niech ¢ = 1. Wowczas istnieje taka liczba catkowita p, ze
|z — p| < 1/3. Wykazemy indukcyjnie, ze

(1) |z —p| < dlan=0,1,2,...,

3.2n
skad natychmiast wynika, ze x = p, a wiec x jest liczba catkowita.

Dla n = 0 nier6wno$é (1) jest spelniona. Przyjmijmy zatem, ze
zaleznosé (1) zachodzi dla pewnej liczby n. Wéwczas

2
(2) |2ntly —2ntlp| < 5
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Z drugiej strony wiemy, ze dla ¢ = 2" T istnieje liczba catkowita
spelniajaca nieréwnos$é
(3) [2ntle — | < %
Zatem wykorzystujac nieréwnosci (2) or(az (3), dostajemy
|2"+1p —rl < \2”+1x — 2"+lp| + |2n+11’ —rl < ; + % =1.

A poniewaz liczby r oraz 2"t 1p sa calkowite, wigc 7 = 27+ 1p.
Réwnosé ta oraz zaleznosé (3) koricza dowéd indukeyjny.



Protokél posiedzenia Jury XXXI Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki

Jury Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki w skladzie:
Krzysztof Ciesielski, Antoni Leon Dawidowicz — przewodniczacy, Maria Donten,
Marek Kordos, Agnieszka Wojciechowska-Waszkiewicz, Jarostaw Wréblewski,

na posiedzeniu w dniu 1 lipca 2009 roku w Krakowie, po wystuchaniu
prezentacji prac dopuszczonych do finatu, biorac pod uwage dobodr tematu,
treé¢ prac i sposob ich przedstawienia, postanowilo, co nastepuje:

1) srebrny medal otrzymuje
Martha Ubik z II LO im. Kréla Jana III Sobieskiego w Krakowie za prace
Oszacowanie sumy diugosci przekgtnych;

2) brazowy medal otrzymuje
Michatl Zajac z Gimnazjum nr 2 w Brzesku za prace

O pewnej grze grafowe;

3) wyrdznienia otrzymuja
Tomasz Dwojak z I LO im. Cypriana K. Norwida w Bydgoszczy za prace
Twierdzenie Leibniza oraz twierdzenie o siecznych dla wielokgta
i Maciej Rzeszut z VII LO im. Juliusza Stowackiego w Warszawie za prace
Charakteryzacja zlozZen ustalonej liczby rzutéw liniowych;

CASIO. ¢ .

www.kalkulatory.pl

4) wyzej wymienieni laureaci otrzymuja tez nagrody rzeczowe w postaci
kalkulatoréw naukowych CASIO ufundowanych przez firme ZIBI oraz ksiazek
Wydawnictwa Naukowego PWN;

5) wyrazy uznania i dyplomy, a takze nagrody ksiazkowe ufundowane przez
ZG PTM otrzymuja opiekunowie wszystkich finalistow, tj.
Mariusz Adamczak, Jacek Dymel i Henryk Torunczyk.

(—) podpisy Czlonkdéw Jury

Regulamin Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki

1. Konkurs organizowany jest corocznie przez Zarzad
Gléwny Polskiego Towarzystwa Matematycznego
i redakcje miesigecznika Delta.

2. W konkursie mogg bra¢ udzial uczniowie wszystkich
typow szkol.

3. Konkurs skltada si¢ z eliminacji i finatu.

4. W eliminacjach bierze udzial kazdy uczen, ktory

w terminie do 1 kwietnia przesle pod adresem redakcji
Delty jeden egzemplarz swojej pracy matematycznej.
Do pracy nalezy dolaczy¢ nastepujace informacje:

e adres prywatny autora,

e klasa, nazwa i adres szkoly,

e imie, nazwisko i adres opiekuna pracy

(mozna wypelnié¢ formularz ze strony
www.mimuw.edu.pl/delta).

5. Praca powinna zawiera¢ samodzielny wktad ucznia

i pelng informacje o Zrédlach, z ktérych korzystal jej
autor. Prace czysto kompilacyjne nie beda dopuszczone
do finalu konkursu.

6. Prace nadestane na eliminacje zostana ocenione
przez Jury Konkursu i kompetentnych recenzentéw.
Te sposréd prac, ktore spetniaja warunki konkursu,
zostang zakwalifikowane przez Jury do finatu. Final
odbedzie sie w trakcie dorocznej Sesji Naukowej
Polskiego Towarzystwa Matematycznego.
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7. Zawiadomienia o zakwalifikowaniu do finalu zostana
przestane autorom prac i ich opiekunom przed koncem
roku szkolnego.

8. Finalidci i opiekunowie ich prac otrzymaja od
Zarzadu Gltéwnego PTM zaproszenia do udzialu w Sesji
na koszt organizatoréw.

9. Final polega na wygloszeniu (nie odczytaniu) przez
ucznia, podczas specjalnego otwartego posiedzenia Sesji,
referatu (trwajacego nie dluzej niz 15 minut) i wzieciu
udzialu w dyskusji na temat, ktoremu poswiecona byla
praca.

10. Rezultaty finatu oceni Jury Konkursu. Jury bedzie
brato pod uwage, oprécz merytorycznej wartosci pracy,
rowniez samodzielnosé i oryginalnos$¢ ujecia tematu oraz
przebieg referatu i dyskusji. Jury przyznaje medale:
zloty, srebrny, brazowy i wyréznienia.

11. Ogtoszenie wynikow finalu nastepuje w trakcie Sesji
Naukowej Polskiego Towarzystwa Matematycznego.
Medale wrecza Prezes Towarzystwa. Wszyscy uczestnicy
finatu i ich opiekunowie otrzymuja dyplomy.

12. Wyniki konkursu i skrét zwycieskiej pracy beda
opublikowane w miesigczniku Delta.

13. Jury Konkursu jest powolywane przez Zarzad
Gléwny PTM na wniosek Redakcji Delty.



Doswiadczenia z elastyczng kulg wodna (czesé 1)

FIZYCZNE

Rys. 1. Budowa elastycznej kuli wodnej;
1 — uchwyt, 2 — tadma, 3 — sfera,
4 — kolec, 5 — woda, 6 — czastka zawiesiny.

Fot. 1. Wyglad zewnetrzny elastycznej
kuli wodnej.

Fot. 2. Elipsoidalny ksztalt wirujacej,
elastycznej kuli wodnej.

Stanistaw BEDNAREK

Wispolcezesni fizycy do przeprowadzania doswiadczen wykorzystuja czesto bardzo
skomplikowane i kosztowne urzadzenia, takie jak Wielki Zderzacz Hadronéw
(znany takze pod angielskim akronimem LHC) w podgenewskim Europejskim
Centrum Badan Jadrowych (jak brzmi oficjalna nazwa laboratorium znanego
pod francuskim skrétem CERN). My do wykonywania naszych do$wiadczen
uzywaliémy zwykle przedmiotéw i materialéw codziennego uzytku, z ktorych
budowalismy proste przyrzady i uklady. Okazuje si¢ jednak, ze czasami

nie musimy nawet niczego budowaé¢. Do przeprowadzania wielu interesujacych
do$wiadczen dobrze nadaja sie niektére zabawki. Jedna z ich zalet jest to, ze
mozna je wykorzystaé w gotowej postaci, bez zadnych przerdbek i adaptacji.
Przykladem takiej zabawki jest elastyczna kula wodna, ktéra mozemy kupié¢ za
kilka zlotych w sklepie z zabawkami lub w kiosku.

Zabawka ta wykonana jest z bardzo elastycznego, zabarwionego, ale jednocze$nie
przepuszczajacego $wiatto kauczuku silikonowego (fot. 1, rys. 1). Sktada sie ona
z uchwytu w ksztalcie pierscienia polaczonego kilkunastocentymetrowej dlugosci
tasma ze sfera o Srednicy kilku centymetréw, pokryta regularnie rozmieszczonymi,
miekkimi kolcami. Sfera wypelniona jest woda i niemieszajaca sie z nia bialawa
substancja, tworzaca ktaczkowata zawiesing. Mimo swojej niezwykle prostej budowy
zabawka ta pozwala na wykonanie szeregu interesujacych eksperymentow, ktorymi
zajmiemy sie w tym i dwu nastepnych artykutach.

Tematem pierwszego eksperymentu jest ksztalt ciala sprezystego w ruchu
obrotowym. Nasza zabawke trzymamy palcami jednej reki za uchwyt tak, zeby
koniec z kolcami zwisal swobodnie. Zwisajacy koniec ma ksztalt kuli. Palcami
drugiej reki obejmujemy koniec z kolcami i obracamy go kilkadziesiat razy

w plaszczyznie poziomej, az tadma ulegnie silnemu skreceniu. Teraz puszczamy
go swobodnie i uwaznie obserwujemy jego zachowanie i ksztalt. Widzimy, ze
zaczyna on coraz szybciej wirowaé wokét swojej pionowej osi. Poczatkowy
ksztalt kuli ulega przy tym zmianie i staje sie coraz bardziej elipsoidalny, przy
czym o$ wielka elipsoidy ma kierunek poziomy (fot. 2). Jest to spowodowane
dzialaniem na zabawke i zawarta w niej wode sil odsrodkowych, rozciagajacych
je w kierunku prostopadtym do osi obrotu.

Po rozkreceniu taémy koniec zabawki obraca sie dalej w te sama strone i skreca
tasme w przeciwnym kierunku, zmniejszajac przy tym swoja predkosé. Wraz ze
spadkiem predkosci jego ksztalt ponownie zbliza si¢ do sferycznego, az w koncu
zabawka zatrzymuje sie i jej koniec przyjmuje ksztalt sferyczny. Opisane procesy
powtarzaja sie, ale maksymalna predkosé obrotu zmniejsza si¢ w wyniku strat
energii na pokonanie sil tarcia o powietrze oraz oporéw ruchu wynikajacych

z niedoskonalej sprezystosci tasmy. Doswiadczenie to wyjasnia, dlaczego niektore
planety o plynnym wnetrzu, w tym réwniez Ziemia, maja ksztalt elipsoid.
Pozwala réwniez na wyttumaczenie wzajemnych przemian energii potencjalnej
sprezystosci na energie kinetyczna ruchu obrotowego.

Drugie doswiadczenie dotyczy ruchu jednostajnego po okregu w plaszczyznie
poziomej. Zabawke ujmujemy za uchwyt palcami jednej dloni tak, zeby tasma

i koniec z kolcami zwisaly pionowo. Zataczajac dlonig mate, poziome kbtka,
wprawiamy kule w ruch po okregu w plaszczyZnie poziomej. Zauwazamy, ze
tasma ulega przy tym odchyleniu od pionu i porusza sie po powierzchni bocznej
stozka (fot. 3). Zwickszajac predkosé ruchu dloni, widzimy, iz kat odchylenia
tasmy od pionu i jej dlugo$¢ wzrastaja.

Dzieje si¢ tak dlatego, ze na poruszajacy sie po okregu koniec zabawki dziataja
dwie wzajemnie prostopadtle sily. Sa nimi: ciezar zabawki, skierowany pionowo
i zwrécony w dol, oraz sila odsrodkowa, skierowana poziomo i zwrdcona

na zewnatrz okregu. Wartosé cigzaru jest stala, a wartosé sity odérodkowe;j

jest wprost proporcjonalna do kwadratu predkosci konca zabawki. Tasma
utrzymujaca kule z kolcami poruszajaca si¢ po okregu ustawia si¢ w kierunku
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Fot. 3. Elastyczna kula wodna,
poruszajaca sie¢ ruchem jednostajnym
po okregu w plaszczyznie poziomej.

Fot. 4. Elastyczna kula wodna,
wykonujgca ruch obrotowy
w plaszczyznie pionowej.

wypadkowej tych sit i przyjmuje kierunek ukos$ny. Przy wiekszej predkosci tasma
jest silniej rozciagana i wydluza sie, przyjmujac przy tym kierunek bardziej
odchylony od pionu. Podobny efekt odchylania obserwujemy w przypadku
krzesetek z pasazerami poruszajacymi sie po poziomym okregu na niektérych
typach karuzeli.

W trzecim doswiadczeniu zajmiemy sie ruchem obrotowym kuli z kolcami

w plaszczyZnie pionowej. Zabawke trzymamy tak samo jak w poprzednim
do$wiadczeniu. Dlonig wykonujemy ruchy po tuku w plaszczyznie pionowej
tak, zeby kula z kolcami wykonywala wahania o jak najwickszej amplitudzie.
W pewnym momencie kula wykonuje pelny obrét w ptaszczyznie pionowe;j.
Kontynuujemy ruchy dloni, podtrzymujac ruch obrotowy kuli (fot. 4).
Zwigkszajac szybkosé ruchow dloni, zauwazamy, ze kula rowniez krazy szybciej,
a dlugosc tasmy, wyznaczajaca promien toru, po ktérym porusza sie¢ kula

z kolcami, wzrasta.

Przyczyna zaobserwowanego faktu jest wprost proporcjonalna zaleznosé sity
odsrodkowej od kwadratu predkosci kuli. W tym doswiadczeniu nalezy zwrécié
uwage, ze wskutek rozciggliwosci tasmy tor ruchu kuli nie jest doktadnie
okregiem. Dzieje sie tak dlatego, ze kula, poruszajac si¢ ku gorze, traci czesé
swojej energii kinetycznej na rzecz wzrastajacej energii potencjalnej ciezkosci.
Predkosé kuli na tym etapie ruchu maleje, a wiec z kolei powoduje zmniejszenie
sity odsrodkowej i promienia toru.

Czwarte doswiadczenie ma na celu zilustrowanie zasady zachowania momentu
pedu. Na poczatku zabawke wprawiamy w ruch obrotowy w plaszczyznie
pionowej w sposéb podobny do opisanego powyzej. Jedyna réznica polega na
tym, ze uchwyt zabawki trzymamy kciukiem i palcem srodkowym jednej reki,

a palec wskazujacy pozostaje zgiety tuz przy palcu srodkowym. W pewnym
momencie wyprostowujemy palec wskazujacy (fot. 5), na ktéry zaczyna nawijaé
sie tasma, co powoduje zmniejszanie sie promienia toru kuli (fot. 6). Poniewaz
moment pedu poruszajacej sie kuli pozostaje z dobrym przyblizeniem staly,

a promien toru maleje, to predkos$é katowa kuli musi wzrastaé. Istotnie, przy
mniejszej dlugosci tasmy kula nawija sie na palec wskazujacy coraz szybciej.

To tylko niektére z doswiadczen, jakie mozemy wykonaé przy uzyciu tej prostej
zabawki. Kolejne eksperymenty opisane zostana juz w nowym roku.

Fot. 5. Przygotowanie elastycznej kuli Fot. 6. Ilustracja zasady zachowania
wodnej do ilustracji zasady zachowania momentu pedu przy uzyciu elastycznej
momentu pedu. kuli wodnej.
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Nobel dla majstrow Swiatta

W tym roku Nagroda Nobla z Fizyki zostala przyznana
w polowie Charlesowi Kuen Kao za przelomowe
osiggniecia w wykorzystaniu Swiatlowodow do komunikacji
optycznej oraz w potowie Willardowi Sterlingowi Boyle’owi
i George’owi Elwoodowi Smithowi za wynalezienie
obrazujgcego obwodu pélprzewodnikowego — sensora CCD.

Jak wida¢, po raz kolejny potraktowano testament
Alfreda Nobla dostownie i uhonorowano tych, ktérzy
najbardziej przystuzyli sie ludzkosci. Co prawda, zrobili
to nie w mijajacym roku, tylko troche wczeéniej,

w latach szesédziesiatych i siedemdziesiatych ubieglego
stulecia, ale nie da sie ukry¢, ze kazdy z nas korzysta
z konsekwencji ich inwencji.

Mozliwos¢é przesyltania $wiatta za pomoca dielektrycznej
rurki, z wykorzystaniem calkowitego wewnetrznego
odbicia, byla znana, co najmniej, od potowy XIX wieku.
Na duza skale zostala po raz pierwszy wykorzystana

w czasie Swiatowej Wystawy w Paryzu 120 lat temu do
iluminacji strumieni wody w fontannach. Dzi§ réwniez
Swiattowody sa uzywane gtéwnie do zabawiania sie.
Zmaczaca czes$¢ informacji przekazywanej przez
oplatajaca Ziemie pajeczyne Swiattowodow to ruchome
i nieruchome obrazy, w wickszosci uzyskane za pomoca
sensor6w CCD (lub za pomoca wynalezionego mniej
wiece] w tym samym czasie sensora CMOS).

Zar6éwno swiattowody, jak i CCD maja niezliczone
,powazne” zastosowania. Detektory uruchamianego
LHC wtasnie za pomoca $wiattowodéw komunikuja

sie z farmami procesoréw, podejmujacymi w czasie
rzeczywistym decyzje o tym, ktére dane sg wystarczajaco
interesujace, zeby mogly zosta¢ przekazane Swiatowej,
splecionej swiattowodami, sieci komputerowej GRID.

W sensory CCD wyposazone sg juz praktycznie wszystkie
instrumenty astronomiczne. Ekscytujace zdjecia, tak

z kosmicznych, jak i z naziemnych obserwatoriéw, sa
otrzymywane wlasnie za ich pomoca. Uzycie CCD
rewolucjonizuje takze np. obrazowanie medyczne.

Swiatlowody réwniez znalazly pierwsze praktyczne
zastosowanie w medycynie. Byl nim gastroskop, ktory
zostal skomercjalizowany w potowie ubiegtego wieku.
Wydawalo sie wtedy jednak, ze Swiattowody nie znajda
zastosowania w komunikacji, cho¢ w laboratoriach
demonstrowano mozliwos$¢ przesyltania informacji za

ich pomoca. Brak optymizmu byt spowodowany bardzo
wysoka atenuacja sygnatu $wietlnego — moc sygnatu
spadala sto razy na drodze 20 metréw. Z drugiej strony,
pot wieku temu, potrzeby nie byly jeszcze tak wielkie
oraz nie znano odpowiednio dobrego zrédla swiatla.
Laser dopiero powstawal, byl drogi i nieporeczny.
Przetomowa rola Kao polegata na pokazaniu, ze tak
wysoka atenuacja jest spowodowana zanieczyszczeniami
Swiattowodéw, a nastepnie na wykazaniu, ze szklo
kwarcowe moze pozwoli¢ na wydluzenie drogi, na ktorej
sygnal spada o dwa rzedy wielkosci, do kilometra.

Kao okazatl si¢ nie tylko znakomitym fizykiem, ale takze
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dobrym propagatorem idei swiattowodu jako wydajnego
i ekonomicznego kanatu przesytania informacji. Dzigki
temu konieczne technologie zostaly opracowane,

a pierwsze praktyczne zastosowanie Swiattowodu
nastapito w niecate dziesie¢ lat od podstawowej
publikacji Kao z 1966 roku.

Dwaj pozostali noblisci réwniez pracowali w przemysle,
a konkretnie w Bell Laboratories w New Jersey.
Koncepcja CCD powstala w raczej nietypowy sposéb.
Wydzial elektroniczny Bell Labs podlegal Jackowi
Mortonowi i byt podzielony na oddzial urzadzen
poéiprzewodnikowych oraz oddzial zajmujacy sie
wszystkim pozostatym. Pod koniec lat szes¢dziesiatych
technologia, z ktora wiazano wielkie nadzieje, byla
ypamie¢ pecherzykéw magnetycznych” (magnetic
bubble memory), a gléwnym swiatowym os$rodkiem

jej rozwoju byt oddziat Bell Labs, konkurencyjny do
oddziatu kierowanego przez Boyle’a. Morton uzaleznit
pozostawienie srodkéw do dyspozycji oddzialu Boyle’a
od zaproponowania pélprzewodnikowego odpowiednika
pecherzykéw magnetycznych. 17 pazdziernika 1969
roku do biura Mortona przyszli i Boyle, i Smith.

W ciagu godzinnej dyskusji, w obawie przed utrata
srodkéw na wlasne badania, naszkicowali na tablicy
koncepcje ,,pamieci pecherzykdéw tadunku”, zasady jej
dzialania oraz mozliwe zastosowania. Tak zaczela sie
historia Charge Coupled Device, czyli CCD. Pomyst
uzycia CCD jako pamigci nie przetrwal préby czasu,
podobnie jak jej magnetycznego odpowiednika. CCD to
matryca z kubetkami na ladunek, ktory jest generowany
dzigki fotonom poprzez efekt fotoelektryczny. Ladunek
moze by¢ odczytywany linia po linii, komérka po
komorce, poprzez ,przelanie” go z komérki do komorki.
Wilasnie ten sposob odczytu jest pozostatoscia po
koncepcji pecherzykow. Dzigki niemu czynna czesé
matrycy CCD moze obejmowaé praktycznie calg
powierzchnie sensora. A poniewaz urzadzenia te moga
mieé¢ bardzo niski poziom szumu oraz efektywnosé
kwantowa dochodzaca do 90%, to trudno si¢ dziwié,

ze tradycyjna fotografia, z efektywnoscia zaledwie
rzedu 1% 1 ucigzliwym procesem chemicznym zamiast
blyskawicznej elektroniki, odchodzi do profesjonalnych
zastosowan niszowych.

Na koniec z duma informujemy, ze na tegoroczna
uroczysto$¢ wreczenia Nagréd Nobla zostali zaproszeni
laureaci Konkursu Prac Mlodych Naukowcéw Unii
Europejskiej, a wérdéd nich Aleksander Kubica i Wiktor
Pilewski, zdobywcy pierwszej nagrody za prace
Spiralne soczewki dyfrakcyjne, skrot ktérej planujemy
opublikowaé na naszych tamach.

Przy okazji nadmieniamy, ze na oméwienie prac
polskich naukowcow, ktére moglyby zostaé docenione
przez Szwedzka Akademie Nauk, mamy od dawna
zarezerwowane miejsce.

Piotr ZALEWSKI



Stowarzyszenie na rzecz Edukacji Matematycznej

www.sem.edu.pl

W dniach 9-11 pazdziernika 2009 roku w osrodku Dresso w Sulejowie odbyta
sie wspolorganizowana przez SEM konferencja Matematyka. Jak uczyc¢?
Wrzielo w niej udzial ponad 100 matematykéw z calego kraju. Byli to zardwno
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nauczyciele matematyki w szkotach podstawowych, gimnazjach, liceach, jak
tez pracownicy wyzszych uczelni, w tym najwybitniejsi nasi profesorowie.
To bardzo dobrze, bo troska o matematyczna edukacje spoleczenstwa powinna

by¢ wspolna. Wspélny tez dla nauczajacych wszystkich szczebli powinien by¢
obraz matematyki, cho¢ — rzecz jasna — w zaleznosci od wieku i przygotowania
naszych podopiecznych inaczej ten obraz bedziemy im demonstrowac.

Oprocz referatéw, ktére w roboczy sposdb pokazywaly rézne podejécia

do uczenia wybranych zagadnien matematycznych, odbylo sie wiele dyskusji
i zebran. Stworzyly one okazje do wymiany w szerokim gronie pogladéw na
temat problemow edukacji matematycznej i roli, jaka w tym wzgledzie moga
i powinny odgrywaé olimpiady.

Nad wszystkim unosily sie dwa fundamentalne pytania:

e jak dalece w szkole powinni$my unikaé formalizméw matematycznych (czy
wrecz przeciwnie — wprowadzaé je)?

e jak dalece mamy zdobywa¢ mitosnikéw matematyki, ukazujac jej czyste, wrecz
muzyczne pickno, a jak dalece mamy jednaé jej zwolennikéw przez ukazywanie
wszechstronnych zastosowan matematyki i ich niezwyktlej skutecznosci?

W tej drugiej sprawie pojawil sie poglad, ze do matematyki najlepiej prowadzi
podziw uczniéw dla zapatu jej nauczyciela.

Wiecej informacji o konferencji mozna znalezé na stronie SEM.

Zupelnie inne, a to samo

Wiszelkie pojecia i twierdzenia matematyczne wytaniaja
sie z obserwacji, ze w wielu, czesto odleglych sytuacjach
czy rozumowaniach pojawia si¢ podobny pomyst, ktory
jest decydujacy dla rozwigzania rozwazanych problemoéw,
daje sie zaobserwowac jaka$ analogia, wyraznie narzuca sie
pokrewienstwo sytuacji. Dopiero pdzniej, nieraz po wielu
stuleciach, matematycy postanawiaja te regularnosci
nazwaé, sformutowac ich aksjomatyke, skodyfikowaé
technike uzywana przy ich stosowaniu.

Najdobitniej chyba wida¢ to w przypadku bardzo
przydatnego pojecia grupy, ktére bylo uzywane

juz w pierwszych odnotowanych dokonaniach
matematycznych naszych praprzodkéw, a ktore
zdefiniowano i nazwano dopiero w latach szes¢dziesiatych
XIX wieku (dos¢ wspomnieé, ze nawet dzialajacy na
poczatku XIX wieku Gauss, Abel i Galois, stosujac

w swoich rozumowaniach grupy, nie widzieli w nich
odrebnego pojecia).

W tym spostrzezeniu kryje sie mozliwa odpowiedz na to,
czy o takich pojeciach jak grupa mozna mowié takze

w szkole dowolnego szczebla. Mozna — trzeba tylko
pamietacé, by méwi¢ o nich na poziomie obserwacji
analogii, prawidlowoéci — bez tracenia czasu na ich
wprowadzanie (czy choéby nazywanie), bo to nie tylko
zabiera czas, ale tez obciaza uwage ucznia i kieruje ja na
zapamietywanie nowej terminologii.
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Oto cztery przyktady znanych faktow matematycznych,
ktére — mimo ze sa bardzo rézne — mozna uzyskaé

w analogiczny sposéb (méwiaé jezykiem zawodoweow:

z pomoca twierdzenia Lagrange’a o rzedzie podgrupy —
ale przeciez nie musimy demoralizowaé¢ mtodziezy tak
odrazajacym stownictwem: mozemy po prostu pokazac,
ze ,robi si¢” to za kazdym razem tak samo).

1. Liczby postaci F,, = 22" + 1, gdzie n jest liczba
naturalna, nazywaja sia liczbami Fermata. Fermat
przypuszczal (albo byl przekonany), ze sa to liczby
pierwsze. Euler zauwazyl, ze nie jest to prawda juz

dla F5. Wsrod faktow dotyczacych tych liczb jest i taki:
jesli p jest liczbg pierwszq, ktora dzieli F,,

to zachodzi p = 2"tk + 1 dla pewnej liczby naturalnej k.

2. Jedli p jest liczba pierwsza rézna od 2 1 5, to
rozwinigcie dziesietne 1/p jest utamkiem okresowym,
ktoérego okres dzieli p — 1.

3. Liczba osi symetrii n-kata jest rowna 0 lub dzieli n.

4. Na pewnej tablicy swietlnej mozna wyswietla¢
rozne konfiguracje za pomoca przetacznikéw. Kazdy
przelacznik ma ustalony obszar dzialania. Gdy sie go
nacidnie, to w jego obszarze zgasna wszystkie zapalone
zaréwki i zapala sie wszystkie te, ktore sie nie pality.
Okazuje sie, ze liczba konfiguracji, ktére mozemy
wyswietli¢ na tej tablicy, jest potega 2.
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Informatyczny kacik olimpijski (25): Odgadywanie funkcji

Tematem kacika w tym miesigcu bedzie zadanie Wires and Switches
z Miedzynarodowej Olimpiady Informatycznej z 1995 roku.

Dana jest liczba naturalna n. Nalezy odgadnaé funkcje f: {0,1,...,n —1} —
—{0,1,...,n— 1} (tzn. jej wartosci dla wszystkich argumentéw), ktéra jest
reprezentowana przez zewnetrzng biblioteke komunikujaca si¢ z programem
stanowiacym rozwiazanie. Biblioteka umozliwia jedynie wykonywanie
nastepujacych operacji:

e zapytanie, czy f(x) € B dla pewnego x i aktualnego zbioru B,
e dodanie do zbioru B jednego elementu,
e usuniecie ze zbioru B jednego elementu.

Zbior B jest poczatkowo pusty. Celem jest uzyskanie jak najmniejszej tacznej
liczby wykonanych operacji. Konkretniej, na zawodach bylo wiadomo, ze n < 90,
i nalezalo zmiesci¢ sie w 900 operacjach.

Najprostszym pomystem jest rozdzielenie problemu

na n mniejszych: szukanie oddzielnie wartosci f(x)

dla kolejnych x. Dla ustalonego x mozna to zrobié,

na przyktad, wyszukujac binarnie. W tym celu
sprawdzamy, czy f(x) € {0,1,...,y} dlay = L%J,
nastepnie zaleznie od wyniku dla y = [%W lub y = L‘%"J
itd. Oczywiscie, wykonamy okoto logn zapytan,

ale réwnolegle do nich trzeba jeszcze zmieniaé

zbioér B, co zajmie, dla danego x, okoto n operacji.
Lacznie zapytan do biblioteki wychodzi mniej wiecej
n - (logn + n), a konkretnie dla n = 90 — prawie 9000,
czyli zdecydowanie za duzo.

O wiele lepszym rozwigzaniem jest polaczenie wszystkich
wyszukiwan binarnych w jedno, zeby nie musie¢
nieustannie zmienia¢ zbioru B (co jest gléwnym kosztem
pierwszego algorytmu). Sprawdzenie, dla ktérych
warto$ci  mamy f(z) € {0,1,..., 2}, zajmuje okolo 3%
operacji (5 razy doktadamy element do zbioru B, po czym
wykonujemy n zapytan). Pozwala to podzieli¢ dziedzing na
dwa zbiory C'i D, z ktérych kazdy odpowiada fragmentowi
przeciwdziedziny rozmiaru mniej wigcej 5. W kolejnym
kroku z aktualnego zbioru B usuwamy elementy od %

do 3, a doktadamy do niego elementy od 4 do %" (razem
% operacji). Wowczas wykonanie zapytan dla kazdego
elementu z C' i D pozwala na rozdrobnienie tych zbioréw
na odpowiadajace podprzedzialom przeciwdziedziny
rozmiaru % (dlaczego?). W tej fazie znéw wykonalismy
37" operacji. Odpowiednio modyfikujac zbiér B, to
rozdrabnianie mozna kontynuowa¢ — po logn takich
fazach otrzymany podzial dziedziny wyznacza dokladnie
wszystkie wartosci funkcji. Daje to razem %n log n operacji,
przy czym caly czas pomijalem fakt, ze 5 i logn moga
nie by¢ caltkowite, co moze prowadzi¢ do drobnych btedow
w tym oszacowaniu. Dlan = 90 otrzymujemy taczna liczbe
operacji okoto 900; z powodu opisanych niedoktadnosci
ciezko ja jednak obliczy¢ dokladnie. Na zawodach takie
rozwigzanie wymagalo dodatkowych usprawnien, aby
uzyskaé¢ maksymalng liczbe punktow.

Rozwiazanie proponowane przez autora kacika opiera
sie na programowaniu dynamicznym i jest pewnym
ulepszeniem poprzedniego. Bedziemy w nim wyznaczaé
dla kazdej pary (z,y) liczbe t(z,y) operacji potrzebnych
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nam do odgadniecia funkcji, jesli jej dziedzina liczy
x elementow, a przeciwdziedzina — y elementoéw, przy
zalozeniu, ze poczatkowo zbiér B nie zawiera elementéw
z przeciwdziedziny lub zawiera ja cala (moze natomiast
zawiera¢ dowolne elementy spoza niej). Algorytm
zadawania zapytan do biblioteki mozemy teraz oprzec¢
chociazby na nastepujacym, bezposrednim pomysle:
aby odgadnaé¢ funkcje, dodajmy kilka (a konkretnie q)
elementéw do zbioru B (a w przypadku, gdy B zawieral
cala przeciwdziedzing — usunmy z niego ¢ elementéw),
a nastepnie sprawdzmy, dla ktorych argumentéw funkeja
daje wartosci z B (niech bedzie ich p). W ten sposéb
podzielimy zaréwno dziedzine, jak i przeciwdziedzing,
na dwa podzbiory i bedziemy mogli rozwiazywaé¢ dwa
otrzymane podproblemy osobno. Zauwazmy, ze mamy
wplyw na wybor ¢, ale nie mamy zadnego na p. W takim
razie, zaktadajac, ze wystapi najgorsza ewentualnosé
(pod wzgledem wyboru p), mozemy przyjaé, ze:

ta,y) = min max (¢+2+tp,q) +Hz —p,y —q)),
gdyz q operacji zuzywamy na dodawanie elementéw
do B (lub ich usuwanie), nastepnie x operacji na
dzielenie dziedziny, a potem rozwigzujemy oba
pozostate podproblemy. Zauwazmy, ze przy takim
algorytmie zapytan dla kazdego z podprobleméw
W momencie rozpoczecia przetwarzania zbiér B, zgodnie
z poczynionym zalozeniem, zawiera wszystkie elementy
z danej przeciwdziedziny lub nie zawiera zadnego z nich.

Powyzszy wzér pozwala obliczy¢ wszystkie wartosci
t(z,y) dla z,y < n. Po zakodowaniu rozwiazania okazuje
sie, ze t(90,90) = 877, co pozwala z zapasem odgadnaé
kazda funkcje, mieszczac sie w wyznaczonym limicie.
Pytanie kontrolne: jak na podstawie wartosci t(z,y)
zaprojektowaé¢ konkretny algorytm zadawania zapytan
do biblioteki?

Na koniec zachecam Czytelnika do zastanowienia sie,
czy strategia, zgodnie z ktéra obliczalismy wartosci
t(x,y), jest optymalna, a jesli nie, to czy potrafi on
znalez¢ taka, ktéra wymaga mniejszej liczby operacji
(w ogolnosci lub chociaz dla pewnych n).

Tomasz KULCZYNSKI



Klub 44

1-44

Termin nadsytania rozwigzan: 28 II 2010

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
579 (WT = 1,16) i 580 (WT = 2,55)
z numeru 4/2009

Pawel Najman Jaworzno 47,03
Tomasz Warszawski Krakéw 42,26
Janusz Olszewski Warszawa 42,06
Zbigniew Galias Krakéw 42,05
Jerzy Cislo Wroctaw 41,58
Marek Prauza Poraj 41,11
Tomasz Wietecha Tarnéw 37,49
Tomasz Tkocz Rybnik 37,15

Pawel Najman: to juz czwarte pelne
okrazenie.

Termin nadsylania rozwigzan: 28 IT 2010

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
478 (WT = 2,10) i 479 (WT = 2,95)
z numeru 5/2009

Tomasz Wietecha Tarnéw 45,11
Andrzej Idzik Bolestawiec 42,26
Krzysztof Magiera Losiéw 32,48
Radostaw Poleski Kotobrzeg 23,47
Michatl Kozlik Gliwice 22,00
Jerzy Witkowski  Radlin 16,54

Pan Wietecha konczy siédmg runde
w klubie 44F, czyli czternastg (!) w obu
Klubach lgcznie.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesigca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Oceng¢ mnozymy przez wspotczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwdch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z matematyki nr 591, 592
Redaguje Marcin E. KUCZMA

591. Liczby naturalne a, b, ¢ sa zwiazane zaleznoscia
11 1

a b ¢
Niech d bedzie najwigkszym wspolnym dzielnikiem tych liczb. Dowiesé, ze
iloczyn abed jest kwadratem liczby naturalnej.

592. Punkt P lezy wewnatrz czworo$cianu ABCD. Proste AP, BP, CP, DP
przecinaja sfery opisane na czworoscianach PBCD, PCDA, PDAB, PABC
odpowiednio w punktach K, L, M, N (r6znych od P). Udowodnié, ze

AP| |BP| |CP| |DP| _ 1

|AK| |BL| |CM| |DN]| ~ 256
Zadanie 592 zaproponowal pan Michal Kieza z Warszawy.

Zadania z fizyki nr 488, 489
Redagugje Jerzy B. BROJAN

488. Ciezarek o masie m wisi na nici, ktéra owija sie wokél «“
dwo6ch niewazkich blokéw ruchomych. Osie blokéw sa napiete ke
sprezynkami o stalych sprezystosci ki 1 ko (rysunek). Obliczyé
okres pionowych drgan ciezarka wokél potozenia rownowagi.

489. Chemiczne oczyszczanie wzbogaconego uranu

(tzn. zawierajacego podwyzszony procent rozszczepialnego
izotopu 23°U, stosowanego w reaktorach jadrowych) moze by¢
przeprowadzane w zbiorniku z ciecza, w ktérym oczyszczony
tlenek uranu opada na dno. Cieplo wytwarzane przez reakcje
chemiczng jest odprowadzane przez wode otaczajaca zbiornik.
W pewnym zakladzie stosujacym te technologie doszlo do dosé k1
powaznego wypadku, gdy oczyszczano uran wzbogacony nie 5
— jak zwykle — do 3%, ale do 19% (tak wysoko wzbogacony

uran jest stosowany w reaktorach wysokotemperaturowych).

Przyczyna wypadku bylo zaniedbanie polegajace na przetwarzaniu

tej samej ilosci materialu, co zwykle, mimo wyzszej zawartosci

izotopu rozszczepialnego. Uran osadzajacy sie na dnie zbiornika
przekroczyt wskutek tego mase krytyczna i rozpoczeta sie reakcja
tancuchowa, ktora trwata w sposéb samoczynnie kontrolowany przez 17 godzin.
Jakie zjawiska fizyczne lub chemiczne mogly by¢ odpowiedzialne za kontrolowany
przebieg reakcji, ktora nie rozwinela sie do skali wybuchu?

Rozwiagzanie zadania M 1261.
Przyjmijmy, ze wérdd liczb x1x2, xoxs, x324, ..., 21000C1001, 100121 jest dokladnie a jedynek
oraz dokladnie b minus-jedynek. Wtedy a 4+ b = 1001 oraz a — b = 499, skad otrzymujemy
a = 750 oraz b = 251. Wobec tego
(z122 ... 21001)? = (z122)(2273)(2374) . . . (100071001) (T100121) = (—1)*°1 = —1.

OtrzymaliSmy sprzecznosc, z ktérej wynika, ze nie istniejg liczby spelniajace warunki zadania.
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Patrz w niebo

Powszechnie uwaza sie, ze dominujacym zjawiskiem

w $wiecie planetoid sa zderzenia. Od czasu, gdy do
planetoid zblizyty sie sondy kosmiczne z kamerami,
skutki tych zderzen po prostu wida¢ w postaci krateréw,
rys, peknie¢ i wszelkiego rodzaju ,ran”. Wzajemne
obijanie sie planetoid powinno — ,na zdrowy rozum” —
doprowadzi¢ do wymieszania wszelkich parametrow
ich ruchu, inaczej méwiac — do chaosu. Obserwacji
dotyczacych m.in. tempa obrotu czy usytuowania osi
obrotu jest wiecej, niz mozna by przypuszczaé, gdyz
na dlugo przed era kosmiczng obserwowano zmiany
jasnosci planetoid i w wielu przypadkach udalo sie

z nich uzyskaé te wlasnie parametry kinematyczne,

a nawet ksztatt.

I tu niespodzianka! Okazalo sie bowiem, ze np. wsrdd
10 planetoid rodziny Koronis (rodzina to planetoidy
majace bardzo zblizone pélosie orbit) obserwuje

sie dziwne regularnosci. Szesé planetoid rotujacych

w kierunku prostym (tj. w jakim zachodzi ruch
orbitalny) ma osie obrotu niemal réwnoleglte — celujace
w Kasjopeje, a ich okresy obrotu zawierajg sie miedzy 8
a 9 godzinami. Pozostale cztery planetoidy, obracajace
sie¢ w kierunku wstecznym, maja osie obrotu niemal
prostopadte do ptaszczyzny Uktadu Stonecznego,

a obracaja sie albo bardzo wolno, albo bardzo szybko.
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Skoro rozklad tych parametréw ruchu jest tak odmienny
od losowego, pojawia si¢ naturalne pytanie o przyczyne
takiego stanu rzeczy. Pewna grupa astronoméw za

te przyczyne uwaza (uwagal) Swiatto stoneczne.
Mianowicie, wedlug tych badaczy ogrzana dzienna
strona planetoidy pozbywa sie nadmiaru energii, gdy
stanie sie¢ strong nocna. Emisja podczerwieni moze
skupiaé sie¢ w wyrdznionym kierunku, zaleznym od
ksztaltu planetoidy, rodzaju powierzchni i tempa
rotacji — w kazdym razie powstawalby wtedy niezwykle
staby odrzut, za to dzialajacy przez miliardy lat, czego
skutkiem moglyby by¢ wspomniane dziwne regularnosci.
Badacze oceniaja, ze planetoidy o rozmiarach
przekraczajacych 40 km bylyby za wielkie, by
poddawaé sie temu mechanizmowi. Z tego wcale jednak
nie wynika, ze ewolucja malych cial przebiegalaby
szybko i gtadko, gdyz w jej trakcie czyhalyby na nie
rozliczne rezonanse, stanowiace nieraz pulapki

nie do przebycia. Ponadto wydaje si¢ beznadziejna
sprawg mozliwo$¢ odroznienia, co w ruchu wybranej
planetoidy pochodzi z warunkéw poczatkowych, a co
jest skutkiem pézniejszej ewolucji. Niemniej proba
wprowadzenia do mechaniki nieba sit pochodzacych

z odrzutu promieniowania jest godna zauwazenia.

Tomasz KWAST

Grudzien

W grudniowe wieczory nad glowa widzimy na tle Drogi Mlecznej Perseusza.
Gwiazdozbidr ten stynie z kilku obiektéw. Przede wszystkim w nim znajduje
sie gwiazda zmienna znana ,o0d zawsze”, mianowicie Algol. Jest to gwiazda
podwdéjna, a w plaszczyznie obiegania sie skladnikéw lezy Ziemia. Okresowe
przestanianie sie tych gwiazd daje zmiany jasnosci calego uktadu w granicach
od 2,12 do 3,32 mag w okresie 2,87 dnia. Po drugie, w pélnocnej czesci

Perseusza znajduje sie podwdjna gromada otwarta gwiazd, znana jako ,h i chi”.
Obie te gromady wida¢ nieuzbrojonym okiem, a w lornetce widaé¢ obie naraz,
co stanowi wspanialy widok. Po trzecie, w gwiazdozbiorze tym lezy galaktyka

Rozwigzanie zadania M 1262.

NGC 1275, nalezaca do tzw. galaktyk Seyferta. Jest to jeden z typéw galaktyk
aktywnych, a w polowie ubieglego wieku zostala ona, jako jedna z pierwszych

Niech P oznacza punkt przeciecia prostej
zawierajacej wysokos¢ danego ostrostupa
z plaszczyzna szesciokata ABCDEF.
Wykazemy, ze punkt P lezy na kazdej

z prostych AD, BE, C'F. Punkt P jest
wéwezas punktem wspdlnym prostych

AD, BE i CF.

Niech S oznacza wierzcholtek danego
ostrostupa. Poniewaz ostrostup jest
prawidlowy, wiec wysokos¢ tego
ostrostupa lezy w plaszczyznie ADS.
Wobec tego prosta zawierajaca wysokosé
ostrostupa przecina prosta AD. Stad
wynika, ze punkt P lezy na prostej AD.

Analogicznie dowodzimy, ze punkt P
lezy na prostych BE i C'F, co konczy
rozwigzanie zadania.

galaktyk, zidentyfikowana z silnym radiozrodiem. Nie widaé jej gotym okiem,
a lezy w odleglosci okolo 20 Mpc.

Merkury znajdzie si¢ 18 XII najdalej od Stonica i mozna go szukaé¢ na niebie po
zachodzie Stonca. Wenus jest — jak Stonce — w Wezowniku, zatem jej nie widac.
Mars jest we Lwie i kolo polnocy wschodzi. Jowisz jest w Koziorozcu i zachodzi
bardzo wczesnym wieczorem. Saturn jest w Pannie i wschodzi wyraznie po
péinocy. Pelnia Ksiezyca wypada 2 XII, néw 16 XII, a 31 XII ponownie pelnia
i bedzie wtedy za¢mienie Ksiezyca — w sama noc sylwestrowa, wlasciwie
w wieczér sylwestrowy, z maksymalna faza okolo godz. 20. Niestety, bedzie to
zac¢mienie czesciowe. Jak zwykle 21 XII nastapi przesilenie zimowe, czyli zacznie
sie zima, ale dni zaczna si¢ juz wydluzaé. Z przewidywalnych rojéow meteorow
mozna w grudniu obserwowa¢ dwa: Geminidy okoto 12 XII i Ursydy okoto
22 XII. Szczesliwego Nowego Roku!

T. K.
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Przy pieciu osobach tréjka jak

z zadania 1 moze nie istniec.
Wierzchotki pigciokata to osoby,
kolorowa linia oznacza znajomych,
czarna — nieznajomych.

Najmniejszg liczbg¢ oséb o opisanej
w zadaniu 1 wlasnoéci nazywa sie

Déja vu Joanna JASZUNSKA

Niektore fakty matematyczne sa na tyle uniwersalne i przydatne, ze pojawiaja
sie niezwykle czesto, w najrozmaitszych kontekstach i sformulowaniach.
Przykladem jest ponizsze zadanie 1, dalsze za$ zadania to rézne jego ,wcielenia”
oraz zastosowania.

1. Spotkalo sie sze$¢ oséb, niektére z nich sie znaja. Wykaz, ze istnieje
wsrdd nich taka tréjka osob, ze kazde dwie sie znajg lub zadne dwie sie
nie znaja. Zakladamy, ze jesli osoba A zna osobe B, to réwniez B zna A.

R. Osoba O wsrdod pozostalych pieciu oséb albo co najmniej trzy zna, albo co najmniej
trzech nie zna. W pierwszym przypadku, jesli pewna para jej znajomych si¢ zna, to
wraz z O tworza szukana trojke. Jesli za$ z trojga znajomych O zadnych dwoje sie
nie zna, to oni tworza szukana trojke. Drugi przypadek rozwazamy analogicznie. [

2. Budowniczy i Malarz graja w nastepujaca gre. Budowniczy zaczyna

i w kazdym swoim ruchu rysuje na plaszczyznie odcinek. Malarz w swoim
ruchu koloruje ten odcinek na z6tto lub zielono. Budowniczy wygra, jesli
powstanie jednokolorowy trojkat, ktorego bokami sa cate odcinki. Czy
zawsze moze wygrac?

R. Tak. Moze zaczaé¢ od narysowania pieciu odcinkéw o wspdlnym koncu. Malarz musi

pewne trzy z nich pomalowaé tym samym kolorem, powiedzmy z6ttym. Wtedy Budowniczy
taczy ich drugie konce, budujac tréjkat. Jesli Malarz ktérykolwiek bok pokoloruje na zoétto,

liczbq Ramseya R(3,3). Z powyzszego
przyktadu oraz z zadania 1 wynika, ze
5 < R(3,3) < 6, zatem R(3,3) = 6.

to przegra. Ale jesli wszystkie trzy pomaluje na zielono, tez przegra! [J

Nastepujace zadanie pozostawmy jako proste ¢wiczenie.

3. Pomiedzy niektérymi z pewnych n miast sa drogi. Dla dowolnie
wybranych trzech miast istnieja doktadnie jedna lub dokladnie dwie
z trzech mozliwych taczacych je drog. Czy moze byé n = 67

4. W Lolandii jest 17 miast, z ktorych kazde dwa taczy jeden z trzech
srodkéw komunikacji: LOT, PKS albo PKP. Udowodnij, ze pomiedzy
pewnymi trzema miastami mozna odby¢ podréz ,,po trdjkacie”,
korzystajac tylko z jednego $rodka komunikacji.

R. Niemozliwe, aby kazdym z trzech srodkéw transportu dawato sie dotrze¢ ze stolicy
do najwyzej 5 z pozostalych 16 miast, bo 3 -5 < 16. Przyjmijmy wiec, ze pociggiem
mozna dotrze¢ do pewnych 6 miast. Jesli ktéres dwa z nich tez taczy kolej, to one
wraz ze stolicg tworza szukany tréjkat. W przeciwnym przypadku kazde dwa z nich
taczy jeden z dwdch pozostatych srodkéw komunikacji i dalszy dowdd przebiega jak

w zadaniu 1. [J

Czytelnik teraz bez trudu zapewne rozwiaze nastepujace
zadanie z XXXVII Olimpiady Matematycznej.

5. W turnieju szachowym uczestniczy

66 zawodnikow, kazdy z kazdym rozgrywa

jedna partie, rozgrywki odbywaja sie w czterech
miastach. Udowodnij, ze pewna tréjka zawodnikow
rozgrywa wszystkie partie miedzy soba w tym
samym miescie.

6. Liczby 1,2,...,65 podzielono na cztery
roztaczne zbiory. Wykaz, ze w ktoryms z nich
znajda sie takie (niekoniecznie rézne) liczby z, y, z,
ze x4y ==z.

R. Kazdemu z czterech zbioréw przypiszmy inny kolor.
Narysujmy 66 punktéw ponumerowanych od 1 do 66. Kazde
dwa punkty potaczmy tym kolorem, ktéry przypisano
zbiorowi zawierajacemu réznice ich numeréw. Wéwcezas,
analogicznie do zadania 5, istnieja takie trzy punkty
ponumerowane liczbami a > b > ¢, ze taczace je odcinki sg
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tego samego koloru. Wtedy liczby x =a — b, y = b — c oraz
z = a — ¢ wszystkie naleza do jednego z danych czterech
zbioréw i speliajg réwnoéé z +y = 2.

Na koniec proponuje zadanie z II Olimpiady
Matematycznej Gimnazjalistéw oraz pewna rozrywke.

7. W przestrzeni danych jest 6 punktéw, z ktérych
zadne cztery nie leza na jednej pltaszczyznie. Laczac
niektére z tych punktéw, narysowano 10 odcinkow.
Wykaz, ze w ten sposéb uzyskano co najmniej
jeden trojkat.

Rozwigzanie na stronie www.sem.edu.pl/omg

Gra Sim. Plansza do gry sa wierzchotki szesciokata
foremnego. Dwaj gracze na przemian, kazdy innym
kolorem, rysuja dowolny bok lub przekatna szesciokata.
Przegrywa ten, kto swoim kolorem narysuje trzy
odcinki tworzace tréojkat (uwzgledniamy tylko

tréjkaty o wierzchotkach w wierzchotkach wyjsciowego
szesciokata).



