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Teoria liczb na znaczkach pocztowych

Teoria liczb cieszy si¢ uznaniem nie tylko matematykow,
ale i projektantéw znaczkéw. I choé wymiary znaczka
wymuszaja oszczedny zapis, to wiele z nich, dzigki
pomystowosci projektantéw, w pelni zastuguje na tytut
ambasadora ,krolowej matematyki”. Znaczek to darmowa
i o ogromnym zasiegu reklama ,krélowej” — zaciekawia,
a nieraz i zacheca do jej blizszego poznania. To nic, ze
niekiedy mozna uslyszeé, oprocz pytan: Kto to odkryl,
udowodnil, obliczyl?, Jak to odkryl? ... i takie: Po co to
komu?, Kogo to interesuje? . .. — jest to okazja do rozmowy
o matematyce, do podsuniecia odpowiedniej literatury.

Poczatki teorii liczb siegaja czasow Pitagorasa

(—580, —496) i jego ucznidéw — jej poczatek znaczkowy
wyznacza data 20 VIIT 1995 — data wprowadzenia

przez Poczte Grecka pierwszych w $wiecie znaczkow

z Pitagorasem (znaczek 1 na okladce). Dla pitagorejczykdéw
swiat byl harmonia oparta na liczbach: Wszystko

jest liczbg, dopOki nie zajeli sie dlugoscia przekatnej
kwadratu. To byl szok! Byla i mistyka, np. wyrézniali
liczbe 10 = 14 2+ 3 + 4, czyli tetraktys, znak, na ktéry
przysiegali (zn. 2 i kartka pocztowa — analogofilia).

Pitagorejczycy rozrézniali liczby parzyste i nieparzyste,
odkryli liczby doskonale (zn. 3, zn. 4), liczby
zaprzyjaznione, podali wzory tréjek pitagorejskich.

Nie przypuszczali jednak, ze odkryte przez nich
twierdzenie (twierdzenie Pitagorasa) (zn. 5) bedzie
miato wiele dowoddéw, zajmie wyjatkowe miejsce

w szkolnym nauczaniu, uroénie do Wielkiego
Twierdzenia Fermata — Wielkiego Twierdzenia dla
Pierre’a de Fermata (1601, 1665) (zn. 6), bo znal dowdd
(szkoda tylko, ze waski margines zniechecit go do jego
zapisu) i Wielka Hipoteza dla tych, ktorzy bezskutecznie
setki lat szukali dowodu (zn. 7, zn. 8, zn. 14)! Nawet
nagroda 100000 marek (1907) nie skrzesala ,jiskry
Bozej” prowadzacej do dowodu. To prawda, ze skusila
wielu amatoréw — jest to zrozumiale, bo teoria liczb
przyciagala i dalej przyciaga pozornie prostymi
pytaniami marzacych o réwnie prostych odpowiedziach.
Dowdd opublikowal Andrew Wiles w 1995 r. w Annals
of Mathematics nr 142 (dowdd liczyt 108 stron), co
dowcipnie ujal czeski projektant znaczka (zn. 8).

Poszukiwania dowodu WTF zaowocowaly powstaniem
nowych pojeé, twierdzen waznych dla dalszego rozwoju
matematyki. Miedzy innymi Richard Dedekind

(1831, 1916) wprowadzil pojecie piericienia, idealu oraz
udowodnil twierdzenie o przedstawieniu niezerowego
idealu jako iloczynu idealéw pierwszych (zn. 9).

W teorii liczb szczegdlne miejsce zajmuja liczby
pierwsze. Pierwszy wyktad teorii tych liczb spotykamy
w Elementach (—300) Euklidesa (—365; —300) — jest
tam definicja: Liczba pierwsza to taka, ktora jest
mierzalna wylgcznie przez jedynke (tzn. jedyny dzielnik
mniejszy od niej to jedynka), jest tez dow6d m.in.
twierdzenia, ze liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele

* .
Katowice
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(zn. 10, zn. 11 i kartka). Znaczek polski (zn. 10) jest
pierwszym w $wiecie znaczkiem, ktéry przypomina
Euklidesa (do dzi§ Poczta Grecka nie wydala z nim
znaczka); znaczki watykanskie (zn. 2, zn. 11 i kartka)
to fragmenty ,,Szkoly Atenskiej” Rafaela.

W Elementach znajduja sie tez konstrukcje platonskie
foremnego 3-, 5-kata, 15-kata — na nastepna konstrukcje
foremnego 17-kata (3, 5, 17 to liczby pierwsze

Fermata) trzeba bylo czeka¢ 2100 lat — jej autorem,

jak i odpowiedniego twierdzenia (doktadnie twierdzenia
Gaussa—Wanzla) o konstruowalnosci n-kata foremnego byt
Carl Friedrich Gauss (1777,1855). Rysunek na znaczku
(zn. 12) to dawny symbol Olimpiady Matematycznej —
17-kat foremny wpisany w okrag, cyrkiel oraz ekierka.

Widoczna na znaczku (zn. 13) liczba pierwsza Marina
Mersenne’a (1558, 1648) liczy ponad 4 mln cyfr — liczbe
yrozpracowali” w 2001 r. M. Cameron, G. F. Woltman
i S. Kurowski. W 2008 r. odkryto dwie kolejne liczby
pierwsze Mersenne’a liczace ponad 100 mln cyfr —
odkrywcy otrzymali nagrode 100000 dolaréw od
Electronic Frontier Foundation.

Poprzez wieki przewija sie problem rozmieszczenia

liczb pierwszych wsréd liczb naturalnych. Niezwykta
role w jego rozwiklaniu przypisuje sie funkcji ¢ (dzeta)
Riemanna (zn. 14) i zwiazanej z nia hipotezie Riemanna —
znéw czeka milion dolaréw na tego, kto potwierdzi/obali
hipoteze.

Acta Arithmetica to wiele na $wiecie znaczace
czasopismo poswiecone teorii liczb, ktére powstato

w 1935 r. z inicjatywy S. Lubelskiego oraz A. Walfisza;
w latach 195869 jego redaktorem naczelnym byt

W. Sierpiniski. Waclaw Sierpinski (1882, 1969) byt
wspoltworca Polskiej Szkolty Matematycznej, jego
prace dotyczyly m.in. teorii liczb. Niestety, na znaczku
(zn. 15) brak jakiegokolwiek $ladu matematycznych
osiggnie¢ W. Sierpinskiego, bo siatka milimetrowa. . . !

A oto jeszcze krétka galeria (zn. 16-18) matematykéw
zajmujacych sie teoria liczb: L. Euler (1707,1783),

J. L. de Lagrange (1736, 1813), P. L. Czebyszew
(1821,1894) — szkoda, ze projektanci ,zapomnieli”
wskazaé ich znaczace osiggniecial A nie ma

swojego znaczka Diofantos, A. M. Legendre,

J. P. G. Lejeune-Dirichlet i wielu innych zastuzonych
dla rozwoju teorii liczb.

Na zakonczenie wypowiedZ Ernesta Rutherforda
(1871,1937) — fizyka (Nagroda Nobla w 1908)
i filatelisty:

Cata nauka dzieli si¢ na fizyke i zbieranie znaczkow.

Warto zainteresowaé si¢ filatelistyka, zostaé filatelista!

[Przyznaje, ze mimo uwaznej lektury katalogéw znaczkéw Michela
(obejmuja caly swiat ,znaczkowy” od poczatku jego. .. istnienia
(1840)), moglem cos przeoczy¢, a poza tym dostep do niektérych
znaczkow, jak i pozostalych waloréw filatelistycznych: kartek
pocztowych, stempli okolicznosciowych. . .
bardzo klopotliwy.]

z réznych powodow jest



Grawitina przypadki

we Wszechswiata przeszlosci

Marcin BADZIAK ™

Marzeniem wielu fizykéw jest sformutowanie
zunifikowanej teorii wszystkich znanych oddziatywan.
(Wiecej o oddzialywaniach elementarnych mozna
przeczytaé¢ w specjalnym wydaniu Delty 5/2000.)
Obecnie najpowazniejszym kandydatem na taka

teorie jest teoria superstrun. Typowsg skala masowa
jest tu masa Plancka, ktéra jest 10'° razy wieksza

od masy protonu. Dla poréwnania, w akceleratorze
LHC w CERN-ie bedzie mozna wyprodukowaé

czastki mniej wiecej 1000 razy ciezsze od protonu.
Oznacza to, ze bezposrednie badanie teorii superstrun,
polegajace na wyprodukowaniu wzbudzonych stanéw
superstrunowych w zderzeniach czastek, jest raczej
poza zasiegiem ludzkich mozliwosci. Eksperymentalnie
mozna weryfikowaé tylko niskoenergetyczne przyblizenie
teorii strun — supersymetryczne rozszerzenie obecnie
obowiazujacej teorii oddziatywan, czyli Modelu
Standardowego. Supersymetria wiaze wlasciwosci
czastek o spinie catkowitym i poléwkowym.
Supersymetrycznym partnerem grawitonu, hipotetycznej
czastki przenoszacej oddzialywania grawitacyjne, jest
grawitino — fermion o spinie 3/2. Ze wzgledu na to,

ze supersymetria nie jest doktadna symetria przyrody,
grawitino (w odréznieniu od hipotetycznego grawitonu)
musi mie¢ mase réozna od zera.

Czy mozemy co$ powiedzie¢ o mozliwych wlasnosciach
grawitina, mimo ze nie wiemy, jaka ta czastka miataby
mie¢ mase, oraz mimo ze czastka ta oddzialuje

tylko grawitacyjnie, czyli znacznie stabiej niz

wszelkie znane czastki? Odpowiedz na to pytanie

jest twierdzaca. Okazuje si¢ bowiem, ze od wlasnosci
grawitina zalezy historia Wszechswiata. I tak jak
archeologowie poznaja dzi$ np. dzieje cywilizacji
sumeryjskiej, badajac znajdowane w ziemi slady kultury
materialnej, fizycy przypatruja sie uwaznie wygladowi
i sktadowi Wszechswiata, szukajac sladéw niezwyklych
oddzialywan — nieznanych jeszcze czastek, moze nawet
podlegajacych egzotycznym prawom fizyki.

Taka pozostaloscia z kosmicznej przesztodci jest
mikrofalowe promieniowanie tla wypelniajace
Wszechswiat. Obserwujac je, stwierdzono, ze zwykla
materia w postaci neutralnych atoméw (skladajacych sie
z protonéw, neutronéw i elektronéw) stanowi zaledwie
4% calkowitej energii Wszech$wiata. Nieznane jest
pochodzenie pozostalych 96% energii. Cala znana
nam materia podlega przyciaganiu grawitacyjnemu.
Gdyby byla ona jedynym sktadnikiem Wszechswiata,
jego ekspansja ulegataby spowolnieniu. Jednakze

z obserwacji odleglych supernowych wynika, ze
Wszechswiat najprawdopodobniej rozszerza si¢
obecnie z przyspieszeniem. (Mozliwe sa tez inne,
mniej powszechnie akceptowane wyttumaczenia, patrz

*Instytut Fizyki Teoretycznej, Wydzial Fizyki
Uniwersytetu Warszawskiego

zamierzchtej

artykul Krzysztofa Bolejki — Delta 5/2008.) Oznacza to, ze
musi istnie¢ forma energii, ktéra powoduje przyspieszona
ekspansje Wszechswiata. Jest ona nazywana ciemna
energia 1 stanowi 73% calkowitej energii Wszech$wiata.
Odpowiedz na pytanie, co stanowi ciemna energie,

jest jednym z najwiekszych wyzwan dla wspotczesnej
fizyki. Pozostale 23% stanowi tzw. ciemna materia.
Mimo ze nie wiadomo, czym ona doktadnie jest, to
jednak zostaly poznane niektére jej wlasciwosci.

Na pewno jest to materia nieoddzialujaca z fotonami:
nie $wieci (stad jej nazwa) i nie rozprasza promieniowania
odleglych galaktyk. Moga ja stanowié¢ czastki, ktére
oddzialuja tylko stabo i grawitacyjnie. Ponadto musza
one by¢ stabilne, a przynajmniej zy¢ na tyle dtugo, by
nie rozpadly si¢ do chwili obecnej. Spoérdd czastek Modelu
Standardowego powyzsze kryteria spelniajg neutrina.
Neutrina maja bardzo matg mase. W zwiazku z tym,

w trakcie tworzenia sie struktur wielkoskalowych, czyli
galaktyk oraz gromad i supergromad galaktyk, poruszaly
sie z predkosciami bliskimi predkosci $wiatta. Taka
szybko poruszajaca si¢ ciemna materia powodowalaby
,roztazenie si¢” skupisk materii o malych rozmiarach.
Jednak obserwacje i symulacje komputerowe wskazuja,
iz najpierw tworzyly si¢ mniejsze struktury, z ktérych
dopiero w toku ewolucji formowaly sie galaktyki, gromady
i supergromady galaktyk. Z tego wynika, ze wigkszo$¢
ciemnej materii we Wszech$wiecie musi stanowi¢ tzw.
zimna ciemna materia, czyli cigzsze czastki, poruszajace
sie z predkosciami nierelatywistycznymi. Okazuje sie,

ze aktualnie najlepszym kandydatem na zimng ciemna
materie jest najlzejsza czastka supersymetryczna. W wielu
modelach to wlasnie grawitino ma najmniejsza mase
spoérod wszystkich czastek supersymetrycznych, a na
dodatek jest czastka stabilng. W typowych modelach
masa grawitina jest rzedu 1 do 100 mas protonu. Jest to
na tyle duzo, by grawitina poruszaly sie z predkosciami
nierelatywistycznymi i nie przeszkadzaly przy tworzeniu
sie najmniejszych struktur we Wszechswiecie. Ponadto
wiele modeli przewiduje obecna gestos¢ energii grawitin
na poziomie obserwowanej gestosci ciemnej materii.

Nie ma zatem przeszkdd, by to wlasnie grawitina
stanowily ciemna materie.

Mimo ze stabilne grawitino jest bardzo dobrym
kandydatem na ciemna materie, wiaze si¢ z nim
powazny problem kosmologiczny. W bardzo wczesnym
Wszechéwiecie grawitina byly produkowane

w ogromnych ilosciach. Gestos¢ energii grawitin
musiata by¢ bardzo duza, co prowadzitoby do
szybkiego zapadniecia sie Wszechéwiata pod wplywem
przyciagania grawitacyjnego — chyba ze masa grawitina
bylaby mniejsza niz milionowa czes¢ masy protonu.
Jednakze niezwykle trudno skonstruowaé realistyczny
model z tak lekkim grawitinem. Od masy grawitina
zalezy tez czas zycia drugiej co do lekkosci czastki
supersymetrycznej. Jesli bylby on zbyt dlugi,



rozpady tych ostatnich czastek zagrazalyby procesowi
pierwotnej nukleosyntezy. Proces ten rozpoczal sie
okolo sekundy po Wielkim Wybuchu. Wczesniej,

gdy Wszech$wiat byl bardziej goracy, jadra atomowe
nie mogly na trwale powstaé¢ ze wzgledu na ogromna
gesto$é wysokoenergetycznych fotonéw (na jeden barion
we Wszech$wiecie przypada ponad miliard fotonéw).
Fotony te rozbijaly wigkszos¢ nowo tworzonych jader

i prawie cala materia barionowa sktadala sie ze
swobodnych protonéw i neutronéw, ktére przeistaczaly
sie jedne w drugie wskutek oddzialywan stabych.

Ze wzgledu na to, ze neutron jest troche ciezszy od
protonu, neutronéw bylo mniej niz protonéw i asymetria
ta narastala wraz z obnizaniem si¢ temperatury. Okoto
sekundy po Wielkim Wybuchu Wszechswiat ochlodzit
sie do tego stopnia, ze oddzialywania stabe praktycznie
ustaly. W tym czasie na jeden neutron przypadato szes¢
protonéw. Jednak jadra atomowe nie mogly powstawaé
w znaczacych ilosciach jeszcze przez okolo minuty,

gdyz wysokoenergetycznych fotonéw bylo nadal zbyt
duzo. W trakcie tej minuty cze$é neutrondéw zdazyla sie
rozpasé (czas potowicznego rozpadu neutronu wynosi
10,5 minuty) i na jeden neutron przypadalo juz siedem
protondw. Jest to o tyle wazne, ze prawie wszystkie
neutrony zostaly potem zwigzane w jadra helu “He.
Stad mozna obliczy¢, ze *He powinien stanowié okoto
25% materii barionowej we Wszechs§wiecie. Pozostale
75% barionéw pozostalo w postaci swobodnych
protondw, ktore pdzniej zwiazaly sie z elektronami,
tworzac neutralny wodér. W procesie pierwotnej
nukleosyntezy powstaly réwniez sladowe ilosci kilku
innych lekkich jader: deuteru ?H i helu *He (stanowiace
okoto 1075 wszystkich jader) oraz litu "Li (okoto 109
wszystkich jader). Te wartosci dobrze zgadzaja si¢

z obserwacjami. Prawidlowe przewidywanie zawartosci
lekkich jader we Wszech$wiecie jest ogromnym
sukcesem Standardowego Modelu Kosmologicznego
opartego na Modelu Standardowym oddzialywan
elementarnych.

Nalezy podkredli¢, ze przebieg pierwotnej nukleosyntezy
jest niezwykle czuly na odstepstwa od Modelu
Standardowego. Na przyklad, istnienie dodatkowej,
czwartej generacji lekkich neutrin spowodowaloby
zahamowanie oddzialywan stabych przy wyzszej
temperaturze. W konsekwencji stosunek neutronéw
do protonéw bylby wiekszy i powstaloby wiecej helu
4He, niz obserwujemy we Wszechéwiecie. Dlatego,
konstruujac rozszerzenia Modelu Standardowego,
nalezy uwazaé, by nowe czastki i oddzialywania

nie zaburzyly w sposéb znaczacy przebiegu pierwotnej
nukleosyntezy. Dotyczy to w szczegdlnosci rozpadéw
czastek supersymetrycznych na grawitino i ,zwykte”
czastki, produkty takich rozpadéw sa bowiem bardzo
energetyczne i, zderzajac si¢ z lekkimi jadrami, moga
powodowad ich dalsze przeksztalcenia w niezgodzie

z obserwacjami. Niebezpieczenstwa tego mozna by
uniknaé, gdyby wszystkie takie rozpady zaszly jeszcze
przed rozpoczeciem pierwotnej nukleosyntezy. Jednak
zeby do tego doszlo, czastki supersymetryczne
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musialyby by¢ ponad 10000 razy cigzsze od protonu,
czyli duzo ciezsze, niz zakladaja realistyczne modele
supersymetrii.

W rozwiazaniu opisanego wyzej kosmologicznego
problemu grawitina moze pomoc inflacja, ktéra
najprawdopodobniej miata miejsce w bardzo

wezesnym Wszechswiecie. Inflacja to okres bardzo
szybkiego — i przyspieszonego — rozszerzania sie
Wszechéwiata. Ttumaczy ona wiele niewyjasnionych
wlasnosci Wszechs$wiata, takich jak jednorodnosé

i izotropowo$¢ w duzych skalach oraz zerowa
krzywizna. Ponadto fluktuacje kwantowe pola
napedzajacego inflacje sa oczywistym zrédltem
pierwotnych niejednorodnosci gesto$ci materii, ktore
mogly daé¢ poczatek obserwowanym dzisiaj galaktykom.
Mimo ze nie zostalto jeszcze zrozumiane, dlaczego
doszto do inflacji, to nie ma juz dzi$ wiekszych
watpliwosci, ze jest ona czeScig historii Wszech$wiata.
Wréémy jednak do pytania, jak inflacja moze pomoc

w rozwiazaniu kosmologicznego problemu grawitina.
Ot67 jednym ze skutkéw blyskawicznego rozszerzenia
sie Wszechéwiata jest zmniejszenie gestosci wszystkich
czastek, w tym grawitin, praktycznie do zera. Okres
inflacji powoduje wiec, ze Wszechéwiat staje sie

pusty, co nijak nie przypomina tego, co obserwujemy.
Po inflacji musi nastapi¢ podgrzanie Wszech$wiata, czyli
produkcja czastek, ktéra poprzedza jego standardowa
ewolucje opisywana modelem Wielkiego Wybuchu.
(Mozna by powiedzieé, ze proces podgrzania doslownie
realizuje znaczenie metafory ,Wielki Wybuch”.)

Proces podgrzania moégtby jednak doprowadzié¢ do
pojawienia sie kosmologicznego problemu grawitina

na nowo, gdyz nie ma zadnego powodu, by grawitina
nie byly produkowane w zderzeniach czastek takze

po inflacji. Ale ilo$¢ tak produkowanych grawitin
zalezy od temperatury podgrzania, czyli temperatury,
jaka osiagnal Wszechéwiat po inflacji. Dlatego
rozwiazanie kosmologicznego problemu grawitin wymaga
odpowiednio niskiej temperatury podgrzania. Istnienie
gbrnego ograniczenia na temperature podgrzania

moze by¢ o tyle klopotliwe, ze obserwowana dzis
asymetria miedzy ilodcig bariondéw i antybariondw

we Wszech$wiecie musiala wytworzy¢ sie po inflacji.
Zbyt niska temperatura podgrzania mogtaby z kolei
spowodowad, ze taka asymetria by sie nie wygenerowala.
Nad poszukiwaniem rozsadnego kompromisu miedzy
tymi dwoma ograniczeniami pracuje dzis wielu fizykow.

Czy grawitino istnieje? Na to pytanie czesciowo moga
odpowiedzie¢ juz niebawem wyniki z LHC. Czy tworzy
ono ciemng materie we Wszechswiecie? Jaki jest
zwiazek grawitina z inflacja i ewolucja Wszechswiata?
Na te pytania wcigz chcemy odpowiedzie¢. Jednak
niezaleznie od tego, jakie sg te odpowiedzi, z rozwazan
naszych wynika, ze Wszech$wiat potrafi wzia¢ w karby
rozpasang wyobraznie fizykéw, a zrozumienie jego
ewolucji dostarcza silnych ograniczen na witasciwosci
egzotycznych czastek — takze i tych, ktorych z uwagi
na ich duze masy lub nikla sile oddzialywan nigdy

w akceleratorach nie wyprodukujemy.
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Rozwigzanie zadania F 751.

W chwili, gdy natezenie pradu

wynosilo Ip, tadunek na kondensatorze C

wynosil go = CIpR, a energia pola
elektrostatycznego byta réwna

Wy =

Stan réwnowagi nastapi, gdy ten tadunek

2
4o
20"

rozdzieli si¢ migdzy kondensatorami.

Energia pola elektrostatycznego bedzie

wtedy réwna

2 2

Wy = _ % — qA

2Ccarx  6C
Zatem w ukladzie wydzieli si¢ ciepto
2 2 p2

; 0 CLHiR
=Wy —-W; = — = .
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Drobne oszustwo Jakub RADOSZEWSKI

Stowniki. Dany jest pewien duzy zbiér D = {0,1,..., N — 1}. Chcieliby$my
zaprojektowaé sfownik do przechowywania wybranych elementéw z D. Taki
stownik to struktura danych, do ktorej mozna wstawia¢ elementy, z ktorej
mozna elementy usuwac i dla ktérej mozna sprawdzaé, czy dana liczba x € D
sie w niej znajduje. Implementuje si¢ go zazwyczaj za pomoca zréwnowazonych
drzew poszukiwan binarnych, ktérych nazwa chyba dobrze oddaje ich poziom
skomplikowania. Ale po co sie meczyé, jesli mozemy troszke oszukaé?

Do wykonania naszego zadania wykorzystamy haszowanie, ktérego gtéwna
ideg jest to, zeby z czego$ duzego zrobié¢ co$ matego o ,,odpowiednich”
wlasciwosciach. Obierzmy pewna funkcje h (zwana funkcja haszujaca, funkcja
mieszajaca lub funkcja skrétu), ktéra elementy ze zbioru D przeksztalca na
elementy pewnego nieduzego zbioru M = {0, 1,...,n — 1} i ktérej wartodci
mozna jako$ tatwo oblicza¢. Zauwazmy teraz, ze stownik dla elementéw z D
mozemy zaimplementowaé za pomoca slownika dla elementéw z M, jezeli tylko
przed wykonaniem kazdej operacji stownikowej wystepujacy w niej element z D
bedziemy przeksztalcaé¢ za pomoca h (wynik tego przeksztalcenia nazywamy
haszem dla elementu). Z kolei stownik dla elementéw z M implementuje sie
prosciutko, chociazby za pomoca n-elementowej tablicy zliczajace;j.

Gdzie zatem tkwi oszustwo? Poniewaz n jest istotnie mniejsze niz IV, to na pewno
funkcja h nie bedzie roznowarto$ciowa, a dowolne dwa elementy x # y, dla ktérych
h(z) = h(y), w naszym slowniku potraktujemy jako takie same — to niedobrze.
Zaradzi¢ mozna temu na dwa sposoby. Po pierwsze, mozna zalozy¢, ze bedziemy
mieli szczedcie, tzn. ze na zadne dwa takie elementy nie natrafimy, i starac si¢ wybrac
h tak, zeby jak najlepiej ,rozrzucala” elementy z D (do tego celu $wietnie nadaje sie
funkcja h(z) = x mod n irézne jej odmiany). Takie zalozenie jest jednak zazwyczaj
nazbyt optymistyczne, gdyz niezaleznie od wyboru h, $rednio po O(y/n) operacjach
z duzym prawdopodobienstwem zdarzy sie jakas kolizja (jest to tzw. paradoks
urodzin, opisany w IKO w Delcie 9/2009). Drugi sposéb polega na zastosowaniu
jakiej$ metody radzenia sobie z takimi kolizjami, na przyktad przez zastapienie
tablicy zliczajacej tablica list, do ktorych beda trafialy elementy o tych samych
wartosciach haszy; wowczas znalezienie elementu bedzie wymagalo zawsze przejscia
po liscie odpowiadajacej jego haszowi. Przy odpowiednim doborze h mozna z duzym
prawdopodobienstwem zapewnié¢, aby listy te nadmiernie sie nie wydtuzaty —
doktadne oszacowania pozostawiamy teoretykom.

Stowa. Niniejszy artykul nie jest jednak poéwiecony liczbom, ale stowom,
czyli skoficzonym ciagom liter z pewnego ustalonego alfabetu A (np. alfabetu
angielskiego), ktérego rozmiar oznaczamy przez |A|. Zakladajac, ze D jest tym
razem zbiorem takich stow, jak w tym przypadku dobra¢ odpowiednia funkcje
haszujaca? Dla danego stowa s = ajas ... a,, przyjmiemy mianowicie:

h(s) = (a1 + agx + azz® + ... + apx™ ') mod p.
W powyzszym zapisie x jest dowolna liczbg catkowita dodatnia, p — liczba
pierwsza (tak na wszelki wypadek — zapewne teoretycy maja jakie$ dobre
argumenty uzasadniajace ten wybor), a litery a; utozsamiamy z liczbami
catkowitymi, tj. a =0, b=1... Ze wzgledéw praktycznych warto dobiera¢
zawsze x > 2|A|, gdyz dla bardzo malych x (np. z = 2) zazwyczaj latwo znalezé
dwa krétkie stowa tej samej dlugosei i o tych samych wartosciach haszy. (Czy
potrafisz, Czytelniku, podaé jaki$ taki przyktad?)

Aby wyznaczy¢ hasz dla danego stowa, mozemy zastosowaé tzw. schemat
Hornera, czyli obliczy¢ hasze dla wszystkich kolejnych sufikséow (tj. konicowych
fragmentéw) slowa s:

Ry = @ mod p,  h; = (a; + xhjp1) modp dlai=m—1,m—2,...,1.
Daje to prosty algorytm o zlozonosci O(m).
Za pomoca opisanej funkcji A mozemy juz tatwo skonstruowaé stownik

reprezentujacy zbiér sléw. Jednak nie jest to bynajmniej jedyne zastosowanie
haszy na stowach. Okazuje sie, ze za ich pomoca mozna rozwiazaé wiele znanych

4



@

Rozwigzanie zadania M 1259.
Z danych w treséci zadania réwnosci katéw
wynika, ze XEFD = XBCA.

Oznaczmy przez H punkt przecigcia
wysokosci tréjkata DEF.

Przyjmijmy ponadto, ze proste DH i EF
przecinaja sie w punkcie X, proste
EH i DF przecinajg si¢ w punkcie Y,
a proste FFH i ED przecinajg sie
w punkcie Z. Wowczas
XEAF + XEHF = XEDF + XYHZ =
=360° — XxXHYD — XHZD = 180°,
skad wynika, ze na czworokacie AFFHE
mozna opisaé okrag. Analogicznie, na
czworokacie BF H D mozna opisa¢ okrag.
Ponadto
XHEF = 90° — XDFE = XHDF.
‘Wobec tego
XHAF = XHEF = XHDF = XHBF,
skad wynika, ze HA = HB.
Analogicznie dowodzimy, ze HB = HC,

co oznacza, ze punkt H jest $rodkiem
okregu opisanego na tréjkacie ABC.

probleméw z algorytmiki tekstéw, zazwyczaj w podobnej zltozonosci czasowej co
w przypadku innych klasycznych metod (takich jak stownik stéw bazowych czy
duzo bardziej zlozone drzewo sufiksowe), ale znacznie prosciej.

Jak poprzednio, i tutaj tkwi drobne oszustwo wynikajace z niebezpieczenstwa
kolizji. Jednakze, poniewaz w dalszych rozwazaniach nie bedziemy si¢ zajmowaé
strukturami stownikowymi, wiec mozemy sobie pozwoli¢ na to, zeby p bylo
stosunkowo duze, np. rzedu 10*¢ (zaktadajac, ze chcemy uniknaé przepeienia
typu 64-bitowego w schemacie Hornera). Mozna tez w ogéle nie przyjmowaé
zadnej wartosci p, czyli wyznaczaé¢ wartosci haszy z pominigciem operacji
modulo! Woéwczas bedzie to odpowiadaé obliczeniom modulo zakres typu, czyli
np. 264, W obu przypadkach prawdopodobiefistwo kolizji, przy odpowiednio
nieduzej liczbie operacji, jest stosunkowo male, wiec mozna przyja¢ wariant
optymistyczny, ze rowne hasze oznaczaja réwne stowa.

Najdluzsze wspolne podstowo. Zauwazmy, ze na podstawie haszy h;
dla sufikséw stowa s mozemy latwo wyznaczaé¢ hasze dla poszczegdlnych
podstéw (tj. spéjnych fragmentéw) s. Faktycznie, dla stowa a;a;y1 ... a;
szukanym haszem jest

(a; + ajprz+ ...+ aja:j_i) mod p = (h; — .’L'j_i+1hj+1) mod p.
Jezeli spamigtamy wartodci pierwszych m poteg liczby x modulo p, to wartos$é
te mozemy oblicza¢ w czasie stalym. W takim razie takze w O(1) mozna
sprawdzaé, czy dane dwa (réwnej dlugosci) podstowa s sa takie same.

Dzigki temu za pomoca haszy mozna zaimplementowaé algorytm wyznaczania
najdtuzszego wspdlnego podstowa (NWP) dwdch stéw s i ¢ dlugosci O(n).
Bedziemy w nim wyszukiwa¢ binarnie dlugosé w wyniku (daje to czynnik

logm w zlozonosci czasowej), a przy ustalonym w — wrzucaé¢ hasze wszystkich
w-literowych podstéw s it do jednej tablicy, sortowaé¢ w porzadku niemalejacym
(koszt czasowy O(mlogm)) i sprawdzaé, czy jakies dwa hasze pochodzace

z roznych wyjsciowych sléw sa takie same. Ostatecznie ztozono$é czasowa
uzyskanego algorytmu to O(mlog? m). Czy potrafisz, Czytelniku, uogélni¢ ten
algorytm do wyznaczania NWP kilku (ale wciaz O(1)) stéw?

Tablica sufiksowa. Stwierdziliémy juz, ze mozna wykorzystaé haszowanie
do sprawdzania réwnosci dwéch stow, ale wydawaé by sie mogto, ze w przypadku,
gdy slowa maja rézne hasze, nie sposob stwierdzié¢, ktore z nich jest wczesniejsze
leksykograficznie (tj. alfabetycznie). Ot6z nic bardziej mylnego! Wystarczy za
pomoca poréwnywania haszy wyszuka¢ binarnie najdtuzszy wspélny prefiks (tj.
poczatkowy fragment) dwoch stéw i poréwnaé stojace za nim w tych stowach literki
— lub stwierdzi¢ ich brak, jezeli jedno z wyjsciowych stow jest prefiksem drugiego.
Koszt calej operacji to zaledwie O(logm).

W ten sposéb mozna wyznaczy¢ bardzo wazna strukture danych w algorytmice
tekstow, czyli tablice sufiksowa. W tablicy tej wymienione sa numery wszystkich
sufikséw danego slowa w kolejnosci leksykograficznej tych sufikséw — np. dla
slowa abaab kolejnos¢ ta to: aab, ab, abaab, b, baab, czyli tablica sufiksowa to
3,4, 1,5, 2. W tym celu wystarczy posortowaé (czynnik mlogm w zlozonosci)
wszystkie numery sufikséw stowa, jako operator poréwnania wykorzystujac opisane
powyzej poréwnanie leksykograficzne — daje to tacznie koszt czasowy O(m log2 m).

Wyszukiwanie wzorca w tekscie. Znany algorytm Karpa-Rabina (KR)
wyszukiwania wzorca w tekscie polega na poréwnywaniu haszy kolejnych podstéw
tekstu z haszem wzorca (ztozono$é czasowa O(m)). Nie jest to jednak wielkie
osiagniecie, gdyz znanych jest mndstwo prostych i efektywnych algorytméw
wyszukiwania wzorca. Jednakze wiekszos$¢ z nich bardzo trudno uogélnia si¢ na
przypadek dwuwymiarowy — wyszukiwanie jednej prostokatnej tablicy znakdw

w drugiej. Problem ten nie wystepuje w przypadku algorytmu KR, dla ktérego
takie uogélnienie jest stosunkowo proste. Pozostawiamy je Tobie, Drogi Czytelniku,
jako ¢wiczenie. Drobna podpowiedz: w algorytmie KR hasz dla kolejnego podstowa
tekstu wyznaczany jest bezposrednio na podstawie hasza poprzedniego podstowa,
a nie na podstawie wartosci h;.
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Nieruchome teleskopy
Tomasz KWAST

Czesto spotykany na kartach naszego pisma Czytelnik
Whikliwy po przeczytaniu tytulu prawdopodobnie
najpierw zapytatby, wzgledem czego taki teleskop
mialby byé nieruchomy — nieba (tzn. Wszechswiata)
czy Ziemi, a dopiero potem zaczalby sie zastanawiac¢
nad pozytkiem z takiego dziwacznego przyrzadu.
Mozliwosci wiec sa dwie. Jasne, ze teleskop nieruchomy
wzgledem Wszech§wiata bytby skierowany stale

w jeden obiekt i stwarzalby mozliwo$¢ wykonania
dowolnie dlugiej jego ekspozycji lub bardzo dlugiego
monitorowania obiektu zmiennego. Ale tylko

jednego! Po zakonczeniu obserwacji nalezaloby
zorientowanie teleskopu zmienié¢, a dos¢ tatwo jest

to zrobi¢, gdy teleskop swobodnie orbituje nad
Ziemig lub leci ku planetom. Nawiasem moéwiac, duzo
tatwiej jest zmienié¢ orientacje statku kosmicznego,

niz ja potem ustabilizowaé¢. W kazdym razie ten
wariant nieruchomego teleskopu byl juz wielokrotnie
realizowany i takie przyrzady nieustannie lataja nad
naszymi glowami.

Drugi przypadek — teleskop nieruchomy wzgledem
Ziemi — wydaje si¢ bez sensu. Niebo wszak sie obraca
(powiedzmy — Ziemia, ale to na jedno wychodzi)

i wykorzystujac ten fakt, mozna najwyzej zrobic¢
ladne zdjecie tukéw zakredlanych na kliszy przez
gwiazdy. Wartosé naukowa takiego obrazka bedzie
wladciwie zadna, najwyzej dydaktyczna, bo widaé

na nim, gdzie jest biegun nieba, rownik niebieski itd.
Dlatego konstruktorzy teleskopéw wymyslili juz dawno
sposOb na pozorne zatrzymanie nieba na potrzeby
obserwacji. Sposéb ten polega na skonstruowaniu
takiego zawieszenia teleskopu, by tatwo dalo sie

go nastawia¢ w zadanym kierunku i zeby mozna

byto go obraca¢ w kierunku przeciwnym do ruchu
nieba. Najbardziej rozpowszechniony jest (w kazdym
razie w przypadku teleskopéw srednich rozmiaréw)
tzw. montaz réwnikowy (inaczej — paralaktyczny).
Teleskop jest w tym przypadku przymocowany do
jednej z dwu wzajemnie prostopadlych osi, a druga

z nich (tzw. gléwna) jest réwnolegla do osi ziemskiej.
To przez obrét wokoét niej kompensuje sie ruch sfery
niebieskiej, co zapewnia stosowny silniczek sterowany
zegarem. Zauwazmy, ze gdyby jedna os teleskopu byta
pionowa, a druga pozioma (montaz horyzontalny),

to zeby teleskop moégl Sledzi¢ dtugo jedna gwiazde,
nalezatoby go obraca¢ wokot obu osi jednoczesnie

i to w zmiennym tempie. W dzisiejszych czasach
zalatwia te sprawe prosty komputer, a rozwigzanie
takie stosuje sie w teleskopach wielkich lub odwrotnie
— malych, amatorskich, tylko ze bez zadnego
komputera.

Wielkie teleskopy pewnego typu sa catkiem nieruchome,

a przynajmniej tak wygladaja. Sa to mianowicie
teleskopy stoneczne. Od Stonica dociera do nas tak duzo
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promieniowania, ze mozna sobie pozwoli¢ na bardzo
dhuga ogniskowa, wtedy bowiem obraz Stonica w ognisku
obiektywu bedzie wielki i mozna bedzie $ledzi¢ drobne
szczegoly fotosfery. Jezeli jednak ogniskowa ma diugosé
rzedu 100 m, to warto zastosowaé pewien wybieg. Sam
teleskop, czyli obiektyw z tubusem, jest nieruchomy,

za to Swiatlo stoneczne kieruje sie don po odbiciu

od co najmniej jednego lustra plaskiego, ktérego
odpowiednio dobrany ruch obrotowy kompensuje

ruch nieba. Tubus teleskopu stonecznego to zazwyczaj
pionowa lub réownolegta do osi ziemskiej studnia,

na ktoérej dnie znajduje sie pokdj obserwacyjny

(z klimatyzacja — to waznel!), a obraz Slofica w tym
pokoju jest nieruchomy. Lustro lub uktad dwéch
plaskich luster kierujacy $wiatto od ruchomego Stonca
do nieruchomego teleskopu to tzw. celostat. Zazwyczaj
przykryty jest koputa, co robi wrazenie, ze miesci

sie tam skromny teleskop, a nie siegajacy 100 m

w glab Ziemi.

Ten sam pomyst bywa stosowany w zwyktych
teleskopach, tzn. niewyspecjalizowanych do zadnych
szczegblnych obserwacji. W takim ,zwyklym” teleskopie
réwniez mozna zamontowaé uklad luster plaskich,
ktoére zbiegajaca sie wiazke $wiatla kieruja wewnatrz
obu (wydrazonych) osi do ogniska znajdujacego sie
poza dolnym koncem gtéwnej osi. Taki uktad optyczny
nazywa sie z francuskiego ukltadem coudé — tamany.
Jego zaleta jest to, ze obraz akurat obserwowanego
obiektu jest w ognisku coudé nieruchomy i jest
wlasciwie juz poza teleskopem, mozna wiec tam
umiesci¢ dowolnie wielkie i dowolnie ciezkie przyrzady
pomiarowe nie obciazajac samej jego konstrukeji.

Wreszcie sa w uzyciu teleskopy prawdziwie nieruchome.
Prawde moéwiac, sa to radioteleskopy, a stosowny ukltad
naziemnych anten jest juz radioteleskopem, z natury
rzeczy nieruchomym, oczywiscie, wzgledem Ziemi. Taki
radioteleskop skazany jest tylko na przegladanie nieba
w miare jak przesuwa sie ono przed nim wskutek obrotu
dobowego. Najwiekszy radioteleskop, niewygladajacy
jak zwykla antena, jest na wyspie Puerto Rico. Stanowi
go kotlinka o $rednicy 300 m, wylozona drobng siatka
metalowa precyzyjnie w ksztalt paraboloidy (jak

w kazdym porzadnym teleskopie lustrzanym), ktérej

o$ skierowana jest w zenit. Nad ta ogromna czasza

na trzech linach podwieszona jest klatka z antenami,
ktoérej przemieszczanie daje radioteleskopowi mozliwoéé
kierowania sie¢ w nieco réznych kierunkach, zreszta

W mocno ograniczonym zakresie.

Jak widzimy, taka rozmaito$é¢ konstrukcji czedciowo
wynika ze specjalizacji teleskopow, czesciowo

stuzy wygodzie obserwatoréw i czesciowo bywa
ztem koniecznym. A na pewno zostang wynalezione
jeszcze inne.



Kosmiczna linijka

11. Kwazar 3C 273. Odlegto$é z = 0,158 (400 Mpc na linijce)
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Rozwigzanie zadania M 1258.
Konstrukcje zbioru S,, przeprowadzimy
indukcyjnie.

Dla n = 2 zbiér S = {1, 2} ma wlasnosé
opisang w tresci zadania.

Przyjmijmy z kolei, ze zbiér
Sn ={a1,az,...,a,} spelnia warunki
zadania oraz niech

a=ajaz...an | |(11,,, —aj)z.

<]
Wykazemy, ze wéwczas zbiér
Snt+1 ={{a,a+ai,a+az,...,a+an}
takze spelnia warunki zadania. Istotnie,
z okreslenia liczby a wynika, ze liczba
a(a + a;) jest podzielna przez a?.
7 kolei liczba (a + a;)(a + aj) =
=a? + a(a; + a;) + a;a; jest podzielna
przez (a; — a;)?, gdyz liczby a oraz a;a;
sa podzielne przez (a; — a;)?. Dowéd
indukcyjny jest wiec zakonczony.

Radiowo gloény kwazar o numerze 273 z Trzeciego Katalogu Cambridge jest
widoczny w gwiazdozbiorze Panny i jest najjasniejszym kwazarem na naszym
niebie. Jego wizualna wielkos¢ gwiazdowa to 12,9 mag i mozna go zaobserwowac
juz nawet amatorskim teleskopem. Polozenie w poblizu rownika niebieskiego utatwia
obserwacje kwazara teleskopami polozonymi zaréwno na potkuli pélnocnej, jak

i poludniowej. Jasno$¢ absolutna to —26,7, co czyni go jedna z najjasniejszych
galaktyk aktywnych.

Termin kwazar, ktéry zadomowit sie juz w jezyku polskim, pochodzi od angielskiego
okreslenia quasi-stellar radio source, czyli niby-gwiazdowe radiozrodto. Kwazary
zostaly bowiem odkryte najpierw w dziedzinie radiowej i skatalogowane (od

lat 50. XX wieku) jako radiozrédia. Gdy zidentyfikowano ich odpowiedniki optyczne,
okazalo sie, ze sa to zrédla punktowe, na pierwszy rzut oka przypominajace gwiazdy.
Jednak widma promieniowania kwazaréw nie przypominaly zadnego ze znanych
typoéw widmowych pobliskich gwiazd.

W 1963 roku Maarten Schmidt, amerykanski astronom pochodzenia dunskiego,
opublikowal na tamach miesiecznika Nature artykul na temat obiektu 3C 273.
Pokazal, ze widmo promieniowania kwazara to w istocie widmo emisyjne odlegtej
galaktyki o niezwykle jasnym jadrze, jednak znacznie przesuniete ku czerwieni.
Przesuniecie to wynosi z = 0,158 i wynika z efektu Dopplera spowodowanego
ekspansja Wszech$wiata i ucieczka kwazara od nas. Takie przesuniecie ku czerwieni
mozna przeliczy¢ na odleglosé (najlepiej w tym celu zastosowaé jaki§ model
kosmologiczny, uwzgledniajacy zakrzywienie czasoprzestrzeni) — w przypadku
kwazara 3C 273 sigga ona kilkuset megaparsekow. Z jadra kwazara wyrzucany
jest wielkoskalowy dzet o dlugosci ponad 60 kpc (rozmiar katowy okolo 23 sekund
tuku). Aktywnosé jadra jest spowodowana istnieniem centralnej masywnej czarnej
dziury i jest tak silna, ze dopiero Kosmiczny Teleskop Hubble’a pozwolil dostrzec
otaczajaca jadro galaktyke macierzysta.

Kwazar 3C 273 jest zatem aktywna galaktyka, kuzynem galaktyki M87, ale
jasniejszym i dalszym, a zatem mlodszym. Swiatlo potrzebuje miliarda lat, zeby
dotrze¢ do nas od tego obiektu, a zatem widzimy jego obraz sprzed miliarda lat.
Inne kwazary sa jeszcze dalsze — najwiecej znanych kwazaréw ma przesuniecie
ku czerwieni okoto 2, a najdalsze maja z ponad 6. Obrazy tych najdalszych
kwazarow, rejestrowane teraz przez nasze teleskopy, powstaty, gdy Wszechswiat
byt dziesigciokrotnie mtodszy niz obecnie. Mozna powiedzieé, ze obserwujac coraz
dalsze kwazary $ledzimy ewolucje galaktyk i ich jader, cofajac sie w czasie.

I tu napotykamy zagadke, a nawet kilka. Zagadka pierwsza: w jakiej kolejnosci
powstawaly elementy struktury galaktyki? Obserwacje pokazuja, ze im
masywniejsza centralna czarna dziura, tym masywniejsza jej galaktyka macierzysta,
wiec moze powstaja i rozwijaja sie jednoczes$nie? Zagadka druga: czemu
masywniejsze galaktyki powstaja i ewoluuja szybciej? Nie ma jeszcze odpowiedzi
na te pytania. Siggajac coraz bardziej w gtab Kosmosu, ciagle jeszcze natrafiamy
na coraz bardziej aktywne, ale juz uformowane galaktyki. Nie siegamy jeszcze
dostatecznie daleko, aby zobaczy¢ naprawde najwczeéniejsza faze powstawania
pierwszych gwiazd w pierwszych galaktykach i pierwszych masywnych czarnych
dziur. To obserwacyjne ograniczenie nie wynika z faktu, ze mamy za male teleskopy,
lecz z tego, iz obiekty sa stabe, a oérodek miedzygalaktyczny zaczyna nam bardzo
utrudnia¢ widoczno$é. Na kazdej linii widzenia do dalekiego obiektu zaczynamy
mieé¢ po drodze kilka — kilkanadcie, kilkadziesiat — innych galaktyk i oblokow
miedzygalaktycznych. Obserwacje najwczesniejszych galaktyk trzeba bedzie
prowadzi¢ w zakresie podczerwieni, przy uzyciu dostatecznie wielkich teleskopow.
Czekaja nas tam z pewnoscia fascynujace odkrycia, a ten niezbadany obszar
Kosmosu (w sensie czasu i przestrzeni) okreslany jest czesto nazwa ,Wieki Ciemne”.
To czas, gdy dopiero zapalaly si¢ pierwsze zrodla Swiatta — pierwsze gwiazdy, btyski
gamma i kwazary — rozpraszajace panujacy mrok.

Bozena CZERNY, Agnieszka JANIUK
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Rozeta katedry w Metz — dokonczenie

Do zakonczenia rozety z katedry w Metz (patrz Delta 9/2009) pozostalo
nam wpisanie okregdéw w osiem ostrotukéw. Kazdy okrag ma by¢

styczny wewnetrznie do tukéw AB i AC oraz styczny zewnetrznie

do tukéw DE i DF (rysunek 1). W tym artykule pokazemy, w jaki
sposob mozna skonstruowac taki okrag. Zauwazmy najpierw, ze ze
wzgledu na symetrie wzgledem osi AS wystarczy skonstruowaé¢ okrag
styczny wewnetrznie do tuku AC i zewnetrznie do tukow DE i DF.
Narysujmy okregi, ktérych fragmentami sa te trzy tuki (rysunek 2).
Naszym celem jest wigc skonstruowanie okregu stycznego do trzech
danych okregéw: do dwoch zewnetrznie i do jednego wewnetrznie.
Zadanie skonstruowania okregu stycznego do trzech danych okregdéw

bylo juz znane w starozytnosci i dzisiaj nosi nazwe zadania Apoloniusza.
Nasze zadanie jest szczegdlnym przypadkiem zadania Apoloniusza: oba
mniejsze okregi, do ktérych szukany okrag ma by¢ styczny zewnetrznie,
maja réwne promienie. Na rysunku 3 widzimy wszystkie okregi: duzy
okrag o $rodku w punkcie O i promieniu R oraz dwa okregi o $rodkach

w punktach P i @ i jednakowych promieniach r. Szukany okrag zostat
narysowany grubszg linia; zaznaczono takze punkty stycznosci szukanego
okregu z trzema danymi okregami. Narysujmy teraz okrag o tym samym
srodku, co szukany okrag, i o promieniu wiekszym o r (rysunek 4). Ten
nowy okrag przejdzie, oczywiscie, przez punkty P i Q oraz bedzie styczny
wewnetrznie do okregu o srodku O i promieniu R + r. Skonstruowanie
tego wiekszego okregu pozwoli, oczywiscie, skonstruowaé szukany okrag:
bedziemy mieli jego srodek i wystarczy skréci¢ promien o dana dtugosé r.
Mamy zatem do rozwiazania nowe zadanie. Dany jest okrag o srodku

w punkcie O oraz dwa punkty P i Q) lezace wewnatrz tego okregu. Nalezy
skonstruowaé¢ okrag przechodzacy przez punkty P i ) oraz styczny
wewnetrznie do danego okregu o srodku w punkcie O. W rozwiazaniu
tego zadania skorzystamy z nastepujacego twierdzenia o trzech okregach.

Twierdzenie. Dane sq trzy okregi o1, 02 i 03. Okrag oo jest styczny
wewnetrznie do okrequ 01 w punkcie K. Okrgg oz przecina okrgg o1
w punktach L i M i przecina okrqgg oo w punktach P i Q. Prosta PQ
1 styczna do okregow o1 i 0o w punkcie K majq punkt wspolny T
(rysunek 5). Wtedy punkty L, M i T sq wspétliniowe.

Ten punkt 7" nazywamy srodkiem potegowym okregoéw o1, 02 i 03.

Dowo6d powyzszego twierdzenia odtozymy na pdzniej. Teraz pokazemy,
jak mozna rozwiazaé¢ nasze zadanie konstrukcyjne, wykorzystujac to
twierdzenie.
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Rys. 4

Rys. 5

Zaczynamy od narysowania okregu o; o srodku O i promieniu R + r.
Przypuséémy, ze zostal juz skonstruowany okrag o, przechodzacy przez
punkty P i Q i styczny wewnetrznie do okregu o;. Niech K bedzie
punktem stycznosci. Teraz rysujemy dowolny okrag o3 przechodzacy
przez punkty P i Q) i przecinajacy okrag o; w punktach L i M. Niech T
bedzie punktem przeciecia prostych PQ) i LM. Z powyzszego twierdzenia
wynika, ze wspdlna styczna do okregéw o; i 0oy przechodzi przez punkt T
To pokazuje, w jaki sposéb mozemy znalezé punkt stycznosci K.
Wystarczy bowiem z punktu 7' poprowadzi¢ teraz styczna do okregu o .
Te styczng konstruujemy bez trudnosci: punkt K jest jednym z punktéw
przeciecia okregu oy i okregu o4 0 $rednicy OT'. Po znalezieniu punktu K
dokonczenie konstrukeji jest juz tatwe. Okrag o, jest bowiem okregiem
opisanym na tréjkacie PQK . Jego $rodkiem jest zaznaczony na rysunku
punkt W. Ten punkt W jest tez érodkiem szukanego okregu; promien
tego okregu jest o r krétszy od promienia okregu os, czyli jest réwny

np. WP —r. Najwazniejsze szczego6ly calej konstrukcji sa pokazane

na rysunku 6.

Rys. 6
Szukany okrag i tuki ostrotukéw, do ktérych jest on styczny, zostaly na
rysunku 6 narysowane grubsza linia.

Pozostaje do udowodnienia nasze twierdzenie. Temu dowodowi
poswiecimy nastepny artykut.

Matq Delte przygotowal Wojciech GUZICKI



Na rozwiazania zadan A 21 i A 22
czekamy do 1 grudnia 2009 r.
(decyduje data stempla pocztowego)

pod adresem:

Centrum Astronomiczne
im. Mikotaja Kopernika

ul. Bartycka 18

00-716 Warszawa

z dopiskiem na kopercie

»2Konkurs Delty”.

Konkurs zadan astronomicznych

A 21. W chwili lokalnej pélnocy zeglarz stwierdzil, ze wysoko$¢ dolnego brzegu
tarczy Slofnca wynosi h = 13°28'. Deklinacja $rodka tarczy Sloinca wynosita
wtedy 0 = 20°24’, a $rednica tarczy Stofica 2r = 32’. Przyjmujemy, ze refrakcja
atmosferyczna R zalezy od obserwowanej wysokosci wedlug przyblizonego wzoru
R =1'ctgh. W jakiej szerokosci geograficznej byl zeglarz? [1 pkt]

A 22. Kiedy Gwiazda Barnarda (najszybsza gwiazda na niebie) znajdzie si¢
najblizej Stonica? Jej ruch wlasny to u = 10/'34 rocznie, paralaksa p = 0;545,
a predkosé¢ radialna v,, = —110 km/s. W jakiej bedzie wtedy odleglosci? [2 pkt]

Rozwigzania zadan z numeru 9/2009

A 17. Ciénienie na powierzchni Ziemi wynosi 1 atm, czyli nad kazdym
centymetrem kwadratowym powierzchni jest kilogram powietrza. Zatem
masa atmosfery wynosi tyle kilograméw, ile centymetrow kwadratowych ma
powierzchnia Ziemi, czyli 5,1 x 10'® kg.

A 18. Skoro wielkosci gwiazdowe m i natezenia Swiatla I wiaze zaleznosé

m = —2,5log I, wiec Iy = 0,000759, I, = 0,001585, skad

a. —2,5log(l; + I2) = 6,57 mag.

b. Mniejsza gwiazda przestania 1/6% = 0,0278 powierzchni tarczy olbrzyma,
zatem laczna jasno$é wyniesie —2,51og(I; + 0,27813) = 7,74 mag.

—2C

Rys. 1

Rys. 2

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 751. Kondensator o pojemnosci C' roztadowuje si¢ przez opédr R i tacznik AB
(rys. 1). W momencie, w ktérym prad rozladowywania mial natezenie Iy,
tacznik AB przepalil sie. Jaka ilos$é ciepta wydzieli si¢ w uktadzie od chwili
przepalenia?

Rozwiazanie na str. 4

F 752. Kondensator zostal naladowany do Uy = 100 V, a nastepnie podtaczony
do opornika. W pierwszej chwili na oporniku wydzielilo si¢ cieplo Wy =1 J,

a w nastepnym takim samym przedziale czasu wydzielilo sie ciepto We = 0,3 J.
Wyznaczyé pojemnosé kondensatora.

Rozwiazanie na str. 24

Redaguje Waldemar POMPE

M 1258. Udowodnié, ze dla kazdej liczby catkowitej n > 1 istnieje taki zbiér S,
skladajacy sie z n réznych liczb catkowitych dodatnich, ze dla kazdych dwoch
réznych liczb a,b € S, liczba ab jest podzielna przez (a — b)?.

Rozwiazanie na str. 7

M 1259. Dany jest tréjkat ostrokatny ABC. Punkty D, E, F leza odpowiednio
na bokach BC, CA, AB, przy czym < FDE = XBAC oraz X DEF = < ABC
(rys. 2). Dowiesé, ze punkt przeciecia wysokosci tréjkata DEF pokrywa sie ze
srodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC.

Rozwiazanie na str. 5

M 1260. Liczba calkowita n > 1 ma te wlasnodé, ze liczba 2™ + n? jest liczbg
pierwsza. Wykazaé, ze liczba n jest nieparzysta wielokrotnoscia liczby 3.
Rozwiazanie na str. 24
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

LHC — reaktywacja

Proces wydawniczy miesiecznika powoduje, ze aktualnosci sa
pisane najpdzniej na pbéitora miesiaca przed ukazaniem sig
numeru. Dlatego pisze ten tekst miedzy rocznica pierwszego
uruchomienia a rocznica pierwszego. . . unieruchomienia LHC.
Pierwsza z tych rocznic nie jest dobrze okreslona, bo LHC
dziatato (lub dzialal, gdyz, jako zderzacz, odmieniane moze byé
rowniez po mesku), zanim zaczeto przecinaé wstegi, a nastepnie
pi¢ szampana. Natomiast druga jest dobrze okreslona.
Rozszczelnienie LHC, ktére spowodowalo ponad roczng
przerwe w dziataniu, nastapito 19 wrzesnia ubieglego roku.

Ponowne uruchomienie ma nastapi¢ w listopadzie, czyli
obecny numer Delty powinien by¢ w sprzedazy w dobrych
punktach dystrybucji prasy zaréwno przed, jak i po tym
wydarzeniu.

Pisze ten tekst nie bez obaw. W zesztym roku postuzylem
sie cytatem z Lokomotywy Tuwima. Stowa, niestety, okazaty
si¢ wieszcze. Para (helu) buchneta i dtuzszy od niejednego
pociagu fragment LHC wyskoczyl ze swojego toza.

Na wszelki wypadek postaram sie nie poréwnywaé juz LHC
do niczego. ..

Czy sytuacja z zeszlego roku moze sie powtérzy¢? Eksperci
zapewniaja, ze nie. Wypadek zdarzyl sie w trakcie testow
obcigzenia magneséw pradem potrzebnym do utrzymania
wiazek o energii dochodzacej do 70% nominalnej wartosci.
Prad o natezeniu ponad 8 kA jest potrzebny do wytworzenia
pola magnetycznego o indukcji prawie 6 tesli, pozwalajacej na
zakrzywianie toréw protonéw o energii 5 TeV. Prady o takim
natezeniu mozna utrzymywac tylko w nadprzewodzacych
cewkach. Magnesy LHC sa chlodzone nadciekltym helem

o temperturze 1,9 K. Miejscem, ktérego newralgicznos$é

nie zostala doceniona, byto potaczenie nadprzewodzacych szyn
pradowych (szynoprzewodéw) kolejnych sekcji magneséw.
Elementy te zostaly przetestowane wyrywkowo i nie byty
objete monitoringiem wartosci oporu elektrycznego. Mozna
powiedzie¢, ze, przynajmniej czesciowo, byto to spowodowane
presja jak najszybszego uruchomienia LHC.

Niestety, w czasie testéw w jednym z poltaczen opér elektryczny
wzrést o nanoomy, co przy pltynacym przez niego pradzie
wystarczyto do lokalnego ogrzania helu do temperatury
wrzenia, wyjscia elementu ze stanu nadprzewodnictwa, a wigc
przeistoczenia sie tego elementu w potezna grzatke. Zanim
zadziataly mechanizmy wytracajace prad z obwodéw, cinienie
helu gwalttownie wzrosto, zawory bezpieczenstwa okazaly sie
za malto drozne, co doprowadzito do rozsadzenia pltaszcza
magnesu, przy okazji uszkadzajac akcelerator na dlugosci
kilkudziesigciu metrow.

Dlaczego tym razem ma by¢ inaczej, malo tego — lepiej,
a nawet calkiem dobrze? Wszystkie potaczenia zostaty
ponownie sprawdzone, a te, ktére wykazywaly podobne
symptomy — poprawione. Jezeli chodzi o symptomy, to
po fakcie okazalo sig, ze prekursoréw przyszlej katastrofy
byto widaé¢ w zapisach tego, co monitorowane byto, tylko
nikt nie zauwazyl, co widzi.

W przypadku poprawek instalowano dodatkowy monitoring.
Niektore potaczenia nie zostaly jednak poprawione, bo
wiazaloby sie to z ogrzaniem catego LHC do temperatury
pokojowej, a to spowodowaltoby jeszcze wieksze opdznienia, bo
procedura rozmrazania i ponownego zamrazania trwa miesiace.

15

http://lhc.web.cern.ch/lhc

Wymyslono jednak sposéb mierzenia oporéw polaczen

z zewnatrz i oczywiscie wszedzie takie systemy zainstalowano.
Przy okazji tych doktadnych studiéw ze zdumieniem odkryto
synchroniczne wychodzenie sasiednich magneséw ze stanu
nadprzewodnictwa. Standardowy monitoring czego$ takiego
nie przewidywal, bo nikt wczesniej tego nie obserwowat.

Jest on oparty na poréwnywaniu sasiednich magneséw, wiec
w takim przypadku nie dziata. Zaprojektowanie, wdrozenie

i zainstalowanie systemu monitorujacego kilka magnesow
zamiast dwéch spowodowato dodatkowe op6znienie o pét roku
(na jesieni zeszlego roku méwiono o ponownym uruchomieniu
juz w maju 2009). Gléwnym powodem opdznienia byta
konieczno$¢ uzycia elektroniki cyfrowej (zamiast analogowej),
odpowiednio odpornej na wysokie natezenia promieniowania
jonizujacego generowanego przez LHC.

LHC ruszy w listopadzie, o ile nie pojawi sie cos
niespodziewanego. Jakakolwiek dodatkowa poprawka
wymagajaca ingerencji w zimna mase LHC to, co najmniej,
trzy miesiace dodatkowego opdznienia. Jak bedzie dziatac
reaktywowane LHC — nie wiadomo. Wiadomo, jakie sa plany.

Wiazki beda wstrzykiwane do LHC z akceleratora SPS
(ktéry jest mniejszy, ale nadal olbrzymi: ma obwdéd kilku
kilometréw; ¢wieré wieku temu umozliwil odkrycie bozonéw
posredniczacych W i Z). Wiazki te maja energi¢ 0,45 TeV

i dopiero w LHC beda przyspieszane do wiekszych energii.
Po bardzo krétkiej fazie zderzania wiazek bez ich przyspieszania
LHC ma umozliwi¢ zderzanie protonéw z protonami przy
energii 3,5 TeV na wiazke. Bedzie to juz energia rekordowa.
W dodatku jest ona uwazana za catkowicie bezpiecznag,

z punktu widzenia ewentualnego ga$niecia nadprzewodnictwa
w magnesach. Po zebraniu statystyki wystarczajacej do
przescignigcia konkurencji, czyli TeVatronu (zderzajacego
protony z antyprotonami przy energii okoto 1 TeV na wiazke),
energia ma by¢ podniesiona do 5 TeV na wiazke, a pod koniec
2010 roku do LHC maja by¢ wpuszczone jadra otowiu.

Jezeli wszystko pdjdzie w miare dobrze, to na
przysztorocznych zimowych konferencjach pojawia

si¢ informacje, ze LHC na nowo odkryto Model
Standardowy, a na letnich ukaza si¢ albo pierwsze publikacje
z ograniczeniami dotyczacymi fizyki wykraczajacej poza ten
paradygmat, albo sugestie, ze co$ takiego zaczyna by¢ widaé.
W tej chwili chyba najwigksze (rozsadnie umotywowane)
nadzieje wiaze sie z mozliwoécia stwierdzenia, ze ciemna
materia jest zbudowana z dzi$ jeszcze nieodkrytych czastek,
ktore mozna bedzie w LHC wyprodukowac.

Piotr ZALEWSKI



Ksztalt wiszgcego tancucha
Marek KORDOS

Powstanie analizy matematycznej w XVII wieku wiazalo  jak tautochrona (np. Delta 2/2006), brachistochrona
sie z wprowadzeniem do matematyki nieskonczono$ci, (np. Delta 7/2007), krzywa tancuchowa, traktrysa.
a w szczegoOlnosci z badaniem zmienno$ci. Za wzorzec

shuzyly zaleznosci wziete z mechaniki. Zaleznos¢ migdzy ~ W tym tekscie opowiem o przedziwnych zaleznosciach,

droga, predkoscia i przyspieszeniem stala sie wzorcem jakie wywodza sie z badania krzywej tancuchowej. Przy
rachunku rézniczkowego i catkowego. Kluczowe staty sie okazji bedzie mowa o prostych faktach z klasycznej
badania nad réznego rodzaju krzywymi powstajacymi geometrii rézniczkowej, czyli teorii opisujacej obecnosé
jako rozwiazania naturalnych probleméw mechanicznych,  analizy matematycznej w geometrii.

Ksztalt tancucha, czyli krzywa lancuchowa

Wektorem stycznym do krzywej tancuchowej jest naprezenie F realnego (ale
idealnego) tancucha. Przedstawmy go za pomoca jego skladowej poziomej
i pionowej: Fp = (Fp,, Fp,).

W najnizszym punkcie W (wierzcholku krzywej) skladowa pionowa jest zerowa
i Fy = (—Fo, 0). Wyobrazmy sobie, ze chwytamy lancuch w wierzchotku oraz
Fp, w dowolnym innym punkcie P i zostawiamy tylko fragment miedzy W i P

o dlugosci s. Aby laficuch nie zmienil ksztaltu (i nie poruszal sie), sktadowa
pozioma w punkcie P musi rownowazy¢ te w punkcie W, czyli dla dowolnego
punktu P mamy Fp, = Fj. Natomiast skladowa pionowa w punkcie P musi
zréwnowazyc¢ cigzar tego fragmentu taficucha: Q = p - s = Fp,, gdzie p to cigzar
tancucha na jednostke dlugosci. Dla wygody oznaczmy jeszcze a = Fy/p. Mamy
wobec tego Fp = (a-p, s p), a tym samym Fp, /Fp, = s/a.

—F,

Rys. 1
Jaki to wyznacza ksztalt?
Ogdlniej: jak opisac¢ krzywa? Najzreczniej potraktowac predkosé (czyli zmiany polozenia) opisywaé bedzie
Jja jako trajektorie ruchu. Wygodnie wtedy jest jako V = (2/(s), y'(s)) — jest to wektor styczny do trajektorii.
parametrem postuzy¢ sie nie czasem, lecz przebywana Zysk z naszego wyboru parametru jest taki, ze
droga s — czyli jedziemy po krzywej samochodem ze (m’(s))Q + (y’(s))z =1,

stala szybkoscia (tutaj trasa bedzie plaska, jak na Great

Salt Lake Desert, ale na ogél tak by¢ nie musi). Jesli te poniewaz szybkosé jest stala.

trajektorie opisywaé beda wspdlrzedne (z(s), y(s)), to Tak jest dla kazdej krzywej.
Dla krzywej tancuchowej mamy wiec uktad rownan
y'(s) _ s
x'(s) a’
(#'(s))? + (¥'(s))* = 1,

z ktorego wynika, ze

V = (2(s), ¥'(s)) = (\/s2a+ a2’ \/325—1— a2).

Operacja prowadzaca od f’ do f to calkowanie. Jego najprostsza forma jest
zgadniecie, jaka to funkcja moze mie¢ taka wladnie pochodna, o jaka nam
chodzi. Metoda ta zapewne wystarczy, by stwierdzié, ze y(s) = v/'s2 + a? + cos.
Rys. 2 Préby naszych praojcoéw pokazaly, ze najwygodniej bedzie przyjaé, iz to ,,co$” to
zero — wybor ten nadaje sens uzytej przez nas stalej a: teraz bedzie to wysokosé
,wierzchotka” krzywej tancuchowej nad osia x-6w.

Dla znalezienia x(s) opisana wyzej metoda calkowania raczej zawodzi. Trzeba
uzy¢ metody numer 2: poszukaé w tablicach calek nieoznaczonych w jakim$
poradniku i wtedy (dobierajac tutaj ,,co$” tak, aby bylo x(0) = 0) otrzymujemy,
Czytelnik Erudyta wie, ze krzywa . , . .
laficuchowa mozna praedstawic tez jako  2€ Krzywa lafncuchowa ma przedstawienie parametryczne
wykres funkcji S+ A /52 + a2 3 5
2\ e/t 4wl aln —"—"" \/s2+a
f(z):cosh(—) = a
a 2 . . 7 . . . .
7 dalszego ciagu tekstu widaé bedzie — straszna jest ta pierwsza wspolrzedna, ale napisatem ja dla porzadku: nigdzie
dlaczego wybralem inng droge. dalej nie b@dziemy Z niej korzystali.
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Konstrukcja stycznej, rektyfikacja i kwadratura krzywej tancuchowej

Kazdemu od razu druga wspoétrzedna punktéw krzywej lancuchowej kojarzy sie
z twierdzeniem Pitagorasa. Narysujmy to wiec. Coz si¢ okazuje: jesli narysujemy
okrag przechodzacy przez jakis punkt P tej krzywej i styczny do osi z-6w w jego
rzucie P’ na te o, a nastepnie narysujemy (w strone zera) cieciwe P’Q

o dlugosci a (rys. 3), to (poniewaz |PP’| = v/s? + a?) odcinek PQ
bedzie mial dtugosé s. Bedzie wiec tej samej dtugosci co tuk WP
— dokonalismy rektyfikacji (czyli wyprostowania) krzywej

tancuchowe;j!

T
Zauwazmy przy okazji, ze prosta PQ jest styczna do

krzywej tancuchowej w punkcie P. Obliczmy w tym celu kotangens kata QPP’,
jaki prosta PQ tworzy z pionem, czyli tangens kata, ktéry tworzy z poziomem.
Mamy
p_ s _y(u)
(@] ctg xQPP == = ,
a ' (u)

co jest geometrycznym opisem kierunku stycznej.

° Na koniec (czego juz nie obliczymy) odnotujmy, ze pole trapezu krzywoliniowego
9 OW PP’ jest réwne as, czyli podwojonemu polu trojkata QPP’. Rysujac wigc
/2 (cyrklem i linijka!) ten tréjkat, dokonalismy tez kwadratury krzywej lancuchowej.

<
~\ Zatem, cho¢ krzywej tanicuchowej cyrklem i linijka narysowa¢ si¢ nie da, to — gdy

ja juz mamy — mozemy cyrklem i linijka skonstruowac styczna do niej, znalezé
\/ odcinek réowny jej dlugosci i trojkat rowny ograniczanemu przez nig polu.

Dalej wykorzystamy jeszcze fakt, ze odcinek stycznej od P do przeciecia z osig x-6w

s* 4 a? . a? . . . . .
to (czyli |QS| = —), a odcinek normalnej (czyli prostopadlej do stycznej)
s
s +a? L . . N
to |PT| = , co otrzymuje sie bezposrednio z twierdzenia Pitagorasa.
Katenoida

Jest to powierzchnia powstajaca przez obracanie krzywej lancuchowej wokoét osi
x-6w (po lacinie catena to tancuch). Aby poznaé jej najistotniejsze wlasnosci,
zbadajmy krzywizne krzywej tancuchowe;j.

Powréémy do samochodu: jesli jedzie on po plaszczyznie ze stala szybkoscia,
to na zakretach rzuca nas na prawe lub lewe drzwiczki (bardziej naukowo:
przyspieszenie jest prostopadle do predkosci). Wielkos¢ tego przyspieszenia
w geometrii nazywa sie krzywizng i czesto oznacza ja litera k (kappa).

Obliczmy krzywizne krzywej lancuchowej, a wiec najpierw pochodna V.

—S 1
S Warap Ot vErae V=

1 2 2 2
S WErap e T =

! =% (—sa
SWerar 0T a0

stad
|V/|:52_?_a2

i taka jest krzywizna (przyspieszenie). To, co wykorzystamy dalej, to fakt, ze jest

to odwrotnosé dtugosci odcinka normalne;j.

Bez wiekszego trudu kazdy moze obliczyé, ze krzywizna okregu to odwrotnosc
jego promienia. To spostrzezenie pozwala na wprowadzenie pojecia srodka
krzywizny oraz promienia krzywizny krzywej w danym punkcie P. Mianowicie
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Rys. 4. Rozpatrzmy dwie plaszczyzny
prostopadle do ptaszczyzny rysunku:
jedna zawierajaca prosta k (to
plaszczyzna styczna w punkcie A do
powstajacej przez obracanie powierzchni)
i druga — zawierajaca prosta ! (to
plaszczyzna prostopadta do osi obrotu).
Kat miedzy nimi to kat miedzy
prostopadlymi do nich wektorami v i w.

na normalnej odkladamy odwrotnosé krzywizny (czyli r = %) po tej stronie,

z ktorej krzywa wyglada jak brzeg figury wypuklej — otrzymany punkt to Srodek
krzywizny. Okrag o srodku w tym punkcie i promieniu v najlepiej przybliza
krzywa w otoczeniu punktu P. Wyrdzniajac jedna ze stron, na jakie krzywa
dzieli plaszczyzne, bedziemy méwili o krzywiznie dodatniej i ujemnej (sinusoida,
na przyklad, bedzie zmieniala cyklicznie znak krzywizny — prawda?).

Tu wiec okazalo sig, ze Srodkiem krzywizny jest punkt symetryczny do T
wzgledem P (nie ma go na rysunku 3), promieniem krzywizny za$ jest |PT)|.
To spostrzezenie pozwoli nam na wykazanie, ze katenoida jest powierzchnia
minimalna.

Aby objasni¢ to pojecie, musimy przez chwile zajac sie powierzchniami ogélnie.
Bedziemy méwili o powierzchniach gladkich (co oznaczaé bedzie, ze wykonywane
przez nas manipulacje — np. znajdowanie plaszczyzny stycznej w jakims$ punkcie
— beda sie udawaly). Przecinajmy powierzchnie wszystkimi plaszczyznami
przechodzacymi przez dany punkt i zawierajacymi prosta prostopadia do
plaszczyzny stycznej w tym punkcie — takie przekroje nazywaja sie normalne.
Ich krzywizna (jesli nie jest w kazdym kierunku taka sama) przyjmuje swoja
wartos¢ najmniejsza i najwicksza tylko raz; ciekawe, Ze kierunki, w ktorych
przyjmowane sg ekstremalne wartosci, sa prostopadle. Wartosci ekstremalne
oznacza si¢ zazwyczaj K1 1 Ko, a nie Np. Kmax 1 Kmin, b0 to, ktéra jest jaka,
zalezy przeciez od obranej przez nas orientacji. Wazne sa jednak wielkosci
Kzlﬁl-ﬁg i H:¥7
zwane odpowiednio krzywizna Gaussa i krzywizna Srednia. Ta pierwsza gra
wielka role w geometrii i jej zastosowaniach, bo nie zmienia si¢ podczas zadnego
wyginania powierzchni niezmieniajacego dtugosci lezacych na niej krzywych,
a nazwe zawdziecza temu, kto wpadtl na jej pomyst i wykazal, jak wiele od niej
zalezy. Natomiast okazalo sie, ze powierzchnie, dla ktérych ta druga jest réwna
zeru, to powierzchnie minimalne. Termin ten oznacza, ze jesli na tej powierzchni
lezy jakas (niekoniecznie plaska) krzywa, to wykonujac jej kopie z drutu
i rozpinajac na niej membrane o minimalnym polu powierzchni (np. blone
mydlana), otrzymamy wlasnie powierzchnie, z ktérej ta krzywa byla wyjeta.

Pozostajac jeszcze na chwile wsréd ,,dowolnych” krzywych, zajmijmy sie
problemem, jak wygladaja krzywe o ekstremalnych krzywiznach na powierzchni
powstalej przez obrét krzywej wokél osi x-6w (aby nie komplikowaé — niech
krzywa ta bedzie — jak krzywa laiicuachowa — ,wypigta” w strone tej osi).
Wowczas jedna z krzywizn ekstremalnych bedzie krzywizna obracanej krzywej —
oznaczmy ja przez ki i przyjmijmy dla zwrdcenia uwagi, ze jest ujemna. Od razu
widaé, ze druga ekstremalna krzywizna bedzie odmiennego znaku — ale ktora

z krzywizn skierowanych w strone osi x-6w bedzie najwieksza? Aby ten problem
rozstrzygnaé, dobrze jest skorzystaé z twierdzenie Meusniera, ktére moéwi, jak
zalezy krzywizna k dowolnej krzywej plaskiej I od krzywizny kn przekroju
normalnego majacego te sama prosta styczna; otéz kn = k - sina, gdzie « to
kat miedzy plaszczyzna, w ktorej lezy 1 i plaszczyzng styczna do powierzchni.
Oznaczajac przez h odleglosé punktu krzywej od osi obrotu (rys. 4), mamy

1
dla przekroju przez punkt A, prostopadlego do osi obrotu, kK = 7 Poniewaz
1 1
h = xsin «, wiec 7 sina = —. Z drugiej strony druga krzywizna ekstremalna
x

jest w plaszczyznie prostopadlej do plaszczyzny, w ktorej lezy obracana krzywa,
czyli w plaszczyznie zawierajacej normalna. Zestawiajac te dwa spostrzezenia,
stwierdzamy, ze ko to dlugosé¢ odcinka normalnej od krzywej do osi obrotu.

W przypadku obracania krzywej tancuchowej mamy wiec k1 = —ko, skad
wynika, ze krzywizna $rednia jest réwna zeru i katenoida rzeczywiscie jest
powierzchniag minimalna. Mozna ja sobie wyprodukowaé, zanurzajac w roztworze
mydla dwa dotykajace sie druciane pierécienie (najlepiej na raczkach),

a nastepnie delikatnie rozsuwajac je; utworzona miedzy nimi powierzchnia bedzie
wlasnie katenoida.
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Rozwijamy (lub ciagniemy) sznurek, czyli tworzymy traktryse

Rys. 6. Gdy kto$ nie lubi opowiadan

o kaczuszce, moze traktryse¢ opisaé jako
krzywa, ktérej odcinek stycznej do osi
z-6w jest stalej dlugosci.

Jesli wyobrazimy sobie, ze wzdtuz krzywej tancuchowej jest rozciagniety sznurek
konczacy sie¢ w jej wierzchotku (przytrzymywanym przez nas) ciezarkiem, ktory
W pewnym momencie puszczamy, trajektoria ciezarka wyznaczy nam krzywa

o nazwie traktrysa (rys. 5).

Rozwijanie napietego sznurka z krzywej to pomys! prowadzacy do pojecia
ewolwenty doprecyzowanego w geometrii rozniczkowej. Kazda krzywa ma wiele
ewolwent, bo sznurek moze mie¢ wolny koniec (ten z cigzarkiem) w réznych jej
miejscach. Jesli mamy ewolwente jakiejs krzywej, to krzywa, z ktorej powstala,
jest zbiorem jej srodkéw krzywizny — nazywamy ja jej ewoluta. Wszystkie
ewolwenty danej krzywej maja te sama ewolute — ja wlasnie.

To, ze ewoluta sklada sie ze Srodkow krzywizny swojej ewolwenty, staje sie
bezposrednio widoczne, gdy zatrzymamy w pewnym momencie rozwijanie
sznurka (np. na naszym obrazku w punkcie P). Wéwczas hustajacy sie ciezarek
bedzie sie kolysal po okregu dobrze pasujacym do ewolwenty (na naszym
obrazku bedzie to okrag o srodku P i promieniu PQ)).

Widaé to wszystko (i jeszcze wiecej) takze na rysunku 3. Oczywiscie, dlugosé
odcinka P(Q ro$nie w miare rozwijania sie sznurka. Ale widzimy tez, ze
odlegtodé QP’ pozostaje stala (réwna a). Pozwala to na inna definicje traktrysy
wykorzystujaca sznurek: jesli w punkcie W umiescimy kaczuszke na sznurku
trzymanym przez dziecko w punkcie O i dziecko to bedzie wedrowalo wzdluz osi
x-6w, kaczuszka poruszaé sie bedzie wlasnie po traktrysie (rys. 6). To podejscie
pozwala za traktryse uwazaé raczej krzywa ,,podwojona” przez odbicie
symetryczne wzgledem osi y-6w. Przeciez dziecko moze po osi z-6w powedrowaé
zaréwno w prawo, jak i w lewo.

Gléwnag zaleta traktrysy dla matematykow jest to, ze jej obracanie wokél osi
z-6w daje powierzchnie o stalej krzywiznie Gaussa. Zastosujmy bowiem do
niej (przydlugie) uwagi o powierzchniach obrotowych z poprzedniej strony.
Stwierdzamy wtedy (znéw rysunek 3) nie tylko, ze krzywizna traktrysy

1
w punkcie @ jest réwna ——, ale tez, ze druga krzywizna ekstremalna powstalej
s

S
powierzchni to odwrotno$é dlugosci odcinka @S, czyli por

a wiec .

K= 3
Dlaczego to takie wazne? Bo w przestrzeni trojwymiarowe;j
sa tylko cztery powierzchnie o staltej krzywiznie Gaussa:
dwie maja krzywizne zero — to plaszczyzna i (niegraniczona)
powierzchnia walca, jedna ma stata krzywizne dodatnia
(kazdy tatwo stwierdzi, ze to sfera, czyli powierzchnia kuli)
i jedna, wlasnie otrzymana, ma stalag krzywizne ujemna.
7 tego wzgledu powierzchni¢ powstala przez obroét traktrysy
woko! jej asymptoty nazywamy pseudosfera (rys. 7).
Co ciekawe: mimo ze pseudosfera jest nieograniczona, to

Rys. 7. Srodkowy fragment pseudosfery z zaznaczonym prawym pole ,]Q] powierzchni jest réwne 471'&2, Cth Wyraia SIQ takim

tukiem wyznaczajacej ja traktrysy.

samym wzorem, jak dla sfery. Glebsza konsekwencja stalej
krzywizny Gaussa jest mozliwos¢ zbudowania jednorodne;j
(w kazdym punkcie takiej samej) geometrii, ale to juz
inna historia.

Opowiesé te mozna by ciagnaé dalej, dla przyktadu na
rysunku 8 podany jest jeszcze inny sposob uzyskania
traktrysy: jest to krzywa przecinajaca pod katem prostym

Rys. 8

\ } \ } U \ } kazdy z okregéw o érodkach lezacych na prostej — prosze to

sprawdzi¢ (jaki maja promien?).

O traktrysie i pseudosferze pisaliémy tez w Delcie 6(385)/2006.
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Badamy wtlasciwos$ci dzwiekéw Stanistaw BEDNAREK

Jeden herc (Hz) to jedno drganie na
sekunde.

Z wiekiem upo$ledzeniu ulega odbieranie
dzwigkéw o najwyzszych czestosciach.
Pomystowi przedsigbiorcy sprzedaja
,odstraszacze mtodziezy” emitujace
przenikliwe dZzwieki o czestoSciach
styszalnych statystycznie jedynie dla
obywateli w wieku ponizej dwudziestu
kilku lat. Urzadzenia te montowane
bywaja np. w barach.

Rys. 1. Przygotowanie grzebienia do
wytwarzania dzwigkéw; g — grzebien,
¢ — celofan.

Fot. Tak wyglada trabka fanfarowa przy
$redniej dtugodci rury.

I
| m

- 1
I—I

i

Rys. 2. Wyglad trabki fanfarowej
w przekroju osiowym; r — rura

teleskopowa, n — nasadka,
m — membrana, u — ustnik.

Dzwigki styszalne przez czlowieka sa to drgania mechaniczne o czestotliwosci

w granicach od 20 Hz do 20 000 Hz. Wraz z wiekiem granice te ulegaja zawezeniu.
Niektére zwierzeta stysza dzwigki spoza tego przedziatu. Nietoperze i psy odbieraja
dzwigki o czestotliwosciach wyzszych od 20000 Hz — tzw. ultradzwieki. Z kolei
delfiny stysza roéwniez dzwigki o czestotliwosciach ponizej 20 Hz, nazywane
infradzwickami. DZwieki stanowia dla czlowieka obszerne i wazne zrédlo informacji
o otaczajacym go swiecie. Pogorszenie si¢ stuchu, nastepujace wraz z wiekiem,
jest dotkliwa niepelnosprawnoscia. W dzisiejszych do$wiadczeniach zajmiemy sie
badaniem niektérych wlasciwosci dzwigkow.

Do pierwszego doswiadczenia potrzebna bedzie plastikowa linijka oraz imadto lub
Scisk stolarski. Zamiast linijki mozemy do doswiadczenia uzy¢ brzeszczotu pitki
do metalu. Chwyémy linijke reka za jeden z koncéw i poruszajmy ja mozliwie jak
najszybciej tam i z powrotem. Czy linijka wydaje przy tym jakis dzwiek? Okazuje
sig, ze zadnego dzwieku nie slyszymy, poniewaz ruch linijki jest zbyt powolny —
nie jesteSmy w stanie wykonywac ruchu tam i z powrotem z czestotliwoscig wieksza
niz 20 razy w ciagu jednej sekundy.

Teraz jeden koniec linijki zamocujemy w imadle przykreconym do stotu lub
przyciéniemy go do stotu Sciskiem stolarskim. Jezeli nie mamy zadnego z tych
przyrzadow, mozemy koniec linijki przycisna¢ do stolu palcami jednej reki.
Nieprzymocowany koniec linijki wprawiamy w ruch przez odgiecie go ku dotowi

i swobodne puszczenie. Czy w tym przypadku linijka wydaje dzwigk? Okazuje sie,
ze tak, poniewaz swobodny ruch drgajacy linijki odbywa si¢ z dostatecznie duza
czestotliwoscia. Z przeprowadzonych do$wiadczen wynika, ze zZrodlem dzwieku sa
ciala drgajace z odpowiednia czestotliwo$cia.

Wzbudzanie drgan cial wydajacych dzwieki moze sie odbywaé w bardzo rézny
sposob. Przekonaja nas o tym nastepne doswiadczenia. Wezmy plastikowy
grzebien oraz kawalek celofanu, uzywanego do pakowania kwiatow lub artykuléw
spozywczych. Zamiast celofanu mozemy uzy¢ kawatka cienkiej folii wycietej z torebki
do pakowania produktéw w sklepach. Zegnijmy celofan na pét i nalézmy go na
z¢by grzebienia w sposéb pokazany na rysunku 1. Przycisnijmy konce celofanu do
grzebienia palcami obu rak i, trzymajac grzebien przed soba, przylézmy go do ust.
Dmuchajmy na celofan. Czy styszymy przy tym jakies dzwieki? Okazuje sie, ze tak.
Ustami wyczuwamy przy tym drgania celofanu.

Do budowy instalacji elektrycznych uzywa sie czesto plastikowych, karbowanych
rurek. Kawalek takiej rurki o dlugoéci kilkudziesieciu centymetréw mozemy kupic¢
w sklepie z artykutami elektrotechnicznymi. Dmuchnijmy w koniec takiej rurki. Czy
styszymy przy tym jakies dzwieki? Jezeli do sklepu z artykutami elektrotechnicznymi
mamy zbyt daleko, to w sklepach z zabawkami lub w kiosku mozna czasami spotkaé
tzw. grajaca rurke — kosztuje kilka ztotych. Jest to réwniez plastikowa, karbowana
rurka zakonczona z jednej strony prostopadloscienna, cienka komora. Dmuchnijmy
w te komore lub w drugi koniec rurki. Czy rurka wydaje jakie$ dzwicki? Okazuje
sie, ze zaréwno rurka do budowy instalacji elektrycznej, jak i grajaca rurka podczas
dmuchania wydaja dzwigki. Jest to spowodowane drganiami przeptywajacego
przez rurki powietrza, ktore wytwarzane sa, gdy powietrze trafia na karby. W obu
rurkach dzwieki mozemy wytworzy¢ jeszcze w inny, interesujacy sposéb. Jeden
koniec rurki chwyémy dlonia i wprawmy rurke w ruch obrotowy, tak zeby drugi
jej koniec zataczal okrag. W tej sytuacji powietrze przeplywa przez rurke pod
dziataniem sity odsrodkowej i jest réwniez wprawiane w drgania na karbach,
wydajac dzwieki.

Roéwniez w sklepach z zabawkami lub w kiosku mozna za kilka zlotych kupié trabke
fanfarowa (fotografia). Budowe wewnetrzna w przekroju osiowym mozna zobaczy¢
na rysunku 2. Teleskopowa, trzyczeéciowa rura o Srednicy kilku centymetrow

jest z jednej strony otwarta, z drugiej zas strony jest zamknieta nasadka, pod
ktora znajduje sie sprezysta, plastikowa membrana. Do zewnetrznej czesci rury
przymocowany jest prostopadle ustnik. Opisana trabka bardzo dobrze nadaje sie
do do$wiadczen dotyczacych wytwarzania dzwiekéw. Dmuchnijmy w ustnik
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Rys. 3. Przyrzad do badania barwy
dzwieku; ¢ — prostokatne pudetko od
margaryny, p — pokrywka pudelka,

trabki. Co styszymy? Dotknijmy przy tym lekko membrany opuszkiem palca.
Co wyczuwamy? Okazuje sie, ze trabka podczas dmuchania wydaje donosny dzwiek.
Dotykajac membrany, czujemy drgania.

Trabka fanfarowa postuzy nam do kolejnego do$wiadczenia. Wyciagnijmy wszystkie
trzy czesci rury teleskopowej, tak zeby jej dlugosé byta maksymalna. Dmuchnijmy
w ustnik. Nastepnie wsunmy do wewnatrz wszystkie czesci rury tak, aby uzyskac jej
minimalng dhugoéé. Ponownie dmuchnijmy z taka sama sita w ustnik. Czym réznia
sie dzwieki wydawane przez trabke w pierwszym i drugim przypadku? W pierwszym
przypadku dzwiek wydawany przez trabke byl bardziej basowy, a w drugim

przypadku bardziej piskliwy. Czestotliwosé dzwigku w pierwszym przypadku byla
nizsza niz w drugim, dlatego dzwick pierwszy nazywa si¢ niskim, a drugi wysokim.

a — skrecona gumka aptekarska,
b — gumka aptekarska prosta.

Wysoko$é dzwieku mozemy réwniez w prosty sposéb
zbadaé za pomoca matych cymbatkéw uzywanych jako
zabawka lub do nauki podstaw muzyki. Sa one dostepne
w sklepach muzycznych lub w sklepach z zabawkami.
Skladaja sie z szeregu metalowych sztabek o coraz
mniejszej dtugosci, przymocowanych luzno do plastikowej
ramki. Do kompletu dotaczone sa dwie drewniane lub
plastikowe pateczki. Uderzmy jedna pateczka w najdtuzsza
sztabke, a nastepnie, po pewnym czasie, w najkrotsza.
Co styszymy w pierwszym i drugim przypadku? Czym
roznig sie oba dzwieki? Podobnie jak w przypadku trabki
fanfarowej, dZzwiek uzyskany przy mniejszej dlugosci

jest wyzszy niz przy dlugosci wiekszej. Dlaczego tak sie
dzieje? Zaréwno w trabce fanfarowej, jak i w cymbatkach
powstaja drgania. W trabce sa to drgania stupa powietrza
i membrany, a w cymbaltkach drgania metalowych sztabek.
Im dhuzszy jest stup powietrza lub sztabka, tym mniejsza
jest czestotliwosé ich drgan i nizszy dzwigk.

Cymbalki moga postuzyé nam takze do wykrycia kolejnej
wlasciwosci dzwieku. Uderzmy lekko mtoteczkiem w jedna
sztabke, najlepiej w jedna ze srodkowych, i postuchajmy
wytworzonego dzwigku. Gdy ucichnie, uderzmy w te¢ sama
sztabke, ale mocno, i takze postuchajmy dzwigku. Czym
réznig sie oba dzwieki? Potocznie méwimy, ze pierwszy
dzwiek jest cichy, a drugi glosny. Fizycznie pierwszy dzwiek
ma male natezenie, co znaczy, ze przenosi ze sobg mala
energie w jednostce czasu — czyli moc — na jednostke
powierzchni. Drugi dZzwiek ma duze natezenie, co oznacza,
iz moc na jednostke powierzchni przenoszona przez ten
dzwiek jest duza. Glo$nosé dzwieku tez jest uzywana

w fizyce, ale w innym znaczeniu. Bedzie ona przedmiotem
nastepnego, nieco trudniejszego, doswiadczenia.

Uderzmy pateczka w jedna ze sztabek cymbalkow potozong
blisko ich srodka z umiarkowana sity i wstuchajmy sig
uwaznie w wytworzony dzwiek. Sprobujmy oceni¢ stuchem
jego natezenie. Uderzmy nastepnie z mozliwie taka sama
sita w najdtuzsza sztabke i dokonajmy ponownej oceny
natezenia otrzymanego dzwieku. Powtorzmy jeszcze to
doswiadczenie z najkrotsza sztabka. Czy udato nam sig
ustyszec¢ jakas réznice w natezeniach? Natezenia trzech
wytworzonych dzwigkéw sg w przyblizeniu takie same,
ale dzwiek ze srodkowej sztabki wydaje sie nieco gloéniejszy
niz pozostale. Dlaczego tak sie dzieje? Jest to spowodowane
tym, ze czuto$¢ ucha ludzkiego na dzwieki o tych
samych natezeniach, ale o réznych czestotliwosciach,
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Jedna z cech, charakteryzujacych dzwiek, jest jego wysoko$é. Jest to cecha do
pewnego stopnia subiektywna. Jej obiektywna miara jest czestotliwo$é dzwieku.

nie jest jednakowa. Przecigtne ucho najwieksza czuto$é
wykazuje dla dzwiekdéw o czestotliwosci okoto 3000 Hz.

Dzwieki wykazuja jeszcze jedna wlasciwosé, ktora
nazywana jest. .. barwa. Zeby ja wyjasnié, zbudujemy
prosty przyrzad zlozony z prostokatnego pudetka

od margaryny lub masta roélinnego i dwoch gumek
aptekarskich, pokazany na rysunku 3. W pokrywce
pudetka wycinamy nozyczkami okragly otwor o srednicy
okoto 3 cm. Zamykamy pudetko pokrywka i naciagamy
na nie dwie jednakowe gumki aptekarskie. Obie gumki
powinny by¢ tak samo naprezone i zajmowaé polozenie
symetryczne wzgledem otworu. Wprawmy po kolei gumki
w drgania przez potracenie palcem z taka sama sita

i w tym samym miejscu ich odcinkéw znajdujacych sie
nad otworem. Czy styszymy jakas réznice w wytwarzanych
dzwigkach? Nastepnie jedna z gumek skreé¢my kilkanascie
razy wokol jej podtuznej osi i wprawmy po kolei gumki
w drgania w poprzednio opisany sposéb. Wstuchajmy
sie¢ uwaznie w wytwarzane dzwieki. Czy tym razem

uda nam sie uslyszec¢ jakas r6znice? O ile w pierwszej
czedci doswiadczenia styszeliSmy jednakowe dzwieki, to
w drugiej czeéci brzmialy one nieco inaczej, poniewaz
roznily si¢ barwa.

Barwa dZzwigku polega na wystepowaniu w nim
dodatkowych drgan o czestotliwosci wyzszej niz
czestotliwosé podstawowa, decydujaca o wysokosci
dzwieku. W naszym doswiadczeniu te dodatkowe
drgania wystepowaly w wyniku skrecenia gumki. Dzieki
barwie mozemy odr6zni¢ dzwieki o tej samej wysokosci
wydawane przez rézne instrumenty muzyczne lub
rézne osoby. Moéwi sie czasem, ze kto§ ma ,,miekki”
lub ,ciepty” glos. Latwo dostepnym instrumentem
jest flet prosty, uzywany w nauczaniu podstaw
muzyki juz w przedszkolu. Wykonany z plastiku lub
z drewna, dostepny jest w sklepach muzycznych lub
sklepach z zabawkami, z pamiatkami ludowymi albo
na aukcjach internetowych. Postarajmy sie o flety
plastikowy i drewniany o tej samej dlugosci i takim
samym rozmieszczeniu otworéw. Czy wstuchujac

sie uwaznie w dzwieki o tej samej wysokosci,
potrafimy na podstawie ich barwy odpowiedzieé,
ktéry z nich jest wydawany przez flet plastikowy,

a ktory przez drewniany? Sprébujmy opisaé, czym
charakteryzuja si¢ barwy dZzwigku pochodzace

z obu instrumentéw.



Stowarzyszenie na rzecz Edukacji Matematycznej

www.sem.edu.pl
Dziwne czworos$ciany

We wrze$niu br. ukazala sie w sprzedazy broszura II Olimpiada Matematyczna
Gimnazjalistow (2006/2007). Publikacja zawiera szczegdlowe omdwienie
wszystkich zadan tych zawodow oraz dwa dodatki tematyczne: Nieréwnosé
Schwarza (autor: Tomasz Szymcezyk) oraz Twierdzenie Carnota (autorzy:
Wojciech Guzicki i Waldemar Pompe).

Tres¢ jednego z zadan tej olimpiady brzmiala:

Czy istnieje taki czworoscian, w ktorym co najmniej jedna Sciana jest trajkgtem
rozwartokgtnym, a $rodek sfery opisanej na tym czworoscianie lezy w jego
wnetrzu? OdpowiedZ uzasadnij.

Okazuje sie, ze taki czworoécian istnieje. Pokazemy, jak go skonstruowac.

Rozpatrzmy sfer¢ o srodku O i dowolny okrag o promieniu mniejszym od
promienia sfery, lezacy na tej sferze (rysunek). Wybierzmy na tym okregu
punkty A, B i C tak, aby tréjkat ABC byl rozwartokatny (czyli nie zawieral
srodka M tego okregu). Niech S bedzie dowolnym punktem wewnatrz tréjkata
ABC' (np. jego érodkiem ciezkosci). Oznaczmy przez D punkt przeciecia
polprostej SO ze sfera. Wowczas czworoscian ABC' D spelnia warunki zadania:
Sciana ABC jest tréjkatem rozwartokatnym, a srodek sfery opisanej na tym
czworoscianie, czyli punkt O, lezy wewnatrz czworo$cianu ABCD. [

A czy istnieje taki czworoscian, ktérego co najmniej dwie Sciany sa trojkatami
rozwartokatnymi i ktorego srodek sfery opisanej lezy w jego wnetrzu? Ile najwiecej
Scian bedacych tréjkatami rozwartokatnymi moze mie¢ taki czworoscian?

Piszcie do nas! Najciekawsze prace opublikujemy.

Olimpiady Matematyczne

W polowie sierpnia zostal rozstrzygniety przez Ministerstwo Edukacji
Narodowej konkurs na organizacje olimpiad przedmiotowych w roku szkolnym
2009/2010. Organizacja Olimpiady Matematycznej i Olimpiady Matematycznej
Gimnagzjalistéw zostala powierzona SEM.

e Zarzad SEM powolal Komitet Gléwny Olimpiady Matematycznej, w skladzie:

prof. dr hab. Rafal Latata — przewodniczacy,

dr Michat Krych — wiceprzewodniczacy,

dr Marcin Kuczma — sekretarz naukowy,

dr Jerzy Bednarczuk, dr hab. Krzysztof Chelminski, mgr Paulina Domagalska,
mgr Kamil Duszenko, prof. dr hab. Andrzej Fryszkowski, mgr Andrzej Grzesik,
Michal Kieza (student), dr hab. Krzysztof Oleszkiewicz, dr Adam Osekowski,
Michal Pilipczuk (student), mgr Jakub Pochrybniak, dr Waldemar Pompe,
prof. dr hab. Edmund Puczylowski, dr hab. Michal Wojciechowski,

prof. dr hab. Przemystaw Wojtaszczyk, dr Jarostaw Wréblewski.

Informacje o Olimpiadzie Matematycznej mozna znalez¢ na stronie
www.om.edu.pl

e Zarzad SEM powolal tez Komitet Gléwny Olimpiady Matematycznej
Gimnagjalistow, w skladzie:

prof. dr hab. Edmund Puczylowski — przewodniczacy,

mgr Tomasz Szymczyk — koordynator krajowy,

dr Waldemar Pompe — sekretarz naukowy,

dr Jerzy Bednarczuk, mgr Paulina Domagalska, prof. dr hab. Andrzej Fryszkowski,
dr hab. Wojciech Guzicki, mgr Joanna Zakrzewska.

Informacje o Olimpiadzie Matematycznej Gimnazjalistéw mozna znalez¢ na stronie
www.omg.edu.pl

22



Termin nadsylania rozwigzan: 31 I 2010

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
476 (WT = 2,65) i 477 (WT = 3,25)
z numeru 4/2009

Tomasz Wietecha Tarnéw 43,22
Andrzej Idzik Bolestawiec 37,42
Krzysztof Magiera FLosiéw 30,37
Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 28,18
Radostaw Poleski Kotobrzeg 23,47
Michatl Kozlik Gliwice 18,13
Jerzy Witkowski Radlin 16,54

®

1-44

Termin nadsylania rozwigzan: 31 I 2010

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
577 (WT =1,95) i 578 (WT = 2,39)
z numeru 3/2009

Pawel Najman Jaworzno 43,32
Tomasz Warszawski Krakéw 42,26
Zbigniew Galias Krakéw 42,05
Janusz Olszewski Warszawa 38,35
Jerzy Cisto Wroctaw 37,87
Tomasz Wietecha Tarnéw 35,05

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesigca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Oceng¢ mnozymy przez wspotczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwdch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z fizyki nr 486, 487
Redagugje Jerzy B. BROJAN

486. Gdy spojrze¢ w lustro, zamknaé¢ prawe oko i naszkicowaé, jak widzimy
swoja twarz, powstanie obraz schematycznie przedstawiony na rysunku obok.

1. Zestawi¢ dwa prostokatne lusterka pod katem prostym, zamknaé¢ prawe oko
i naszkicowaé obraz twarzy powstajacy przy dwukrotnym odbiciu Swiatta
w lusterkach. (Obraz z dwoma nosami lub w ogdle bez nosa oznacza, ze
kat nie byl prosty.) Obraca¢ przed soba zestaw wokél osi pokrywajacej sie
z kierunkiem widzenia i notowa¢ zmiany obrazu.

2. Zestawi¢ trzy prostokatne lusterka tak, zeby tworzyly naroznik szescianu,
zamknaé prawe oko i naszkicowaé obraz twarzy powstajacy przy trzykrotnym
odbiciu $wiatta. Obraca¢ przed soba zestaw i notowaé zmiany obrazu.

(3. Dokladnie posprzataé rozbite szklo.)

487. Na koncach niewazkiego preta o dltugosci [ = 1 m znajduja sie dwie
jednakowe masy punktowe. Pret jest podtrzymywany w $rodku, wokoét ktérego
moze si¢ swobodnie obracaé, i znajduje sie¢ w polu grawitacyjnym Ziemi, ktore
uznajemy za takie, jakby cala masa Ziemi byta skupiona w jej $rodku. Obliczy¢
okres malych drgan preta wokol pionowego polozenia rownowagi.

Jaka bedzie odpowiedz, jesli pret jest jednorodny, a pozostate dane —
niezmienione?

Zadania z matematyki nr 589, 590
Redaguje Marcin E. KUCZMA

589. W kazde pole tabelki o wymiarach n x n wpisujemy dodatnia liczbe
catkowita nie wicksza od n tak, by w kazdym wierszu oraz w kazdej kolumnie
wszystkie liczby byly réwne lub wszystkie liczby byly rézne. Niech S bedzie
sumg wszystkich liczb w tabelce. Ile réznych wartoéci S mozna w ten sposéb
uzyskaé¢ (dla ustalonego n)?

590. Dowiesé, ze dla kazdej parzystej liczby naturalnej n oraz dla kazdej liczby
rzeczywistej x zachodzi nieréwnosé

14z ”< l+x+...+2"
2 n+1 '

Zadanie 590 zaproponowal pan Tomasz Tkocz z Rybnika.

23



& Patrz w niebo

Rozwigzanie zadania F 752. Od dawna wiemy, ze gromady galaktyk wypelnione sa bardzo rzadkim i bardzo
Moc pradu, przechodzaca w ciepto na goracym (o temperaturze dziesiatkéw milionéw kelwinéw) gazem Swiecacym

podtaczonym oporniku, jest w kazdej w zakresie rentgenowskim. Najpotezniejszym rentgenowskim zrédlem na niebie
chwili proporcjonalna do kwadratu

napiecia na kondensatorze UZ, cayli jest gromada zwana Perseusz A, odlegla o 80 Mpc. Kilka lat temu grupa
energii kondensatora. Stad wynika, ze angielskich astronoméw za pomoca rentgenowskiego satelity Chandra uzyskala
val?ii‘}:'zja“i‘iwﬂil‘Zzgi"l kondensatora wyjatkowo ostre obrazy centralnych czesci gromady. Na zdjeciu zaobserwowano
e A ];,1 AE, w szczegdlnodei liczne widkna zgeszczonego gazu wokdl centrum najwiekszej
B B aktywnej galaktyki gromady, NGC 1275, zawierajacej supermasywng czarna
W oznaczeniach naszego zadania dziure. Czarna dziura emituje dwie wielkie strugi (dzety), ktére w otaczajacym

je gazie wytwarzaja dwa bable. Ten dosé standardowy obraz zinterpretowano

1
E = 50U§, AE; = Wa,
jednak w nie catkiem standardowy sposéb, co ma wazne konsekwencje.

AE, = Wi, Ey = Ey — AFE;,
zatem Bable powstajace na konicach dzetéw musza od czasu do czasu by¢ niszczone
Wi _ _We wskutek ruchu samego gazu w galaktyce i sa po jakim§ czasie odtwarzane.
stad Fo B Wszystko to powoduje, ze w galaktyce powstaje skomplikowana struktura
W wlékien zgeszczonego goracego gazu, ktore biora udzial w obrocie galaktyki
E = m i zarazem wedruja ku jej krawedzi. Biegnace przez galaktyke zgeszczenia
Zatem i rozrzedzenia gazu to ostatecznie nic innego jak dzwiek, nawet gdy jego
oo 2B _ 2W7 ~ 280 uF. fala ma dhugos¢ liczona w kiloparsekach. Czestosé tych fal oszacowano na
Ug  Ug(Wh—wz) 1 cykl na 10 mln lat. Media, gdy dowiedzialy si¢ o tym odkryciu, doniosty

podobno, ze czarna dziura w NGC 1275 buczy (wyje? trabi?) pewien ton

w przyblizeniu o 57 oktaw ponizej zakresu styszalnego. Oczywiscie, niewazne
jest, jak efektownie to zjawisko opisa¢, wazne jest natomiast, ze fale dzwiekowe
niosa energie, ktéra w tym przypadku zostala oceniona na 100 mln przecietnych
supernowych dla jednego widkna. Jest to wiec energia po prostu duza, jej
zrodlem jest, oczywiscie, owa supermasywna czarna dziura, a przedstawione

tu niemal poetycko zjawisko to mechanizm odprowadzania energii z czarnej
dziury. Mechanizm ten wydaje sie nie do pominiecia przy modelowaniu ewolucji
aktywnych galaktyk.

Tomasz KWAST

Listopad

W listopadowe wieczory — o ile, oczywiscie, jest dobra pogoda — nie mozna

nie zerknaé¢ w kierunku Wielkiej Mglawicy Andromedy, najblizszej ,innej” galaktyki
(jezeli nie liczy¢ niewidocznych z Polski Oblokéw Magellana). Ta bez trudu
dostrzegalna galaktyka przesuwa sie wieczorem w poblizu zenitu, dzieki czemu
warunki jej obserwowania sa najlepsze. Na péinoc od Andromedy znajdziemy
Kasjopeje, ktorej pie¢ dosé jasnych gwiazd uktada sie w poszerzona litere¢ W lub M
— nie spos6b nie zauwazy¢. Jest to gwiazdozbiér okolobiegunowy, czyli widaé go
przez caly rok, niemniej wlasnie jesienia znajduje sie wieczorami blisko zenitu.
Poniewaz lezy w Drodze Mlecznej, kazde spojrzenie przez lornetke daje wspanialy
widok. Wyjatkowymi tam obiektami — niestety, niewidocznymi — sa: radiozrédlo
Cassiopeia A, tj. pozostato$é po supernowej z roku okoto 1700, ktéra wskutek
zbiegu okolicznosci w ogdle nie zostala zarejestrowana w kronikach, oraz galaktyka

& Maffei 1 widoczna tylko w podczerwieni, gdyz przestania ja warstwa ,naszej” materii
i miedzygwiazdowej (nazwa galaktyki to nazwisko wloskiego astronoma, ktéry ja

Rozwigzanie zadania M 1260. dkrvt 1968 Kk

Jesli liczba 2™ 4 n? jest liczbg pierwsza, OdKTy1 W ro u)'

n musi by¢ liczba nieparzysta. Pozostaje . . . , e . , .
satem wykazaé, e liczba 1 jest podziclna Wenus jest w Wadze, jak i Stonce, zatem jej nie widaé¢. Mars jest w Raku

przez 3. i widaé¢ go przez cala noc. Jowisz jest w Koziorozcu i wieczorem zachodzi.
Poniewas dla kazdej liczby calkowitej Saturn jest w Pannie i wschodzi bardzo pézna noca. Pelnia Ksiezyca
dodatniej k jest 22F = 1 (mod 3), wiec ~ wypada 2 XI, a now 16 XI. Zadnych zakry¢ jasnych gwiazd nie bedzie —

s o2k41 . il L. . , . . , . .
takze 27770 = 2 (mod 3). Stad wynika,  w pazdzierniku skofczyla sie seria zakryé Antaresa, a Zadna nowa nie zaczela
ze liczba 2™ — 2 jest podzielna przez 3. ie. P idui e t . t Sw: T dé koto 7 XI. L idé
Wobec tego liczba n® + 2 nie moze bye  Si¢- Przewiduje si¢ trzy roje meteoréw: Taurydéw okolo , Leonidéw
podzielna przez 3 (w przeciwnym razie okoto 15 XI i Andromedydéw okoto 23 XI, wszystkie jednak mato obfite.
. L (on < 2 __on 2 . . . . . . . . . ,
liczba (2" —2) +(n” +2) =2" +n Tak wicc listopad bedzie ubogi w zjawiska; zreszta w listopadzie niebo na ogét

nie byltaby liczba pierwsza). To jednak . .
mozliwe jest jedynie wtedy, gdy liczba n i tak JeSt zachmurzone. . .

jest podzielna przez 3. T K.
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Jesienne wielokaty

Oto dziesieé zadan na dlugie jesienne wieczory.

Joanna JASZUNSKA

1. Kazdy wierzchotek jedenastokata pomalowano jednym z czterech koloréw.
Udowodnij, ze mozna wybraé¢ pie¢ kolejnych wierzchotkéw, pomalowanych
co najwyzej trzema kolorami.

2. Wykaz, ze w dwunastokacie foremnym A; As ... Ao przekatne A Ag, AsAg

i A3Aj; przecinaja sie w jednym punkcie.

3. Udowodnij, ze srodkowe dowolnego trojkata dziela go na szeéé tréjkatéw

o réwnych polach.

4. Wykaz, ze $érodki bokéw dowolnego czworokata tworza rownolegtobok.

Rys. 1

5. Przekatne AC' i BD pieciokata foremnego ABC DFE przecinaja si¢
w punkcie P. Oblicz CP/AP.

6. Szesciokat wypukly ma wszystkie katy po 120°. Czy musi by¢ foremny?

czy szara?

Rys. 2

7. Wykaz, ze w siedmiokacie foremnym S = ABCDEFG zachodzi réwno$é

L_1 . 1
AB ~ AC " AD’

8. W réwnolegtoboku o polu 1 poprowadzono wszystkie odcinki taczace
wierzcholki ze §rodkami bokéw. Wyznacz pole szarego o$miokata (rys. 1).

9. Dziewieciokat z rysunku 2 jest foremny. Ktéra czesé ma wieksze pole, biata

10. W kazdym wierzchotku dziesieciokata foremnego rosnie drzewo. Poczatkowo
na kazdym drzewie siedzi malpa. Co minute pewne dwie malpy przeskakuja,

kazda na ktores z dwéch sasiednich drzew. Czy wszystkie malpy moga znalezé
si¢ jednoczesnie na jednym drzewie?

Rozwigzania i wskazowki

1. Ktéryms kolorem pomalowano najwyzej dwa wierzchotki
(bo 3-4 > 11). Jesli zero lub jeden, to nie ma problemu.
Jedli dwa, to ktéras z dwdch taczacych je tamanych zawiera
co najmniej pie¢ z pozostalych dziewieciu wierzchotkéw. [J

2. Sa to wysokosci w AAsAg A1 (inne rozwiazanie:
dwusieczne w AA;1 A3 Ag). O

3. Srodkowe dziela boki na polowy i przecinaja sie w stosunku
2 : 1. Stad kazdy z szesciu trojkatéw ma jeden bok bedacy
potowa odpowiedniego boku calego tréojkata T i wysokosé
opuszczong na ten bok trzykrotnie krétsza od odpowiedniej
wysokosci T'. Zatem pole kazdego z nich to 1/6 pola T'. O

4. Sprawdz, ze odcinek laczacy srodki bokéw AB i BC
danego czworokata jest rownolegty do przekatnej AC. O

5. Wykaz kolejno, ze AP = PD = DE =CD, ze
NACD ~ ADPC i ze
cCP AP AP \5-1 O
AP AC AP+ PC 2
Punkt P wyznacza tak zwany zloty podzial odcinka AC.

6. Nie. Moze nawet mie¢ kazdy bok innej dtugosci. O

7. Kat a = XAF B jest wpisany w okrag opisany na S,
oparty na krétszym z tukéw AB, wiec o = 180°/7. Stad

< FAB = 4a. Niech 8" = ABC'D'E'F'G’' bedzie obrazem S
w symetrii wzgledem prostej AB (rys. 3). Wtedy < BAE' = 3a,
wiec XFAE = XFAB + «BAFE' = 4a + 3a = Ta = 180°.
Stad punkty F, A, E’ sa wspotliniowe. Poniewaz S i S’

sa foremne i przystajace, zachodza warunki: BF || GA,

BE' || AE || GF oraz BF = BE'.
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Rys. 3

Uzyskujemy zatem ABFE’' ~ AGAF. Wobec tego
BF FE _ AE +AF _ AE'

GA~ AF = AF —ar Tt
Skoro BF = AD, GA = AB, AE' = AD i AF = AC,
dostajemy
AD AD 1 1 1
A~ ac Tb o astd gE=ae+ap-H

8. Dorysuj przekatne réwnolegtoboku, potacz wszystkie
$rodki bokéw i1 wykorzystaj zadanie 3. Wynik: 1/6. O

9. Szara. Dorysuj przekatne AH, BG, CF i znajdz sze$é¢ par
tréjkatow przystajacych réznych barw i jeszcze jeden szary. [

10. Nie. Niech co drugie drzewo bedzie palma. Poczatkowo
siedzi na nich lacznie pie¢ malp. Liczba malp siedzacych
na palmach nie zmienia parzystosci, wiec nigdy nie bedzie
réwna 0 ani 10. O



