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O topologii programéw wspotbieznych Maria DONTEN"
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Rys. 1. Zycie codzienne proceséw.

Jak procesy si¢ komunikuja? Maja swoje
sposoby, zalezne od je¢zyka programowania
lub abstrakcyjnej notacji uzywanej

do opisu programéw wspoétbieznych.

Na przyktad, nadaja komunikat do
konkretnego adresata, ktéry musi

w odpowiedniej chwili nastawié sie

na odbiér (CSP), albo umawiajg sie

na randki (Ada), albo wrzucajg dane

do worka i wyciagaja je wedlug szablonéw
(Linda). ..

Oczywiscie, procesy danego programu
nie muszg wykonywac tego samego
(lub symetrycznego) kodu, tak jak

w przyktladzie.

*doktorantka, Instytut Matematyki UW

Czy informatycy zajmuja si¢ dowodzeniem twierdzen? Zdarza sie, ze poprawnosé
programu, czy pomystu na program, jest nieoczywista. Wtedy potrzebne sa metody,
ktére pozwola przeprowadzi¢ Scisty dowdd, ze zaprojektowany algorytm zadziata
tak, jak powinien. W niektorych zagadnieniach pomysty na dowod siggaja w gtab
matematyki.

Przyjrzyjmy sie paradygmatowi programowania wspotbieznego. Jedli chcemy
rozwigzaé duzy problem obliczeniowy, to dobrym pomystem jest podzielenie go
na podproblemy. Dzigki temu, jesli w obliczeniach pojawi si¢ blad, wystarczy
powtérzy¢ jedynie czesé, ktora nie zostata wykonana poprawnie. Jesli mamy
odpowiedni sprzet, np. kilka komputeréow lub komputer z kilkoma procesorami,
mozemy przyspieszy¢ obliczenia, pracujac nad wieloma podproblemami w tym
samym czasie. W ten sposéb podejscie sekwencyjne zastepujemy przez wspotbiezne.
Opisana idea wspoltbieznoéci jest bardzo ogdlna — mozna ja stosowaé nie tylko do
obliczen komputerowych, lecz takze do rozwigzywania dowolnych problemow.
Szczegdlami zajmiemy sie jednak tylko w przypadku programowania.

Podstawowym pojeciem tej dziedziny jest proces sekwencyjny (zwykle nazywany po
prostu procesem), czyli realizacja programu w pewnym srodowisku lub wstrzymana
realizacja w oczekiwaniu na pewne zdarzenie. Realizacja programu to ciag wykonan
kolejnych instrukeji. Czesto wykonanie jakiej$ operacji wymaga sprzyjajacych
warunkéw. Jesli trzeba na nie zaczekaé, wykonanie programu jest na chwile
wstrzymywane. Proces to byt bardzo abstrakcyjny — czy ,,ciag wykonan instrukeji”
mozna sobie jako$ wyobrazi¢, narysowac¢? Ot6z mozna: wystarczy do kazdego ciagu
instrukcji dodaé¢ stworzonko, ktére odpowiada za jego wykonanie, czyli wedruje
po wnetrzu komputera, realizujac kolejne zadania w odpowiednich miejscach.

Na przyktad stoi w kolejce do drukarki, zapisuje co$ na dysku, czeka na przydzial
czasu do obliczen na procesorze lub wlasnie wykonuje obliczenia (rys. 1). Ten obrazek
pozwala mniej wiecej wyobrazié¢ sobie, co sie odbywa w systemie operacyjnym
podczas wykonywania programéw. Jego wersje z nieco wigksza liczba szczegotéw
przydaja sie wszystkim studentom, ktorzy zaliczaja laboratorium z programowania
wspotbieznego. . .

Dazymy do tego, zeby rozwiazywaé problemy programistyczne, rozdzielajac prace
miedzy kilka procesoéw dziatajacych w tym samym czasie. Dokladniej, dwa procesy
nazwiemy wspotbieznymi, jesli jeden z nich rozpoczal dziatanie po rozpoczeciu, ale
przed zakonczeniem dziatania drugiego. Program wspotbiezny sktada sie z kilku
procesow wspdibieznych, wykonujacych elementy pewnego zadania. I tu pojawiaja
sie trudnosci. . . Jedli procesy pracuja razem nad jednym problemem, korzystaja ze
wspolnych danych, potrzebuja nawzajem swoich cze$ciowych wynikéw, to musza
sie komunikowa¢, zeby nie doszto do zadnych naduzy¢.

Najprostszym przykladem mozliwosci naduzycia jest problem sekcji krytycznej,
czyli ustalenia, ktory proces uzyska dostep do zasobu, z ktorego w danej chwili moze
korzysta¢ tylko jeden proces. Przyjrzyjmy sie prostemu programowi, w ktorym
dziataja dwa procesy, P i ). Kazdy z nich wykonuje nastepujacy ciag czynnosci:
wezytuje warto$é zmiennej globalnej v na swojg zmienna lokalng, zwigksza jej
wartos¢ o 1 1 zapisuje wynik na zmiennej v.

var v: integer; v :=0;

process P; process Q;

var P.i, P.x : integer; var Q.i, Q.x : integer;
P.x :=v; Q.x :=v;

P.x :=P.x+1; Q.x:=Q.x+1;

v :=P.x; v :=Q.X%;

end; end;

Zmienna v ma poczatkowo wartoéé¢ 0, kazdy proces zwicksza jej wartos¢ o 1, wiec
po zakonczeniu dzialania programu v powinna mieé¢ wartosé¢ 2. Czy na pewno ten
program tak wladnie zadziala? Czesto tak, na przyktad w ekstremalnym przypadku,
kiedy proces P rozpocznie dzialanie tuz przed wykonaniem koncowej operacji
procesu @, ale nie zawsze. Sytuacja komplikuje sie, jesli procesy wykonuja te
same instrukcje w prawie tym samym czasie. Powiedzmy, ze P wczytuje wartosé
zmiennej v i, zanim zdazy wykonaé kolejng czynnosé, ) rozpoczyna dziatanie

i réwniez wezytuje wartosé v — zmienne lokalne P.z i QQ.x maja wartos¢ 0. Jesli
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Okazuje si¢, ze ominigcie tego problemu
wcale nie jest latwe. .. Wladciwie

jest niemozliwe bez dodatkowych
mechanizméw stuzacych do synchronizacji
proceséw, zdefiniowanych na poziomie
systemu operacyjnego.

W literaturze informatycznej w jezyku
polskim czesto pozostawiane sa angielskie
nazwy probleméw i algorytméw,

co ulatwia poréwnanie z literaturg
anglojezyczna. Réwniez tutaj stosujemy
te konwencje.

teraz P zwiekszy warto$¢ P.x i zapisze ja na v, a potem () wykona te same
instrukcje, to zmienna v bedzie miala wartos¢ 1, chociaz kazdy z proceséw wykonat
dodawanie! Wynik jest niezgodny z oczekiwaniami. Powstal blad, poniewaz
procesy nie uzgodnity, ktory najpierw zmodyfikuje zmienna globalna. Proces
modyfikacji sklada sie z kilku instrukcji: wczytania, zwiekszenia i zapisania.
Jezyk programowania nie zapewnia, ze te wszystkie czynnoéci zostang wykonane
w jednym, nieprzerwanym bloku — zadbanie o to jest zadaniem programisty!

Nawet z tego prostego przyktadu widaé, ze sprawdzenie, czy program wspotbiezny
jest poprawny, moze by¢ bardzo trudne. Trzeba sprawdzi¢, czy dziatanie programu
jest zgodne z oczekiwaniami dla kazdego przeplotu, czyli dla kazdej sekwencji
wykonan instrukcji proceséw bioracych udzial w programie — poczawszy od
przypadkéw, w ktérych czasy wykonania proceséw prawie sie nie pokrywaja, az
do takich, w ktérych procesy wykonuja na zmiane bardzo male fragmenty kodu.
Takich przeplotéw moze by¢ bardzo duzo, w rzeczywistych problemach czesto
nieskonczenie wiele. .. A oprécz bezpieczenstwa programu, czyli zapewnienia, ze
w kazdym momencie w sekcji krytycznej bedzie co najwyzej jeden proces, nalezy
zadbad jeszcze o inne wlasnosci. Miedzy innymi nie mozna zagtodzié procesu, czyli
spowodowac, ze nie bedzie mdgl nigdy wykonaé pewnej instrukeji swojego kodu, bo,
na przyktad, inne procesy beda si¢ zawsze przed nim wpychaé do kolejki. Nie mozna
réwniez dopusci¢ do zakleszczenia — sytuacji, w ktorej grupa proceséw oczekuje na
zdarzenie, ktére moze spowodowaé tylko proces z tej grupy.

Pytanie, czy dla danego problemu istnieje poprawny program wspotbiezny, ktory
go rozwiazuje, wyglada na jeszcze trudniejsze niz sprawdzenie poprawnosci
napisanego kodu. Jednak dosé niedawno powstalo matematyczne kryterium,
ktére pozwala spojrzeé na to pytanie z zupelnie innej strony, a czesto réwniez
udzieli¢ kompletnej odpowiedzi. Oczywiscie nie dla zupelnie dowolnych problemoéw.
Interesujaca nas klasa to problemy (lub zadania) decyzyjne (ang. decision tasks),
w ktérych wspotbieznoéé jest w pewien sposob wbudowana w sformutowanie
zadania. Inaczej méwiac, takie, ktérych istota jest dokonanie pewnych uzgodnien
pomiedzy procesami. Procesy uczestniczace w zadaniu dostaja dane wejéciowe,
zazwyczaj liczby, wykonuja pewien algorytm i podaja wynik, ktory musi by¢ zgodny
ze specyfikacja problemu. Zobaczmy kilka przyktadow.

Najprostszy w sformulowaniu (ale nie w rozwiazaniu) problem to Consensus.
Uruchamiamy pewna liczbe proceséw, kazdy z nich dostaje warto$¢ wejsciowa

0 lub 1. Jako wynik wszystkie procesy maja podaé te sama wartosé¢ x, bedaca jedna
z wartosci, ktére dostaly na wejsciu. W szczegoélnosci, jesli wartosci wejsciowe byly
réwne, to jest tylko jeden dopuszczalny wynik; w pozostatych przypadkach procesy
maja wigkszg dowolnosé w wyborze wyniku. Moze si¢ zdarzy¢, ze nie wszystkie
procesy, ktére rozpoczna dziatanie, zakoncza si¢ poprawnie i podadza wynik.
Wtedy chcemy wymagaé, zeby procesy, w ktérych nie wystapit blad, zachowywaly
sie zgodnie z zalozeniami zadania — wynik ma by¢ zgodny ze specyfikacja dla
przypadku, w ktérym uruchomione zostalyby tylko te procesy, ktore zadziataty
bezblednie.

Dalej przyda sie nam problem Binary Consensus, bedacy ograniczeniem powyzszego
do przypadku dwoch proceséw, i jego modyfikacja, Quasi-Consensus. Zmiana
polega na dopuszczeniu jeszcze jednego wyniku: je$li dane wejSciowe proceséw
PiQ sarézne, to oprocz odpowiedzi P +— 0, Q — 01 P +— 1, Q — 1 za prawidlowa
uznajemy réwniez P — 1, @ — 0 (ale odwrotnej juz nie!).

Bardziej ztozonym zadaniem jest Unique-Id — w systemie dziala n procesow,
wartosci wejéciowe sg nieistotne (np. wszystkie sa zerami), procesy musza wybraé

rézne wartosci ze zbioru {0,...,n — 1}. Ciekawy przyklad ,z zycia” to Renaming
— procesy dostaja rézne wartosci z duzego zbioru {0,..., M}, zwracaja rézne
wartosdci z mniejszego zbioru {0, ..., K}. To zadanie mozna przettumaczyé¢ na

problem uktadania bezkolizyjnych tras dla samolotow. Wystarczy podawaé numery
identyfikacyjne lotéw na wejsciu, a wyniki potraktowaé jako numery korytarzy
powietrznych, ktérych zazwyczaj jest istotnie mniej niz wszystkich samolotéw.
Jak wyglada precyzyjny matematyczny opis interesujacych nas zadan? Zestawy
wartosci wejsciowych i wyjéciowych bedziemy zapisywaé jako wektory — moga

w nich wystepowaé liczby lub wartos$¢ nieokreslona, oznaczana L (nie dopuszczamy
wektora zlozonego tylko z wartosci nieokreglonych; to kwestia notacji). W wektorze
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Warto sprobowaé zinterpretowac te
zalozenia, pamiegtajac, jakie znaczenie
ma 1 w wektorach zbioréw Z i O.

Rys. 2. Kilka komplekséw symplicjalnych.

PO Q0 PO Q0
*r—Ge
Q1 P1 Q1 P1

Rys. 3. Kompleksy Z i O dla zadania
Binary Consensus.

PO Q0 PO Q0
1
Q1 P1 Q1 P1

Rys. 4. Kompleksy Z i O dla zadania
Quasi-Consensus.

Jak wyrazié¢ zalozenia, ktére przyjeliSmy
dlaZ, O i A, w jezyku odpowiadajacych
im komplekséw i przeksztalcenia?

wejsciowym wartosé | na i-tym miejscu oznacza, ze i-ty proces nie bierze udziatu
w przebiegu programu, natomiast w wektorze wyjsciowym informuje, ze i-ty proces
nie zakonczyl dzialania poprawnie — w ogdéle nie bral udzialu w danym przebiegu
lub zakonczyt sie z btedem. Zbiory wektoréw wejéciowych i wyjsciowych oznaczamy
odpowiednio Z i O. Potrzebna jest nam jeszcze relacja A C Z x O miedzy tymi
zbiorami, okreslajaca, ktére wyniki uznajemy za poprawne dla réznych wektorow
wejéciowych. Zwykle bedziemy patrzeé¢ na A jako na funkcje z Z w zbiér wszystkich
podzbioréw O. To juz prawie wystarczy — trzeba jeszcze zatozyé¢, ze 7, O i A maja
pewne dobre wlasnosci. Zbiory wektorow maja by¢ zamknigte na prefiksy: dla
kazdego wektora oo € Z w zbiorze Z musza by¢ rowniez wszystkie wektory, ktore
mozna otrzymac z «a, zastepujac niektore liczby przez L; to samo dla O. Natomiast
od A wymagamy, zeby w obrazie wektora « byly tylko wektory, ktére maja 1 na
tych samych pozycjach co a.

Tréjka (Z, 0, A), ktorej elementy spelniaja powyzsze zalozenia, to kompletny opis
zadania. Problem Binary Consensus mozemy wiec sformutowaé, definiujac

Z=A(0,1),(1,1),(L,0),(L,1),(0,0),(0,1),(1,0), (1, 1)},
O ={(0,1),(1,1),(L,0),(L,1),(0,0), (1, 1)},
oraz A(a) = {a}, jesli a zawiera L, a w pozostalych przypadkach
A((0,0)) ={(0,0)},  A((L, 1) ={(11)},
A((LO)) = A((O’ 1)) = {(070)7 (17 1)}

Opis zadania Quasi-Consensus otrzymujemy z powyzszego, zmieniajac tylko
warto$é A dla wektoréw (0,1) i (1,0):

A((L 0)) = A((Ov 1)) = {(07 0)7 (17 1)7 (1, 0)}
Uzyskaliémy prosty, kombinatoryczny sposéb opisu probleméw, ktére chcemy
rozwigzywaé. Jednak dla trudnych zadan, w ktorych uczestniczy wiele proceséw,
a takie zwykle pojawiaja sie w zyciu, struktury kombinatoryczne sa duze, bardzo
ztozone, trudno co$ na ich temat udowodnié. .. A gdyby spojrzeé na te obiekty
»,z daleka” | sprobowaé dostrzec ich ksztalt, jakie$ charakterystyczne cechy, ktére
pozwola je lepiej zrozumieé¢ bez analizowania wszystkich szczegdétéw? 1 tu wreszcie
wkracza topologial

Okazuje sig, ze zbiory Z 1 O opisuja kompleksy symplicjalne — przestrzenie ztozone ze
skoniczenie wielu symplekséw (punktéw, odcinkdw, tréjkatéw, czworosciandw, . . .)
posklejanych porzadnie, czyli wspélnymi $cianami. Kilka przyktadéw mozna
obejrze¢ na rysunkach na marginesie. Taki kompleks jest obiektem topologicznym,
ale réwnoczesnie mozna go zdefiniowa¢ kombinatorycznie — za pomocg skoniczonego
zbioru informacji. Wystarczy umiesci¢ w odpowiednio duzej przestrzeni R
wszystkie wierzchotki wszystkich sympleksow, ktére maja sie znalezé w kompleksie,
i powiedzie¢, ktére pary taczymy odcinkiem, potem ktére z powstalych w ten
sposob tréjkatéw maja by¢ wypelnione, itd. Wtasnie jako takie zestawy danych
mozemy traktowaé zbiory Z i O. Kazdemu z nich przypisujemy kompleks, ktérego
wierzchotkami sg wektory zawierajace tylko jedna wartosé rézna od L (na rysunkach
beda one oznaczane przez nazwe procesu, ktéremu odpowiada wartosé okreslona, i te
wartos¢). Odcinek laczacy dwa wierzchotki nalezy do kompleksu, jesli w zbiorze
znajduje sie wektor, ktéry ma doktadnie dwie wartosci rézne od L — takie, jak

w wektorach bedacych wierzchotkami, i na tych samych miejscach. Analogicznie
dodajemy do kompleksu sympleksy wyzszych wymiaréw — odpowiadaja one
wektorom z mniejsza liczba L. Rysunki 3 i 4 przedstawiaja kompleksy wejéciowe
i wyjsciowe dla zadan Binary Consensus i Quasi-Consensus. Przeksztalcenie A
przypisuje sympleksom z kompleksu Z zbiory symplekséw z O, zachowujac wymiar.
Wobec tego, niestety, zazwyczaj nie moze by¢ ono przeksztalceniem symplicjalnym,
czyli takim, ze obrazem kazdego sympleksu jest sympleks, ale okaze sig, ze czasem
jest w pewnym sensie bliskie takiemu.

Przyda sie nam jeszcze jedna operacja na kompleksie symplicjalnym — podziat
kompleksu. Kazdy sympleks wyjsciowego kompleksu mozemy rozbié¢ na kilka
muniejszych (dodajac nowe wierzcholki), nawet na wiele réznych sposobéw, ale
zeby wynikiem byl kompleks symplicjalny, rozbicie musi spelnia¢ warunek dobrego
sklejania symplekséw. Latwo narysowacé, na przyktad, podzial barycentryczny, ktory
powstaje przez dodanie i odpowiednie potaczenie srodkéw ciezkosci wszystkich
symplekséw. Najnizszy kompleks na rysunku 2 to wtasnie podzial barycentryczny
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Rys. 5. Dzialanie przeksztalcenia p dla
zadania Quasi-Consensus.

W tym miejscu warto sobie przypomnieé
o problemie sekcji krytycznej

i sygnalizowanych trudnosciach w jego
ominieciu. . .

trojkata. Nosnikiem sympleksu w podziale nazywamy najmniejszy sympleks
wyjsciowego kompleksu, ktory go zawiera.

Czasami wierzchotki w kompleksie sa pokolorowane; jak zwykle wymagamy,

zeby wierzchotki polaczone odcinkiem mialy rézne kolory. Wtedy, konstruujac
podzial, chcemy, zeby kolorowanie mozna bylo rozszerzyé¢ na dodane wierzchotki,
i wybieramy pewne rozszerzenie. Na kompleksach Z i O uwzgledniamy kolorowanie
pochodzace od oznaczen wierzchotkoéw — kolory to pary zlozone z nazwy procesu
i wartosci wejsciowej lub wyjsciowe;j.

Te pojecia pozwola nam przyjrzeé sie twierdzeniu, ktére opisuje zalezno$¢ miedzy
istnieniem dobrego rozwiazania dla zadania a struktura odpowiadajacych mu
komplekséw symplicjalnych. Ale jakie rozwigzanie uznamy za dobre? Wymagamy
oczywiscie, zeby wyniki byly zgodne z funkcjg A. Dodatkowo protokét, czyli
algorytm wykonywany przez procesy, nie moze pozwalaé¢ na nieskonczone
oczekiwanie — kazdy proces po skoficzonej liczbie krokéw musi zakonczy¢ dzialanie,
poprawnie lub z bledem (ang. wait-free protocol). Zeby mozna bylo te definicje
wykorzysta¢ w Scistym dowodzie, trzeba jg zapisa¢ w jezyku automatéw, ale my
poprzestaniemy na intuicji.

Ponizsze twierdzenie pochodzi z pracy Maurice’a Herlihy’ego i Nira Shavita, The
Topological Structure of Asynchronous Computability (Struktura topologiczna
obliczeri rozproszonych), z 1999 roku. Jak widaé¢, pomyst nie jest stary, i mozna sie
spodziewad, ze nie zostal jeszcze catkiem wyeksploatowany. . .

Twierdzenie 1. Dla zadania (Z, O, A) istnieje protokdl bez oczekiwania wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje podzial o(Z) kompleksu T (z opisanym wyzej kolorowaniem) oraz
przeksztalcenie symplicjalne p: o(Z) — O zachowujgce kolorowanie i takie, ze dla
kazdego wierzcholka s € o(I) punkt u(s) lezy w obrazie nosnika (s,T) przy funkcji A.

To oznacza, ze jesli chcemy udowodnié istnienie dobrego protokotu dla pewnego
zadania, musimy znalez¢ podzial kompleksu wejsciowego uwzgledniajacy naturalne
kolorowanie oraz odwzorowanie y z tego podzialu w O, zgodne z warunkami zadania,
czyli z funkcja A. Przyjrzyjmy sie, jak to wyglada dla zadania Quasi-Consensus
(rys. 5).

Kompleksy Z i O juz znamy, a o(Z) tworzymy, dodajac na krawedzi (P0, Q1) dwa
punkty, o kolorach P1 i Q0. Przeksztalcenie u przeprowadza krawedzie (PO, Q0),
(P1,Q0), (P1,Q1) na ich odpowiedniki w kompleksie wyj$ciowym. Trzy odcinki
skladajace sie na krawedz (PO, Q1) réwniez przechodza przy u na te krawedzie,
zgodnie z kolorami wierzchotkéw. Latwo sprawdzié, ze warunek zgodno$ci z A jest
spelniony. Stad dla zadania Quasi-Consensus istnieje protokdt bez oczekiwania.

A co z zadaniem Binary Consensus? Spojrzmy jeszcze raz na rysunek 3 —kompleks
wyjsciowy jest niespdjny. Warunek zgodnosci z A wymaga, zeby obie sktadowe O
byty w obrazie p. Ale o musi by¢ ciagle, a Z jest spdjny, co prowadzi do sprzeczno$ci.
Dla tego zadania dobry protokol nie istnieje. A zeby to wykazaé, wystarczylo
przyjrzeé sie bardzo pobieznie strukturze topologicznej komplekséw!

Mozna stawia¢ zarzuty, ze twierdzenie daje wnioski czysto egzystencjalne — a co
nam przyjdzie z wiedzy, ze pewien program mozna napisaé, jesli nie wiemy, jak to
zrobi¢? W rzeczywistosci jest lepiej, niz mogloby sie na pierwszy rzut oka wydawac.
Co prawda z samego twierdzenia nie mozemy wiele wnioskowaé o postaci protokotu,
ale dowdd jest konstruktywny. Jego analiza pozwala na zrozumienie i zapisanie
odpowiedniego kodu, chociaz zwykle nie w takiej postaci, jaka wydawalaby sie
najbardziej naturalna.

Uzylismy twierdzenia 1 tylko do rozstrzygniecia dwoch bardzo prostych problemow.
Ale mozna je stosowac do istotnie bardziej ztozonych sytuacji i otrzymywaé wazne
rezultaty. To twierdzenie pozwolito, miedzy innymi, na zbadanie zadania Renaming.
W pewnych przypadkach, dla zbioru wynikéw niewiele wickszego od zbioru
proceséw, istnienie protokotu bez oczekiwania bylo wezesniej nierozstrzygniete.
Do badania zadan trudniejszych niz opisane przyktady czesto potrzebne sg bardziej
subtelne wtasnosci topologiczne komplekséw Z i O niz tylko spdjnosé. Przydaje sie,
na przyktad, lemat Spernera oraz r6zne metody wykrywania dziur w przestrzeniach:
grupy homotopii, w szczegdlnosci grupa podstawowa i grupy homologii, ktére dla
komplekséw symplicjalnych nietrudno obliczyé. Mozliwe, ze topologia ma jeszcze
duzo do powiedzenia w informatyce. . .
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Kosmiczna linijka

10. Wielki Atraktor: dokad plyna galaktyki?
Odleglo$é 147 mln lat Swietlnych (40 Mpc na linijce)

Galaktyki we Wszech$wiecie nie sa rozmieszczone
réwnomiernie, lecz tworzg ogromne struktury, nieco na
ksztalt nieporzadnej pajeczej sieci. W jej ,joczkach”
rezyduja bogate gromady galaktyk, wzdtuz ,nitek”
uktadaja sie wigksze struktury zwane supergromadami,

a pomiedzy nimi znajduja sie gigantyczne pustki. Gromady
galaktyk to skupiska bardzo zwarte i stosunkowo tatwe do
zaobserwowania. Znane sg od czasoéw katalogu Palomarskiego
Przegladu Nieba, na podstawie ktérego w 1958 roku
George O. Abell opublikowal dane dla ponad 4 tys.
gromad. Odkrycie wigkszych struktur nie bylo tatwe,
poniewaz nie wyrézniaja sie one az tak wyraznie na

niebie. Charakterystyczna wielkoscia, definiujaca istnienie
struktury wielkoskalowej, jest tak zwany kontrast gestosci.
Wynosi on jedynie okoto 0,5-2, co oznacza, ze w obszarach
o podwyzszonej gestosci jest dwukrotnie wiecej galaktyk,
w obszarach za$ o obnizonej gesto$ci dwukrotnie mniej niz
$rednio we Wszech$wiecie.

Aczkolwiek pierwsze sugestie o istnieniu supergromad
wysunigto juz w latach 1930. (Clyde Tombaugh,

odkrywca Plutona, twierdzil, ze w Perseuszu znajduje sie
supergromada 2 tysiecy galaktyk), to jednak poczatkowo
nie dawano im wiary. Dopiero lata 70., kiedy zaczeto
wykonywaé systematycznie wielkie przeglady nieba,
potwierdzity istnienie supergromad. Supergromade Lokalna,
w ktoérej znajduje sie¢ Grupa Lokalna Galaktyk i nalezaca do
niej Droga Mleczna, jako pierwszy zbadatl i opisal francuski
astronom Gerard de Vaucouleurs. Tréjwymiarowa mapa

tej supergromady, sporzadzona przez Tully’ego i Fishera,
pokazata, ze az 98% widocznych galaktyk zajmuje jedynie
5% objetosci tej supergromady — a wigc pozostaly obszar to
wielka pustka.

Wielki Atraktor jest najstynniejsza z wielkich struktur. Jest
to skupisko gromad galaktyk, znajdujace si¢ w kierunku
gwiazdozbioréw Centaura i Hydry, na potudniowej pétkuli
nieba. Rozmiar tego obszaru to okoto 400 milionéw lat
$wietlnych. Zawiera on okoto 100000 galaktyk o tacznej
masie okoto 5 - 10'® mas Storica (masy podawane przez
réznych autoréw réznia sie znaczaco, poniewaz oceny oparte
na przyciaganiu grawitacyjnym komplikuje fakt obecnosci
innej gestej struktury — wiekszej, potozonej dalej, ale

w podobnym kierunku, o nazwie Supergromada Shapleya).

Centralng czes¢ Wielkiego Atraktora stanowi widziana

z boku silnie splaszczona supergromada (znana pod
angielska nazwa Centaurus Wall), a jadro tej struktury to
niezwykle bogata gromada galaktyk o nazwie Abell 3627,
znana takze jako gromada Norma.

Po raz pierwszy obecno$¢ tajemniczego atraktora zauwazono
w latach 70. ubiegtego wieku podczas badania rozktadu
predkosci swoistych dla pobliskich galaktyk. Okazalo sig,

ze lokalnie wystepuja dosy¢ duze odstepstwa od prawa
Hubble’a, méwiacego o ogdlnej ucieczce galaktyk. Zgodnie

z tym prawem kazda galaktyka oddala sie od dostatecznie
odleglych, i to tym szybciej, im dalej sie od nich znajduje.
O oddalaniu sie¢ galaktyki $wiadczy fakt przesunigcia ku
czerwieni jej linii widmowych.

Wielki Atraktor przyciaga gromady galaktyk z naszego
sasiedztwa, sprawia tez, ze Droga Mleczna zamiast

przyblizaé si¢ do centrum gromady galaktyk w Pannie (do
ktérej nalezy), oddala si¢ od niego. Nie oznacza to jednak, ze
zblizamy sie do Wielkiego Atraktora. Tak naprawde, w sensie
bezwzglednym oddalamy sie od niego z predkoscia okoto
4000 km/s, ale o 627 km/s wolniej, niz gdyby nie bylo jego
oddziatywania grawitacyjnego.

Istnienie Wielkiego Atraktora potwierdzita w 1988 roku
kierowana przez Donalda Lyndena-Bella grupa astronomoéw,
znana jako ,Siedmiu Samurajéw”. Nie byto to tatwe,
poniewaz Wielki Atraktor lezy bardzo blisko ptaszczyzny
naszej Galaktyki (szeroko$¢ galaktyczna 10°). Znajdujace

si¢ w Drodze Mlecznej pyt i gaz miedzygwiazdowy oraz
gwiazdy przestaniaja nam, niestety, widoczno$c¢, przez co
powstaje wrazenie, jakby odlegte galaktyki ,unikaly” tej strefy.
W dodatku kontrast gestosci w calym obszarze Atraktora

to zaledwie 1,1, przez co jego lokalizacja oparta byta przede
wszystkim na wyznaczonych kierunkach predkosci swoistych
galaktyk, a potwierdzajace ja mapy rozktadu gestosci zostaty
wykonane dopiero w polowie lat 90. O ile bowiem trudno
jest zliczaé galaktyki i ocenié, czy na pewno powodem ruchu
Grupy Lokalnej jest wtasnie Wielki Atraktor, o tyle pomiar
predkosci jest prosty i doktadny, poniewaz te absolutna
predkosé kosmiczna mierzymy w odniesieniu do mikrofalowego
promieniowania tta, ktére wypetnia caly Wszechswiat.

Bozena CZERNY, Agnieszka JANIUK

Konkurs zadan astronomicznych

Na rozwigzania zadan A 191 A 20
czekamy do 1 listopada 2009 r.
(decyduje data stempla pocztowego)
pod adresem:

A 19. Jak dlugo trwalby spadek swobodny na Ziemig¢ z wysokosci (orbity) Ksigzyca?
Rozmiar Ziemi i eliptycznosé orbity Ksiezyca zaniedbaé. [2 pkt]

A 20. Piloci samolotu lecacego dokladnie na zach6d (po réwnolezniku) z predkoscia

1000 km/h widza Stoiice nieruchome wzgledem samolotu. Jaka jest szerokosé

Centrum Astronomiczne
im. Mikotaja Kopernika
ul. Bartycka 18
00-716 Warszawa

geograficzna ¢ trasy? [1 pkt]

Rozwigzania zadan z numeru 8/2009

A 15. Masa Ziemi wynosi Mz = 5,97 - 10** kg, G = 6,67 - 107! m3kg~'s72,

z dopiskiem na kopercie

»Konkurs Delty”. Rey =886-10"° m

ac=3-10% m/s. Zatem Rpy = =

2GMy

. Podstawiajac wartosci liczbowe otrzymujemy

A 16. Robocik moze jecha¢ z taka predkoscia, by w ciagu przemieszczenia sygnatu
na Ziemig i z powrotem nie przejechaé wigcej niz zasieg ostrego widzenia kamery.

Tak wiec v, = 34,

5
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Schemat urzadzenia mechanicznego
dzialajacego analogicznie do CCD.

*Centrum Astronomiczne
im. Mikotaja Kopernika, Warszawa

Kamery CCD w astronomii
Wojciech PYCH*

Samo okreslenie CCD (po angielsku charge-coupled device) oznacza jedynie
zestaw miniaturowych kondensatoréw potaczonych w taki sposéb, ze mozliwe
jest przestanie tadunku zgromadzonego w pojedynczym elemencie do jednego

z jego sasiadow. Na koncu takiego tancucha ladunek z kazdego elementu mozna
zamieni¢ na napiecie elektryczne, a nastepnie na sygnat cyfrowy. Urzadzenia
CCD moga wiec byé¢ wykorzystywane jako rodzaj pamieci elektronicznej lub jako
elementy opézniajace sygnal w uktadach elektronicznych. Poczatkowo uktady te
konstruowane byly w nadziei na wykorzystanie ich jako pamieci do komputeréw.
Okazalo sie jednak, ze efekt fotoelektryczny moze byé¢ zrodlem elektronow
gromadzonych w kondensatorach matrycy CCD, dzigki czemu ich ilo$¢ jest
proporcjonalna do natezenia padajacego swiatta. Odpowiednie rozmieszczenie
elementéw Swiatltoczulych pozwala wiec na cyfrowa rejestracje padajacego na nie
$wiatla, a zatem obrazu.

Na rysunku przedstawiamy schemat urzadzenia mechanicznego dzialajacego
analogicznie do kamer CCD. W tym przypadku na przesuwajacym sie
tasmociagu umieszczone zostaly kubeczki zbierajace krople padajacego deszczu.
Na jego koncu woda z kubeczkéw przelewana jest do jednego rzedu kubeczkéw
umieszczonego na tasmociagu przesuwajacym sie w kierunku prostopadtym.

Na koncu drugiego tasmociagu znajduje sie naczynie ze skala pozwalajaca
mierzy¢ ilo$¢ wody w kolejnych kubeczkach.

Technologia CCD ma juz 40 lat. Pierwsza dzialajaca matryca CCD powstala
w 1969 roku w Bell Telephone Laboratories. Poczatki nie byly spektakularne.
Pierwsze urzadzenie mialo zaledwie 9 elementéw ustawionych w rzedzie.

Nie rejestrowalo ono $wiatta, a jedynie umozliwialo przestanie tadunku

z jednego konca na drugi. Gléwni konstruktorzy — Willard Boyle i George
Smith — oglosili to wydarzenie w artykule opublikowanym w kwietniu 1970
roku. Juz wtedy zwrocili uwage na potencjalng mozliwo$é wykorzystania
matryc CCD do rejestracji obrazéw. Ostatecznie CCD nigdy nie byly
wykorzystywane jako pamieci do komputeréw, za to skutecznie zastapily
klisze fotograficzne.

Pierwsza matryca CCD, ktéra w praktyce stuzyla do obrazowania, zostata
wyprodukowana przez firme Fairchild Electronics w 1974 roku. Byta to
mozaika jedynie 100 x 100 punktéw obrazu (pikseli). Juz wtedy podjeto préby
wykorzystania jej do pierwszych cyfrowych zdjeé astronomicznych. Jednym

z podstawowych parametréw urzadzen Swiattoczulych jest wydajnosé kwantowa,
czyli stosunek liczby fotonéw zarejestrowanych do liczby fotonéw padajacych.
Dla nowego instrumentu wydajno$é¢ kwantowa wynosilta okolo 0,5% i byla nieco
nizsza od tego, co oferowaly najlepsze ptyty fotograficzne. Innym waznym
parametrem jest szum odczytu sygnalu. W matrycy z 1974 roku wynosil on

30 elektronéw. Oznacza to, ze na obraz ciemnego tla nieba nalozona byla
»kaszka” o takim rozrzucie zliczen w sasiednich punktach.

Pierwsza kamera CCD, na stale zamontowana przy profesjonalnym
jednometrowym teleskopie w obserwatorium Kitt Peak w Arizonie, uruchomiona
zostata w 1979 roku. Zawierata ona matryce firmy RCA o rozdzielczosci

512 x 320 pikseli. Wtedy tez ujawnila sie przewaga nowych detektoréw nad
uzywanymi w tym czasie ptytami fotograficznymi. Wydajno$¢ kwantowa okazata
sie okolo 50-krotnie wyzsza (w barwie czerwonej), a sygnal liniowo zalezal od
oswietlenia. Poczatkowo najwieksza staboscig byta bardzo mata rozdzielczoéé

w poréwnaniu do duzych plyt fotograficznych.

W Polsce po raz pierwszy kamera CCD zostala uruchomiona w Obserwatorium
Astronomicznym Uniwersytetu Warszawskiego. Wspélpracuje ona

z 60-centymetrowym teleskopem w stacji obserwacyjnej w Ostrowiku.
Rozdzielczos¢ obrazéw produkowanych przez te kamere to 512 x 512 pikseli.
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Zdjecie galaktyki spiralnej M51 — jedno z pierwszych . , . . , . ;-
2djeé wykonanych za pomoca, pierwszej w Polsce pod wzgledem jasnosci obserwowanych obiektéw, rozdzielczosci

astronomicznej kamery CCD (styczeti 1992). katowej uzyskiwanych obrazéw, jak tez dokladnosci pomiaréw
jasnosci i pozycji kosmicznych zrédet promieniowania. Gdyby
astronomia dalej opierala si¢ na fotografii analogowej, nie mieliby$my szans na
wiele dokonanych juz odkryé. Bez kamer CCD nie byltoby chociazby ogromnego
przeciez wkladu Teleskopu Hubble’a do naszej wiedzy o Wszech$wiecie.

Na zdjeciu pokazana jest galaktyka spiralna M51. Jest to jedno
z pierwszych zdje¢ nieba wykonanych ta kamera.

0Od momentu powstania matryc CCD do dzisiaj sa one
systematycznie ulepszane. Obecnie mozna juz kupi¢ matryce

o rozdzielczoéciach rzedu 10000 x 10000 pikseli. Dostepny dla
roznych rodzajow kamer zakres dlugoéci fal elektromagnetycznych
zaczyna si¢ od 0,1 nm (promienie X) i ciagnie si¢ az do 1100 nm
(podczerwien). Mamy tez specjalne detektory czastek oparte

na tej technologii. Wydajno$¢ transferu tadunku pomiedzy
sgsiednimi elementami matrycy wzrosta do 99,999%, a szum
odczytu spadl do 1 elektronu. Zakres dynamiki, czyli stosunek
zliczen w najjasniejszym, nieprzeswietlonym elemencie obrazu do
zliczeh na poziomie sygnatu wlasnego kamery, osiagga wartosé 106.

Wspodlczesnie detektory cyfrowe praktycznie catkowicie wyparty
tradycyjne metody fotograficzne z dziatalnosci naukowe;j.
Zastosowanie kamer CCD w astronomii stato sie¢ zrédlem ogromnego
postepu. Dzieki nim nasze teleskopy uzyskatly wiekszy zasieg zaréwno

Matryce CCD sa pierwszymi, chociaz obecnie juz nie jedynymi urzadzeniami
umozliwiajacymi cyfrowa rejestracje obrazu. W zyciu codziennym

jestesmy $wiadkami gwaltownego wypierania filmow fotograficznych przez
technologie cyfrows.

i Zadania

M

Redaguje Fwa CZUCHRY

F 749. Niebezpiecznie jest fotografowaé tygrysa z odlegloéci mniejszej niz 20 m.
Jakich rozmiaréw powinna by¢ camera obscura z otworkiem o $rednicy

d =1 mm, aby widoczne byly pregi tygrysa? Odleglos¢ miedzy pregami na
sieréci tygrysa wynosi [ = 20 cm.

Rozwiazanie na str. 13

F 750. Na érodku plaskiego ekranu znajduje sie punktowe zrédto swiatta.
Réwnolegle do ekranu umieszczono zwierciadlo ptaskie w ksztalcie trojkata
rownobocznego o dlugosci boku a = 10 cm. Oszacowaé rozmiar S ,zajaczka”
na ekranie.

Rozwiazanie na str. 24

Redaguje Waldemar POMPE
M 1255. Niech a, b, ¢, d oraz n beda liczbami catkowitymi dodatnimi
speliajacymi zaleznosé

A+ d =74
Wykazaé, ze kazda z liczb a, b, ¢, d jest wieksza lub réwna 271,
Rozwiazanie na str. 16

M 1256. Liczby rzeczywiste ay,as, ..., a,, gdzie n > 4, spelniajg nieréwnosci
ap+azx+...+a, >2n oraz a%—&—a%—l—...—i—ai}n?
Udowodni¢, ze co najmniej jedna z liczb ay,aq, ..., a, jest wieksza lub réwna 2.

Rozwiazanie na str. 16

M 1257. Na bokach AB, BC, CA tréjkata ABC zbudowano — na zewnatrz
trojkata ABC — kwadraty ABRS, BCPQ oraz ACMN. Dowiesé, ze pola
trojkatéow NAS, BRQ oraz MPC' sa réwne.

Rozwiazanie na str. 24
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Pamie¢ cache w praktyce

Krzysztof PIECUCH™

Abstrakeja (czyli uproszezenie) jest w informatyce wszechobecna. Majac
jaki$ obiekt, wiemy zazwyczaj, co powinniSmy mu wprowadzi¢ na wejscie

i czego spodziewad sie na wyjéciu. Takie informacje nas juz w zupelnosci
satysfakcjonuja. Mozemy uzywaé tego obiektu, stronigc od szczegdtow jego
budowy. I tak, tworzac procesor, mozemy pominac to, z czego sa zbudowane
bramki logiczne. Projektujac system operacyjny, nie musimy przejmowac

*student, Wydzial Matematyki
i Informatyki, Uniwersytet Wroclawski

sig szczegdlami budowy procesora, a piszac zwykly program, nie wnikamy
w szczegoly dzialania systemdw operacyjnych. Oczywidcie, takie podejscie ma

mnostwo zalet. Ma tez jednak pewna wade.

Rozwazmy nastepujacy program bedacy tabliczka
mnozenia. To, w jakiej kolejnosci bedziemy obliczac
poszczegdlne wartosci, nie powinno mie¢ w sumie
zadnego znaczenia. W szczego6lnosci, zadnej réznicy
nie powinniémy odczué, zamieniwszy miejscami
petle w programie. Program nadal wykona takie
same obliczenia, taka samg liczbe razy, tylko w innej
kolejnosci.

#define N (1 << 13)
int tab[N][N];
int main()
for (int j = 0; j < N; j++)
for (int i = 0; i < N; i++4)

tab[i][i] = i+
return 0;

}

Program 1: Tabliczka mnozenia

Jednak okazuje sie, ze kolejnos¢ petli w programie

ma znaczenie. Na komputerze sredniej klasy program 1
wykonywal sie przez 7,93 s. Z kolei po zamianie

petli miejscami przyspieszyl do 1,32 s. Zysk ponad
szesciokrotny!

Drugi przyktad. Mamy program 2, ktéry w petli oblicza
sumy dwudziestu elementéw tablicy. Zastanowmy sig,
co sie stanie, gdy linijke, w ktorej deklarujemy tablice
tab, zamienimy na int tab[N] [M+512] ;7 Teoretycznie
nie powinno to spowodowaé zadnych zmian — program
wciaz wykona taka sama liczbe instrukcji. Wprawdzie
zadeklarowali$my troche¢ wigcej pamieci, jednak
procesor na te dodatkowa pamieé¢ nawet nie spojrzy.
Czy aby na pewno?

Ponownie przyjrzyjmy sie czasom dziatania obu wersji
programu. W pierwszej wersji program dziata 13,16 s,

a po powiekszeniu tablicy — o blisko 10 sekund szybciej,
tj. 3,18 s.

Skad wynikaja te anomalie czasowe? Z powodu
abstrakcji! Podczas omawiania powyzszych programéw
nie zastanawialiSmy sie w ogdle, jak procesor
interpretuje poszczegdlne instrukcje i co jest dla niego
swygodniejsze”. Skupilidémy si¢ jedynie na tym, ze w obu
programach wykonywane sa takie same instrukcje, i to
tyle samo razy. Przyjrzymy sie teraz budowie i dziataniu
pamieci cache, aby lepiej zrozumieé, czym réznia sie
omawiane przez nas przyklady.

W przecietnym komputerze mozemy wyréznic kilka
rodzajéw pamieci. Mamy dyski twarde, pamieé RAM oraz
pamieé podreczna procesora (tzw. pamieé cache). Te typy
pamieci r6znig sie rozmiarem, ceng oraz czasem dostepu.
Dyski twarde sa ogromne; za jeden gigabajt ptacimy pare
zlotych, a czas dostepu jest rzedu 10 ms = 10000 000 ns
(nanosekund). Pamie¢ RAM jest juz duzo mniejsza niz
dyski twarde; za jeden GB zaptacimy kilkadziesiat ztotych,
a czas dostepu do pamieci jest rzedu 60 ns. Pamieé¢ cache
procesora jest malutka; za jeden gigabajt tego rodzaju
pamieci zaplacimy kilkanascie tysiecy zlotych. Za to
czas dostepu do tego rodzaju pamieci jest rzedu kilku
nanosekund.

Dazeniem tworcéw sprzetu jest taki model komputera,
w ktérym érednia cena za gigabajt pamieci w calym
komputerze bylaby zblizona do ceny gigabajtu dysku
twardego, natomiast sredni czas dostepu do pamieci
bytby rzedu czasu dostepu do pamieci cache. Cel ten,
jak tatwo sie domysli¢, jest — péki co — niemozliwy

do uzyskania, jednak nasze komputery sg blizej tego
modelu, niz mogloby nam sie wydawac.

#define N 100
#define M (1 << 19)

int tab|[N][M];

int main()

{
for (int i = 0; i < N-=-20; i++)
for (int j = 0; j <M; j++)
tab[i][j] = tab[i+1][]]
return 0;
}

tab[i+2][j] 4

£ tab[1+20][j];

Program 2: Sumowanie tablicy



W cache’u nie mozemy zmieéci¢ pamieci catego
programu. Pojawia si¢ pewien problem — gdy procesor
potrzebuje uzy¢ jakiej$ zmiennej, to powinna si¢ ona
juz znajdowaé w pamieci cache. Zatem maszyna musi
zabawi¢ sie w jasnowidza i sprobowaé przewidziec,
jakie zmienne beda przez program uzyte w najblizszej
przysztosci. Na szczescie komputerowi z pomoca
przychodzi zasada lokalnosci. Mowi ona, ze jesli jakis
adres pamieci jest wlasnie uzywany, to prawdopodobnie
za chwile bedzie znowu potrzebny — albo on, albo
adresy znajdujace sie blisko niego. Przykladami

moga by¢ listy rozkazéw (po wykonaniu rozkazu
prawdopodobnie bedzie wykonywany rozkaz znajdujacy
sie bezposrednio po nim) albo tablice (jesli jaki$ element
zostal wykorzystany, to za chwile prawdopodobnie
bedziemy potrzebowaé sasiedniego elementu).

Ogolna zasada dzialania pamieci cache jest nastepujaca.
Procesor prosi o jaki$ adres pamigci. Pamieé¢ cache
sprawdza, czy taki adres zawiera. Jesli tak, to przesyla
go do procesora. Jesli nie, to Sciaga go z pamieci RAM
wraz z calym blokiem (pamie¢ RAM jest podzielona na
mniejsze porcje informacji, zwane blokami), a nastepnie
przesyla procesorowi potrzebne dane.

Opiszemy teraz, jak bloki umieszczane sa w pamieci
cache. Zazwyczaj uzywane jest jedno z tzw. mapowan:
skojarzeniowe, sekcyjne i sekcyjno-skojarzeniowe,

przy czym w praktyce najczesciej ostatnie. My jednak
skupimy si¢ na mapowaniu sekcyjnym, gdyz jest do niego
bardzo podobne, a zarazem nieco tatwiejsze do opisania.

Pamieé cache jest podzielona na sekcje — sa to
odpowiedniki blokéw w pamieci RAM. Kazdemu
blokowi RAM-u przyporzadkowana jest jedna sekcja
w pamieci cache, wyznaczona przez jego adres modulo
liczba sekeji (rys. 1), ktéra to liczba jest zawsze
potega dwdjki. Dzieki temu, aby ,obliczy¢”, jaki
adres sekcji przyporzadkowaliémy danemu blokowi,
nie potrzebujemy wykonywaé zadnych pracochtonnych
operacji — wystarczy spojrze¢ na ostatnie bity adresu
bloku. Ponadto, operacja modulo gwarantuje nam, ze
kilka sasiednich blokéw pamigci RAM moze si¢ w tym
samym czasie znajdowaé¢ w pamieci cache (co jest
korzystne ze wzgledu na zasade lokalnosci). Z drugiej
strony moze sie, oczywiscie, zdarzy¢, ze kilku blokom
jest przyporzadkowana ta sama sekcja — wowczas
w momencie sprowadzania kolejnego z tych blokéw
do cache’u, poprzedni zostanie nadpisany.

0000

0001

0010

0011
0100 00

Rys. 1

Po tej nieco doktadniejszej analizie mechanizmu
dziatania pamieci podrecznej procesora przyjrzyjmy sie
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ponownie naszym programom. W pierwszym z nich
istotna role niespodziewanie odgrywata kolejnosé
petli. Aby zrozumieé, skad wziela sie tak duza réznica,
musimy sprawdzié¢, w jakiej kolejnosci w pamieci
ulozone sa kolejne elementy tablicy dwuwymiarowe;j.
Nietrudno sprawdzi¢ (na przyktad piszac prosty
program w jezyku C/C++), ze tablica taka zajmuje
spéjny obszar pamieci. Ulozona jest w nastepujacy
sposéb: tab[0] [0],tab[0] [1],tab[0] [2],...,

tab[0] [N-1],tab[1] [0],... itd. W takiej kolejnosci
przegladamy tablice, jezeli odwrocimy kolejnos$é petli
w programie 1. Dzieki temu dziala zasada lokalnosci

i procesor tatwo przewiduje, ktére adresy pamieci
beda za chwile potrzebne. W oryginalnym programie 1
przegladamy tablice w sposéb dla procesora bardzo
chaotyczny. Komoérka tab[0] [0] w ogdle nie lezy

w poblizu tab[1] [0], przez co procesor, prébujac
przewidzie¢, jakie kolejne adresy beda wykorzystywane,
nieustannie si¢ myli, wigc musi przesyta¢ z pamieci
RAM do pamieci cache ciagle nowe adresy — a to ma
negatywny wplyw na czas dzialania programu.

Drugi program wydaje sie jeszcze ciekawszy.
Faktycznie, w pierwszym programie w celu
usprawnienia zmieniliémy kolejno$é wykonywania
instrukcji, natomiast w tym przypadku nawet tego

nie zrobiliSmy! Sekret tkwi w tym, ze w pierwszej
wersji programu 2 drugi wymiar tablicy byl potega
dwdjki (choé¢ tak naprawde wazne jest tylko to,

ze byl on wielokrotnoécia rozmiaru pamieci cache
mojego procesora) — patrz rysunek 2. Dlatego

komérki tab[i+1] [j],tabl[i+2] [j],tab[i+3] [j],...,
tab[i+20] [j] trafialy zawsze do tej samej sekcji

w pamieci podrecznej. Przebieg tego programu wygladatl
wiec nastepujaco. Aby obliczy¢ tab[i] [j], procesor
musi dodaé¢ komorki tab[i+1] [j],...,tab[i+20] [j]
— prosi wiec pamie¢ cache najpierw o tab[i+1] [j].
Pamigé cache jej nie ma, wiec $cigga z pamigci RAM.
Nastepnie procesor prosi o tab[i+2] [j]. Pamieé¢ cache
jej nie ma (w sekcji, w ktérej powinna by¢ ta komérka,
jest tab[i+1]1[j]), wiec pobiera ja z pamieci gléwnej,
i tak dalej az do tab[i+20] [j]. Nastepnie procesor
musi obliczy¢ tab[i] [j+1], co znowu wymagaé bedzie
dwudziestu $ciagniec¢ bloku do pamieci cache itd.

te same sekcje

|

rézne sekcje

Rys. 2

Gdy zwiekszymy liczbe kolumn w tablicy

o dtugosé bloku, zagwarantujemy, ze komérki
tab[i+1] [j1,tab[i+2]1[j],...,tab[i+20] [j] beda
trafia¢ do sasiednich sekcji w pamieci podreczne;j.



I choé przy obliczaniu pierwszej sumy

bedzie trzeba wszystkie te bloki $ciggnaé

do pamieci cache, to przy obliczaniu sumy

tabl[i+1] [j+1]1,tab[i+2] [j+1],...,tab[i+20] [j+1]
odpowiednie bloki beda sie juz znajdowaé¢ w pamieci
podrecznej, dzieki czemu program nie straci

cennych nanosekund.

By¢ moze ktos powie, ze nie warto si¢ w to wszystko

w ogdle zaglebiaé, gdyz przyspieszamy program jedynie
o staly czynnik. Jednak naklad pracy, jaki wlozylisémy
w zmiane programoéw, byl minimalny. Jedli mamy
program dzialajacy 10 godzin, a potrzebujemy otrzymac
wynik w ciggu godziny, to owszem — mozemy kupié

dziesieciokrotnie szybszy komputer. Ale czasami
mozemy zaoszczedzi¢ duzo pieniedzy, po prostu
zamieniajac kilka linijek miejscami i dodajac kilka
pozornie nieistotnych znakéw w odpowiednich miejscach
programu.

Na koniec mate ¢wiczenie dla Ciebie, Drogi Czytelniku.
Otworz swoja ulubiong wyszukiwarke internetowa

i wyszukaj ,mnozenie macierzy C++". Wejdz

na pierwsza lepszg strone. Czy implementacja,

ktora znalazte$, jest napisana optymalnie z punktu
widzenia dzialania mechanizmu cache? Czy mozna

ja przyspieszy¢, uzywajac metod opisanych w tym
artykule? Jak to zrobi¢?

Co to znaczy zrekonstruowac¢ porzadek?
Marta PRZYBOROWSKA®

W tym artykule przedstawimy problem rekonstrukcji zbioru czedciowo
uporzadkowanego. Bedziemy rozwazaé jedynie zbiory skonczone.
Do sformulowania problemu bedziemy potrzebowaé kilku podstawowych pojec.

12
4 6
2 3
1

Porzgdkiem cze$ciowym na zbiorze X nazywamy relacje < spelniajaca wlasno$é
przechodniodci i przeciwzwrotnoéci. Moéwiac, ze relacja < jest przechodnia, mamy
na mysli, ze jezeli a, b, ¢ sa takimi elementami zbioru X, ze a < bi b < ¢, to
réwniez a < c. Przeciwzwrotnosé relacji < oznacza, ze nigdy nie zachodzi a < a.
Z tych aksjomatéw wynika, ze rowniez nigdy nie zachodzi jednoczesnie a < b

i b < a. Jezeli relacja < jest porzadkiem czeSciowym na zbiorze X, to pare

(X, <) nazywamy zbiorem czesciowo uporzgdkowanym lub krétko posetem (ang.
partially ordered set). Zbior liczb catkowitych X = {1,2,3,4,6,12}, w ktérym

a < b oznacza, ze a dzieli b i a # b, jest bez watpienia przykladem posetu.

Méwimy, ze element b pokrywa element a w posecie (X, <), jezeli a < b i dla
zadnego elementu ¢ € X nie zachodzi a < ¢ < b. Diagramem posetu P = (X, <)
nazywamy graf skierowany D(P) na zbiorze wierzchotkéw X, w ktérym
rysujemy tuk od a do b wtedy i tylko wtedy, gdy b pokrywa a. Rysujac diagram
posetu, kierujemy krawedzie w gére, tak aby otrzymaé charakterystyczny obraz
porzadku wyrdzniajacy odpowiednie poziomy elementéw zbioru X. Wowcezas

a < b wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje w diagramie D(P) Sciezka wznoszaca sie

w goére od a do b. Na rysunku 1 widzimy diagram posetu dzielnikdéw liczby 12.

Zauwazmy, ze diagram posetu mozna narysowac¢ na wiele sposobow, otrzymujac
rézne rysunki grafu D(P). Posety P i @ nazywamy izomorficznymi, jezeli

ich diagramy mozna tak narysowaé, ze otrzymane rysunki beda identyczne.

Niech P = (X, <) bedzie posetem i niech « bedzie dowolnym elementem

zbioru X. Niech P, oznacza poset otrzymany przez usuniecie elementu z ze
zbioru X. Przypusémy, ze kazdy z diagraméw D(P,), z € X, zostal narysowany
na osobnej karcie, ale bez oznakowania wierzchotkéw. Kolekcje wszystkich takich
kart posetu P nazywamy jego talig. Zwréémy uwage, ze talia moze zawieraé
wiele identycznych kart, a jej licznosc jest réwna liczbie elementow zbioru X.

Czy majac dana talie kart pewnego posetu, mozemy zrekonstruowac go

Rys. 1
Izomorfizm posetéw P i @) oznaczamy przez P ~ Q.
P @ Sformutowanie problemu
I [ N ] I
talia posetow P, L. . .
P @ z dokladnoscia do izomorfizmu?
Rys. 2

Innymi stowy, pytamy, czy jest mozliwe, aby dwa rézne (czyli nieizomorficzne)

posety mialy identyczna tali¢ kart. Na rysunku 2 widzimy przyklad takiej

*doktorantka, Politechnika Warszawska
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patologicznej pary. Przypuszcza si¢ jednak, ze zjawisko to nie wystepuje wsérod
posetow o wiekszej liczbie elementow.



a b c

Rys. 3. Na rysunku przedstawiono
6-elementowy zbiér czesciowo
uporzadkowany P. Lancuchami

w P sa podzbiory: {a,d, f}, {a,d},

{aa f}7 {d’ f}’ {aa e}, {b’ d, f}’ {bi d}v

{b, f}, {c, e}. Antylancuchami w P

sg podzbiory: {a,b, c}, {a, b}, {a,c},

{b, ¢}, {d, e}, {d,c}, {e, b}, {f, e},

{f, c}. Najliczniejszy taiicuch wyznacza
wysokosé posetu: h(P) = 2. Najliczniejszy
antylancuch wyznacza szerokosé posetu:
w(P) = 3. Elementy a, b, ¢ sa minimalne,
co oznacza, ze zbiér nie ma elementu
najmniejszego.

Hipoteza 1. Kazdy zbior czesciowo uporzgdkowany o co najmniej czterech
elementach jest rekonstruowalny na podstawie swojej talii kart.

Powyzsza hipoteza jest posetowa wersja stynnego problemu rekonstrukcji grafow
z 1929 r. autorstwa Stanistawa Ulama. Pomimo sporych wysitkow pozostaje
jak dotad otwarta.

Przyktady rekonstrukcji

Elementem minimalnym w posecie P = (X, <) nazywamy taki element a, ze
nie zachodzi z < a dla zadnego x € X. Elementem najmniejszym posetu P
nazywamy taki element b, ze b < x dla kazdego x € X — b. Widzimy, ze
element najmniejszy jest zarazem minimalny, ale nie musi by¢ na odwrét.
Poset moze zawieraé¢ wiele elementéw minimalnych i wtedy nie ma elementu
najmniejszego.

Twierdzenie 1. Zbiory czesciowo uporzgdkowane z najmniejszym elementem
sq rekonstruowalne.

Dowdéd. Rozwazmy talie n-elementowego posetu P (n > 4). Zauwazmy, ze jesli
P ma element najmniejszy a, to pojawi sie on we wszystkich n — 1 kartach
posetéw P, x # a. Jesli natomiast P nie ma elementu najmniejszego, to ma
co najmniej dwa elementy minimalne, czyli co najwyzej dwie karty P beda
mialy element najmniejszy. Zatem na podstawie ilosci kart z najmniejszym
elementem mozemy rozpoznac, czy rozwazany zbiér ma element najmniejszy,
czy go nie ma.

Pozostaje sposdb rekonstrukeji. Wiemy juz, ze P ma element najmniejszy a.
Nalezy odnalez¢ karte, w ktérej usunietym elementem bylo wlasnie a. Jak
to zrobi¢? Sposrod kart wybierzmy taka, ktora na jak najnizszym poziomie
diagramu ma najwiecej elementéw, ale co najmniej dwa (jesli takiej nie ma,
to porzadek P jest liniowy). Do tej karty dokladamy najmniejszy element a
i w ten sposéb otrzymujemy rekonstrukcje zbioru P. [

Analogicznie mozna dowiesé rekonstruowalnosci posetow z najwiekszym
elementem.

Do elementarnych dowodow nalezy réwniez pokazanie, ze wysokosé i szerokosé
posetu sa parametrami rekonstruowalnymi. Lancuchem w posecie P nazywamy
zbidr elementéw parami poréwnywalnych, natomiast antylancuchem nazywamy
zbiér, ktérego zadne dwa elementy nie sa poréwnywalne. Wysokosé posetu h(P)
réwna jest licznosci najdtuzszego tancucha w nim zawartego minus jeden.
Szeroko$é posetu w(P) réwna jest licznosci najliczniejszego antytancucha w nim
zawartego.

Twierdzenie 2. Szerokosé i wysokosé posetu sqg rekonstruowalne.

Dowdad. O zbiorze P zalézmy, ze nie jest tancuchem i nie jest antylancuchem.
Niech C' bedzie najliczniejszym tancuchem w P. 7 zalozenia istnieje w P punkt
x ¢ C, stad h(P) = h(P — z). A zatem wysoko$¢ zbioru P réwna jest maksimum
wysokosci kart zbioru P.

Niech teraz A bedzie najliczniejszym antylancuchem w P. Poniewaz P nie jest
antylancuchem, wigc istnieje w P punkt y ¢ A. Zatem A jest najliczniejszym
antylancuchem réwniez w zbiorze P — y, czyli w(P) = w(P — y). Stad
wnioskujemy, ze szerokos¢ zbioru P jest réwna maksimum szerokosci kart

zbioru P. [J

Powyzsze rozwazania na temat rekonstrukcji zbioréw nalezy uzupelni¢ o liste
innych znanych klas skonczonych rekonstruowalnych zbioréw czesciowo
uporzadkowanych. Sg to, miedzy innymi, zbiory niespéjne, zbiory o niespéjnym
grafie nieporéwnywalnoéci, zbiory szerokosci 2, lancuchy i antytancuchy. Warto
nadmieni¢ takze, ze istniejg zbiory nieskonczone, ktére nie sg rekonstruowalne.
Moze Czytelnik sprébuje znalezé przyktad?
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Czy komputer potrafi rysowaé¢ wykresy funkcji?

Szukajac kolejnych stabych stron zastosowania komputera w zadaniach
matematycznych, obaj bracia zaczeli podejrzewac, ze komputer

— w zaleznosci od uzytego oprogramowania — moze mieé ktopoty

z narysowaniem wykreséw nawet prostych (zdawaloby sie) funkcji.

Jak naprawde wyglada wykres funkcji x — sin(kz) na odcinku [0, L]?
Zdawaloby sie, ze nie ma watpliwodci: im wieksze k, tym bardziej

wije sie sinusoida i tym wiecej ma miejsc zerowych. Aby sie o tym
naocznie przekonaé, Wojtek skorzystal z darmowego oprogramowania:
Maximy oraz Octave, jego brat mogt na uczelni przetestowaé komercyjne
pakiety Mathematica oraz MATLAB. Rzeczywiscie, dla k =1,2,3
oczekiwania potwierdzilty sie i Wojtek ujrzat doskonale znane mu
wykresy. Oprogramowanie zadzialalo bez zarzutu, jednak w glowie
Wojtka kietkowal juz szatanski pomyst: ,,Czy nie datoby sie przypadkiem
dobraé¢ takiego k > 1, dla ktérego wykres sin(kx) zostanie pokazany tak,
jakby byla to funkcja. .. sin(z)?!”

Wojtek wiedzial bowiem, ze programy komputerowe kresla wykresy funkcji,
wyznaczajac ich wartosci w bardzo wielu punktach i nastepnie laczac te
wartosci tamang. Poniewaz miejsc prébkowania funkcji jest bardzo duzo,
mamy ztudzenie, ze lamana jest gtadka, co dobrze widaé¢ na ilustracji.

Wojtek postanowil wykorzysta¢ wlasnie te stabosé: przeciez przez
zadane punkty na plaszczyznie mozna poprowadzié¢ nieskonczenie wiele
krzywych! ,Skoro program taczy te punkty lamana, to wystarczy wybraé
taka funkcje, ktéra w tych punktach przyjmuje te same wartosci co
sin(x)...” Wszystko fajnie, tylko pozostawal jeden problem: w ktérych
konkretnie punktach program bedzie sprawdzaé wartosci funkcji? Wojtek
postanowil zaryzykowaé i przyjat, ze program idzie po linii najmniejszego
oporu i probkuje funkcje w N + 1 réwno odleglych weztach. Na odcinku
[0, L] bylyby wiec to punkty

x; =1ih, gdzieh=L/N,i=0,...,N.
Wtedy, zeby zachodzilo sin(x;) = sin(kx;), wystarczyloby, ze dla pewnego
catkowitego m

krx;=x;+2mnm dlai=0,...,N,

skad od razu widaé, ze jednym z dobrych wyboréw jest k =1+ 87 /h.
Jednak dalej nie wiemy przeciez, jakie jest N, a tym samym h ... Wojtek
niezrazony brnal jednak dalej: w koncu matematyk przy pracy musi byé
optymista! Wciaz liczac na to, ze program implementuje rozwiazania
najprostsze z mozliwych, zalozyl, ze N jest parzyste. ,,Na pewno
uwzgledniaja wartos$ci funkcji w krancach odcinka i do nich dokltadaja
jeszcze pare wartosci ze srodka przedziatu (0, L). Zapewne wszystkie
inne punkty tworzone sa przez dwukrotne zageszczenie tego wyjsciowego
podziatu — a to znaczyloby, ze N jest catkowita wielokrotnoscia jakiejs
potegi dwdjki! Zreszta, sprawdzmy w dokumentacji. . .”
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Rozwigzanie zadania F 749.

Camera obscura to po prostu skrzynka
z dziurka, naprzeciw ktoérej znajduje

si¢ klisza lub papier §wiattoczuly
(konstrukcja taka jest nadal uzywana
wspoélezesnie do tzw. fotografii
otworkowej). Aby mozna bylo rozréznié¢
pregi, odleglod¢ kliszy od otworka
powinna by¢ taka, zeby obrazy preg

nie pokrywaly sie ani nie stykaly.

T
Z rozwazan geometrycznych wynika, ze:
> d t
x> —ctga.
5 g
l d(L + x)

tgax = ———, zatem x >

2(L 4+ x)° l

L
T > dT = 10 cm.

Zatem glebokos¢ skrzynki powinna by¢
wigksza niz 10 cm.

Siegnat do programu Octave, ktorego funkcja fplot rzekomo potrafi
rysowaé¢ wykresy nawet bardzo skomplikowanych funkcji. Poniewaz jest to
wolne oprogramowanie, Wojtek miat dostep do petnego kodu zZrédtowego.
Okazalo sie, ze wszystkie jego przypuszczenia potwierdzily sie co do joty,
a procedura zageszczania startowala z podziatu odcinka na 7 czesci.
Skoro tak, to nalezy wziaé¢ k =1+ 7n2"/L dla dostatecznie duzego n.
»,Na przyktad, gdy L =5, to dla n =4 dostajemy k = 71,372. Wpiszmy
zatem do Octave:”

fplot("sin(71.372xx)",[0,5]);

Efekt przeszedl jego najémielsze oczekiwania: jego oczom ukazatl sie,
zamiast szybkozmiennej funkcji, wykres. .. sin(z). ,Hurraaalll...”

W ciagu nastepnych paru minut metoda prob i bledéw wykryt, ze

w Maximie ten sam efekt na odcinku [0, 5] uzyska sie dla funkcji
sin(403,124 x): zupelnie jakby Maxima ,mys$lala”, ze wykresem tej funkcji
jest wykres sin(x)! Rzut oka w dokumentacje MuPADa sprawil, ze chwile
pézniej ten system ,polegl” na sin(151,8 z). Natomiast dla Mathematiki
Wojtkowi nie udalo sie (jeszcze) znalezé odpowiedniego przykladu. ..

,Co6z, myli¢ sie jest rzecza nie tylko ludzka...” filozoficznie skwitowalt
Wojtek. Ziewnatl, przeciagnal si¢ — i poszedl graé w kosza.

Czy mimo to komputer moze pomoc
matematykowi?

Przekonanie o tym, ze komputery sa niezawodne i znacznie sprawniejsze
w rachunkach niz czlowiek, jest powszechne. Przekonanie to
prawdopodobnie w jakims stopniu podziela nawet Ministerstwo

Nauki i Szkolnictwa Wyzszego, zalecajac w mozliwie duzym stopniu
wykorzystywanie pakietéw komputerowych do wyktadania matematyki
na uczelniach. Nalezy wszakze pamietaé, ze komputer to tylko
narzedzie o ograniczonych mozliwosciach. Mozemy z jego pomoca
eksperymentowac z matematyka, pamietajac, ze wyniki kazdego
eksperymentu sa podatne na zaburzenia wprowadzane przez
yhiedokladnosci lub wady sprzetu laboratoryjnego”, a takze ,nieuwage
lub niedbalo$¢ laboranta”. Uzycie komputera — zwlaszcza w matematyce
— nie zwalnia od mys$lenia; przeciwnie, wymaga glebokiej refleks;ji,
wiedzy, spostrzegawczosci i kultury matematycznej! Na szczescie
komputer nie jest nieprzewidywalna wroézka. To potezne narzedzie,
ktore w umiejetnych rekach moze zdziala¢ cuda — lecz w dloniach osoby
niemajacej dostatecznej wiedzy o tajnikach jego dziatania moze by¢
bardziej niebezpieczne od brzytwy. ..

Konkurs! Zapraszamy Czytelnikéw do wskazania innych ciekawych
przyktadéw nieprawidlowego rysowania wykreséw funkcji w pakietach
komputerowych. Przyklady moga dotyczy¢ dzialania jednego z trzech
systeméw: Maxima, Mathematica i MuPAD. Przyktad powinien zawierac:
definicje (tzn. wzér) funkeji, nazwe wykorzystanego oprogramowania,
polecenie systemowe uzyte do narysowania wykresu oraz opis, na czym
polega réznica miedzy prawdziwym wykresem a tym, co narysuje
system. Propozycje prosimy nadsytaé¢ wytacznie pod adresem e-mail
knn@mimuw.edu.pl, z tematem: ,Konkurs rysunkowy”. Autoréw
najciekawszych propozycji nagrodzimy publikacja ich przyktadow
w Delcie.

Malq Delte przygotowal Piotr KRZYZANOWSKI
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Czy naprawde prawie robi wielka r6znice?
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Rys. 1

*Wydzial Matematyki, Informatyki
i Ekonometrii, Uniwersytet Zielonogorski

Paulina MALOLEPSZA, Tomasz MALOLEPSZY "

Jednym z fundamentalnych pojeé¢ analizy matematycznej jest bez watpienia
rézniczkowalnosé. Dla funkcji jednej zmiennej, okreslonej na pewnym otwartym
przedziale, réwnowazna jest ona istnieniu pochodnej funkcji w kazdym punkcie
tego przedziatu. Jak wiadomo, wszystkie funkcje elementarne sg rézniczkowalne
w tym klasycznym sensie, jednak wiele innych prostych i zarazem uzytecznych
funkeji juz nie. Przykladem jest chociazby funkcja y = |z|, dla ktdrej wszystko
psuje sie w zerze, w ktorym pochodna nie istnieje. Okazuje si¢ jednak, ze mozna
tak ostabié¢ pojecie rézniczkowalnosci, ze wyzej wspomniana funkcja bedzie

juz rézniczkowalna w tym nowym sensie. Wystarczy w tym celu wzia¢ pod
uwage tzw. rozniczkowalnosé prawie wszedzie. Coz to oznacza? Pojecie prawie
wszedzie (bedziemy tez pisaé p.w.) jest krotszym okresleniem na sformulowanie
swszedzie poza zbiorem (jednowymiarowej) miary Lebesgue’a zero”. Wymyslona
na poczatku XX wieku przez Henri Lebesgue’a koncepcja miary, nazwanej
pdzniej jego nazwiskiem, jest niczym innym jak uogélnieniem pojecia diugosci
przedziatu. Dzigki tej mierze mozna jednak mierzy¢ dodatkowo ,dlugosci” wielu
innych zbioréow zawartych w prostej. Mozna np. zmierzy¢ ,,dlugosé” punktu
(jego miara to zero), zbioru liczb naturalnych w R (miara tego zbioru jest
réwniez réwna zeru) lub ,,dlugo$é” zbioru liczb niewymiernych w [0, 1] (miara

w tym przypadku wynosi jeden). Intuicyjnie czujemy, ze jezeli miara Lebesgue’a
jakiegos zbioru wynosi 0, to musi on by¢ ,bardzo maly”. I cho¢ dopuszczenie
do sytuacji, ze funkcja nie musi by¢ rézniczkowalna na takim ,malym” zbiorze,
wplynie z pewnoécia na jej zachowanie i wlasnosci, to czy skutkiem tego moze
by¢ radykalna zmiana faktéw znanych nam z klasycznej analizy matematycznej?

Aby odpowiedzieé¢ na to pytanie, na poczatku odnotujmy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1. Jedynq funkcjq f ciggle w przedziale [0, 1] oraz spelniajgcq
wszedzie w przedziale (0,1) warunek f'(x) = 0 jest funkcja stala.

Czy to twierdzenie pozostanie prawdziwe, gdy w miejsce stowa ,wszedzie”
wstawimy ,,prawie wszedzie”? Na pierwszy rzut oka wydaje sie, ze tak.
Oczywiscie, mozna z latwoscia podaé (patrz rysunek 1) przyklad niemalejacej
funkeji rézniczkowalnej prawie wszedzie o pochodnej réwnej zeru, ktéra

nie jest stala, ale t¢ monotoniczno$¢ uzyskaliémy za cene nieciaglodci funkeji.
Czy jednak mimo wszystko moga istnie¢ rézne od statej CIAGLE funkcje
rézniczkowalne p.w. o pochodnej réwnej zeru, ktore sa, powiedzmy, niemalejace?
I choé intuicja podpowiada, ze takich obiektéw matematycznych nie ma,

to jak powiedzial brytyjski matematyk Edward Titchmarsh ,by¢ moze
najbardziej zaskakujace w matematyce jest to, ze jest tak zaskakujaca”.

Tak, sa takie funkcje! Jedna z nich jest funkcja Cantora (zwana tez funkcja
Cantora—Lebesgue’a), pochodzaca z 1883 roku. Do jej zdefiniowania bedzie nam
potrzebny tzw. zbiér Cantora. Przypomnijmy jego konstrukcje.

Zaczynamy od odcinka [0, 1]. Dzielimy go na trzy podprzedzialy réwnej dtugosci
i érodkowy z nich, otwarty, oznaczamy przez Ii. W kolejnym kroku pozostale
dwa przedzialy réwniez dzielimy na trzy podprzedzialy kazdy i srodkowe z nich,
otwarte, oznaczamy przez I oraz 13. W kolejnych krokach powtarzamy te
procedure, tzn. po n-tym kroku otrzymujemy 2" ! przedzialéw otwartych I7,
i=1,...,2""1 o dlugosci 3% kazdy. Zbiér Cantora okreslamy wowczas jako
zbioér C' postaci

C=[0,1]\G,
gdzie
oo 2n 1
¢=J U .
n=1 i=1

Zbior Cantora ma intrygujace wlasnosci. Przede wszystkim jest przykladem
domknietego zbioru nieprzeliczalnego miary Lebesgue’a zero. Co wiecej, naleza
do niego tylko i wylacznie te liczby z przedzialu [0, 1], ktére da sie przedstawié
w systemie trojkowym bez uzycia 1.
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Rys. 2. Funkcja Cantora.
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Rys. 3. Funkcja Minkowskiego.
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Oznaczmy teraz
k on— 1

= U .
n=1 i=1
Dla dowolnego naturalnego k zdefiniujmy funkcje fx : [0, 1] — [0, 1] nastepujaco:
fe(0) =0,  fe(1) =1,
fe(z) = 22271 ! dla x GI_}L, gdzien=1,...,k i=1,...,2"!
(Ii oznacza domknigcie zbioru I7), natomiast w domknieciach przedziatéw
dopehiajacych zbiér Gy do przedziatu [0, 1] okredlmy funkcje fi jako ciagta
i liniowa, tak aby w calym przedziale [0, 1] funkcja fi byla ciagla. Funkcja
fx bedzie wiec niemalejaca i ciagla w [0, 1]. Co istotne, mozna wykazaé, ze
cigg funkeyjny {fr}72, jest jednostajnie zbiezny, a wiec jego granica fc
istnieje i jest funkcja ciaglta. Granice te nazywamy wilaénie funkcja Cantora.
Jest ona niemalejaca (bo wszystkie fi sa niemalejace) oraz stala w kazdym
z przedzialéw I'. Stad wynika od razu, ze poza zbiorem Cantora funkcja fo
ma pochodng réwna 0. Widzimy wiec, ze istnieje funkcja ciagla, ktéra jest
okreslona na przedziale dlugoéci 1 i ktérej pochodna na zbiorze miary 1 jest
réwna 0, a mimo to nie jest funkcja stata. Co wiecej, przyjmuje wszystkie
wartosci pomiedzy 0 i 1! Zaiste, dziwna jest ta funkcja. Zreszta czasami
nazywa si¢ ja réwniez, ze wzgledu na nieskonczong ilo$é ,schodkéw” (czyli
tych fragmentéw jej wykresu, na ktérych jest stala), ,diabelskimi schodami”,
co takze podkresla jej nieoczekiwane wtasnosci. Z drugiej strony jednak, skoro
istnieje taka funkcja jak funkcja Cantora, to moze warto zapytaé, czy istnieje
okreslona w przedziale [0,1] SCISLE monotoniczna funkcja CIAGELA, ktéra
prawie wszedzie w (0, 1) bedzie miala pochodng réwna 0?7 I tu, co zaskakujace,
odpowiedz jest twierdzaca! W literaturze znanych jest wiele funkcji o tej
wlasnosci (np. funkcje Riesza—Nagy’a), jednak tutaj podamy przyklad chyba
najstynniejszej wéréd nich, a mianowicie funkcji Minkowskiego ?(x), ktéra po raz
pierwszy na kartach historii matematyki pojawia sie w 1904 roku. Mozna ja
okredli¢ na wiele sposobéw. My do tego celu wykorzystamy utamki tancuchowe.
Przypomnijmy, ze kazda liczbe rzeczywista © mozna przedstawi¢ w postaci

1
r=at———7 >
a + ——
az + —
(przedstawienie to w skrécie mozna zapisaé¢ réwniez jako = = [ag; a1, as, . . .]),

gdzie ag € Z, a; € Ndlai=1,2,... Co istotne, kazda liczba niewymierna

ma dokladnie jedno takie przedstawienie (w postaci nieskonczonego utamka
tancuchowego), dowolng za$ liczbe wymierna mozna zapisa¢ w dwéch postaciach:
krétszej [ao; a1, ag, ..., ay), gdzie a, # 1, lub diuzszej [ag; a1, az,...,a, — 1,1].
Oznaczmy Ry = Zle a;. Woéwczas na przedziale [0, 1] funkcja Minkowskiego
(zwana po angielsku question mark) zdefiniowana jest nastepujaco:

n -1 i—1
2 Z (27}11 dla z wymiernych oprécz 1,
i=1
?(x)

= e —1)i-1
2 Z (24}251_ dla x niewymiernych,
i=1

1 dlaz =1.
Wykazanie, ze ?(x) ma wymagane przez nas wlasnosci, czyli ciaglosé, $cisla
monotonicznosé, pochodna prawie wszedzie réwna 0, jest o wiele trudniejsze
niz w przypadku funkcji Cantora. Niemniej jednak fakt istnienia takiej funkcji
pozwala nam sformutowaé nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2. Istniejg $cisle monotoniczne funkcje ciggle [ okreslone
w przedziale [0,1] oraz spelniajoce prawie wszedzie w przedziale (0,1) warunek

#(z) = 0.

Jak wida¢, zmiana jakoSciowa miedzy twierdzeniami 1 i 2 jest znaczna. Zatem
takze w matematyce prawie potrafi zrobi¢ wielka réznice. . .
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Rozwigzanie zadania M 1255.

Niech n bedzie najmniejsza liczba, dla
ktoérej teza zadania nie jest spelniona.
Przyjmijmy, ze wéwczas a < 2" L.
Poniewaz liczby a, b, ¢, d sa dodatnie,
wigc n > 1. Wobec tego prawa, a zatem
i lewa strona danej réwnosci jest
podzielna przez 8. Poniewaz kwadrat
liczby catkowitej daje z dzielenia przez 8
reszte 0, 1 lub 4, wiec liczby a, b, ¢, d,
spelniajace dang zaleznos¢, musza byc¢
parzyste, tzn. a = 2a1, b = 2by, ¢ = 2¢q,

d = 2d;. Stad wniosek, ze a1 < on—2

(1,? + b? —+ (:f + (1? =T7- 4”71,

co oznacza, ze teza zadania nie jest

spelniona réwniez dla liczby n — 1.
Otrzymalismy sprzecznosé.

Rozwigzanie zadania M 1256.
Przypusémy, ze a1,az2,...,a, < 2 oraz
niech b, =2 —a; (1=1,2,...,n).
Woéwczas b; > 0 oraz

by +b2+...4+b, <n.

Ponadto

n

n? < Z(z — b)) =

i=1

n n
:477,—45 b,,+§ b?<
i=1 i=1
n

n 5
<4n74E bi+(§ b,).
1

i=1 i=
Niech B = by + by + ...+ b,. Wéwczas
n(n —4) < B(B — 4). Wiemy, ze n > 4,
wiec liczba B(B — 4) jest dodatnia.
Ponadto B > 0, wiegc B —4 > 0.

Wiemy tez, ze B < n, wiec
B—4>mn—4,czyli B> n.
Otrzymali$my sprzecznosé.

oraz

Informatyczny kacik olimpijski (24): Barykady

W finale Potyczek Algorytmicznych 2007 zawodnicy mieli do rozwigzania, miedzy
innymi, zadanie Barykady. Majac dane drzewo (czyli spdjny graf nieskierowany

o n wierzchotkach i n — 1 krawedziach), dla kazdej z podanych liczb dodatnich k;
nalezato wyznaczy¢é minimalnag liczbe krawedzi, ktére nalezy z tego drzewa usunad,
aby jedna z pozostalych po tym zabiegu spéjnych czesci zawierata doktadnie k;
wierzchotkow.

Rozwiazanie opiera sie na programowaniu dynamicznym. Wybierzmy najpierw
dowolny wierzcholek i uznajmy go za korzen drzewa. Bedziemy chcieli dla kazdego
poddrzewa wyznaczonego przez wierzcholek (czyli fragmentu zlozonego z tego
wierzchotka i wszystkich jego potomkéw) i kazdej liczby catkowitej dodatniej x
wyznaczy¢ minimalng liczbe krawedzi, taka ze po usunigciu z tego poddrzewa tych
krawedzi w poddrzewie zostaje spdjny fragment zawierajacy doktadnie x wierzchotkow,
z ktérych jednym jest korzen tego poddrzewa.

Dla lisci jest to bardzo tatwe: mozna to zrobi¢ tylko dla x = 1, nie usuwajac

z poddrzewa (zlozonego przeciez tylko z samego liScia) zadnych krawedzi. Aby obliczyé

wyniki dla pewnego wezla wewnetrznego v i wszystkich mozliwych wartosci x, nalezy

najpierw uczynic to dla wszystkich jego synéw vi, va, ..., vm. Niech w,, oznacza

tablice wynikéw dla poddrzewa wierzchotka v;, a s; — tablice dla wierzchotka v

wraz z poddrzewami vi, vs, ..., v;. Wynikiem dla v jest wéwczas tablica s,,. Latwo

zauwazyé, ze si[x + 1] = wy, [z] (gdyz przecinajac te same krawedzie, mamy poddrzewo

z jednym wierzchotkiem wigcej) oraz s1[1] = 1 (przecinamy krawed? taczaca v z v1).

Ponadto, dla i > 2:

(%) si[z] = min(  min
J=1,2,.c,—

(simalg] +wo; [z = 7)), si-afa] + 1)

Powyzsza réwno$¢ wynika z tego, ze mozemy z poddrzewa wierzchotka v; wziaé

pewna liczbe wierzchotkéw (konkretnie: x — j) i dotaczy¢ je do stworzonego wezesniej
poddrzewa (o j wierzchotkach) albo nie wziaé zadnych wierzchotkéw z tego poddrzewa,
tj. przecia¢ krawedz taczaca v z v;.

Obliczywszy tablice wynikow w, dla wszystkich wierzchotkéw, otrzymujemy wynik
dla k; réwny (r jest korzeniem drzewa):

min(u, k), min_ (wolk] +1)).

W powyzszym napisie dodatkowa jedynka w przypadku v # r wzigla sie stad, ze
musimy przeciaé¢ krawedz taczaca v z jego ojcem, czego nie uwzglednialiémy przy
liczeniu w,,.

Pozostaje jeszcze zastanowié sie, jak szybko dziata algorytm oparty na opisanych
pomystach. Wzér (x) na elementy s; daje bezposrednig metode liczenia tablic w,. Widad,
ze algorytm ten ma ztozonosc O(n3), gdyz kazde poddrzewo dotaczamy raz, w czasie
O(n?), do jakiego$ obliczonego wezesniej s;. Udowodnimy teraz, ze algorytm ten dziala
istotnie szybciej. Wielu finalistow Potyczek nie dostrzeglo tego faktu i w zwiazku z tym
nawet nie prébowalo implementowaé¢ omawianego rozwiazania, myslac, ze bedzie zbyt
wolne. Rzeczong lepiej oszacowang, ztozonoscia algorytmu jest O(n?).

Oznaczmy przez a(v) rozmiar poddrzewa o korzeniu w v. Udowodni¢ indukcyjnie

po a(v), ze taczna liczba operacji wykonywanych w poddrzewie o korzeniu w v

jest O(a(v)?). Dla lidci (a(v) = 1) jest to niewatpliwie zdanie prawdziwe. Wezmy
teraz wezel v i jego synéw vi, va, ..., vm. W algorytmie najpierw obliczamy

tablice wynikowe dla synéw, co daje nam O(a(v1)? + a(v2)? + ... + a(vm)?)

operacji, zgodnie z zalozeniem indukcyjnym. Zauwazmy, ze w tablicy s;—1 jest

1+ a(vi) +a(vz) + ...+ a(vi—1) elementéw, a w tablicy w; jest a(v;) elementéw. Stad
utworzenie tablicy s; z tablic s;—1 1 w; zgodnie ze wzorem (x) zajmuje czas

O(rozmiar(s;—1) - rozmiar(w;)) = O((1 + a(vi) + a(v2) + ... + a(vi—1)) - a(vy))

(dlaczego?). W takim razie wszystkie obliczenia w poddrzewie wierzchotka v zajmuja

czas
m m 2
O(a(v1)2 + . 4 alvm)® + Z a(vi)a(vy) + Z a(vi)) = O(( Za(vi) + 1) )
1<i<j<m i=1 i=1
= O(a(v)?),
co dowodzi, ze w catym drzewie wykonamy zaledwie O(n?) operacji.
Tomasz KULCZYNSKI
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O wlasnosci Darboux
Witold BEDNAREK™

Na wstepie odnotujmy, ze Jean Gaston Darboux (1842-1917), matematyk francuski
zajmujacy sie przede wszystkim geometria rézniczkowa, nie byl odkrywca tytutowej
Zobacz artykul Jerzego Mioduszewskiego ;. . . . . . . . .
B wlasnosci. Twierdzenie, ktére bedziemy rozwazaé, sformutowat i udowodnit czeski
»Bernard Bolzano (1781-1848), uczony ) R L X
i matematyk” w Matematyce 8/2007, matematyk Bernard Bolzano (1781-1848), niedoceniony za zycia — podstawowa jego
str. 451-455. praca, Nauka o funkcjach, zostala wydana dopiero w 1930 r.

Twierdzenie 1 (Wlasno$é¢ Darboux). Niech f : [a,b] — R bedzie funkcja ciggla.
Wéwczas dla dowolnego y znajdujacego sie pomiedzy f(a) i f(b), czyli f(a) <y < f(D)
lub f(b) <y < f(a), istnieje takie ¢ € (a,b), ze f(c) =y.

JO)f ==
/ Rysunek 1 ilustruje powyzsze twierdzenie. Dla funkcji niecigglej twierdzenie 1 moze
by¢ falszywe (zob. rys. 2).

' Twierdzenia 1 nie mozna odwrécié. Przyktadem jest funkcja f: [—1,1] — [—1,1]
! okreslona wzorem
b sin % dla = # 0,

{ 0 dla x = 0.

Czytelnik Wnikliwy sprawdzi, ze funkcja f ma wlasnosé Darboux, ale nie jest ciggla
w punkcie x = 0. Ale pod pewnymi dodatkowymi warunkami z wtasnosci Darboux
wynika cigglosé funkcji.

Rys. 1

fO)p-=--------- Twierdzenie 2. Jesli funkcja jest Scisle monotoniczna w przedziale domknietym i ma
/ wlasnosé Darboux, to jest ciggla w tym przedziale.

Wtasnosé Darboux najczesciej znajduje zastosowanie przy badaniu istnienia i liczby
miejsc zerowych funkcji ciagtych. Jesli bowiem f : [a,b] — R jest ciagla oraz

f(a)- f(b) <0, to f(c) =0 dla pewnego ¢ € (a,b). Nieréwnosé¢ f(a) - f(b) < 0 to
krétszy sposéb zapisania alternatywy f(a) <01 f(b) > 01lub f(a) > 01 f(b) <O0.
Na przyktad réwnanie z* = 2 + 1 ma rozwigzanie w przedziale (—1,0), gdyz funkcja
ciggta f(z) = 2* —x — 1 spetnia f(—1) =1 > 0 oraz f(0) = —1 < 0.

Rys. 2
Przyjmijmy teraz, ze funkcja ciagla f : [a,b] — [a, b] spelnia warunki f(a) > a
i f(b) < b. Na rysunku 3 wykres funkcji f przecina prosta o réwnaniu y = z, czyli
wykres funkcji identycznosciowej. Istnienie punktu przeciecia tych dwéch wykreséw
. \5// oznacza, ze réwnanie f(x) = z ma rozwiazanie. Okazuje sig, ze tak jest dla dowolnej
H I funkcji f spelniajacej powyzsze warunki. Oto tatwe uzasadnienie tego spostrzezenia.
y=f(z) Niech g(z) = f(z) — z dla z € [a, b]. Funkcja g, oczywiscie, jest ciagla, a ponadto
gla)=f(a) —a>a—a=01g() = f(b) —b < b—b=0. Zatem istnieje taki punkt
c € (a,b), ze g(c) =0, czyli f(c) = c. Punkt ¢ to punkt staly funkcji f.

Powyzsze spostrzezenie ma dalekosiezne uogélnienie — twierdzenie Brouwera o punkcie
staltym.

Twierdzenie 3. Niech B bedzie n-wymiarowg kulg domknietqg w przestrzeni R™ oraz
T : B — B bedzie odwzorowaniem cigglym. Wéwczas istnieje taki punkt c € B, Ze
T(c) = ¢ (punkt staly odwzorowania T ).

Rys. 3

(a) (b) (c) Okazuje sig, ze wlasnosé Darboux mozna zastosowaé rowniez w geometrii elementarnej.
— — Oto przyktad: kazda figure ptaska o niepustym wnetrzu, domknieta i ograniczona,
@ @ mozna podzieli¢ prosta na dwie czesci o réwnych polach. Niech bowiem Pr oznacza
pole figury F', P za$ oznacza pole czesci wspolnej figury F' i péiplaszczyzny
PL=0 0< Py < Pp Pr=Pp © krawedzi k (po lewej stronie prostej k). Przesuwajac prosta k od lewej do prawej
(zob. rys. 4), mamy na poczatku P, = 0, a na koticu P, = Pr. Pole Py jest ciagla

Rys. 4 funkcja dlugosci wektora przesuniecia, wiec dla pewnej prostej ko zachodzi réwnosé
1

Pyy = 5Pr.

Powyzsze stwierdzenie mozna przenies¢ na wyzsze wymiary. Dla wymiaru 3 jest to
Znacznie trudniej jest wykazaé, ze znane twierdzenie o podziale kanapki.
na plaszczyznie istnieje prosta dzielaca
jednoczeénie na potowy pola dwéch Twierdzenie 3. Jesli na kromce chleba umiescimy w dowolny sposéb masto i ser, to
figur. Natomiast dla trzech figur mozna jednym (plaskim) cieciem przepolowié wszystkie trzy skladniki kanapki (tzn. ich

taka prosta zazwyczaj nie istnieje.
Prosty kontrprzyklad to trzy kota
o niewspotliniowych $srodkach.

objetosé).

Dla ogoélnej kanapki, zawierajacej przynajmniej cztery sktadniki, twierdzenie nie jest
prawdziwe. By¢ moze dlatego matematycy nie przypisuja wigkszego znaczenia urokom
*nauczyciel liceum i gimnazjum w Lodzi  sztuki kulinarnej.
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Rys. 1. Wydluzenie preta Al
spowodowane przez sitle F; lo — dtugosé
poczatkowa, S — przekrdj poprzeczny.

Rys. 2. Budowa uktadu doswiadczalnego;
k — oparcia krzesel, s — kij od szczotki,

g — gumka aptekarska, n — nié,

p — plastikowy kubek.

Wyznaczamy modul Younga
Stanistaw BEDNAREK

Pod dziataniem sit zewnetrznych wszystkie ciala ulegaja odksztatceniom.
Jednym z rodzajéw odksztalcen jest wydtuzenie, czyli zwiekszenie dtugosci
ciala (rys. 1). Wielko$¢ tego wydluzenia, Al, zalezy od wartosci dzialajacej
sity F', pola przekroju poprzecznego S ciala, jego dtugosci poczatkowej Iy
oraz wlasciwosci sprezystych. Wiasciwosci te charakteryzuje modul Younga
oznaczany litera F. Przeprowadzone doswiadczenia wykazaly, ze wydluzenie
ciata opisuje prawo Hooke’a, ktore wyraza sie nastepujacym wzorem:

Fly
1 Al = —.
(1) I=+%g
Przeksztalcajac wzér (1) do postaci
(£/5)
2 E = ,
2 (81/1)

mozna tatwo zauwazy¢, ze modul Younga réwny jest stosunkowi naprezenia,
mierzonego stosunkiem sity F' do pola przekroju poprzecznego S, do
spowodowanego tym naprezeniem wydluzenia wzglednego Al/ly. Nasze dzisiejsze
zadanie bedzie polegalo na doswiadczalnym wyznaczeniu modulu Younga.

W tym celu potrzebne beda: szeroka gumka aptekarska, tzw. recepturka,
duzy (ok. 0,5 1 pojemnosci) plastikowy kubek od napojéw lub od suréwki,
igla, mocna nié, linijka z podziatka milimetrowa, naczynie z woda, duza
szklanka lub inne naczynie w ksztalcie walca oraz statyw z poprzeczka.
Zamiast statywu mozna takze uzyé¢ diugiego kija, np. od szczotki, polozonego
na dwdéch krzestach.

Gumke aptekarska nakladamy na poprzeczke statywu (rys. 2). Za pomoca igly
wykonujemy w goérnej czeéci kubka dwa otworki i przewlekamy przez nie nié,
tak zeby przechodzita wzdhuz $rednicy kubka. Odcinamy kawalek nici o dtugosci
okolo 20 cm i wolne jego konce przektadamy przez gumke, a nastepnie
zawiazujemy supel. W ten sposéb zawieszamy kubek na gumce aptekarskiej

za pomocy nici. Gumka powinna wyprostowaé si¢ pod cigzarem kubka.

Korzystajac z linijki, mierzymy diugosé ly podwéjnie ztozonej, nieobciazonej
gumki oraz jej grubosé i szeroko$¢. Odczytane wyniki pomiaréow wyrazone sa

w milimetrach, ale wygodnie bedzie przeliczy¢ je na metry. Przekrdj poprzeczny
gumki ma ksztalt prostokata o bokach a,b. Mnozac te dtugosci bokdéw

i podwajajac uzyskany wynik, otrzymujemy przekrdj poprzeczny podwdjnie
zlozonej gumki S = 2ab, wystepujacy we wzorze (1).

Napelnienie woda kubka zawieszonego na nici wywrze na gumke sile rozciagajaca.
Po wlaniu wody do kubka mierzymy dtugos¢ [ rozciagnietej gumki. Zmiana dtugosci
gumki, Al we wzorze (1), jest, oczywiscie, réwna [ — ly. Poniewaz ciezar wody
wielokrotnie przewyzsza ciezar kubka, ten ostatni mozemy pominaé¢ w naszych
rozwazaniach. Sita F', rozciggajaca gumke w naszym ukladzie doswiadczalnym,
rowna jest ciezarowi wody zawartej w kubku i wyraza sie wzorem
(3) F =Vog,
w ktérym o oznacza gestoéé wody (o = 1000 kg/m?), natomiast g jest
przyspieszeniem ziemskim (g = 9,81 m/s?). Objetoéé wody V mozemy zmierzyé,
przelewajac ja z kubka do szklanki, mierzac linijka Srednice d szklanki oraz
wysoko$¢ h stupa wody w szklance i korzystajac ze wzoru

wd?h

(4) V="

Jezeli szklanka jest mala, mozemy wlewaé¢ do niej wode w kilku porcjach

i zsumowa¢ uzyskane objetosci poszczegdlnych porcji. Wysokoéé stupa wody
w szklance wyznaczamy, zanurzajac w niej pionowo linijke. Na wielu linijkach
podziatka milimetrowa nie zaczyna sie od jej brzegu — zeby to uwzglednié,
ktadziemy linijke na kartce papieru i rysujemy odcinek o dtugosci réwnej
odlegtosci poczatku skali od poczatku linijki, a nastepnie mierzymy diugosé
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tego odcinka w milimetrach. Zwykle dlugo$é¢ ta wynosi okoto 3—4 mm

i dodajemy ja do glebokoéci wody w kubku zmierzonej przez zanurzenie linijki.
Opisany wyzej pomiar objetosci wody upraszcza si¢ znacznie, jesli mamy
dostep do naczynia miarowego z podziatka, w ktére czesto wyposazona jest
domowa kuchnia.

Teraz mozemy juz oblicza¢ modut Younga E. W tym celu wzér (1) przeksztalcamy
do postaci
Fly
5 EFE=——7—.
©) SU- 1)
Do otrzymanego wyrazenia (5) podstawiamy wzor (3), a nastepnie wzér (4).
Otrzymujemy wéwczas koncowy wzor
d?hl

(6) E— 18ed o

8ab(l — lp)
ktory pozwoli nam obliczy¢ modut Younga E po podstawieniu wynikow
przeprowadzonych pomiarow.

Wartosé obliczona ze wzoru (6) poréwnujemy z wartoscia modutu Younga dla
gumy podana w tablicach fizycznych. Wartogé tablicowa wynosi 5 - 10 N/m?2.
Wyznaczona przez nas warto$¢ moze roézni¢ sie dos¢ znacznie od wartosci
tablicowej. Przyczyna tej réznicy moga byé¢ zaréwno niedoktadnosci wykonanych
przez nas pomiarow, jak i fakt istnienia wielu rodzajéw gumy réznigcych sie
wladciwosciami sprezystymi.

Na zakoniczenie problem do samodzielnego rozwiazania. Nalezy ocenié¢, jak
duzy blad wyznaczenia modulu Younga spowodowany jest niedokladnosciami
poszczegdlnych pomiaréw. Bedziemy mogli wéwcezas orzec, czy mamy do
czynienia z tym samym rodzajem gumy, ktéry uwzgledniono w tablicach.

-

Wolniejszy wyprzedza

W wielu dyscyplinach sportu chodzi o to, by jak najszybciej dotrzeé¢ do mety.
By wygraé, trzeba dotrze¢ do mety przed rywalami, co niekoniecznie oznacza
ustanowienie nowego rekordu swiata. Wydaje sie wiec oczywiste, ze ten, kto ma
wieksza predkosé, pierwszy ukonczy bieg i wygra. Ale nie zawsze tak jest.

Wilasciwie kazda bieznia, tor tyzwiarski, zuzlowy lub Formuly 1, a nawet
ulica, na ktoérej rozgrywa sie wyscig, ma zakrety. No wlasnie, jak to jest
z wyprzedzaniem na zakrecie?

Wyobrazmy sobie, ze mamy dwdéch zawodnikéow Scigajacych sie na torze

z zakretami. Kazdy z nich ma takie same umiejetnosci techniczne, tzn. moze
pokonywaé tuki przy takiej samej wartosci przyspieszenia odsrodkowego
(sytuacja taka dobrze odpowiada wyscigom F1). Obaj wchodza w zakret w tym
samym momencie. Jeden z nich jest blizej $rodka tuku niz Drugi (R; < Rp).
Przyspieszenie odérodkowe ma te sama wartosé, wiec:

2 2
WJRJ = CUDRD,

gdzie wy to predkos$é¢ katowa Jednego, a wp — Drugiego. Czytelnik Sprawny
zaraz przeksztalci wzor i otrzyma:

ws _ [Bp
wD_ RJ.

Sprawa jest jasna — Jeden ma wieksza predko$¢ katowa, wiec wyprzedza Drugiego.
A jakie sg ich predkosci liniowe? Czytelnik Sprawny musi sobie przypomnieé¢ wzér
wiazacy predko$é liniowa (V') z katowa i w mig dojdzie do wniosku, ze:

v _ B
VbV Rp’
Co$ sie odwrécit ten utamek. Widzimy teraz, ze wolniejszy wyprzedza!

Radostaw POLESKI
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Krople deszczu

Zlota polska jesien si¢ konczy. Nieuchronnie wchodzimy w okres stot jesiennych.
Zamiast wpada¢ w minorowy nastrdj, mozna sie zastanowié, na ile rozumiemy
zjawisko deszczu. Konkretnie chodzi o rozmiar kropel. Czy jest jakis zwiazek
miedzy ich wielkoscia a intensywnoécia deszczu?

Doswiadczenie podpowiada nam, ze ulewy rozpoczynaja sie od stosunkowo
duzych kropel, ktérych nie obserwujemy dla ,kapusniaczku”.

Te wrazenia mozna skonfrontowaé z systematycznymi badaniami, ktore

po raz pierwszy zostaly przeprowadzone 105 lat temu przez W. Bentleya
oraz, niezaleznie, przez P. von Lenarda. W 1948 roku natomiast J.S. Marshall
i W.M. Palmer wykazali, ze rozklad wielkosci kropel jest wykladniczy

n(d) ~ e~/

gdzie d jest rozmiarem kropli, a éredni rozmiar

<d> ~ R70,21

jest proporcjonalny do pewnej potegi intensywnosci R, ktéra jest miarg tempa
przyrostu stupa wody opadu (typowe jednostki to mm/h).

Zeby pogodzié¢ te obserwacje z naszym doswiadczeniem,
wystarczy pamigta¢ o dwéch rzeczach. Po pierwsze,

w celu oszacowania iloéci wody przypadajacej na dany
rozmiar kropli nalezy rozklad wielkosci pomnozy¢

przez objetosé¢ kropli (V = wd®/6) oraz predkosé jej
opadania (wynikajaca z warunkéw réwnowagi sil

oporu i grawitacji: v ~ v/gd), co tacznie daje czynnik
d3+1/2 Powoduje to, ze pojawia sie wyrazne maksimum
wielko$ci kropli majacych wktad w sumaryczny opad.
Maksimum to przypada dla tym wigkszego rozmiaru
kropli, im wieksza jest intensywnos$é deszczu. Po drugie,
samotne duze krople obserwujemy przede wszystkim

na poczatku ulewy, czyli wtedy gdy spadaja one na
ziemie pojedynczo. Wtedy male krople wyparowuja

w locie (intensywnosé parowania zmniejsza sie wraz

z gestoscia kropel).

Okazuje sie, ze empirycznie stwierdzona proporcjonalno$cé
miedzy $rednim rozmiarem kropli (d) a intensywnoscia R
mozna z powyzszego rozumowania odtworzy¢ [1].
Wystarczy wprowadzié zmienna x = d/{d) i scatkowad,
zeby uzyskaé zwiazek

R =@ [ fla)da) ~ (@)
a nastepnie zauwazy¢, ze 9/2 = 0,(2).

Jest wiele naturalnych obiektéw, ktorych rozktad
rozmiaréw jest opisywany funkcja wykladnicza. Za
kazda taka dystrybucje odpowiada jaki§ mechanizm
tworzenia sie takich obiektow. Od do$é¢ dawna wiadomo,
ze w przypadku kropli deszczu takim zjawiskiem moze
by¢ rozpad wigkszych kropli na mniejsze. Uwazano,

ze rozpad ten jest zwiazany ze zderzeniami kropel, co
jednak nie pozwalalo na opracowanie zgadzajacego sie

z doswiadczeniem modelu, ze wzgledu na zbyt niskie
prawdopodobienstwo zderzen.

Tym czasem, w pracy [1], wykazano, ze wystarczy
uwzglednienie rozpadu izolowanych kropel w czasie
swobodnego ich opadania. Krople rosna w chmurach
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do rozmiaru, dla ktérego ruchy konwekcyjne

nie wystarczaja do ich utrzymania, a parowanie w czasie
spadania nie jest wystarczajace do ich znikniecia

w locie.

W omawianej pracy za pomoca ultraszybkiej

kamery wykonano zdjecia okreslonej wielkosci kropel
umieszczanych w strumieniu powietrza. W artykule
pokazane sg serie zdjeé poklatkowych, a w materiatach
dodatkowych zamieszczono rowniez film. Podstawowy
sposob rozpadu kropli jest nastepujacy. Kropla
najpierw splaszcza sie, zachowujac grubszy brzeg,
nastepnie z wnetrza takiego krazka tworzy sie jakby
czasza spadochronu i w koncu nastepuje dezintegracja
na drobne kropelki réznych rozmiaréw. Zliczanie

tych kropelek pozwala na odtworzenie znanych
prawidlowosci, ktére zgadzaja sie z przedstawionymi
obliczeniami dynamiki kropli w oparciu o zasady
podstawowe.

,Po zrozumieniu, co dzieje sie¢ z pojedyncza, izolowana
kropla, bez uwzgledniania jakiegokolwiek oddziatywania
z innymi kroplami, mozna zdaé¢ sobie sprawe, ze
produkty jej rozpadu wystarczaja do ilosciowego
opisania statystycznego sktadu deszczu. Tak wiec
oddzialywania nie sa potrzebne w tym opisie. To jest
podstawowa obserwacja” — powiedzial Villermaux
dziennikarzowi Scientific American [2].

Artykul zawiera rowniez obliczenia skal czasowych
opisanych mechanizmoéow. Wedlug autoréw kolejnym
wyzwaniem byloby przeprowadzenie odpowiednich
obserwacji rzeczywistego deszczu. Jesienia nie powinno
zabraknaé po temu okazji.

Piotr ZALEWSKI

[1] Emmanuel Villermaux i Benjamin Bossa, Single-drop
fragmentation determines size distribution of raindrops,
Nature Physics, 20/07/2009, DOI:10.1038 /NPHYS1340

[2] John Matson, Scientific American 20/07/2009
http://www.scientificamerican.com/
article.cfm?id=raindrop-size-physics



Stowarzyszenie na rzecz Edukacji Matematycznej
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Czy takiej sztuczki nie da sie zrobi¢ z mniejsza liczba
punktéw? Ponizej mamy wszystkie (na pewno?)

8 sposobéw réwnomiernego umieszczenia pieciu biatych
i czarnych kropek na okregu — jak widaé, zaden z nich
nie rézni sie od swego odbicia lustrzanego (a, méwiac
dokltadniej, r6zni sie najwyzej o obrot).

OOOOOOO0

Natomiast wsréd 14 sposobéw réwnomiernego
rozmieszczenia na okregu szesciu biatych i czarnych
kropek bedzie juz jedna para (ktéra?) zamieniajaca sie
miejscami na lustrzanym odbiciu.

SN SSes
S S S SN

Trudnos$é udzielenia odpowiedzi na pytanie, ile jest

takich zamieniajacych sie par np. dla dwunastu kropek,

pokazuje nam, jak nieoczywiste jest — zdawaloby

sie naturalne — pojecie orientacji, wystepujace
wladciwie we wszystkich galeziach nauki (i czesto
przedstawiane takze za pomoca stow: skretnosc,
chiralno$¢, enancjomorficznosé¢). W technice mamy
prawo- i lewoskretne sruby, w zoologii takiez muszle,
w genetyce (wszystkie?) helisy DNA maja te sama
skretnosé, w chemii przyznano w 2001 roku Nagrode
Nobla za podanie sposobu syntezowania zwiazkdéw

organicznych o okreslonej chiralnosci, w fizyce orientacja

wystepuje w regule Oersteda czy sile Lorentza itd. itp.

Ale pozostanmy przy matematyce. Spoérdéd wszystkich
mozliwych pieciu rytméw ornamentu liniowego
(czy faktycznie jest ich pie¢?), jakie mozna uzyskaé

z czcionki R, trzy niosa na sobie orientacje (czyli réznia

sie od swego odbicia lustrzanego), a dwa nie — prosze

sprawdzic.
RRRRRRRR
RERERERHE
RIRYRYRY
RARARARA
RIBARYEBA
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Odbicie rysunku okregu w lustrze nie rézni sie niczym od
tegoz rysunku. Jedli jednak umiescimy na tym okregu
dwanascie kropek rozmieszczonych jak godziny na zegarze
i niektore z nich beda puste, a niektére pelne, to bedzie
mozna zrobi¢ to w ten sposdb, by odbicie lustrzane tego
rysunku dawalo sie od niego odréznié¢ — tak jest np. na
rysunku obok (prawda?).

Warto zbadaé, ktore z pokry¢ plaszczyzny
przystajacymi wielokatami niosg na sobie orientacje,

a ktore nie. Na przyktad kazdym czworokatem (réwniez
niewypuklym) mozna rytmicznie wyparkietowad
plaszczyzne, a na rysunku widaé, ze lustrzany

obraz takiej klepki juz by do narysowanej posadzki

nie pasowal.

>~

>

Jeszcze ciekawiej jest w przestrzeni. Ponizej narysowana
jest siatka bardzo regularnego wielo$cianu (w kazdym
wierzcholku zbiega sie tyle samo takich samych
wielokatéw), ktéra ma te wlasnosé, ze jesli ja skleimy
kolorowymi $cianami na zewnatrz, to da nam wieloscian
lustrzany, ale nie identyczny z tym, ktory otrzymamy,
sklejajac te siatke kolorem do wewnatrz. Ile jest takich,
niosacych orientacje, wielo$cianéw?

A przeciez sa i takie obiekty, ktore nie do$¢, ze nie niosa
na sobie orientacji, to nawet zadnej nie$¢ nie moga —
np. wstega Mobiusa.

Orientacja to kolejne pole do ciekawej zabawy.
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Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesigca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Oceng¢ mnozymy przez wspotczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.

http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

® Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie

' Zadania z matematyki nr 587, 588
® - Redaguje Marcin E. KUCZMA

587. Dana jest liczba dodatnia a < 1/2. Okreslamy ciag (x,,) wzorami:

1 =1, Tp41 :xn—axi dlan > 1.

Termin nadsylania rozwigzan: 31 X112009  Dowiedé, ze ciag (nay,) jest zbiezny, i obliczy¢ jego granice.

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
575 (WT = 2,18) i 576 (WT = 1,55)

588. Wykazac, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 réwnanie

22+ zy+ 9% = 13"

7z numeru 2,/2009 ma rozwiazanie w liczbach catkowitych z, y.

Krzysztof Dorobisz Krakéw 47,00
Andrzej 1dzik Bolestawiec 44,70
Tomasz Warszawski Krakdéw 42,26

Zadanie 588 zaproponowal pan Witold Bednarek z f.odzi.

Zbigniew Galias Krakéw 42,05 Rozwiqzania zadan z numeru 6/2009

Pawel Najman Jaworzno 38,98

Jerzy Cisto Wroclaw 35,48 PTrzypominamy tres¢ zadan:
Janusz Olszewski Warszawa 34,01 583. Rozwazamy wielomian
Zamykajac trzecig runde, P(z) = (1+ I 51:45>44 —ap+ a1+ ... + {119801;‘1980.

Krzysztof Dorobisz powigkszyl liczbe

Weteranéw Klubu 44M do 33 (= % - 44). Obliczy¢ sume ag + az + ag + . .. + a19gp tych wspélczynnikéw, ktérych numery dzielg si¢ przez 3.

Miejsce w Klubie matematycznym
znalazl dla siebie takze Andrzej Idzik,
réownolegle do sukceséw odnoszonych
w Lidze fizycznej.

584. Dla liczb dodatnich a, b, ¢ przyjmijmy
U:a2b+b20+czaﬁ V:ab2+b(12+ca2,
A=ad® + abe, B=10" + abc, C = o + abc.

Udowodnié, ze VUV > abc + Y ABC.

583. Oznaczmy badang sume przez s. Tak wiec
Zak =s oraz Zak =P(1) —s;
k=0 k20

wszystkie kongruencje w tym rozwigzaniu sa brane

(mod 3).

Niech « i 8 beda nierzeczywistymi pierwiastkami

trzeciego stopnia z jednosci:

a:—1+\/§i 5:—1—\/32’
2 ’ 2 '
Poniewaz a® = 3% = a3 = 1, wiec
1 dla k=0, 1 dla k=0,
b ={a dak=1 pgF= 6 dla k=1,
g dla k=2, a dlak=2.

A skoro o+ 3= —1, to
k k 2 dlakEO,
of +5 _{—1 dla k # 0.
Stad

P(a)+ P(B) = ax(a® + ) + > ar(o® + %) =
k=0

k0
=25 — (P(1) — 5) = 35 — 4*.
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7 drugiej strony,
Pla)=(1+a+p+1)*" =1,
i tak samo
P(p)=1.
7 uzyskanych zwiazkéw wyznaczamy s = (4** 4 2)/3.
584. Wobec jednorodnosci (sze$ciennej) wyrazen

A, B,C,U,V mozna przyjaé, ze abc = 1. Nietrudno
sprawdzi¢, ze wowczas

UV =W+3 oraz ABC =W + 2,
gdzie

W =a + 03+ Ea® +a +0° + &,
Skoro abc =1, to W > 3 + 3 = 6 (nieréwnosci Srednich).
Przepisujemy wiec nieréwnosc¢ z tezy zadania jako

VIV +3>1+ YW t2.

Przyjmijmy oznaczenie X = ¥/W + 2; zatem X > 2.
Dowodzona nieréwno$¢ przybiera postac

VX3 H1>X+1,

réwnowaznie: X2 > X 4 2. Dla X > 2 jest to prawda.
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Termin nadsytania rozwigzan: 31 XII 2009

a
1d
l
m
Rys. 1
Rys. 2
N M
Y 44 Y
S
Rys. 3

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
474 (WT = 2,56) i 475 (WT = 2,02)
z numeru 3/2009

Tomasz Wietecha Tarnéw 42,24

Andrzej 1dzik Bolestawiec 37,42
Krzysztof Magiera FLosiéw 30,37
Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 28,18

Radostaw Poleski Kotobrzeg 23,47
Michal Kozlik Gliwice 18,13

Zadania z fizyki nr 484, 485
Redagugje Jerzy B. BROJAN

484. Okladki kondensatora sa prostokatami o wymiarach a i b, a odleglo$é
miedzy ich $§rodkami jest rowna d, przy czym d < a, d < b. Gérna oktadka

jest pozioma i nieruchoma, a dolna moze si¢ obraca¢ wokét osi réwnolegtej

do boku b i przechodzacej przez jej srodek. Dolna oktadka jest sztywno
polaczona z pretem o dlugosci I, na koncu ktorego znajduje sie ciezarek

o masie m (rys. 1). Naladowano kondensator do napigcia U. Jaki warunek musza
spelnia¢ wymienione parametry, aby pionowe polozenie preta (kiedy okladki sa
réwnolegle) bylo polozeniem réwnowagi trwalej?

485. Mamy trzy jednakowe ciala, ktérych cieplo wlasciwe jest stale (nie zalezy
od temperatury), a temperatury wynosza 100 K, 200 K i 300 K. Do jakiej
maksymalnej temperatury mozna ogrzaé jedno z tych cial, jesli energia przeplywa
tylko miedzy nimi, przy czym mozemy wykorzystywac¢ maszyny cieplne?

Rozwigzania zadan z numeru 6/2009

Przypominamy tresé zadan:
480. Powierzchnia dlugiego walca o promieniu r jest przewodzaca. Po tej powierzchni wzdluz
osi walca plynie prad o natezeniu I, o gestosci stalej wzdluz obwodu walca. Jakie cisnienie p
powstaje wewnatrz walca wskutek wzajemnego przyciagania si¢ elementéw powierzchni? Wzgledna
przenikalno$é magnetyczna osrodka jest réwna 1.
481. Dtugi jednorodny pret o przekroju kwadratowym, wykonany z materialu o gestosci 0,5 g/(:mB,
lezy na powierzchni wody. Ktéra z przedstawionych na rysunku 2 pozycji jest polozeniem réwnowagi
trwalej, czy tez obie?
480. Rozwazmy przemiang energii przy niewielkiej zmianie promienia walca. Aby
uniknaé¢ uwzgledniania energii dostarczonej przez zrédto zasilania, przyjmijmy, ze
obwdd jest zamknigty zewnetrznym walcem o promieniu R (zob. rys. 3) i bezoporowy —
wtedy strumien pola magnetycznego ® pozostaje staly, a praca objetosciowa jest réwna
zmianie energii pola
pdV =pl - 2xrdr = dE,,,
gdzie [ jest dtugoscia walcow. Pole magnetyczne wystepuje tylko w obszarze miedzy
walcami, jego indukcja jest dana wzorem
0 1 ’
B = g— —, r<r <R
m™Tr

a strumien obliczamy jako catke
R
D= z/r Bdr' = g—frllln(R/r).

Z warunku ® = const wyprowadzamy zwigzek miedzy niewielkimi przyrostami dr i dI:
In(R/r)dl = (I/r)dr.

Gestosé energii pola magnetycznego w prézni jest dana wyrazeniem B? /2, zatem

catkowita energi¢ pola w obszarze migdzy walcami obliczamy jako

R
Em:L/BQdV:Lﬂ—l
2/1,0 2[10

Uwzgledniajac zwigzek miedzy przyrostami dr i dI, obliczamy

,uol[2
d tad = = —.
e AT

Zauwazmy, ze pomijajac warunek ® = const i wynikajaca z niego zmiang natezenia
pradu, otrzymalibySmy wynik pozornie prawidtowy, ale w istocie btedny: wzrost
promienia r oznaczalby bowiem zmniejszenie obszaru pola magnetycznego

i zmniejszenie jego energii. To by oznaczato, ze elementy powierzchni walca

nie powinny si¢ przyciagaé, lecz odpychaé (niezgodnie z rzeczywistoscia).

B dr' = Z—;U? In(R/r).

T

po I?

dE"L =

481. W obu pozycjach srodek masy pretow lezy na tej samej wysokosci (na powierzchni
wody), wigc energia grawitacyjna pretéw jest jednakowa. Dla lewe]j pozycji §rodek masy
czesci zanurzonej lezy jednak nizej, czyli érodek masy wody — wyzej. Energia grawitacyjna
wody jest nizsza dla prawej pozycji, zatem to ona przedstawia réwnowage trwala.

Scisle rzecz biorac, samo poréwnanie dwoch energii potencjalnych nie rozstrzyga
jednoznacznie kwestii rodzaju potozenia réwnowagi (energia mogtaby byé dowolnie
skomplikowana funkcja kata przechytu, z wigksza liczba ekstreméw). Bardziej
precyzyjng metode analizy réwnowagi cial ptywajacych przedstawiono w rozwigzaniu
zadania 223, Delta 1/1997.
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Rozwigzanie zadania F 750.

Ze wzgledu na wzajemne polozenie
ekranu, zrédla Swiatta oraz zwierciadtla,
»zajaczek” bedzie mial ksztalt tréjkata,
podobnego do tréjkata zwierciadla.
Wszystkie liniowe rozmiary ,zajaczka”
beda przy tym dwa razy wigksze od
odpowiednich rozmiaréw zwierciadta.
Zatem pole powierzchni S bedzie cztery
razy wieksze:

S =4s,

gdzie pole powierzchni s zwierciadta
wynosi

azx/§
s = .
4

Ostatecznie

S=a’V3~1,7-10" % m>.

N
§X/§§é

]

Rozwigzanie zadania M 1257.
Niech [F] oznacza pole figury F.
Zauwazmy, ze L{NAS = 180° — x BAC.
A zatem

1
[NAS] = - - AN - AS - sin(XNAS) =

1
= 5 AC - AB sin(XBAC) = [ABC].

Analogicznie dowodzimy, ze pola
tréjkatéw BRQ oraz MPC' sa réwne polu
tréjkata ABC, co koriczy dowdd.

Patrz w niebo

Gdyby$my mogli ogladaé¢ niebo w zakresie rentgenowskim, to na wielkim
obszarze od Blizniagt do Jednorozca byloby widaé¢ pierscien o $rednicy 25°, zwany
Monogem Ring — od nazw gwiazdozbiorow Monoceros i Gemini. W pazdzierniku
te cze$¢ nieba widaé¢ najlepiej nad ranem, ale nie musimy wstawa¢ po nocy, bo

i tak nie mamy rentgenowskich oczu. Takie obiekty kojarza si¢ z mglawicami,
bedacymi pozostatosciami po supernowych. Skojarzenie wszakze nie wystarcza
— nalezy uzyskaé jakie$ za tym argumenty, a pomogly w tym sztuczne satelity.
Bez nich samo stwierdzenie obecnosci takiego pierscienia byloby niemozliwe.
Ziemska atmosfera nie przeszkadza wprawdzie w stosowaniu promieniowania
rentgenowskiego w medycynie, ale kilkaset kilometréw atmosfery catkiem
skutecznie przestania naziemnemu obserwatorowi rentgenowskie niebo. Zreszta,
cale szczescie. W kazdym razie odleglosé pierscienia Monogem oszacowano na
300 pc, a jego wiek na 100000 lat. Supernowa w takiej odlegloéci w maksimum
blasku miataby jasno$é¢ poréwnywalna z jasnoscig Ksiezyca.

Do kompletu zaobserwowano tez blisko centrum mglawicy pulsara, a niezalezne
oceny jego odleglosci zgadzaja sie z odlegloécia mglawicy. Jego temperature
oceniono na 840000 K, a $rednice na nie wigcej niz 40 km. Badacze dos¢ zgodnie
podejrzewaja, ze caly ten zlozony obiekt (pulsar plus mgtawica) jest najwazniejszym
zroédtem promieni kosmicznych docierajacych do Ziemi. Hipoteze, wedtug

ktorej wysokoenergetyczne czastki padajace na Ziemie pochodza w wiekszosci

z jednego zrédla, wysunieto juz w latach 90. ubieglego wieku, a byto to przed
odkryciem i zlokalizowaniem wspomnianego pulsara. Teraz zrédlo to w zasadzie
jest znane, ale stuprocentowej pewnosci nie ma. Nie zapominajmy bowiem, ze
kierunek ruchu czastek przy Ziemi nie musi celowaé¢ w ich zrédlo, a to wskutek
oddzialywania ich podczas kosmicznej podrézy z wszechobecnym galaktycznym
polem magnetycznym.

Tomasz KWAST

Pazdziernik

Troche to dziwne, ze Pegaza starozytni astronomowie widzieli na niebie

do géry nogami, w kazdym razie tak go wida¢ z poinocnej pétkuli Ziemi.

Co prawda w pazdziernikowe wieczory przechodzi doé¢ blisko zenitu, ale po
jego potudniowej stronie i wtedy do horyzontu skierowany jest glowa. Skoro
jednak w Kosmosie pojecia gory i dotu sa nieokreslone, jest to bez znaczenia.
W Pegazie, cho¢ jest to duzy gwiazdozbiér, nie ma, niestety, interesujacych
obiektow dostepnych dla amatora. Najjasniejsza w nim gromada kulista ma
jasno$c¢ 6,3 mag, a galaktyka 11,2 mag. Okazaly prostokat utworzony przez
najjasniejsze gwiazdy Pegaza stuzy wiec milosnikom astronomii jako uktad
odniesienia do odnajdywania innych pobliskich gwiazdozbioréw, np. na péinocny
wschod sasiedniej Andromedy, gdzie nieuzbrojonym okiem wida¢ najjasniejsza
galaktyke na niebie, M31. Najjasniejsza gwiazda Pegaza (2,54 mag) oznaczona
jest az piata litera greckiego alfabetu, epsilonem.

Merkury znajdzie si¢ 6 X najdalej od Stonca i mozna go szukaé¢ na wschodnim
niebie, zanim wzejdzie Stonce. Wenus i Saturn sa w Pannie, gdzie jest tez
Stonce, zatem tych planet nie wida¢. Mars jest w Raku i wida¢ go w drugiej
polowie nocy, a Jowisz w Koziorozcu i wida¢ go w pierwszej potowie nocy.
Saturn i Merkury zejda sie 8 X na 0,3, ale i tak nastapi to zbyt blisko
Stonca. Wreszcie Saturn i Wenus zejda sie 13 X na 0,6, czego tez z powodu
bliskosci Stonca nie da si¢ zobaczy¢. Pelnia Ksiezyca wypada 4 X, a néw 18 X.
Ksiezyc zakryje Marsa 12 X, co beda mogli zobaczyé¢ podréozujacy akurat po
Oceanie Indyjskim. Zakryje tez Antaresa 21 X, co w zasadzie bedzie widoczne
w Europie, ale bedzie wtedy bardzo wczesny wieczor. Bedzie to zarazem
ostatnie zakrycie Antaresa w serii comiesiecznych zakryé trwajacej od wielu
miesiecy. W pazdzierniku mozna spodziewaé sie dwoch stabych rojéw meteoréw:
Giacobinidéw okoto 9 X i Orionidow 20 X.

T. K.
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Joanna JASZUNSKA

W wielu grach dla ktoregos z graczy istnieje strategia wygrywajgca, czyli taka

Lrecepta” na gre, ktéra pozwala zawsze zwyciezy¢, niezaleznie od ruchéw
przeciwnika. Jednak strategie taka, nawet jesli istnieje, nie zawsze tatwo
wskazaé. Na szczescie czesto mozna. Czasem wystarcza do tego proste pomysty

typu symetria, czasem za$ potrzebne sa metody bardziej wyrafinowane.

W niektérych grach nawet bez zadnej strategii wynik jest z gory przesadzony.
Tlustruja to ponizsze przyktady.

W kazdej tego typu skoriczonej grze

bez remiséw, bez elementéw losowych
(typu rzuty kostka), w ktérej obaj gracze
maja pelng wiedze (zaden, na przyktad,
nie ukrywa swoich kart), dla ktéregos

z nich istnieje strategia wygrywajaca.

Gracza rozpoczynajacego oznaczamy Gy, drugiego Gyi. Wykonuja oni ruchy

na przemian, wedlug podanych regutl. Jedli nie jest powiedziane inaczej,
przegrywa gracz, ktory nie moze wykonaé¢ ruchu. Nalezy rozstrzygnac, czy ktérys
z graczy ma strategie wygrywajaca (lub przynajmniej nieprzegrywajaca, gdy gra
dopuszcza remisy), 1 wskazaé ja.

1. Na okragltym stoliku gracze ktada ztotowki, przy czym nie moga one
wystawaé poza stolik ani nachodzi¢ na siebie oraz nie wolno przesuwaé

lezacych juz monet.

R. Wygrywa Gr: umieszcza pierwsza ztotéwke na srodku stolika, po czym na kazdy
ruch przeciwnika odpowiada, ktadac monete symetrycznie wzgledem $rodka. Jesli G
znalazl miejsce na monete, to G tez znajdzie — miejsce symetryczne jest wolne. [J

2. Gracze rysuja takie przekatne 12-kata foremnego, ktore si¢ nie przecinaja.

R. Wygrywa Gr1. Moze zaczaé¢ od narysowania jednej z gtéwnych przekatnych
i na kazdy ruch przeciwnika odpowiada¢ ruchem symetrycznym wzgledem niej. O

Co wigcej, G1 wygrywa nawet bez zadnej strategii, gdyz gra zawsze trwa 9 ruchow.
Zauwaz, ze n-kat foremny ma n — 3 nieprzecinajace sie¢ przekatne.

3. Na ptaszczyznie danych jest 20 wektoréw. Gracze wybieraja po jednym

Rys. 1

z nich. Wygrywa ten, kto na koncu ma dtuzsza sume wybranych wektordw.

R. Oznaczmy przez, Sy i Sty sumy wektoréw wybranych przez graczy, a przez 5 sume
danych wektorow: S = SI + SH Jedli S = 0, to gra konczy sie remisem, bo SI
Jedli § 75 0, to wektory S SiiSn tworza trojkat (rys. 1) —
Stad |Si| > |Su| wtedy i tylko wtedy, gdy koniec wektora S znajduje sie po tej
samej stronie symetralnej Wektora S co koniec S. Strategia dla G1 jest zatem
maksymalizowanie sktadowe;j St w kierunku S , czyli sposréd dostepnych wektorow
branie zawsze takiego o najwickszej sktadowej w kierunku S. Wygrywa lub remisuje,

_SII

byc moze zdegenerowany.

bo G bierze zawsze wektor o co najwyzej réwnie duzej sktadowej w tym kierunku
i tacznie ma tyle samo wektoréw. Gdy gra jest remisowa, zadna inna strategia

nie zagwarantowalaby Gr wygranej. [

4. Gracze stawiaja pionki, po jednym, na polach nieskoniczonej szachownicy.
Gracz wygrywa, jezeli utworzy ze swoich pionkéw kwadrat 2 x 2.
R. Pokolorujmy szachownice w mur (rys. 2). Kazdy kwadrat 2 x 2 zawiera w calosci

pewna cegle 2 x 1. Je$li Gir zawsze wstawia swoj pionek, ztosliwie, do tej samej
cegly, w ktoérej wlasnie zagral Gr, to G1 nie moze wygraé. Jest to wiec strategia

nieprzegrywajaca dla Gir. Pozostawiam Czytelnikom podobne sprawdzenie, ze G

Rys. 2

nie ma strategii wygrywajacej. [

Zadania domowe:

5. Plansza do gry sa wierzchotki tréjkata oraz

7 punktéw z jego wnetrza, zadne trzy punkty planszy
nie sa wspotliniowe. Gracze rysuja nieprzecinajace sie
odcinki taczace dwa z danych 10 punktow.

Wskazowka. Po grze plansza staje si¢ grafem planarnym
o trojkatnych Scianach. Wykorzystaj fakt, ze 2k = 3s,
oraz wzor Eulera w — k + s = 2, gdzie w = 10 to liczba
punktow planszy, k — liczba narysowanych odcinkow, za$
s — liczba $cian (wliczajac tez Sciane zewnetrzng).
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6. Dana jest tablica 2008 x 2008. Dwaj gracze

na przemian wykonuja ruchy, z ktérych kazdy polega

na wybraniu bialego albo czarnego pionka i postawieniu
go na wybranym wolnym polu. Wygrywa ten, ktérego
ruch doprowadzil do powstania ciagu 5 kolejnych pionkéw
tego samego koloru w linii pionowej, poziomej lub uko$ne;j.
Zbadaj, czy dla gracza rozpoczynajacego gre istnieje
strategia zapewniajaca mu zwyciestwo.

Zadanie pochodzi z tegorocznej, LX Olimpiady Matematyczne;j.
Rozwigzanie na stronie www.om.edu.pl



