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Rozwigzanie zadania M 1253.
Niech E bedzie punktem przeciecia
prostych CD i BK.

E D C

A B

Woéwcezas na mocy twierdzenia Talesa
mamy
CE CK N
AB KA
skad wynika, ze czworokat ABCE
jest réwnoleglobokiem, a poniewaz
AB :CD =2, wiec DE = CD. Ponadto
DL DE 1
*) A~ AB 2
Oznaczmy przez [F] pole figury F oraz
niech [DK L] = z. Wéwczas, na mocy
réwnosci (x), jest [AK L] = 2z. Poniewaz
punkt K jest $rodkiem przekatnej AC),
wigc [CDK] = [ADK] = 3z, a to oznacza,
ze [ACD] = 6z.

Z drugiej strony, korzystajac z warunku
AB : CD = 2, wnioskujemy, ze
[ACD] = %[ABCD] = 1. Stad 6z = %
czyli @ = %. Ostatecznie pole czworokata
KCDL wynosi ¢ 4+ 3z = 4z = %

Czas na czas
Krzysztof TURZYNSKI

Skonczyly sie wakacje w szkolach, juz niebawem zacznie sie rok akademicki
na uczelniach. Tylko patrzeé, a nadejda stotne jesienne wieczory. Wszystkie te
okolicznoéci sprzyjaja chwili zadumy nad uptywem czasu i jego natura.

Stad do wiecznoSci

Poczynione w ostatnich latach obserwacje kosmologiczne wydarty Wszech§wiatowi
wiele z jego sekretow. Postawily one réwniez przed ludzkoscia szereg pytan i wyzwan.
Na przyktad, czy tempo rozszerzania si¢ Wszechswiata zwigksza si¢ 1 bedzie
zwiekszaé sie zawsze, jak przewiduje to najprostszy model kosmologiczny? Jesli
tak, to fragment Wszech$wiata, z ktorego kiedykolwiek w przysztoéci dotra do nas
jakiekolwiek sygnaly, jest ograniczony i, co gorsza, wciaz sie zmniejsza.

Skoro obszar, z ktorym kiedykolwiek wejdziemy w kontakt, na przyktad, czerpiac
zen energie, jest skonczony, to skonczona jest takze caltkowita ilo$é energii
pozostajaca do dyspozycji ludzkosci. Przypuszczajac, ze istnienie jakichkolwiek
form zycia wymaga dostarczania pewnej minimalnej mocy, dochodzimy do
wniosku, ze po uplywie dostatecznie dlugiego czasu é6w fragment Wszechswiata
zia¢ bedzie zimna i martwa pustka. I chociaz pewnym pocieszeniem jest to, ze
odpowiednie skale czasowe liczy sie w miliardach lat, to intuicyjne zalozenie, ze
przyszlosé, w ktorej dziato sie bedzie cos interesujacego, nigdy sie nie skonczy,
wcale nie musi by¢ prawdziwe.

Administracyjna wzglednos¢ czasu

Wréémy jednak na razie gdzies blizej naszego duzo bardziej ograniczonego
wycinka czasoprzestrzeni i wyobrazmy sobie nastepujaca sytuacje. Rada
Ministréw lub zgota Komisja Europejska wydaje okélnik lub dyrektywe, ze od
najblizszego poniedzialku ludzie reprezentowani przez owo cialo maja wstawac
o godzine pdzniej, co pozwoli na zaoszczedzenie energii i poprawe samopoczucia
wskutek lepszego wykorzystania $wiatla stonecznego. Czy daloby sie uniknaé
zamieszek zwolennikow dluzszego spania z przeciwnikami mieszania si¢ rzadu

w sekrety alkowy, takie jak pora nastawienia budzika?

Odpowiednie rozporzadzenie wszakze istnieje i jest postusznie wykonywane
— kazdej wiosny przestawiamy zegarki o godzing do przodu i cofamy je

o godzing kazdej jesieni. Dzien zmiany czasu jest jednakowy w calej Europie,
ale mieszkancy tych hrabstw Stanéw Zjednoczonych, ktére zdecydowaly sie
wprowadzi¢ zmiane czasu z zimowego na letni (i odwrotnie), ciesza si¢ tym
ostatnim mniej wiecej o miesiac dtuzej niz Europejczycy. W niektérych zas
miejscach, np. w tych czesciach stanu Arizona, ktére nie sa rezerwatami
indianskimi, czasu z zimowego na letni nie zmienia si¢ w ogdle.

Dni, ktérych nigdy nie bylo

Nawet definicje powszechnie uzywanych jednostek czasu — roku, dnia czy sekundy
— moga prowadzi¢ do klopotéw. Jednym z najbardziej spektakularnych wydarzen
pokazujacych niedoskonatosci ludzkiego definiowania czasu byta reforma kalendarza
wprowadzona w 1582 roku przez papieza Grzegorza XIII. Miala ona na celu
przeciwdziatanie oddalaniu sie $wigt Wielkanocy od réwnonocy wiosennej, czyli
chwili, kiedy o$ obrotu Ziemi tworzy kat prosty z linia taczaca $rodki Stonca i Ziemi.
W nowym kalendarzu rok zwykly liczy 365 dwudziestoczterogodzinnych dni,

a co cztery lata, ale nie w latach o numerach podzielnych przez 100 i niepodzielnych
przez 400, wypada rok przestepny, w ktérym dodajemy dodatkowo jeden dzien —
29 lutego. To ,wypadanie” niektorych lat przestepnych rézni kalendarz gregorianski
od kalendarza julianskiego, wprowadzonego przez Juliusza Cezara, w ktérym

co czwarty rok jest przestepny. Srednia dlugosé¢ roku w kalendarzu gregorianskim
wynosi zatem 365,2425 dnia, rézniac sie o 0,0075 dnia od $redniej dlugosci roku
w kalendarzu julianskim, i stanowi dobre przyblizenie czasu uptywajacego miedzy
kolejnymi réownonocami wiosennymi.
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Rozwigzanie zadania M 1254.
Wykazemy, ze takie kolorowanie jest
mozliwe wtedy i tylko wtedy, gdy liczba n
jest podzielna przez 3.

Przyjmijmy, ze n jest liczba podzielna
przez 3, oraz niech

Ay Ay ... Agp AYAL .. AL,

bedzie danym graniastostupem. Woéwczas
kolorujemy wierzchotki A; i A} na
z6tto, Ao i A/z na zielono, Az i Ag na
niebiesko, A4 i A na zélto, itd. Takie
pokolorowanie spelnia warunki zadania.

Przyjmijmy z kolei, ze wierzchotki
graniastostupa pokolorowano

zgodnie z warunkami zadania na

trzy kolory: z6lty, zielony i niebieski.
Kazdemu z6ltemu wierzcholkowi Z
przyporzadkujmy wierzchotek zielony,
ktéry jest polaczony krawedziag

z wierzcholkiem Z. Woéwczas
odwzorowanie to jest wzajemnie
jednoznaczne: kazdemu wierzchotkowi
z6ttemu przypisano tylko jeden
wierzchotek zielony, a ponadto zaden
zielony wierzchotek nie jest przypisany
dwém zéttym.

Wobec tego z6ttych i zielonych
wierzchotkéw jest tyle samo. Analogiczne
stwierdzenie dowodzimy dla koloréw
niebieskiego i zielonego. Zatem liczba
wierzchotkéw graniastostupa, czyli 2n,
jest podzielna przez 3, skad bezposrednio
wynika, ze liczba n jest podzielna przez 3.

Reforma gregorianska, wyrzucajac z kalendarza daty od 5 do 14 pazdziernika
1582 roku, usuneta opo6znienie Wielkanocy, jakie narosto od czasu soboru
nicejskiego w 325 roku. Zgromadzenie owo przyjeto z kolei date réwnonocy
wiosennej wypadajaca na 21 marca, kompensujac 3 dni réznicy, jakie narosty
od wprowadzenia kalendarza julianskiego do soboru. Nietrudno zauwazy¢, ze
caly opisany wyzej ktopot z Wielkanoca spowodowany jest tym, ze stosunek
dtugosci roku do dlugosci doby — ktoére to dlugosci nie sa weale jednoznacznie
zdefiniowane, o czym dalej — nie jest liczba calkowita.

Czym jest rok?

Jezeli przyjmiemy definicje roku jako czasu uplywajacego od jednej rownonocy
wiosennej do nastepnej (tzw. rok zwrotnikowy), to wtedy czas, jaki Ziemi
zabiera pelny obieg wokél Stonca, nie jest rowny jednemu rokowi! Powodem
tego jest fakt, ze o$§ obrotu Ziemi nie wskazuje stalego kierunku w przestrzeni,
ale obraca si¢ zwolna, a obrét taki ma okres okolto 26 tysiecy lat. Kolejne
rownonoce wiosenne nie wystepuja zatem dokladnie w tych samych ,miejscach”
orbity ziemskiej, co oznacza, ze uktad gwiazdozbioréw na niebie przesuwa sie
powoli z okresem owych 26 tysiecy lat. Poniewaz nie prowadzi to w praktyce
do zadnych nieporozumien, ludzko$¢ uznala, ze zycie z taka anomalig jest
calkowicie znosne. Podstawowym efektem owego przesuwania sie gwiazdozbioréw
jest fakt, ze chociaz Stonce w czasach starozytnych znajdowalo sie¢ podczas
przesilenia letniego w gwiazdozbiorze Raka (od czego czerpie do dzis§ swa nazwe
zwrotnik Raka), dzi$ tlem tego zdarzenia jest pogranicze Byka i Blizniat.

Czym jest doba?

Jednym ze sposobdéw zdefiniowania doby jest stwierdzenie, ze sktada sie ona

z 24 - 60 - 60 = 86 400 sekund, ktére sg podstawowymi jednostkami czasu.

Od 1967 roku sekunda jest okreslona jako 9192631 770 okreséw fali
elektromagnetycznej emitowanej przy przejéciu pomiedzy dwoma nadsubtelnie
rozszczepionymi poziomami energetycznymi stanu podstawowego atomu cezu 133.

Taka dwudziestoczterogodzinna doba nie jest réwna okresowi obrotu Ziemi wokdt
wtlasnej osi! Okres ten wynosi 23 godziny 56 minut i 4,1 sekundy, co stanowi niemal
364/365 czesci doby. Réznica bierze sie z tego, ze pelen obieg Ziemi wokdl Stonca
,dodaje” rocznie dodatkowy dzien w stosunku do dni wynikajacych z samego obrotu
Ziemi. Rzeczywiscie, gdyby Ziemia nie obracala sie w ogdle wokol wlasnej osi, dany
punkt Ziemi przez pot roku zwrécony bylby w strone Stonca, przez pozostate pot
za$ kryt sie w cieniu, co dawaloby jedna, bardzo dtuga dobe.

Co gorsza, tempo obrotu Ziemi wokél wlasnej osi nie jest state, doba wydluza sie
mniej wiecej o 2 milisekundy na dzien na stulecie. R6znice pomiedzy czasem
atomowym, definiujacym sekunde, a czasem astronomicznym mozemy probowaé
skompensowaé, dodajac niekiedy, srednio co 430 dni, sekundy przestepne.
Powoduje to narastanie réznicy miedzy miedzynarodowym czasem atomowym
(International Atomic Time, w skrécie okre$lany francuskim akronimem TAT)

a wprowadzonym w 1972 roku uniwersalnym czasem koordynowanym ( Universal
Coordinated Time, UTC). Oba wzorce czasu sa nam potrzebne, gdyz wazne

jest zaréwno bardzo dokladne mierzenie odleglosci czasowych, jak i posiadanie
wzorca czasu zgodnego z ruchem Slonica po niebie. Obecnie réznica wskazan
miedzy UTC a TAI wynosi 34 sekundy.

Nadzorowaniem UTC zajmuje sie International Earth Rotation Service (IERS)
w Paryzu. Organizacja ta decyduje o tym, czy na koniec kazdego 30 czerwca

i 31 grudnia czasu UTC (czyli odpowiednio po pierwszej godzinie 1 lipca

i drugiej godzinie 1 stycznia czasu obowiazujacego w Polsce) nalezy dodaé
sekunde przestepna, by pozosta¢ w zgodzie z predkoscia obrotu Ziemi. Ostatnia,
jak dotad, sekunda przestepna zostala dodana do UTC po 31 grudnia 2008 r.

Co dalej?

Opisane przyklady swiadcza o tym, ze okreslanie jednostek czasu wcale nie jest tak
oczywista sprawa, jak to sie zazwyczaj wydaje. Czy obserwacja ta moze zatem stuzy¢
np. jako wymowka na wypadek spéznienia? Osadz to sam, Czytelniku Wnikliwy.
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Kosmiczna linijka
9. Galaktyka aktywna MS87. Odleglosc

Galaktyka o numerze 87 z katalogu Messiera,

czyli M87, jest najjasniejsza, a zarazem centralna
galaktyka w gromadzie galaktyk Virgo, widocznej

w gwiazdozbiorze Panny. Nasz Uklad Lokalny tez nalezy
do tej gromady galaktyk, ale znajduje sie na jej dalekich
peryferiach, wiec $wiatlo od tej galaktyki biegnie do nas
az 55 milionéw lat.

MBST jest ogromna galaktyka eliptyczna i zawiera
znaczng liczbe gromad kulistych: jest ich ponad

12 tysiecy (dla poréwnania: w Drodze Mlecznej mamy
ich 100 razy mniej).

W 1918 roku amerykanski astronom Heber Curtis
zauwazyl, ze z jadra galaktyki M87 emitowany jest
zagadkowy promien $wietlny, bedacy, jak sie okazalo,
strugg $wiecacego gazu. Strugi takie, wyrzucane przez
jadra galaktyk (a takze przez inne obiekty kosmiczne,
na przykltad, uklady podwdjne gwiazd zawierajace
czarng dziure, tzw. mikrokwazary), nazywane sa
dzetami. Dzet w M87 Swieci w zakresie rentgenowskim,
optycznym i radiowym, obserwacje zas z Teleskopu
Hubble’a pokazaly jego pozornie nadswietlna predkosé
(jest to efekt czysto geometryczny, wynikajacy z tego,
ze obserwator widzi jedynie rzut prostopadly Zrodla
swiatla, ktore porusza si¢ na niebie z liniowa predkoscia
bardzo bliska c, ale nie wigksza). Ostatnio obserwacje
wykonane przez teleskop Czerenkowa HESS pokazaly, ze
dzet w MS7 jest réwniez Zrodlem silnej emisji fotonéw
o energiach rzedu TeV.

Mechanizm wyrzucania dzetu z okolicy jadra galaktyki
nie zostal jeszcze do konca zbadany i stanowi obecnie
przedmiot zZywego zainteresowania astronomow. Bez
watpienia, bardzo wazne jest to, ze galaktyka MS87
zawiera w swoim centrum olbrzymia czarna dziure,
ktérej masa szacowana jest na 3,4 - 10° mas Stonca.
Czarna dziura pochlania ze swojego otoczenia materie,
ktora, jesli ma odpowiednio duzo momentu pedu,

to spiraluje do centrum po coraz ciaéniejszych orbitach.
Tworzy sie woéwczas dysk akrecyjny, ktory kosztem
energii grawitacyjnej nagrzewa sie do temperatur rzedu
milionéw stopni Kelwina, a jego promieniowanie

16 Mpc (4 Mpc na linijce)

przy¢émiewa $wiatlo otaczajacych gwiazd i jest objawem
aktywnosci centrum galaktyki. Pierwsze galaktyki
aktywne zostaly odkryte na poczatku lat 40. XX wieku
przez Karla Seyferta i sklasyfikowane na podstawie
obserwacji ich niezwykle silnych linii emisyjnych.

Obserwacje rentgenowskie galaktyki M87 i jej otoczenia
w macierzystej gromadzie, wykonane przez satelite
Chandra, pokazaly istnienie wldknistych struktur

i pierScieni, ktore moga by¢ Sladami jej wczesniejszych
epizodéw aktywnosci (jak fale na wodzie).

Galaktyka aktywna M87, podobnie jak Centrum
Drogi Mlecznej Sgr A*, $wieci znacznie ponizej
jasnosci Eddingtona (jest to graniczna jasno$é,

przy ktérej sita zwigzana z ci$nieniem promieniowania
rownowazy przyciaganie grawitacyjne na powierzchni
gwiazdy, czy tez, analogicznie, na powierzchni dysku
akrecyjnego). Jasno$é¢ Eddingtona jest proporcjonalna
do masy centralnej i w przypadku M87 mozna ja
oszacowaé na 4,25 - 1047 erg/s, obserwowana za$ jasno$é
galaktyki jest oceniana na utamek procenta jasnosci
eddingtonowskiej.

Pomimo tego podobienstwa czarna dziura w M87

nie jest uspiona, tak jak ta w Sgr A*, lecz produkuje
potezny dzet. Co$ sie wiec za tym kryje: byé¢ moze
czarna dziura w M87 bardzo szybko sie obraca

i energia czerpana z jej rotacji stuzy do zasilania dzetu?
W odpowiedzi na to pytanie pomoga planowane obecnie
obserwacje radiowe bezposrednich okolic czarnej dziury
w M87, mozliwe dzieki interferometrii wielkobazowej
(VLBI). Dzieki temu, ze masa czarnej dziury w M87 jest
duza, to nawet przy odlegtosci 16 Mpc powierzchnia jej
horyzontu widziana z Ziemi wynosi az 22 mikrosekundy
tuku. Jest to jedynie 2,5 raza mniej niz powierzchnia
horyzontu czarnej dziury w Sgr A*, ktora, cho¢ jest
duzo blizej, to jest tez mniej masywna (promien
horyzontu skaluje si¢ proporcjonalnie do masy).
Poréwnanie dostatecznie doktadnych obrazéow postuzy
do sprawdzenia, dlaczego w okolicy jednej z tych
czarnych dziur powstaje dzet, a w drugiej nie.

Bozena CZERNY, Agnieszka JANIUK
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ze wsrod 10w stéw nie ma kolizji przy f, wynosi‘
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9
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i=0

9
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Stad, z ogromnym prawdopodobienstwem wéroéd 10 [\/ﬁ | stéw wystepuje zadana kolizja.
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Do czego komputer nigdy sie nie przyda?

Tomasz KAZANA™

Czym jest programowanie? Zapewne ilu programistow,
tyle opinii. Na potrzeby tego artykulu przyjmijmy

taka definicje: programowanie to sztuka formalnego

(w $cisle okreslonym jezyku) zapisu sposobu postepowania
(algorytmu) w celu rozwiazywania okreslonego problemu
dla konkretnych danych. A wiec programista tworzy
przepis, ktory zmudnie wykonywany na krzemowych
bramkach procesora, pozwala komputerowi odpowiadaé
na roznorodne pytania. Chcemy szybko obliczyé¢ n-ta
liczbe Fibonacciego? Powiedzmy komputerowi, jak ma to
robié, tzn. napiszmy odpowiedni program. Woéwczas
mozemy bez trudu wyznaczy¢, na przyklad, setny wyraz
tego ciagu. Oczywiscie, od wyboru algorytmu, a wiec od
naszej inwencji, zalezy, jak dlugo takie obliczenie bedzie
trwa¢. Jednak nie to zagadnienie zamierzamy w tym
artykule rozwazaé. Checemy pokazaé cos duzo bardziej
zaskakujacego. Ot6z istnieja problemy, dla ktorych

nie istnieje zadna metoda postepowania! To znaczy, ze
nie da sie napisa¢ programu, ktéry by je rozwiazywal.
Zaznaczmy to wyraznie: to nie tak, ze jeszcze nikt nie wpadt
na pomyst, jak taki problem rozwiazac¢. Po prostu mozna
w Scisty sposob udowodnié, ze nigdy nikomu sie to nie uda.
Problemy tego typu nazywamy nierozstrzygalnymi. Kilka
z nich sprobujemy w tym artykule naszkicowaé.

Pierwszym przykladem jest tak zwany problem Posta.
Ustalmy jaki$ alfabet, dla uproszczenia niech beda to
dwie litery a i b. Nasze zadanie okre$lmy nastepujaco:
dla danych n par stow nad tym alfabetem, tj. dla
wejscia
(ur,w1), ..., (Un, wy),

chcemy sprawdzi¢, czy istnieje taki skonczony ciag
indekséw i1,19, ..., € {1, e ,TL}, ze

uiluiQ P uik = wilwiz P wik.
Na przyktad, dla danych (u; = aa,w; = aaa),
(ug = aba,ws =), (uz = ababa, ws = aaaaab)
odpowiedz brzmi tak, a opisana wlasnosé¢ realizuje
ciag (1,2,1), poniewaz ujusu; = aa - aba - aa =
=aaa - b-aca = wiwowy.

Okazuje sie, ze problem Posta, choé¢ do$é¢ tatwo go
sformulowaé, jest nierozstrzygalny. Jest on istotny takze
7z jeszcze innego powodu. Ot6z czesto wykorzystuje

sie go do tego, zeby udowodnié¢, ze inne problemy sa
nierozstrzygalne.

Mowa tu o tak zwanym sprowadzeniu badanego problemu

do jakiegos innego problemu nierozstrzygalnego. Tzn. aby
udowodnié¢, ze problem P jest nierozstrzygalny, mozemy
zastosowaé nastepujace rozumowanie nie wprost. Zalézmy, ze

P jest rozstrzygalny. Wowczas pokazujemy pewna ustalona
konstrukcje, ktora przeksztalca dane wejsciowe problemu Posta
na dane wejéciowe problemu P, w taki sposéb, aby na podstawie
wyniku dzialania P mozna bylo odczytaé rozwiazanie problemu
Posta (dla tych konkretnych danych). To juz oznacza sprzecznosc,
bo tym samym pokazaliSmy program, ktéry (uruchamiajac
program rozwiazujacy P) potrafi rozstrzygaé¢ wlasno$é Posta.
Ta sprzeczno$¢ dowodzi nierozstrzygalnosci P.

*doktorant, Instytut Informatyki, Uniwersytet Warszawski
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Jest wiec troche ,wazniejszym” przykladem niz inne,
stad pokazujemy go na poczatku.

Podobny status maja niektére problemy NP-zupelne, na przyktad
problem spelnialnosci formul logicznych (SAT).

We wspoélcezesnej informatyce teoretycznej badanie
probleméw nierozstrzygalnych (a raczej: rozstrzyganie,
ktore problemy sa, a ktére nie sa rozstrzygalne) ma
niebagatelne znaczenie. Wachlarz znanych zagadnien
nierozstrzygalnych jest przez to bardzo szeroki.

Sa to zadania czesto gleboko teoretyczne i trudne do
przejrzystego, nawet powierzchownego oméwienia.

My jednak sprobujemy przedstawié kilka bardzo
prostych do opisania probleméw, ktore okazuja sie
nierozstrzygalne. (Pierwsze dwa zostaly zaczerpniete

z prac Davida Harela, wybitnego informatyka
izraelskiego.) Przyklady sa zréznicowane, aby Czytelnik
wyrobil sobie jakas intuicje, co moze byé niemozliwe,
a co — tylko trudne.

Problem 1. Klocki

Na wejsciu otrzymujemy skonczona liczbe rodzajéow
kwadratowych klockéw, ktore maja pokolorowane
¢wiartki (jak na rysunku 1) — klockéw kazdego rodzaju
jest w zestawie nieskonczenie wiele. Chcieliby$my méc
odpowiadaé¢ na pytanie, czy majac tylko takie klocki,
mozna nimi pokryé cala plaszczyzne (rys. 2). Przy tym
dwa klocki wolno postawi¢ obok siebie, gdy stykaja sie
¢wiartkami w tym samym
kolorze. W ogdlnosci komputer
nam w tym nie pomoze, bo to
problem nierozstrzygalny. . .

XXX

Rys. 1

Rys. 2

Problem 2. Waz z klockéw na pélptaszczyznie

Wejscie tego problemu jest takie samo jak poprzednio.
Powiedzmy, ze dla rodzajow klockéw okreslonych

w wejsciu i wskazanych dwéch punktow na kratowanej
plaszczyznie chceielibyémy sprawdzié, czy istnieje wqz

z klockéw taczacy te punkty (rys. 3). Tak opisany
problem jest rozstrzygalny. Jednak jesli nieco zmienimy
zasady, tzn. zazadamy, by weze miescity sie w catosci
w goérnej pélplaszcezyznie — nasz problem stanie sie
nierozstrzygalny.

, K

Rys. 3



Problem 3. Uniwersalne programy do
debugowania

Nierozstrzygalne sa wszelkie problemy, ktére miatyby
weryfikowaé odpowiednio nietrywialne wlasnosci
programéw podanych na wejéciu. Nierozstrzygalny jest,
na przyktad, problem sprawdzania, czy dany program
nie ma wyciekéw pamieci, czy zawsze si¢ konczy, czy
daje poprawny wynik (w jakim$ okreslonym sensie) itp.
Na duzym poziomie ogdlnoéci mozna o tym myslec tak,
iz nie istnieja (i nie moga istnie¢) zadne uniwersalne
programy do automatycznego debugowania, czyli
usuwania btedéw z innych programoéw.

Problem 4. Dziesigty problem Hilberta

Nie jest mozliwe napisanie programu, ktoéry
stwierdzalby, czy zadane réwnanie diofantyczne ma

cho¢ jedno rozwiazanie, czy nie.

Roéwnanie diofantyczne to réwnanie wielomianowe, ktérego
rozwigzania szukamy w zbiorze liczb catkowitych. Najczesciej
rozwaza si¢ réwnania diofantyczne z kilkoma niewiadomymi.
Przyktady: z° 4+ ¢° = 2%, 22 — 3y? = 1.

Problem ten postawiony zostal na przetomie XIX

i XX w. przez Hilberta. Oczekiwania byly raczej
pozytywne. Niestety, marzenia pryslty za sprawa Jurija
Matijasiewicza, ktory w latach 70. XX wieku jako
pierwszy wykazal nierozstrzygalno$é tego problemu.
Uwaga: dla czesci wej$é oczywiscie mozna ten problem
rozwiazac¢. By¢ moze nawet da sie napisaé¢ program, ktory
zadziala na pewnym ograniczonym podzbiorze danych,
chociazby na réwnaniach liniowych. Nierozstrzygalnosé
oznacza tyle, ze nie da si¢ napisa¢ programu zawsze
poprawnego, dziatajacego dla kazdych mozliwych danych.
Tu: rozwiazujacego kazde mozliwe réwnanie diofantyczne,
lub choéby stwierdzajacego, czy jego rozwiazanie istnieje.

Problem 5. Automatyczne rozstrzyganie hipotez

Nierozstrzygalny jest problem, czy podana na wejsciu
hipoteza matematyczna jest prawdziwa, czy falszywa.
Tzn. jaka$ hipoteze formulujemy $cisle i czekamy na
weryfikacje. Zwrot $cisle oznacza tutaj — w jezyku jakiej$
odpowiednio silnej logiki (nieformalnie: chcieliby$my,
aby hipoteza byla wyrazona w dostatecznie bogatym
jezyku matematycznym, np. przy uzyciu takich pojeé, jak
wdla kazdego” czy ,istnieje”).

Okazuje sig, ze pewne waskie podproblemy tego zagadnienia sa
rozstrzygalne. Na przyktad, Mojzesz Presburger udowodnil, iz
hipotezy z dziedziny arytmetyki, ale te nieuzywajace mnozenia

(a wigc samo dodawanie), ktére da si¢ wyrazi¢ w tzw. jezyku

logiki pierwszego rzedu, mozna weryfikowaé¢ automatycznie za
pomoca komputera.

Problem 6. Problem stopu

Nierozstrzygalne jest pytanie, czy dany program dla
konkretnych danych wejsciowych petli si¢ czy nie.

W jezyku programisty powiedzieliby$my, ze nie da sie
napisa¢ programu super-program.c, ktory — dostawszy
na wejsciu jakié inny program do-testowania. c oraz dane
wejéciowe dane . in — stwierdzalby (w skoficzonym czasie),
czy dla danych dane.in program do-testowania.c
konczy sie czy nie. Podamy pelny dowdd tego twierdzenia.
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Dowdd. Zaltézmy nie wprost, ze taki program jednak
udalo nam si¢ napisa¢. Tzn. mamy funkcje

bool stop(program, dane),

ktora zawsze dziala w skonczonym czasie i zwraca prawde
wtedy i tylko wtedy, gdy podany program dla wejécia dane
zatrzymuje sie. Napiszmy teraz inna funkcje:

bool fun(program)
if stop(program, program) then
while true do sleep();
else
return true;

Zauwazmy, ze w powyzszej funkcji jako drugi parametr
funkcji stop, a zatem jako dane wejsciowe, podany jest
sam program!

Zastanéwmy sie, jaki jest wynik dzialania fun(fun).
Kazdy program dla okreslonych danych albo sie petli,
albo nie — rozwazmy wiec dwa przypadki. Najpierw
zalézmy, ze wykonanie fun(fun) zatrzymuje sie.
Woweczas, na mocy okreslenia problemu stopu,

stop(fun, fun) zwraca true. Jednak wtedy analiza

kodu funkcji fun pokazuje, ze fun(fun) petli sie, gdyz
warunek po if jest prawdziwy. UzyskaliSmy sprzeczno$c,
co oznacza, ze fun(fun) musi si¢ petli¢é. To jednak (znéw
patrzymy na instrukcje if w funkcji fun) implikuje, ze
stop(fun, fun) zwraca prawde, a to, z definicji funkeji
stop, oznacza dokladnie tyle, ze fun(fun) zatrzymuje sie.

W kazdym przypadku uzyskaliSmy zatem sprzecznosé,
wiec teza zostala udowodniona. [J

Autor ma $wiadomo$é¢, ze ten artykul w duzej mierze jest
tylko namiastka, prezentacja ledwie kilku przyktadéw,

i ma stanowi¢ raczej zachete do dalszych poszukiwan.
Przy okazji ma jednak nadzieje, ze udalo sie, chocby
mgliscie, da¢ oglad, czym si¢ — miedzy innymi —

zajmuje wspolczesna informatyka teoretyczna. Sama
tematyke probleméw nierozstrzygalnych mozna
oczywiscie rozwija¢ dalej. Ciekawy, by¢ moze wart
oddzielnego przedstawienia, wydaje si¢ temat hierarchii
probleméw nierozstrzygalnych. Mowimy tu o takiej
hierarchii, w ktorej problemy nierozwiazywalne

(tzn. nierozstrzygalne) dzielimy na mniej i bardziej
beznadziejne przypadki. Porzadek jest tu taki, ze
problem P; jest trudniejszy od Ps, jedli zalozenie o tym,
ze Py bylby rozstrzygalny, pozwolitoby hipotetycznie
rozstrzygac P, a odwrotnie — juz nie. Pewnie mozna by
tu mie¢ watpliwosci, po co w ogdle poréwnywaé problemy,
ktore i tak s niemozliwe do rozwiazania. Z pewnoscia
jest tu jakis element sztuki dla sztuki (jak w kazdej
bardzo teoretycznej dyscyplinie nauki), jednak tego typu
zagadnienia nie sa wylacznie domena smakoszy.

Rezultaty z dziedziny nierozstrzygalnosci to tak zwane
twierdzenia o niemoznosci — zjawisko fascynujace samo
w sobie! To znaczy udaje nam sie dowie$¢, ze czegos nie da
sig¢ rozwiazac¢. Wskutek tego musimy mie¢ $§wiadomosé, ze
istnieja problemy, na ktore nie pomoga ani nasze szkietka,
ani nasze oczy, ani nawet tona krzemu zaprogramowana
przez najlepszych algorytmikow.



Rys. 1

Przypominamy: tréjkat Reuleaux to
figura uzyskana z tréjkata réwnobocznego
XYZ w ten sposob, ze bok XY zostaje
zastagpiony lukiem XY okregu o srodku Z
i podobnie pozostate boki; punkty X,Y, Z
nazywamy wierzchotkami otrzymanego
tréjkata Reuleaux.

Rys. 2
A
w
S B
P E
Rys. 3

Mota delld

Rozeta katedry w Metz — cigg dalszy

W poprzednim artykule (Delta 8/2009) skonstruowalismy gléwna czesé
rozety z katedry w Metz: osiem duzych ostrotukéw wpisanych w okrag
oraz po dwa mniejsze ostroluki wpisane w duze ostrotuki (rys. 1).
Teraz zajmiemy sie wolna przestrzenia miedzy duzymi ostrotukami

i okregiem ograniczajacym rozete. W kazda z tych wolnych przestrzeni
wpiszemy tréjkat Reuleaux styczny do obu ostrotukéw i danego okregu
(rys. 2). Zaznaczmy wierzcholki tréjkata Reuleaux; niech beda to
punkty B, C'i D. Zaznaczmy takze punkty styczno$ci: niech A bedzie
punktem stycznosci okregu ograniczajacego rozete z tukiem C'D, niech
E bedzie punktem stycznosci duzych ostrotukéw i niech S bedzie
punktem stycznosci tukéw W E i BD. Niech wreszcie punkt P bedzie
srodkiem okregu, ktérego fragmentem jest tuk WE (rys. 3). Oczywiscie
odcinek PFE jest promieniem tego okregu.

Naszym celem jest znalezienie wierzchotkéw B, C' i D. Musza przy tym
by¢ spelnione nastepujace warunki:

AB=BC=CD=BD oraz PC=PE+ AB.

Rozwiazemy najpierw zadanie w pewnym sensie odwrotne. Zatozymy,

ze dane sa punkty B, C'i D, a nastepnie znajdziemy odpowiadajacy im
punkt P spelniajacy zadane warunki. Wtedy otrzymana konfiguracje
punktow przeksztalcimy przez jednoktadnosé o srodku w punkcie A,

tak by otrzymany punkt P pokryl sic z danym punktem P.

Konstrukcje te opiszemy jednak nie odwotujac sie bezposrednio

do pojecia jednoktadnosci, tak by byta ona zrozumiata rowniez dla

0s6b nieznajacych wlasnoéci tego przeksztalcenia geometrycznego.
Czytelnik znajacy te wlasnodci bez trudu dostrzeze sposéb wykorzystania
jednokladnosci.

Niech O bedzie érodkiem okregu ograniczajacego rozete. Konstrukcje
rozpoczynamy od tego, ze na prostej OA wybieramy dowolny punkt B’
i konstruujemy tréjkat réwnoboczny B'C’D’, ktérego bok jest

rowny AB’. Na rysunku 4 wybraliémy B’ = O; punkt C’ znajduje

sie wtedy na okregu ograniczajacym rozete oraz << AOC’ = 30°.

Nie zaznaczamy na tym rysunku punktu D’; nie jest on potrzebny

do konstrukeji punktéw B, C'i D. Poniewaz tréjkat AOC” jest
rownoramienny, wiec XOAC" = <OC'A = 75°. Znajdujemy nastepnie
punkt G, tak by tréjkat OGC” byl rownoboczny. Zauwazmy, ze wtedy

LAOG = < AOC" + «C'OG = 30° 4+ 60° = 90°.



Przez punkt G prowadzimy nastepnie prosta prostopadia do OG

(czyli réwnoleglta do OA). Zaznaczamy punkt przeciecia tej prostej

z prosta AP; niech bedzie to punkt M. Niech H bedzie punktem

przeciecia prostych GM i PE. Teraz zaczyna sie najwazniejsza czesé

konstrukcji: na prostej M C" znajdujemy taki punkt K, by PK = PH.

Nastepnie przez punkt C” prowadzimy prosta rownolegta do PK

i w przecieciu z prosta AP znajdujemy punkt P’. Niech £’ bedzie rzutem

punktu P’ na prosta OA i niech L bedzie punktem przeciecia prostych

GM i P'E'. Wykazemy, ze P'C' = P'E' + OA.

Zauwazamy dwie pary tréjkatéw podobnych:
APKM ~ AP'C'M oraz APHM ~ AP'LM.

Mamy zatem

M

PK PM PH

pPC PM PL
Poniewaz PK = PH, wigc

PC=PL=PF+FEL=PFE+0G=
=P E' + OA.

Teraz znajdujemy punkty B, C'i D. Niech C
bedzie punktem przeciecia prostych AC' i PK.
Nastepnie przez punkt C' prowadzimy prosta

Cl

rownolegta do OC’; punkt B jest punktem

przeciecia tej prostej z prosta OA. Wreszcie
punkt D jest punktem symetrycznym do C
wzgledem prostej OA. Zauwazmy najpierw,

ze SABC = < AOC" = 30°. Stad wynika, ze

I DBC = 60°. Poniewaz z symetrii wynika tez, ze
DB = BC, wiec trojkat BCD jest réwnoboczny.
Wiemy réwniez, ze < BAC = <OAC' = 75°, a wiec

Pl

Rys. 4

E/

L < BCA = 75°. Stad wynika, ze trojkat BC'A jest
rownoramienny: BC = BA.

Pozostaje do wykazania, ze PC' = PE + AB. Korzystajac z podobienstwa
tréjkatéw PCA 1 P'C' A, otrzymujemy proporcje

PC PA
pPC T PA
7 podobienstwa trojkatéw PEA i P'E'A otrzymujemy
PE  PA
PE — PA

7 podobienstwa trojkatow BCA i OC'A i jeszcze raz PCA i P'C'A
otrzymujemy

BC AC PA

oC'  AC'  PA
Stad dostajemy PE-P'A= P'E' - PA oraz BC-P'A=0C"-PA.
Po dodaniu ostatnich dwéch réwnosci dostajemy

(PE + BC)-P'A=(P'E'+0C") - PA,

czyli
PE+BC  PA  PC
PE +0C"  PA PC
Ale PPE'4+0C"= P'E'+ OA = P'C’, skad wynika, ze PE + BC = PC.
Poniewaz BC = AB, wiec ostatecznie dostajemy PE + AB = PC.
To dowodzi poprawnosci konstrukeji wierzchotkéw trojkata Reuleaux.

Matg Delte przygotowal Wojciech GUZICKI




Na rozwigzania zadan A 171 A 18
czekamy do 1 pazdziernika 2009 r.
(decyduje data stempla pocztowego)
pod adresem:

Centrum Astronomiczne
im. Mikotaja Kopernika
ul. Bartycka 18
00-716 Warszawa

z dopiskiem na kopercie
,2Konkurs Delty”.

Konkurs zadan astronomicznych

A 17. Promien Ziemi wynosi 6370 km. Oszacowa¢ mase ziemskiej
atmosfery. [1 pkt]

A 18. Uklad za¢mieniowy sktada sie z gwiazdy ciagu gléwnego i 6 razy
wiekszego czerwonego olbrzyma. Ich jasno$ci sa odpowiednio m; = 7,8 mag
i my = 7 mag. Obliczy¢ jasno$é ukladu, gdy: (a) widoczne sa obie gwiazdy,
(b) gwiazda ciagu gléwnego jest na tle olbrzyma. [2 pkt]

Rozwigzania zadan z numeru 7/2009

A 13. Praca potrzebna na skok wykonana przez kosmonaute na Ziemi
i Ksiezycu jest taka sama i réwna przyrostowi energii potencjalne;j.

E;( = EpZ, mgzhz = mgrhi

czyli ostatecznie wysoko$é, na jaka wyskoczy kosmonauta na Ksiezycu, wynosi
hK == GhZ = 4,2 .

A 14. Przyjmijmy, ze $rednia masa atomowa atmosfery wynosi m,y ~ 14 u, czyli
23,4-1072% g, natomiast érednia gestosé atmosfery to gg = 1073 g/cm®”. Stad
n = /ma;. Ostatecznie

T =oHo/mat.
Podstawiajac wielkosci liczbowe (przy zalozeniu, Ze grubo$é atmosfery Ziemi to
10 km), otrzymujemy 7 = 43.

Promieniowanie rentgenowskie bedzie skutecznie pochlaniane przez atmosfere,
jezeli glebokosé optyczna zwiazana z pochlanianiem tych fotonéw bedzie
znaczaco wieksza od 1.

Zadania z fizyki w tym numerze sa oparte na bardzo starych, jeszcze
siedemnastowiecznych pomystach.

F 747. Pod jakimi katami do poziomu nalezy ustawié¢ deseczki o dtugosci k i [,
aby kulka staczala si¢ po nich w tym samym czasie?
Rozwiazanie na str. 17

F 748. Jaki ksztalt przybierze woda w naczyniu o ksztalcie walca, gdy ten
bedzie sie szybko obracal wokot swojej osi?
Rozwiazanie na str. 24

Redaguje Waldemar POMPE

M 1252. Liczby dodatnie a, b, ¢ naleza do przedziatu (0,1). Wykazaé, ze
co najmniej jedna z liczb a(1 —b), b(1 — ¢), ¢(1 — a) nie przekracza 1/4.
Rozwiazanie na str. 17

M 1253. Dany jest trapez ABCD o polu 1, w ktérym stosunek dlugosci
podstaw AB i C'D wynosi 2. Punkt K jest srodkiem przekatnej AC,

a punkt L jest punktem przeciecia prostych BK i AD. Wyznaczy¢ pole
czworokata KCDL.

Rozwiazanie na str. 1

M 1254. Dany jest graniastostup o podstawie n-kata. Rozstrzygnaé, dla jakich
liczb n mozna wierzchotki tego graniastostupa pokolorowaé trzema kolorami,
tak aby kazdy wierzchotek byl potaczony krawedziami z trzema wierzchotkami
o roznych kolorach.

Rozwiazanie na str. 2
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Nastepne
materialy olimpijskie ¥

A beda opublikowane #
w Delcie 11/2009

Olimpiada

Zadania zawodow I stopnia
Olimpiady Astronomicznej, Olimpiady Matematycznej
oraz Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistow
2009/2010

W dniu oddawania do druku tego numeru Delty Konkursy na organizacje olimpiad
przedmiotowych w roku szkolnym 2009/2010 nie byty jeszcze rozstrzygniete. Z tego wzgledu
nie mieliSmy mozliwosci opublikowania zadan ze wszystkich poszczegdlnych pierwszych etapéw.
Nie podajemy tez adreséw Komitetéw Okregowych. Publikujemy zadania z obu Olimpiad
Matematycznych, gdyz wszyscy zainteresowani uzgodnili, ze zadania, ktére zamieszczamy,
beda obowiazujace bez wzgledu na to, kto bedzie organizatorem. Z kolei dotychczasowy
Komitet Gtéwny Olimpiady Astronomicznej zapewnia, ze wszyscy, ktérzy nadeslg rozwiazania
zamieszczonych nizej zadan, otrzymaja odpowiedz.

Redakcja

LIII Olimpiada Astronomiczna

Informacje regulaminowe

1. Olimpiada Astronomiczna jest organizowana dla uczniéw
szkot ponadgimnazgjalnych.

2. Zawody olimpiady sa tréjstopniowe. W zawodach

I stopnia (szkolnych) kazdy uczestnik rozwiagzuje dwie serie
zadan, w tym zadanie obserwacyjne. Rozwigzywanie zadan
zawodéw 11 stopnia i III stopnia odbywa si¢ w warunkach
kontrolowanej samodzielnosci.

3. W pierwszej serii zadan zawodow I stopnia nalezy
nadestaé, do 12 pazdziernika 2009 r., rozwiazania 3 zadan
dowolnie wybranych przez uczestnika sposrod zestawu
zawierajacego 4 zadania.

4. Uczniowie, ktérzy przysla rozwiazania zadan pierwszej
serii, otrzymaja do konca pazdziernika biezacego roku
tematy drugiej serii zadan. Zadania obydwu serii beda
réwniez umieszczane na stronie internetowej olimpiady:
http://planetarium.chorzow.net.pl

5. Rozwigzanie zadania obserwacyjnego nalezy przesta¢ wraz
z rozwigzaniami zadan drugiej serii zawodéw I stopnia, do
16 listopada 2009 r. Decyduje data stempla pocztowego.
Nadestanie rozwigzania zadania obserwacyjnego jest
warunkiem koniecznym dalszego udzialu w olimpiadzie.

6. W przypadku nadestania rozwigzan wiekszej liczby zadan
z danego zestawu do klasyfikacji zaliczane bedg rozwigzania
ocenione najwyzej (po trzy zadania z kazdej serii i jedno
zadanie obserwacyjne).

7. Rozwiazania zadan zawodéw I stopnia nalezy przestaé za
posrednictwem szkoly pod adresem:

Komitet Gléwny Olimpiady Astronomicznej
Planetarium Slaskie
41-500 Chorzéw, skr. poczt. 10
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w terminach podanych w p. 3 i 5. Decyduje data stempla
pocztowego.

8. Rozwiazania zadan powinny by¢ krétkie i zwiezle, ale

z wystarczajacym uzasadnieniem. W przypadku polecenia
samodzielnego wyszukania danych nalezy podac ich
zrédto. Jako dane traktuje si¢ réwniez podrecznikowe state
astronomiczne i fizyczne.

9. Rozwiazanie kazdego zadania nalezy napisaé na
oddzielnym arkuszu papieru formatu A4. Kazdy arkusz

oraz wszelkie zalaczniki (mapki, wykresy, tabele itp.) nalezy
podpisa¢ imieniem i nazwiskiem. W nagtéwku zadania

o najnizszej numeracji nalezy umieéci¢ dodatkowo: pelng
nazwe szkoly, jej adres, klase i jej profil oraz adres prywatny
(z kodami pocztowymi).

Dodatkowo, do rozwiazan pierwszej serii zadan nalezy
dolaczy¢ na osobnej kartce nastepujace informacje: imie

i nazwisko, rok urodzenia, nazwa szkoty wraz z jej imieniem,
adres szkoly (z kodem pocztowym i nazwa wojewddztwa),
klasa, profil klasy, adres prywatny (z kodem pocztowym),
e-mail, nazwisko nauczyciela fizyki i astronomii oraz
ewentualnie opiekuna przygotowujacego do olimpiady.

10. Zawody II stopnia odbeda sie¢ 18 stycznia 2010 r.
Zawody III stopnia odbeda sie w dniach od 11 do 14 marca
2010 r.

11. Powiadomienia o zakwalifikowaniu do zawoddéw
kolejnych stopni otrzymaja jedynie uczniowie awansujacy.

12. O uprawnieniach w przyjmowaniu na wyzsze uczelnie
laureatéw i finalistow olimpiady decyduja senaty uczelni.
Informacje na ten temat sa umieszczane na ich stronach
internetowych.



Pierwsza seria zadan zawodéw I stopnia

1. W marcu 2009 r. na orbicie heliocentrycznej
umieszczono sonde Kepler. Sonda obiega Stonce w czasie
372,5 dnia, po orbicie polozonej w plaszczyznie orbity
ziemskiej. Zaktadajac, ze w momencie poczatkowym kat
pomiedzy kierunkami: Ziemia—sonda i Ziemia—Stonce
wynosit 180°, oblicz ten kat oraz odleglos¢ sondy

od Ziemi:

a. po planowanym zakonczeniu misji, tzn. po 3,5 roku;
b. po ewentualnym przedtuzeniu misji sondy do 6 lat.

Uwagi:

1° pomijamy perturbacje pochodzace od Ziemi, Ksiezyca
i planet,

2° ze wzgledu na mate mimosrody orbit Ziemi i sondy
przyjmujemy, ze sa one okregami.

2. Szerokos¢ geograficzna obserwatorium
astronomicznego krakowskiego Uniwersytetu
Pedagogicznego na Suhorze wynosi g = 449,52,
natomiast obserwatorium astronomicznego Uniwersytetu
Mikotaja Kopernika w Piwnicach ¢p = +53,1°.
Przyjmujac, ze nocne obserwacje astronomiczne mozna

prowadzi¢ w okresie, gdy wysoko$¢ Stonca h < —15°,
oblicz réznice pomiedzy takimi okresami podczas
zimowego i letniego przesilenia w tych obserwatoriach.

3. Zadaniem sondy Kepler jest poszukiwanie planet
pozastonecznych podobnych do Ziemi. Umieszczony
na sondzie teleskop prowadzi réwnoczesne obserwacje
fotometryczne duzej liczby gwiazd w celu wykrycia
okresowych zmian ich jasnosSci, wynikajacych

z przejscia na tle tarczy danej gwiazdy hipotetycznej
planety. Oblicz, o ile procent zmienilby sie strumien
dochodzacego $wiatta od gwiazdy takiej jak nasze
Stonce, gdyby na jej tle przechodzila planeta
wielkosci Ziemi. Obliczong zmiane strumienia wyraz
w wielkoSciach gwiazdowych.

4. Krétko opisz cele Miedzynarodowego Roku Astronomii
2009 i wymien kilka znanych Ci imprez organizowanych
w ramach obchodéw tego roku. Zaproponuj program
takich obchodéw w Twojej szkole, uwzgledniajac

realne mozliwosci szkoly i uczniéw w organizowaniu

i przeprowadzeniu elementow takiego programu.

Zadania obserwacyjne

Rozwigzanie zadania obserwacyjnego powinno zawierac:
dane dotyczqce przyrzedow uzytych do obserwacyi

1 pomiaréw, opis metody i programu obserwacyi,
standardowe dane dotyczgce przeprowadzonej obserwacyji
(m.in. date, czas, wspdlrzedne geograficzne, warunki
atmosferyczne), wyniki obserwacyi i ich opracowanie
oraz ocene doktadnosci uzyskanych rezultatow.

W przypadku zastosowania metody fotograficznej mozna
dolgczyé negatyw, fotografie, wydruk komputerowy
zdjecia lub plik na CD, DVD itp.

1. Skontroluj prawidlowos¢ wskazan zegara slonecznego
znajdujacego sic w Twojej lub pobliskiej miejscowosci.
W tym celu dokonaj odczytu wskazan zegara
stonecznego w réznych momentach czasu urzedowego

i poréwnaj te wskazania z obliczonym lokalnym

czasem prawdziwym stonecznym dla tych momentéw.
Skomentuj otrzymane wyniki. Swoje obserwacje
udokumentuj fotograficznie.

2. Sfotografuj (co najmniej dwukrotnie) planetoide

(3) Juno, ktéra od poczatku wrzesnia do polowy
pazdziernika bedzie widoczna przez calg noc, osiagajac
w opozycji 18 wrzesnia 2009 roku jasnos¢ 7,7™.
Wezesniej wyznacz realny zasieg (w wielkosciach
gwiazdowych) przyrzadu, ktéry postuzy Ci do
wykonania zdje¢. Na kazdym ze zdjeé zaznacz
strzalkami zidentyfikowane jasniejsze gwiazdy oraz
planetoide. Ponizsza tabelka zawiera trzy przewidywane
w tym czasie pozycje planetoidy.

Data Q2000 32000
8 wrzeénia 2009 ohog™  —1°05
18 wrzesnia 2009 oho2m  —3°11”
18 pazdziernika 2009 23"44™ —9°03’

3. Jako rozwiazanie zadania obserwacyjnego mozna
rowniez nadestaé opracowane wyniki innych wtasnych
obserwacji prowadzonych w ostatnim roku.

Rozwiazanie jednego zadania obserwacyjnego nalezy nadesta¢ wraz z rozwigzaniami drugiej serii
zadan zawodow I stopnia — do dnia 16 listopada 2009 r.

Zalecana literatura

e Obowiazujace w szkotach podreczniki do przedmiotéw
Scistych.

e H. Chrupata, M. T. Szczepanski, 25 lat olimpiad
astronomicznych.

e H. Chrupala, Zadania olimpiad astronomicznych
XXVI-XXXV (w dwéch czesciach).

e H. Chrupala, J. M. Kreiner, M. T. Szczepanski,
Zadania z astronomii z rozwigzaniami.

e J. M. Kreiner, Astronomia z astrofizykq.
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e J. M. Kreiner, Ziemia i Wszechswiat — astronomia
nie tylko dla geografow.

e D. H. Levy, NIEBO - Poradnik uzZytkownika.

o Stownik szkolny — Astronomia (praca zbiorowa).

e Encyklopedia szkolna — fizyka z astronomiq (praca
zbiorowa).

e Atlas nieba. Obrotowa mapa nieba.

e Czasopisma: Delta, Fizyka w Szkole, Swiat Nauki,
Urania — Postepy Astronomii, Wiedza i Zycie.



LXI Olimpiada Matematyczna

Rozwiazania zadan (kazde na osobnym arkuszu, pisane jednostronnie)
nalezy wystaé¢ listem poleconym pod adresem komitetu okregowego
Olimpiady wtasciwego terytorialnie dla szkoty, najpéZzniej dnia

30 wrzesnia 2009 r. — I seria,

31 pazdziernika 2009 r. — II seria,

30 listopada 2009 r. — III seria
(decyduje data stempla pocztowego). Rozwigzania przestane w terminie
péZniejszym nie bedg rozpatrywane.

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace
informacje mozna znalezé pod adresem: www.om.edu.pl

Zadania konkursowe zawodéw stopnia pierwszego

I seria

1. Wyznaczy¢ wszystkie pary (z,y) liczb rzeczywistych
dodatnich, spelniajacych réwnanie

(x2010 _ 1)(y2009 _ 1) _ (1'2009 _ 1)(y2010 _ 1).

2. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym AC = BC. Na odcinku
AC wybrano punkt D, ktéry nie jest wierzchotkiem tréjkata
ABC. Punkt S jest srodkiem okregu opisanego na tréjkacie
ABD. Wykazaé, ze punkty B, C, D, S lezg na jednym
okregu.

3. Dwa ciagi skonczone bedziemy nazywaé zgodnymi, jezeli
jeden z nich powstal przez usuniecie z drugiego dwoch
identycznych, sasiadujacych ze soba segmentéow. Na przyktad
zgodne sg ciagi (1,2,3,2,3,4) i (1,4),

jak réwniez (1) i (1,1,1,1,1), natomiast nie sg zgodne ciagi
(2,2,2,2,2)1(2,2), ani (1,4) i (1,2,3,3,2,4). Operacja
segmentowania nazwiemy zastapienie ciggu przez ciag

z nim zgodny. Dowiesé, ze z kazdego skonczonego ciagu
liczbowego mozna otrzymac, za pomoca pewnej liczby
operacji segmentowania, ciagg niemalejacy.

4. Liczba 2 nalezy do zbioru A, ktory spelnia nastepujacy

warunek: Dla kazdej liczby rzeczywiste] © € A, jezeli x # 0

iz#1,to

etl €A oraz 2o -1
T z—1

Udowodnié, ze A zawiera wszystkie liczby wymierne wigksze

od 1.

€A

IT seria

5. Dany jest czworoécian ABC D, ktérego $ciany sa
tréjkatami ostrokatnymi. Na prostej [ lezy srodek sfery
wpisanej oraz srodek sfery opisanej na czworo$cianie.
Udowodnié, ze jesli prosta [ przecina odcinek AB, to
XACB = xADB.

6. Dana jest liczba pierwsza p # 5 oraz takie liczby catkowite
a,b, ¢, ze p jest dzielnikiem obu liczb a + b+ ci a® 4+ b° 4 ¢°.

w punkcie D. Udowodnié, ze jezeli
AC + BC =2CS,
to okregi wpisane w trojkaty ADC i BDC maja rowne

promienie.

8. Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich
a, b, c i liczby catkowitej n > 1 zachodzi nieréwnosé

Wykazaé, ze co najmniej jedna z liczb a2 + b? + ¢2, a"t! bt "t S

a® + b + ¢ jest podzielna przez p. b+c cH+a a+b”

7. Tréjkat ABC, w ktérym X ACB > 90°, wpisany jest S a” n b" n c" nfam™ 4 b" +cn

w okrag o $rodku S. Prosta C'S przecina odcinek AB “\b+c c+a a+bd 3 '
IIT seria

9. Niech Ny oznacza zbidr liczb catkowitych nieujemnych.
Funkcje f,g:No — Ny spelniajg dla kazdego n € Ny warunek
9(f(n)) = g(n) —n.

Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartosei f(0).
10. Znalez¢ wszystkie liczby naturalne n, dla ktérych

istnieja parami rézne liczby catkowite dodatnie
a1,02,...,0n,b1,b2,...,bn, spelniajace warunki

ar+ax+...+an=br+b2+...4+b,

oraz

a1-a24,,.~an:b1-b2-...-bn.

11. Czworokaty wypukte ABCD i PQRS maja jednakowe
pola. Ponadto spetnione sg réwnosci

AB=PQ, BC=QR, CD=RS, DA=SP.

Dowieéé, ze istnieja punkty P’,Q’, R', S’ lezace na tej samej
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plaszczyZnie co czworokat ABC D, takie ze

AP' = BQ' = CR' = DS’
oraz czworokat P'Q'R’'S’ jest przystajacy do czworokata
PQRS.

12. Gracze K i F graja w c-fasolki, gdzie c jest liczba,
rzeczywistg dodatnig. Gracz K posiada na poczatku n > 2
pustych kubkéw. W kazdej rundzie wskazuje dowolne dwa
rozlaczne, niepuste zbiory kubkéw. Nastepnie F' wybiera
jeden ze zbior6w wskazanych przez K i doktada po jednej
fasolce do kazdego z kubkéw w tym zbiorze. Gra kornczy
sie w momencie wybranym przez K, przy czym liczba rund
nie moze przekroczy¢ cn. K wygrywa, gdy po zakonczeniu
gry w kazdym kubku znajduje si¢ inna liczba fasolek,

w przeciwnym razie wygrywa F. Wyznaczy¢ wszystkie
liczby ¢ o nastepujacej wlasnosci: dla kazdego n > 2 gracz K
ma strategie zapewniajaca mu zwyciestwo w c-fasolki.



V Olimpiada Matematyczna gAatematycznq

Gimnazjalistow ‘M- -H--H-

ad

Zachecamy Gimnazjalistéw do wziecia udzialu
w zawodach!

mp

mo3sijplzouwu

Ol

Zgodnie z decyzja Ministra Edukacji Narodowej laureaci OMG
sg zwolnieni z egzaminu gimnazjalnego z czesci matematyczno-
-przyrodniczej i przyjmowani do wybranego liceum w pierwszej
kolejnosci.

Wielu finalistow OMG zostato pézniej laureatami Olimpiady
Matematycznej (dla uczniéw szkoét ponadgimnazjalnych).

Terminarz:

Zawody stopnia pierwszego 1 wrzeénia 2009 r. — 26 pazdziernika 2009 r.
Zawody stopnia drugiego 9 stycznia 2010 r.
Zawody stopnia trzeciego 20—-21 marca 2010 r.

Jak wystartowaé¢ w OMG?

Wystarczy rozwiazaé co najmniej jedno z ponizszych zadan

i swoje rozwigzania przestaé¢ do wtasciwego Komitetu Okregowego
OMG, najp6zniej dnia 26 pazdziernika 2009 r. (decyduje
data stempla pocztowego).

Aby zakwalifikowaé sie do kolejnego etapu Olimpiady, nie jest
konieczne rozwigzanie wszystkich zadan. Progi kwalifikacyjne

sg kazdego roku inne i zaleza od liczby uczestnikow, jakosci
rozwigzan i trudnosci zadan.

Adresy Komitetéw Okregowych, informacje o kwalifikacji do
zawodow stopnia drugiego, zadania z poprzednich edycji OMG
oraz inne informacje mozna znalez¢ na stronie internetowej OMG:
www.omg.edu.pl

Zadania konkursowe zawodéw stopnia pierwszego

1. Wyznacz wszystkie tréjki liczb pierwszych a, b, ¢, dla ktérych a? = b2 + c.
2. Dany jest trapez ABCD o podstawach AB i C'D. Wyznacz wszystkie punkty P lezace
wewnatrz tego trapezu i spelniajace rownosé
[PAB] + [PCD] = [PBC] + [PDA],
gdzie [XY Z] oznacza pole tréjkata XY Z.

3. Liczby caltkowite a, b, ¢, d spetniaja uktad réwnan
a+b+c+d=101,
{ ab + cd = 200.
Wykaz, ze doktadnie jedna z liczb a, b, ¢, d jest nieparzysta.

4. Dany jest 18-kat foremny A; As ... A1g. Wykaz, ze czworokat ograniczony prostymi
Ag A7, A3Ais, AgAia i A1gA17 jest prostokatem. Czy ten prostokat jest kwadratem?

5. Przy kazdym wierzcholku 55-kata foremnego napisano liczbe catkowita. Zadna z tych
liczb nie jest podzielna przez 5. Wykaz, ze istnieja takie dwie liczby a i b, napisane przy
sasiednich wierzcholkach tego wielokata, ze liczba a? — b? jest podzielna przez 5.

6. Czworoécian foremny o krawedzi 1 przecieto plaszczyzna tak, ze w przekroju
otrzymano czworokat. Jaki jest najmniejszy mozliwy obwod tego czworokata? Odpowiedz
uzasadnij.

7. Dana jest taka liczba rzeczywista a, ze liczby a® + a oraz a® + a sa wymierne.
Udowodnij, ze liczba a jest wymierna.
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Rozwigzanie zadania M 1252.
Dla kazdej liczby rzeczywistej x spelniona
jest nieréwnosé z(1 — z) < l1 ‘Wobec tego
a(l—=5b)-b(1—c)-c(l—a)=

1

4

3
=a(l—a) -b(1—=>)-¢c(l—-c)< (—) ,

skad wynika, ze co najmniej jedna
z liczb a(1 —b), b(1 — ¢), ¢(1 — a)
nie przekracza 1/4.

w

Rozwigzanie zadania F 747.

Niech r bedzie liczbg wiekszg od ki od .
W pionowym kole o promieniu r/2
rysujemy z jego najwyzszego punktu
cigciwe o dlugosci k.

Ruch kulki staczajacej si¢ po deseczce
umieszczonej tak, jak ta cieciwa,
trwa tyle samo czasu (oznaczmy go
przez t1) co swobodny spadek wzdluz
pionowej §rednicy kota (ten czas
oznaczmy przez t). Jest tak dlatego, ze
z podobienstwa tréjkatéw mamy

a zZpP at? /2

g TN T gt2/2’

skad po skréceniu wynika, ze tf =2,
a poniewaz obie liczby sa dodatnie, wiec
t] =t.

Umieszczenie w tym samym kole
cigciwy o dlugosci | zaczynajacej si¢
w najwyzszym punkcie daje rozwigzanie.

Ze wzgledu na dowolnosé¢ wyboru r
zadanie ma nieskonczenie wiele
rozwigzan.

Informatyczny kacik olimpijski (23): Haszowanie

Tym razem przyjrzymy sie zadaniu Haszowanie z Obozu Naukowo-Treningowego
im. A. Kreczmara 2008.

Niech L bedzie zbiorem stow o dhugoéci co najwyzej 20 ztozonych z malych liter
alfabetu angielskiego, a Z,, — zbiorem reszt z dzielenia przez n. Majac dane

n < 10'6 i pewng funkcje f : L — Z,, mamy znalezé takie dwa stowa u,v € L,
ze f(u) = f(v). Piszac, ze funkcja f jest ,dana”, mam na mysli, Ze mozemy
spytaé o jej wartosci dla konkretnych stéw, ktére nas interesuja. Chodzi wlasdnie
o znalezienie rozwiazania zadania, korzystajacego z mozliwie niewielkiej liczby
takich zapytan.

Zauwazmy najpierw, ze wystarczy wzia¢ dowolne n + 1 stéw (z warunkéw
zadania wynika, ze n < |L|) i w tym zbiorze na pewno znajda sie dwa
spelniajace warunki zadania. Daje to algorytm wykonujacy O(n) zapytan,
wykorzystujacy pamieé¢ O(n).

Okazuje sie, ze przy losowym wyborze stéw ze zbioru L, oczekiwana liczba zapytan
(i zuzycie pamieci) przy opisanej metodzie to O(y/n). Proponuje Czytelnikowi
zastanowienie sie, dlaczego tak jest (jest to zwiazane z tzw. paradoksem urodzin)
— rozwiazanie znajduje sie w innym miejscu numeru.

Zapamietanie /n stéw o dlugosei rzedu 20 znakéw moze byé jednak przy
podanych ograniczeniach do$¢ ktopotliwe. Omoéwimy teraz rozwiazanie
niniejszego zadania dzialajace w stalej pamieci i oczekiwanej ztozonosci

czasowej O(y/n).

Obierzmy funkcje réznowartosciowa ¢ : Z,, — L, o pseudolosowych wartosciach,
ktérej wartosé dla konkretnej liczby z Z,, bedziemy umieli tatwo obliczy¢.
Dobrym przykladem jest funkcja zwracajaca w punkcie x stowo, ktére jest

w L leksykograficznie na (z @ 1357) miejscu (@ to réznica symetryczna

na bitach — zor).

Zdefiniujmy h : Z,, — Zy, tak zeby h(xz) = f(g(z)). Problem sprowadza si¢ do
znalezienia takich réznych = iy, ze h(z) = h(y), wéwczas bowiem g(z) i g(y)
beda naszymi szukanymi stowami. Teoretycznie, h mogloby by¢ permutacja
zbioru Z,,, a liczby x i y moglyby w ogdle nie istnie¢, jest to jednak zupelnie
nieprawdopodobne przy losowym wyborze g.

Jak znalez¢ takie x i y w stalej pamieci? Obierzmy w tym celu losowe p € Z,,
i rozwazmy ciag

(a;) = (p, h(p), h(h(p)), h(h(h(p))),- .., b (D). ..).

Mozemy przyjaé, ze (g(a;)) jest losowym ciagiem stéw (bo funkcja g
zwraca losowe slowa), czyli wérdd jego pierwszych O(y/n) wyrazéw
z duzym prawdopodobienstwem znajduja sie dwa o réwnych obrazach przy
przeksztalceniu f. Na odpowiadajacych im wyrazach ciagu (a;) funkcja h takze
ma jednakowe wartosci, a stad takze w samym (a;) z prawdopodobienstwem
bliskim 1 wystepuje powtérzenie po O(y/n) wyrazach. Niech pierwszym
elementem, ktory sie powtarza, bedzie a;, ktére stoi takze na pozycji j + 1.
Ciag (a;) wyglada wiec nastepujaco:

Oy A1y ooy A1y Ay A1y v v e 5 Gy Ay ATy v v oy Ay Ay A1 5+«
gdzie j jest rzedu \/n, a a;—1 1 a; to szukana para liczb. Zeby je odszukad,
nalezy poréwnywac, dla kolejnych k = 1,2,..., wyraz ay z asp Oraz asg41.-
Gdy k =i, wszystkie te trzy wyrazy naleza do cyklu a, ..., a;, a przez kolejne
j — 1+ 1 krokéw ay, zatacza pelen cykl, a dwa pozostale zataczaja go nawet
dwukrotnie. Po drodze ktorys z tych dwoch musi sie wiec spotka¢ z a. Niech
takim spotkaniem bedzie ay = a;. Wtedy [ — k jest wielokrotno$cia dlugosci
naszego cyklu (czyli I — k = ¢(j — i + 1) dla pewnego ¢ € Z ). Biorac p i h!=(p)
i aplikujac do nich h tak dlugo, jak dlugo sg rézne, otrzymamy zadane a;_1 i a;.
W kazdym z dwéch przeszukiwan wykonujemy O(j) krokéw, a wiec oczekiwana
liczba wywolan funkcji f jest réwna O(y/n).

Tomasz KULCZYNSKI
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Jak znalez¢ najlepsza zone? Andrzej GRZESIK™

Jak powszechnie wiadomo, znalezienie najlepszej zony (lub meza) nie nalezy do
najprostszych zadan. Panuje tez stereotypowe przekonanie, ze dla matematykéw
60 G L O 8 Z E N I E tozadanie jest duzo trudniejsze niz dla ,zwyktych ludzi”. Jest to poglad
kino.matematyka.pl bledny — chociazby dlatego ze, wbrew powszechnemu mniemaniu, matematyk
YouTube i matematyka? Nic nowego. to nie uwigziony w swiecie ksiazek samotnik. Co wiecej, matematyk mogtby
Na tym znanym portalu filmowym sprobowaé znalezé jakas naukows metode pozwalajaca wybraé¢ najlepsza

mozna takze znalez¢ filmy o matematyce. kandydatke. Czy takie strategie w ogéle istnieja?
Zarowno te moéwiace o jej pigknie, jak
réowniez zwyktle lekcje” lub wyja$nienia

trudnych pojed. Warto znalezé sobie sekretarke

Od roku na YouTube sg inne filmy Poszukiwanie sekretarki jest znacznie tatwiejsze niz poszukiwanie zony, wiec
zwigzane z Krélowg Nauk — to prace od tego zacznijmy

nadestane na ogdlnopolski konkurs

Matematyka nie koriczy si¢ w szkole, Rozwazmy takie zagadnienie — zglasza sie do nas wiele kandydatek na sekretarke,

organizowany przez firme Zibi, . ., . . , . , .
przedstawiciela CASIO w Polsce. Sa to beda po kolei przychodzié na rozmowe i musimy sposrod nich wybraé te najlepsza.

naprawde reklaméwki tego przedmiotu,  Problem w tym, ze w kazdym momencie, gdy z ktéras rozmawiamy, musimy sie
‘I;V?Ikoflar%e pamcan v Odmb“t‘gh“mom' zdecydowadé, czy ja przyjmujemy, czy odrzucamy. Jeéli si¢ na nig zdecydujemy, to
ilméw jest pona. ; wszystkie, e e . . . TR . . .
w tym 3 zwycieskie (Matma na plus, z dalszymi juz nie rozmawiamy, natomiast jesli ja odrzucimy, do tej kandydatki
Kazdy liczy, W czym pomaga mi wrocié¢ juz nie mozemy. Jezeli odrzucamy wszystkie, to zmuszeni jesteSmy do
m“t@m‘;tyk“)v mozna znalezé na kanale  ywvhrania tej ostatniej. Czyli wiemy jedynie, ile kandydatek przyjdzie oraz jak
YouTube/Kalkulatory. . . . 7 P ,
przedstawia si¢ aktualnie sprawdzana na tle tych, ktére juz byty. O tych, ktére
gda“y jeblzt ko?kuTS“ spowodowal, e nojawig sie pdzniej, nie wiemy nic. Naszym zadaniem jest zmaksymalizowanie
Irma zdecydowata S1€¢ na zorganlizowanie . s . . . . .
1T edycji konkursu. Zapraszamy prawdopodobienstwa znalezienia najlepszej sekretarki.

wszystkich interesujgcych si¢ matematyka . .. . L . , s
i Tubiacych robic filmy do sprobowania sil Zauwazmy najpierw, ze oplaca sie wybiera¢ tylko sposréd tych kandydatek,

w konkursie. ktore okazaly sie lepsze od wszystkich poprzednich. To dlatego, ze interesujaca
Naiwasnieisge inf . nas najlepsza sekretarka oczywiscie spelnia ten warunek. Zauwazmy tez,
ajwaznilejsze intormacje: . o . B , . .
— gtéwna nagroda to 10 tys. zk; ze jedli w pewnym momencie optaca si¢ nam zdecydowac¢ na jedna z takich
— film nie moze by¢ krétszy niz 1 minuta  kandydatek, to oplaca si¢ takze wybraé¢ pdzniejsza kandydatke, ktéra jest
J dtuszy ni 3; lepsza od dotychczasowych (prawdopodobiefistwo tego, ze najlepsza sekretarka
— filmy nalezy nadsytaé (poprzez . P Y y p p . . g0, . Jiep .
wiw.kalkulatory.pl) do kofica wrzesnia; jest wérdd dalszych kandydatek, maleje). Innymi stowy, najlepsza strategia to
~ w pazdzierniku wszystkie filmy zostana  taka, w ktorej najpierw odrzucamy k poczatkowych kandydatek sposrod n,

opublikowane na YouTube; . . . . P . .
~ na poczatku listopada 40 filméw a nastepnie decydujemy sie na pierwsza, ktoéra bedzie lepsza od wszystkich

o najwickszej ogladalnoci dotychczasowych. Problemem jest teraz tylko znalezienie optymalnego progu.
i z najlepszymi ocenami internautéw L. . . . . X
przejdzie do finatu. Zalézmy, ze najlepsza sekretarka jest na pozycji a w kolejce na rozmowe (tak
Sklad Jury: jest z prawdopodobienstwem %) Jedli a < k, to przy uzyciu naszej strategii
Agnieszka Herma (matematyk), jej nie wybierzemy. Natomiast jesli a > k, to wybierzemy ja wtedy, gdy
Krzysztof Nowakowski (matematyk), najlepsza z kandydatek o numerach 1,2,...,a — 1 bedzie wéréd pierwszych k.
Aleksandra Siewko (redaktor W . dk ie dotarlibvé do kandvdatki tvik
naczelna Cogito), Elzbieta Wieteska I,)rzec%wn/ym przyp/a. .11 e .O ariibysmy do ndydatii nume}“ /G,, YO .
(redaktor naczelna Wiedzy i Zycia), skonczylibysmy wcezeéniej. Czyli w tym przypadku prawdopodobienstwo naszej
Aleksandra Wréblewska (matematyk), wygranej wynosi %1 Zatem caltkowite prawdopodobienstwo, ze uda nam si¢
Magdalena Zajdel (portal Kinoskop.pl). /s . @ .
znalez¢ najlepsza sekretarke, wynosi
Piotr Tomczak
specjalista ds. kalkulatoréw l . E l . L + l . L + ...+ l . k —
Zibi SA n k n k+1 n k+2 n n—1
(wiecej informacji na www.kalkulatory.pl) _ ﬁ 1 + 1 + 1 + + 1
n\k k+1 k+2 n—1

Dla duzych n, czyli duzej liczby kandydatek, mozemy przyblizy¢ sume przez
caltke, otrzymujac z powyzszego wzoru

W literaturze mozna spotkaé to k " 1d - kl n . k 1 k

zagadnienie jako tzw. problem sekretarki. ﬁ ; T = E n—- = 75 n E

Warto zaznaczy¢, ze dotyczy on nie tylko k

rekrutacji pracownikéw. Jesli jedziemy Funkcja —z Inz przyjmuje swoje maksimum w punkcie z = %, co mozna latwo
Sainoiho‘ief“t‘ chcemy p}?_limdtze B sprawdzi¢, obliczajac pochodna. Zatem bedziemy mieé¢ najwieksza szanse wygranej
zatankowac, to mijamy kilka stacji, . T L, |
obserwujac cene benzyny, a nastepnic dla % = %, czyli k =~ 2 ~ 0,37n. Podstawiajac t¢ wartos¢ do wzoru, stwierdzamy,

tankujemy na takiej, ktéra ma najlepsza ~ ze prawdopodobienstwo wybrania najlepszej sekretarki wynosi % ~ 37%.
cene. Ile wynosi to najlepsze ,kilka”?
Obliczyliémy wczesniej — okoto 37%. Zatem najlepsza strategia to odrzuci¢ pierwszych 37% kandydatek, a nastepnie

wybrac te, ktora bedzie lepsza od wszystkich do tej pory. To daje nam az
“student, Wydzial Matematyki 37% szansy wybrania najlepszej ze wszystkich. Czyli matematyk w ponad
i Informatyki, Uniwersytet Jagiellonski 1/3 pI‘Zyp&dk()W bierze, CO najlepsze!
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Przyktadowe uporzadkowanie
kandydatek na zone. Krawedz pomiedzy
wierzchotkami (kandydatkami) oznacza,
ze ta wyzej jest lepsza od tej nizej.
Numery okresdlajg kolejnosé, w jakiej sa
sprawdzane.

Graf po sprawdzeniu 6 kandydatek.

Nie mozna by¢ wybrednym

Zauwazmy, ze jesli bedziemy mieé pecha i najlepsza kandydatka bedzie wérdd
pierwszych 37% (a stanie si¢ tak na... 37%), to dojdziemy do samego konca

i weZmiemy ostatnia, ktora jest, krotko mowiac, przecietna. Zatem $rednie
miejsce, ktére zajmuje wsrdéd wszystkich ta, ktora wybierzemy, jest raczej dosé
odlegle. Aby temu zapobiec, trzeba troche zmodyfikowaé nasza strategie.

Jesli przedostatnia testowana kandydatka zajmuje drugie miejsce wsrod
dotychczasowych, to lepiej zdecydowaé sie na nia, a nie liczyé¢ na to, ze ostatnia
bedzie jeszcze lepsza. Ogdlnie, latwo zauwazy¢, ze przedostatnia sie ,oplaca”,
gdy jest w pierwszej polowie sposréd dotychczasowych. Mozna obliczy¢,

kiedy warto wybra¢ trzecia od konca, czwarta, itd. W ten sposéb dostaniemy
strategie, ktora bedzie zdefiniowana przez ciag liczb okreslajacych, ktére miejsce
wsrod juz widzianych moze zajmowaé aktualna kandydatka, abySmy sie na nia
zdecydowali.

Przykladowo, w przypadku 4 kandydatek taki ciag to (0,1,2,4). To oznacza, ze
pierwszej nigdy nie przyjmiemy, druga, gdy jest najlepsza do tej pory, trzecia, gdy
jest 1 lub 2, a czwarta zawsze (jesli do niej dojdziemy). W tym przypadku mozna
obliczy¢, ze érednie miejsce tej, na ktéra sie zdecydujemy, to 1,875. Nasuwa sie
pytanie: jak to wyglada dla wiekszych wartosci n? Okazuje sie, ze jest niesamowicie
optymistycznie — dla 100 kandydatek taka strategia da nam sekretarke z miejsca
w przyblizeniu 3,6! Dla wartosci n dazacych do nieskoniczonoéci statystyczne
miejsce wybranej kandydatki zbiega do okoto 3,83. Oznacza to, ze nawet jesli
bedzie 1000000 kandydatek, to i tak mozemy przyjac strategie, ktora da nam
sekretarke moze nie najlepsza, ale na pewno ze Scistej czolowki!

Trzeba pilnowaé porzadku

Problem znalezienia zony od problemu znalezienia sekretarki rézni sie tym,
ze kandydatek na zone nie da si¢ porownywac tak tatwo, jak kandydatek

na sekretarke. Wiadomo — jedna lepiej gotuje, inna lepiej wyglada, jeszcze
inna interesuje sie matematyka bardziej niz pozostale... Gdy ,sprawdzamy”
kolejne kandydatki, to nie mozemy powiedzie¢ , ma trzecie miejsce na liscie
dotychczasowych” | tylko co$§ w rodzaju ,byla lepsza od tej, gorsza od tamtej,
a z ta sie nie da poréwnac”. Czyli kandydatki tworza nam pewien porzadek
cze$ciowy, ktéry mozna przedstawié na grafie — jak obok.

Problem znalezienia najlepszej zony polega wiec na tym, ze sprawdzamy kandydatki
w pewnej kolejnosci, na biezaco tworzymy graf porzadku czesciowego i decydujemy,
czy dang kandydatke wybraé, czy tez bezpowrotnie odrzuci¢. Najwazniejsze pytanie
brzmi: czy da sie znalez¢ taka strategie, aby dla dowolnej liczby kandydatek,
niezaleznie od tego, jaki graf tworza ani w jakiej kolejnosci przychodza, mie¢ pewna
niezerowa szanse znalezienia najlepszej. Przez najlepsza rozumiemy tu dowolna,
od ktorej nie ma lepszej, czyli element maksymalny porzadku.

W 1980 roku Berezowski pokazal, ze istnieje strategia, ktéra daje nam
zwyciestwo z prawdopodobiefistwem réwnym co najmniej a(1/w)®/(@=1 gdzie
a to liczba elementéw maksymalnych, a w to szeroko$¢ grafu, czyli dtugosc
najdhuzszego ciagu elementéw nieporéwnywalnych. Ale to nie jest wynik,
ktory nas satysfakcjonuje — wartos¢ ta zalezy od grafu, jaki tworza kandydatki.
Ponadto w pewnych przypadkach, na przyktad gdy graf jest ztozony z jednego
elementu maksymalnego i wielu elementéw mniejszych od niego, ktore sa
nieporownywalne miedzy soba, ta warto$¢ moze by¢ dowolnie bliska zeru.

Najlepszy efekt daje wytrwaltos¢ i... rzut moneta

Przelom nastapit w 1999 roku. Preater wykazal, ze strategia, jakiej
szukamy, istnieje i daje prawdopodobienstwo znalezienia najlepszej zony
réwne co najmniej 12,5%. Niedawno, bo w 2007 roku, ukazala si¢ praca

z udzialem polskich matematykéw (Georgiou, Kuchta, Morayne, Niemiec),
w ktoérej udowodniono, ze strategia Preatera z drobna modyfikacja daje
prawdopodobienstwo znalezienia najlepszej zony réwne 25%!
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Graf po sprawdzeniu 6 kandydatek, gdy
wypadt orzetl.

E\f?

Graf po sprawdzeniu 6 kandydatek, gdy
wypadta reszka.

Zgodnie z ta strategia, majac n kandydatek, nalezy po kolei:

e rzuci¢ n razy moneta i odrzucié¢ tyle poczatkowych kandydatek, ile wypadto
ortow;

e rzuci¢ raz moneta i jesli wypadl orzel, to zaznaczy¢ te wierzcholtki, ktére maja
najwieksza wysokosé, a jesli wypadla reszka, to zaznaczy¢ wierzchotki, ktore
maja najwigksza lub o 1 mniejsza wysokos¢;

e wybraé pierwsza spoérdéd nastepnych kandydatek, ktéra bedzie lepsza od
jakiejs zaznaczonej i bedzie najlepsza wsréd dotychczasowych.

Ta strategia daje nam prawdopodobienstwo 25%, ze niezaleznie od tego, jaki
graf tworza kandydatki na zone i w jakiej kolejnosci przychodza, wybierzemy
wlasnie te najlepsza. Niesamowicie optymistyczny wynik — nawet jeli bierzemy
pod uwage 3 miliardy kandydatek, to dzigki opisanej metodzie na 25%
znajdziemy wéréd nich najlepsza zone!

No, ale to nie koniec. Nikt nie twierdzi, ze lepiej si¢ nie da. Wiemy, ze wskazana
wyzej strategia nie da lepszego prawdopodobienstwa, ale przeciez moze by¢ inna,
lepsza metoda. W opisanej strategii odrzucaliémy $rednio potowe kandydatek,

a nastepnie losowaliSmy, ktore wierzcholki zaznaczamy — moze lepiej bedzie,

jesli po 1/3 kandydatek zaznaczymy wierzcholki o najwigkszej wysokosci,

a po 2/3 takze te o wysokosci o jeden mniejszej? A moze trzeba szukaé catkiem
innej metody? Mam powody przypuszczad, ze istnieje strategia dajaca, jak

w przypadku poszukiwan sekretarki, szanse réwna 1/e, czyli okolo 37%. Czekam
tylko na kogos, kto znajdzie te strategie i udowodni. Zachecam do poszukiwan —
zarOéwno teoretycznych, jak i praktycznych!

Logarytm w liczbach naturalnych Jan SZEJKO”®

Przyjmujemy, ze 0 € N.

Aby skorzystaé z cigglos$ci potegowania,
trzeba zauwazyd, ze dla ustalonych

a i b relacja miedzy a” i b? zalezy

tylko od wartosci utamka = (bo

a? > b & a% > b), a nastepnie

wziaé¢ malejacy ciag liczb wymiernych
zbiegajacy do ;((Z; .

*student, Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki
Uniwersytetu Warszawskiego

Zajmiemy si¢ problemem znalezienia funkcji ze zbioru liczb catkowitych
dodatnich w zbiér liczb naturalnych, mozliwie wiernie oddajacej podstawowe
wlasnoéci logarytmu. Nastepujace zadanie jest pierwsza préba okreslenia
wlasnosci, ktére szukana funkcja ma spetniaé.

Problem 1. Czy istnieje funkcja f : Z4 — N, ktora nie jest stale rowna 0

1 spetnia warunki:

1) f jest niemalejgca,
2) dla dowolnych k,l € Z zachodzi f(kl) = f(k) + f(1)?

Nie jest to trudny problem; pokazemy, ze, niestety, nie ma takiej funkcji.

Dowdd. Dla kazdego n > 1 zachodzi f(n) > 0, gdyby bowiem dla pewnego n > 1
bylo f(n) = 0, to réwniez f(n*) = kf(n) = 0 dla kazdego k € Z. A stad byloby
f(n) =0 ze wzgledu na monotonicznosé f, czyli sprzecznosé.

Pokazemy, ze a/® > b/(@) dla a,b > 1. Dla kazdej liczby wymiernej z
korzystajac kolejno z warunkéw 2) i 1), otrzymujemy:

b
g > % & pfla) > qf (b) & f(aP) > F(b7) = aP > be.
Potegowanie jest ciagte, wiec musi by¢ réwniez a? > b7 dla l{; = %, stad

af® > (@) czego nalezalo dowiesé. Zauwazmy ciekawa rzecz: nigdzie

nie zalozyliSmy nic wiecej o a i b oprocz tego, ze a,b > 1. Zatem analogiczna
nieréwno$é zachodzi, gdy zamienimy a i b miejscami: b(®) > of(®) Mamy wiec
réwnosé af® = /(@) dla a,b > 1. To jednak nie moze byé¢ prawda, poniewaz dla
a =2, b =3 dostajemy réwnos¢ liczby parzystej i nieparzystej. U

Wiemy juz, ze nie ma funkcji, ktéra spelnia warunki 1) i 2). Mozemy jednak
sie zastanowié, co bedzie, jesli ktérys z nich oslabimy. Zastapmy warunek 2)
slabszym warunkiem 2').

Problem 2. Czy istnieje funkcja f : Zy — N, ktdra nie jest stale réwna 0

1 spelnia warunki:

1) f jest niemalejgca,
2') dla k,l € Zy wzglednie pierwszych zachodzi f(kl) = f(k) + f(I)?
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Oczywiscie, nie wynika z tego jeszcze,

ze f jest od pewnego miejsca stala —

np. funkcja ,czes$é catkowita /n” ma
dowolnie dlugie przedzialy, na ktérych
jest stala, ale nie jest stala na [N, oc0) dla
zadnego N € N.

Wystarczy dobraé takie k, ze
f(a?k) = f(a®(k 4+ 1)). Z lematu 1
wynika, ze taka liczba istnieje.

Tu juz nie mozemy skorzysta¢ z poprzedniej metody, poniewaz nie mamy
podstaw do stwierdzenia, ze f(a™) = nf(a). Mozna zauwazy¢, ze gdyby taka
tozsamosé zachodzila, to w istocie spelniony bylby warunek 2).

Okazuje sie, ze po tym ostabieniu nadal nie istnieje odpowiednia funkcja —

w rzeczywistosci z tych slabszych warunkéw mozna wyprowadzié warunek 2),
co pokazuje, ze oba problemy sg réwnowazne. Aby to udowodnié, najpierw
wykazmy

Lemat 1. Jesli f : Z, — N spelnia warunki 1) i 2'), to dla kazdego a € 7,
istnieje takie n € Z, zZe

F(am) = f(a(n +1).
Lemat ten méwi w szczegdlnosci, ze f musi mie¢ dowolnie dlugie przedzialy,
na ktorych jest stala — jesli bowiem f(an) = f(a(n + 1)), to z monotonicznosci f
(warunek 1)) na calym przedziale [an,a(n + 1)], dlugosci a 4+ 1, f musi by¢ stala.

Zajmijmy si¢ dowodem lematu.

Dowdd. Gdyby dla danego a nie byto takiej liczby n, to wiedzieliby$my,
ze dla kazdego k € Zy zachodzi f(ak) + 1 < f(a(k+ 1)), a wigc réwniez
fla(k+1)) > f(ak) + 1 dla dowolnego [ € Z, czyli f roénie przynajmniej
liniowo. Intuicyjnie stwierdzamy, ze funkcja zachowujaca sie podobnie do
logarytmu powinna rosna¢ mniej wiecej tak, jak logarytm.

Formalnie mozna to uzasadnié¢ nastepujaco: niech p bedzie liczba pierwsza, ktora
nie dzieli a, natomiast r jakas liczba niepodzielna przez p. Wtedy

f(p) + flar) = f(par) = f(a(r + (p —1)r)) > f(ar) + (p — D)r,
czyli f(p) = (p — 1)r. Jednak r mozna wybraé¢ dowolnie duze, co prowadzi do
sprzecznosci. Zatem musi istnieé takie n, ze f(an) = f(a(n +1)). O

Udowodnimy teraz, ze nie istnieje funkcja, o ktérej méwi problem 2.

Dowad. Niech a bedzie dowolna liczba catkowita wieksza od 1. Pokazemy przez
indukeje, ze f(a™) = nf(a) dla n € Z,. Podstawa indukcji jest trywialna:
fla) = f(a).
Korzystajac z lematu 1, ustalmy liczbe k € Z (zalezna tylko od a), taka, ze
fla(ak +1) —1) = f(a(ak + 1)+ 1).
Co wiecej, f(a(ak +1)) = f(a) + f(ak + 1) z warunku 2') i t¢ sama wartosé
f przyjmuje réwniez dla a(ak + 1) £ 1. Checemy wykazaé¢ teze indukcyjna
fla™™) = (m +1)f(a) przy zalozeniu, ze f(a™) = mf(a). Mamy
Fa™ ) + flak + 1) = f(a™ " (ak +1)) = f(a™(a”k + a)).
7 2") oraz zalozenia indukcyjnego dostajemy
fla™(@®k +ax1)) = f(a™)+ f(a’k +ax1) = f(a™) + f(a®k +a) =
— mf(a) + f(a) + flak +1),
wiec z monotonicznosci réwniez
F(@™(a2k + a)) = (m + 1) f(a) + f(ak +1).

Podsumowujac, dostajemy

F@™ ) + flak +1) = f(a™(0®k + a)) = (m + 1) f(a) + f(ak + 1),
czyli po prostu teze indukeyjna. To konczy dowdd indukeyjny, ze f(a™) = nf(a)
dla a,n € Z;. Stad juz warunek 2) jest prosta konsekwencja, a wiec problem
sprowadza sie do poprzedniego. [

Oczywidcie, mozna dalej prébowaé ostabia¢ warunki. Nie wydaje sig, by

mialo sens dalsze ostabianie 2), ale mozna zastapi¢ warunek 1) warunkiem
méwiacym, ze dla n € Z zachodzi f(n+1) > f(n) — 1, czyli niemalejacy jest
ciag a, = f(n) + n. Mozna tez p6j$¢ w inng strone i zastanowi¢ sie, co wyjdzie
dla liczb wymiernych, czyli szukaé¢ funkcji f : Q4 — Q spelniajacej ktoras
wersje warunkow. Mozliwosci poszukiwan jest wiele, by¢ moze nawet uda sie tak
dobra¢ warunki, by odpowiednia funkcja istniala i nie byla trywialna. Zachecam
Czytelnikéw do samodzielnego zajecia sie tym tematem.
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Rzutéw ciag dalszy, czyli
badamy rzut ukosny

Stanistaw BEDNAREK

Celem naszych dzisiejszych do$wiadczen bedzie badanie rzutu ukosnego. Uktad
doswiadczalny do przeprowadzenia tych badan przedstawia rysunek 1. Wykorzystujemy
w nim butelke Mariotte’a, taks samg jak do badania rzutu poziomego. Butelke te
ustawiamy na stole lub podtodze na jednej lub dwéch podktadkach. Od strony
elastycznej rurki umieszczamy duza kuwete fotograficzng lub brytfanne, tak zeby

rurka znalazta si¢ tuz nad jej brzegiem, mozna takze wykonaé

to doswiadczenie w wannie lub brodziku kabiny prysznicowej.

Dla uzyskania rzutu ukosnego rurka powinna by¢ odchylona od
poziomu ku goérze o pewien kat . Mozna tego dokonaé za pomoca

B kawatka tasmy samoprzylepnej, ktéra obejmujemy rurke od dotu
i przyklejamy korice tasmy do butelki. Strumien wody wyplywajacy

—— 7/ z rurki bedzie poruszat sie wéwczas po paraboli zwroconej ramionami

ku dotowi. Dla utatwienia pomiaréw diugoséé¢ z przyjmiemy z dobrym

przyblizeniem jako zasieg rzutu ukosnego (rys. 1). Najwieksze

Rys. 1. Uklad do badania rzutu ukos$nego; b — butelka wzniesienie strumienia wody hn, nad tym odcinkiem przyjmiemy

Mariotte’a, p — podktadka, | — tasma, n — kuweta lub
brytfanna, j — strumien wody, vg — predkosé poczatkowa,
a — kat rzutu, z — zasigg rzutu, h, — maksymalna wysokosé.

) II’I
X

Vo
Rys. 2. Zalezno$¢ zasiggu rzutu

ukosnego z od jego predkosci vg; o — kat
rzutu.

Vg = const

0 45° 90° «

Rys. 3. Zalezno$¢ miedzy zasiegiem
rzutu uko$nego z oraz katem rzutu o;
vo — predkosé rzutu.

jako maksymalna wysoko$¢ rzutu ukosnego. Obie te wielkosci
mozemy zmierzy¢ przy uzyciu dwoch linijek, przy czym wygodnie jest
zapewni¢ sobie pomoc drugiej osoby.

Majac przygotowany ukltad pomiarowy, mozemy zbadaé kilka zaleznosci,
charakteryzujacych rzut ukosny. W kazdym przypadku wszystkie pomiary
przeprowadzamy co najmniej 5—6 razy i na podstawie u$rednionych wynikéw tych
pomiaréw sporzadzamy wykres. Najpierw zajmiemy sie zwiazkiem zasiegu z rzutu
ukos$nego oraz jego predkosci vo (rys. 2). Kat rzutu « bedzie pozostawal w tym
przypadku niezmienny. Predkoéé rzutu ukoénego, vo = v/2gh, obliczamy tak samo, jak
w przypadku rzutu poziomego. Jaka krzywa stanowi wykres?

Nastepnie zajmiemy sie zaleznoscia zasiegu z od kata rzutu « (rys. 3). Teraz
predkos$é rzutu vg bedzie pozostawala niezmienna. Kat rzutu o zmieniamy przez
podniesienie elastycznej rurki wzgledem poziomu. Czynimy to, przyklejajac wyzej
kornice tasémy samoprzylepnej do butelki. Oczywiscie, do pomiaréw katéw uzywamy
katomierza. Staramy si¢ przeprowadzi¢ pomiary dla calego zakresu katéw 0-90°,
zwracajac przy tym uwage, zeby dla wiekszych katéw nie spowodowaé zatamania
elastycznej rurki. Jaka krzywa przedstawia teraz wykres? Dla jakiej wartosci kata
rzutu zasieg jest maksymalny? Czy ten sam zasieg otrzymujemy tylko dla jednego
kata rzutu?

Zajmiemy sie jeszcze maksymalng wysokoscig rzutu uko$nego hn,. Ustalamy pewien
kat rzutu a. Pierwsza z linijek umieszczamy poziomo, tak jakby$Smy chcieli zmierzy¢
nig zasieg rzutu. Druga linijke ustawiamy pionowo i mierzymy najwieksze wzniesienie
strumienia wody nad pierwsza linijka, czyli maksymalna wysoko$¢ rzutu hp,.
Zmieniamy predkosé rzutu i powtarzamy pomiary. Uzyskane wyniki wykorzystujemy
do sporzadzenia wykresu przedstawiajacego zalezno$¢ maksymalnej wysokosci hm od
predkosci rzutu vo (rys. 4).

Ostatnia seria pomiaréw pozwoli nam uzyskaé zwiazek miedzy maksymalna
wysokoscia hm a katem rzutu a. Dla ustalonej predkosci rzutu kat ten zmieniamy
kilkakrotnie, podobnie jak to robilismy w przypadku zasiegu. Otrzymane wyniki
pomiaréw réwniez wykorzystujemy do sporzadzenia wykresu (rys. 5). Popatrzmy na
ostatnie dwa wykresy. Czym réznig sie ksztalty krzywych, ktére one przedstawiaja?

Przeprowadzimy teraz krotkie rozwazania teoretyczne pozwalajace na wspélne wyjasnienie
i ilo$ciowe opisanie uzyskanych zaleznoéci dla rzutu ukosnego oraz badanego wczes$niej
rzutu poziomego. W tym celu rozpatrzymy rzut ukosny niewielkiego ciata A, umieszczonego
na wysokosci H, w uktadzie wspélrzednych X0Y', przyjetym jak na rysunku 6. Rzut ten
mozemy potraktowaé jako ztozenie ruchu jednostajnego wzdtuz osi 0.X i jednostajnie
zmiennego z przyspieszeniem ziemskim g wzdtuz osi 0Y. W chwili ¢ od wyrzucenia ciata
jego wspélrzedne z,y wyrazaja sie nastepujacymi wzorami:
(1) Z = vot cos a,

. gt?
(2) y:H—&—votsma—T.
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« = const I

0 0

Rys. 4. Zalezno$¢ maksymalnej wysokosci
rzutu uko$nego h,, od predkosci rzutu wvo;
«a — kat rzutu.

hl!l
v = const _
0 ’/I ‘}
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Rys. 5. Zalezno$¢ miedzy maksymalna
wysokoscig rzutu ukos$nego h,, a katem
rzutu o; vg — predkosé rzutu.

Y lg
V2 k0
hIIl
A Lo
U1
" z
0 X

Rys. 6. Ogdlny przypadek rzutu
ukosnego ciata we wspdlrzednych
prostokatnych X0Y; H — wysoko§é
poczatkowa, vy, vo — skladowe predkoéci
poczatkowej vg, g — przyspieszenie
ziemskie, z — zasieg, hy, — maksymalna
wysokosé, o — kat rzutu.

Rys. 7. Tor rzutu ukosnego

w przypadku pominig¢cia oporu
powietrza a (parabola) i w przypadku
jego uwzglednienia b (krzywa
balistyczna); z — zasieg rzutu,

hm — maksymalna wysokos$é.

Z réwnania (1) wyznaczamy t i podstawiamy do réwnania (2). Otrzymujemy wéwczas
réwnanie toru w postaci

3)

Jest to rownanie kwadratowe wzgledem z, a zatem tor rzutu ukodnego istotnie stanowi
parabola. Przyjmujac warunek a = 0, dostajemy rzut poziomy z predkoscia vo, ciata
umieszczonego na wysokosci H. Réwnanie toru tego rzutu ma postaé

(4)

Naktadajac na réwnanie (4) warunki y = 0 i x = z, dostajemy wzdr na zasigg rzutu
poziomego:

[2H
(5) zZ =79 ?

Ze wzoru (5) wynika, ze zasigg z w tym rzucie jest wprost proporcjonalny do predkosci
rzutu oraz do pierwiastka kwadratowego z wysokosci. Dlatego badajac rzut poziomy,
otrzymalismy linie prosta i parabole, bedaca wykresem funkcji pierwiastkowej —
poréwnaj rysunki 3 i 4 przy eksperymentach dotyczacych rzutu poziomego.

g’

=H tgay — ————.
Y Totga 20¢ cos?

_ gz’

=H .
Y 203

Teraz nalozymy warunki H = 0, z = z i y = 0 na réwnanie (3). Warunki te

odpowiadajg upadkowi ciala rzuconego ukosnie pod katem «. Otrzymane wéwczas

réwnanie po prostym przeksztalceniu daje wzor na zasieg rzutu ukosnego w postaci
02 sin 20

(6) S

Ze wzoru (6) wyciagamy wniosek, ze zasieg rzutu ukosnego jest wprost proporcjonalny
do kwadratu predkosci rzutu i sinusa podwojonego kata, pod ktérym ciato wyrzucono.
Teraz rozumiemy, dlaczego dla zalezno$ci zasiegu rzutu uko$nego od predkosci
dostaliémy parabole (por. rys. 2), a dla zaleznosci tego zasiegu od kata wykres
podwojonej funkcji sinus (por. rys. 3).

Pozostaje nam jeszcze wyprowadzenie wzoréw na maksymalna wysoko$¢ rzutu
ukosnego. Najlatwiej mozna to zrobié, korzystajac ze znanego wzoru na wspéirzednag,
pionowa vy, wierzchotka paraboli. Wzér ten znany z tablic matematycznych
i podrecznikéw ma postac

b? — dac

7 )
(7) i
gdzie a, b, ¢ sa wspoétczynnikami ogdlnego réwnania paraboli

(8)

Wobec H = 0 i (3) mamy ¢ = 0, co znacznie upraszcza obliczenia. Po poréwnaniu

wspomnianych wzoréw i podstawieniu wspétczynnikéw a, b do wzoru (7) otrzymujemy
Vg sin

9) % =

Patrzac na wzor (9), widzimy, ze maksymalna wysoko$é w rzucie uko$nym jest wprost
proporcjonalna do kwadratéw predkosci poczatkowej i sinusa kata rzutu. Uzasadnia
to otrzymanie paraboli dla zaleznosci maksymalnej wysokoéci rzutu od jego predkosci
(por. rys. 4) i wykresu funkcji sinus podniesionej do kwadratu dla zaleznosci tej
wysokosci od kata rzutu (por. rys. 5).

Yw = —

y:ax2+bx+c.

2 2
hm =

Dla uzupelnienia naszych rozwazan nalezy jeszcze zwrdci¢ uwage na jeden istotny

fakt polegajacy na pominieciu oporu powietrza. Kiedy predkosci rzutu sa niewielkie

— tak jak w naszych do$wiadczeniach — uproszczenie to jest uzasadnione. Tor rzutu ma
wtedy ksztalt paraboli o opadajacych ramionach (rys. 7). Przy duzych predkosciach
poczatkowych, wynoszacych setki m/s, np. przy wystrzale z karabinu lub dziala,
oporu powietrza nie mozna pominaé. Istnienie oporu powietrza powoduje zmniejszenie
zasiegu i maksymalnej wysoko$ci. Rzeczywisty tor rzutu ulega skréceniu i obnizeniu

w poréwnaniu z wynikiem uzyskanym przy zaniedbaniu oporéw powietrza, zmieniajac
sie z paraboli w tzw. krzywa balistyczna.

Na zakonczenie problem do samodzielnego przemy$lenia i sprawdzenia doswiadczalnego.
Jaka maksymalng wysoko$¢ rzutu mozna uzyska¢ w uktadzie przedstawionym na
rysunku 1, przy pominieciu wszelkich oporéw ruchu? Pod jakim katem nalezy wykonaé
ten rzut? Ile bedzie wynosit jego zasieg?
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Rozstania na zawsze (Planck)

Dwa miesiace przed 220 rocznica zburzenia Bastylii,

14 maja 2009 roku z Gujany Francuskiej wystrzelono
rakiete Ariane, ktora oprécz Herschela, o ktérym pisalismy
miesiac temu, zabrata w podréz bez powrotu laboratorium
kosmiczne Planck. Oba instrumenty zostang umieszczone
1,5 miliona kilometréow od Ziemi po przeciwnej stronie niz
Stofice i beda krazy¢ wokét punktu Lagrange’a L2 (patrz
sierpniowe Aktualnosci).

Cel misji Planck [1] jest réwnie prosty co ambitny:
ostatecznie ustali¢ geometrie i sktad Wszech$wiata.
Oczywiscie, nic ostatecznie zrobi¢ si¢ nie da (no, moze

z jednym wyjatkiem). Chodzi o to, ze Planck ma wyzyskaé¢
informacje odcisnieta w reliktowym promieniowaniu tla.

Wykorzystywanie tego zrédla informacji do poznawania
historii i struktury Wszech§wiata zapoczatkowat satelita
COBE, ktoérego zespél badawczy 17 lat temu oglosit
odkrycie fluktuacji promieniowania reliktowego na
poziomie 107°.

Obecnie prym w tej dziedzinie wiedzie satelita WMAP
wspomagany przez eksperymenty balonowe. Glownie
dzieki niemu wiemy, ze Wszech$wiat wyglada na
euklidesowy, ma prawie 13,7 miliardéw lat (z procentowa
doktadnoscia), sklada sie tylko w niecalej jednej
dwudziestej ze znanej materii, jedna czwarta stanowi
nieznanej natury ciemna materia, a prawie trzy czwarte
catkowitej gestosci materii przypada na jeszcze mniej
znana ciemna energie. Informacje te pochodza nie tylko
z analizy promieniowania reliktowego, ale, razem z kilkoma
niewymienionymi, stanowia podstawe modelu ACDM,
uznawanego za punkt wyjscia do wszelkich rozwazan
kosmologicznych.

Zaktada sie, ze Planck bedzie dziata¢ tylko kilkanascie
miesiecy, ale w tym czasie ma tak poprawié¢ dotychczasowe
wyniki zbierane przez kilka lat, ze osiagna one poziom
doktadnosci odpowiadajacy niepewnosci zwiazanej

z naturalnym szumem kosmosu. Jest to mozliwe

dzicki wyjatkowej precyzji instrumentéw nowej
generacji. Na zdjeciu widaé odbicie anten i bolometréw
w poéttorametrowym zwierciadle. Instrumenty zostaty
schtodzone na poczatku lipca. Niektére elementy Plancka
staly sie najzimniejszymi obiektami w przestrzeni
kosmicznej, osiggajac temperature zaledwie 0,1 K powyzej
zera bezwzglednego.

Podstawowym celem misji jest sporzadzenie map
promieniowania calego nieba w dziewieciu pasmach
czestosci (od 33 do 857 GHz). Dla siedmiu z tych pasm
bedzie mozliwy réwniez pomiar liniowej polaryzacji
promieniowania. Mapy beda wykonane z rozdzielczoscia
katowa od 33 do 5 minut tuku, a doktadno$é pomiaru
temperatury osiagnie 2 milionowe.

Satelita bedzie obracal sie wokél osi skierowanej pionowo
na zamieszczonym zdjeciu, co pozwoli jego teleskopowi
zeskanowa¢ w ciagu minuty waska obrecz nieba. O$ bedzie
skierowana mniej wiecej wzdluz kierunku od Stonca, ale
zmiany jej polozenia w granicach 15 stopni, w polaczeniu
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z obiegiem wokél Stonca, pozwola na przebadanie calego
nieba w p6l roku. W czasie trwania misji takie mapy
zostang wykonane dwukrotnie.

Rejestracja w wielu pasmach, z jednoczesnym pomiarem
polaryzacji, pozwoli na bardzo dobre rozréznienie miedzy
mikrofalowym promieniowaniem tla, szumem kosmosu
oraz innymi, zlokalizowanymi w przestrzeni, zrédtami
mikrofal. Oprécz gtéwnego, kosmologicznego, programu
badawczego, Planck ma dostarczy¢ informacji na temat
pozagalaktycznych zrédel mikrofal, sktadu i wlasnosci
gazu miedzygwiazdowego, wielkoskalowej struktury oraz
pol magnetycznych Drogi Mlecznej, zwartych obiektéw
gwiazdowych czy zagrazajacych Ziemi asteroid.

Gléwnym celem misji pozostaje jednak weryfikacja

lub falsyfikacja modeli kosmologicznych. Oprocz
doktadniejszego wyznaczenia parametrow dowolnego
modelu (poniewaz te parametry nie sa mierzone
bezposrednio, wiec ich wartosci zawsze sa zwiazane

z konkretnym modelem ewolucji Wszech$wiata; mozliwe
jest, ze kilka konkurencyjnych modeli, lub ich wariantéw,
moze zgadzaé si¢ z wszystkimi dostepnymi ograniczeniami)
mozna bedzie rozrézniaé rézne rodzaje inflacji czy roézne
warianty ciemnej energii.

Oproécez tego Planck umozliwi odroznienie pierwotnej
anizotropii promieniowania tla (zwiazanej ze stanem
Wszechdwiata w momencie, gdy 380 milionéw lat po
Wielkim Wybuchu stal si¢ przezroczysty) od wtérnych
anizotropii wywotanych propagacja tego promieniowania
(a wiec niosacych unikalne informacje na temat dalszej
ewolucji Wszechswiata).

Rok po zakonczeniu misji wszystkie dane zostana
udostepnione calej naukowej spoltecznosci. To juz
naprawde niedlugo i mozna si¢ na ten moment
przygotowaé. Polska nie jest czlonkiem ESA (European
Space Agency), w ktérej posiadaniu jest zaréwno Planck,
jak i Herschel, wiec moze — tworczo opracowujac dane
— udaloby sie w ten sposdb wtraci¢ jakis polski akcent?
Wystarczy tylko mie¢ dobry pomyst.

Piotr ZALEWSKI

[1] http://planck.esa.int
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Planck przed wlozeniem do Ariane (zdjecie: ESA).
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Utamki proste...

www.sem.edu.pl

... to takie, ktérych licznikiem jest 1, a mianownik jest liczba calkowita

wieksza od 1.

/MY

Rozklad na ré6zne ulamki proste

Oto algorytm: od utamka, ktéry chcemy roztozyé,

odejmujemy najwiekszy mniejszy od niego utamek prosty.

Operacje powtarzamy dla otrzymanej réznicy, az do
chwili, gdy i ona jest ulamkiem prostym. Algorytm ten
ma wlasnos¢ stopu, bo liczniki kolejnych réznic sa coraz
mniejsze (dlaczego?), wiec w koricu musza staé sie jedynka.
Przyktad:

9/19 — 1/3 = (27 — 19)/(19 - 3) = 8/57,

8/57 — 1/8 = (64 — 57)/(57 - 8) = 7/456,

7/456 — 1/66 = (462 — 456) /(456 - 66) = 6/ (456 - 66) =

= 1/(456 - 11) = 1/5016.

Zatem

971+1+1+ 1
19 3 '8 66 ' 5016

Rozktad nie jest jednoznaczny, bowiem np.
1 1 1
[ + ,
n n+1l n(n+1)

co pozwala liczbe sktadnikéw dowolnie powigkszac.

Podany algorytm pozwala roztozy¢ ulamek k/n na

nie wiecej niz k utamkow prostych. Podany przyktad
pokazuje jednak, ze zdarza si¢ (wskutek skrécenia), iz
liczba sktadnikéw moze by¢ mniejsza. Stad wywodzg, sie
np. dwie hipotezy

Hipoteza Péla Erdosa—Ernsta G. Strausa:
dla dowolnego n ulamek 4/n daje sie rozlozyé na sume
doktadnie trzech roznych ulamkow prostych,

Hipoteza Andrzeja Schinzla:
dla dowolnego k istnieje taka liczba N, Ze dla n > N
ulamek k/n mozna rozlozyé na trzy ulamki proste.

W przypadku pierwszej hipotezy sprawdzono jej prawdziwos$é dla
wszystkich n < 1014,

Dla wprawy sprawdzcie (wskazéwka jest wyzej), czy
1 n 1 . 1 . 1 n 1 1 1
3 8 19 66

5016 2 38

Egipcjanie z blizej nieznanych powoddéw uwazali, ze wszystkie ulamki pomiedzy
0 i 1 nalezy przedstawia¢ w postaci sumy réznych utamkéw prostych. Okazuje
sie, ze zawsze da sie to zrobic.

Rozwiniecia dziesietne

Jak wiadomo, rozwinigcie dziesigtne utamka moze by¢
skoniczone lub okresowe. Inne rozwiniecia zarezerwowane
sg dla liczb niewymiernych. Ale jak dlugi moze by¢
okres w takim rozwinieciu?

Kazdy moze sobie sprawdzi¢, ze
1

1 1
1 1
73 = 0.(076023), - = 0,(0588235204117647).

Okresy liczb 1/7 1 1/17 maja dlugos$é¢ odpowiednio

6 1 16, czyli zaledwie o 1 mniejszg od ich mianownikéw.
W takiej sytuacji, to znaczy gdy rozwiniecie dziesietne
utamka 1/k ma okres dtugosci k — 1, méwimy, ze jest
to rozwiniecie maksymalne. Nasuwa si¢ pytanie, czy
faktycznie okres nie moze by¢ dluzszy.

Nietrudno to uzasadnié. Liczby przy dzieleniu
dziesietnym zaczna sie powtarzaé, gdy drugi raz trafimy
na te samg reszte. A réznych (niezerowych) reszt moze
byé¢ doktadnie k£ — 1.

Przykltady: przy dzieleniu 1 przez 7 kolejno pojawiaja si¢ reszty 1, 3,
2,6, 4,5 1znéw 1, 3 itd.; przy dzieleniu przez 17 reszty to 10, 15, 14,
4,6,9,5,16,7,2,3,13, 11, 8, 12, 1 i znéw 10, 15 itd.

Natomiast przy dzieleniu przez 13 pojawiajag si¢ tylko niektére sposréd
mozliwych reszt: 10, 9, 12, 3, 4, 1. Jeszcze gorzej jest przy 11 — tylko
101 1. A przy 3 mamy juz tylko 1.

A czy zawsze jest tak, ze liczba reszt pojawiajacych si¢ przy dzieleniu
przez k dzieli k — 17

Powstaje pytanie, odwrotnosci ktérych liczb maja

w systemie dziesietnym maksymalne okresy. O dziwo,
pelna odpowiedz na to pytanie nie jest znana —
praktycznie jedyna ogdlna metoda jest. .. wykonanie
dzielenia.

Chetnym polecamy sprawdzenie, ze maksymalne okresy
maja odwrotnosci liczb 19, 23, 97, 337.

Z zycia SEM

2 czerwca 2009 roku w Piotrkowie odbyt sie pod patronatem SEM i przy
wspolpracy Wojewddzkiego Osrodka Doskonalenia Nauczycieli oraz I LO
im. Bolestawa Chrobrego

Dzien Dziecka z Matematyka.

O pierwszym plakacie SEM (patrz np. Delta 2/2009) méwil Waldemar

Informuyjcie nas, jakie spotkania
odbywaja sie w Waszej
miejscowosci!
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Pompe, po czym odbylo sie spotkanie nauczycieli poSwiecone pracy z uczniem
uzdolnionym matematycznie. Spotkanie zakonczyly zajecia warsztatowe dla
uczniéw pod tytutem Rozwigzywanie zadan konkursowych z geometrii.



Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,

Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesigca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Oceng¢ mnozymy przez wspotczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z matematyki nr 585, 586

' Redaguje Marcin E. KUCZMA
- 585. Czworokat wypukly ABCD jest wpisany w okrag. Punkty K i L sa
o

rzutami prostokatnymi punktu przeciecia jego przekatnych na proste BC' i DA.
Punkty M i N sa érodkami bokéw AB i CD. Wykazaé, ze punkty K i L sa
symetryczne wzgledem prostej M N.

Termin nadsylania rozwigzan: 30 XI 2009

586. Dowiesé, ze kazdy dziewiecioelementowy podzbiér zbioru {1,2,...,99} ma

takie dwa rozlgczne niepuste podzbiory A i B, ze suma liczb w zbiorze A jest
réwna sumie liczb w zbiorze B.

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
573 (WT =1,62) i 574 (WT = 2,64)
z numeru 1/2009

Zadanie 586 zaproponowal pan Krzysztof Dorobisz z Krakowa.

Rozwigzania zadan z numeru 5/2009

581. Dany jest n-elementowy zbiér X (n > 4) oraz 2" 2 + 1 jego réznych podzbioréw. Wykazaé,
ze wéréd tych podzbioréw istniejg takie cztery, ktérych czesé wspdlna jest zbiorem pustym lub

Marcin Kasperski Warszawa 45,50

Krzysztof Dorobisz Krakdéw 43,27 Przypominamy tresé zadan:
Andrzej Idzik Bolestawiec 43,15

Tomasz Warszawski Krakéw 42,26

Zbigniew Galias Krakéw 42,05

Pawel Najman Jaworzno 35,68  jednoelementowym.

Do grona Weteranéw dolaczyt
Marcin Kasperski.

582. Dowie$é, ze istnieje nieskoniczenie wiele par funkeji f, g: R — R, majacych pochodne wszystkich
rzedéw i spetniajacych warunki: f/(0) = ¢’(0) = 1 oraz

(f-9) (@) = (@) - g (x)

dla wszystkich z e R, n =1,2,3,....

581. Niech F bedzie rodzing danych 2772 + 1
podzbioréw zbioru X. Jezeli pewne dwa zbiory
A, B € F sa rozlaczne, teza jest oczywista. Dalej
odrzucamy ten banalny przypadek z rozwazan.

Podzbiér U zbioru X nazwiemy ciekawym, gdy ma
niepuste przeciecie z kazdym zbiorem AN B (A, B € F);
w szczegblnosci calty zbiér X jest ciekawy.

Przypuéémy, ze X jest suma dwdch roztacznych zbiorow
ciekawych U i V| liczacych odpowiednio u i v elementéw.
Wiszystkie podzbiory zbioru U grupujemy w pary zbioréw
dopelniajacych sie do calego zbioru U. Z kazdej takiej pary
co najwyzej jeden jest czescia wspolna zbioru U i pewnego
zbioru A € F (bo gdyby dla pewnych A, B € F zbiory
ANU oraz BN U dopelnialy sie do U, to zbiér AN BNU
byltby pusty, whrew temu, ze U jest zbiorem ciekawym).
Zatem co najwyzej 2%~ ! podzbioréw zbioru U ma postaé
ANnU dla Ae F.

Analogicznie, co najwyzej 2°~! podzbioréw zbioru V

ma posta¢ ANV dla A € F. To jednak implikuje, ze

licznoéé rodziny F nie przekracza 24—t . 2071 = 2n=2,
Uzyskana sprzecznosé dowodzi, ze zbioru X nie da sie
rozbi¢ na dwa zbiory ciekawe.
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Niech Uy bedzie zbiorem ciekawym o minimalnej

liczbie elementéw i niech ug bedzie dowolnym jego
elementem; zbiér Uy \ {uo} nie jest juz ciekawy.

Takze zbiér Vy = X \ Uy nie jest ciekawy, w mysl
konkluzji poprzedniego akapitu. Istnieja zatem

takie zbiory A, B € F oraz takie zbiory C, D € F,

ze AN B nie przecina zbioru Uy \ {uo}, zas C N D

nie przecina Vj. Tak wiec ug jest jedynym elementem,
ktéry moze naleze¢ do AN BN C N D. Zbiory A, B,C, D
tworza czworke, o jaka chodzito.

582. Wymagane warunki spelnia na przyktad kazda
para funkcji postaci
fla) = ae®’?, g(x) = be"/",
gdzie a,b>0, a+b=1.
Oznaczajac o« = 1/a, f = 1/b, mamy bowiem
h(z) = f(@)g(w) = abel+Pe,
Po n-krotnym zrézniczkowaniu:
F(x) = aa™e™®, g™ (@) = bp"e,
h™ () = ab(a + B)"el@ )z,
A poniewaz « + § = aff, dostajemy zadana réwnosé
W (z) = ) (2)g™ ().



Klub 44

Zadania z fizyki nr 482, 483
Redaguje Jerzy B. BROJAN

482. Dwa male ciata o jednakowych masach zawieszono na nitkach o dtugosci (
zaczepionych w odlegtosci d od siebie (rys. 1). Ciala sa natadowane przeciwnymi znakami.
Jaki warunek musza spelniac [ i d, aby przy pewnych wartosciach mas i tadunkéw mogty
istnie¢ dwa rézne polozenia réwnowagi cial? Jaki musi by¢ ten warunek, aby mogty istnie¢
trzy rézne polozenia réwnowagi? Czy sg to polozenia réwnowagi trwalej, czy nietrwalej?
Nie bierzemy pod uwage sytuacji, w ktérej ciata sie stykaja.

483. Dwie zwojnice zawieszono na przewodach. Po wlaczeniu zasilania pradem

Termin nadsylania rozwigzan: 30 XI 2009

przemiennym przyciagnely si¢ (rys. 2). Gdy miedzy nie wstawiono pionowa plyte

z pewnego materialu, zaczely sie odpychaé. Na czym polega efekt? Jaki to byt material?

[WARNY/

Rozwigzania zadan z numeru 5/2009

Przypominamy tre$é¢ zadan:

478. Kolo o promieniu » = 30 cm obraca si¢ ze stalg predkoscig katowa w plaszczyznie

Rys. 1 Rys. 2

pionowej. W pewnym momencie od kola oderwalo si¢ male cialo (np. kropla wody),

a po pewnym czasie spadlo na to samo miejsce kota, przyklejajac sie bez straty energii
(tzn. predkosé ciala i brzegu kola w miejscu upadku byly jednakowe — zob. rys. 3).

Czotléwka ligi zadaniowej Klub 44F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
472 (WT = 1,90) i 473 (WT = 3,40)
z numeru 2/2009

Tomasz Wietecha Tarnéw 37,66
Andrzej Idzik Bolestawiec 33,04
Krzysztof Magiera FLosiéw

Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 28,18
Michal Kozlik Gliwice 17,52

mozliwe. Opér powietrza pominad.

Podaé co najmniej dwie wartosci predkosci katowej w, przy ktoérych takie zdarzenie jest

Rys. 3

479. Mamy do dyspozycji kondensator o pojemnoéci C' naladowany do napigcia U oraz

2 nienaladowane kondensatory, ktérych pojemnosci Cy i C2 mozemy wybraé¢ wedlug zyczenia.
Kondensatory mozna dowolnie laczyé w obwdd, roztaczac i taczyé ponownie. Dobraé wartosci
C1 i Cy oraz zaprojektowaé takie polaczenia i przelaczenia, aby korzystajac tylko z energii
30,37 zmagazynowanej w pierwszym kondensatorze uzyska¢ bateri¢ naladowang do napiecia 2U

i o maksymalnej mozliwej pojemnosci zastepczej.

Czy mozliwe jest wytworzenie napiecia 2U, jesli poza kondensatorem natadowanym dysponujemy tylko

jednym kondensatorem dodatkowym oraz zwojnica? Jesli tak, to jaka pojemnosé baterii mozna uzyskac?

478. Oznaczmy kat miedzy pionem a promieniem kota
poprowadzonym do punktu oderwania (albo — do punktu spadku)
jako «a, a czas lotu jako t. Wzdtuz osi poziomej ruch ciata jest
jednostajny, zatem

(1) 2rsina = wrcosa - t,
natomiast wzdluz osi pionowej mamy
(2) 2wr sina = gt.

Ponadto jesli cialo ma upaséc¢ na to samo miejsce kota, to kat jego
obrotu w ciggu czasu ¢t powinien by¢ réwny 2« + 27n (gdzie n
— liczba catkowita), czyli

(3) wt = 2a + 27n.
Z réwnan (1) i (3) otrzymujemy
tga = o+ mn.

Dlan =01i a < 7 rozwigzanie nie istnieje, natomiast dla
n = 1 rozwigzaniem jest a1 = 1,352 rad, a dla n = 2 mamy
ag = 1,442 rad. Poniewaz z réwnan (1) i (2) wynika

_ /8
W = 7
T COS (v

wiec wi = 12,3 rad/s, w2 = 16,0 rad/s.

479. Poniewaz przy tadowaniu jednego kondensatora z drugiego
koncowe napiecie zawsze jest mniejsze od maksymalnego, wiec
zadane napigcie 2U mozna uzyskac tylko, taczac wszystkie

3 kondensatory szeregowo (po uprzednim natadowaniu Cq i C2).
Nalezy zauwazy¢, ze w przeciwienstwie do ,zwyklego” polaczenia
szeregowego tadunki na tych kondensatorach nie beda na ogdt
jednakowe, zatem podczas roztadowania baterii poszczegdlne
kondensatory nie roztaduja si¢ do zera. Nie ma to jednak
znaczenia dla przeplywu energii w obwodzie, do ktérego taka
bateria bytaby dolaczona (liczy si¢ tylko catkowite napigcie

i pojemno$é zastepcza). Rozwazmy dwie najprostsze mozliwosci:

a) oba kondensatory C1 i C zostaja naladowane jednoczesnie,
tzn. polaczone réwnolegle i dotaczone do C,

b) najpierw tadujemy kondensator C1, nastepnie Co (oba przez
dotgczenie do C).

W przypadku a) na kazdym kondensatorze wystapi jednakowe
napiecie U’ = UC/(C 4 Cq + C2), a jesli zestawiona bateria
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ma mieé napiecie 2U, to U’ = %U, stad C1 + Co = %C.
Maksymalna warto$¢ pojemnosci zastepczej

1 1 1\ !
Co=(=+—+—
<C+Q+CJ

wystapi dla C1 = Cq = %C’ i wynosi C;, = %C.

W przypadku b) na kondensatorze C otrzymamy napiecie

Uy, =UC/(C + C7), a potem na dwbch pozostalych napiecie

Us = U1C/(C + C3). Dalej postepujemy jak poprzednio:

z warunku Uy + 2Us = 2U wyznaczamy zwiazek miedzy C1 a Ca
(teraz ma on postaé (C + 2C1)(C + C2) = 20?), a szukajac
maksymalnej wartosci Cy, otrzymujemy Cy = iC, Co = %C,

C, = éC,

Bardziej skomplikowane pomysty — np. po czynnosciach opisanych
w b) taczymy jeszcze C1 z Cy — nadaja sie juz raczej tylko do analizy
numerycznej. Autorowi nie udato si¢ w zadnym z nich przekroczyé
wartosci osiagnigtej w powyzszym przypadku b), tzn. C, = %C.

Jesli mamy do dyspozycji kondensator o pojemnosci C7 oraz
zwojnice (indukcyjnosé), to mozemy zamknaé¢ obwdd zestawiony

z wyjsciowego kondensatora C' i tych elementéw, a nastepnie
otworzy¢ go po uplywie polowy okresu drgan. W tym momencie
prad nie plynie (tak jak w chwili poczatkowej), zatem energia
zwojnicy jest réwna zeru i — w odréznieniu od obwodéw
poprzednich — zachowany jest nie tylko tadunek, lecz takze energia
kondensatoréw. Oznaczajac przez U’ napiecie otrzymane na
kondensatorze C, a przez U; napiecie na C'1, mamy réwnania

CU =CU' + C1lh, CU? =CU? 4 C1U%,

zatem

C—-0Cy 2C
it W) A .
C+ 0 TV oT o

Poniewaz suma tych napie¢ ma wynosi¢ 2U, wiec C1 =

U'=U

ic

3 I’

a dalej C, = %C. Wyniku tego nie mozna juz poprawié, gdyz cala
energia poczatkowa zostata przeksztalcona w energie ,uzyteczna’
(jak tatwo sprawdzié, tadunki obu kondensatoréw sa jednakowe,
wiec razem z cala bateriag takze kazdy oddzielnie roztaduje sie

do zera). ZaprojektowaliSmy zatem doskonaly transformator
napiecia stalego” — gdyby jeszcze dalo sie skonstruowac taki
uktad przetacznikéw!
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Rozwigzanie zadania F 748.
Zaniedbujac lepkos¢ i napiecie
powierzchniowe wody, otrzymamy
paraboloid¢ obrotowa. Przy takim
zalozeniu poszukujemy bowiem
powierzchni, z ktérej — przy obracaniu
jej z predkoscia v — nie stoczy sie
potozona w dowolnym punkcie kulka,

a to ze wzgledu na to, iz wypadkowa sity
odsérodkowej (mwv?/r) i grawitacji (mg)
bedzie prostopadla do tej powierzchni.
Niech prosta PQ (rysunek) bedzie osig
obrotu, a PK niech bedzie prostopadta do
szukanej powierzchni (ponadto KQ = r).

P

Z podobienstwa tréjkatéw mamy

mv?/r _ KQ
mg n PQ’
zatem
2 gr2
vl =2
PQ
czyli
v=r &
PQ

i czas pelnego obrotu jest réwny
27r

2 1/PQ
— =27 —_—
r\/8/PQ g

Poniewaz ten czas jest taki sam dla

T

wszystkich punktéw powierzchni, wiec
poszukujemy takiej krzywej, dla ktoérej
rzut odcinka prostopadlej do krzywej
(od punktu na niej do osi obrotu) na te
0§ (na rysunku PQ) jest taki sam dla
wszystkich punktéw.

Dla paraboli 22 = py w jej punkcie (a,b)
styczna ma réwnanie ax = %p(y +b),
wiec prostopadla w tym punkcie ma
réwnanie %pm = —ay + a(%p +b).
Interesujacy nas odcinek ma wigc stale
dtugosé p/2, co konczy dowdd.

Patrz w niebo

Gromady kuliste gwiazd sa obiektami bardzo starymi. Dowodzi tego zaréwno
ich ksztalt, jak i sktad chemiczny gwiazd. Uwaza si¢ bowiem, ze kulisty ksztalt
$wiadczy o osiggnieciu przez gromade stanu réownowagi, na co trzeba byto

dtugo poczekaé. Gwiazdy za$ zawieraja malo pierwiastkow ciezkich, poniewaz

w epoce ich powstawania nie bylo jeszcze dosé materii rozproszonej wzbogaconej
w te pierwiastki, wyprodukowane w innych, starszych gwiazdach. A w ciagu
miliardéw lat dzielacych nas od tamtego czasu z gromada mogty zdarzy¢ sie
rozne dziwne rzeczy.

I tak kilka lat temu pojawila sie wiadomosé, ze najbardziej czerwone gwiazdy
najjasniejszej na niebie gromady Omega Centauri poruszaja sie wspélnie w nieco
innym kierunku niz reszta gwiazd gromady. Wysunieto wigc przypuszczenie, ze
gromada wchlonela niedawno te niesforne gwiazdy, ktére, by¢ moze, tworzyly
przedtem inna gromade. Wyznaczenie sktadowych predkosci gwiazd w takiej
gromadzie jest problemem niestychanie trudnym. Z pomiarem predkosci radialnych
gwiazd nie ma problemu, ale pomiar sktadowych prostopadlych do promienia
widzenia to prawdziwe wyzwanie. Gromada bowiem znajduje sie w takiej
odlegtosci (5,2 kpc), ze wszelkie przesuniecia jej gwiazd na niebie sa na granicy
najlepszych dzisiejszych metod obserwacyjnych. Nic wiec dziwnego, ze konkurencja
wysuneta inne tlumaczenie, iz mianowicie popelniono catkiem uzasadnione btedy
obserwacyjne. Zdawalo sig, ze czasy popelniania takich bledéw dawno minety!
Jednak przesuniecia gwiazd wyznaczono na podstawie dwoch zestawéw zdjeé
uzyskanych wprawdzie tym samym teleskopem, ale wczesniejsze zdjecia powstaly
przed, a péZmiejsze po jego przeprowadzce (!) z Poludniowej Afryki do Australii.
Otoéz ta przeprowadzka mogla przypadkowo spowodowaé¢ minimalng zmiane
geometrii obiektywu (byl to refraktor), co zaowocowalo pozornym przesunieciem
gwiazd najbardziej czerwonych. Technicznych szczegdétéw mozna tylko sie domyslaé,
gdyz australijskie obserwatorium kilka lat temu sptoneto.

Bez wzgledu na wynik tego sporu naukowego, ktéry chyba pozostanie
nierozstrzygniety, warto zwrédci¢ uwage na to, jak delikatnym urzadzeniem jest
teleskop i ze beztroska w postugiwaniu si¢ nim moze (przynajmniej wedlug
niektérych) doprowadzi¢ do odkryé pozornych.

Tomasz KWAST

Wrzesien

Lato dobiega konica, tymczasem wysoko na niebie wieczorami dominuje tzw. Letni
Tréjkat, czyli trzy bardzo jasne gwiazdy: Wega (alfa Lutni), Deneb (alfa Labedzia)
i Altair (alfa Orla). Przez ten Tréjkat przebiega tez Droga Mleczna, siegajaca
poludniowo-zachodniego horyzontu, a tam jest przeciez Strzelec i centrum
Galaktyki. Jest zatem co oglada¢, nawet gdy ma sie do dyspozycji tylko lornetke.
Trudno lornetka prowadzi¢ naukowe obserwacje, ale samo spokojne ,,przejechanie”
nia wdtuz Drogi Mlecznej moze dostarczy¢ w pogodng noc niezapomnianych wrazen.
Niemal w kazdym miejscu w polu widzenia trafia sie jakas gromada otwarta.

Na granicy zasiegu nieuzbrojonego oka jest gwiazda 61 Cygni, gwiazda podwdjna,
ktorej sktadniki dzieli na niebie p6t minuty tuku. W istocie jest to uklad pieciu
gwiazd, ale lornetka juz nie wystarczy, by sie o tym przekona¢. Gwiazda odlegla
jest 0 3,4 pc, i jest dzieki temu jedna z pierwszych, ktérych odleglosci udato sie
wyznaczy¢. Dokonal tego F. W. Bessel w 1838 roku — w tym samym roku zmierzono
odleglosé alfy Centaura i Wegi.

Wenus jest we Lwie, czyli tak blisko Stonica, ze jej nie wida¢. Mars jest w Bliznigetach
i wschodzi koto pélnocy. Jowisz jest w Koziorozcu i wieczorem jest juz nad
poludniowym horyzontem. Saturn jest na granicy Lwa i Panny, czyli praktycznie
za Stoncem. Pelnia Ksiezyca wypada 4 IX, a néow 18 IX. Ksiezyc 13 IX zakryje
Marsa, ale zobacza to mieszkancy tylko obszaréw arktycznych, a 24 IX Antaresa,
co bedzie widoczne na Dalekim Wschodzie i na Pacyfiku. Wenus zblizy si¢ do
Regulusa 20 IX na poél stopnia, ale w Polsce bedzie wtedy dzien. Lato — jak
powiedzieliSmy — konczy sie i 22 IX bedzie jesienna réwnonoc, i zacznie si¢ jesien.
Zadnych przewidywalnych rojéw meteoréw we wrzeéniu nie bedzie.

T. K.
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Dzielenie figur raz jeszcze
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W poprzednim numerze deltoidu pojawito sie mnéstwo kréciutkich zadan
dotyczacych dzielenia figur. Oto rozwiazania niektorych sposrod nich.

Pojecie podzialu figury wyjasnijmy na przykladzie: przekatne kwadratu dzielg go na
cztery przystajace trojkaty prostokatne réwnoramienne.

<

1. Podziel tréjkat réwnoboczny na 5 trojkatéow réwnoramiennych.

R. Kilka mozliwych rozwiazan przedstawia rysunek 1. J

/N

Rys. 1
2. Czy istnieje trojkat, ktory mozna podzieli¢ na 5. Ile taman potrzeba, aby tabliczke czekolady
5 trojkatéw przystajacych? o wymiarach 4 x 6 potama¢ na 24 pojedyncze

‘0 , . e
R. Istnieje (rys. 2). Warto zwrdcié¢ uwage, ze tréjkat zostal kOStk‘l' Laman WO‘lr‘lo quonywac ’tylko W'Zdhlz 11111,1’
podzielony na tréjkaty przystajace podobne do niego. Czy sa podzialu na kostki i mozna lamac tylko jedna czes¢

inne rozwigzania? OJ naraz.
V5 R. Po kazdym tamaniu przybywa jeden kawatek czekolady.
1 Zatem niezaleznie od sposobu tamania tabliczka zostanie
podzielona na 24 pojedyncze kostki zawsze po doktadnie
V5, dziel 24 pojed kostki doktladni
1 V5 23 tamaniach. [J

6. Ile cie¢ potrzeba, aby kostke sera o wymiarach
Rys. 2 3 x 3 x 3 rozcia¢ na 27 kostek jednostkowych?
Cie¢ wolno dokonywacé tylko wzdtuz plaszczyzn
podziatu na kostki, rozcigte czesci mozna dowolnie
przestawia¢ i mozna cia¢ kilka czedci naraz.

3. Czy istnieje trojkat nieprostokatny, ktéry mozna
podzieli¢ na 5 trojkatéw podobnych do niego?

R. Istnieje (rys. 3). Czy sa inne rozwiazania? [J R. Srodkowa kostka jednostkowa, ktérej wszystkie Sciany
poczatkowo sa niewidoczne, musi zostaé¢ ,wykrojona”.
Zadnym cieciem nie da sie cigé naraz wzdtuz wiecej

niz jednej z jej szesciu $cian. Koniecznych jest zatem
przynajmniej szes¢ cig¢. Jednoczesnie tyle cie¢ wystarcza,

30 nawet bez przestawiania czesci. U

Rys. 3

4. Kwadrat podzielono na 36 kwadratéw, z ktérych  Na zakoficzenie dwa nowe zadania.
35 ma pole rowne 1. Czy ostatni tez musi mieé¢

7. Podziel graniastostup prawidlowy tréjkatny na trzy
pole 1?7

czworosciany o rownych objetosciach.

. . . . -
R. Nie musi (rys. 4). Czy sq inne rozwigzania? O 8. Kwadrat o polu 64 podzielono na cztery czesci

17 1 i zbudowano z nich prostokat o polu 65, jak na

- rysunku 5. Wyjasnij, jak to sie stato.
17 18
u 8 AT
u | 5
| BT \ ’Ar
18 8 13
Rys. 4 Rys. 5
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