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Zadanka (nie)informatyczne

1. Na plaszczyznie wybrano dziesig¢ punktow, z ktérych

zadne trzy nie sa wspoétliniowe, i kazda pare réznych
punktéw potaczono odcinkiem: kolorowym lub czarnym.

Ile jest na rysunku tréjkatéw jednobarwnych, majacych

wierzchotki w pewnych trzech sposréd zadanych

dziesigciu punktow?

2. Czy w ponizszym ciagu liczb:
1,1,9,7,12,4,12,5,7, 3,7, 2,10, 2, 3

mozna znalez¢ niepusty spdjny podciag

(tj. jednokawalkowy fragment), ktérego suma jest

podzielna przez 137

3. Ile réznych podciagdéw ciagu:

3,2,3,4,1,1,2, 3
ma sumy podzielne przez 57 Podciagi zlozone z takich
samych elementéw, ale roznie umiejscowione w ciagu,

uznajemy za rézne. Ponadto pomijamy ciag pusty
(zeroelementowy).

Wskazowki
1. Zlicz wszystkie tréjkaty poza jednobarwnymi.
12345678910
1 kik|clc|k|k|k|c|k
2|k klk|c|k|k|k|c|k
3|k|k clc|k|c|clclk
4|clk|c clklclk|c|c
5lclc|c|c clk|k|k|k
6|k|k|k|k|c kik|c|c
Tlklk|c|c|k|k klk]|c
8lkik|c|k|k|k|k clk
9lc|c|c|clk|clk]|c [¢
10| k|k|k|c|k|c|c|k]|c

Moze Ci w tym pomébc powyzsza tabelka, w ktérej komérka
lezaca na skrzyzowaniu i-tego wiersza i j-tej kolumny
oznacza kolor (¢ — czarny, k — nie-czarny) odcinka laczacego
punkty -ty oraz j-ty.

2. Przede wszystkim policz, ile ten ciag ma elementow.
Nastepnie przyjrzyj sie sumom kolejnych prefikséw
(tj. poczatkowych fragmentéw) tego ciggu.

1

A ile spdjnych (czyli jednokawalkowych) podciagdéw
o sumach podzielnych przez 5 wystepuje w powyzszym
ciagu?

4. Mamy do dyspozycji jedenascie monet o nastepujacych
nominatach:

7,300, 35, 83, 1, 17, 2, 1, 17, 170, 5.

Jaka jest najmniejsza (catkowita dodatnia) kwota,
ktoérej nie da sie wyptacié¢ za ich pomoca?

5. Na pélce stoi dwanascie toméw encyklopedii. Ich
kolejnosé, wskutek wieloletniego uzytkowania, jest dosy¢
przypadkowa:

11,1, 10, 4, 3, 2,8, 7, 12, 6, 9, 5.
W jednym ruchu mozesz wyja¢ dowolny tom i umiesci¢
go w wybranym miejscu, ewentualnie przesuwajac pewne
z pozostalych toméw. W jakiej najmniejszej liczbie ruchéw
mozesz uporzadkowaé wszystkie tomy, tak aby byty
ustawione w naturalnej kolejnosci od 1 do 127

6. Zmieniasz zdanie 1 postanawiasz uporzadkowac
tomy encyklopedii z zadania 5 za pomocg ruchow
polegajacych na zamianie pewnych par sasiednich
toméw miejscami. Ile takich ruchéw potrzeba do
uporzadkowania potki?

7. Niech Z = {1,2,...,17}. W tym zadaniu interesowac
nas beda takie zbiory A C Z, ze dla kazdej liczby
naturalnej m € Z co najwyzej jedna z liczb m, 2m
nalezy do A (czyli dla zadnej liczby naturalnej m € Z
nie moga naraz zachodzi¢ warunki m € A oraz 2m € A).
Nazwijmy takie zbiory A antydwdjkowymi.

Jaki jest najliczniejszy zbior antydwdjkowy? A ile jest
wszystkich zbioréw antydwéjkowych?

Jakub RADOSZEWSKI

3. Dla kazdego prefiksu (tj. poczatkowego fragmentu) ciagu
policz, ile podciagdédw w nim zawartych ma sumy dajace
reszty 0,1, 2, 3,4 z dzielenia przez 5.

4. Uporzadkujmy niemalejaco ciag nominatéw monet:
1,1,2,5,7, 17, 17, 35, 83, 170, 300.
Przyjrzyj si¢ teraz zbiorom kwot, ktére moga zostac

wyplacone za pomocg monet z kolejnych prefiksow
uporzadkowanego ciagu.

5. Jak moze wygladaé zbiér tomdw, ktére moga nie zostac
ani razu przestawione?

6. W jednej serii ruchéw doprowadz do sytuacji, w ktorej
pierwszy tom znajdzie si¢ na poczatku pétki. Nastepnie
Lusun” ten tom i powtarzaj te samg procedure dla tomdow
2,...,12.

7. Wypisz wszystkie liczby naturalne od 1 do 17 i potacz za
pomoca krawedzi wszystkie pary postaci (m, 2m).



N

Rys. 1

Takie sobie zadanka

1. Rozetnij narysowany obok (wyciety z szescianu — rys. 1) czworoscian na cztery
czedcl, z ktorych bedzie mozna ztozyé graniastostup.

2. Z Deblina do Modlina (d = 120 km) i z powrotem przy bezwietrznej pogodzie
samolot leci godzine. Czy bedzie leciat krocej, czy dtuzej, jesli przez caly czas bedzie
wial wiatr poltudniowy z predkoscia 60 km/godz?

3. Na rysunku 2 jest pokazany podzial kota na czesci powstate w ten sposob, ze zaréwno
gérne, jak dolne pétkole podzieliliSmy potokregami — linie podziatu dziela pozioma $rednice
na réwne odcinki. Udowodnij, ze pole kazdego sektora jest takie samo.

4. Kostka do gry ma na przeciwleglych $ciankach liczby punktow, ktérych suma jest
réwna 7. Ile jest réznych kostek do gry? Zakladamy, ze interesuje nas tylko, ile jest
punktéw na danej Sciance, a nie, jak sa na niej rozmieszczone.

5. Dany jest utamek 4. Znajdz wszystkie liczby wymierne w, ktére mozna przedstawié
a+p a

b+q b

6. Krzywa zamknieta (bez samoprzecie¢) przecina brzegi pasa réwnolegtego

w dwudziestu punktach (12 u géry i 8 na dole) — jak na ponizszym rysunku.

/) 7 AN=

Czy zaznaczony punkt znajduje si¢ w ograniczonym obszarze, ktérego brzegiem jest ta
krzywa, czy tez na zewnatrz niego?

w takiej postaci w = B, ze
q

Marek KORDOS

Rys. 1

Rys. 2

w2

Rys.3

Redaguje Fwa CZUCHRY

F 745. Wewnatrz lezacej na stole rurki w ksztalcie litery U i o masie M znajduje si¢
nierozciagliwa ni¢ o masie m (rys. 1). Poczatkowo w kazdej ,odnodze” rurki znajduje sie
potowa nici. Uktad zostal wprawiony w ruch tak, ze predkosé konca A nici jest réwna v,
a konca B jest réwna zeru. Z jaka predkoscia bedzie poruszaé sie rurka w chwili, gdy
ni¢ bedzie z niej wylatywata? Tarcie zaniedbaé. Przyjaé, ze czesé nici w zagieciu rurki
jest zaniedbywalnie mala.

Rozwigzanie na str. 6

F 746. W szerokim pionowym cylindrze znajduje sie n (n > 1) podskakujacych
piteczek o masie m kazda, przykrytych tlokiem o masie M znajdujacym sie na
wysokosci h wzgledem dna cylindra. Piteczki odbijaja si¢ sprezyscie od dna i od ttoka.
Uktad znajduje sie w stanie rownowagi. Na jaka wysokos¢ podskocza piteczki po
usunieciu ttoka? Zaniedbaé tarcie ttoka o $cianke cylindra oraz cisnienie atmosferyczne.
Rozwigzanie na str. 23

Redaguje Waldemar POMPE

Dany jest okrag w o srodku O i promieniu r oraz punkt P.
Wielko$é pot(P,w) = PO? — r? nazywamy potega punktu P wzgledem okregu w.
Niniejsze zadania poswiecone sa przedstawieniu kilku wlasnosci potegi. Patrz tez str. 21.

M 1249. Przez punkt P lezacy na zewnatrz okregu w poprowadzono prosta, ktora
przecina okrag w w punktach A i B i prosta, ktora jest styczna do okregu w, w punkcie
C (rys. 2). Udowodnié, ze pot(P,w) = PC? = PA - PB.

Rozwigzanie na str. 6

M 1250. Przez punkt @ lezacy wewnatrz okregu w poprowadzono prosta, ktora
przecina okrag w w punktach A i B (rys. 2). Dowies¢, ze pot(Q,w) = —QA - QB.
Rozwigzanie na str. 7

M 1251. Dane sg okregi wi,ws odpowiednio o §rodkach O1, Os, przy czym
01 # O2. Wykazaé, ze zbiorem tych punktéw X, ktore spelniajg réwnoséé
pot(X,w1) = pot(X,ws), jest prosta prostopadta do prostej O10x.
Rozwiazanie na str. 24

Z zadan 1249 oraz 1250 wynika, ze dla dowolnej prostej przechodzacej w1 1wz przecinaja si¢ w punktach K i L, to punkt X spelniajacy réwnosé
przez punkt P i przecinajacej ustalony okrag w w punktach A i B, z zadania 1251 lezy na prostej KL (rys. 3). Wynika to z obserwacji, ze
wielko$¢ PA - PB jest stala, niezalezna od wyboru prostej. Jesli okregi dla kazdego z punktéw K i L spelniona jest ta rownosc.

2
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% Kosmiczna linijka

8. GGalaktyka karlowata Fornax: nasz satelita
Odleglo$é 460 lat Swietlnych (400 kpc na linijce)

Galaktyki we Wszech$wiecie nie sa roztozone réwnomiernie, a nasza Mleczna
Droga nie jest wyjatkiem — nalezy do niewielkiej grupy galaktyk zwanej
Uktadem Lokalnym lub Grupa Lokalna. W sklad tej grupy wchodza tylko dwie
duze galaktyki: wlasnie Droga Mleczna oraz galaktyka Andromedy. Oprécz nich
w grupie znajduje si¢ szereg (ponad 50) znacznie mniejszych galaktyk. Dwie

z nich znane sa od dawna — to Maly i Wielki Oblok Magellana, widoczne goltym
okiem na pétkuli potudniowej. Jednak wiekszo$é cztonkéw Grupy Lokalnej
zostata odkryta dopiero niedawno, a ich liczba nadal rosnie dzigki temu, ze
wykonuje sie systematyczne przeglady nieba. Odkrywanie tych galaktyk nie jest
tatwe, poniewaz licza one sobie niewiele gwiazd (miliony, a nie miliardy, jak
nasza) 1 to raczej starych, a w dodatku z powodu stosunkowo niewielkiej
odleglosci kazda z tych galaktyk zajmuje spory obszar na niebie i trudno je
wyodrebnié¢ z tta gwiazd Drogi Mlecznej.

Jedna z wczesniej odkrytych i doktadniej zbadanych jest galaktyka kartowata
Fornax (Karzel Pieca), znajdujaca sie w gwiazdozbiorze o tej samej nazwie
(po lacinie fornaz to po polsku piec) na pétkuli potudniowej nieba. Galaktyka
ta zostata odkryta w 1938 roku przez Harlowa Shapleya w trakcie obserwacji
w Afryce Poludniowe;j.

Karzel Pieca jest galaktyka eliptyczna zawierajaca okoto stu milionow gwiazd,
w tym szesé¢ gromad kulistych. Gromada kulista nazywamy liczne skupisko
zwiazanych grawitacyjnie gwiazd, ktére tworza kule o gestosci silnie rosnacej
do s$rodka. Gromady te sa bardzo stare, a ich wiek stanowi dolne ograniczenie
na wiek Wszechswiata. Jedna z gromad w galaktyce Fornax, NGC 1049, byla
znana od dawna, jeszcze przed odkryciem samej galaktyki. Dopiero Shapley

stwierdzil, ze NGC 1049 nie wchodzi w sktad naszej Galaktyki, ale znajduje sie
znacznie dalej.

Odlegtosé do galaktyki Fornax to okoto 140 kpc, a oddala si¢ ona od nas
z predkoscia radialna 53 km/s. Ostatnie obserwacje Teleskopu Kosmicznego
Hubble’a pozwolily na wyznaczenie ruchu wlasnego tej galaktyki (czyli
poprzecznej skladowej predkosci), ktéry wynosi 196 km/s wzgledem centrum
naszej Galaktyki. Fornax zajmuje na niebie obszar o promieniu kilkunastu
minut tuku. Ze wzgledu na ksztalt i niewielka liczbe gwiazd sklasyfikowany
zostal jako sferoidalna galaktyka kartowata i jest typowym przedstawicielem tej
klasy obiektow. Wszystkie gwiazdy sa stare, podobnie jak wchodzace w sktad
gromad kulistych; powstawanie nowych gwiazd ostatecznie zamarto kilkaset
milionéw lat temu z powodu braku gazu miedzygwiazdowego. Zagadke stanowi
tylko stwierdzony ostatnio (za pomoca Very Large Telescope) brak gwiazd
najstarszych, o bardzo niskiej metalicznosci (metalami w astronomii nazywamy
\@wszystkie pierwiastki ciezsze niz hel!). Jasnosé galaktyki jest okoto 50 milionéw
< razy wieksza od jasnosci Stonca.

Fornax, podobnie jak inne galaktyki kartowate, ma znacznie wigksza mase

(o czynnik ponad 3) niz suma mas gwiazd wchodzacych w jej sktad. Ta dodatkowa
masa nosi miano ciemnej materii, poniewaz nie swieci. Obecno$¢ dodatkowej masy
wykrywa sie przez badanie ruchu gwiazd — ciemna materia oddzialuje grawitacyjnie,
tak jak kazda inna. Natura tej materii nie jest jednak znana. Teoria powstawania
pierwiastkow we Wszech$wiecie wyklucza barionowy charakter znacznej czesci
ciemnej materii (z barionéw sklada sie cala znana nam ,zwykla” materia,
zbudowana z atoméw réznych pierwiastkéw). Obecnie najbardziej obiecujaca
hipoteza jest istnienie dodatkowych nieznanych czastek elementarnych. Znaczna
cze$¢ materii wypelniajacej Wszechswiat — kilkakrotnie wigcej niz zwyklej materii
barionowej — powinna by¢ w tej postaci. Problem ciemnej materii stanowi ogromne
wyzwanie dla wspolczesnej fizyki.

Bozena CZERNY, Agnieszka JANIUK



Co wspéblnego z astronomia ma
mierzenie katomierzem dlugosci korytarza?

Mirostaw NALEZYTY ", Agnieszka MAJCZYNA*

Wyobrazmy sobie, ze mamy zmierzy¢ dlugos¢ szkolnego korytarza. Do dyspozycji
mamy jedynie katomierz, najlepiej duzy — taki, jakiego uzywa si¢ na lekcjach.
Wygodnie bedzie zamocowaé¢ na katomierzu zaczepiona w zerze ruchoma
wskazdwke, ktora bedziemy kierowaé na wybrany punkt znajdujacy sie na $rodku
przeciwlegtej Sciany korytarza. Przy Scianie, spod ktérej prowadzié¢ bedziemy
pomiary, réwnolegle do niej umieszczamy na podtodze pasek o znanej dtugosci,
zrobiony cho¢by z tasmy papierowej, w taki sposob, by jego srodek pokrywal sie
ze §rodkiem $ciany (odcinek a na rysunku 1). Choé pewnie wygodniejsza moze sie
okazac np. dluga, gimnastyczna tawka, bo na niej bedziemy mogli potozy¢ katomierz.
Generalnie im wigksza bedzie dlugos¢ owegoz ,,paska”, tym lepszych pomiaréw
uda nam sie dokonaé¢. Tak jak juz wspomnieliSmy, na $cianie na przeciwlegtym
konicu korytarza umieszczamy albo wybieramy punkt, doktadnie posrodku miedzy
bocznymi Scianami, najlepiej na takiej samej wysokosci nad podloga, z jakiej potem
bedziemy prowadzi¢ pomiary (punkt A na rysunku 1). To na ten punkt bedziemy
kierowaé¢ wskazdéwke zamontowana na naszym katomierzu. Teraz przyszla pora
zmierzy¢ katy a i § pokazane na rysunku 1. W tym celu stajemy na jednym koncu
odcinka a, podnosimy katomierz, pamigtajac, ze podstawa katomierza ma by¢
rownolegla do odcinka a, czyli do Sciany, spod ktérej prowadzimy pomiary. Teraz
kierujemy wskazéwke na punkt A i odczytujemy wartosé kata. To samo robimy dla
drugiego konica odcinka a. W ten sposéb mamy komplet pomiaréw. Tak naprawde do
wyznaczenia dlugoéci bedzie potrzebny trzeci kat — kat ~, ktérego wartosci jeszcze
nie znamy. Jak widaé¢ na rysunku 1, zaréwno =, jak i katy przez nas zmierzone, sa
katami wewnetrznymi tréjkata, a wiec v = 180° — o — 3. Wykorzystujac funkcje

(S B——

trygonometryczng tg (%) = 0,5a/d, otrzymujemy szukana dlugosé korytarza

_a a+pf
d—QCtg< 5 )

Co wiec wspdlnego z astronomia ma mierzenie dlugosci korytarza za pomoca

Rys. 2

katomierza? Ot6z astronomowie w podobny sposob wyznaczaja odleglosci do

pobliskich gwiazd. Waznym problemem jest tu dobér odpowiedniej bazy, czyli

*Obserwatorium Astronomiczne
Uniwersytetu Warszawskiego
**Instytut Probleméw Jadrowych

im. Andrzeja Soltana, Warszawa odlegloéci do gwiazd.

Druga mozliwoscia jest wykorzystanie faktu obiegu
Ziemi dookota Storica, a wiec tego, ze raz ziemski
glob bedzie po jednej stronie Stonca, a za pét roku po
drugiej. W ten sposob uzyskamy baze ~ 300 mln km
zamiast niecatych 14 tys. km. Najtrudniejsza czescia
zadania, jakim jest wyznaczenie odleglosci, jest bardzo
dokladne wyznaczenie polozenia badanej gwiazdy, bo
nalezy to zrobi¢ z dokladnoscia duzo lepsza niz 071.

Z roznicy polozen obliczamy paralakse, czyli kat p na
rysunku 2. Z rysunku réwniez widaé, ze gdy kat p jest
bardzo maty, to

. a
smpztgpza =~ p.

Wielkosé te nazywamy paralaksq heliocentrycznag.

Z paralaksa wiaze si¢ uzywana w astronomii jednostka
odleglosci, jaka jest parsek. Jest on zdefiniowany jako
odlegtosé, z ktérej potos wielka orbity Ziemi byltaby
widoczna pod katem 1”, inaczej méwiac, paralaksa
egwiazdy odleglej o 1 pc wynosi 1”. Z definicjg wigze sie
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tego, co w przypadku korytarza bylo odcinkiem a. Jedna z mozliwosci jest
prowadzenie obserwacji z dwbch przeciwleglych krancéow Ziemi. Jednak srednica
Ziemi, mimo iz wydaje nam si¢ tak duza, jest zbyt mala, by méc mierzy¢

sama nazwa parsek, od paralaksa i sekunda (w jezyku
angielskim wyglada to nastepujaco: parsec — paralax
second). Jezeli odlegloéé wyrazimy w parsekach,

a paralakse w sekundach tuku, wowczas otrzymamy
zaleznos¢:

d:

SRR

Pomimo swej prostoty zalezno$c¢ ta jest bardzo wazna
w astronomii.

Mierzenie paralaks jest czescia wickszego i ogromnie
waznego problemu, jakim jest wyznaczanie odlegtosci
we Wszech$wiecie. Poczatkowo jednak paralaks gwiazd
nie szukano po to, by wyznacza¢ odleglos¢ do nich,

a po to, by potwierdzi¢ badz obali¢ teorie Mikolaja
Kopernika. Zmiana potozenia bliskich gwiazd na tle
tych odleglejszych jest naturalna konsekwencja obiegu
Ziemi wokot Stonca, co bylo fundamentem teorii
heliocentrycznej, stworzonej przez Kopernika. Juz

w XVI wieku Tycho Brahe préobowal zmierzy¢



paralakse, a gdy mu sie to nie udalo, odrzucil teorie
Kopernika. Takze nastepne dwa wieki uptynetly badaczom
na daremnych prébach zmierzenia paralaksy. Nie byly one
jednak bezowocne, w konicu dzieki nim Bradley odkryt
zjawisko aberracji Swiatta, a William Herschel gwiazdy
fizycznie podwojne. Dostepne w tym czasie przyrzady
nie byly w stanie zmierzy¢ katéw tak malych jak 17,
dlatego musialo uplynaé jeszcze kilkadziesiat lat ciaglego
ulepszania instrumentéw, by w XIX w. dokonaé pierwszych
pozytywnych pomiaréw. Udalo sie to jednoczesnie trzem
badaczom za pomoca réznych metod i przyrzadéw.

Byli nimi W. Struve w Dorpacie (obecna Estonia),

F. Bessel w Krélewcu oraz T. Henderson w Kapsztadzie
(Afryka Poludniowa). Przy ustalonej bazie paralaksa
jest tym wieksza, im obiekt jest blizej, dlatego kazdy

z tych badaczy staral sie wybraé¢ mozliwie bliska gwiazde.
Struve i Henderson zalozyli, ze to najjasniejsze gwiazdy
leza blisko, natomiast Bessel przyjal, ze najblizszymi
gwiazdami sa te o duzym ruchu wlasnym. Tak wiec Struve
wybral Wege (« Lyrae), najjasniejsza gwiazde nie tylko
w gwiazdozbiorze Lutni, ale réwniez na pétnocnej potkuli
sfery niebieskiej, Henderson — Rigil Kent (« Centauri),
trzecia pod wzgledem jasno$ci, Bessel zas 61 Centauri,

o najwigkszym zmierzonym wéwczas ruchu wlasnym.
Kryterium jasnoéci nie jest w ogdlnosci trafne, poniewaz
jasnosé obserwowana gwiazdy nie zalezy jedynie od
odleglosci do gwiazdy, ale réwniez od jej parametréw
fizycznych. Natomiast ruch wlasny dla gwiazd najblizszych
powinien by¢ rzeczywiscie najwiekszy. Najwczesniej

pozytywne wyniki uzyskal Struve, otrzymujac dla
Wegi paralakse réwng 0725 (obecne pomiary wskazuja
na 0712). Natomiast najdokladniejszy wynik uzyskal
Bessel — 0735, przy obecnej wartosci 07'29.

Zmierzenie paralaksy, a co za tym idzie, potwierdzenie
teorii Kopernika, nie skonczylo zainteresowania paralaksa
— wrecz przeciwnie, nadal jest ono ogromne. O znaczeniu
tej metody $wiadczy najlepiej fakt, ze powstata misja
kosmiczna Hipparcos przeznaczona wtasnie, miedzy
innymi, do mierzenia paralaks. Projekt ten dostarczyt
bezprecedensowo duza liczbe pomiaréw z dokladnoscia
0,97 milisekundy tuku. Nalezy jednak u$wiadomié¢ sobie
fakt, ze taka warto$¢ paralaksy odpowiada odlegtosci

~ 1 kpc, podczas gdy odlegloéé do centrum Galaktyki
wynosi ~ 7,6 kpc. Niemniej wyznaczanie odleglosci

za pomocy, paralaksy jest w gruncie rzeczy jedyna
metoda bezposrednia. Pozostale znane sposoby mierzenia
odleglosci wykorzystuja modele teoretyczne, a wiec ich
dokladnosé zwykle istotnie zalezy od jakosci uzytych
modeli. Wyznaczenie odlegltosci za pomoca paralaksy
stuzy wiec do testowania i kalibrowania innych metod.

Wydaje sie, ze pomimo ogromnego znaczenia
wyznaczania odleglo$ci metoda paralaksy, na kolejna
misje analogiczna do Hipparcosa przyjdzie nam jeszcze
poczekaé. Do dyspozycji mamy jednak kilkanascie
tysiecy wyznaczen dokonanych przez Hipparcosa

i modele, ktére nalezy z nimi skonfrontowaé, jest wiec
duzo pracy przed kolejna taka misja kosmiczna.

Galileusz (1564-1642) i teleskopy

Tomasz KWAST

Rok 2009 zostal ogloszony Rokiem Astronomii dla uczczenia 400. rocznicy
pierwszych astronomicznych obserwacji, ktére wykonal Galileusz za pomoca
skonstruowanych osobiscie lunet. Nie on jednak lunet¢ wynalazt. Jako wynalazce
podaje si¢ Holendra Hansa Lipperscheya, a jego lunety, ktére powstaly okoto
1608 roku, byly uzywane w wojsku. Galileusz jako pierwszy zaczal nimi
systematycznie obserwowac¢ niebo i dokumentowaé te obserwacje.

Luneta Galileusza jako obiektyw miala soczewke skupiajaca, a okularem byla
soczewka rozpraszajaca, umieszczona przed ogniskiem obiektywu. Taki uktad
lunety nazywamy teraz systemem Galileusza. Jest to uklad malo elastyczny, gdyz
jego powiekszenie jest ograniczone i nie daje mozliwosci umieszczenia w polu
widzenia mikrometru czy innego przyrzadu. Szybko zostal wyparty przez lunete
Keplera, o czym nizej. Niemniej, dysponujac nawet tak skromna luneta, Galileusz
byl po prostu skazany na dokonanie mnoéstwa odkryé¢. Po raz pierwszy w historii
czltowiek zobaczyl wtedy gory na Ksiezycu, plamy na Stoncu, fazy Wenus, satelity
Jowisza, gwiazdy podwdjne, bezlik gwiazd w Drodze Mlecznej. . . Galileusz widzial
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tez pierscienie Saturna, lecz nie rozpoznal ich jako pierscieni, a to z powodu niskiej
jakosci optyki wtasnych lunet. W swoich zapisach donosit o zaobserwowaniu planety
»potréjnej” | na co skladal sie obraz Saturna wraz z dwoma perspektywicznie
skroconymi fragmentami pierscieni po obu stronach globu planety.

Ta niska jakos¢ optyki polegala gltéwnie na tym, ze obiektyw byl pojedyncza
soczewka. Poniewaz w kazdym miejscu soczewka stanowi maly pryzmat (jej
powierzchnie nie sa wszak réwnolegle), to oprécz stosownego zalamania promieni
zachodzi tez ich rozszczepienie. Rézne barwy, sktadajace sie na sSwiatlo biale,
zalamuja sie pod réznymi katami, zatem nie ma dla nich wspélnego ogniska.

W rezultacie obraz jest nieostry, nienaturalnie zabarwiony i stad niska jakos¢
obrazéw. Nic wiec dziwnego, ze Galileusz nie rozpoznal czegos tak osobliwego jak
pierscienie Saturna, zauwazy! tylko znieksztalcenie tarczy planety.



@

Rozwigzanie zadania M 1249.
Pierwsza rownos$é wynika bezposrednio
z twierdzenia Pitagorasa:

pot(P,w) = PO*> — OC® = PC>.

Aby udowodni¢ drugg réwnosé, zauwazmy,

ze XPCA = ¥xPBC. Wynika stad,
ze trojkaty PCA i PBC sa podobne.
‘Wobec tego

PA

PC

PC

PB’

czyli PA- PB = PC?.
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Rozwigzanie zadania F 745.

Ni¢ jest nierozciggliwa, zatem poczatkowe

warunki zadania moga by¢ spelnione
tylko wtedy, gdy rurka porusza sie

z predkoscia u = v/2 skierowang w tym
samym kierunku, co predkosé¢ konca A.
Zauwazmy, ze poczatkowo porusza sie
doktadnie potowa nici, a na koncu cata.
Poniewaz musza by¢ spelnione zasady

zachowania energii i pedu, wigc
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Z ta wada obiektywéw (zwana aberracja chromatyczna) walczono, wpierw
budujac lunety (a moze juz teleskopy, bo nie dalo si¢ tych przyrzadéw

nosi¢ w rekach) o bardzo dlugich ogniskowych, mierzonych niekiedy nawet

w dziesiatkach metréw (np. teleskopy Heweliusza). Na to nakladaly sie inne
wady optyczne pojedynczej soczewki, gléwnie aberracja sferyczna, przez co
zapanowal poglad, ze teleskopu wolnego od aberracji chromatycznej w ogdle
nie da sie zbudowaé — takiego w kazdym razie zdania byl Newton. Miat

on o tyle racje, ze — jak si¢ p6zniej okazato — istotnie, obiektywu catkiem
pozbawionego tej wady nie da sie stworzy¢. Zauwazono jednak, ze skladajac
dwa pryzmaty z réznych gatunkow szkla i o réznych katach tamigcych, mozna
uzyska¢ zalamanie promienia $wietlnego niemal bez rozszczepienia. Dzieki
temu w 1757 roku John Dollond zbudowal pierwszy dwusoczewkowy obiektyw
achromatyczny, sktadajacy sie z soczewki skupiajacej i rozpraszajacej, ktore
mialy odpowiednio dobrane krzywizny i wspdlezynniki zalamania sSwiatta.

W rzeczywistosci byt to obiektyw tylko w przyblizeniu achromatyczny, majacy
taka sama ogniskowa dla dwoch diugosci fal swietlnych z zakresu optycznego.
Znaleziono tez zasade, ze obiektyw wielosoczewkowy moze mie¢ identyczna
ogniskowa dla tylu barw (dlugosci fali), z ilu soczewek sie sktada. Wielka
popularnosé¢ zdobyt wtedy pewien obiektyw trzysoczewkowy, co wystarczato do
wielu celéow profesjonalnych.

Na dalszy rozwoj teleskopow zlozylo sie kilka czynnikow. W 1611 roku Kepler
skonstruowal uktad optyczny lunety, w ktérym okular byt — jak i obiektyw

— soczewka skupiajaca, umieszczona za ogniskiem obiektywu. Dzieki temu

w ognisku tym mozna juz byto umieszczaé¢ np. mikrometry, a i sam okular
moglt byé dobierany w zaleznosci od potrzeb obserwatora, powiekszenie
teleskopu Keplera wyraza sie bowiem stosunkiem ogniskowej obiektywu do
ogniskowej okularu. Przy obserwacjach jasnych obiektéw (Stonce, Ksiezyc,
planety) mozna stosowa¢ duze powiekszenie, male za$ przy obserwacjach

np. mglawic. W XVII wieku nastapit tez nastepny skok techniczny — w malym
odstepie czasu powstaly trzy glowne typy teleskopéw zwierciadlowych
(Gregory — 1663 r., Newton — 1668 r., Cassegrain — 1672 r.), ktoérych obiektywy,
jako ze lustrzane, z definicji nie mialy w ogdle aberracji chromatycznej.
Nauczono si¢ konstruowaé okulary achromatyczne. Budowano tez coraz

wigksze obiektywy soczewkowe (do $rednicy okolo metra), tu jednak postep
zahamowalo nowe zjawisko. Mianowicie soczewki, ktére z natury rzeczy nalezato
mocowaé¢ w teleskopie za krawedzie, giely sie pod swoim ciezarem tak bardzo, ze
jako$¢ dawanego przez nie obrazu pozostawiala wiele do zyczenia. Co wiecej,
jakosé ta zalezala w sposdb niekontrolowany od zorientowania teleskopu, co

w praktyce czynilo budowe wigkszych obiektywow soczewkowych bezcelowa.

7 tych wszystkich powodow teleskopy o wielometrowej srednicy buduje sie
obecnie jako lustrzane; lustro mozna wszak podeprzec z nieczynnej optycznie
strony w tylu miejscach, w ilu trzeba. Nie zmienia to faktu, ze pozornie
zapomniane lunety Galileusza sg uzywane do dzis: para takich lunetek stanowi
lornetke teatralna.

Dzisiejsze najwigksze teleskopy maja srednice rzedu 10 m. Lustro takiego teleskopu
to mozaika mniejszych fragmentow utozonych precyzyjnie w ksztalt zadanej
paraboloidy, dlatego ze manewrowanie litym 10-metrowym lustrem podczas

jego szlifowania i przy montowaniu w teleskopie byloby praktycznie niemozliwe.
W zasadzie wigc mozna by budowaé teleskopy jeszcze wieksze, na razie jednak
wysitek konstruktoréw poszedt w kierunku oprzyrzadowania. Taka pierwsza
rewolucja w tej dziedzinie bylo zastosowanie kliszy fotograficznej. Dzieki jej
zdolnosci kumulowania skutkéw dlugiego naswietlania mozna bylo robi¢ zdjecia
obiektow niewidocznych okiem przez zaden teleskop. Ponadto obraz na kliszy
zostawal utrwalony i nastepnie mégl sthuzy¢ wielu badaczom do réznych celéw
przez wiele lat. Nastepna rewolucja bylo zastosowanie elektroniki (fotopowielaczy,
kamer CCD, komputerdw itd.). Dzieki tym akcesoriom wydajno$é nawet skromnych
teleskopow nieslychanie wzrosta. Wreszcie doszlo do wyniesienia teleskopow poza
ziemska atmosferg, na orbite okoloziemska lub nawet ku innym planetom — ale to
juz nastepny obszerny rozdzial astronomii obserwacyjnej.
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Rozwigzanie zadania M 1250.
Teza zadania jest spelniona, gdy
punkt @ pokrywa sie ze srodkiem O
okregu w. Przyjmijmy wigc, ze Q # O.
Przez punkt @ poprowadzmy prosta
prostopadla do prostej OQ, ktoéra
przecina okrag w w punktach C' i D.

Wéwezas QC = QD.
Z réwnosci XAQC = ¥xBQD oraz
XCAQ = xBDQ wynika, ze tréjkaty
ACQ i DBQ sa podobne. Wobec tego
QA QD
QC ~ QB’
skad uzyskujemy QA - QB = QC - QD =
=QC? =C0? - QO? = —pot(Q, w), czyli

réwnosé, ktorej nalezato dowiesé.

Planck i tlustawe basety w kosmosie
Krzysztof TURZYNSKI

W 1899 roku Max Planck zaproponowal nowy uklad jednostek fizycznych,
rozwijajac wezesniejszy o kilka lat pomyst George’a Stoneya. Dotychczas stosowane
jednostki fizyczne powiazane byly z wielkosciami charakteryzujacymi ludzkie ciato
(lokie¢), inne istoty zywe (karat) lub wynikaly z politycznie uwarunkowanych
decyzji (kilogram, metr). Ten nowy, naturalny uklad jednostek, nazwanych
pézniej jednostkami Plancka, nie zalezy ani od arbitralnie wybranych miar, ani
od swoistych wlasciwosci cial, takich jak masa elektronu. Zamiast tego bazuje

on na podstawowych stalych fizycznych: stalej grawitacyjnej G wystepujacej

w réwnaniu Newtona na sile grawitacyjna, predkosci Swiatta w prozni c, stalej h,
pojawiajacej sie w mechanice kwantowej i nazwanej pozniej stata Plancka, oraz
statej Boltzmanna k. Wymiary tych statych zebrane sa w ponizszej tabeli.

oznaczenie wymiar
G dlugosé® x czas™2 x masa ™!
c dlugoéé x czas™!
h dlugos$é? x czas™! x masa
k dlugos$é? x czas~—2 x masa X temperatura '

Ze stalych tych mozna utworzyé¢ jednostki pochodne:
dtugosci £p = \/Gh/c? a2 1073% m, czasu tp = /Gh/c5 = 10743 s,
masy mp = \/hc/G ~ 1078 kg i energii Ep = \/hc?/G ~ 10° J.

Fizycy $niacy o teorii ostatecznej, unifikujacej kwantowa teorie pola z ogélna
teoria wzglednosci, uwazaja, ze przy energiach oddziatywania rownych energii
Plancka dotychczasowe modele czastek elementarnych i grawitacji nalezy
zastapié¢ jakas nowa, lepsza teoria. Czy energia Plancka jest duza? I bardziej
praktycznie, czy jest to energia wystarczajaca do wystania w kosmos $wini?
A moze kota, duzego psa albo slonia?

Niech naszym przykladowym zwierzeciem bedzie pies rasy baset, ktorej
przedstawiciele osiagaja mase do 25 kg. Jedli taki dwudziestopieciokilogramowy
baset porusza si¢ z predkoscia v (duzo mniejsza od predkosci $wiatla w prézni),
taka Ze jego energia kinetyczna muv?/2 réwna jest energii Plancka, predko$é
jego ruchu wynosi v = y/2Ep/m, czyli nieco ponad 12 km/s. Przewyzsza

ona drugg predkos$¢ kosmiczna, czyli predko$é niezbedna do opuszczenia
ziemskiego pola grawitacyjnego. Widzimy zatem, ze energia Plancka wystarcza
na wyslanie w kosmos kota lub, dajmy na to, thustawego baseta. Mastifa
mozemy wprowadzi¢ za jej pomocag na orbite okotoziemska, Swinie za$, o ile

nie jest trzymana jako zwierzatko domowe $winia miniaturka, i stonia mozemy
co najwyzej porzadnie podrzucic.

W rozumowaniu powyzszym tkwi wszakze maly szkopul. Wyobrazmy sobie,

ze mamy kwantowograwitacyjne dziato, ktore strzela w baseta elektronami

o energii Plancka i baset moze — jako calo$é¢ — oddzialywaé z tymi elektronami.
7 zasad zachowania energii i pedu wynika, ze po centralnym zderzeniu baseta
z elektronem baset moze osiagnaé¢ predkosé co najwyzej okoto 0,5 m/s.
Oznacza to, ze nadanie cialom makroskopowym energii Plancka poprzez
zderzenia z bardzo energetycznymi czastkami wymagaloby wielkiej liczby
takich zderzen. Nasze zalozenie jest jednak nierealistyczne — w praktyce 6w
bardzo wysokoenergetyczny elektron oddziatywaltby z pojedynczymi czastkami
sktadajacymi sie na baseta, przekazujac im ulamek swojej energii i wybijajac je
z baseta, co temu ostatniemu nie czyniloby przewaznie specjalnej szkody.

Czytelnik Wnikliwy zauwazyl juz zapewne, ze w powyzszych rozwazaniach
catkowicie zaniedbaliémy opory ruchu, co byloby stosowne dla punktowych,

a nie rozciaglych basetéw i innych stworzen. Ale taka juz jest uroda
eksperymentéw myslowych — zwlaszcza stanowiacych w miare proste ilustracje
zjawisk fizycznych.
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Mota delld

Mata Lingwistyka

Miedzynarodowe Olimpiady Lingwistyki Teoretycznej, Matematycznej i Stosowanej
rozgrywane sg od 7 lat (Polacy uczestnicza w nich od II edycji). Moga w nich

startowaé (na réwnych prawach, bez zadnych preferencji) uczniowie szkét

Inmm przedstawia

gimnazjalnych i ponadgimnazjalnych. Od kilku lat we Wroclawiu rozgrywany
jest takze otwarty konkurs lingwistyczny dla szkét podstawowych Wieza Babel,

ktory przygotowuje najmtodszych uczniéw do pdzniejszego startu w olimpiadzie.

Nazwa konkursu nawiazuje do biblijnej opowiesci o wiezy Babel (Ksiega

Wiecej informacji o olimpiadach

Rodzaju, 11:1-9), wg ktérej dawniej wszyscy ludzie méwili jednym jezykiem,

lingwistycznych mosna znalezé na stronie  ale kiedy postanowili zbudowaé¢ wieze, ktéra siegataby nieba, Bég postanowit

http://www.fsmw.uni.wroc.pl/lingw

ukaraé ich pyche. ,Pomieszal ich jezyki, aby jeden nie mégt zrozumieé drugiego”

i budowa nigdy nie zostala ukonczona, a ludzie rozproszyli si¢ po calej Ziemi
i do dzis mowia réznymi jezykami. Dzieki temu mogta powstaé nauka zwana
lingwistyka, czyli jezykoznawstwem.

Ponizej zamieszczamy wybor zadan z tego konkursu.

Liczebniki w stowniku

1. Co wystepuje najwczedniej, a co najpdzniej
w polskim alfabetycznym spisie liczb od 1 do miliona
w kategorii:

a) wielokrotnosci trojki?
b) wielokrotnosci czwoérki?
¢) liczb, ktére przy dzieleniu przez 10 daja reszte 37

2. Podaj polskie nazwy liczb, ktére sa jednowyrazowe
i maja najwiegcej sylab.

3. Angielskie three jest liczebnikiem, ktéry ma tyle
glosek, ile wynosi nazywana przez niego liczba.
Podaj wszystkie takie jednowyrazowe liczebniki
polskie.

Jak piernik do wiatraka

4. Zdanie A do B ma sie tak jak C do czego?

a) A: Jego bracia nakarmili juz konia.
B: Ich siostra juz jadla.

C: Jej syn nie napoit jeszcze konia.

A: Tamten dostal od niego.

B: Tamte dostali od nich.

C: Data mu ja.

A: Michalina pojechala z mama nad jeziora.
B: Michat jest z tata nad jeziorem.

C: Ola poszta z siostra na lekcje.

5. Slowo A do B ma sie tak jak C do czego?

a) A: PODA, B: BODA, C: TOGA.
b) A: GABON, B: PANGO, C: DEZEN.
¢) A: PATAGOJ, B: BODOKAJ, C: KOFOLA.
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Uwaga, intruz!

6. Ktéry wyraz (przedstawiony za pomoca swego
anagramu) nie pasuje znaczeniowo do pozostalych?
Dlaczego?

a) KYZUMA, TIRASIOH, FATATESZ, IGIABOLO,
FIKAZY.

b) WNIOKSACZ, MIOPRZYKNIT, WALZOGEK,
SZEYPKOWER, WNIEKCZORZ.

¢) NIZAROC, TRAWDAK, KASTOPORT,
TEKILOWA, KORTOCZWA.

d) RETPOMKU, PIUSULETKA, TAWULIAKRA,
SKIKADYTE, NIMROTO.

7. Ktéry wyraz (przedstawiony za pomoca swego

anagramu) nie pasuje gramatycznie do pozostalych?

Dlaczego?

a) OKSYWO, NIADEL, WRZOCAJ, BROZDA,
RYGACO.

b) DZASIE, KLAPT, KWEDA, KANKSAKA, ABAWZA.

¢) ESKOZ, SONEZ, PENISOD, WOJEDOP,
ZKIZYCNO.

d) KINALIK, PUPILEKRA, OMYTKA, KOPALITY,
KOLIGA.

Na stuch

8. Wskaz stowa, w ktorych wystepuja tylko takie gltoski,
jakie sa czesciami podkreslonego stowa.

a) BAZGROLY, BAS, GARB, GAZ, GOLA, GZY,
LYK, RAZ, ROBAK, ROLA, RYB, RYBO, RYBKO.

b) KONIEC, CEN, CEN, CENI, CENIE, KOCE,
KOCIE, CIEK, CIEN, NOCE.

¢) TRZYMAC, RZYM,MYSZ,MAJ,MASZ, CMA, TYM,
DYM, MIAC, TRZY, CZY, TASMA, MAT, TAM, Z2YC,
SZYD, SZA, SZADZ, ZART, TADZ, MYC.



9. Ile jest hipotetycznych wyrazow zapisanych
po polsku, ktére czytatoby sie tak samo, jak stowo
ksztaltéw?

10. Oto zapisana przez Amerykanina polska
wypowiedz: Jane dobryh! Meewoh Panyom veejetsh.
Nyestetyh moosheh yoosh ishtsh, doh zobahchehnyah!
Jak napisalby: Dobry wieczér! Wesolych Swiat

i szczedliwego nowego roku!?

Szyfry

11. Odpowiedz na pytanie, uzywajac podanego w nim

wymyslonego jezyka.

a) Kto to powiedzial? Czampas nampa mampalempe
compo niempecompo.

b) Co to jest? Prolostolokolgt olo wszylystkilich
bolokalach rolownylych.

c¢) Kto to jest? Katakato katwokajej kamakamy.

12. Jakie wiadomosci tu zaszyfrowano?

a) HEDY TYAYKELSY.

b) RO ROMWENJW CFEF Y RACANOYJE.
NAUOMEL.

¢) GZB NJBOT ELOTGW.

13. Harcerze z zastepu Sokolow przekazuja sobie
informacje kodami. Zastepowi Jastrzebi udalo si¢
odkodowaé kilka wiadomosci: BAR znaczy
zbidrka jutro o 17, AAS — zbiérka dzis$ o 18,
BBK - wyjazd jutro o 10, DM — spotkanie o 13.
Co moga oznaczaé¢ wiadomosci AAT, CDL, BP?

Algebrafy liczebnikowe

14. W fikcyjnym jezyku zulugula do nazywania

liczb uzywa si¢ systemu dziesietnego. Oto trzy
dziatania z tabliczki mnozenia zapisane w tym jezyku.
Rozszyfruj je.

a) ping - ping = zonk,

b) qq - qq = baqg,
c) fe - fe = razonk.

15. Zapisano po turecku trzy mnozenia, ktérych wyniki
sg liczbami jednocyfrowymi. Co to za dzialania?

a) bir - tig¢ = alty,

b) bir - bir = dort,

¢) bir - dort = sekiz.

Ile wynosi altmus, jesli wiadomo, ze
sekiz - sekiz = altmig dort?

16. Podano kilka rownosci arytmetycznych zapisanych
w jezyku L. Podaj A, B, C. Czy wiesz, co to za jezyk?
fem - fir = tyve,

fem - fem = femogtyve,

fireogfirsindstyve + seks = halfemsindstyve,
seksogtresindstyve 4+ niden = femogfirsindstyve,
femden + femogtresindstyve = firsindstyve,

treden + A = niogtyve,

seks - ni = B,

niogtresindstyve + fireogtyve = C.

Era Globtrotera

17. Oto kilka sléw w jezyku zulu (uzywanym gléwnie
w Republice Poludniowej Afryki) i ich polskie
ttumaczenia podane w przypadkowe] kolejnosci:
abafazi, abafana, umfazi, umdlali, umzali;

chlopcy, mezatka, mezatki, rodzic, zawodnik.
Rodzice to po zulusku abazali. Przettumacz na zulu:
chlopiec, zawodnicy.

18. Oto dwa wloskie zdania z ich przyblizona wymowa.

Chi é la signorina che parla inglese? [Ki e la s-iniorina

ke parla ingleze?]

E Concetta da Camenza. [E konczetta da kamenca.]

a) Zapisz wymowe zdan: Si, é certamente francese.
Pranza con le amiche.

b) Zapisz zgodnie z wloska ortografia zdania o podanym
brzmieniu: [Mi dispiacze, s-iniore!], [Kome s-i kiama?]

19. Oto kilka okreslen czasu zapisanych po portugalsku:
Sao as duas e dez. — Jest 2:10.

Sao cinco para as trés. — Jest 2:55.

Sao dez para as cinco. — Jest 4:50.

Sao as cinco e meia. — Jest 5:30.

Napisz po portugalsku: Jest 3:30, Jest 9:57.

20. Oto kilka tureckich stéw i ich polskie tlumaczenia:
kilimler = dywany,

arabalar = samochody, kilimde = w dywanie,

deniz = ocean, deftere = do notatnika, masa = stét,
defterlerde = w notatnikach, ev = dom,

adamlara = do mezczyzn, havug = marchewka,
taraflarda = w stronach, defter = notatnik,

okula = do szkoly.

Przetlumacz na turecki: w oceanie, do marchewki, stoty,
w notatniku, do doméw.

21. Oto kilka stow gruzinskich w transkrypcji
tacinskiej: caltvala, calpexa, ertadgiliani, ertsartuliani,
mravalsartuliani, tvali. A oto ich ttumaczenia podane
w przypadkowej kolejnosci: jednonogi, jednooki,
jednoosobowy, oko, parterowy, wielopietrowy.

a) Dopasuj tlumaczenia.

b) Jak jest po gruzinsku noga?

¢) Podaj znaczenia gruzinskich przedrostkéw
wystepujacych w zadaniu.

d) W gruzinskim istnieja stowa erti, ori i oradgiliani.
Co moga one oznaczac?

22. Oto kilka zdan w nieznanym jezyku wraz z ich
ttumaczeniami:

ek namas chuchu — Pociag jest bardzo duzy.

nek kum niva chuchu — Pociag nie nadjezdza.

ek chuchu — To jest pociag.

ek flup trakibus — W autobusie nie ma miejsca.

ek tichi moris — Samochdd jest bardzo maly.

ek bast trakibus — Autobus jest popsuty.

nek niva bast moris — Samochdéd nie jest popusty.
nek niva flup chuchu — W pociagu jest duzo miejsca.
nek stop niva chuchu — Pociag si¢ nie zatrzymal.
Przetlumacz na ten jezyk zdania: Autobus nadjezdza,
Samochdd sie zatrzymal. Co moze oznaczaé¢ zdanie
nek niva moris?



Rys. 2

Mota delld

Rozeta katedry w Metz

W tym artykule zaczniemy analizowaé rozete katedry w Metz. Zaczniemy
od wpisania w okrag o$miu ostrotukéw. Z poprzedniego artykutu (Delta
7/2009) pamigtamy, ze ostroluk wpisany w okrag jest charakteryzowany
katem [ przy wierzchotku ostrotuku. Mozna powiedzieé¢, ze ten kat 3 okresla
rozwartosé ostrotuku. W naszej rozecie wybieramy ( = 75° i wpisujemy

w rozete osiem takich ostrolukéw. Widzimy je na rysunku 2, na ktérym
takze zaznaczono punkty stycznosci ostrotukéw z promieniami. Cheemy
teraz wpisaé w te ostrotuki po dwa mniejsze ostrotuki z zachowaniem dwoch
warunkéw: rozwartosci tych mniejszych ostrotukéw sa takie same jak duzych
(a wiec katy ( wszystkich ostrolukéw maja by¢ takie same) oraz mniejsze
ostrotuki maja by¢ styczne do promieni w tych samych punktach co duze.
Przyjrzyjmy sie na rysunku 3 takim mniejszym ostrotukom wpisanym

w jeden z naszych osmiu duzych ostrotukéw.

Duzy ostrotuk o wierzchotku w punkcie A jest styczny do promieni

w punktach B i C. Rozwarto$¢ tego ostrotuku jest wyznaczona przez
kat OAD réwny (3 (przypominamy z poprzedniego artykutu, ze prosta
AD jest styczna do ostroluku w punkcie A). Te sama rozwarto$é maja
mniejsze ostrotuki. Zatem <OF H = 3. Oznaczmy wreszcie o« = < FOH
(znéw prosta F'H jest styczna do mniejszego ostrotuku w punkcie F).
W przypadku katedry w Metz mamy, oczywiscie, < EOD = 45° oraz
a=1.4FEOD =11,25°, a takze § = 75°. Wazne jest dla nas to, ze

oba katy a i # daja sie tatwo skonstruowaé cyrklem i linijka. Oba
ostrotuki, wigkszy i mniejszy, sa styczne do pétprostej OD w tym samym
punkcie B. Teraz zauwazamy, ze <OHF = 180° — (o + 3). Odcinki HF
i HB sa odcinkami stycznymi do tego samego okregu, a wiec sa réwne.

Rys. 3 Rys. 4
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Rys. 5

Tréjkat BF H jest rownoramienny oraz < BHF = 180° — (a + [3), a wiec
SHBF = (’Qﬂ Teraz juz tatwo konstruujemy mniejszy ostrotuk. Punkt F
lezy na dwusiecznej kata AOD oraz na pélprostej o poczatku w punkcie B,
tworzacej z prosta OD kat DBF réwny "T*'ﬁ Wreszcie srodek P okregu,
ktorego tukiem jest tuk BF mniejszego ostrotuku, lezy na symetralnej
odcinka BF ina prostej prostopadlej do odcinka H F' i przechodzacej przez
punkt F'. Tak wiec mniejsze ostrotuki mozemy uznacé za skonstruowane. Maty
wewnetrzny okrag dobieramy, kierujac sie naszym wyczuciem proporcji.
Mamy wiec cze$¢ rozety z Metz pokazana na rysunku 5. W nastepnym
artykule zajmiemy sie wpisaniem trojkatow Reuleaux w czesci rozety miedzy
duzymi ostrotukami, a w kolejnych artykulach zajmiemy sie wpisaniem
okregéw stycznych wewnetrznie do duzych ostrotukéw i zewnetrznie
do mniejszych.

Matq Delte przygotowal Wojciech GUZICKI

Na rozwigzania zadain A 151 A 16
czekamy do 1 wrzesnia 2009 r.
(decyduje data stempla pocztowego)
pod adresem:

Centrum Astronomiczne
im. Mikotaja Kopernika
ul. Bartycka 18
00-716 Warszawa

z dopiskiem na kopercie
,2Konkurs Delty”.

Konkurs zadan astronomicznych

A 15. Czarna dziura ma promien (doktadniej, promiefnn horyzontu) okreslony
przez jej mase M i réwny 2GM/c?, gdzie G jest stala grawitacji, a ¢ jest
predkoscia $wiatta. Jaki promien ma czarna dziura o masie réwnej masie Ziemi?
Potrzebne wielkosci nalezy wziaé z tablic. [1 pkt]

A 16. Oczywidcie takie rozwiazanie nie jest realizowane w misjach na Marsa, ale
zastanéwmy sie nad taka ewentualnoscia. Sterowany z Ziemi robocik porusza sie
ze stala predkoscia po powierzchni Marsa. Jaka jest jego najwieksza bezpieczna
predkosé, jezeli umieszczona na nim kamera daje dobry obraz tylko na odleglosé
d =10 m, a $wiatlo biegnie z Marsa na Ziemie, w zalezno$ci od polozenia na
orbicie, czasami nawet okolo ¢, = 20 min? [2 pkt]

Rozwigzania zadan z numeru 6/2009

A 11. Zaktadamy, ze atmosfera sktada si¢ tylko z wodoru.

Sita grawitacji dziatajaca na gwiazde neutronowa to

7 warunkéw zadania wiemy, ze sita grawitacji rowna jest sile NS _ GmM
zwigzanej z cidnieniem promieniowania: Fyr = Frad, a wiec 5T (x4 y)2’
GMnxsmu _ femo natomiast dzialajaca na nia sita zwigzana z ruchem
R¥s ' orbitalnym jest réwna
Po przeksztatceniu otrzymujemy NS _ % _m (27r_y)2 _ Am%my
GMnsmuc ° y y\ T T2

em —

Skoro w ruchu po orbicie sity te si¢ réwnowaza, to

2
o Rig

Jasno$é zrodta wynosi 47"312\15 fem = Ard? fobs, stad
ostatecznie otrzymujemy odlegtos¢ do zZrodta:

d— GMnsmuc
V' ofobs
Po podstawieniu wartosci liczbowych wynosi ona
d =~ 9,88 kpc.

A 12. Przedstawione ponizej rozwiazanie jest ogdlne,
nie zaniedbujemy ruchu masywniejszego obiektu wokot
$rodka masy.

Niech m oznacza mase gwiazdy neutronowej, M zas mase
towarzysza, r — odleglo$é towarzysza od srodka masy,

ay —odlegloéé gwiazdy neutronowej od $rodka masy (rysunek).

SM M

W takim przypadku odlegto$é sktadnikow wymnosi z + y.

11

przyréwnujac je, otrzymujemy

(1) 4ry(z +y)? = GMT>.
Analogiczne réwnania dostajemy dla towarzysza:
thr _ GMm oraz F = 4m* Mz
(z+y)? T2
i po przyréownaniu ich i przeksztatceniu mamy
(2) 4r’e(z +y)? = GmT>.
Dzielac réwnania (1) i (2) stronami, otrzymujemy
y=Max/m
i podstawiamy do (2), stad
c—md/_GT%
42 (m + M)?’
oraz

GT?
=M3——
Y \/ 4x2(m + M2

Stad ostatecznie odleglo$é sktadnikéw wynosi

[GT2(m + M
r=x+y= 1 (ALT)

Podstawiajac wielkosci liczbowe, otrzymujemy
r~ 4,516 - 10" cm = 0,302 AU.



Rozwigzanka zadanek (nie)informatycznych

1. Wszystkich tréjkatow o wierzchotkach w wybranych
punktach jest

10) _10-9-8 _ 1o

3 1-2-3

Zamiast zliczaé¢ trojkaty jednobarwne, przyjrzymy sie
réznobarwnym (majacym dwa boki tego samego koloru
i trzeci innego), po czym odejmiemy ich liczbe od 120.

Kazdy tréjkat réznobarwny ma doktadnie dwa wierzchotki,
w ktérych spotykaja sie dwa réznokolorowe boki; co wiecej,
kazde takie spotkanie réznokolorowych bokéw wyznacza
(niezaleznie od koloru trzeciego boku) tréjkat réznobarwny.
Dla kazdego punktu wyznaczmy zatem liczby koniczacych sie
w nim kolorowych i czarnych odcinkéw — wyniki, w postaci
par (kolorowe, czarne), znajduja sie w tabelce

12345678910
1| |k|k|c|c|k|k|k|c|k]|(6,3)
2[k| [k|k|c|k|k|k|c|k|(7,2)
3lklk| |c|clk|c|c|c|k]|(4,5)
4|clk]|c clklclk|c|c]|(3,6)
5lclc|c]c clk|k|k|k]|(4,5)
6|k|k|k|k|c| |k|k|c]|c]|(6,3)
Tlklk|c|c|k|k| |k|k|c]|(6,3)
8k |k|c|k|k|k|k| |c|k|(7,2)
9lc|c|c|clk]|c c c|(2,7)
10 |k |k|k|clk|c]clk]|c (5,4)

— a nastgpnie zsumujmy iloczyny tych par:
184+14+20+ 18420418+ 18 + 14 + 14 + 20 = 174.

W ten sposob otrzymamy podwojong liczbe tréjkatow
réznobarwnych. Stad liczba tréjkatéw jednobarwnych to:

120 — 174/2 = 33.

2. Jezeli zaczniemy wyznaczaé kolejne sumy prefikséw
naszego ciagu (a dokladniej reszty z dzielenia ich przez 13),
to gdy tylko natrafimy na zero, bedzie znaczylo, ze
znalezlismy jeden z szukanych podciagéw o sumie podzielnej
przez 13. Pozostawiamy Czytelnikowi sprawdzenie, ze

taka sytuacja nie wystepuje w przypadku naszego ciagu.
Czy jest to jedyny przypadek, dla ktérego odpowiedz na
postawione pytanie mogtaby by¢ pozytywna? Oczywiscie nie:
moze sie tez zdarzyé, ze suma i-tego prefiksu bedzie réwna
sumie jakiego$ j-tego prefiksu (i < j) — wowcezas fragment
ciggu od wyrazu (i 4+ 1)-szego do j-tego wlacznie bedzie
jednym z szukanych podciagéw, gdyz jego suma jest réznica
sum tych prefiksow.

Podany ciag ma 15 elementow, a wartosci sum prefiksow sa
liczbami od 0 do 12 (modulo 13). To oznacza, ze wsroéd tych
sum musi sie jakas powtorzy¢ (fakt ten nazywa sie madrze
Zasada Szufladkowsa Dirichleta), dzigki czemu niezaleznie od
konkretnych wartosci wyrazéw ciggu bedziemy mogli znalezé
zadany spojny podciagg sumujacy sie do wielokrotnosci 13.

Jezeli Czytelnik nie wierzy w cale to abstrakcyjne rozumowanie,

to proponujemy przyjrzeé sie resztom z dzielenia przez 13 sum

kolejnych prefikséw wyjsciowego ciggu:
1,2,11,5,4,8,7,12,6,9, 3,5, 2,4, 7.

Mamy tu jakies powtérzenia — wybierzmy z nich, powiedzmy,

pare piatek. Wyznaczaja one fragment wyjéciowego ciagu od

piatego do dwunastego wyrazu:

12,4,12,5,7,3,7, 2,

ktérego suma jest réwna 52 =4 - 13.
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3. Wskazéwka do zadania podpowiada, co nalezy policzy¢,

jednakze nie daje zadnej informacji o tym, jak to zrobié.

Sprébujmy zatem wykonaé ,recznie” kilka pierwszych krokow,

moze co$ z tego wyjdzie. Przypomnijmy jeszcze nasz ciag:
3,2,3,4,1, 1,2, 3.

Poczatek jest prosty — dla pierwszego prefiksu mamy tylko
jeden podciag [3], wiec tabelka wynikéw dla reszt od 0 do 4

wyglada tak: [0]0]0][1]0]. Podciagi kolejnego prefiksu to:
[3], [2] oraz [3, 2] — daje to tabelke: [1[0]1]1]0].

A jak wygladaja podciagi prefiksu 3, 2, 37 Podzielmy je na
dwie grupy — na podciagi prefiksu o jeden krétszego oraz
na te, ktore zawieraja konicowa trdojke prefiksu. Tabelke
wynikéw dla tych pierwszych juz wypisaliSmy. Natomiast
sumy podciagéw z drugiej grupy sa takie same, jak sumy
podciagdéw z pierwszej, tylko powiekszone o 3. Daje to
tabelke wynikéw: [ 1[1]0]1]0] przesunieta cyklicznie

o 3 w stosunku do poprzedniej tabelki. Wystarczy teraz
wysumowaé obie te tabelki i jesteSmy w domu:

[1]of1]1fo]+[1]1]o]1]o]=[2]1]1]2]0}

Sprawdzmy, czy o niczym nie zapomnieliémy: dwa podciagi
[3, 2] i [2, 3] maja sumy podzielne przez 5, podciag [3, 3]
daje reszte 1, podciag [2] — reszte 2, a podciagi dajace
reszte 3 to [3] oraz [3, 2, 3]. Chwila, ale pierwszy z tych
podciagéw powinnismy policzy¢ dwukrotnie, gdyz w naszym
prefiksie mamy dwie tréjki! To pokazuje, ze w naszych
obliczeniach zapomnieliSmy o jednoelementowym podciagu
odpowiadajacym ostatniemu elementowi rozwazanego
prefiksu — faktycznie, nie zatapal sie on do zadnej

z rozwazanych grup. Po jego uwzglednieniu (trzecia tabelka)
otrzymujemy juz poprawny wynik:

(1fol1f1fof+[1]1]o]1]o]+[o]ofol1]o]=[2]1]1]3]0}

Dla kolejnego prefiksu — 3, 2, 3, 4 — mozemy postapié¢
podobnie. Wystarczy zsumowac trzy tabelki: poprzednia,
poprzednia przesunieta cyklicznie o 4 oraz tabelke
odpowiadajaca podciagowi [4]:

(2[1]1[3]o]+[2][1][3]0]2]+[0folofo[1]=[3]2]4]3]3]

Teraz mozemy juz stosunkowo tatwo wykonac¢ kolejne kroki,
odpowiadajace elementom 1, 1, 2, 3:

[(3[2[4[3[3]+[3[3[2[4[3]+[o]1]oJofo]=
=[6]6]6]7]6]

[6]6]6[7[6]+[6]6]6]6]7]|+[o[1[o]0]0]=
=[12]13]12]13]13],

[12]13]12]13]13]+[13]13]12]13]13]+[0]0]1]0]0]=
=[25]26]25]26]25],

[25]26]25]26]25]+[25]26]25[25]26]+[0]0]0]1]0]=
=[50[52[50]52][51].

Ostatecznie mamy wiec 50 podciagdéw wyjsciowego ciagu,
ktorych sumy dziela sie przez 5 — wypisanie ich wszystkich
bytoby bardzo zmudnym zadaniem. A Tobie, Czytelniku,
pozostawiamy wyznaczenie liczby spdjnych podciagéw

o sumach podzielnych przez 5. Mozna do tego podejsé
catkiem podobnie; tym razem jednak w wyliczanych
tabelkach nalezy uwzgledni¢ tylko spdjne podciagi konczace
sie na ostatnich pozycjach kolejnych prefikséw ciagu.
Dodajmy, ze w wyniku powinno sie otrzymac 6.



4. Przyjrzyjmy si¢ kolejnym zbiorom kwot wspomnianym
we wskazowce — moze uda nam sie zauwazy¢ cos ciekawego.
Przypomnijmy postaé¢ uporzadkowanego ciagu:

1,1,2, 5,7, 17, 17, 35, 83, 170, 300.

Za pomocy pierwszych dwdéch jedynek mozna wyptacié
wszystkie kwoty catkowite z przedziatu [0, 2]. Jezeli
dotaczymy do tego dwdjke, to, jak tatwo sprawdzi¢, mozemy
wyplacié¢ wszystkie kwoty z przedziatu [0, 4]. Dotézmy

teraz monete o nominale 5. Czy za pomoca poprzednich
monet oraz piatki mozemy wyptlaci¢ wszystkie kwoty od 0
do 44 5 =97 Otéz tak: kwoty mniejsze od 5 wyplacamy

za pomoca wezesniejszych monet (mozna nimi wyplacié
wszystkie kwoty z przedziatu [0, 4]), a dowolna kwote k od 5
do 9 — za pomocy piatki i uktadu wczesniejszych monet

o sumie k — 5, ktora to warto$é¢ dla kazdej z rozwazanych
wartosci k ,szczesliwie” nalezy do przedziatu [0, 4].

Juz mniej wiecej widaé, jak kontynuowac to rozumowanie.
Jezeli za pomoca pewnych poczatkowych monet mozna
wyplacié¢ kwoty z przedziatu [0, M] i kolejna moneta jest
a; < M + 1, to za pomoca zbioru monet powiekszonego

0 a; mozna wyplacié¢ kazda kwote z przedziatu [0, M + a;]
— kwoty od 0 do a; — 1 (przypomnijmy, ze a; — 1 < M) tylko
za pomocg wczesniejszych monet, a pozostate z uzyciem a;
i pewnych wczeéniejszych monet. A co, jezeli a; > M + 1?7
Wéwcezas, poniewaz wszystkie kolejne po a; monety maja
nominaly nie mniejsze niz nominat a;, to na pewno za
pomoca naszych monet nie da si¢ wyptaci¢ kwoty M + 1

(i jest to wowczas najmniejsza taka kwota).

Stosujac opisang regute do kolejnych monet z zestawu,
otrzymujemy: przedzial [0,9] i moneta 7 daja przedzial

[0, 16], ktéry wraz z moneta 17 daje przedziat [0, 33],
ktéry po dotaczeniu kolejnej siedemnastki daje [0, 50],

co wraz z moneta 35 daje [0, 85], do czego, dokladajac
monete 83, otrzymujemy [0, 168], co wraz z 170 daje... no
wladnie, w tym miejscu trzeba przerwaé nasza wyliczanke
z wnioskiem, ze najmniejsza kwota, jakiej nie da sie
wyplacié, jest 168 + 1 = 169.

Na koniec pytanie kontrolne do Czytelnika: jakie bytoby
rozwigzanie zadania, gdybysmy z powyzsza, ,wyliczanka”
doszli do konica ciagu nominaléw monet?

5. Zbiér tomoéw, ktére moga nie zostaé ani razu ruszone,
musi, oczywiscie, stanowié podciag rosnacy (pod wzgledem
numeréw) wyjsciowego ciagu toméw. Z drugiej strony, jezeli
wybierzemy jakikolwiek podciag rosnacy w rzedzie tomdow

i postanowimy sobie, ze wlasnie tych toméw nie zamierzamy
ruszaé, to mozemy kazdy z pozostatych toméw, poczynajac
od tych o najmniejszych numerach, wstawi¢ w jednym ruchu
we wlasciwe miejsce w ramach tego podciagu. Skoro tak,

to wybierzmy najdtuzszy taki podciag rosnacy; szukana
minimalna liczba ruchéw bedzie woéwczas rowna 12 minus
dlugosé¢ tego ciagu.

Jak w systematyczny sposéb wyznaczy¢ dtugosé
najdtuzszego podciggu rosnacego naszego ciagu

11,1, 10, 4, 3,2, 8,7, 12,6, 9, 57
Mozna chociazby dla kazdego elementu policzy¢ dtugosé
najdtuzszego podciagu rosnacego konczacego sie na nim,
a potem wziaé najwiekszg sposrod tych wartosci.

Dla kazdego z pierwszych dwoch toméw szukanym wynikiem
jest 1. Trzeci tom ma numer 10, wiec mozna za jego pomocy
przedtuzy¢ jednoelementowy ciag rosnacy konczacy si¢ na

tomie numer 1, otrzymujac ciag dtugosci 2. Podobnie ma sie

13

sytuacja w przypadku kazdego z kolejnych trzech tomdw:
4, 3, 2 — daje to ciag poczatkowych wynikéw:

tomy: |11/ 1]10{4 |3 |2
dtugosci podciggow: |1|1|2(2(2|2

Kolejny tom, ten o numerze 8, moze zostaé¢ uzyty nie tylko
do przedtuzenia wspomnianego juz ciagu jednoelementowego,
ale takze kazdego sposérdd stworzonych juz ciagéw
dwuelementowych, ktére koncza si¢ tomami o numerach
mniejszych niz 8, tj. 4, 3 1 2. To oznacza, ze wynikiem dla
tego tomu jest 3:

tomy: [11] 1 [10[4]3[2]8
dtugosci podciagow: |1|1|2|2(2(2|3

Widacé juz, jak kontynuowaé te obliczenia — wystarczy
kazdorazowo wybiera¢ najdluzszy ciag sposréd dotychczas
utworzonych, konczacy sie tomem o numerze mniejszym

niz numer rozwazanego tomu, i ten wtasnie cigg przedtuzaé.
W ten sposob otrzymamy nastepujaca tabelke wynikéw:

tomy: (111 1(10{4 |3 |28 |7[12(6|9|5
dlugosci podciggéw: [1[1(2(2]2(2(3(3(|4(3|4|3

Stad najmniejsza konieczna liczba ruchéw jest réwna

12 — 4 = 8. Pozostawiamy Czytelnikowi jako ¢wiczenie
znalezienie jakiego$ 4-elementowego podciagu rosnacego
toméw i wykonanie o$miu ruchéw, po ktérych ciag tomow
stanie si¢ uporzadkowany rosnaco.

6. Zastanéwmy sie najpierw, jak najwygodniej zrealizowac
procedure opisang we wskazowce. Otéz wystarczy kolejno
wykresla¢ tomy od pierwszego do dwunastego, a w momencie
wykreslania powigksza¢ wynik o liczbe niewykreslonych jeszcze
toméw potozonych na lewo od wykreslanego (odpowiada to
przesunieciu tomu na poczatek poétki i wyeliminowaniu go

z dalszych rozwazan). Wynik zastosowania tego postepowania
do naszego ciagu obrazuje tabelka

11| /]10[4(3|2[8|7(12]6|9]|5 | wynik: 1
1|04 3 (28] 7[12[6[9 5| wynik: 5
1|10/ 4| 2|8]7|12/6|9|5 | wynik: 8
| /oA H 28] 7[12[6 95| wynik: 10
| /oAy 28] 7112[6 9 #] wynik: 17
/o[ HTH 287 [12[F]9 ]| wynik: 22
| /ol A1y 1287 12[F]9 | #] wynik: 25
1|V (10| A\ H\ 2|87 |12 6|9 |4 | wynik: 27
1M1\ B V2R 112F Y|4 | wynik: 30
T V0 A A E S A2 00 F] wynik: 31
VLN YO\A B 28712 6|9 | wynik: 31
VLN YO\A A A8 X2 L6 H A | wynik: 31

A zatem udalo nam si¢ uporzadkowaé poétke za pomocy
31 ruchéw. Poszlo nam calkiem tatwo, ale musimy sobie
jeszcze odpowiedzie¢ na pytanie, czy aby na pewno
wykonaliémy najmniejsza mozliwa liczbe ruchéw?

Powiemy, ze dwa tomy na pdlce tworza inwersje, jezeli
pierwszy z nich lezy na lewo od drugiego oraz ma numer
wigkszy od drugiego (przyktadem takiej sytuacji sa
tomy o numerach 7 i 10 na naszej ,poczatkowej” poélce).
Zauwazmy, ze:

e na uporzadkowanej rosnaco pétce nie ma zadnych inwersji
— a do takiego uktadu dazymy;

e jeden ruch, czyli zamiana miejscami sasiednich tomoéw,
moze zmieni¢ liczbe inwersji co najwyzej o 1 (tj. dodaé¢ lub
usunaé inwersje miedzy przestawianymi tomami);

e w naszej metodzie w kazdym ruchu przenosimy mniejszy
element na lewo, czyli usuwamy jedna inwersje.



Whiosek: wymagana liczba ruchéw jest co najmniej tak
duza jak liczba inwersji w ciagu, a z drugiej strony liczba
ruchéw wykonywanych w naszej metodzie jest doktadnie
taka sama jak liczba inwersji. To uzasadnia, ze nasza
metoda daje najlepszy mozliwy wynik dla dowolnej
poczatkowej postaci péiki, a w szczegdlnosci dla tej

z naszego zadania.

7. Na poczatku zastosujemy sie do zalecenia ze wskazéwki

i potaczymy krawedziami wszystkie pary (m,2m) dlam € Z
(dla przypomnienia: Z = {1,2,...,17}). Zeby sie przy tym
przypadkiem nie pomyli¢, sprobujmy zabrac¢ sie do tego jakos
systematycznie, np. po kolei. 1 powinna by¢ potaczona z 2,
274,428,872z 16, noito tyle, bo2-16 > 17 — daje to nam
taki tancuszek kolejnych potaczen. Kolejng niepotaczona
jeszcze z niczym liczba jest 3; z 3 krawedz powinna
prowadzi¢ do 6, z 6 do 12, a 12 konczy ten tancuszek.
Doktadajac do tego kolejne tanicuszki rozpoczynajace sie od
5, 7 itd., otrzymujemy nastepujacy obrazek:

1 2 4 8 16
3 6 12
oo o

5 10 7 14
—o —o
9 11 13 15 17
° ° ° ° °

To byto catkiem tatwe, ale... po co w ogdle konstruowalismy
te tancuszki? Ot6z przyjrzyjmy sie temu, jak w te
konfiguracje wpisuja sie zbiory antydwéjkowe. Kazdy

taki zbiér A ma te wlasnosé, ze dla kazdej pary m,2m

(m € Z) zachodzi m ¢ A lub 2m ¢ A, czyli w A nie moze
znalez¢ si¢ naraz zadna para liczb potaczonych krawedzia

na powyzszym rysunku. Zauwazmy, ze tancuszki mozemy
rozpatrywac oddzielnie, gdyz sa one catkowicie niezalezne

— to, jakie liczby wybierzemy do zbioru antydwéjkowego

z jednego tancuszka, nie ma zupelnie wplywu na nasz wyboér
w pozostaltych tancuszkach.

Aby skonstruowaé najliczniejszy zbiér antydwdjkowy A,
musimy zatem z kazdego tancuszka wybraé jak najwiecej
liczb. Z tancuszkéw jednoelementowych (czyli takich bez
krawedzi) mozemy do A wziaé, oczywiscie, po co najwyzej
jednym elemencie. Réwniez tylko tyle uda nam si¢ wybraé
z kazdego z tancuszkéw dwuelementowych. W tancuszku
trzyelementowym mozemy sobie juz pozwoli¢ na wybér
dwoch liczb: 3 i 12 (gdybys$my wzieli 6, to nie mogliby$my
juz wziaé ani 3, ani 12). Podobnie, wybierajac co drugi
element z najdluzszego tancuszka, mozemy do A dotozy¢
jeszcze trzy liczby.

1 2 4 8 16
©&——e—©&—=—0
3 6 12
®&—e—

5 10 7 14
©—o @—o
9 11 13 15 17

® ® ® ® ®

Ostatecznie szukanym najliczniejszym zbiorem
antydwéjkowym jest na przyktad:
A=1{1,3,4,5,7,9,11,12,13,15,16, 17}.

A jakie sg inne najliczniejsze? I ile ich jest?
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PrzejdZzmy teraz do pytania o liczbe wszystkich zbioréw
antydwojkowych. Latwo przekonaé sie, ze moze ich by¢
dosyé¢ sporo — chociazby kazdy podzbiér naszego
najliczniejszego zbioru A jest zbiorem antydwdjkowym,

a wszystkich takich podzbioréw jest juz 2'2 = 4096 ().
Skoro podzial na tancuszki juz raz okazatl sie skuteczny,

to moze pomoze nam takze i tym razem? Sprébujmy!
Przypomnijmy sobie, ze kazdy zbiér antydwdjkowy mozemy
konstruowaé, dotaczajac do niego niezaleznie wybrane
elementy z poszczegdlnych tancuszkow. Przeanalizujmy wiec
kolejno wszystkie tancuszki, powiedzmy, znéw poczynajac
od najkrétszych, i przyjrzyjmy sie temu, na ile sposobéw
mozna z kazdego z nich wybra¢ pewna liczbe elementéw
(potencjalnie 0), tak aby nie uzyskaé¢ zadnej pary liczb
potaczonych krawedzia.

W kazdym tancuszku jednoelementowym mamy tylko jeden
wyboér: albo bierzemy jego jedyny element, albo nie — to daje
kazdorazowo doktadnie dwie mozliwoéci. Dla tancuszkéw
dwuelementowych mamy trzy mozliwosci: albo nie bierzemy
zadnego elementu (mozemy to uczynié¢ na jeden sposéb),
albo bierzemy dokladnie jeden element (dwa sposoby).
Dalej sytuacja zaczyna sie powoli komplikowaé, wiec
sproébujmy wymysli¢ jaki§ bardziej systematyczny sposéb
postepowania. Przyjrzyjmy sie przypadkowi tancuszka
trzyelementowego; jednym z wyboréw, jakie musimy dla
niego podjaé, jest to, czy wziaé do zbioru ostatni jego
element, czy tez nie. W pierwszym z tych przypadkoéow
wiemy, ze srodkowego elementu nie mozemy juz wybrad,
stad problem sprowadza si¢ do zdecydowania, co zrobic¢

z pozostalym jednym elementem, ktéry to element jest

w szczegblnosei tancuszkiem jednoelementowym. Z kolei

w drugim przypadku nie mamy natozonych zadnych
dodatkowych ograniczen na wyboér pozostatych dwéch
elementéw tancuszka, czyli mamy do zagospodarowania
tancuszek dwuelementowy. Ostatecznie, wynik dla
trzyelementowego tancuszka jest suma wynikéw dla
tancuszkéw dwu- i jednoelementowego, czyli 2 + 3 = 5.
Latwo sprawdzié, ze niczego nie pomingliSmy: np. dla
trzyelementowego tancuszka z naszego obrazka mamy
nastepujace pie¢ mozliwosci wyboru elementéw do zbioru
antydwojkowego: 0, {3}, {6}, {12} oraz {3,12}.

Odtad juz pdjdzie zupelnie tatwo. Wynik dla tancuszka
czteroelementowego (w naszym podziale zaden taki

nie wystepuje) to suma wynikéw dla dwuelementowego
(odpowiada to sytuacji, w ktérej do zbioru wybieramy
ostatni element lancuszka) oraz trzyelementowego (co
odpowiada przypadkowi przeciwnemu), czyli 3 + 5 = 8.
Wreszcie dla taincuszka piecioelementowego mamy 5+ 8 = 13
mozliwosci wyboru elementéw do zbioru. Wreszcie taczna
liczba zbioréw antydwdjkowych jest iloczynem liczb
mozliwosci wyboru dla poszczegdlnych tancuszkow, a zatem
jest réwna 13 (jeden piecioelementowy) razy 5 (jeden
trzyelementowy) razy 3° (dwa dwuelementowe) razy 2°
(pigé jednoelementowych), czyli 18 720, czyli rzeczywiscie
dosyé duzo.

Na koniec dwie rzeczy: ciekawostka i zagadka. Ciekawostka:
liczby oznaczajace ilodci sposobéw wyboru zbioru
antydwdjkowego z tancuszkéw kolejnych dtugosci,

tzn. 2, 3, 5, 8, 13, ..., to tzw. liczby Fibonacciego.

A pojawienie sie tych liczb w naszym zadaniu nie jest

tylko osamotnionym przypadkiem — jakos tak sie sktada,

ze ciag Fibonacciego wystepuje w wielu miejscach, czesto
bardzo zaskakujacych, zaréwno w matematyce i informatyce,
jak i w biologii, muzyce. ..



Odpowiedzi do zadan lingwistycznych
1. a) 44040 i 1335, b) 40 i 1336, c) 44043 i 1313.

2. 11, 17, 18, 19, 70, 80, 90.

3. 3, 5 (tylko w potocznej wymowie [p’,j,e,1,¢]).

4. a) Ich cérki jeszcze nie pily. b) Daly im je. ¢) Olek jest
z bratem na lekcji.

5. a) DOGA, b) SENDE, ¢) GAWALO.

6. a) FATATESZ, reszta to przedmioty szkolne, b) WALZOGEK,
reszta to czedci mowy, ¢) NIZAROC, reszta to figury,
d) PIUSULETKA, reszta to sprzet komputerowy.

7. a) RYGACO, reszta to przystéwki, b) DZASIE, reszta to
rzeczowniki rodzaju zenskiego, ¢) ESKOZ, reszta to rzeczowniki
podwdjne, d) OMYTKA, reszta jest akcentowana niestandardowo.

8. a) GOLA, GZY, RYBO, b) CEN, CENIE (w wymowie
koricowe ¢ jest zwyklym nienosowym e), KOCE, c) Nie pasuja
stowa RZYM, MAJ, DYM, MIAC (tu mamy miekkie m’,

w wymowie potocznej takze j), CZY (gloska cz to w poprawnej
wymowie nie to samo co t + sz), TASMA, 2YC, ZART.

9. Pierwsze dwie gloski moglyby by¢ réwniez zapisywane jako
krz, kz oraz gsz, grz i gz, dalej gtoske I mozna by zapisaé¢ jako u
albo 1, gloske u jako u lub ¢ i koncowe f jako f lub w. Poniewaz te
wymiany sa niezalezne, wszystkich mozliwosci jest 6 -2 -2 -2 = 48.

10. Dobryh vyehchoor! Vesowykh Shfyont ee shchenshleevegoh
novegoh rocooh! Przez eh oddawane jest tzw. ,e pochylone/
$ciednione”, takie, ktére Polacy wymawiaja w sasiedztwie spélglosek
miekkich — z jezykiem uniesionym wyzej i potozonym nieco bardziej
do przodu niz przy zwyklym ,otwartym/szerokim e”, w kierunku
wymowy i. Konicowe h nie jest wymawiane, a ch to w angielskim
migkkie cz, wiec polskie ch oddawane jest przez podobne brzmieniowo
potaczenie kh.

11. a) Kumpubumpu$ Pumpuchampatempek, b) kwaladralat,
¢) kadziakadek kapo kakakadziekali.

12. a), b) Uzyto 32-literowego alfabetu polskiego, stosujac tzw. szyfr
Cezara, ktory polega na zastapieniu kazdej litery wiadomosci
litera, ktéra znajduje sie w alfabecie o pewna stala liczbe pozycji
wezesniej lub dalej. Odpowiedzi to: a) (—4) LIGA ZADANIOWA,
orazb) (+1) PO POLUDNIU BEDE W PACANOWIE. MATOLEK.
¢) Uzyto szyfru ATBASZ wymy$lonego przez Hebrajczykéw 500
lat p.n.e. Pierwsza litere alfabetu zastapiono ostatnia, druga
przedostatnig itd. Odpowiedz: RAZ KOZIE SMIERC.

13. Zbioérka dzis o 19, Spotkanie pojutrze w potudnie, Wyjazd o 16.

14. W tabliczce mnozenia wystepuja czynniki jednocyfrowe

i ew. 10. Nazwy liczb powyzej 10 poza 100 powinny by¢ zlozone
i mie¢ Slady ich zapisu dziesietnego, wiec baqq i razonk powinny
mie¢ co$ wspdlnego z qq i zonk. Sensownie jest zalozy¢, ze

baqq ma qq jednosci lub dziesiatek, a razonk — odpowiednio
zonk jednosci lub dziesigtek. W gre jako baqq wchodza wigc
tylko liczby 25 i1 36. Widaé, ze system nazewnictwa musi by¢
jak w polszczyznie: dziesiatki + jednosci. Z kolei zonk jako
liczebnik jednosylabowy i krétki powinno by¢ liczba jednocyfrowa,
dziesigtka albo setka, a stad pierwszym mnozeniem moze by¢
tylko 2-2=4,3-3=91i10-10 = 100. Pierwszy przypadek
daje zonk = 4, skad ra = 6 i baqq = 25, ale dwdjka miataby
woéwczas dwie nazwy. Przypadek ping = 3 daje zonk = 9, wiec
ra =4 i baqq = 36, co po sprawdzeniu okazuje si¢ mozliwym
rozwigzaniem. Przypadek ping = 10 wyklucza razonk, ktére
zawieraloby wowczas stowo 100. Mamy zatem jedno najbardziej
prawdopodobne rozwigzanie: 3-3=19,5-5=2517-7 = 49.
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15.2:3=6,2-2=4,2-4 =8, altms = 60.

16. Prawdopodobnie og taczy jednosci z dziesiatkami. Druga
réwno$é musi oznaczaé¢ mnozenie 5 - 5 albo 6 - 6 (widaé¢ wiec,

ze najpierw podawane sa jednosci). Z brzmienia fem oraz
wystepowania wsréd liczebnikéw morfemu seks mozna sie
domyslié, ze fem = 5, zatem tyve = 20 i fir = 4. Poza tym
zapewne seks = 6, tre = 3. Dalej widaé, ze sinds stuzy do
tworzenia wielokrotnosci 20, wiec -den odpowiada polskiemu
-nascie, a hal- oznacza odjecie 10 (inaczej polowy dwudziestki).
Odpowiedz to A = seksden, B = fireoghaltresindstyve,

C' = treoghalfemsindstyve. L to jezyk podobny pod wzgledem
wymowy do angielskiego oraz niemieckiego i budujacy liczebniki
podobnie jak niemiecki. Brzmienie lub pisownia powinny
nasuna¢ na mys$l jezyki skandynawskie, a jest to konkretnie
dunski.

17. W podanych wyrazach zuluskich dwa zaczynaja si¢ na aba,
trzy na um, a po jednym z kazdej grupy konczy si¢ na fazi.
Wsréd ich polskich tltumaczen dwa sa w liczbie mnogiej, a trzy
w pojedynczej i w obu tych formach wystepuje rzeczownik
mezatka. Wiadomo ponadto, ze rodzice to abazali, zatem
przedrostek aba oznacza liczbe mnoga, um — liczbe pojedyncza.
Odpowiedz to chtopiec = umfana, zawodnicy = abadlali.

18. Wida¢ nastepujace wlasnosci pisowni i wymowy wioskiej:
¢ wymawia sie jak [cz] przed e (i 1), a jako [k]| przed o i a
(oraz u i na konicu wyrazu). Zeby czytaé je jako [k] przed e

i1, pisze si¢ ch. é oznacza zwykte polskie [¢], a gn czyta sie
jak polskie 1, s nie zmiekcza sie¢ pod wplywem i, a miedzy
samogtoskami staje si¢ dzwieczne, z czyta si¢ tu jak [c], choé
w rzeczywistosci nie zawsze. Odpowiedz: a) [S-i, e czertamente
franczeze.], [Pranca kon le amike.], b) Mi dispiace, signore!
Come si chiama?

19. Sao as trés e meia. Sao trés para as dez.

20. w oceanie = denizde, do marchewki = havuga,
stoly = masalar, w notatniku = defterde, do doméw = evlere.

21. Poniewaz kazdy podany wyraz gruzinski ma cos wspdlnego

z ktéryms z pozostatych, mozna przyjaé, ze parterowy to po
gruzinisku jednopietrowy (tzn. majacy jedno pietro/poziom).
Mraval- wystepuje tylko raz, czyli oznacza wielo-. Z kolei jedynym
stowem zawierajacym sie¢ w jakims innym jest tvali, wiec to
powinno by¢ oko.

a) caltvala = jednooki,

calpexa = jednonogi, ertadgiliani = jednoosobowy,

ertsartuliani = parterowy (dost. jednopietrowy, jednopoziomowy),
mravalsartuliani = wielopietrowy.

b) Przez analogie: tvali-caltvala, 7-calpexa powinno by¢
noga = pexi.

¢) Przedrostek mraval- to wielo-, przedrostki ert- i cal- ttumacza
sie jako polskie jedno-, ale pierwszy ma znaczenie czysto liczbowe,
drugi natomiast uzywany jest wtedy, gdy danej rzeczy normalnie
jest wigcej, pojedynczosé oznacza wiec wtedy pewien brak,
utomnosé, jak np. w przypadku parzystych czesci ciata.

d) Mamy pary: erti-ertadgiliani, ori-oradgiliani, wigc poniewaz
erti i ori to krétkie wyrazy o podobnej budowie, logicznie jest
przyjacé, ze sa to liczebniki i erti = 1. Znaczenia ori jednoznacznie
okresli¢ nie mozemy, powinna by¢ to jednak liczba mata lub

w jakims$ sensie ,okragla”, tj. majaca wlasna, niezlozona

nazwe, ewentualnie jest to liczebnik nieokreslony rézny od wiele
(np. kilka). W rzeczywistosci ori = 2.

22. ek kum trakibus, ek stop moris, to nie jest samochod.



Rozwigzania takich sobie zadanek

1. Dla wygody przyjmijmy, ze szescian ma krawedz dlugoéci 3. Poszukiwany
graniastostup moze mieé te¢ sama podstawe co czworoscian — wtedy bedzie

mial wysoko$¢ 1 1 na takiej wysoko$ci dokonujemy pierwszego ciecia. Reszte
dzielimy na trzy czesci jak na rysunku. Na nim tymi samymi symbolami
oznaczyli$my odpowiednio odcinki o dtugodci 1, v/2 i v/3. Mozliwo$é przerobienia
czworo$cianu na graniastostup przez rozciecie i przemieszczenie czesci jest
wlasnoscia egzotyczna, przystugujaca tylko niektérym czworo$cianom.

D

2. Samolot do Modlina bedzie lecial szybciej niz bez wiatru, a wiec krécej,

a z powrotem do Deblina wolniej niz bez wiatru, a wiec dluzej. Zatem skoro
bedzie lecial krécej z wieksza przedkoscia, a dtuzej z mniejsza, wiec jego $rednia
predkosé bedzie mniejsza niz bez wiatru. Zatem przelot bedzie trwal dtuzej niz
bez wiatru. Do znalezienia rozwiazania dane liczbowe sa zbedne.

3. Gdy $rednica najwigkszego kota jest rowna 1, pole miedzy k-tym
i k + 1-wszym poélokregiem (oznaczmy je Py p41) jest réwne

m(k+1 2 onl kN T
(RS ) — () = —— 2k +1).
2(2~7) 2(2-7) 392 (2 +1)

Poniewaz kazda z czesci ma dla odpowiedniego k pole réwne
Py, ky1+ Prog—1,7—, czyli
T 7r T
—((2k+1 2M—k—-1)+1)=—-14=—
(24 1)+ (2 J+1) = o= I
co nie zalezy od k — wszystkie czeSci maja wiec réwne pola. Latwo zauwazy¢, ze
liczba 7 moze by¢ zastapiona dowolna liczba naturalna n > 1.

4. Na przeciwleglych dwoch $ciankach szescianikéw umiesémy liczby 11 6.

Na dwoch innych przeciwleglych 2 i 5. Kazdy z tych szedcianikéw okaze sie
jednakowy — mozna wszystkie je ustawié¢ jeden obok drugiego w takiej samej
pozycji. Pozostaje wiec rozmieszczenie liczb 3 i 4. Rézne kostki moga wiec by¢
co najwyzej dwie i faktycznie sa dwie: kostki widoczne na rysunku sg rozne.

5. Jedyna taka liczba jest %7 albowiem

Zis:%<:)b(a+p):a(b+q)<:)ba+bp:ab+aq<:>bp:aq<:)§:%.

6. Polprosta wychodzaca z dowolnego punktu ograniczonego obszaru, ktorego
brzegiem jest krzywa zamknieta, przecina brzeg tej krzywej w nieparzystej
liczbie punktéw (bo ,w koncu” bedzie na zewnatrz tego obszaru). Natomiast
wychodzaca z punktu na zewnatrz — w parzystej liczbie punktéw (zero tez jest
parzyste). Stad narysowany punkt znajduje sie wewnatrz obszaru ograniczonego.
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Informatyczny kacik olimpijski (22): Zliczanie planéw sieci drogowej

Tytutowe zadanie pochodzi z finalu Potyczek
Algorytmicznych 2008. Nalezy w nim wyznaczy¢ liczbe
roznych (nieetykietowanych) drzew n-wierzchotkowych

o $rednicy réwnej d i podaé ja modulo pewna nieduza liczba
pierwsza p. Dwa drzewa uznajemy przy tym za rozne, jezeli
sg nieizomorficzne, tzn. nie mozna wierzchotkom jednego

z nich przyporzadkowaé¢ odpowiadajacych im wierzchotkow
drugiego tak, by byly zachowane incydencje. Srednicat drzewa
nazywamy dlugosé (w sensie liczby krawedzi) najdiuzszej
$ciezki w drzewie. Na przyklad dla n = 6, d = 3 istnieja
doktadnie dwa rézne drzewa:

Zalézmy na chwile, ze d jest nieparzyste. Wyobrazmy

sobie jakie$ drzewo o $rednicy d z zaznaczona Sciezka
wyznaczajaca te srednice. Teraz do kazdego z wierzchotkdw
na tej sciezce mozna probowaé doczepié jakies gatezie
drzewa, uwazajac na to, zeby nie stworzy¢é w ten sposéb
zadnej sciezki dtuzszej niz d. Do pierwszego wierzchotka na
$ciezce nie mozemy zatem juz niczego doczepié, do drugiego
mozemy doklejaé tylko pojedyncze krawedzie, do trzeciego
— tylko poddrzewa o glebokosci nie wiekszej niz 2 itd.
Maksymalne gtebokosci dotaczanych poddrzew w przypadku
d = 5 obrazuje ponizszy rysunek.

0 1 2 2 1 0

7 tych ograniczen wynika, ze wszystkie Sciezki o dtugosci d

w drzewie musza zawieraé (co najmniej) jedna wspélna
krawedz, a mianowicie te srodkowa. Po jej usunieciu

drzewo rozpada si¢ na dwa mniejsze, ktére mozna ukorzenié
w wierzchotkach z usuwanej krawedzi, otrzymujac dwa drzewa
o glebokosci LgJ Jezeli przez u(m, g) oznaczymy liczbe
nieizomorficznych ukorzenionych drzew m-wierzchotkowych

o glebokosci g, to wynikiem dla d nieparzystego bedzie

Bt n 1)

n RCCTE)

2

Kazdy ze sktadnikéw w powyzszej sumie odpowiada
sklejeniu szukanego drzewa z dwoch poddrzew

o gltebokosci L%J zawierajacych odpowiednio n; i n —n;
wierzchotkéw, natomiast ostatni sktadnik (w ktérym [2|n],
zapisane za pomoca tzw. notacji Iversona, jest réwne 1, jesli
n jest parzyste, a 0 w przeciwnym przypadku) reprezentuje
drzewo sklejone z dwoch poddrzew zawierajacych po

5 wierzchotkéw. Zagadka dla Czytelnika: dlaczego

ten ostatni przypadek musiat zostaé¢ potraktowany
osobno? (Wskazéwka: interesuja nas tylko drzewa parami
nieizomorficzne).

A co, jezeli d jest parzyste? Wéowcezas srodkowy wierzchotek
na $ciezce wyznaczajacej $rednice drzewa jest wspolny

dla wszystkich takich $ciezek i jezeli ukorzenimy w nim
nasze drzewo, to otrzymamy n-wierzchotkowe drzewo

o glebokosci %, Stad wynik to u(n, %) ... no, prawie. Ot6z
trzeba jeszcze pamigtaé o tym, ze interesuja nas tylko takie
drzewa o glebokosci %, w ktérych co najmniej dwojgu dzieci

korzenia odpowiadaja poddrzewa o gtebokosci % — 1, stad
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od u(n, g) musimy odjaé liczbe drzew z tylko jednym takim
dzieckiem, réwna:

n—1
d d
Zu(m,Ql) -w(nm,21>.

n;=1
Przez w(m, g) oznaczyliémy liczbe ukorzenionych drzew
m-~wierzchotkowych o gtebokosci nie wickszej niz g
(wyjasnienie tego wzoru pozostawiam Czytelnikowi).

Pozostaje pytanie, jak obliczyé wartosci u(m, g) i w(m,g).
Poniewaz u(m, g) = w(m,g) — w(m, g — 1), to skupimy

sie tylko na wartosciach w. Zastosujemy programowanie
dynamiczne, w ktérym bedziemy wyznaczaé wartosci w dla
kolejnych g = 0,1,2,... Dla g = 0 jest tatwo: w(1,0) =1,

a dla m > 1 mamy w(m,0) = 0. Jezeli zas g > 0, to drzewo
o gtebokosci co najwyzej g otrzymujemy, podpinajac
krawedziami do korzenia pewng liczbe poddrzew o gtebokosci
g — 1. Musimy by¢ jednak ostrozni, aby w ten sposéb

nie obliczy¢ wielokrotnie zadnych drzew rézniacych sie

tylko kolejnoscia podpietych poddrzew. W tym celu przy
obliczaniu rzadka w(x, g) bedziemy rozwazaé kolejno
wartosci w(j,g — 1) dla j = 1,2,...; dla kazdej z nich,

przy aktualizacji danego pola w(i, g) wybierzemy liczbe k
poddrzew j-wierzchotkowych o gtebokosci co najwyzej g — 1,
ktére zamierzamy podpiaé¢ (oczywidcie musi by¢ k- j < 7).
Liczba uktadéw takich poddrzew bedzie wowczas réwna
liczbie k-elementowych kombinacji z powtdrzeniami ze zbioru
w(j, g — 1)-elementowego, tzn.:

. ,g—1)+k—1
wsz)(],gl,k)=(w(‘7‘q k) )

Ostatecznie otrzymujemy ponizszy pseudokod, w ktérym
zakladamy, ze w(x, —1) = 0 (pytania kontrolne: dlaczego
petla po j jest przed petla po i? i skad nietypowy porzadek
przegladania wartosci w drugiej z tych petli?).

for g=0,1,2,...
w(l,g):=1; w(2,g)=w@3g):=...:=w(hg):=0;
for j=1,2,...,n
fori=nn-—1,...,1

for 1 <k < %
w(i, g) = w(i,g) +wsp(j,g — 1, k) - w(i — kj, g);

ZastanOéwmy sie na koniec nad ztozonoscia czasowa opisanego
rozwiazania. Zauwazmy przede wszystkim, ze wspotczynniki
wsp mozemy oblicza¢ w statej ztozonosci czasowej, jezeli
tylko spamietamy odwrotnosci liczb 1,...,n + 1 modulo p

i bedziemy kazdorazowo korzystaé ze wzoru:

wsp(j,g — 1L,k+1) =
= wsp(j,g — 1,k) - (w(j,g — 1) + k) - (k+1)"" mod p).
To daje oszacowanie na ztozonos¢ czasowa rozwiazania
O(dn?). Okazuje sie jednak, ze jest ono zbyt pesymistyczne,
gdyz taczna liczba obrotéw trzech wewnetrznych petli for
moze zostaé oszacowana z gory przez

n n ) n n
n’® + VJ <’ 4y i l<n2+n2Hn,
gdzie H,, to tak zwana n-ta liczba harmoniczna. A poniewaz
H, = O(logn), co wynika m.in. z przyblizenia tej sumy
caltka, to otrzymujemy ostatecznie, ze ztozonosé czasowa
opisanego rozwiazania to tak naprawde O(dn2 logn).

Jakub RADOSZEWSKI



FIZYCZNE

Rys. 1. Budowa butelki Mariotte’a;
b — plastikowa przezroczysta butelka,
s — sztywna rurka, z — zakretka,

e — elastyczna rurka, k — klej,

j — strumienr wody, h — wysokosé,

vo — predko$é¢ wyplywu wody, w — woda.

Badamy rzut poziomy
Stanistaw BEDNAREK

Ruchy nazywane rzutami spotykamy bardzo czesto w wielu dziedzinach zycia
codziennego. Przykladami rzutéow sa, miedzy innymi, upadek jabtka czy
szklanki, strzal z wiatréwki, pchniecie kula czy skok narciarski. Do naszych
rozwazan wystarczy zalozenie, ze rzut jest to rodzaj ruchu ciala, odbywajacy

sie w jednorodnym polu grawitacyjnym po nadaniu temu cialu pewnej predkosci
poczatkowej. W zaleznosci od wzajemnej orientacji kierunku i zwrotu predkosci
ciata oraz przyspieszenia pola grawitacyjnego wyrdzniamy rzuty poziome, ukosne
i pionowe, przy czym te ostatnie moga odbywaé sie w gore albo w dét i sa
wlasciwie szczegdlnymi przypadkami rzutu ukosnego.

Wykazujac pewng cierpliwos$¢ i wkladajac nieco pracy, mozemy, przy uzyciu
bardzo prostych $rodkéw, zapoznaé sie nawet iloSciowo z tymi efektownymi
zjawiskami fizycznymi, jakimi sa rzuty. Mozemy réwniez zaznajomié sie

z zaleznosciami miedzy charakteryzujacymi je wielkosciami fizycznymi.
Wszystkie rzuty bedziemy badali za pomocg strumienia wody wyplywajacej
ze stala predkoscia. W opisanych dalej eksperymentach zajmiemy sie rzutem
poziomym, rzut ukosny za$ bedzie tematem nastepnej opowiesci.

Do naszych doswiadczen potrzebne bedzie specjalne naczynie, dajace strumien
wody o stalej predkosci (mozna ja dobiera¢ w pewnych granicach — sposéb
wykonania tego naczynia przedstawia rysunek 1). Bedziemy potrzebowali duzej,
plastikowej, przezroczystej butelki po napoju o prostych $ciankach z zakretka.
Pojemnosé butelki powinna wynosié¢ 2-3 1 — im wieksza, tym lepsza. Ponadto
niezbedne beda dwa kawalki plastikowej rurki o $rednicy wewnetrznej 4-5 mm.
Jeden z nich powinien by¢ sztywny, a drugi elastyczny. Sztywna rurke moze
stanowié¢ prosta stomka do napojow o diugosci okoto 25 cm. Role elastycznej
rurki bedzie pelnil kawalek wezyka o dlugosci 10-12 cm, ktéry mozna kupié
np. w sklepach z artykutami motoryzacyjnymi.

Wierttem lub ostrym koncem nozyczek wykonujemy otwér w zakretce butelki.
Otwér ten powinien mie¢ taka érednice, zeby mozna byto w nim ciasno przesuwaé
sztywna rurke. W bocznej Sciance butelki w poblizu jej dna wykonujemy drugi
otwér przeznaczony do wsuniecia poziomo elastycznej rurki. W butelce powinien
sie znajdowaé kawalek rurki o dlugosci okolo 2 cm. Miejsce przejscia elastycznej
rurki przez $cianke butelki uszczelniamy, np. klejem epoksydowym. Wylot
elastycznej rurki zatykamy niewielkim korkiem. Bedziemy go otwierali tylko

w czasie wykonywania pomiaréw.

Tak przygotowane urzadzenie testujemy przed wykonaniem wlasciwego
eksperymentu. Butelke napelniamy woda i zakrecamy zakretka ze sztywna

rurka. Napelniona butelke ustawiamy na stole na podkladce, ktéra moze
stanowi¢ kawalek deski lub kilka grubych ksiazek, tak zeby wylot elastycznej
rurki znalazl sie kilkanascie centymetréw nad powierzchnia stolu. Pod tym
wylotem umieszczamy kuwete fotograficzna, brytfanne lub duzy talerz.
Oczywiscie, do$wiadczenie mozna takze wykona¢ w wannie lub w brodziku
kabiny prysznicowej. Otwieramy wylot elastycznej rurki i pozwalamy wodzie
wyplywaé strumieniem. Przesuwajac sztywna rurke w zakretce i zmieniajac
przez to réznice wysokosci h jej dolnego konca i elastycznej rurki, mozemy
regulowaé predko$é¢ wyplywu strumienia wody (rys. 1).

Otrzymane naczynie nosi nazwe butelki Mariotte’a. Zasada dzialania tego urzadzenia jest
nastepujaca. Przy dolnym koncu sztywnej rurki panuje cisnienie atmosferyczne, podobnie
przy dolnym konicu rurki elastycznej. Zmiana energii potencjalnej cigzkosci U niewielkiej
porcji wody o objetosci AV, przemieszczajacej sie miedzy tymi punktami, wynosi

(1) U = 0AVgh,

gdzie o oznacza gestoéé wody, g jest za§ przyspieszeniem ziemskim (g = 9,81 m/s®). Gdy
ta porcja wody wyplywa z konca elastycznej rurki, energia potencjalna U zamieni sie

w calosci na energie kinetyczng E poruszajacej si¢ wody, wyrazajaca si¢ wzorem

@ B = AV
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Rys. 2. Uklad do badania rzutu
poziomego; b — butelka Mariotte’a,

p — podktladka, t — taboret, n — kuweta
lub brytfanna, j — strumien wody,

z — zasieg rzutu, H — wysokos§é rzutu,
vo — predkoéé poczatkowa.

Rys. 3. Zalezno$¢ zasiggu z rzutu
poziomego od predkosci vo;
H — wysoko$é rzutu.

Rys. 4. Zalezno$¢ miedzy zasiggiem z
rzutu poziomego a jego wysokoécia H;
vo — predkosé rzutu.

w ktérym vg oznacza predko$é wody u wylotu elastycznej rurki. Poréwnujac
wzory (1) i (2) oraz wyznaczajac z otrzymanej réwnosci vg, otrzymujemy

(3) vo =/ 2gh.

W ten sposéb wykazalidmy, ze dopéki poziom wody w butelce Mariotte’a bedzie
znajdowal si¢ powyzej dolnego konca sztywnej rurki, przetozonej przez zakretke,
predko$é wypltywu wody z elastycznej rurki bedzie stata i wyrazala si¢ wzorem (3).
Na marginesie dodamy, iz p6Zniej bedzie ona malata wyktadniczo w zaleznosci od
wysokosci stupka wody znajdujacej sie w butelce. W przeprowadzonych rozwazaniach
pomineliémy wszelkie opory ruchu wody, dlatego nasze obliczenia maja charakter
przyblizony, niemniej pozwalaja sie zorientowaé¢ w predkosci wyptywu wody. Nalezy
tylko pamietaé, zeby podstawiajac wysokos$é h do wzoru (3), wyrazi¢ ja w metrach,
wowczas predkosé wypltywu otrzymamy w m/s. W dalszych rozwazaniach predkosé te
bedziemy nazywali predkoscia rzutu.

Do badania rzutu poziomego zbudujemy uktad przedstawiony na rysunku 2.
Butelke Mariotte’a ustawiamy na taborecie, umieszczajac pod niag kilka
podktadek. Zmiana liczby tych podkladek pozwoli na regulowanie wysokosci,

z ktérej wyplywa strumien wody, a wiec wysokoéci rzutu. Na podlodze,

po stronie elastycznej rurki, ustawiamy duzg kuwete fotograficzng lub

brytfanne, do ktérej bedzie splywala woda. Wspomniang wysoko$é¢ rzutu
poziomego bedziemy mierzyli od powierzchni dna kuwety lub brytfanny do osi
elastycznej rurki. Dla prawidlowego dziatania ukladu moze okazaé sie konieczne
wyprostowanie tej rurki likwidujace jej przypadkowe wygiecia, tak zeby strumien
wody wyplywal poziomo.

W poczatkowym etapie badan zajmiemy sie zalezno$cig zasiegu rzutu od
jego predkoéci poczatkowej. Dla ulatwienia pomiaréw przez zasieg bedziemy
rozumieli odleglo$é¢ punktu upadku strumienia wody na powierzchni¢ dna
kuwety lub brytfanny, mierzong w kierunku poziomym od punktu wylotu

z konca elastycznej rurki (rys. 2). Zasieg ten, podobnie jak wysoko$é rzutu,
tatwo zmierzymy linijka, ktéra wygodnie jest polozyé na dnie kuwety.

W celu uproszczenia zalozymy réwniez, ze gleboko$é wody w kuwecie jest
niewielka i nie ma ona wplywu na potozenie punktu upadku strumienia

na dno.

Rozwazania ilosciowe, ktérych dokonamy w nastepnym odcinku, dotyczacym
rzutéw ukosnych, prowadza do wniosku, ze strumien wody porusza sie po
poléwcee paraboli zwrdconej ramieniem ku dotowi. Wierzcholek tej paraboli
znajduje sie w punkcie wyplywu wody z rurki. Ustaliwszy okre$long wysoko$c¢
rzutu H, mierzymy jego zasieg z i zapisujemy wynik pomiaru. Mierzymy réwniez
wysokosé h dolnego konca sztywnej rurki od osi rurki elastycznej i obliczamy
predkosé rzutu ze wzoru (3) oraz zapisujemy wynik. Zmieniamy wysoko$é h

o kilka centymetrow, przesuwajac sztywna rurke w zakretce butelki i znowu
przeprowadzamy pomiary. Po kazdorazowym wykonaniu pomiaréw wylewamy
wode z kuwety, tak zeby zapewnic stala wysoko$é rzutu H. Opisane czynnosci
powtarzamy co najmniej 56 razy, a na podstawie uzyskanych wynikéw
pomiaréw i obliczen sporzadzamy wykres zaleznosci zasiegu rzutu poziomego
od predkosci rzutu (rys. 3). Jaka linia jest tym wykresem?

Przejdzmy teraz do zbadania zaleznosci zasiegu rzutu poziomego od wysokosci
rzutu. W tym celu ustalamy stala predkos¢ rzutu vg przez przesunigcie sztywnej
rurki na okreslona wysokos¢ h i pozostawienie jej w tej pozycji. Dla wybranej
wysokosci rzutu H mierzymy jego zasieg z. Zmieniamy wysokosé rzutu przez
dodanie lub odjecie pewnej liczby podkladek, na ktérych jest ustawiona butelka.
Po kazdej parze pomiaréw wylewamy wode z kuwety lub brytfanny. Powtarzajac
te pomiary kilkakrotnie, uzyskujemy komplet wynikéw, ktére wykorzystujemy
do sporzadzenia wykresu, opisujacego zalezno$¢ zasiegu z rzutu poziomego od
wysokosci H (rys. 4). Czy rzeczywiscie otrzymujemy wykres paraboli?

7 dalszymi przykladami wykorzystania butelki Mariotte’a do badania
rzutéw spotkamy si¢ w nastepnym odcinku. A na zakonczenie problem do
samodzielnego rozwiazania. Co nalezy zrobi¢, zeby osiagna¢ wiekszy zasieg
rzutu? Jaki sposéb jest do tego celu bardziej efektywny?
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Rozstania na zawsze (Herschel)

Wakacje to nie tylko wspélne wyjazdy, ale réwniez rozstania.
Skoro dzieci pojechaly na wakacje wtasnie, ewentualnie
oddaja sie, a przynajmniej powinny, zajeciom niezwiazanym
z zadnymi programami nauczania, to spojrzmy na rozstania
od strony rodzicieli.

Wysytanie dziecka na pierwszy samodzielny wyjazd budzi
jednoczesnie dume, nadzieje i organiczny niepokdj. Nasza
latoro$l dojrzata do wyfruniecia w §wiat. Wierzymy, ze

nie zawiedzie naszych oczekiwan. Czy jednak nic ztego jej sie
nie stanie? Czy wszystko sprawdzilismy? Czy nauczyliSmy
nasze dziecko wszystkiego, co niezbedne? Zbliza si¢ pora
rozstania. Za chwile juz nic nie bedziemy mogli poméc.
Przygladamy si¢ wspéttowarzyszom podrézy. Przypominamy
sobie, czy dobrze zapakowaliSmy, ograniczonych przeciez
rozmiaréw, plecak. Jeszcze mozemy sprawdzié¢ przewoznika,
odwlekajac start przygody, ale jednoczesnie wprowadzajac
dodatkowe poddenerwowanie. Juz za moment nasze oczko

w glowie pojedzie w nieznane. ..

A teraz wyobrazmy sobie, ze nie jest to rozstanie na niecaly
miesigc, tylko na zawsze. Ze obiektu naszych wieloletnich
staran nigdy juz nie zobaczymy. Wydajemy corke za maz,

a mtodzi wyjezdzaja na Ksiezyc albo jeszcze dalej, gdzies,
skad nie ma powrotu.

Zagalopowalem sig¢? Troche tak, bo chociazby nie mam
corki. Ale wtasnie w takiej sytuacji znalazty sie zespoly
kosmicznych laboratoriéw Herschel i Planck 14 maja 2009
roku. W tym dniu przewoznik, rakieta Ariane 5, zabral oba
satelity w podréz do punktu réwnowagowego (libracyjnego)
L2 ukladu Ziemia (z Ksiezycem) — Stonce.

Punkt ten, wokét ktorego, po orbitach Lissajous

o rozmiarach kilkuset tysiecy kilometréw, krazy¢ beda
satelity (okrazajac jednoczesnie Stonice), znajduje sie okoto
1,5 miliona kilometréw od Ziemi, po przeciwnej stronie niz
Stonice. W nieinercjalnym uktadzie spoczywajacych Stonca
i Ziemi sity grawitacyjne i bezwtadnosci znosza si¢ w tym
punkcie. W wielu miejscach mozna przeczytaé, ze satelity
beda dziata¢ w cieniu Ziemi, co nie jest prawda z kilku
powoddéw. Po pierwsze, stozek cienia Ziemi nie siega do
punktu L2, wiec ewentualnie mogtby to byé tylko polcien.
Po drugie, satelity beda korzystaé¢ z baterii stonecznych
(zeby bezpiecznie polecie¢ na Stonice, wystarczy to zrobié
w nocy. ..). Po trzecie, promienie orbit (wokét L2) maja
by¢ rzedu 20% odlegtoéci tego punktu od Ziemi, a wiec
duzo wieksze od $érednicy stozka potcieniowego Ziemi.

Powdéd wyboru punktu L2 jest inny. Chodzi o to, zeby
instrumenty znajdowaly sie na w miare stabilnej orbicie,
na tyle daleko od Ziemi, zeby ,jobrocone tytem do Stonca”
ostaniaty sie rowniez przed promieniowaniem cieplnym
Ziemi i Ksiezyca oraz byly w jak najdoskonalszej prézni.
Orbity wokél L2 sa, oczywiscie, niestabilne, ale korekty,
mniej wiecej raz na miesiac, wystarczaja do ich utrzymania.
Wada rozwiazania jest to samo, co jest jego zaleta,

to znaczy odlegloéé od Ziemi. Swiatto potrzebuje okolo
pieciu sekund na jej przebycie, a jakiekolwiek interwencje,
typu stynnych napraw Teleskopu Hubble’a przez zalogi
proméw kosmicznych, sa technicznie niemozliwe.

Pora na wspomnienie o celach obu misji. Niestety, ten
barszcz jest troche za plytki na dwa takie grzybasy. Plancka
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zostawimy sobie na inng okazje, a dzi$ zajmiemy sie
Herschelem. Pelna informacje mozna, oczywiscie, znalezé na
stronach przedsiewzigcia [1].

Teleskop Herschel ma stuzy¢ do pomiaréw w podczerwieni,
ktéra odkryl wiadnie William Herschel. Jego gtéwnym celem
jest ,odkrywanie ukrytych szczegdtéw formacji i ewolucji
gwiazd i galaktyk”. W szczegblnosci ma nas przyblizy¢ do
zarejestrowania $wiatta pierwszych gwiazd i galaktyk, jakie
zaplonelty w naszym Wszechswiecie.

Teleskop bedzie zbieral swiatto za pomoca olbrzymiego,
jak na obiekt w kosmosie, lustra o promieniu 3,5 metra.
Instrumentow rejestrujacych zebrane promieniowanie

jest kilka, ale wszystkie musza dziala¢ w temperaturze
bardzo bliskiej zeru bezwglednemu. Konkretnie bedzie

to temperatura nadcieklego helu. Wtasnie wielko$é jego
rezerwuaru okresla czas trwania misji, przewidziany na trzy
lata, od momentu oddania instrumentu do uzytkowania, co
nastgpi po okoto pét roku od wystrzelenia.

Smaczku calemu przedsiewzieciu dodaje to, ze optyka
Herschela nie ma zadnej mozliwosci korekty, a jej
przetestowanie na Ziemi nie byto w pelni mozliwe.
Dlatego, juz 14 czerwca, otwarto baniak z ciekltym helem

i przeprowadzono pierwszy test. Jego wynik przeszedt
najémielsze oczekiwania. Okazalo sig, ze latorosl nie tylko
umie robi¢ zdjecia powierzonym mu niezwykle precyzyjnym
aparatem, ale robi je koncertowo, cho¢ aparat jeszcze

nie znajduje sie w optymalnych warunkach. Do testu
wybrano dobrze znana galaktyke Wir. Poréwnywano
obraz uzyskany z Herschela z obrazem uzyskanym

z fruwajacego od jakiego$ czasu w przestworzach Spitzera,
ktory mégl robié fotki z takim samym filtrem 160 pm,

i o ktérym wiadomo, ze ma bardzo dobrze zestrojona
optyke. Poréwnanie jest zamieszczone na obrazku. Wynika
z niego, ze optyka Herschela jest bez zarzutu, poniewaz
widaé¢ odpowiednia poprawe ostrosci zwigzang z uzyciem
wiekszego lustra (z poréwnania nie wynika, ze Spitzer byt
gorszy; ta dtugos$é fali nie jest po prostu przeznaczona do
precyzyjnego obrazowania).

Z niecierpliwosciag czekamy na jesienne zbiory pierwszych
wynikéw uzyskanych za pomoca Teleskopu Herschel.

Piotr ZALEWSKI
[1] http://herschel.esac.esa.int/
Spitzer/MIPS Herschel/PACS
§ -
'y
N \

NASA/JPL-Caltech / SINGS ESA &The PACS Consortium

Galaktyka spiralna M51 (,Galaktyka Wir”) w dalekiej podczerwieni
(160 pm).



Stowarzyszenie na rzecz Edukacji Matematycznej
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Wigcej o potedze punktu wzgledem
okregu i o prostej potegowej dowiedzieé
si¢ mozna, rozwigzujac zamieszczone

w tym numerze zadania M 1249, M 1250
i M 1251.

Rys. 2

Rys. 3

www.sem.edu.pl

Styczne do okregu samg linijka

W marcu br. zostal wydrukowany kolejny plakat SEM. Przedstawia on

w czterech krokach konstrukcje — przy uzyciu jedynie linijki — stycznych do
okregu przechodzacych przez dany punkt (zob. okladka). Niniejszy tekst jest
poswiecony wykazaniu poprawnoéci tej konstrukcji.

W dowodzie wykorzystamy pojecia potegi punktu wzgledem okregu oraz osi
potegowe;.

Niech w bedzie okregiem o érodku O i promieniu r, a P dowolnym punktem.
Potegq punktu P wzgledem okregu w nazywamy liczbe pot(P,w) = PO? — 12,

Jedna z przyczyn, dla ktorej wprowadzenie pojecia potegi staje sie uzyteczne,
jest nastepujacy fakt: zbiorem tych punktow, ktore majqg rowne potegi wzgledem
danych dwdch okregow wy i we (0 rézZnych $rodkach), jest prosta. Prosta te
nazywamy osig potegowq okregow wy i wo.

Przejdzmy teraz do dowodu poprawnosci konstrukeji. Kluczowym faktem jest tu
nastepujacy lemat.

Lemat. Punkty A, B,C, D lezq na okreqgu w. Proste AB i CD przecinajq sie
w punkcie P, a proste AD i BC przecinajq si¢ w punkcie Q. Wowczas

pot(P,w) + pot(Q,w) = PQ*.

Uwaga. Sformutowanie lematu nie precyzuje, w jakiej kolejnosci punkty

A, B,C, D leza na okregu w, a wiec moga leze¢ dowolnie. Daje to dwie istotnie
rozne konfiguracje geometryczne. W jednej z nich punkty P, Q) leza na zewnatrz
okregu w (rys. 1), a w drugiej jeden z punktéw P lub @ lezy wewnatrz okregu w,
drugi na zewnatrz (rys. 2).

Dowadd lematu. Dowdd przeprowadzimy dla konfiguracji przedstawionej na
rysunku 1. W przypadku konfiguracji z rysunku 2 dowdd jest analogiczny.

Przyjmijmy, ze okrag opisany na tréjkacie ADP przecina prosta PQ
w punkcie S (rys. 3). Wowczas
IXQSD = <PAD = <BCD,
skad wynika, ze na czworokacie C'Q.SD mozna opisaé okrag. Wobec tego
pot(P,w) + pot(Q,w) = PC- PD 4+ QA -QD = PS - PQ + SQ - PQ = PQ?,

co nalezalo wykazac.

Udowodnimy teraz twierdzenie, z ktoérego juz bezposrednio wynika poprawnosé
konstrukcji.

Twierdzenie. Z punktu S leZgcego na zewngtrz okregu w poprowadzono styczne
SK i SL do okregu w (vys. 4). Przez punkt S poprowadzono réwniez dwie
proste, ktore przecinajq okrgg w odpowiednio w punktach A,C oraz B, D.

Proste AB i C'D przecinajqg sie w punkcie P, a proste AD i BC' przecinajq sie
w punkcie Q. Wowczas punkty K, L, P,Q leZg na jednej prostej.

Dowdad twierdzenia. Niech wy bedzie okregiem

o $rodku S i promieniu SK = SL. Na mocy lematu
otrzymujemy pot(P,w) + pot(S,w) = PS?. Stad

dostajemy

pot(P,w) = PS? — SK? = pot(P,w1),
co oznacza, ze punkt P lezy na osi potegowej
okregow w i wy, a wiec na prostej K L. Analogicznie,
wykorzystujac réwnosé pot(Q, w) + pot(S,w) = SQ?,
dowodzimy, ze punkt @ lezy na prostej K L. Dowod

twierdzenia jest wiec zakonczony.

Rys. 4

Inny dowéd poprawnosci konstrukeji, nawigzujacy do metod geometrii rzutowej, mozna znalezé w artykule Marka Kordosa w Matematyce 5/1995.
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Klub 44

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
470 (WT = 2,35) i 471 (WT = 1,75)
z numeru 1/2009

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesigca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Oceng¢ mnozymy przez wspotczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 4/2009
Redaguje Jerzy B. BROJAN

Przypominamy tresé¢ zadan:

476. Dwie matle plytki olowiane ustawiono pionowo, przedzielajac je kawaltkiem korka, Sci$nieto
obcegami, zawigzujac raczki drutem i zamocowano obcegi nieruchomo. Gdy na plytkach poziomo
polozono rozgrzany pret metalowy, zaczatl si¢ on ,kotysa¢” — przechyla¢ na przemian w jedng i druga
strone (rysunek). Wyjas$nié przyczyne zjawiska.

477. Male cialo (punkt materialny) porusza si¢ po ,powierzchni §rubowej”, opisanej réwnaniami
parametrycznymi
r=rcosa, y=rsina, z=da (ria-zmienne niezalezne, d — stala).

Jedyng silg dziatajaca na cialo jest sita utrzymujaca je na tej powierzchni, skierowana prostopadle
do niej. W chwili poczatkowej zmienna r miala warto$é ro, a predkosé tworzyla z wektorem

[ro cos avg, ro sin g, 0] kat B (ze zwrotem w strong osi » = 0, tzn. poczatkowo r malalo). Jaki
warunek powinny spelnia¢ wymienione parametry, aby cialo nie trafitlo w 0$? Jesli ten warunek jest
spelniony, to jaka minimalng warto$¢ osiggneta zmienna r podczas ruchu ciata?

476. Podczas zetkniecia z olowiana plytka pret przekazuje jej cieplo, a wzrost
temperatury powoduje rozszerzanie sie ptytki i jodepchniecie” preta w gore.
Plytki otowiane lepiej sie do tego nadaja, niz np. stalowe, bo wspdlczynnik
rozszerzalnosci cieplnej otowiu jest stosunkowo duzy.

477. Niech ruch ciala bedzie opisany dwiema funkcjami r(¢) i a(t).
Roézniczkowanie prowadzi do wzoréw na skladowe predkosci i przyspieszenia

Tomasz Wietecha Tarnow 35,95 U= [Fcosa — rasina, 7 sina + rdé cos «, dd)
Andrzej Idzik Bolestawiec 31,41 9
Krzysztof Magiera  FLosiow 29,23 d=[Ffcosa —2rasina — ra” cosa — réasin «,
Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 27,04 . . L9 . . .
Radostaw Poleski Kotobrzeg 23,27 Fsina + 2racosa — ra” sina + rdacos Q, ad]»
Michal Kozlik Gliwice 15,51 . . . .
gdzie kropka oznacza pochodng po czasie. Zapiszmy jeszcze sktadowe wektora
prostopadtego do powierzchni:
7i = [dsin a, —d cos a, 7].
Warunek @ || 77 pozwala wyprowadzi¢ dwa prawa zachowania. Oczywista jest
zasada zachowania energii, ktéra tu oznacza staly wartoéé v? = 72 + (r? + d?)a?2.
Nieco bardziej pracochlonne (szczegély pomijamy) jest wykazanie, ze stala
warto$é ma wyrazenie K = (r? + d?)d.
Po wyeliminowaniu & otrzymujemy rownanie Ostateczne rozwiazanie przedstawia wzor
o =2 4 i r2.. = resin® f — d? cos? j.
- 2 2" . < s . L.
r?+d Wynik ten ma sens, jesli prawa strona réwnania jest
Z podstawienia 7 = 0 wyznaczamy ekstremalng wigksza od zera, a w przeciwnym przypadku nastapi
wartos¢ r — latwo wykazaé, ze jest to minimum: trafienie ciala w o$. Graniczna warto$é kata 3 jest dana
9 K réwnaniem tg 8 = d/ry.
Tmin = — 5 — d-.
2

Dana warto$¢ kata § bezposrednio daje nam wielko$é

Wystepowanie w zadaniu nietypowej wielkosci zachowanej K,
réwnej J, + dp. (gdzie J, i p. sa skladowymi momentu

’

- - \2 .9
cos’ 3 = (%0 2 r;)) == ;0 — pedu i pedu, przy jednostkowej masie), wynika z nietypowe;
Yoo 7o + (rg + d?)ag $rubowej symetrii problemu. Ogélne sformutowanie tego
a dalej mozna stad wyznaczy¢ stosunek K2 /v2. zwiazku jest znane jako twierdzenie Noether.
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Klub 44

1-44

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
571 (WT =2,71) i 572 (WT = 1,38)
z numeru 12/2008

Michal Kieza Warszawa 46,13
Marcin Kasperski Warszawa 43,88
Andrzej Idzik Bolestawiec 43,15
Zbigniew Galias Krakéw 42,05
Tomasz Warszawski Krakdéw 39,88
Krzysztof Dorobisz Krakéw 39,01
Pawetl Najman Jaworzno 35,68
Lukasz Garncarek  Opole 33,48

Michal Kieza zasilil szeregi Weteranéw!

]

Rozwigzanie zadania F 746.
Srednie parcie jednej piteczki na tlok
wynosi

Fy =Ap/At,

Ap =2mv = 2m~/2g(H — h),

gdzie H jest wysoko$cia, na ktoéra
wyskoczy pileczka po usunieciu ttoka.
Ped Ap jest przekazywany ttokowi

w czasie At = 27, gdzie T jest dane
réwnaniem h = vT + gT2/2.

Gdy tlok przykrywa piteczki, ich parcie
réwnowazy site ciezkosci dzialajaca na

tlok:

M 7 nmg
Jg=nkFsy = ——m8 .
& (I h/H)-1/2 1
Stad

[ (nm + ]\/[)2

nm(nm + 2M)

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 4/2009
Redaguje Marcin E. KUCZMA

Przypominamy tres¢ zadan:

579. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne n, dla ktérych suma 1 + 2 + ... + n jest dzielnikiem

iloczynu 1-2-... - n.

580. Znalez¢é wszystkie funkcje ciggte f:R — R, spelniajgce réwnanie
f@+fly+2)+fly+fG+2)+f+fz+y) =0

dla z,y,z € R.

579. Badamy, kiedy n! dzieli sie przez n(n + 1)/2; réwnowaznie — kiedy
2(n — 1)! dzieli si¢ przez n + 1. Jasne, ze ten warunek nie jest spelniony, gdy
n + 1 jest liczba pierwsza nieparzysta. Pokazemy, ze tylko wtedy.

Dla n < 3 sprawdzamy to bezposrednio. Dalej przyjmujemy, ze n + 1 jest liczba
zlozona, wieksza od 4:

n+l=kmn>4; 2<k<m<(n+1)/2<n-1
Gdy k < m, sa to rézne czynniki iloczynu 1-2-...- (n — 1), ktéry wobec tego
dzieli sie przez km =n + 1.
Gdy za$é k = m, wéwczas takze iloczyn ten dzieli sie przez km = k% =n + 1,
bowiem jego réznymi czynnikami sa teraz k oraz 2k. Trzeba jedynie uzasadnié,
ze 2k <n —1. Otéz skoron +1 >4, to k > 3, a wiec

2k =k +1-(k—-12<k+1-2=n-2.

580. Przyjmijmy, ze funkcja ciagta f spelnia podane réwnanie. Podstawiamy
w tym réwnaniu kolejno: x = y = z; nastepnie x = y = —z; wreszcie z = 0
— i otrzymujemy zaleznosci

(1)

flz+ f(22))
(2) 2f(z+ f(0)) + f(—= + f(22)) =
(3) fle+ @)+ fly+ f(2) + f(fz+y) =0.

Z (1) widaé, ze f(f(0)) = 0. Biorac teraz w (1) z = f(0)/2, dostajemy
f(f(0)/2) = 0. Réwnanie (3) dla x =y = f(0)/2 daje zatem f(f(f(0))) =0.
Skoro zas f(f(0)) = 0, znaczy to, ze f(0) = 0.

0,

Ponownie korzystamy z réwnania (3), przyjmujac y = 0, i otrzymujemy
(4) fl@) ==2f(f(x)).

Wezmy pod uwage zbiér D = {z : f(z) = 0}. Wykazemy, ze

()

jesliz,y € D, tox+y € D;

(6) jesiz e D, to—x e D;
(7) jeSliz e D, toxz/2€D.

Dowdd wlasnosei (5): dla z,y € D réwnanie (3) redukuje sie do f(f(x +y)) = 0.
Stad, w my$l (4), f(z +y) = 0.

Dowéd wlasnosci (6): jesli @ € D, to (wobec (5)) 2z € D. Wiedzac, ze f(0) =0,
wnosimy z réwnania (2), ze f(—z) = 0.

Dowd6d wlasnosei (7): zastepujac w réwnaniu (1) a przez x/2 widzimy, ze jesli
£@) = 0, to f(z/2) - 0.

Z wlasnosci (5), (6), (7) wynika, przez proste wnioskowanie indukcyjne, ze jezeli
w zbiorze D jest jakakolwiek liczba d # 0, to sa w nim wszystkie liczby postaci
27"md (dla n € N, m € Z). Tworza one gesty podzbiér R. Funkcja f przyjmuje
dla tych argumentéw wartosé 0. Jest cigglta — a wiec jest tozsamosciowo réwna 0.

Pozostaje przypadek, gdy D = {0}. Wéwczas réwnanie (1) daje wniosek, ze
x+ f(2x) =0, czyli f(z) = —x/2 dlaz € R.

Obie znalezione funkcje (f(z) =0, f(x) = —x/2) spelniaja wyjéciowe réwnanie,
i sa to jedyne jego ciagle rozwigzania.
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Rozwigzanie zadania M 1251.
Wprowadzmy uklad wspélrzednych oraz
przyjmijmy, ze punkty O1, Oz maja
odpowiednio wspélrzedne (—a, 0) oraz
(a,0), gdzie a > 0.

Y
X=(z,9)
Oy = (a’ 0) z
wa

Niech ponadto 71, r2 beda odpowiednio
promieniami okregéw wi, wa.
Wéwcezas punkt X o wspélrzednych (z, y)
spetnia réwnosé

pot (X, wy) = pot(X,ws)
wtedy i tylko wtedy, gdy XO% — If =
= X()g — 7‘5, czyli

2 2 2 2 2 2
(x4+a) +y " —ri=(x—a)" +y" —r3.
Przeksztalcajac réwnowaznie otrzymang
zalezno$¢, dostajemy
i1

4a

Otrzymalismy réwnanie prostej
prostopadlej do prostej 0102, skad
bezposrednio wynika teza.

xTr =

Patrz w niebo

Prawdopodobnie wigkszosci ludzi wydaje sig¢, ze znalezienie gdziekolwiek
meteorytu graniczy z cudem, a w kazdym razie jest wydarzeniem niezwyklym.

I na co dzien chyba tak jest, bo aby znalez¢ meteoryt ,,w terenie”, nalezy

z géry wiedzie¢, przynajmniej w przyblizeniu, jak meteoryt moze wygladac,

a potem przeprowadzi¢ stosowne badania mineralogiczne, aby sprawdzié, czy
znalezisko bylo warte zachodu. Przy chodzeniu po polach na chybil-trafil wynik
z pewnoscia bylby negatywny. Natomiast chodzac tak samo na chybil-trafit

po jakiej$ $nieznej réwninie Antarktydy, meteoryty mozna znajdowaé — moze
niekoniecznie co krok, ale w kazdym razie do$¢ masowo. Bowiem losowo wybrany
kamyk, lezacy na takim $niegu, z ogromnym prawdopodobienstwem moze
pochodzi¢ tylko z Kosmosu. Po prostu nie ma innych mozliwosci.

Okazuje sie, ze kosmiczny pyl mozna rowniez tapaé, nie wylatujac w Kosmos.
Praktykuje si¢ bowiem chwytanie ziaren pylu na rozmaite lepkie ptytki
wystawiane z samolotéow lecacych na wysokoéci np. 20 km. Na taka wysoko$é
zadne pyly ziemskich zanieczyszczen wzlecie¢ nie moga, to wiec, co sie do ptytki
przyklei, musi by¢ pylem kosmicznym. Pozaziemskie pochodzenie takiego pytu
potwierdzaja oczywiscie dalsze badania. Okazuje sie przede wszystkim, ze sklad
izotopowy takich ,znalezisk” jest odmienny od skladu ziemskich mineraléw.
Sprawa jest znacznie powazniejsza, gdyz badacze dlugo uwazali, ze wszystek
ten pyl kosmiczny powstal w Ukladzie Slonecznym. Tymczasem znajduje
sie ziarna pylu, ktére musialy sie formowaé¢ albo w wysokiej temperaturze,
albo przez niezmiernie dlugi czas, albo w obecnosci substancji nieistniejacych
w Ukladzie Stonecznym nawet we wczesnej fazie jego powstawania. Stad
uzasadnione podejrzenia, ze ziarna te z duzym prawdopodobienstwem miaty
kontakt z jakims$ wiatrem gwiazdowym (ale innym od stonecznego!), albo
w ich sasiedztwie nastapit wybuch supernowej, albo kiedy$ przeleciaty przez
miedzygwiazdowy oblok molekularny itd. Niestety, z tymi drobinkami jest troche
tak, jak z czastkami promieniowania kosmicznego: mozna badaé ich sktad,
wlasnosci fizyczne, prébowaé okresli¢ ich role we Wszech$wiecie, ale chyba
jednak nigdy nie dowiemy sie, skad konkretnie pochodza.

Tomasz KWAST

Sierpien

Wieczorami Droga Mleczna przecina niebo z pélnocy na potudnie. W jej czesci
poludniowej — niestety, najczesciej skrytej w niskich warstwach nieczystego
powietrza — lezy gwiazdozbior Strzelca, w ktorym, w odleglosci 8,5 kpc, znajduje
sie centrum naszej Galaktyki. W zasadzie jego miejsce okresla pewne konkretne
zwarte radiozrédlo, natomiast nie ma jasnej gwiazdy, ktéra mogtaby wskazaé jego
polozenie, jak Gwiazda Polarna wskazuje polozenie péinocnego bieguna nieba.
W kazdym razie centrum lezy w poludniowo-zachodniej czesci gwiazdozbioru.
Odmierzywszy stad kat prosty w plaszczyZnie Drogi Mlecznej (teraz latem prawie
ku zenitowi), trafisie na gwiazdozbior Labedzia. Jego najjasniejsza gwiazda, Deneb,
wraz z Wega (najjasniejsza gwiazda Lutni) i Altairem (najjasniejsza gwiazda
Orla) tworzy rozlegly uklad zwany Letnim Trdjkatem. Warto zdawaé sobie sprawe
z tego, ze wlasnie w strone Labedzia leci Stonce, i my wraz z nim, w swoim ruchu
obiegowym wokél centrum Galaktyki, a predkos$é tego ruchu (wzgledem centrum)
to badZ co badz 220 km/s. W tym tez kierunku i z podobna predkoscia leca niemal
wszystkie widoczne golym okiem gwiazdy. Jest to przejaw ogdlnej rotacji GalaktyXki.

Merkury 24 VIII osiaga najwieksza odleglos¢ od Stonca i mozna prébowac go
zobaczy¢ nisko nad zachodnim horyzontem. Wenus jest w BliZznigtach i widac ja
przed wschodem Stonica. Mars jest w Byku i widaé¢ go w drugiej polowie nocy. Jowisz
jest w Koziorozcu i widaé go przez cata noc; 14 VIII jest jego opozycja. A Saturn jest
we Lwie, a wiec nie wida¢ go z powodu bliskosci Stonca. Pelnia Ksiezyca wypada
6 VIII, a néw 20 VIII. W tej pelni nastapi pélcieniowe za¢mienie Ksiezyca, czyli
praktycznie niewidoczne. Ksiezyc zakryje Antaresa 27 VIII, ale bedzie to widoczne
w Ameryce Polnocnej i na pétnocnym Atlantyku. W potowie sierpnia nastapi,
jak zwykle, maksimum obfitego roju Perseidéw.

T. K.
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Trojkaty sa podobne, jezeli maja takie
same odpowiednie katy (czyli maja taki
sam ksztalt).

Trojkaty sa przystajace, jezeli maja takie
same dlugosci odpowiednich bokéw (czyli
maja taki sam ksztalt i rozmiar).

Oznaczenia przy zadaniach:
& — ¢wiczenie na rozgrzewke,
4 — dla kazdego,

¥ — dla pomystowych,

& — dla profesjonalistow.

A

Rozwigzania niektérych zadan
w nastepnym numerze.

Dzielenie figur Joanna JASZUNSKA

W tym numerze deltoidu mnéstwo krociutkich zadan. Dotycza dzielenia figur,
gltownie trojkatow i kwadratéw, na inne figury, zazwyczaj tréjkaty o jakichs
szczegblnych wlasnosdciach. Pojecie podziatu figury wyjasnijmy na przykladzie:
przekatne kwadratu dzielg go na cztery przystajace tréjkaty prostokatne
réwnoramienne.

Zadania sa niezalezne i mozna je rozwiazywaé¢ w dowolnej kolejnoéci, jednakze
czesto wezesniejsze stanowia wprowadzenie lub wskazéwki do pézniejszych. Wiele
z ponizszych probleméw ma duzo réznych rozwiazan — zachecam do szukania ich.

Tréjkaty prostokatne
& W tréjkacie prostokatnym ABC poprowadzono wysoko$é AD
na przeciwprostokatna BC (rysunek). Jakie katy maja tréjkaty ABC, DBA
i DAC? Czy sa podobne?
4 Podziel trojkat prostokatny na 3 trojkaty podobne do niego. Potem na 4, 5, 6. . .
4 Podziel tréjkat réwnoboczny na 5 tréjkatéow podobnych. I na 11, 17, 2009. ..

Wskazowka. Zadanie nie bez powodu znalazlo si¢ w tym dziale, a nie w nastepnym.

Podziel tréjkat ro6wnoboczny. . .

& .. .na 2 trojkaty przystajace. A teraz na 3 i na 4.

4 .. .na 6 trojkatéow przystajacych. Nastepnie na 8 i na 12.
Wskazéwka. Skorzystaj z poprzedniego zadania. Na przyklad 8 =4-2=2-4...

4 ...na 9 trojkatéw przystajacych. Pézniej na 16 i na 25.
Wskazéwka. Spdjrz na podzial na 4. Co laczy liczby 4, 9, 16 i 257

4 .. na 7 tréjkatéw podobnych nieprostokatnych. A teraz na 10 i na 13.
Wskazowka. Wykorzystaj podzial na 4 tréjkaty przystajace.

¥ .. .na 5 tréjkatéw réwnoramiennych.

Tréjkaty i OkI‘Qgi «— Wskazdwka!

4 Podziel tréjkat prostokatny na 2 tréjkaty rownoramienne.
4 Podziel tréjkat ostrokatny na 3 tréjkaty rownoramienne.
4 Podziel dowolny tréjkat na 3 deltoidy.

Jeszcze kilka podzialéw tréjkatow

4 Podziel dowolny tréjkat na 3 trapezy.

& Podziel dowolny tréjkat na 4 tréjkaty przystajace, podobne do niego.

¥ Czy istnieje trojkat, ktéry mozna podzieli¢ na 5 tréjkatéw przystajacych?

¥ Czy istnieje trojkat nieprostokatny, ktéry mozna podzieli¢ na 5 tréjkatéw
podobnych do niego?

& Podziel dowolny tréjkat na 10 tréjkatow o réwnych polach.

Wskazowka. Podziel podstawe wyjsciowego tréjkata na 10 réwnych odcinkéw.

Dzielenie kwadratéw na figury o réwnych polach

& Podziel kwadrat na 20 tréjkatéw przystajacych.

4 Podziel kwadrat na 20 tréjkatéw o réwnych polach, nie wszystkie przystajace.
Wskazowka. Czy da sie zastosowaé podobny pomyst, jak w ostatnim zadaniu o tréjkatach?

& Wykaz, ze kwadratu nie mozna podzieli¢ na nieparzysta liczbe tréjkatow
o rownych polach.

4 Podziel kwadrat na 20 pieciokatéw o réwnych polach.
Wskazowka. Najpierw podziel kwadrat na 10 prostokatéow, potem kazdy z nich na dwa pieciokaty.

¥ Kwadrat podzielono na 36 kwadratow, z ktérych 35 ma pole réwne 1. Czy
ostatni tez musi mie¢ pole 17

Deser

4 Ilu taman potrzeba, aby tabliczke czekolady o wymiarach 4 x 6 potamaéd
na 24 pojedyncze kostki? Laman wolno dokonywaé tylko wzdtuz linii podziatu
na kostki i mozna tamaé tylko jedna czesé naraz.

¥ Ilu cieé¢ potrzeba, aby kostke sera o wymiarach 3 x 3 x 3 rozcigé¢ na 27 kostek
jednostkowych? Cieé¢ wolno dokonywaé tylko wzdtuz plaszczyzn podziatu
na kostki, rozciete czesci mozna dowolnie przestawia¢ i mozna ciagé kilka
czedcl na raz.

Goraco zachecam do odwaznego samodzielnego poszukiwania, formulowania
i oczywiscie rozwigzywania kolejnych podobnych problemoéw.
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