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Podzielno$é liczb w poziomych rzedach tréjkata Pascala
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Rys. 2. Zwiazek tréjkata Pascala
z trojkatem Sierpinskiego.

N={1,2,3,...}, No = NU {0}

Na okladce przedstawiony jest

rozktad w tréjkacie Pascala liczb
dajacych te same reszty z dzielenia
przez 3: reszta 0 — kolor zielony,

reszta 1 — czerwony, reszta 2 — niebieski.

*Skrét pracy nagrodzonej srebrnym
medalem w Konkursie Uczniowskich

Adam WYRZYKOWSKI

W tej pracy n-tym poziomym rzedem tréjkata Pascala bede nazywal zbidr liczb:

()G G) G (20 )

pojecie to jest calkiem intuicyjne w obliczu graficznej interpretacji (rys. 1).
Czesto bede tez korzystal z pojecia ,skrajnych jedynek” w n-tym poziomym
rzedzie, majac na mysli liczby (g) oraz (Z), ktére sg réwne 1.

Pojawiaja sie pytania: Czy istnieja poziome rzedy, w ktorych wszystkie liczby,
pomijajac skrajne jedynki, sa podzielne przez dana liczbe pierwsza? Jezeli tak,
to jak znajdowac takie rzedy? Czy istnieja poziome rzedy, w ktérych wszystkie
liczby (pomijajac oczywiscie skrajne jedynki) sa podzielne przez dana liczbe
zlozona? Kiedy wszystkie liczby w poziomym rzedzie sa niepodzielne przez dana
liczbe pierwsza? OdpowiedZ na te pytania jest gléwnym celem mojej pracy.

Zauwazmy, ze nadajac liczbom parzystym i liczbom nieparzystym w trdjkacie
Pascala rézne kolory (rys. 2), otrzymujemy figure przypominajaca trojkat
Sierpinskiego. W moich rozwazaniach nie bede analizowa¢ geometrycznych
wlasnosci tréjkata Pascala, lecz wykorzystam samopodobienstwo trojkata
Pascala do postawienia kilku ciekawych hipotez czysto algebraicznych. Pierwsza
z nich formuluje sie nastepujaco.

Twierdzenie 1. Dla dowolnych m € N, k € Ng, 0 < k < 2™ — 1, zachodzi
2m —1
. =1 (mod 2).

Innymi stowy, wszystkie liczby postaci (ka_l) sa nieparzyste. Istotnie, poziome
rzedy o numerach 2™ — 1 zawieraja ,,podstawy” kolejnych tréjkatéw (w oparciu
o samopodobienstwo), wiec znajduja si¢ w nich same liczby nieparzyste — stad
powyzsza hipoteza.

W celu wykazania twierdzenia 1 wygodnie jest najpierw udowodnié¢
Twierdzenie 2. Dla dowolnych m,k € N, 0 < k < 2™, zachodzi
2’!TL
2 .
(%)

Tutaj istotne jest, ze nierownosé 0 < k < 2™ jest ostra, poniewaz liczba
2m 2m
= = 1
0 2m

Powyzsze twierdzenie mozna uogélni¢ na przypadek dowolnej liczby pierwszej p,
tzn. zachodzi

jest nieparzysta.

Twierdzenie 3. Jezeli p jest liczbg pierwszg, m,k € N oraz 0 < k < p™, to
ma miejsce podzielnosé
pm

Zauwazmy, ze w interpretacji zwigzanej z trojkatem Pascala twierdzenie 3
oznacza, ze poziome rzedy o numerach bedacych potegami liczby pierwszej p,
pomijajac skrajne jedynki, zawieraja wylacznie liczby podzielne przez p.

W dowodzie wielu twierdzen zawartych w mojej pracy korzystam z funkcji

S : N x N — Nj zdefiniowanej nastepujaco: S(n,p) = max(k € Ny : p* |n).

Na przyklad S(10,2) = 1, poniewaz 2| 10, ale 4 nie jest dzielnikiem 10.

Takze S(16!,2) = 15 oraz S(18,5) = 0, etc. Zauwazmy, ze jezeli p jest liczba
pierwsza, to warto$é¢ S(n,p) jest réwna wykladnikowi stojacemu przy liczbie p

Prac z Matematyki, Czestochowa 2008 r. W rozkladzie n na czynniki pierwsze.
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W ksiazce 250 zadan z elementarnej teorii liczb, w ramach dowodu twierdzenia
Czebyszewa, Wactaw Sierpinski podaje wzér na wykladnik przy liczbie
pierwszej p w rozkladzie n! na czynniki pierwsze:

| n
1) > |4

i=1
gdzie |x] oznacza czesé catkowita (,,podloge”) x, tzn. jedyna liczbe catkowita
spelniajaca nieréwnosé x — 1 < |z < z.

Bede korzystal rowniez ze znanej nieréwnosci

(2) L] + [y] < [z +yl,
prawdziwej dla dowolnych z,y € R.

Dowaod twierdzenia 3. Dla dowolnej liczby pierwszej p i dowolnych a,b € N
takich, ze b| a, zachodzi oczywiscie:

a
3) s(g,p) — S(a,p) — S(b.p).
Teze twierdzenia mozna przepisa¢ rownowaznie jako:

(7))

Po zastosowaniu do powyzszego (3) i definicji symbolu Newtona mamy

S((p™)Lp) > S(kl,p) + S((p™ — k)L, p).
Uwzgledniajac (1) w tej nieréwnosci, dostajemy

15225

=1 =1

Zauwazmy, ze dla ¢ > m jest
A L e
Pl B 7 I A e
dlatego wystarczy wykazad, ze

>[5 2l 25

i=1 =1 i=1

Na mocy (2) zachodzi nieréwnosé

o Ll 5]

Przeprowadzajac sumowanie stronami nieréwnosci takich jak powyzsza dla
ustalonych p,m, k oraz i przebiegajacego zbiér {1,2,3,...,m}, dostajemy:

>[5 2l 25

i=1 =1 i=1

W celu wykazania tezy wystarczy wiec juz tylko dowiesé, ze
m

® >[5 2l 25

i=1 i=1

Zalézmy nie wprost, ze zachodzi réwnosé. Wiadomo, ze jezeli w wyniku
dodawania stronami nieréwnosci nieostrych otrzymujemy réwnosé, to rownosé
& musi by¢ tez spelniona w kazdej z dodawanych nieréwnosci. Zatem réwnoscé
' ' w (4) zachodzi, gdy:

Rozwigzanie zadania M 1246.

Niech pm k pm —k . i
— | ==+ . dla dowolnego i € N, 1 <7 < m.
S(n)={n+2,n+3,...,n+1001}. P P Pt
Zauwazmy, ze jesli zbiér S(n) zawiera Jednak dla i = m lewa strona réwnania
doktadnie k liczb pierwszych, to zbiér m k m _ L
S(n + 1) zawiera k — 1, k lub k+ 1 p_ = | = p _
liczb pierwszych. Ponadto zbiér S(0) Pt P Pt

zawiera wiecej niz pieé liczb pierwszych, . . « s ;. , ..
oy leea) Tz DIee ez PIWIAYER: wynosi 1, a w obliczu nieréwnoéci 0 < k < p™ prawa strona tego réwnania jest
a zbiér S(1001!) nie zawiera zadnej

liczby pierwszej. Wobec tego dla pewnej — réwna 0. Sprzeczno$é dowodzi prawdziwosci (4). To konezy dowdd twierdzenia 3.
liczby 0 < m < 1001! zbiér S(m) zawiera
dokladnie pieé liczb pierwszych. Podstawiajac p = 2, otrzymujemy teze twierdzenia 2.

2



Prawdziwe okazuje sie tez twierdzenie odwrotne do
twierdzenia 3, méwiace, ze jezeli wszystkie liczby
(pomijajac skrajne jedynki) w poziomym n-tym rzedzie
tréjkata Pascala sa podzielne przez liczbe pierwsza p, to
n jest potega o wyktadniku catkowitym dodatnim liczby p.

Okazuje sie, ze odpowiedz na postawione na wstepie
pytanie dotyczace liczb ztozonych jest negatywna.

Twierdzenie 4. Jezeli r jest liczbg zloZong, to dla
dowolnego n € N\ {1} istnieje takie k € N, 0 < k < n,
ze liczba (Z) jest niepodzielna przez r.

Tak wiec nie istnieje w trojkacie Pascala taki rzad
poziomy, ze (pomijajac skrajne jedynki) wszystkie liczby
w nim wystepujace sg podzielne przez liczbe zlozong r.

Twierdzenie 1 daje sie uogélni¢ na wszystkie liczby
pierwsze, tzn. prawda jest, ze wszystkie liczby postaci
(p k_l) sg niepodzielne przez p. Co wigcej, zachodza
twierdzenia mocniejsze.

Twierdzenie 5.1. Jezeli p jest liczbg pierwszq, m € N,
k zas jest liczbg parzystq spelniajgcg warunek
0<k<pm™—1,to

(pmk_ 1) = 1 (mod p).

Twierdzenie 5.2. Jezeli p jest liczbg pierwszq, m € N,
k za$ jest liczbg nieparzystq spetniajgcq warunek
1<k<p™—1,to

(pmk_ 1) = —1 (mod p).

Dowdd twierdzenia 5.1 przebiega przez indukcje

i wykorzystuje wzér Pascala oraz twierdzenie 3.
Twierdzenie 5.2 jest natomiast prosta konsekwencja
twierdzen 3 i 5.1.

Dla p > 2 okazuje sie, ze nie tylko rzedy o numerach
p™ — 1 zawieraja wylacznie liczby niepodzielne przez p
(rysunek na okladce).

Twierdzenie 6. Wszystkie liczby

(0)- () ) (2)- ()

sq niepodzielne przez liczbe pierwszq p wtedy i tylko wtedy,
gdy dla pewnych liczb m, t, spelniajgcych warunki: m € N|
teN,0<t<p, zachodzi

n=tp"™ —1 albo
Jednym z ciekawszych twierdzen zwiazanych z trojkatem
Pascala, z ktérym sie spotkatem, jest zwiazek tréjkata
Pascala z liczbami Fibonacciego, ktory prowadzi
ostatecznie do formuty:

n < p.

[n/2] ,
(n+ 1) wyraz ciagu Fibonacciego = Z (n _ z).
i=0 !
Zainteresowanego tym zwiazkiem Czytelnika odsylam na
strone Politechniki Gdanskiej

www.mif.pg.gda.pl/kmd/topp/Seminarium?2.pdf.

Zachecam Czytelnika do odnalezienia dowodow
twierdzen zawartych w tej pracy, ktére bylyby oparte
jedynie na samopodobienstwie tréjkata Pascala.

Konkurs zadan astronomicznych

Na rozwiazania zadan A 131 A 14
czekamy do 1 sierpnia 2009 r.
(decyduje data stempla pocztowego)
pod adresem:

na Ziemi? [1 pkt]
Centrum Astronomiczne
im. Mikotaja Kopernika
ul. Bartycka 18
00-716 Warszawa

z dopiskiem na kopercie
»2Konkurs Delty”.

A 13. Kosmonauta na powierzchni Ziemi moze skoczy¢ w miejscu, do gory,
na wysoko$¢ 70 cm. Jak wysoko skoczy ten sam kosmonauta na Ksiezycu,
jezeli wiadomo, ze pole grawitacyjne na Ksiezycu jest 6 razy stabsze niz

A 14. Pokazaé, dlaczego promieniowanie rentgenowskie nie dociera do
powierzchni Ziemi. W tym celu nalezy wyznaczy¢ tak zwana glebokosé optyczna
atmosfery, 7, ktéra okresla czynnik ostabienia przechodzacego promieniowania.
Wielkos¢ ta jest rowna

T=n-H-o,

gdzie n jest Srednia gestoscia liczbowa czastek w atmosferze, H jest gruboscia
atmosfery, a o jest przekrojem czynnym na rozpraszanie fotonu. Przekréj czynny
o dla fotonéw rentgenowskich jest w przyblizeniu réwny 10~2* cm?. Brakujace
wielkosci nalezy wziaé z tablic. [2 pkt]

Rozwigzania zadan z numeru 5/2009

A 9. Jasnoéé wyrazamy wzorem L = 4nR%0T?, stad
stosunek jasnosci brazowego karta do jasnosci Stonca
wynosi L/Le = (R/R)*(T/Ts)*. Po podstawieniu
odpowiednich wielkosci liczbowych otrzymujemy
L/Lg =~ 3,497 - 1075.

A 10. Moc promieniowania wynosi P = E/t, stad
t = E/P. Wykorzystujac warunki zadania,

3

otrzymujemy t = 0,13 - (N/4) - E,./ P, gdzie E, = 27MeV
jest energia wydzielong w pojedynczej reakcji syntezy

4 jader wodoru w jadro helu, N = M,,/mpy (M, to
masa wodoru w gwiezdzie, a my masa jadra wodoru)
jest liczba jader wodoru. Podstawiajac wielkosci
liczbowe, otrzymujemy

t =3,095-10'"s = 9,8 mld lat,

a poréwnujac z wiekiem Slonca dostajemy t/tc = 2,18.
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Rozwigzanie zadania M 1248.
Zdefiniujmy funkcje f wzorem:

f(n) = reszta z dzielenia liczby n przez 4.

Woéwczas warunek f(n) = f(m) oznacza,
ze liczba m — n jest podzielna przez 4,

a wiec liczba m — n nie moze by¢ liczba
pierwsza. Wobec tego istnieje funkcja f
spelniajaca warunki zadania, ktérej zbiér
wartosci jest 4-elementowy.

Zauwazmy, ze roznica kazdych dwéch
liczb (wigksza minus mniejsza) sposréd
1,3,6,8 jest liczbg pierwsza, a zatem
liczby f(1), f(3), f(6), f(8) sa rézne.
Stad wniosek, ze zbiér wartosci kazdej
funkcji f, spelniajacej warunki zadania,
musi zawiera¢ co najmniej 4 elementy.

*Centrum Astronomiczne
im. Mikotlaja Kopernika, Warszawa

Ciche supernowe
Michal BEJGER"

Gwiazdy neutronowe sg bardzo interesujacymi, bo przypuszczalnie najgestszymi
materialnymi obiektami w Kosmosie — obiekty te maja mase rzedu masy
Stonca, lecz promien jedynie okoto 10 km. Ich istnienie zostalo przewidziane
teoretycznie w 1932 r. przez Lwa D. Landaua jeszcze przed doswiadczalnym
potwierdzeniem istnienia neutronéw, od ktorych biora dzi§ swa nazwe.

W przeciwienstwie bowiem do znanej z codziennego doswiadczenia materii
ziemskiej, majacej w przyblizeniu tyle samo neutronéw co protondéw, gléwnym
sktadnikiem tych gwiazd sg neutrony. W pewnym sensie mozna je zatem
traktowaé jak ogromne (skladajace si¢ z okolo 10°7 nukleonéw) jadra atomowe.
Dlaczego? Wystarczy prosty rachunek, by przekonac¢ sie, ze ich srednia gestosc
przekracza gestosé jadra atomowego. Na Ziemi jedna lyzeczka takiej materii
wazylaby zatem mniej wiecej tyle samo, ile wszyscy obecnie zyjacy ludzie!
Stabilnos¢ materii gwiazdy neutronowej zapewnia oczywiscie potezna grawitacja,
dziatajaca przeciwnie do sil cisnienia. Jest to nie lada gratka dla astronoméw,
umozliwia bowiem badanie bardzo gestej materii w stanie nieosiggalnym

w ziemskich laboratoriach: w samym centrum gwiazdy gesto$¢ przekracza
wielokrotnie gesto$¢ jadra atomowego, a w takich warunkach prawdopodobne
jest powstanie nowych egzotycznych form materii (jak np. kwarki swobodne).
Obecnie astronomowie obserwuja okolo 2000 gwiazd jako pulsary radiowe
(pierwszy tego typu obiekt zostal odkryty w 1967 r.). Gwiazdy neutronowe,
stanowiace skladniki uktadéw podwodjnych ze zwyklymi gwiazdami, biatymi
kartami oraz innymi gwiazdami neutronowymi, sa zrédtami promieniowania
elektromagnetycznego w calym zakresie widma, emituja takze neutrina

i fale grawitacyjne.

Skad biora sie gwiazdy neutronowe? W roku 1934 Fritz Zwicky oraz
Walter Baade zaproponowali hipoteze powstawania tych niezwykle gestych
obiektow. Wedlug nich za produkcje gwiazd neutronowych odpowiedzialne
sg supernowe, bo — oprocz olbrzymiej ilodci energii wyemitowanej podczas
wybuchu jako fale elektromagnetyczne i neutrina — wewnatrz mglawicy,
tworzacej sie ze szczatkéw, powinno sie obserwowaé co$ jeszcze: mloda
gwiazde neutronowa. Hipoteza zostala potwierdzona w roku 1968 przez
odkrycie pulsara w pozostalosci po supernowej z roku 1054, w mglawicy
Krab. Obecnie naukowcy zgadzaja sie, ze taka pozostalosé powstaje wskutek
zapadniecia si¢ masywnej gwiazdy, w ktérej gestym i goracym centrum
ustaja procesy produkujace energie. Poczatkowa masa takiej gwiazdy,

tj. wtedy, gdy znajduje sie ona na ciggu gltéwnym, czyli gdy zrédltem
energii w jej jadrze jest synteza wodoru w hel, musi przekracza¢ 8 mas
Stonca. Po ,spaleniu” w procesie fuzji termojadrowej lekkich pierwiastkow,
takich jak wodér, hel itd. i wytworzeniu ciezszych, takich jak nikiel

i zelazo, sily ci$nienia okazuja sie niewystarczajace do zréwnowazenia

sil grawitacji i cala gwiazda zaczyna sie zapadac¢. Niedobor ci$nienia
termicznego, wspomagany dodatkowo przez unoszace energie neutrina,
wywoluje katastrofalna kompresje materii — zelazowo-niklowe jadro gwiazdy
zostaje zgniecione do rozmiaréw kilkudziesieciu kilometréw i osiaga
gesto$¢ poréwnywalna z gestoscia jadrowa. W tym momencie istotne

staja sie krotkozasiegowe oddzialywania silne pomiedzy nukleonami,

ktore powoduja, ze spadajace zewnetrzne warstwy gwiazdy zostaja
gwaltownie wyhamowane, a nastepnie odrzucone. Zjawiska te moga zostaé
zaobserwowane w dalekich nawet galaktykach jako wybuchy supernowych
typu II (ang. core-collapse supernova).

Teoretycznie drugim sposobem na wyprodukowanie gwiazdy neutronowej jest
wzapadniecie sie” biatego karta w procesie tzw. cichej supernowej. Bialy karzet
jest gwiazda o rozmiarach poréwnywalnych z rozmiarem Ziemi oraz masie
nieprzekraczajacej (przy braku rotacji) 1,4 masy Stonca. Jest on konicowym
stadium ewolucji gwiazdy, ktéora na ciagu gléwnym miata mase mniejsza niz
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Rozwigzanie zadania F 744.
Wysoko$¢, na jaka wzniesie si¢ woda,

wynosi h = 2a/pgr, gdzie r to promien

rurki kapilarnej na poziomie wody
w kapilarze.

Z podobienstwa tréjkatéw mamy
l+H—-h I+H
r T odo/2

Mamy zatem
4lo
h= ——m———.
pgdi(l+ H — h)

Rozwiazujac powyzsze rownanie

wzgledem h, otrzymujemy dwie wartodci:
18,4 cm oraz 1,6 cm. Warunki zadania

spelnia tylko druga z tych wielkosci.

okolo 8 mas Stonca, a ktéra po przeksztalceniu si¢ w czerwonego olbrzyma
(czyli po etapie syntezy helu do ciezszych pierwiastkéw) i odrzuceniu
zewnetrznej otoczki stala sie mglawica planetarna z goracym, typowo
tlenowo-weglowym jadrem w srodku (mozliwe sa réwniez ciezsze pierwiastki,
takie jak neon i magnez). Mase maksymalna owego jadra, czyli nowo powstalego
bialego karta, nazywamy masa Chandrasekhara, honorujac w ten sposéb
dokonania Subrahmanyana Chandrasekhara, ktéry mase te oszacowal

w 1930 r. Ograniczenie wynika z faktu, ze ci$nienie stabilizujace sile grawitacji
nie pochodzi z proceséw syntezy termojadrowej, zapewniane jest natomiast
przez obecno$é zdegenerowanych elektronéw. Mowiac o degeneracji, mamy

tu na my$li konsekwencje mechaniki kwantowej, a Scislej — reguly Pauliego,

ze dwie czastki o spinie poléwkowym, jak np. elektrony, nie moga zajmowacé
tego samego stanu kwantowego; stany energetyczne sg wiec zajmowane od
energii podstawowej do coraz wigkszych energii, a te wyzej lezace stany daja
wktady do cidnienia. Z energetycznego punktu widzenia biaty karzel jedynie
wySwieca, powoli stygnac, to, co zgromadzil w poprzednich etapach ewolucji.
Jesli mozliwa jest wydajna akrecja materii, co ma miejsce, gdy gwiazda
znajduje sie w ukladzie podwdjnym, gwiazda ta powieksza swa mase az do
masy Chandrasekhara. Po przekroczeniu tej wartosci traci stabilno$¢. Co sie
wtedy dzieje? Obecnie uwaza sig¢, ze pewien typ supernowych, oznaczany
symbolem Ia, jest skutkiem takiej wtasnie utraty stabilnosci. Mechanizm
wybuchu opiera si¢ na gwaltownym termojadrowym zaptonie wegla i tlenu
wywolanym przez podgrzanie i kompresje materii w centrum biatego karta, ktéra
sprawia, ze ciSnienie zdegenerowanych elektronéw staje si¢ niewystarczajace
do przeciwstawienia si¢ sitom grawitacji. Katastrofalna detonacja obejmuje
caly gwiazde, ktora dostownie rozpada sie na kawalki. Supernowe la sa bardzo
istotnym narzedziem pomiarowym wspolczesnej astronomii — jesli bowiem sa
wynikiem eksplozji bardzo podobnych obiektéw (tzn. biatych kartéw o masie
Chandrasekhara), to charakter wybuchu, wyemitowana energia, czas trwania
i ilos¢ wytworzonych radioaktywnych pierwiastkéw powinna byé w kazdym
przypadku taka sama. Zatem znajac obserwowana jasnosé¢ eksplozji oraz

— 7 teorii — ilo$¢ wyemitowanej energii, mozemy oszacowaé odlegtosé do
supernowej. Supernowa typu la jest zatem przykladem swiecy standardowej,
czyli obiektu, ktérego odleglosé mozna wyznaczyé¢ na podstawie jego cech
charakterystycznych.

Istnieje jednak teoretyczna mozliwosé, ze w przypadku bialego karta
sktadajacego sie z pierwiastkow ciezszych niz wegiel i tlen, takich jak neon
i magnez, emisja neutrin wywolana przez wychwyt elektronéw podczas
zapadania sie gwiazdy moze przeciwdziala¢ wzrostowi temperatury

i nie doprowadzi¢ do zaplonu termojadrowego lub spowodowaé jedynie
mala, w poréwnaniu do zwyktej supernowej Ia, eksplozje. Materia gwiazdy
nie jest wowczas gwaltownie odrzucana, co moze skutkowaé narodzinami
gwiazdy neutronowej. Postuluje sie réwniez istnienie bialych kartéw
majacych w glebokim wnetrzu faze krystaliczna, np. krystaliczny wegiel,
ktora powstawalaby podczas stopniowego ochtadzania sie gwiazdy. Proces
zapadania sie takiego obiektu jest z pewnodcia jakosciowo rézny od zapadania
sie zwyklego bialego karta.

Czesto$¢ wystepowania cichych supernowych jest klopotliwa do oszacowania,
poniewaz niejako z definicji sa one trudne w detekcji. Do dyspozycji mamy
jedynie posrednie wskazowki na podstawie wystepowania w Galaktyce
neutrononadmiarowych izotopéw powstajacych w procesie zapadania sie¢

i pozniejszego wyrzutu materii. Wedlug oszacowan mniej niz jedna na 1000
gwiazd neutronowych, znajdujacych sie w Galaktyce, powstala w wyniku cichej
supernowej, pozostale sg skutkiem zapadniecia sie supernowej typu II. To do$¢
pesymistyczne oszacowanie nie jest jednak dowodem, ze ciche supernowe w ogéle
nie wystepuja, obserwuje sie bowiem wiele gwiazd neutronowych, ktorych
istnienie jest trudne do wyjaénienia przez model supernowej typu II i ktorych
powstanie ttumaczy sie zapadnieciem sie biatego karta w wyniku akrecji.
Gwiazdy neutronowe kryja wiec wciaz w swych gestych wnetrzach wiele zagadek.
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Algorytmy aproksymacyjne Marek CYGAN™
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*Instytut Informatyki,
Uniwersytet Warszawski

Problemy, ktérymi zajmuja sie¢ informatycy, mozemy podzieli¢ na kategorie

w zaleznosci od ztozonosci obliczeniowej. Niektore zagadnienia umiemy
rozwigzaé w czasie liniowym, co oznacza, ze aby znalez¢ rozwigzanie, wystarczy
wykonaé liczbe operacji proporcjonalng do wielkosci danych wejsciowych.
Szersza grupe stanowia problemy, dla ktérych znane sg algorytmy wielomianowe
(klase takich probleméw oznaczamy przez P). Istnieje jednakze wiele (czesto
zasadniczych) probleméw, dla ktérych nie sa znane algorytmy wielomianowe
(bardzo istotna klase takich probleméw stanowia tzw. problemy NP-zupelne).
Co wiecej, panuje powszechne przekonanie, ze algorytmy wielomianowe dla tych
probleméw w ogdle nie istnieja! Zadania, ktore bedziemy chcieli rozwiaza¢ w tym
artykule, naleza wtasnie do kategorii tych trudnych probleméw.

Zacznijmy od nastepujacego zagadnienia. W grafie nieskierowanym G = (V, E)
pokryciem wierzchotkowym nazwiemy taki zbiér wierzchotkéw Vy C V| ze
kazda krawedz grafu G jest pokryta przez co najmniej jeden wierzchotek z Vj,
tzn. co najmniej jeden z jej koncéw nalezy do V. Naszym celem jest znalezienie
pokrycia wierzchotkowego o minimalnej licznoéci. Przyklad 6-wierzchotkowego
grafu wraz z najmniej licznym pokryciem wierzchotkowym Vy = {1, 3,5}
znajduje si¢ na rysunku 1.

Zgodnie ze wstepem, problem pokrycia wierzchotkowego nalezy do klasy

tych trudnych (jest on NP-zupelny), wiec zapewne nie uda nam sie znalezé
algorytmu wielomianowego konstruujacego optymalne pokrycie w tak krotkim
artykule. Sprébujmy zatem skonstruowaé chociaz takie rozwiazanie, ktére

nie bedzie duzo gorsze od optymalnego. Powiemy, ze nasze rozwiazanie bedzie
k-aproksymacja rozwiazania optymalnego, jesli liczba wierzcholtkéw przez nas
wybranych bedzie dla kazdego mozZliwego grafu co najwyzej k razy wicksza od
rozmiaru optymalnego pokrycia wierzchotkowego. Wartosé k bedziemy nazywaé
wspolczynnikiem aproksymacji, czyli stosunkiem rozmiaru naszego rozwigzania
do rozmiaru rozwigzania optymalnego.

Wybierzmy dowolna krawedz grafu GG; zgodnie z definicja, w optymalnym pokryciu
wierzchotkowym co najmniej jeden z koncow tej krawedzi musi zosta¢ wybrany.

Poniewaz nie szukamy optymalnego rozwiazania, mozemy pozwoli¢ sobie na to,

zeby wybraé oba konce tej krawedzi do naszego zbioru Vj. Po zapamigtaniu tych
dwoch wierzchotkow mozemy usunac je z grafu, wraz ze wszystkimi krawedziami,
ktore sa z nimi incydentne. Nastepnie do zbioru V) wstawiamy oba konce dowolnej
z pozostalych w grafie krawedzi, jednoczesnie usuwajac je z grafu wraz z krawedziami
z nimi incydentnymi itd. Postepujemy w ten sposéb, dopdki w grafie pozostaje

jakakolwiek krawedz. Wyniki zastosowania tej procedury dla przykladowego grafu
obrazuja rysunki 2 (mniej udany wybor krawedzi powoduje zaliczenie wszystkich
wierzcholtkéw do V) i3 (sprytniejszy wybér krawedzi prowadzi do Vy = {1, 2, 3,5}).

Wprost z zastosowanej metody konstrukcji mozemy wywnioskowaéd, ze wynikowy
zbiér Vy bedzie zawsze pokryciem wierzchotkowym G. Z przyktadu wynika
jednakze, ze otrzymane przez nas rozwiazanie moze by¢ gorsze od optymalnego.
Ale o ile gorsze? Zauwazmy, ze kazdej z par wierzchotkow dodanych do

zbioru Vy mozemy przypisa¢ jeden wierzcholek z pewnego optymalnego pokrycia
wierzchotkowego (bedzie to ten z koficoéw laczacej je krawedzi, ktéry nalezy do
optymalnego rozwiazania). Argument ten pokazuje, ze skonstruowany przez

nas zbior Vj jest co najwyzej dwa razy wigkszy od rozwiazania optymalnego,

co oznacza, ze skonstruowali$my algorytm 2-aproksymacyjny.

Tym razem udalo nam sie stosunkowo szybko wyznaczy¢ wspotczynnik
aproksymacji rozwiazania, jednakze zazwyczaj nie jest to tak latwa sprawa.
Faktycznie, oszacowanie jakoSci rozwiazania aproksymacyjnego wymaga nie tylko
rozpatrzenia wszystkich mozliwych danych wejéciowych algorytmu, ale, co nawet
gorsze, umiejetnosci poréwnania jego dziatania z rozwigzaniem optymalnym,
ktorego przeciez nie znamy! (Dla $cistosci: jakie$ rozwiazanie zazwyczaj znamy,
ale jest to wéwczas rozwiazanie wykladnicze i najczedciej nie pozwala wyciagnaé
pozytecznych wnioskéw na temat struktury problemu). Aby lepiej zrozumied,

w jaki sposéb udalo nam si¢ tym razem oszacowaé¢ wspotczynnik aproksymacii,

a zarazem aby wyciagnaé¢ wnioski na przyszto$é, spéjrzmy na nasz algorytm

6



T T T
oszacowanie OPT rozw

Rys. 4. Na osi zaznaczone sg oszacowanie
dolne na wielko$¢ rozwigzania (czyli
skojarzenia) i rozmiary rozwigzan:
optymalnego (OPT) oraz znalezionego
przez nasz algorytm (rozw). Wartos$é k
jest stosunkiem wielkosci naszego
rozwigzania oraz oszacowania, stad k
jest tez wspdtczynnikiem aproksymacji.

Rozwigzanie zadania F 743.
Podczas zamarzania wody o masie m

wydzieli si¢ ciepto Amq, ktére pozwoli
wyparowaé¢ wodzie o masie mo tak, ze
Ami = rms.

Ale mj + m2 = m to masa calej wody
w kolbie, stad wyparuje

mao A

—2 _ = 0,123

m A+7r
calej wody.

z innej strony. Zbior krawedzi, ktore zostaly w nim wybrane, tworzy tak zwane
skojarzenie, co oznacza, ze zadna para krawedzi nie ma wspdlnego konca.

W rozwiazaniu skorzystalidémy z tego, ze kazde pokrycie wierzchotkowe musi
mieé¢ rozmiar nie mniejszy niz licznoé¢ dowolnego skojarzenia, gdyz z kazdej
krawedzi skojarzenia musi zosta¢ wybrany co najmniej jeden wierzcholek. Nasze
rozwigzanie ma rozmiar bedacy dwukrotnoécia rozmiaru pewnego skojarzenia, gdyz
z kazdej wybranej krawedzi do zbioru Vj dodawalidémy oba jej konce. W ten sposéb
wspolczynnik aproksymacji naszego algorytmu oszacowaliémy w dwéch krokach:

e w pierwszym kroku znalezliémy obiekt (skojarzenie), ktérego rozmiar jest
dolnym ograniczeniem rozmiaru optymalnego rozwigzania;

e w drugim kroku pokazaliSmy, ze rozmiar skonstruowanego przez nas rozwiazania
jest co najwyzej dwa razy wiekszy od rozmiaru skojarzenia, czyli obiektu bedacego
ograniczeniem dolnym rozwiazania optymalnego; stad jest on rowniez co najwyzej
dwa razy wigkszy od rozmiaru samego rozwiazania optymalnego.

Rozwazmy kolejny przyktad: problem pakowania plecaka. Mamy do dyspozycji
plecak, ktéry moze pomiesci¢ przedmioty o sumarycznej masie nie wiekszej

niz M, a takze n przedmiotéw, z ktérych kazdy charakteryzuje sie dodatnia
masa m; oraz nieujemna wartoscia w;. Wiemy, ze kazdy przedmiot pojedynczo
zmiesci sie do plecaka, czyli m; < M. Nasze zadanie polega na wybraniu
przedmiotéw, ktérych suma mas jest nie wieksza niz M (czyli mieszczacych sie
razem do plecaka) i ktérych sumaryczna wartosé jest jak najwieksza.

Klasyczne rozwiazanie tego problemu jest zastosowaniem techniki
programowania dynamicznego (mozna o nim poczyta¢ w praktycznie kazdej
ksiazce o algorytmach). Jest ono calkiem efektywne, ale tylko wtedy, gdy
wszystkie masy badz wszystkie wartos$ci przedmiotéw sg stosunkowo nieduzymi
liczbami catkowitymi. W tym artykule rozwazymy ogdlniejsza wersje tego
problemu, w ktorej wszystkie te wielkosci moga by¢ dowolnie duze, co wiecej,
moga by¢ dowolnymi liczbami rzeczywistymi. Stad jedynym parametrem, jaki
nas bedzie interesowal w oszacowaniu zlozonosci czasowej algorytmu, bedzie n.

Na poczatku posortujmy przedmioty nierosnaco wzgledem wartosci w przeliczeniu
na kilogram, czyli stosunku wartosci do masy, tak aby fr’L > ;Zlfl Niech j bedzie
najwiekszym takim indeksem, ze przedmioty {1,...,j} mieszcza sie w plecaku
(czyli 7, m; < M). Jesli wszystkie przedmioty mieszcza sie w plecaku (j = n),
to pakujemy wszystko. W przeciwnym przypadku wybieramy bardziej wartosciowe
upakowanie sposréd dwdch mozliwosci:

e przedmioty o indeksach {1,...,j},
e pojedynczy przedmiot o indeksie j + 1.

Opisany algorytm moze wydawaé si¢ nieco dziwny — ciekawe jest juz chociazby
to, ze w drugiej z powyzszych mozliwosci ograniczamy sie zawsze do jednego (!)
przedmiotu; sprébujmy sie tym jednak nie zrazac¢ i zastandéwmy sie, jaki jest
wspolczynnik aproksymacji tego zaskakujacego algorytmu. Zauwazmy mianowicie,
ze sumaryczna wartos¢ W przedmiotéw o pierwszych j 4+ 1 numerach nie moze by¢
mniejsza od wartoéci przedmiotéw Wopr w optymalnym upakowaniu. Wynika to
stad, ze przedmioty te stanowia ,czolowke” w kategorii wartosé w przeliczeniu na
kilogram i gdyby dato si¢ zapakowaé je wszystkie do plecaka, to w ten sposéb
otrzymalibyémy na pewno rozwiazanie o najwiekszej sumarycznej wartosci
(doktadniejsze uzasadnienie tej obserwacji pozostawiam jako ¢wiczenie). Jako

ze wartoScia naszego rozwigzania jest maksimum z dwéch liczb, ktérych suma jest
rowna W, to mamy gwarancje, ze wartos¢ wybranego przez nas upakowania jest
nie mniejsza niz W/2, co dowodzi, ze nasze rozwiazanie jest warte nie mniej niz
potowe Wopr, czyli jest 2-aproksymacja.

W problemie pakowania plecaka, odwrotnie niz w pokryciu wierzchotkowym,
chcieliémy zmaksymalizowaé¢ wartos¢ konstruowanego rozwiazania, jednakze
metody szacowania wspolczynnika aproksymacji pozostaly takie same — jedyna
réznica jest zmiana kierunku osi z rysunku 4.

Na koniec jako pouczajace ¢wiczenie zachecam Cie, Drogi Czytelniku, do
skonstruowania przyktadow danych, dla ktérych jeden z dwéch kandydatéw do
upakowania konstruowanego przez nasz algorytm aproksymacyjny jest dowolnie
malo wart w stosunku do rozwiagzania optymalnego.
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Czy warto interesowac sie ,,gorszymi” spoétkami,
czyli ryzyko i wskaznik Sharpe’a

Mariusz BARYEO™

Nie musi by¢ wcale tak, ze akcja STALE
zwigkszala swoje notowania — mogta
czasami traci¢ na wartosci, ale i tak
$rednio by¢ najlepsza ze wszystkich.

W praktyce nalezaloby wziaé¢ pod uwage
dtuzszy okres historyczny — wéwczas
wyniki mozna traktowaé jako bardaziej
wiarygodne.

Jezeli w wybranym okresie historycznym
mamy wyznaczonych n stép zwrotu,
wynoszacych kolejno Ri, Ra, ..., Ry,

to oczekiwang stope zwrotu

z inwestycji w dang akcje w tym okresie
liczymy ze wzoru R= % ::1 Ry.
Odchylenie standardowe stop

zwrotu szacujemy na ogél ze wzoru
\/nil . Z:;1(Rt — R)2, gdzie R
jest wyznaczona wczesniej oczekiwang
stopg zwrotu.

o=

Tak naprawde w zyciu nie mamy wcale
do wyboru nieskonczonej liczby portfeli
— pomy$lmy choéby o tym, co by byto,

™

gdybysmy chcieli zainwestowaé § mnaszych

pienigdzy w akcje jednej spétkii 1 — &
w akcje drugiej. . .

*Instytut Matematyki Stosowanej
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Wyobrazmy sobie, ze mamy do zainwestowania pewng sume pieniedzy

i chcieliby$my kupi¢ na gieldzie troche akcji. Liczymy oczywiscie na wzrost
ich wartosci (zakladam tu, ze Czytelnik nie nalezy do grona bardziej
wyrafinowanych inwestorow, liczacych przekornie na spadek wartosci akcji,
czyli stosujacych dziwng technike tzw. krétkiej sprzedazy — to bylby material
na osobna opowies¢. ..). Poniewaz jednak nie mamy pojecia, co przyniesie
przysztosé, nasze przewidywania mozemy opieraé jedynie na wiedzy o tym,
jak sie te akcje zachowywaly w przeszlosci. Nic prostszego zatem! Patrzymy,
ktéra akcja w przeszlosci wykazywata Srednio najwigksze zyski, i ja nabywamy!
No dobrze, skoro jest to tak oczywiste, po co w takim razie o tym pisac?
Coz, Czytelnik, ktéry zapoznal si¢ np. z artykulem z Delty 9/2008, wie juz,
ze w rozwaznym inwestowaniu nie mozna patrze¢ wylacznie na zyski, jakie
mozemy osiggnaé, ale wypada braé rowniez pod uwage ryzyko, jakie sie
wigze z mozliwymi stratami. Przeanalizujmy dokladniej problem inwestycji
w akcje dwoch spoétek A i B. Zalézmy, ze odnalezliSmy notowania tych
spotek w przeciagu ostatnich dwéch miesiecy i na ich podstawie obliczyliSmy
7 tygodniowych stép zwrotu. OtrzymaliSmy nastepujace dane:

A] 025]-025] 035] 055] 025]0,35
B| —0,15| 0,05]—-025]|-065] —0,15 | 0,35

0,25
0,45

Oczekiwana stopa zwrotu z inwestycji w akcje spotki A w wybranym przez nas
okresie dwéch miesiecy wynosi wiec R4 = 0,25 (jest to érednia arytmetyczna
liczb z pierwszego wiersza powyzszej tabeli), a dla spotki B jest to wielkos$é

Rp = —0,05. Ryzyka zaé (rozumiane jako odchylenia standardowe stopy zwrotu)
wyznaczamy z formuly

1 _
1 Z(Rt - R)?

t=1

i wynosza one: g4 = /0,06 =~ 0,2449, op = /0,14 = 0,3741.

7
J:

Jakie wnioski nasuwaja sie Czytelnikowi po obejrzeniu tych wynikéw?
Oczywiscie wybor akcji spétki A, jako zdecydowanie lepszej! Wykazuje ona duzg
historyczna stope zwrotu (25%), podezas gdy akcje sp6tki B zachowywaly sie
fatalnie — przynosity niemal ciagle straty, dajac ostatecznie stope zwrotu —5%!
Co wiecej, spétka A moze pochwalié¢ sie wahaniami (24,49%) zdecydowanie
mniejszymi, niz wahania i tak kiepskiej spétki B (37,41%). Nie ma wiec zadnej
watpliwosci, jaka decyzje nalezy podjaé¢ i nonsensem wydaje sie branie pod
uwage ,stabej” spoétkil

Czy rzeczywiscie? Czy B naprawde nic nam nie moze zaoferowaé? Za chwile
przekonamy sie, ze nie jest to wcale takie oczywiste. . .

Wyobrazmy sobie, ze co$ nas jednak podkusilo, zeby w naszej inwestycji
uwzglednié¢ rowniez spotke B. Oczywiscie, nie chcemy zrezygnowadé ze Swietnej
spblki A, zatem postanawiamy naby¢ akcje obydwu tych spotek. Inwestorzy
nazywaja taka sytuacje zakupem portfela akcji. Nasz portfel (mozna by nazwaé
go wrecz portfelikiem) bedzie malutki, bo tylko dwuelementowy. (By¢ moze
kiedy$, dysponujac wiekszym zasobem gotowki oraz wiedzy, pokusimy sie

o zakup portfeli duzo wiekszych!) Sprébujmy opisa¢ go w $cisty sposob. Okazuje
sig, ze wystarczy do tego plaszczyzna kartezjanska R?. Nasz portfel to punkt

x = (x1,x2), gdzie x1 oraz xo beda czesciami naszego kapitalu, zainwestowanymi
w akcje spotki A oraz B odpowiednio. Widzimy, ze x1 + x2 = 1. (Z jakim
zalozeniem wiaze sie ta réwnosé?) Ponadto sensowne portfele musza mieé
wspOlrzedne nieujemne (najmniejsza iloscia akcji, ktére mozemy kupié,

jest zero). Zauwazmy, ze wszystkie portfele o tych wlasnosdciach tworza na
plaszczyznie odcinek, bedacy fragmentem prostej o rownaniu zo = 1 — x4
zawartym miedzy punktami (0,1) i (1,0). Tak wiec jezeli rozwazamy zakup
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Widzimy stad wigc, ze stopa zwrotu

z portfela moze by¢ réwniez rozumiana
jako $rednia wazona stép zwrotu
poszczegdlnych akcji, przy czym wagami
sg udzialy tych akcji w portfelu. Opis
ten czesto jest przyjmowany za definicje
stopy zwrotu z portfela.

@

Rozwigzanie zadania M 1247.
Niech E bedzie punktem symetrycznym
do punktu B wzgledem prostej AC:

Woéwezas LBAE = 60° oraz AB = AE,
skad wynika, ze tréjkat ABE jest
réwnoboczny.

Ponadto BD = BC = CFE oraz

LECB = 100° = XCBD, a zatem
tréjkaty ECB i CBD sa przystajace
(cecha bok-kat-bok). Wobec tego

CD = EB = AB, co nalezalo wykazad.

akcji dwoch spotek, to mozemy wybieraé spoérdd nieskonczenie wielu portfeli
z tego odcinka — nazywa sie go zbiorem portfeli dopuszczalnych. Na przyktad
jezeli mamy do dyspozycji 1000 z1 i postanowiliémy naby¢ akcje spotki A za
850 zt oraz akcje spotki B za 150 zt, nasz portfel ma postaé (0,85;0,15). Scislej
rzecz ujmujac, jezeli posiadamy na poczatku kwote C), i zakupimy za z; - C),
akcje spotki A, za x5 - C), zas akcje spétki B, to kapital koncowy wynosié¢ bedzie
Cih=Cp-21-(1+R1)+Cp-x2-(1+ Ry), gdzie Ry oraz Ry to stopy zwrotu
akcji spétek A i B. Przez stope zwrotu z portfela (z1, z2) rozumiemy stosunek
zysku inwestora posiadajacego dany portfel do kwoty zainwestowanej w ten
portfel na poczatku, jest to wiec wielkos¢

C’k—C’p . Cp'.Tl'(1+R1)+Cp'1‘2'(1+R2)—Cp

Cpy Cp

Dostajemy zatem ostatecznie formule, opisujaca stope zwrotu z portfela
X = ($1, 372)2

=x1-Ri+ 29 Ro.

szﬁl '$1+R2~[L'2.

Zachecam teraz Czytelnika do wykonania nieco bardziej pracochtonnego
rachunku i wyprowadzenia formuly opisujacej wariancje stopy zwrotu z portfela
(z1,x2). Nalezy zaczaé¢ od napisania wzoru (por. uwaga na marginesie
poprzedniej strony) o?(x) = 5 - >/ | (R, — Ry)?, gdzie Ry jest w tym
przypadku oczekiwana stopa zwrotu z portfela, Ry,..., R, za$ sa oczekiwanymi
stopami zwrotu z portfela w kolejnych przedziatach czasu. Po chwili rachunkéw
powinnidmy dostaé formute

UQ(X) =01,1" (E% —+ 20’1,2 - X -T2+ 022 .’E%,
gdzie o0; ; jest kowariancja stop zwrotu waloréw i-tego i j-tego (dla i = j jest
to po prostu wariancja stopy zwrotu z i-tego waloru), ktéra wyznacza sie ze
WZOI'u 0 j = ﬁ Sor i (Rie — R;) - (Rj+ — Ej), przy czym R;, oznacza stope
zwrotu i-tego waloru w podokresie historycznym o numerze ¢ (t = 1,...,n),
za$ R; jest érednia historyczna stopa zwrotu z i-tego waloru, wyznaczang ze
wzoru R; = % Z?zl R; ;. Dla naszych danych (polecam samodzielne wykonanie
rachunkow!) otrzymujemy wyniki: o1 1 = 0,06, 012 = —0,035, 02 5 = 0,14. Zatem
dla wszystkich dopuszczalnych portfeli x = (z1, x2) wariancje ich stopy zwrotu
opisane sa wzorem

o%(x) = 0,0627 — 0,072; - 2o + 0,1423.

Jezeli zauwazymy teraz, ze w naszej sytuacji o = 1 — x1, to nasz wzor uprosci
sie do postaci

o*(x1) = 0,2727 — 0,3521 + 0,14,
gdzie x1 moze by¢ dowolna liczba z przedziatu [0, 1]. Widzimy wiec, ze w ten
sposob uzyskaliSmy prosty przepis, jak mozemy manipulowaé¢ ryzykiem
naszego portfela poprzez odpowiedni dobér jego skladnikéw (czyli zakup
akcji w stosownej proporcji). Powyzsza funkcja przyjmuje swoje minimum
(globalne) w punkcie z7 = g’—i ~ 0,648 i wynosi ono 02(2—2) = 1(2)2(7)0 ~ 0,027.
Zatem gdybyémy za okolo 65% posiadanych pieniedzy nabyli akcje spotki A,
pozostale za$ 35% przeznaczyli na zakup (kiepskich!) akcji spétki B, ryzyko
naszego portfela (mierzone odchyleniem standardowym jego stopy zwrotu)

bytoby najmniejsze z mozliwych i wyniostoby ,/%, czyli okolo 16,30%! Jest

to o wiele mniej, niz 24,49% dla akcji spotki A, czy 37,41% dla akcji spotki B.
Niech nam si¢ jednak nie wydaje, ze dokonalismy jakiegos cudu — owszem,

za pomocy ,kiepskich” akcji udato si¢ znacznie zmniejszy¢ ryzyko, jednak
kosztem stopy zwrotu! Obliczmy oczekiwang stope zwrotu z takiego portfela:
Ry =25% - 35 — 5% - £2 ~ 14,44%. Jest to, niestety, mniej niz 25% mozliwe
do uzyskania z inwestycji wytacznie w ,lepsze” akcje. Znowu wiec powraca
pytanie, co wybraé: wyzszy zwrot, ale i wyzsze ryzyko, czy tez zwrot nizszy,
ale przy nizszym poziomie ryzyka? Narzedziem, pomagajacym w tego rodzaju
dylematach, jest tzw. wskaznik Sharpe’a. Jest on zdefiniowany jako stosunek
tzw. premii za ryzyko (mierzonej réznica miedzy stopa zwrotu z inwestycji

w portfel akcji a stopa zwrotu pozbawiong ryzyka Ry — zwigzana z nabywaniem
bonéw skarbowych, obligacji, itp., czyli papieréw wartosciowych, z ktorych
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mamy zagwarantowany konkretny dochdd) do ryzyka (mierzonego odchyleniem
Mozna wiec powiedzieé, ze wspdétczynnik StOpy zwrotu portfela) — formalnie
Sharpe’a jest to wzgledna premia za = =
podjecia ryzyka inwestycji w akcje. Sx _
o(x)
Zauwazmy, ze gdyby ryzyka portfeli byly takie same, to wiekszy wspolczynnik
Sharpe’a oznaczalby wieksza stope zwrotu. I podobnie, gdyby stopy zwrotu
portfeli byly réwne, wiekszy wspotczynnik Sharpe’a oznaczalby mniejsze
ryzyko. Widzimy wigc, ze inwestorzy powinni wybiera¢ portfele majace mozliwie
najwiekszy wskaznik Sharpe’a! Przyjmijmy, ze obecnie Ry = 5%. Dla inwestycji
w akcje spotki A wskaznik Sharpe’a wynosi
0,25 — 0,05
V0,06
Dla naszego portfela o minimalnym ryzyku mamy za$
g 0,1444 — 0,05
V0163
Jest to wigc wynik zdecydowanie stabszy. Pozostaje jednak pytanie: czy jezeli
chcieliby$my znalezé portfel, dla ktérego wspolezynnik Sharpe’a przyjmie wartosé
najwieksza z mozliwych, to czy wlasciwa odpowiedzig bedzie ten zlozony tylko
z akcji ,najlepszej” spo6tki? Otoz niekoniecznie! Czesto istnieje portfel ,lepszy”
i od portfela dajacego najwyzsza stope zwrotu, i od portfela o0 minimalnym ryzyku.
Portfel taki ma stope zwrotu znajdujaca sie pomiedzy stopami zwrotu powyzszych
dwoch portfeli i nazywa sie go portfelem optymalnym wzgledem stopy zwrotu
pozbawionej ryzyka. Okazuje sie, ze u nas jest to Xqp = (‘51—51’, %) i rzeczywiscie
jego wskaznik Sharpe’a (Czytelnik zechce sprawdzi¢!) wynosi okoto 0,818, a wiec
jest on istotnie odrobine lepszy niz portfel zawierajacy akcje wytacznie ,najlepszej”
sp6iki! Jak jednak otrzymac taki wynik, to juz temat na kolejng opowies¢. A moze
Czytelnicy sprobuja sami wymysled, jak taki portfel znalez¢? Na przyktad, uzywajac
tylko szkolnej geometrii analityczne;j!

~ 0,816.

~ 0,234.

Redaguje Waldemar POMPE

M 1246. Rozstrzygnaé, czy istnieje 1000 kolejnych liczb naturalnych, wsrod
ktoérych znajduje sie dokltadnie pie¢ liczb pierwszych.

c Rozwiazanie na str. 2
M 1247. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym <A = 30°, <C = 50° (rysunek).
50° Punkt D lezy na boku AB, przy czym BD = BC. Wykaza¢, ze CD = AB.

Rozwiazanie na str. 9

M 1248. Niech N oznacza zbiér liczb catkowitych dodatnich. Funkcja f: N — N
30° spelnia warunek: jesli m — n jest liczba pierwsza, to f(m) # f(n). Czy zbiér
A D B wartosci funkcji f moze by¢ skonczony? Jedli tak, to wyznaczy¢é najmniejsza
mozliwa liczbe jego elementow.
Rozwiazanie na str. 4

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 743. W kolbie znajduje siec woda w temperaturze 0°C. Po wypompowaniu
powietrza cala woda zamarzla wskutek wlasnego parowania (przy braku
doplywu ciepla z zewnatrz). Jaka czesé wody wyparowala? Cieplo parowania
wody w temperaturze 0 °C wynosi 7 = 2,5 - 105 J/kg, cieplo topnienia lodu
w tej samej temperaturze to A = 3,4 - 10° J /ke.

Rozwiazanie na str. 7

F 744. Mamy rurke kapilarng z kanatem w ksztalcie stozka Scietego, przy czym
$rednice tego stozka sa rowne d; = 1 mm oraz dy = 2 mm, a dtugos¢ calej rurki
jest rowna 10 cm. Na jaka wysoko$¢ podniesie sie woda w rurce, jesli zanurzy¢
ja w wodzie szerszym koncem na nieduza glebokos¢? Wspdlezynnik napigcia
powierzchniowego wody wynosi a = 0,07 N/m.

Rozwiazanie na str. 5
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Kosmiczna linijka
7. Co sie kryje w centrum Galaktyki?
odleglo$é 7,6 kpc (40 kpc na linijce)

Mleczna Droga to nasza Galaktyka macierzysta, zyjemy w jej wnetrzu, a gwiazdy
nalezace do niej tworza na niebie charakterystyczny jasny pas. Nasza Galaktyka
nalezy do przecietnie duzych galaktyk spiralnych i zawiera okoto 100 miliardow
gwiazd. Gwiazdy wchodzace w jej sktad tworzg w czeSciach centralnych
niewielkie sferyczne zgrubienie, a zasadnicza jej czes¢ stanowi dysk galaktyczny.
Stonce i jego planety leza wewnatrz tego dysku, w dosy¢ sporej odleglosci od
centrum, ocenianej obecnie na 7,6 kpc. Mozna wiec powiedzie¢, ze znajdujemy
sie na peryferiach Galaktyki.

Centrum Drogi Mlecznej potozone jest w kierunku gwiazdozbioru Strzelca

i zwiazane jest ze zwartym radiozrédlem o nazwie Sgr A*, znanym od lat

70. ubieglego wieku. Na podstawie licznych obserwacji ruchu gwiazd i gazu w tej
okolicy stwierdzono, ze Zrédlo to miesci w sobie olbrzymia, niewidoczng mase,
szacowang obecnie na okolo 3,6 miliona mas Stonca. Poniewaz tak ogromna
masa musi mieséci¢ sie w niewielkiej objetosci, nie moze to by¢ nic innego jak
czarna dziura.

Najnowszy i najdokladniejszy pomiar jej masy udato si¢ uzyskaé, obserwujac
ruch kilkudziesigciu gwiazd, a jedna z nich, o nazwie S02, wykonata juz prawie
kompletny obieg wokél centrum. Obserwacje te wymagaly dokladnosci osiggalnej
w najnowszych generacjach teleskopow, takich jak teleskop Keckai VLT, a wykonane
byly w zakresie podczerwieni. W zakresie optycznym samego centrum nie widzimy,
ze wzgledu na znaczng ilos¢ pytu, ktory drastycznie zaciemnia obraz.

Centrum Galaktyki jest przedmiotem wielkiego zainteresowania astrofizykow,

nie tylko dlatego, ze jest to nasze centrum, ale réwniez z powodu swego
podobienstwa do jader najjasniejszych kwazaréw. Jest to zatem najblizsze

nam aktywne jadro galaktyki, dzieki czemu moze by¢ badane z rozdzielczoscia
niemozliwa do uzyskania dla odlegltych zrédet. Przyktadowo, jedna sekunda tuku
w odleglosci 8 kpc odpowiada jedynie 0,04 pc. Dlatego, budujac teoretyczny
model w oparciu o obserwacje naszego centrum, mozemy wzbogaci¢ nasza wiedzg
na temat innych galaktyk aktywnych.

Kontrprzykltad na naiwng metode
usuwania elementéw ciagu z IKO. Nasza czarna dziura jest tysiac razy mniej masywna od tych w jadrach kwazaréw.

Rysunek obrazuje drzewo skonstruowane Qprécz niej w okolicy centrum znajduja sie réwniez gwiazdy, pierscien pylowy,
dla ciggdw otrzymanych w wyniku zjonizowany gaz tworzacy strugi oraz goracy gaz rozproszony, a takze pozostatosci
operaqt: . po supernowych. Istnienie samych gwiazd jest zreszta zagadka, poniewaz sg to
; - 323?8’ ﬁ’ g’ gwiazdy mlode i wlasciwie nie powinny powstaé tak blisko centrum ze wzgledu na
4—do da; (3: 15: l): dzialanie sil przyplywowych wywieranych przez czarna dziure.

g = ss‘én(f(lépi 5 ) Swiecenie gazu w zakresie rentgenowskim i w podczerwieni zostalo zarejestrowane
= o aJ 2 ’p K

7 = usui(4, 1) dopiero na przestrzeni ostatnich kilkunastu lat, ale za to przyniosto wazne
8 — usuﬁ(ﬁ: l)j informacje. Centralne zrédlo wykazuje liczne i szybkie rozblyski, wyswiecane
okresowo co okolo 17 minut, przy czym okolo raz dziennie wystepuje silniejszy
L ... rozblysk. Wydaje sie, ze rozblyski te stanowia odzwierciedlenie ruchu orbitalnego
ciagéw, a kolorowe — prawe (oczywiscie . A o T
szare liczby pogrubione to elementy Swiecacej materii tuz przed wpadnigciem pod horyzont czarnej dziury. Dodatkowo,
ciagéw). 1 teraz ciagi 7 i 8 maja ten taka warto$é okresowosci sugeruje, ze nasza czarna dziura prawdopodobnie sie
sam lewy koniec (14), ale $ciezki do ich szybko obraca.

prawych koncéw prowadza w zupelnie
rézne strony. Obraz radiowy centrum Galaktyki uzyskany technika interferometrii VLBI

dal z kolei bezprecedensowo dokladng mape obszaru. Centralny obszar emisji
13(22347) jest wydluzony. Nie wiemy jednak, czy to wydluzenie oznacza, ze widzimy cos
w rodzaju dzetu, czyli wyrzut materii z bezposrednich okolic czarnej dziury,
czy tez jest to raczej dysk akrecyjny, tworzony przez materi¢ wpadajaca do
14 (3785) czarnej dziury. Doktadne obserwacje echa $wietlnego odbitego od jednego

z pobliskich obtokéw molekularnych wskazuja, ze kiedy$ — okoto 400 lat temu

— nasza czarna dziura byla znacznie aktywniejsza, a jasnos¢ centrum byla

@ @ 10000 razy wieksza niz obecnie.
Bozena CZERNY, Agnieszka JANIUK
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Rozety i ostrotuki

W poprzednim artykule (Delta 6/2009) analizowaliémy romanska

rozete z prowansalskiego opactwa Silvacane. Jej gtéwnym elementem
konstrukcyjnym byta seria okregéw kolejno stycznych zewnetrznie

i stycznych wewnetrznie do okregu ograniczajacego rozete. Inaczej mowiac,
na rozete sktadaty sie tuki okregdéw tworzace wieloli$é oraz odcinki promieni
do punktow stycznosci matych okregéw. W tym artykule zajmiemy sie
rozetami wczesnogotyckimi, w ktorych zamiast tukéw okregéw zobaczymy
kolejno styczne zewnetrznie ostrotuki. Wierzchotki tych ostrotukéw beda
lezaly na najwiekszym okregu. Dwie takie rozety widzimy na pierwszych
dwdéch rysunkach. Pierwsza rozeta pochodzi z bazyliki Saint-Denis pod

Rys. 1
Paryzem (pominiete zostaly detale znajdujace si¢ wewnatrz ostrotukéw),
druga z koéciota Saint-Remi w Reims w Szampanii.
Tak jak poprzednio, zaczynamy konstrukcje od podziatu kota na réwne
wycinki. Powiemy teraz, ze ostrotuk jest wpisany w wycinek kota, jesli
Rys. 2
Rys. 3
C
B
E
A D
Rys. 4

oba tuki ostrotuku sa styczne do promieni naszego wycinka, a wierzchotek
ostrotuku (czyli punkt przecigcia obu tukéw) lezy na tuku ograniczajacym
wycinek (zob. rysunek 3). Zanim jednak zajmiemy sie konstrukcja
ostrotuku wpisanego w wycinek kota, musimy przyjrzec sie blizej

samemu ostrolukowi. W klasycznym ostrotuku zbudowanym na tréjkacie
réwnobocznym ABC' (zob. rysunek 4) poprowadzimy styczne do obu
tukéw w punkcie C'. Zaznaczony na rysunku kat DCFE jest réwny 3 = 60°.
Mozemy tworzy¢ tez inne ostrotuki. Na rysunku 5 widzimy ostrotuk
szerszy, w ktérym = 75°. Srodki P i Q okregéw, ktérych fragmentami
sg tuki tworzace ostrotuk, leza teraz wewnatrz ostroltuku. Na rysunku 6
widzimy natomiast ostrotuk wezszy, w ktorym 3 = 50° i srodki okregdéw
tworzacych oba tuki leza na zewnatrz ostrotuku.

Zastanowmy sie chwile, w jaki sposéb mozna skonstruowaé ostrotuk,
gdy dana jest jego wysokos¢ C'D i kat 3. Zaczynamy od narysowania
odcinkow C'D oraz C'E tak, by kat DC'E byl rowny . Nastepnie

z punktu C' prowadzimy pélprosta prostopadla do C'E; punkt P bedzie

- C
E /(4 F B

F

B A Q D P B Q A D B P

Rys. 5 Rys. 6
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Rys. 7

Rys. 10

]

punktem przeciecia tej pétprostej z podstawa ostrotuku, czyli prosta
prostopadla do C'D i przechodzacy przez punkt D. Teraz zataczamy
tuk o érodku P i promieniu PC; punkt A jest punktem przecigcia tego
tuku z podstawa ostrotuku. Oczywiscie punkty @ i B sa symetryczne
odpowiednio do punktéw P i A wzgledem prostej C'D i skonstruowanie
ich nie stwarza juz zadnego problemu.

Mozemy teraz powrdcié¢ do konstrukeji naszych rozet. Musimy wpisaé
ostrotuk w wycinek kota. Zaczynamy od narysowania odcinka OA
taczacego érodek O okregu ze $rodkiem A tuku ograniczajacego dany
wycinek. Oznaczmy litera a kat miedzy odcinkiem OA i promieniem
ograniczajacym wycinek. Jesli nasz wycinek powstal z podziatu

kota na n réwnych czesci, to a = %. Nastepnie ustalamy kat 3

i prowadzimy polprosta AB (punkt B jest punktem przeciecia tej
pélprostej z promieniem ograniczajacym wycinek) tak, by kat OAB byl
réwny wybranemu katowi 5. Na rysunku 7 przyjelismy n = 12 (czyli

a = 15°) oraz 3 = 60° (a wigc wpisujemy klasyczny ostrotuk). Zauwazmy
nastepnie, ze okrag, ktérego fragmentem jest lewy huk ostrotuku, jest
styczny do prostych OB i AB; jego $rodek P lezy zatem na dwusiecznej
kata OBA. Lezy on réwniez na prostej prostopadtej do stycznej

w punkcie A. Teraz mozemy juz opisaé¢ konstrukcje. Po wyznaczeniu
punktu B prowadzimy dwusieczng kata OBA i polprosta o poczatku

w punkcie A, prostopadta do prostej AB. Punkt P przeciecia tej
polprostej z dwusieczng kata OBA jest srodkiem okregu wyznaczajacego
tuk C'A (gdzie punkt C jest rzutem punktu P na prosta OB). Srodek Q
drugiego okregu jest symetryczny do punktu P wzgledem osi OA.
Wreszcie punkt D jest symetryczny do punktu C wzgledem tej samej osi.
Zauwazmy, ze w przypadku ostrotuku klasycznego srodki P i @) znajduja
sie na hukach ostrotuku i tréjkat APQ jest rownoboczny. Na rysunkach

8 1 9 widzimy dwa inne ostrotuki wpisane w ten sam wycinek kota.

Na rysunku 8 przyjeto 8 = 75°, a na rysunku 9 mamy g3 = 50°.

Rys. 8 Rys. 9

Obie rozety przedstawione na rysunkach 1 i 2 wykanczamy teraz, dodajac
maly okrag w Srodku. Jak zwykle, wielko$¢ tego malego okregu dobieramy
dowolnie, kierujac si¢ jedynie naszym wyczuciem estetycznym. Nastepnym
razem zajmiemy si¢ uzupelnieniem takich najprostszych rozet ostrotukowych
o dodatkowe elementy: wnetrza ostrotukow i wypelnienia pustej przestrzeni
miedzy ostrolukami. Oméwimy to na przykladzie rozety z katedry

w Metz w Lotaryngii (w péinocno-wschodniej czesci Francji), pokazanej
na rysunku 10.

Maltqg Delte przygotowal Wojciech GUZICKI

13



Po co nam wartosci wlasne?

Rzeczywista macierza m x n nazywamy prostokatna
tablice
ail . A1n

A—

Am1 Amn

omrzedach poziomych, zwanych wierszami, oraz n rzedach
pionowych, zwanych kolumnami, w ktérej a;; sa liczbami
rzeczywistymi. W skrécie piszemy: A = [a;;]. Zbidr
wszystkich rzeczywistych macierzy m x n oznaczamy
M., xr. Hoczynem macierzy A = [a;;] € My, xn

i macierzy B = [b;;] € M, x; nazywamy macierz

C = [cij] € My, xk, ktérej wyrazy dane sa wzorami

Cij = aﬂblj -+ aigsz + ...+ ainbnj; dla ¢ = ]., ey
j=1,... k. Taka macierz C oznaczamy A - B.

Na przyktad:

{010}'3?331{7104]
1 1 2 01 2 1 9 8 7 7
Dla macierzy

10 0

0 1

0 |

(jedynki na przekatnej, poza nia zera) zachodzi

M-I =M=1-M dla kazdej macierzy M € M,,«p,.
Macierz I nazywa sie macierza jednostkowa. Dla
kazdych macierzy A, B,C € M,,«,, zachodzi réwnosé
(A-B)-C=A-(B-C). Wspélna warto$¢ obu stron
powyzszej réwnosci oznaczamy A - B - C (i podobnie dla
wiekszej liczby macierzy).

W zastosowaniach algebry liniowej wazna role
odgrywa sytuacja, gdy dang macierz A € M,, .,
wielokrotnie mnozy si¢ przez nia sama, to znaczy
oblicza sie jej potege A™ = A-A-...- A. Wielokrotne
mnozenie macierzy, jakie si¢ tu wykonuje, jest czesto
czasochlonne, a w zastosowaniach praktycznych
kosztowne. Czytelnik moze, na przyktad, sprébowac

obliczy¢ A dla A= | 7y 2

A2, A3, ... Czy mozna to zrobié¢ prosciej? Tak! Stuza
do tego wartosci wlasne.

] , obliczajac kolejno

Zacznijmy od nastepujacej obserwacji. Jesli macierz
B € M, «,, jest postaci

T1 0 e 0
0 ro ... 0
B=. ) .
0 . Th
(taka macierz nazywamy diagonalnag), to
7 0 ... 0
0 73 0
B* =
0 e T?L

*Instytut Matematyki, Uniwersytet Warszawski
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Tadeusz KOZNIEWSKI*

i ogdlnie
r* 0 ... 0
o r* ... 0
B = | . )
0 ceoom

n
dla dowolnej liczby naturalnej m. Na przyktad
[2 o}m _ [2”‘ 0
03 0 3™
diagonalnych jest latwe. Potegowanie dowolnej macierzy
A € M,,«,, bardzo by sie wiec uproscito, gdyby mozna je
byto sprowadzi¢ do potegowania macierzy diagonalnej.

}. Zatem potegowanie macierzy

Moéwimy, ze liczba r jest wartoscia wlasng macierzy
A € M, «n, jesli istnieja liczby rzeczywiste x1, ..., Ty,
nie wszystkie rowne zeru, spelniajace rownosé

T1 TX1

A | =

T, Ty
Ciag (x1,...,2,) nazywamy woéwczas wektorem
wlasnym macierzy A o wartosci wlasnej r.

Na przyktad dla A = {:é 2} mamy [:é Z] . B} = [2},

12 1 3 . .
[76 6} . [2} = {6}, wiec wektor (2,3) jest wektorem

wlasnym o wartosci wlasnej 2, a wektor (1,2) jest
wektorem wlasnym o wartosci wlasnej 3.

Mozna udowodnié, ze jesli macierz A € M,,«,, ma

n réznych wartosci wtasnych r1,7rs,...,r, oraz

V1, V2, ..., U, s& wektorami wlasnymi o tych wartosciach
wlasnych, to macierz C € M, «,,, ktérej kolumnami

sa kolejno vy, v9, ..., v,, ma niezerowy wyznacznik.

Na przyktad dla rozpatrywanej powyzej macierzy
—12] ... .

A= {76 6} i jej wektoréw wilasnych (2,3), (1,2)

21

32

det C'=4 — 3 =1 jest rozny od zera.

otrzymujemy C' = [ } I faktycznie wyznacznik

Zauwazmy, ze jesli vy, vs, ..., v, sa wektorami
wlasnymi macierzy A € M, «,, 0 wartoéciach wlasnych
1,72, ..., 1 C = [¢;;] € My« jest macierza

o kolumnach vy, vs,...,v,, to z powyzszej definicji
wektora wlasnego dostajemy, ze

C1j rjC1j
C2j TjC2;5
A-| | =
Cnj TjCnj
dla j =1,...,n. Zestawiajac razem tych n rownosci,
dostajemy A-C = C - B, gdzie
T1 0 NN 0
0 T ... 0
B=. .
0 e Th

Skorzystamy teraz z faktu, ze dla kazdej macierzy
C € M,,x, 0 niezerowym wyznaczniku istnieje
taka macierz D € M,,x,,, ze C - D = I (macierz
jednostkowa). Wéwczas zachodzi tez D - C = 1.
Macierz D nazywamy macierza odwrotng do C'



i oznaczamy C~'. Na przyklad dla macierzy

— |21 1 [ 21 .
C= {32} mamy C~" = [_3 2],bo faktycznie

21 2-1] _[10] _ . :
[3 2} . [_3 2} = [0 J = I. Mnozac obie strony

réwnoéci A-C = C - B z prawej przez C~!

i uwzgledniajac, ze A-C-C~! = A. T = A, dostajemy

A=C-B-C"'. Wéwczas dla kazdego naturalnego m

mamy

AM=A-A-...- A=

=Cc.B-ct.c.p.c7'.....c.-B-C!'=
=C-B-I-B-I-...-1-B-C'=
=C-B-B-...-B-C"'=C-B™-C.

Na przyktad dla A = [71 2} mamy C = [2 1} oraz

66 32
B=[29] stad 4 = C. B 7! =

_ 217 [aw0 o ] 2 —1] _ [ gtor gioo ] 2 -11
“ 132 o 3100 -3 2| 3.9100 5.3100 -3 2|

. 9102 _gl01 _ 91011 9.3100
3.2101_9.3101 _ 391004 4 3100

Konkluzja. Aby obliczy¢é A™ dla danej macierzy

A € M, «,,, wystarczy znalez¢ macierz diagonalng

B € M,,«, oraz macierz C' € M,,«,, takie, ze
A=C-B-C~' Wéwczas obliczenie A™ =C - B™.C~!
jest proste, bo potegowanie macierzy diagonalnej B jest
proste. W przypadku, gdy macierz A € M,,«,, ma

n réznych wartosci wlasnych rq1,7s,...,7,, za macierz C
mozna wzia¢ macierz, ktorej kolumnami sa kolejno
wektory wlasne o wartosciach wlasnych ry,79,... 7.

A co jesli A € M,,«,, nie ma n réznych wartosci
wlasnych? O tym w nastepnym artykule o potegowaniu
macierzy i twierdzeniu Jordana.

Zauwazmy na koniec, ze mnozenie macierzy
motywowane jest nastepujaca podstawowsa interpretacja
geometryczng. Oznaczmy przez R™ zbior wszystkich
n-wyrazowych ciagéw (x1,...,x,) liczb rzeczywistych.
Przestrzenie R? i R3 to dobrze znane ze szkoly
plaszczyzna i przestrzen 3-wymiarowa. Funkcje

f+R™ — R™ nazywamy przeksztalceniem liniowym,
jesli mozna ja zapisa¢ wzorem f(xq,...,x,) =

= ((1111'1 + ...+ A1nTp, 211 + ...+ Ao2nLyy -« -

e @11+ .o F Gy, ) dla pewnej macierzy

A = [a;j] € My, %y Na przyklad funkcja f: R? — R?
zadana wzorem f(x1,x2) = (—x1 + 222, —621 + 622)
jest przeksztalceniem liniowym o macierzy

A= {—12

66
ztozenie g o f : R¥ — R™ przeksztalcenia liniowego
f:RF = R"™ o0 macierzy B € M,y z przeksztalceniem
liniowym g : R™ — R™ o macierzy A € M,,,xn

jest przeksztalceniem liniowym o macierzy A - B.
Przeksztalcenia liniowe odgrywaja kluczowa role w wielu
zastosowaniach matematyki.

} € M. Czytelnik tatwo sprawdzi, ze

Macierze oczami informatyka

Jakub RADOSZEWSKI

Jak informatyk poteguje macierze?

Poza wyjatkowymi sytuacjami, w ktorych potrzebna jest zwarta postaé¢ wzoru
na n-ta potege macierzy A (wymiaru d), do obliczenia A™ informatycy stosuja
zazwyczaj o wiele mniej skomplikowana metode niz wyznaczanie wartosci
wlasnych — szybkie potegowanie binarne. Jest to algorytm rekurencyjny,
wynikajacy wprost z ponizszych wzoréow:

A2k _ (Ak)2,

A2k+1 _ (Alc)2 LA

Innymi stowy, aby wyznaczyé¢ A%¢ (A%++1) dla k € Z, obliczamy
rekurencyjnie A¥, po czym wartogé A%F (A%F+1) otrzymujemy juz za pomoca
jednego mnozenia badz dwbch. Ztozonos$é czasowa tej metody, zaktadajac
najprostszy mozliwy algorytm mnozenia macierzy, to O(d®logn).

A o tym, po co informatycy poteguja macierze, opowiem pokrétce w kolejnych

paragrafach.

Ciagi zdefiniowane rekurencyjnie

Zalézmy, ze dany jest ciag (a;)5°,, zdefiniowany za pomoca nastepujacej liniowej
zaleznosci rekurencyjnej:

a1=1,

a2:1,

a3 =2, ap=2ap_1+3aq,_ 2+ an_3+4.

Wyznaczenie n-tego wyrazu tego ciagu (powiedzmy, modulo pewna

nieduza liczba M) w zlozonoéci czasowej O(n) to dla kogo$ obeznanego

z programowaniem dynamicznym bulka z mastem. Ale jak obliczy¢ bilionowy
czy trylionowy wyraz tego ciagu? Przyjrzyjmy si¢ wektorowi, ktory zawiera
pewne trzy kolejne wyrazy ciagu a,; oraz stala 4 (te z zaleznosci rekurencyjnej):

15

Gp
Un—1
Up—2

4

Unp =



O G L O S Z E N I E

Wakacyjne Warsztaty
Wielodyscyplinarne

... to coroczna impreza organizowana
przez studentéw UW pod patronatem
Kota Naukowego Informatykéw UW

i Studenckiego Kota Fizyki UW,
przeznaczona dla licealistow
zainteresowanych matematyka,
informatyka, fizyka lub astronomia.

Kazdy uczestnik Warsztatéw bedzie
moglt wybrad kilka sposréd kilkunastu
propozycji kilkudniowych blokéw
zajeé. Zajecia beda odbywac sie
w malych grupach i bedg mieé¢ charakter
warsztatowy. Obok wykltadéw bardzo
istotna bedzie czesé praktyczna — na
zajeciach z programowania funkcyjnego
uczestnicy beda wspélnie implementowac
spory projekt, na zajeciach z astronomii
prowadzié¢ obserwacje astronomiczne
dobrym teleskopem. .. Wieczorami
bedzie mozna uczestniczy¢ w ,luznych”
wykladach i prezentacjach, niezwigzanych
z zadnym blokiem zajeé, i poruszajacych
rézne ciekawe tematy z nauk Scistych
— lub samemu wyglosié taki wyktad!
A pozanaukowo — integracja, gry
i zabawy; dla chetnych przeprowadzimy
przyspieszony kurs brydza i go, bardziej
zaawansowani gracze beda mogli
sprobowaé swoich sit w turnieju, a kazdy
bedzie mégt zagra¢ w mafie, ktulu, seta,
rpg, planszéwki, czy zasia$é z gitara
przy ognisku.

W tym roku planowane sg zajecia m.in. z:
— rachunku kombinatoréw,
— algorytmoéw aproksymacyjnych,
— mechaniki kwantowej,

geometrycznej teorii grup,
— programowania funkcyjnego,
— graféw losowych. ..
Domyélny poziom zajeé
licealisty.

dla ambitnego

Tegoroczna (juz piata) edycja WWW
odbedzie sie¢ w dniach 23-30 sierpnia 2009
w Wandzinie koto Lublina. Laczna

cena noclegéw, pelnego wyzywienia,
ubezpieczenia i dojazdu z Lublina

nie przekroczy 200 zl.

Wiegcej informacji na stronie:
http://warsztatywww.wikidot.com

Zapraszamy!

Co jeszcze?

Niniejszy artykut nie wyczerpuje oczywiscie wszystkich
sytuacji, w ktérych w informatyce poteguje sie¢ macierze.

Sprobujemy dla v, znalezé taka macierz A, zeby A - v, dalo analogiczny wektor,
ale zawierajacy wyrazy ciagu o jeden indeks dalsze:
ni1
an
Ap—1

4

Un4+1 =

W tym celu zauwazmy, ze

20, + 301 + ap—2 +47
Qp
Un+1 = Up_1
4 i
Przy takim zapisie v,,+1 wypisanie macierzy A jest juz bardzo proste:
2a, + 30,1+ ap_o+4 2 3 1 17 an
an |1 0 0 0 Gp—1
Gp—1 101 00 Gp—2
4 0 0 0 1. 4
Aby obliczyé¢ a,, mozemy wiec zaczaé od
2
V3 = !
1 )
4
a nastepnie wyznaczy¢ v,, za pomocg réwnosci:
Uy = Avpy_1 = AAvy_o = ... = A" 3y,

(wszystkie operacje po drodze wykonujemy modulo M). Wéwcezas wynik
odczytujemy z pierwszego elementu v,,. Dzigki zastosowaniu szybkiego
potegowania macierzy zlozono$é czasowa tej metody to O(logn) — jest wiec
zdecydowanie bardziej satysfakcjonujaca od poprzednie;j.

Sciezki w grafie
Szybkie potegowanie macierzy pomaga takze rozwiazaé¢ problem wyznaczania

liczby $ciezek dlugosci n w danym grafie G = (V, E) — zakladamy, ze $ciezki
moga przechodzié¢ przez te same wierzcholki czy krawedzie wielokrotnie.

Bedziemy mianowicie chcieli obliczy¢ taka macierz A(n), ze A(n);; jest
rowne liczbie Sciezek dlugosci n, startujacych z wierzchotka i i konczacych
sie w j. Zauwazmy, ze A(1) jest po prostu macierza sasiedztwa grafu G. Przy
wyznaczaniu A(n) dla n > 1 sprébujemy skorzysta¢ z A(n — 1). Poniewaz kazda
Sciezka z ¢ do 7 o dlugosci n sktada sie ze Sciezki z ¢ do jakiegos wierzchotka k
przedtuzonej o jedna krawedz k — j, to

V]

A(n)ij =Y A(n— )i - A(L)g;.
k=1

A to oznacza dokladnie tyle, ze A(n) = A(n —1) - A(1), czyli A(n) = A(1)".
Korzystajac z metody szybkiego potegowania, otrzymujemy algorytm

o zlozonosci czasowej O(|V|*logn) wyznaczania macierzy A(n), a przez
zsumowanie wszystkich jej elementéw — liczby wszystkich $ciezek dtugosci n.

Ze Sciezkami dlugosci n poszlo catkiem gltadko, to moze da sie efektywnie
wyznaczy¢ liczbe Sciezek o dtugodci nie wigkszej niz n? To pytanie pozostawiam
juz Czytelnikowi. PodpowiedZ — nalezy obliczy¢ sume:

AL+ AQ)?* + ...+ A",
co mozna zrealizowac¢ rekurencyjnie, ale na dwa rézne sposoby — jeden lepszy
(ztozonoéé czasowa O(|V|?logn)), a drugi gorszy (o czynnik logn).

by¢ bardzo duze) za pomoca klockéw z Tetrisa (modulo pewna
nieduza liczba M) — np. dla n = 3 istnieja 23 takie pokrycia.

Metody tej uzywa sie, na przyktad, przy przyspieszaniu

rozwiazan opartych na programowaniu dynamicznym — jak
w IKO w Delcie 2/2009. Inny, nieco podobny problem tego
typu, to zliczanie réznych pokryé prostokata 4 x n (n moze
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To (ciekawe i nietatwe wedlug mnie) zadanie pozostawiam
Czytelnikowi, zachecajac do implementacji wymyslonego

algorytmu. W razie ktopotéw rozwigzanie w postaci programu

mozna znalezé na stronie internetowej Delty.



Informatyczny kacik olimpijski (21): Naszyjniki

W tej edycji kacika — zadanie Naszyjniki z Olimpiady Europy Srodkowej, CEOI 2007,
Brno. Mamy napisa¢ program symulujacy zbior ciagéw liczbowych numerowanych
kolejnymi liczbami naturalnymi, ktory bedzie mogt wykonywaé dwie operacje:

e utworzenie nowego ciagu (i nadanie mu pierwszego wolnego numeru) z ciagu
i-tego poprzez dodanie elementu x na lewy lub prawy koniec (operacja
dodaj(i,z, k), gdzie k € {l,p}) albo usuniecie elementu z lewego lub prawego

kofica (operacja usun(i, k));
e sprawdzenie, jaki element znajduje si¢ na lewym lub prawym koncu i-tego ciagu.

Poczatkowo w zbiorze znajduje si¢ jeden element, ciag pusty o numerze 1.

Zadanie mozna rozwiaza¢, po prostu wykonujac

n opisanych czynnosci, w ztozonosci czasowej

i pamieciowej O(n?), pamietajac bezpoérednio wszystkie
ciagi (O(n) ciagéw, kazdy dlugosci mniejszej niz n).
Nie jest to jednak rozwiazanie optymalne. Lepszy
okazuje sie pomysl, aby z dodawanych elementéw
tworzy¢ graf, a dla kazdego ciagu pamietaé jedynie,
gdzie w tym grafie znajduja sie jego lewy i prawy
koniec. Gdy dodajemy element na prawym konicu
i-tego ciagu, po prostu tworzymy nowy wierzchotek
reprezentujacy ten nowy element i taczymy go
krawedzia z prawym koncem ciagu i. Lewy koniec
powstalego ciagu bedzie sie wowczas znajdowalt
tam, gdzie lewy koniec i; prawy za$ koniec w nowo
utworzonym wierzchotku. Latwo zobaczyé, ze
konstruowany graf bedzie zawsze drzewem.

Sprawdzenie, co znajduje sie na ktoryms koncu i-tego
ciagu, takze nie nastrecza probleméw. Klopotliwe jest
natomiast tworzenie nowego ciagu przez usuniecie
elementu z konca i-tego ciagu. W tym celu musimy
zlokalizowa¢ i-ty ciag w naszym grafie. Znane jest nam
polozenie jego koncow. Poniewaz sasiednie elementy
ciagu sa potaczone krawedzia, wiec caly ciag jest w pelni
reprezentowany przez jedyna (bo graf jest drzewem) Sciezke
z wierzchotka reprezentujacego lewy koniec do wierzchotka
reprezentujacego prawy. Przy usuwaniu, powiedzmy,
lewego konca ciagu, potrzebna jest nam informacja o tym,
jaki jest nastepny po nim element na tej $ciezce — bedzie
on lewym koncem nowo tworzonego ciagu.

Niecierpliwy rozwiazujacy (tak jak i wielu zawodnikéw
na Olimpiadzie) powie od razu, ze bez trudu mozna
wskazaé sasiada lewego konica ciagu na tej Sciezce i ze
jest nim po prostu wierzchotek, do ktorego lewy koniec
zostal podczepiony krawedzia przy tworzeniu. Okazuje
sie jednak, ze nie musi by¢ to prawda! Zachecam
Czytelnika do samodzielnej konstrukeji kontrprzyktadu;
w razie niepowodzenia mozna go znalezé na stronie 11.

Musimy zatem znalezé jakie$ inne wyjscie z tej sytuacji.
Na poczatku ukorzenmy nasze drzewo gdziekolwiek,

np. w pierwszym dodanym wierzchotku. Kluczowe jest
spostrzezenie, ze Sciezka laczaca wybrane wierzchotki
przechodzi przez ich najnizszego wspolnego przodka

w tym drzewie. Problem wyznaczenia tego wierzchotka,
zwany LCA, pojawil sie w Delcie 9/2007 (i posrednio
w 11/2007), my jednak potrzebowaé bedziemy innego
algorytmu niz tam opisany.
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Na poczatku dla kazdego wierzchotka v zapamiectujemy
jego glebokoéé w drzewie oraz jego 2i-tych przodkéw dla
kolejnych wartoéci 4 (tzn. wierzchotki w odleglosciach 2¢
na drodze z v do korzenia). Zeby teraz znalezé

LCA wierzcholkéw v i w, nalezy poruszaé sie

po drzewie dwoma wskaZnikami, zaczynajac od

v 1 w. Najpierw sprowadzamy wskazniki na te

sama gleboko$¢ w drzewie, przesuwajac glebszy

w gore o odpowiednie potegi dwdjki. Jesli po tym
wskazuja na to samo, to znalezliSmy najnizszego
wspolnego przodka. Jesli nie, poruszamy sie
jednoczes$nie oboma o potegi dwojki tak, zeby
zachowaé wlasnosé, ze sa na tej samej gtebokosci

i wskazuja na rozne wierzcholtki. Robiac to tak diugo,
jak dlugo jest to mozliwe, otrzymamy w koncu
wskazniki w dwoch réznych synach tego samego
wierzchotka, a 6w wierzcholek bedzie szukanym LCA.
Poprzez dobér odpowiednich (tzn. coraz mniejszych)
poteg dwdjki do naszych ruchéw zapewniamy,

ze ztozonosé pojedynczego zapytania o LCA

wynosi O(logn).

Jedli teraz chcemy sie dowiedzie¢, ktory sasiad
wierzchotka reprezentujacego lewy koniec jest kolejny na
naszej sciezce, sprawdzmy najpierw, gdzie jest najnizszy
wspoélny przodek wierzchotkéw reprezentujacych

lewy i prawy koniec ciagu. Jesli teraz LCA jest rézny
od lewego konca, to musimy z owego konca p6jsé

ku gorze, a wiec do jego ojca. Jesli natomiast LCA

jest wlasnie lewym konicem, nasza $ciezka wiedzie

w dél ku jednemu z dzieci. Zeby dowiedzieé sie ku
ktoremu, nalezy wyszukaé przodka prawego konca

na glebokosci o jeden wigkszej niz gltebokosé lewego
konca (binarnie, podobnie jak wczedniej). W ten
sposob, jesli przy wstawianiu nowych wierzchotkéw
liczymy (na podstawie wezesniejszych wartosci)

i zapamietujemy ich 2°-tych przodkéw, to otrzymujemy
rozwiazanie, w ktérym utworzenie nowego ciagu
(obojetnie czy przez usuniecie czy dodanie elementu)
zajmuje czas O(logn), a sprawdzenie wartosci na

koncu — czas O(1). Sumaryczna zlozonosé tego
rozwigzania, zaréwno czasowa, jak i pamieciowa, wynosi
O(nlogn). Zachecam do zastanowienia sig, czy mozna
ten problem rozwiazaé jeszcze szybciej, szczegllnie

ze problem znajdowania LCA jest rozwigzywalny
liniowo (algorytm opisany we wspomnianych wezesniej
numerach Delty).

Tomasz KULCZYNSKI



FIZYCZNE

Rys. 1. Uktad do badania pradéw
indukcyjnych; v — miernik uniwersalny,
¢ — cewka, m — magnes.

Wykrywamy prady indukcyjne
Stanistaw BEDNAREK

Bez energii elektrycznej trudno wyobrazi¢ sobie nasze zycie. Rozejrzyjmy
sie dokola i zobaczmy, co przestaloby funkcjonowaé, gdyby zabraklo pradu
elektrycznego. Prad ten wytwarzany jest w elektrowniach dzigki zjawisku
indukcji elektromagnetycznej. Sprobujmy przeprowadzi¢ kilka doswiadczen

i wykry¢ prady indukcyjne, poznajac zjawisko indukcji elektromagnetycznej,
ktore lezy u podstaw wspodlczesnej elektroenergetyki.

Do dos$wiadczen niezbedny bedzie dostep do miernika uniwersalnego. Moze to
by¢ starszego typu miernik wskazowkowy lub nowoczesniejszy miernik cyfrowy.
Wazne, zeby mial zakres miliamperowy, tj. pozwalajacy na pomiar stabych
pradéw elektrycznych o natezeniu tysiecznych czesci ampera. Miernik taki
mozna znalezé w wyposazeniu domowego warsztatu lub wypozyczy¢ ze szkolnej
pracowni fizycznej. W pracowni tej moze uda sie nam trafi¢ na miliamperomierz
o zakresie kilku miliamperéw z zerem posrodku skali, ktéry bardzo dobrze
nadaje sie do naszych doswiadczen.

Opro6cz miernika bedziemy potrzebowali cewki zlozonej z kilkuset zwojow

drutu miedzianego w izolacji z emalii, nawinietego na izolacyjna rurke lub
szpulke o érednicy okolo 2-3 cm. Srednica drutu powinna wynosié¢ 0,2-0,5 mm

i mozemy tatwo zmierzy¢ ja suwmiarka z noniuszem. Dlugos$¢ potrzebnego drutu
wynosi kilkadziesiat metréw. Odpowiedni drut mozna otrzymaé¢ w warsztacie
zajmujacym sie przezwajaniem silnikéw elektrycznych albo w innym warsztacie
elektrotechnicznym lub elektronicznym. Do nawiniecia cewki dobrze nadaje sie
plastikowa szpulka od przylepca do przyklejania opatrunkéw — ,,poloplastu”.
Mozna réwniez wykorzystaé rolke od papieru toaletowego albo inna o podobnych
rozmiarach rolke tekturowa lub plastikowa. Zwojow drutu nie musimy ukladac
rowno jeden obok drugiego — moga sie one krzyzowad, czyli uzwojenie mozna
wykonaé jako tzw. masowe. Koncoéwki drutu nalezy zabezpieczy¢ przed
odwinieciem tasma izolacyjna lub samoprzylepna i zaopatrzyé¢ we wtyczki
bananowe, umozliwiajace polaczenie z miernikiem.

Trzecia rzecza, niezbedna do wykonania do$wiadczenia, jest mozliwie silny magnes,
najlepiej w ksztalcie preta, ktéry mozna bedzie wsunaé do cewki. W ostatnim czasie
w sklepach z podzespotami elektronicznymi pojawily sie silne magnesy neodymowe
(doktadniej zelazowo-neodymowo-borowe) w ksztalcie dyskéw. Ich cena wynosi
kilka ztotych. Cztery takie magnesy ztozone biegunami réznoimiennymi i tworzace
walec §wietnie nadaja si¢ do naszego do$wiadczenia. Jezeli nie zdecydujemy

sie zainwestowa¢ w magnesy neodymowe, to mozemy wykorzysta¢ magnesy
ferrytowe w ksztalcie dyskéw lub pierscieni uzywane do przytrzymywania kartek
na lodéwce lub tablicy magnetycznej. Mozna takze wykorzysta¢ pakiet kilku
prostopadlosciennych magneséw, pochodzacych od zatrzaskow meblowych lub
pojedynczy magnes pierscieniowy wymontowany z uszkodzonego glo$nika.

Sposéb przeprowadzenia doswiadczenia jest bardzo prosty (rys. 1). Miernik
uniwersalny laczymy z cewka, wkladajac jej koncéwki do gniazd przeznaczonych do
pomiaru stabych pradéw. Przetacznik miernika ustawiamy na najmniejszy zakres
i obserwujemy jego wskazania. Do cewki wsuwamy jeden z biegunéw magnesu
walcowego. Obserwujemy wskazania miernika. Co pokazuje miernik, kiedy magnes
znajduje si¢ nieruchomy w cewce? Czym roznig sie wskazania miernika podczas
wysuwania magnesu od wskazan podczas jego wsuwania? Nastepnie do cewki
wsuwamy i wysuwamy magnes z wieksza oraz mniejsza szybkoscia, obserwujac
przez caly czas miernik. Powtarzamy opisane czynnoéci dla drugiego z biegunéw
magnesu. Stwierdzamy, ze miernik pokazuje przeplyw pradu elektrycznego tylko
podczas ruchu magnesu. Zmienia si¢ wowczas strumien indukcji magnetycznej
przechodzacy przez cewke. Kiedy magnes pozostaje nieruchomy w cewce lub obok
niej, miernik wskazuje zero. Zmiana poruszajacego si¢ bieguna magnesu powoduje
odwrécenie kierunku przeplywajacego przez cewke pradu. Wzrost szybkosci ruchu
magnesu powoduje zwickszenie natezenia pradu.
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Rys. 2. Schemat ukladu do okreslania
kierunku pradu indukcyjnego; ¢ — cewka,
LED — dioda elektroluminescencyjna.

ofo

Rys. 3. Przyrzad do badania
oddzialywania pradéw indukcyjnych

z polem magnetycznym; a — piersciefr bez
przecigcia, b — pier§cien z przecigciem,

s — rurka do napojéw, w — wyciecie,

i — igla, p — plastelina.

Rys. 4. Uklad do badania pradéw
indukcyjnych w ziemskim polu
magnetycznym; r — ruchoma czesé
przewodu, n — nieruchoma czesé
przewodu, m — klamka, v — miernik
uniwersalny, k — krzesto.

Zmiane kierunku przepltywu pradu indukcyjnego przez cewke mozemy
sprébowa¢ uwidoczni¢ w inny, efektowny sposéb. Do tego celu potrzebne
beda dwie diody elektroluminescencyjne (LED) o réznych barwach $wiecenia,
np. zielonej i czerwonej. Diody takie mozna kupié¢ w sklepie z podzespotami
elektronicznymi w cenie 1-2 z1 za sztuke. Charakterystyczna wlasciwoscia
kazdej diody jest to, ze przewodzi prad elektryczny tylko w jednym kierunku.
Dioda elektroluminescencyjna podczas przewodzenia pradu dodatkowo Swieci.
Schemat ukladu do$wiadczalnego przedstawia rysunek 2. Diody dotaczamy do
koncowek cewki, tak zeby kierunek przewodzenia jednej z nich byl przeciwny
niz drugiej. Wsuwajac magnes do cewki, zauwazamy, ze jedna z diod $wieci.
Jezeli $wiecg obie, to jedna z nich nalezy odlaczy¢ i przylaczyé, odwracajac
koncéwki. Podezas wysuwania magnesu powinna $wieci¢ druga dioda. Zmiana
wsuwanego bieguna magnesu réowniez powoduje zmiane kolejnosci swiecenia
diod. Powodzenie do$wiadczenia z diodami wymaga silnego magnesu i cewki
o wiekszej liczbie zwojow, zapewniajacych zaindukowanie napiecia okoto 1,5 V,
przy ktorym zapalaja sie diody.

Zaindukowany prad elektryczny oddzialuje z polem magnetycznym, ktérego
zmiana go wytworzyla. Przekona nas o tym kolejne doswiadczenie. Do jego
przeprowadzenia potrzebne beda: kawalek grubej folii aluminiowej lub cienkiej
blaszki z tego metalu, plastikowa rurka do picia napojéw, tzw. stomka, duza
igla, troche plasteliny i klej szybkowiazacy. Z folii wycinamy dwa pierécienie

o érednicy zewnetrznej 3—4 cm i szerokosci okolo 0,5 cm (rys. 3). Jeden

z pierScieni przecinamy, usuwajac kawatek o szerokosci okoto 0,5 cm. Ze stomki
odcinamy prostoliniowy kawalek i w potowie jego dlugosci wykonujemy podtuzne
Sciecie. Z plasteliny formujemy stozek, ktéry postuzy nam za podstawe,

i wciskamy w niego igle, stanowiaca o§ obrotu. Pierécienie przyklejamy do
koncow stomki, tak zeby Sciecie znalazto si¢ od dotu, umieszczamy slomke na
igle 1 juz mamy gotowy przyrzad, pozwalajacy przystapi¢ do doswiadczen.

Do pierécienia bez przeciecia wktadamy magnes uzywany do indukowania pradu
w poprzednich doswiadczeniach. Jak zachowuje si¢ stomka z pierscieniami?
Nastepnie magnes wyjmujemy i odsuwamy od pierécienia. Co teraz dzieje sig

ze stomka? Odwracamy magnes i drugi biegun wkladamy oraz wyjmujemy

z pierscienia, obserwujac zachowanie sie stomki. Powtarzamy opisane czynnosci
dla pierécienia z przecigciem. Jak mozna wyjasni¢ zaobserwowane efekty?

W pierscieniu bez przeciecia indukowany jest prad elektryczny, ktéry oddziatuje
z polem magnetycznym magnesu. W przecietym pierscieniu prad indukcyjny
plynaé nie moze i nie obserwujemy jego oddzialywania z polem magnetycznym.
Bardziej szczegblowe rozwazania prowadza do wniosku, iz kierunek pradu
indukcyjnego jest taki, ze pole magnetyczne wytworzone przez ten prad
przeciwdziata zmianom pola magnetycznego, ktére go spowodowaly. Wniosek
ten, od nazwiska jego odkrywcy, nazywa sie reguta Lenza.

Zajmiemy si¢ jeszcze wykorzystaniem ziemskiego pola magnetycznego do
wytwarzania pradu indukcyjnego. W tym celu potrzebny bedzie odcinek
przewodu w izolacji o $rednicy okoto 1 mm i dlugosci co najmniej okoto 20 m.
Najlepszy jest gietki przewod wykonany z linki. Z powodzeniem mozna
wykorzystaé¢ przedtuzacz od kosiarki elektrycznej. Przewdd sktadamy na pét,
dzielac go na czes$¢ ruchoma oraz nieruchoma (rys. 4). W polowie dlugosci
przewdd przywiazujemy kawalkiem sznurka do jakiego$ stalego punktu, np.
do klamki. Konce przewodu dotaczamy do miernika uniwersalnego, ktéry dla
ulatwienia obserwacji wygodnie jest umieéci¢ na krzesle. W przypadku uzycia
przedtuzacza od kosiarki do miernika dolaczamy konce jednej zyly, uzywajac
kawatkéw przewodu zaopatrzonych w krokodylki i wtyczki bananowe. Miernik
przelaczamy na najmniejszy zakres miliamperomierza. Potrzasamy ruchoma
czescia przewodu w plaszezyznie poziomej i obserwujemy wskazania miernika.

Na zakoniczenie dwa problemy do samodzielnego rozwiazania, a raczej
przebadania. Czy potrzasanie przewodem w innej plaszczyznie — pionowej
lub ukosnej — rowniez spowoduje zaindukowanie pradu? Jak zalezy natezenie
indukowanego pradu od szybko$ci potrzasania przewodem?
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Nowa jakos¢ popularyzacji nauki

Postawa trwania naukowcow w wiezach z kosci stoniowej
i jednoczesnego oddawania sie kultowi cargo, aberracja,
ktora rozwineta sie po Il wojnie Swiatowej, okazata sie
slepg drogq ewolucyi i jest aktualnie eliminowana na drodze
naturalnej selekcyi wraz z jej przedstawicielami. Wlasciwa
bazg badan podstawowych jest odpowiednia propaganda.
Perfekcja demagogow globalnego ocieplenia jest raczej
nieosiggalna dla akolitéw innych trendéw, ale przeciez
nie chodzi o osiagniecie ideatu, tylko o dazenie do niego.

Jednak na polu propagandy i demagogii nauka zawsze
przegrywala z pseudonauka, zgodnie z przystowiem:
zanim prawda wlozy buty, klamstwo obleci cate miasto.

Od czaséw Karla Poppera niezbywalna cecha teorii
naukowe;j jest jej falsyfikowalnosé. Z nauki znikly
bezapelacyjne prawdy (cho¢ pozostaly paradygmaty),

a w ich miejsce zaistnialy teorie o dobrze zdefiniowanym
zakresie stosowalnoéci oraz hipotezy. Pseudonauka
proponuje natomiast gotowe wyjasnienia w rodzaju:
mleko sie zstada, bo sikajq do niego krasnoludki, w dodatku
zrozumiate dla laikéw.

Mozna si¢ z tym nie zgodzié¢, pogodzi¢ lub walczy¢.
Sprawdzenie wyniku takiej walki zostalo nam umozliwione
15 maja wraz z wejsciem na ekrany polskich kin filmu
Anioly i Demony wedlug powiesci Dana Browna pod
tym samym tytulem. Jakby kto$ jeszcze nie wiedzial lub
nie umial domysli¢ sie z tytulu, to rzecz jest z gatunku
zabili go i uciekl w ramach spiskowej teorii dziejow (czyli
ksigzka: bestseller; film: sukces kasowy), a akcja dzieje
sie w Watykanie i okolicach. Broniag masowego razenia,
niezbedna w kulminacjach tego typu arcydziel, jest
wykradziona z CERN-u prébka antymaterii.

Oczywiscie, zarowno aspekt ,koscielny”, jak i ,naukowy”
sa potraktowane bardzo swobodnie, przy czym,

w koncowym rozrachunku, o ile pierwszy mozna uznaé za
jedynie wydumany (mndstwo niedcistodei lub nieprawdy,
ale podobna historia, choé¢ kompletnie nieprawdopodobna,
formalnie nie jest catkowicie niemozliwa), to drugi jest
po prostu pseudonaukowsa bzdura. Podejscie Kosciota

i CERN-u do tego filmu byto catkowicie odmienne. Kosciét
nie zgodzil si¢ na filmowanie w Watykanie, a CERN
zaprosil ekipe do siebie i wymdgl lub uzgodnil pewne
zmiany w stosunku do ksiazki oraz postanowil wykorzystac
premiere filmu w celach marketingowych.

A jaki jest rezultat? Dla przecigtnego widza takich filmow
obraz Kosciola jest, w sumie, pozytywny (mozna nawet
zaryzykowac twierdzenie, ze film zawiera pewien subtelny
przekaz ewangeliczny dla agnostykow), natomiast przekaz
yhaukowy” jest nastepujacy. Naukowcy, w tajemnicy, za
olbrzymie pieniadze, konstruuja niebezpieczne zabawki,
a poniewaz nie potrafia przewidzie¢ konsekwencji,
zagrazaja calemu $wiatu i w dodatku nie maja pojecia,
po co to robia.

Jaki wiec byl cel zaangazowania si¢ CERN-u w marketing
zwiazany z filmem? Taki sam jak cel promocji kazdego
innego wytworu popkultury. Niewazne, co o mnie powiedza
lub napisza. Nikt tego i tak na dtuzsza mete nie zapamieta.
Wazne, ze zostang zauwazony.
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Skoro najwieksze, w dodatku chyba najbardziej
rozpoznawalne laboratorium $wiata tak uwaza, to chyba
nie ma na co czekaé, tylko samemu sie do tej radosnej
tworczosci przytaczyc?

Zanim to zrobimy, zastanéwmy si¢, na co mamy sie
zgodzié, czy wrecz w czym uczestniczy¢. Skoro $wiadomie
rezygnujemy z tlumaczenia, co tak naprawde robimy, to
oznacza, ze nie uwazamy naszych badan za wartos¢ sama
w sobie, wigc tracimy moralne prawo do ubiegania sig¢

o publiczne pieniadze pozwalajace na ich realizacje.

Kto$ moze mi zarzucié, ze powyzsze rozumowanie to zbyt
daleko idace uproszczenie. Moze tak, a moze nie do konca.

Zobaczmy, jak to wyglada z innej strony. W maju, oprécz
premiery filmu, odbyly sie egzaminy maturalne. W tym
roku, podobnie zreszta jak w latach ubieglych, do zdania
rozszerzonej matury z fizyki z wynikiem wystarczajacym
(w tegorocznej rekrutacji) do zakwalifikowania na
indywidualne studia na Wydziale Fizyki UW wystarczyta
umiejetnosé przeksztalcania wzordéw, wspomagana przez
odrobine wrodzonej inteligencji oraz orientowanie sie,
jakimi symbolami jakie wielkosci fizyczne sa oznaczone
na karcie wzoréw. Umiejetnosci te mozna bylo naby¢,
rozwiazujac kilka arkuszy egzaminacyjnych z lat ubieglych.
Co bylo na maturze niepotrzebne? Zbedne (szkodliwe?)
bylo rozumienie czegokolwiek.

Inny przyktad. Pewnego dnia, réwniez w maju, na portalu
onet.pl wiodaca byla informacja, ze kaski rowerowe

sg niepotrzebne, bo i tak w zderzeniu samochodu

z rowerzysta ten ostatni moze zosta¢ wyrzucony na
wysoko$¢ trzynastego pietra (sic!), wiec kask nic tu

nie pomoze. Odtworzenie rozumowania autora nie jest
specjalnie trudne, a jego horrendalno$¢ porazajaca
(trzeba przyznaé, ze wyrdznienie tej akurat informacji
nie pochodzito od autora dlugiego i, miejscami, rozsadnego
tekstu, tylko od moderatora portalu).

I moze jeszcze jeden przyklad, z ktorym wrocimy

do CERN-u i LHC. Po internecie krazy filmik, na
ktérym mozna ustyszeé¢ od Johna Ellisa, ,naczelnego
teoretyka” CERN-u, ze szansa wytworzenia w LHC czego$
niebezpiecznego jest dokladnie réwna zeru (bo natura
przeprowadzilta juz biliony programéw eksperymentalnych
LHC za pomoca promieniowania kosmicznego i nic takiego
sie nie stalo), z przebitka na wywiad z jednym ze skarzacych
CERN za wywolanie zagrozenia dla Ziemi, w ktérym pada
stwierdzenie, ze taka szansa wynosi doktadnie 50%, bo
przeciez albo sie to wydarzy, albo nie.

Przyklady moga wydawaé si¢ mato ze soba powiazane,
ale mnie prowadza do pytania: czy rzetelna popularyzacja
(edukacja) ma jeszcze jakis sens?

A moze raczej nalezy zapytaé, czy jeszcze potrafimy to
robi¢? Feynman twierdzil, ze jezeli czego$ nie umiemy
wyttumaczy¢ swojej babci, to znaczy, ze jeszcze tego

nie rozumiemy. Dzi$ chodzi nie tylko o to, zeby babcia
zrozumiata, ale najpierw, zeby chciata wystuchac.

Czyzby byl w tym jakis$ cel, a moze nawet wyzwanie?
Piotr ZALEWSKI
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www.sem.edu.pl
Oczywiscie, nikogo nie zdziwi, ze rownania kwadratowe
22 —x—6=0 czy ba®—5dx+144 =0,
mimo ze maja piekne ,delty”, réwne odpowiednio 25 i 36, rozwiazywane
w liczbach naturalnych maja tylko po jednym pierwiastku. Jednak zwyczaj
Oto dwa przyklady, gdzie sprawdzenie takie nie jest wcale latwe.
Ile jest parkietow?
Parkiet to tutaj pokrycie plaszczyzny nienakrywajacymi sie
wielokatami foremnymi, ktére jest normalne (czyli stykaja sie
one calymi bokami) i reqularne (to znaczy w kazdym wierzchotku

sprawdzania, czy uzyskane rozwiazania faktycznie pasuja do rozwiazywanego
zbiega sie tyle samo tak samo ulozonych wielokatow).

zadania, nie jest zbyt rozpowszechniony.
Jedli w kazdym wierzcholku zbiega sie n wielokatéw, majacych
odpowiednio k1, ..., k, bokdéw, to spelniona jest réwnoscé
k1 —2 kp —2
L Z180° 4+ ...+ =2 180° = 360°,

ky kn

czyli
1 1 n—2
kl + N + kn . 2 , m m
i to réwnanie nalezy (dla kazdego n) rozwiazaé¢ w liczbach
catkowitych wigkszych od 2.
Réwnanie to jest jednak ,za dobre”. Nie ma parkietu, w ktérego
wierzchotkach zbiegatoby sie wiecej niz sze$¢ wielokatow
foremnych, bo juz nawet 7-(1/3) jest mniejsze od 5/2, a dla

wiekszych n jest jeszcze gorzej. Rozwiazania moga by¢ tylko dla n

réwnego 3, 4, 5 lub 6. Ale nie na tym koniec. Gdy juz znajdziemy )

te rozwiazania (jak?), okaze sig, ze na siedemnascie, a mianowicie

(3,7,42), (3,8,24), (3,9,18), (3,10,15), (3,12,12), (4,5, 20),

(4,6,12), (4,8,8), (5,5,10), (6,6,6), (3,3,4,12), (3,3,6,6), (3,4,4,6), y

(4,4,4,4), (3,3,3,3,6), (3,3,3,4,4), (3,3,3,3,3,3),
tylko dziesieciu odpowiadaja rozwigzania (to te na rysunkach
obok), a jest ich. .. jedenascie!

Jak widaé¢, rachunki rachunkami, ale do rozwiazania zadania
potrzebne jest co$ jeszcze.

Wielosciany z tréjkatéw réwnobocznych

Gdy chcemy obliczyé¢, ile jest wypuklych wielocianéw o Scianach bedacych
tréjkatami réwnobocznymi, mozemy skorzystaé¢ z zaleznosci miedzy liczba
ich wierzchotkéw w, krawedzi k i $cian s: oznaczmy w, liczbe wierzchotkéw,
w ktorych zbiega sie n $cian — wtedy

w = w3 + wy + ws, 2k = 3s = 3ws + 4w, + dws i, naturalnie, w — k + s = 2,
co razem daje

3wz + 2wy4 + ws = 12,

a to réwnanie ma az 19 rozwiazan, wsréd ktérych zaledwie 8 (wyrdznionych)
(07 07 12)7 (07 17 10)7 (07 27 8)7 (07 37 6)7 (07 47 4)7 (07 57 2)7 (07 67 0)7 (17 07 9)7 (17 17 7)7
(1,2,5), (1,3,3), (1,4,1), (2,0,6), (2,1,4), (2,2,2), (2,3,0), (3,0,3), (3,1,1), (4,0,0)
odpowiada jakims$ wieloscianom wypuklym. Dowdd, ze wiecej nie ma, jest dos¢
zawily — orientacyjne rysunki pieciu z tych wieloScianéw sa obok (pozostale to
czworoScian, o$mioscian i dwudziestoscian).

Jeszcze raz zachecamy — piszcie do nas o swoich doswiadczeniach.
Zarzqd Stowarzyszenia na rzecz Edukacji Matematycznej
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Klub 44

Czotléwka ligi zadaniowej Klub 44F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
468 (WT =1,04) i 469 (WT = 2,54)
z numeru 12/2008

Jerzy Witkowski Radlin 46,28
Tomasz Wietecha Tarnéw 35,95
Andrzej Idzik Bolestawiec 31,41
Krzysztof Magiera FLosiéw 29,23
Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 27,04
Radostaw Poleski Kotlobrzeg 23,27

Druga runde¢ zamknal p. Jerzy Witkowski.

od
€0

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesigca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Oceng¢ mnozymy przez wspotczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 3/2009
Redaguje Jerzy B. BROJAN

Przypominamy tresé¢ zadan:

474. Za pomocy soczewki skupiajacej wytworzono obraz pozorny trzykrotnie powiekszony.

Nie zmieniajac polozenia przedmiotu, przesuwano ekran po drugiej stronie soczewki i zaobserwowano
bardzo staby obraz rzeczywisty dwukrotnie zmniejszony. Jak powstal ten obraz? Ile wynosi
wspdélezynnik zalamania szkla soczewki? Grubosé soczewki jest mala w poréwnaniu z odleglosciag
przedmiotu i obrazéw.

475. Ptaska warstwa o grubosci d i stalej dielektrycznej réwnej 1 zawiera jednorodnie rozmieszczony
tadunek dodatni o gestosci objetosciowej o i styka sie z druga warstwa o identycznych

parametrach, ale zawierajacag ladunek ujemny. Obliczy¢ réznice potencjaléw miedzy zewnetrznymi
powierzchniami warstw.

474. Zaobserwowany staby obraz mogl powsta¢ wskutek dwukrotnego odbicia
Swiatla od powierzchni soczewki (od wewnatrz). Dla tych promieni soczewka
charakteryzuje sie zdolnoscia skupiajaca Z bedaca suma zwyktlej zdolnosci
skupiajacej

zdolnosci skupiajacej pierwszego zwierciadla Z; = 2/R; oraz zdolnosci
skupiajacej drugiego zwierciadla Z; = 2/Ry:

1 1
Z:ZQ+Z1+Z2=(7”L+1)<— —)

Ry Ry
Dla obrazu pozornego réwnanie soczewkowe przybiera postaé
1 -
T 3y L0

gdzie x jest odlegloscia przedmiotu od soczewki, natomiast dla obrazu
rzeczywistego (stabego) mamy

1 2

-+ -—-=2Z

x  x
Zatem stosunek Zy/Z ma warto$¢ 2/9; z drugiej strony jest on réwny, jak
wykazaliSmy wyzej, ilorazowi (n — 1)/(n + 1). Stad obliczamy

n=11/7=1,571.

475. 7 prawa Gaussa nietrudno wyprowadzi¢, ze natezenie pola elektrycznego
pojedynczej warstwy jest réwne zeru w jej srodku, na zewnatrz niej jest takie,
jak dla warstwy nieskonczenie cienkiej:

o od
- 260 - 260’
a wewnatrz zmienia sie liniowo. Catkowite natezenie pola F jest suma odpowiednich
wyrazen dla obu warstw, z uwzglednieniem zwrotu pél. Zaleznos¢ E od
wspolrzednej « wzdluz osi prostopadtej do warstw charakteryzuje si¢ przebiegiem
stréjkatnym” (rysunek), przy czym maksymalna warto$é E jest réwna g—f. Szukanag
roznice potencjaléw znajdujemy jako pole pod wykresem, czyli
2
N
€0
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Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
569 (WT = 2,43) i 570 (WT = 1,43)
z numeru 11,/2008

Andrzej Idzik Bolestawiec 43,15
Michatl Kieza Warszawa 42,86
Marcin Kasperski Warszawa 42,50
Zbigniew Galias Krakéw 39,34
Tomasz Warszawski Krakéw 38,50

Pawel Najman Jaworzno 35,68
Krzysztof Dorobisz Krakéw 34,92
T.ukasz Garncarek  Opole 33,48

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 3/2009
Redaguje Marcin E. KUCZMA

Przypominamy tres¢ zadan:

577. Dwusieczna kata ABC tréjkata ABC przecina bok AC' w punkcie E oraz okrag opisany na
tréjkacie ABC w punkcie D. Punkty M i N sa odpowiednio $rodkami odcinkéw AFE i C'D. Dowiesé,
ze punkty M, B, C, N leza na jednym okregu.

578. Wykazaé zbiezno$¢ i obliczyé granice ciggu (a,) o wyrazach

(2% \/1+2\/1+3\/1+...+(n1)\/1+n.

577. Punkt D jest $rodkiem tuku C'A okregu opisanego na trojkacie ABC)
zatem |AD| = |CD|.

Niech S bedzie $rodkiem odcinka DE. Punkt M potowi odcinek AE, wigc
prosta SM jest réwnolegta do AD oraz

1 1
[SM| = §|AD| = §|CD\ = |CN]|.
Skoro N jest srodkiem odcinka C'D, prosta SN jest réwnolegta do AC.

Stad wynika, ze czworokat MCN S jest trapezem rownoramiennym — ma wiec
okrag opisany. Wystarczy teraz wykazac, ze punkt B lezy na tym okregu. To zas
wynika z réwnosci katow

|<CBS| = |«xCBD| = |xCAD| = |xCMS|.
578. Ciag (a,) jest rosnacy. Pokazemy, ze jest on ograniczony z géry liczba 3.

Ustalmy n > 2. Spéjrzmy na wzér definiujacy liczbe a,,. Usuwajac z tego napisu

kolejne symbole, tworzymy ciag skonczony (by,...,b,) o wyrazach
b -1
(1) b1 = an, bk:T dlak=2,...,n.

Wida¢é z okreélenia a,,, ze by > 1dlak=1,...,n—1 oraz b, = 1. Gdyby
zachodzila nieréwno$é a,, > 3, czyli by > 3, to ze wzoru (1) otrzymaliby$my
przez latwa indukcje by > k+2 dla k =1,...,n, wbrew temu, ze b, = 1.

Zatem istotnie a,, < 3 dla wszystkich n. Ciag rosnacy (a,) jest wiec zbiezny do
granicy A < 3. Wykazemy, ze A\ = 3.

Okreslamy ciag nieskonczony (¢,,) wzorem analogicznym do (1):

C?L—l -1
(2) c1=2X c¢,=——— dlan=23/4,....
n
Ponownie ustalmy n > 2 i zdefiniujmy ciag (by,...,b,) wzorem (1).
Skoro by = a, < A=c1,to by <cp dlak=1,...,n. W szczegdlnosci

¢n > b, = 1. Wobec dowolnodci n znaczy to, ze wszystkie wyrazy ciagu (¢, ) sa

liczbami wigkszymi od 1.

Przypudémy, ze A < 3, czyli ¢; < 3. Znéw tatwa indukcja pokazuje, ze
cp<n+2 dlan=1,2,3,....

Mozemy wiec napisaé ¢, = (n + 2)x,, gdzie 0 < z,, < 1. Podstawiamy to do

wzoru (2) i przeksztalcamy prawa strone:

(n+1)%z3_, —1

(n+2)x, = =

3

2

1—2;_ 4

= (n+2)z;_; - < (n+2)z)_;.

n

Stad x,, < x2_,. Wobec tego xy < 2%, 3 < 27 i ogdlnie z,, < :1:%"71 < zf. Tak
wiec ¢, < (n 4 2)xt. To jest jednak niemozliwe, gdy 0 < 21 < 1, a wszystkie
¢n > 1. Sprzecznos¢ wynikta z przypuszczenia, ze A < 3.

Odpowiedz: lima,, = 3.
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Patrz w niebo

Sonda Cassini, zanim dotarta do Saturna, przeleciala

w roku 2000 w poblizu Jowisza. Co prawda, zblizyla sie
don nie bardziej niz na odlegto$é¢ bez mata 10 mln km,
niemniej wykonala przy tym zblizeniu nowe obserwacje
(kilkadziesiat tysiecy zdje¢) powierzchni planety, jej
pierscieni i niektérych satelitéw. Kilkuletnia analiza
tych obserwacji przyniosta wynik — w kazdym razie

w odniesieniu do samego Jowisza — zaskakujacy.
Mianowicie, od dawna wiadomo byto, ze jasne pasy

w atmosferze planety (tzw. strefy) to miejsca, gdzie gazy
atmosferyczne wznosza sig, natomiast ciemne (po prostu
pasy) to miejsca, gdzie opadaja (patrz tylna okladka).
Obraz taki zostal mocno zaburzony, bowiem Cassini
zaobserwowal rozrzucone w obszarze paséw wielkie

i szybko wznoszace si¢ chmury, ktérych nie bylo

w obszarze stref. Obecnosé¢ fragmentow atmosfery
poruszajacych si¢ w przeciwng strone niz ogromna
wiekszo$¢ mas atmosfery sugeruje, ze mechanizm tych
zjawisk jest bardziej skomplikowany, niz si¢ badaczom
dotad zdawato. Takie ,,podejrzane” obserwacje uzyskat
juz orbiter Galileo ponad 10 lat temu. Sonda Cassini
potwierdzila je z cala pewnoscia, chociazby dlatego, ze
uzyskane przez nia obrazy mialy rozdzielczos¢ wyzsza
niz obrazy wcze$niejsze.

Generalnie wierzymy, ze — méwigc w skrocie — glob
Jowisza powoli osiada pod wlasnym ci¢zarem,

Lipiec

a wyzwalana przy tym energia potencjalna zamieniana
jest na cieplng i nieustannie podgrzewa atmosfere

od dotu. Pamigtajmy, ze Jowisz emituje dwukrotnie
wiecej energii, niz otrzymuje jej od Stonca.
Podgrzewanie atmosfery uruchamia oczywiscie
konwekcje, w wyniku ktorej masy atmosfery gdzies
wznosza si¢ i gdzies musza opadaé. Taki regularny obraz
moze jednak zostaé¢ zakldcony np. przez pojawienie

sie dodatkowej energii uwalnianej lokalnie np. przy
kondensacji wody — tak sie w kazdym razie przypuszcza.
To prowadzitoby do powstawania owych chmur, ktérych
na obszarze paséw nie powinno by¢. Natomiast brak
tych chmur na obszarze stref tlumaczylaby lezaca wyzej
nieprzezroczysta biala warstwa krysztaltkow amoniaku.
Inna zagadka bylo pojawienie sie na kilka miesiecy

(tak mowig obserwacje z Cassiniego) ciemnego owalu

w poblizu péinocnego bieguna Jowisza, w miejscu,
gdzie bywaja najsilniejsze zorze polarne. Badacze
sugeruja, ze — tak jak zorze — owal ten zawdziecza
swoje istnienie energetycznym czastkom wpadajacym
do atmosfery Jowisza z zewnatrz. Na podstawie chocby
tych dwdch zjawisk widac, ze mimo wieloletnich

i systematycznych obserwacji Jowisza do zrozumienia
proceséw fizycznych zachodzacych w jego atmosferze
jest jeszcze daleko.

Tomasz KWAST

W lipcowe wieczory na poludniu nieba rozposciera sie¢ wielki gwiazdozbior
Wezownika. Cho¢ wielki, to zawiera niezbyt jasne gwiazdy i nie daje sie tam
dostrzec zadnej charakterystycznej konfiguracji. Ale nawet przez niewielki
teleskop mozna w nim zobaczy¢ co najmniej siedem gromad kulistych, gromade
otwarta i mglawice planetarna. Nie ma natomiast w nim galaktyk — zapewne

z powodu bliskosci Drogi Mlecznej skupiajacej materie miedzygwiazdowa.
Stynnym obiektem Wezownika jest Gwiazda Barnarda. Jest to gwiazda

o najwiekszym ruchu wlasnym: na tle gwiazd przesuwa sie o ponad 10” rocznie.
Jej predkos¢ przestrzenna jest zblizona do predkosci gwiazd okolicznych,
natomiast tak wielki ruch wlasny wynika z malej jej odlegltosci — niecate 2 pc.
Niestety, jej jasno$¢ wynosi 9,5 mag, cho¢ wigc mozna by ja w zasadzie zobaczy¢
przez amatorski teleskop, to nie byloby tatwo rozpoznaé ja w gaszczu innych.

Cho¢ spory fragment ekliptyki przechodzi przez Wezownika, gwiazdozbior ten
nie nalezy do 12 gwiazdozbioréw zodiakalnych.

Wenus i Mars sa w Byku i planety te wida¢ w drugiej polowie nocy. Jowisz
jest w Koziorozcu i wida¢ go przez calg noc. Saturn jest we Lwie, przez co
wieczorem zachodzi. Pelnia Ksiezyca wypada 7 VII i nastapi wtedy polcieniowe
(a wiec praktycznie niezauwazalne) za¢mienie Ksiezyca. Now bedzie 22 VII

i nastapi caltkowite za¢mienie Stonca; u nas bedzie wtedy, niestety, noc,
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a za¢mienie zobacza mieszkancy potudniowej i wschodniej Azji. Miesiac jest
akurat dtugi, Ksiezyc zakryje wiec Antaresa dwukrotnie: 4 VIT i 31 VII.
Pierwsze zakrycie bedzie widoczne na Pacyfiku, a drugie na poludniu
Europy, na Pélwyspie Arabskim, w Indiach, Chinach, po p6inocne Filipiny.
Okolo 28 i 29 VII mozna sie spodziewaé jednego skromnego roju Akwaryddw
i drugiego, bardzo skromnego roju Piscidéw.

T. K.
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Niezmienniki na szachownicach
Joanna JASZUNSKA

W wielu zadaniach, olimpijskich i nie tylko, wystepuja szachownice. Czesto
co$ sie na nich dzieje i nalezy wykazaé, ze jest (lub nie jest) mozliwy okreslony
rezultat. Przydatna wéwczas bywa metoda niezmiennikow, polegajaca

na znalezieniu pewnego parametru, ktéry sie nie zmienia (lub zmienia sie

w sposéb kontrolowany i wtedy nazywamy go pdlniezmiennikiem).

Nastepujace zadanie z LIII Olimpiady Matematycznej
uchodzito za jedno z trudniejszych.

1. Dana jest szachownica 2000 x 2000. Na kazdym
polu lezy kamien. Wykonujemy nastepujace ruchy:
jezeli na pierwszym i trzecim z trzech kolejnych
pol lezacych w jednym wierszu lub kolumnie lezy
kamien, to mozemy oba te kamienie przetozyé

na drugie z tych p6l (niezaleznie od tego, czy

jakis kamien lezy na srodkowym polu i czy ruch
oprézni jakiekolwiek pole). Rozstrzygnij, czy
mozna, wykonujac takie ruchy, przetozyé wszystkie
kamienie na jedno pole.

R.. Opisane ruchy nie zmieniaja polozenia srodka ci¢zkosci
przemieszczanych dwoch kamieni, wiec takze catego

uktadu. Poczatkowo srodek ciezkosci znajduje sie na srodku
szachownicy, we wspolnym wierzchotku czterech pdl. Zatem
wszystkie kamienie nie moga nigdy znalez¢ sie na jednym
polu, bo wtedy $rodek ciezkosci bytby w srodku tego pola. [J

W przyktadzie 2. niezmiennikiem jest pewna zmiana.

2. Na naroznym polu szachownicy 8 x 8 stoi wieza.
Wykaz, ze nie moze ona przejs¢ do przeciwleglego

rogu, odwiedzajac kazde pole dokladnie raz (wieza
odwiedza kazde pole, ktére mija na swej drodze).

R. W pojedynczym ruchu o k pél wieza odwiedza je
wszystkie, k razy zmieniajac pole na sasiednie, innego
koloru. Odwiedzajac kazde pole doktadnie raz, wykonuje 63
takie zmiany. Tymczasem przeciwlegle rogi sa tego samego
koloru, wiec aby przejé¢ od jednego do drugiego, musiataby
wykonaé parzysta liczbe zmian. [J

W zadaniu 3. szachownice warto samemu wprowadzic.

3. Trzeba przesunaé ciezki fotel o kwadratowe;
podstawie. Mozna go obraca¢ wokot dowolnego rogu
0 90°. Czy da sie ustawi¢ go obok poprzedniego
miejsca, tak by zwrécony byl w te sama strone?

R. Nie. Niech podloga bedzie szachownica i fotel

poczatkowo stoi na czarnym polu, zwrécony w kierunku V.
Po pojedynczym obrocie zajmuje biate pole, ustawiony
prostopadle do N. Po kolejnym trafia na czarne pole,
zwrocony rownolegle do N itd. Pola obok poczatkowego sg
biate, wiec stoi na nich zawsze prostopadle do N. [

Kolejne zadania to przyktady pdéiniezmiennikow.

4. Na szachownicy n x n szerzy sie epidemia.
Poczatkowo choruje k poél. Jezeli co najmniej dwéch
z czterech sasiadéw zdrowego pola jest chorych, to
ono réwniez si¢ zaraza. Znajdz takie najmniejsze k,
ze zarazona moze zostaé cala szachownica.
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R. Nietrudno sprawdzi¢, ze n chorych pdl na przekatnej
zarazi cala szachownice. Stad k£ < n. Pdlniezmiennikiem jest
obwdd chorego obszaru — nie zwigksza si¢ on (sprawdzenie
kilku mozliwosci zarazania pojedynczego pola pozostawiam
Czytelnikowi). Zatem aby koncowy obwéd byt réwny 4n,
poczatkowy musi by¢ co najmniej taki. Kazde zarazone

pole zwieksza obwdd chorego obszaru o co najwyzej 4, czyli
pierwotnie musi by¢ zarazonych co najmniej n pol. Stad

k >mn,corazem z k < n daje k=n. O

5. W tablice o wymiarach n x n wpisano n? liczb
rzeczywistych. W jednym ruchu mozemy zmienié¢
znaki wszystkich liczb stojacych w pewnej kolumnie
lub wierszu.

(a) Udowodnij, ze wykonujac tylko takie ruchy, mozna
spowodowac, aby sumy liczb stojacych w kazdym
wierszu i w kazdej kolumnie byly nieujemne.

(b) Czy zawsze da sie, po pewnej liczbie krokow,
otrzymac tablice zawierajaca same liczby nieujemne?
Wskazowki. (a) Zmien znaki liczb w wierszu lub kolumnie
o ujemnej sumie. Jak zmieni sie suma wszystkich liczb

w tablicy? Czy moze rosna¢ nieograniczenie?

(b) Rozwaz tablice [j i]

Ponizsze zadanie z LVIII Olimpiady Matematycznej
nie sprawi teraz, mam nadziej¢, wiekszych problemoéw.

6. Z n? plytek w ksztalcie trojkata réwnobocznego
o boku 1 utozono tréjkat réwnoboczny o boku n.
Kazda plytka jest z jednej strony biala, a z drugiej
czarna. Ruch polega na wykonaniu nastepujacych
czynnosci: wybieramy plytke P majaca wspdlne
boki z co najmniej dwiema plytkami, ktorych
widoczne strony maja kolor inny niz widoczna
strona ptytki P. Nastepnie odwracamy plytke P
na druga strone. Dla kazdego n > 2 rozstrzygnij,
czy istnieje poczatkowe ulozenie plytek,
pozwalajace wykonaé nieskonczony ciag ruchow.

Rozwigzanie znalez¢é mozna na stronie www.om.edu.pl.
Na koniec trudne zadanie dla ambitnych.

7*. Pola nieskonczonej szachownicy ponumerowano
parami liczb catkowitych, tak jak w uktadzie
wspolrzednych. Na kazdym polu o pierwszej
wspolrzednej ujemnej stoi pionek. Wykonujemy
nastepujace ruchy: jesli na pierwszymidrugim z trzech
kolejnych pél lezacych w jednym wierszu lub kolumnie
stoi pionek, a trzecie jest puste, to mozemy usunaé
oba te pionki i postawi¢ pionek na trzecim polu.
Wykaz, ze zaden pionek nigdy nie dotrze na zadne
z pol o pierwszej wspolrzednej réwnej 4.



