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Harmonia w muzyce — skad sie bierze?

Maciej ZALEWSKI*

Slyszac jakis dzwiek, zwykle jesteSmy w stanie latwo
okredli¢, czy jest to dzwiek tadny, ,,muzyczny”,

czy zwykly hatas. Co wiecej, jezeli zagramy razem
dwa dzwigki, np. na fortepianie, czujemy, kiedy

one dobrze wspotbrzmia, a kiedy nie. Dlaczego

tak sie dzieje? Dzwiek to fala ci$nienia powietrza.
Najprostsza, sinusoidalna fala jest charakteryzowana
przez predkosé v, czestosé v (lub dlugosé A = v/v)

i amplitude A.

(1) p(x,t) = Asin(wt — kx), w =27y, k =21/

Oczywiscie, prawdziwe fale dzwigkowe, z ktérymi

mamy do czynienia w zyciu codziennym, maja bardziej
skomplikowana strukture. Przedmioty emitujace dzwigki
nie drgaja z jedna konkretna czestoscia. Generowana
przez nie fala jest raczej superpozycja, czyli ztozeniem
fal sinusoidalnych o réznych czestosciach:

(2) p(z,t) = Z Ay sin(wpt — kx).

Fale sinusoidalne sa sktadnikami, ktére mozna taczyé
w réznych proporcjach, uzyskujac rézne dzwigki.

Od tego, w jaki sposéb fale te poskladamy, zalezy
to, czy uzyskamy hatas, czy tez tadny, ,muzyczny”
dzwiek. Odwrotnie, kazda fale mozna tez roztozyé
na ,czynniki pierwsze” zwane czasem modami, czyli
wyznaczy¢ czestosci i amplitudy fal sinusoidalnych,
ktore ta fala zawiera.

Poniewaz energia drgan harmonicznych jest
proporcjonalna do kwadratu amplitudy wychylen,
kwadraty amplitud fal sinusoidalnych o poszczegdlnych
czesto$ciach méwia nam, jaka energia zawarta jest

w poszczegdlnych modach. Wykres zaleznoéci amplitud
od czestosci to tzw. widmo mocy.

Przyktady réznych widm mocy mozemy obejrzec¢ na
rysunkach 1 i 2. Nietrudno scharakteryzowaé¢ réznice
miedzy nimi. Dzwiek helikoptera, ktéry odbieramy jako
hatlas, zawiera w widmie mocy ,gaszcz” sktadowych

o prawie wszystkich mozliwych czestosciach, natomiast
widmo mocy skrzypiec ma tych sktadowych niewiele

i sa one regularnie pouktadane. Wtasnie ta regularnosé
widma odpowiada za to, ze dzwigk skrzypiec ,nadaje
sie” do tworzenia muzyki, czyli ma okreslona wysokos¢.
Widaé¢ wyraznie, ze dzwiek skrzypiec sktada sie z fal

o czestosdciach bedacych wielokrotnoéciami pewnej
czestoscel podstawowe]j (nazywamy je skladowymi
harmonicznymi). To wlasnie czestosé podstawowa
decyduje o wysokosci dzwieku.

Zastanéwmy sie przez chwile, skad bierze sie takie
widmo mocy. W strunie skrzypiec powstaja fale
stojace. Poniewaz struna nie moze drga¢ na koncach,
dhugosé fali musi by¢ taka, by wielokrotnos¢ poléwki
dhugosci fali réwnala sie dlugosci struny. Diugoéci fal
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Rys. 1. Widmo mocy dzwigku helikoptera.
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Rys. 2. Widmo mocy dzwigku skrzypiec.

w strunie o ustalonej dlugosci to: A, = Apoas/n, wiec
czestodci to v, = nipodst- Pobudzajac strune do drgan,
pobudzamy rézne mody z réznymi amplitudami.

To, jakie sg amplitudy poszczegdlnych modéw, decyduje
o barwie dzwigku.

Uznaje sie, ze dobre wspélbrzmienia pojawiaja sie wtedy,
gdy harmoniczne dwoch dzwiekéow w jakim$ stopniu
pokrywaja sie. Dzieje sie tak, gdy stosunek czestosci
wynosi n/m, gdzie n i m to wzglednie pierwsze liczby
naturalne. Im mniejsza jest wspélna wielokrotnosé n i m,
tym wiecej wspélnych sktadowych maja te dzwigki.

W muzyce odlegtosé miedzy dzwickami nazywamy
interwalem. Fizycznie interwal jest po prostu
stosunkiem czestosci podstawowych dzwigkow.
Najprostszym interwalem jest oktawa. Odpowiada

ona stosunkowi czestosci 2/1. Oznacza to, ze

co druga harmoniczna danego dzwicku pokrywa sie

z harmoniczna dzwieku o oktawe wyzszego (rysunek 3).
Mozna wigc powiedzie¢, ze jesli zagramy te dwa dzwieki
naraz (np. C; 1 Cy), uzyskamy dzwiegk, ktéry w zasadzie
ma taka sama wysokosé, jak dzwiek nizszy, a rézni sie
pelniejszym, bogatszym brzmieniem. Kazdy dZzwigk ma



swbj odpowiednik o oktawe wyzszy, wiec by stworzy¢
skale, wystarczy poszukiwaé¢ dzwiekéw w ramach jednej
oktawy, tzn. takich, ktére w stosunku do naszego
wyjsciowego C maja wigkszg czestosé, ale co najwyzej
dwa razy.

W przypadku innych interwaléw harmoniczne tez
moga sie w pewnej mierze pokrywaé. Jezeli zagramy
dwa dzwigki o stosunku czestosci podstawowych 3/2,
co trzecia harmoniczna dzwieku nizszego bedzie sie
pokrywaé z co druga harmoniczna dzwieku wyzszego
(rysunck 4).

Interwal odpowiadajacy stosunkowi czestosci 3/2
nazywamy kwinta. Kwinta w gore od C; to dzwiek Gy.
A jaka jest odlegtos¢ miedzy G; i C2? Mozna to
wyliczy¢, dzielac stosunek czestosci miedzy Co a Cq
przez stosunek miedzy Gy i Cy: 3% = 4/3. Ten interwal
nazywamy kwarta. Kwarta w gére od C; to dzwiek,
ktéry nazywamy Fi. Mamy wiec stosunki czestosci
réwne: 3/2 i 4/3, wiec kolejnym moze byé¢ 5/4, czyli
tercja wielka (i oczywiscie dopelniajaca ja do oktawy
seksta mala: 8/5). Tercja wielka od C; wyznacza
nam E; (rysunek 4).

Kwinta i tercja wielka wystarcza, by zbudowaé
podstawowy akord: tréjdzwigk durowy, zawierajacy oba
interwaly. Akord C-dur sktada si¢ z dzwigkéw C-E-G.
Tréjdzwiek durowy to w pewnym sensie podstawowa
»jakos¢” w harmonii. Co uzyskamy, jezeli zbudujemy
tréjdzwiek durowy, zaczynajac od F1? Dokladajac

do kwarty kwinte, mamy oktawe, a dokladajac tercje,
mamy nowy interwal — sekste wielka (4/3) - (5/4) =

= (5/3), ktéra wyznacza nam nowy dzwiek A. Akord
F-dur sklada sie wiec z dzwiekéw F-A-C. Z jakich
dzwigkow sklada sie w takim razie G-dur? Dokladajac
do kwinty (Gy) tercje wielka, mamy nowy interwal:
septyme wielka ((3/2) - (5/4) = 15/8) i dzwiek H.
Dokladajac kwinte, mamy (3/2) - (3/2) = (9/4), czyli
wiecej niz dwa. Mozemy jednak obnizy¢ ten dzwigk

o oktawe i uzyskamy sekunde wielka (9/8) i dZzwigk D.
Akord G-dur zawiera wiec dzwigki G-H-D.

Uktadajac wszystkie dotychczas uzyskane przez nas
dzwieki w kolejnosci rosnacej czestodci, uzyskamy skale
C-dur: C-D-E-F-G-A-H-C, w ktoérej dzwieki pochodza
z trzech akordow: tzw. toniki C-dur, dominanty G-dur
i subdominanty F-dur. Skala ta odpowiada bialym
klawiszom fortepianu.

Jaka jest odleglo$¢ miedzy drugim i trzecim dzwigkiem
akordu durowego? Interwal ten nazywamy tercja

mala, ktéra (jak Czytelnik Wnikliwy moze sprawdzi¢)
odpowiada stosunkowi 6/5. Akord, ktéry zamiast tercji
wielkiej ma tercje mala, to akord molowy. Prostym
rachunkiem mozna pokazaé, ze z dzwigkéw skali C-dur
mozna zbudowaé trzy akordy molowe: a-moll (A-C-E),
d-moll (D-F-A) i e-moll (E-G-H).

Mozna sprawdzi¢, ze proba zbudowania akordow
molowych c-moll, f-moll i g-moll lub durowych A-dur,
D-dur i E-dur, wyprowadza nas poza skale. DZwigki,
ktére wtedy otrzymujemy, odpowiadaja czarnym
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Rys. 3. Dwa dzwigki C w interwale oktawy.
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Rys. 4. Dzwiegki tworzgce akord C-dur: C-E-G.

klawiszom fortepianu. W obrebie jednej oktawy mamy
wiec jedenascie dZzwiekéw, ktorych wlasnosci zebrane sg
w tabeli konczacej tekst.

Skale durowa mozna rozpoczaé¢ od dowolnego dzwieku.
Napotykamy tu jednak niekiedy pewien problem.
Opisane wyzej interwaly to tak zwane interwaly czyste.
Jezeli gramy na skrzypcach, ktore sa instrumentem
nietemperowanym, czyli umozliwiajacym granie
dzwiekéw o dowolnych czestodciach, mozemy je bez
problemu zagraé, o ile mamy wystarczajaco dobry stuch
muzyczny. Na instrumentach temperowanych, np. na
fortepianie, gramy ,,gotowe” dzwieki. Jest ich 11. Latwo
sprawdzi¢, ze korzystajac z tych dzwiekow, nie da sie
zagra¢ czystej skali durowej, zaczynajac od dowolnego
dzwieku. Dla przyktadu, drugi dzwigk w gamie D-dur
powinien by¢ o sekunde wielka wyzszy od D, co daje
stosunek 81/64. Takiej liczby w trzeciej kolumnie

tabelki nie ma. Zeby na fortepianie méc graé¢ w réznych
tonacjach i zeby brzmialy one tak samo, opisane wyzej
stosunki czestosci, zwane strojem naturalnym, nalezy
zastapi¢ strojem réownomiernie temperowanym, w ktérym
sekunda matla odpowiada stosunkowi czestosci 21/12,

a wszystkie interwaly sa jej zlozeniami, czyli odpowiadaja
kolejnym potegom tej liczby. Warto zauwazy¢, ze w stroju
réwnomiernie temperowanym sktadowe harmoniczne
dzwiekéw sa blisko siebie, ale juz sie nie pokrywaja.
Wydawadé by sie moglo, ze akordy grane na fortepianie



nigdy nie beda wspo6tbrzmieé. To ,zepsucie” harmonii
jest jednak nieznaczne: réznice miedzy strojem czystym

i temperowanym sg na tyle male, ze stysza je w zasadzie

jedynie ludzie z ksztalconym stuchem. W czasach
Bacha, kiedy budowano pierwsze ,fortepianopodobne”

instrumenty, w powszechnej opinii rzeczywiscie stroj
rownomiernie temperowany byl uwazany za szorstki

i nieprzyjemny dla ucha. Dzisiaj jesteSmy otoczeni
muzyka grana w tym stroju i brzmi ona dla wiekszosci

Z nas...

naturalnie.

dzwiek interwal str6éj naturalny stroj rownomiernie
temperowany

C unisono 1 1

Des sekunda mata 25/24 = 1,04166 . . . 1,05946. . .
D sekunda wielka 9/8 =1,125 1,2246. . .
Es tercja mala 6/5=12 1,18921...
E tercja wielka 5/4=1.25 1,25992. ..
F kwarta 4/3 =1,3333... 1,33484. ..
Ges | kwinta zmniejszona (tryton) | 45/32 = 1,40625 1,41421. ..
el kwinta 3/2=15 1,49831. ..
As seksta mata 8/5=1,6 1,58740. ..
A seksta wielka 5/3 = 1,6666. .. 1,68179. ..
B septyma mata 9/5=18 1,78180...
H septyma wielka 15/8 = 1,875 1,88775. ..
C oktawa 2 2
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Rys. 1

Rys. 2

Rys. 3

M 1243. Niech N ={1,2,3,...}. Rozstrzygnaé, czy istnieje funkcja f:N — N, do
ktorej zbioru wartoéci nalezy liczba 1 i ktora spelnia dla kazdego n € N zaleznosé

f(f(n)) = f(n) +1.

Rozwiazanie na str. 15

M 1244. Rozstrzygnaé, czy istnieje taki zbior S zlozony z 1000 liczb
catkowitych dodatnich, ze suma liczb dowolnego niepustego podzbioru zbioru S
nie jest kwadratem liczby catkowite;j.

Rozwiazanie na str. 17

M 1245. Dany jest tréjkat ostrokatny ABC'. Okrag w o $rednicy AB przecina
boki AC i BC odpowiednio w punktach E i F' (rys. 1). Styczne do okregu w

w punktach E i F przecinaja si¢ w punkcie P. Wykazaé, ze proste CP i AB sa
prostopadte.

Rozwiazanie na str. 24

Redaguje Fwa CZUCHRY

F 741. Na gléwnej osi optycznej soczewki skupiajacej (rys. 2) znajduje sie
plaskie zwierciadlo obracajace sie z predkoscig w wokol osi przechodzacej przez
punkt A i prostopadlej do plaszczyzny rysunku. Na zwierciadlo pada réwnolegla
wiazka $wiatla, ktéra po odbiciu jest skupiana na ekranie. Znalezé chwilowa
predkos¢ plamki $wiatta na ekranie w chwili, gdy przechodzi ona przez punkt B,
lezacy na gléwnej osi optycznej. Plaszczyzna zwierciadla jest prostopadta do
glownej osi optycznej, a ogniskowa soczewki wynosi F'.

Rozwiazanie na str. 24

F 742. Na jednej osi optycznej znajduje sie stozek szklany, soczewka skupiajaca
oraz ekran (rys. 3). Odleglo$¢ miedzy soczewka a ekranem jest réwna
ogniskowej soczewki F'. Wzdluz osi optycznej pada na stozek waska rownolegla
wiazka $wiatla. Znalez¢ ksztalt i rozmiar obrazu na ekranie. Wspolczynnik
zalamania Swiatta wynosi n, a kat miedzy podstawa stozka a jego tworzaca

jest réwny a.

Rozwiazanie na str. 16
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Wokoét twierdzenia Helly’ego Arkadiusz MECEL"

W moim pojeciu osoba zgodna. . .
to taka, ktéra zgadza si¢ ze mnaq!
— Benjamin Disraeli

liberatowie konserwatysci
. ;
£ 3

X

W podobny sposéb wybierajg swoje
wladze matematycy w USA. ..

A na jakie poparcie moze liczyé
potencjalny zwyciezca, jesli sposrod
kazdych trzech wyborcéw tylko
dwém udaje si¢ wypracowaé wspdlne
stanowisko?

G {S r@ ,"5\
<l W K\i |
ﬂj .

Czy przez dowolny punkt P mozna
przeprowadzié pewng prostg przecinajaca
kazdy wielokat z F7?

Serwis randkowy eHarmony uzywa
przestrzeni wymiaru 29. ..

*student, Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

Kiedy mozliwe jest porozumienie? Jak decyzja grupy ludzi zalezy od
indywidualnych preferencji? W okreslonych warunkach odpowiedzi na te pytania
dostarczy¢ moze klasyczny juz dzi$ rezultat teorii zbioréw wypuklych, nalezacy
do austriackiego matematyka z przelomu XIX i XX wieku — Eduarda Helly’ego.

Kazdy ma swoje ,idealne” preferencje. W imie koniecznego kompromisu
jestesmy jednak zdolni do zaakceptowania opcji dostatecznie ,bliskich” naszym
oczekiwaniom. Klasyczna sytuacja jest tu uproszczony model glosowania

z jednowymiarowym spektrum, w ktérym konserwatystow umieszczamy po
prawej stronie osi, liberaléw zas po lewej (tak, jak na rysunku obok). Kazdy
punkt naszego modelu oznacza pewien mozliwy wybor. Kazdemu wyborcy X
przyporzadkowujemy przedzial Ix akceptowalnych przez niego kandydatow.
Zalbézmy, ze na karcie wyborczej wolno mu zaznaczy¢ caty przedzial Ix.

Przy jakich warunkach mozemy okreslié¢, kiedy spoleczenstwo ,zgodzi” sie na
okreslonego kandydata?

Odpowiedzi na postawione wyzej pytania moga by¢ do$¢ zaskakujace. Okazuje
sie, ze jesli kazdych dwdéch wyborcow sktonnych bedzie zaakceptowaé pewna
kandydature, to wybrana zostanie osoba akceptowana przez cale spoleczenstwo!
Wydaje si¢ to nieprawdopodobne, ale — jesli wystowimy te obserwacje w jezyku
matematyki stojacej za tym modelem — dostaniemy calkiem intuicyjny fakt.

Twierdzenie 1. Dana jest rodzina I przedzialow domknietych w R, przy czym
|Z| > 1. Jesli dla kazdych I,J € T zachodzi warunek I N J # 0, to przeciecie
wszystkich elementow rodziny I jest niepuste.

Podaliémy w ten spos6b najprostszy mozliwy, bo jednowymiarowy, przypadek
twierdzenia Helly’ego. Aby go udowodnié, nie potrzeba zadnej skomplikowanej
technologii. Przedstawiona wyzej interpretacja spoteczna jest naturalnie jedna

z wielu mozliwych. Czytelnik zachecony powyzszym przykladem bedzie w stanie
wskazaé wiele innych ,,z zycia wzietych” sytuacji, do ktorych ten fakt idealnie
pasuje. Mozna tez za pomocy twierdzenia Helly’ego rozwiazywaé nietrywialne
zadania geometryczne.

Zadanie 1. Na plaszczyznie polozona jest dowolna skonczona rodzina

wielokgtéw F (niekoniecznie wypuklych) o tej wlasnodci, ze kazde dwa jej
elementy majg punkt wspolny. Wykaz, Ze dla dowolnego punktu P na plaszczyinie
istnieje okrag o $rodku w P, majacy punkt wspdlny z kazdym wielokgtem z F.

Rozwigzanie. Wybieramy P i ustalamy dowolng pélprosta [ przechodzaca przez
ten punkt. Rozwazamy przeksztalcenie f : R? — [ zadane w nastepujacy sposob:
kazdy okrag O,. o érodku w P i promieniu r > 0 przeprowadzamy na punkt O, N 1.
Nietrudno zauwazy¢, ze kazdy z wielokatow nalezacych do F przejdzie na pewien
odcinek domkniety na prostej [. Z zalozenia mamy f(W7) N f(Ws) # 0, gdzie
Wi, Wy € F. Namocy twierdzenia Helly’ego przeciecie wszystkich odcinkdéw postaci
fW), W € F, jest niepuste. Wiadomo juz zatem, jaki okrag wybraé, prawda?

Wréémy jeszeze na moment do interpretacji spotecznych. Czasami do

podjecia decyzji potrzeba wiecej niz jednej informacji. Na przyklad: nasz
idealny kandydat powinien nie tylko byé¢ ,po wlasciwej stronie”. Chcemy tez
wiedzie¢, czy jest raczej pacyfista, czy moze pragnie wojen? Czy zamierza

duzo podrézowaé, czy raczej nie? W naszym modelu dodajemy wigc kolejne

osie — spektrum wyboru staje si¢ przestrzenia wymiaru 2, 3, a czasem

i wiekszego. Wyborca X ma w nim juz nie przedzial, ale n-wymiarowy zbior Ix
akceptowalnych przez siebie opcji. Okazuje sie, ze im wiecej wymiarow, tym
bardziej zgodnego spoleczenstwa potrzebujemy. Przy jednym parametrze
jedynie kazdych dwéch wyborcow musialo sie zgadzaé. Przy dwoch parametrach
potrzeba, by kompromis osiagato kazdych trzech. W tréjwymiarowym modelu
zgodni musza by¢ dowolni czterej, itd. Samo to nie wystarcza jeszcze do
jednomyslnego rozstrzygniecia. Trzeba co$ zalozyé o zbiorach Ix. I tu mozliwosci
jest wiele. Kazda z nich to pewna odmiana twierdzenia Helly’ego. Najbardziej
klasycznym zalozeniem jest wypuklosé.
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Czytelnikéw zainspirowanych tym
zadaniem zachecamy, by zastanowié
sig, jakie jest najmniejsze mozliwe koto
potrzebne do przykrycia dowolnych

n punktéw A, Az, Az,..., A,

potozonych na ptaszczyznie w ten sposéb,

ze |[A;Aj| < 1,gdzie 1 <i<j<n.

7%

Na plaszczyznie mamy 5 punktéw.
Zadne 3 nie sa wspétliniowe. Mozna

z nich wybraé¢ 4 bedace wierzchotkami
czworokata wypuktego.

*okok

Na ptlaszczyznie mamy 6 punktéw.
Zadne 3 nie sa wspétliniowe. Mozna
utworzy¢ 2 roztaczne tréjkaty

o wierzchotkach w tych punktach.

kK

Na ptlaszczyznie mamy 7 punktéw.
Istnieja takie punkty A, B (niekoniecznie
spoéréd danych 7), ze jesli pewien zbiér
wypukly X zawiera przynajmniej 4

z wybranych 7 punktéw, to X zawiera
tez A lub B.

kK

Na ptlaszczyznie mamy 8 punktéw.
Zadne 3 nie sa wspétliniowe. Czy
mozna zawsze utworzy¢ dwa tréjkaty

o wierzchotkach wybranych sposréd
tych punktéw tak, by odcinek laczacy
pozostate dwa punkty przechodzil przez
ich wnetrza?

Twierdzenie 2 (Helly, 1913). Dana jest skoriczona rodzina T zbioréw
wypuklych w R™, przy czym |Z| > n. Jesli kazde n + 1 z nich ma niepuste
przeciecie, to przeciecie wszystkich elementow rodziny L jest niepuste.

Twierdzenie to ukazuje swoista sztywnos¢ zbioréw wypuktych. Jako ilustracje
tego pogladu proponujemy nastepujace zadanie.

Zadanie 2. Na plaszczyznie lezy n punktow Ay, Ag, As, ..., Ay, przy czym n > 3.
Dla kazdych trzech punktow z tego zbioru istnieje kolo o promieniu 1, ktore je
zawiera. Udowodnij, ze wszystkie te punkty lezg w pewnym kole o promieniu 1.

Rozwigzanie. Niech ki, ko, k3 beda kotami o srodkach w punktach A;, As, A3

i promieniach réwnych 1. Zgodnie z zalozeniem istnieje takie koto k£ o promieniu 1
i srodku a, ze Ay, Ay, A3 € k (réwnowaznie: a € ki N ko N k3 # ). Zatem rodzina
kot {ki}ie{lwg)ngn} o $rodkach w A; i promieniu 1 spelnia zalozenia twierdzenia
Helly’ego w przypadku dwuwymiarowym. Istotnie, jest to rodzina zbioréw
wypuklych, w ktorej kazde trzy elementy maja niepuste przeciecie. Istnieje wiec
punkt wspélny wszystkich kot z tej rodziny. Latwo zauwazy¢, ze jego odleglos¢ od
kazdego z punktow Aq, As, A3, ..., A, réwna jest co najwyzej 1.

Istnieja tez interesujace zadania dla tréjwymiarowej wersji twierdzenia Helly’ego.
Jako proste ¢wiczenie zostawiamy nastepujace.

Zadanie 3. W przestrzeni tréjwymiarowej dana jest pewna liczba (co najmniej 4)
polprzestrzeni (tréjwymiarowy analog pélprostej na prostej i pélplaszczyzny na
plaszczyZnie). Polprzestrzenie te wypelniajg w sumie calg przestrzen. Wykazad,
ze tak naprawde juz pewne cztery z nich wypetniajq calq przestrzen.

Kiedy juz poradzimy sobie z ta zagadka, czeka na nas nieoczekiwanie trudne
zadanie, zaproponowane niegdy$ na Miedzynarodowa Olimpiade Matematyczna.

Zadanie 4. Na sferze S o promieniu 1 (w R®) umieszczono pewnq krzywg
zamknietq v. Wiadomo, Ze kazde kolo wielkie tej sfery ma z tg krzywg niepuste
przeciecie. Wykazaé, Ze dlugosé v wynosi co najmniej 2.

Co w tym zadaniu robi tytulowe twierdzenie? Wskazowka: sprobowaé wykazac,
ze jesli cztery punkty nalezace do v leza w pewnej polsferze S’ sfery S, to cala
krzywa v lezy w S’. Pézniej jest juz ,z gorki”.

Twierdzenie Helly’ego byto pierwszym rezultatem tzw. dyskretnej geometrii
kombinatorycznej. Typowe zagadnienia tej dziedziny zwiazane sa, miedzy
innymi, z kolorowaniem obiektéw geometrycznych, z najlepszymi pokryciami,
upakowaniami lub wypelnieniami, z podzialami i rozktadami figur, z ich symetriami.
Choé¢ znakomita wigkszos¢ probleméw do niej nalezacych da sie wystowi¢ w sposéb
catkowicie elementarny, ich dowody nie zawsze naleza do latwych.

Na koniec kilka zdan o problemach otwartych. .. Geometria kombinatoryczna ma
wspolne korzenie z wieloma stynnymi problemami i wynikami, m.in. z drugim
problemem Hilberta, lematem Spernera, czy hipotezami Keplera oraz Borsuka.
Obok nich jest tez mnéstwo irytujaco prostych” probleméw otwartych —
ostatnie zadanie z zamieszczonych obok jest wlasnie jednym z nich. By¢ moze
ktoérys z Czytelnikéw znajdzie rozwiazanie?

Srednia odlegloéé¢ (r) planety od Stofica mozna obliczyé
np. jako $rednia (niech juz bedzie: arytmetyczna) wielu
pomiaréw r wykonanych w jednakowych odstepach
czasu t w ciagu pelnego obiegu planety. Ale mozna

tez usredni¢ pomiary r wykonane w jednakowych
odstepach kata v miedzy kierunkiem r a kierunkiem na
peryhelium (kat ten nazywa sie anomalia prawdziwa).
A jezeli obliczy¢ $rednia arytmetyczna po prostu
najmniejszej i najwiekszej odleglosci planety od Stonca,
to co wyjdzie? A ile wynosi $rednia geometryczna

tych dwu odlegtosci? A ich $rednia harmoniczna?
Okazuje sig, ze (prawie) wszystkie te srednie sa rézne.

5

Oto one (a oznacza wielka p6los elipsy, e jej mimosrdd):

()i =a(l+e/2), (r)y=aVl—e =b,

Tmin + Tmax

5 =a, /TminTmax = b,

-1
1 1 a P
+ =_(1-¢€*) =7,
(T'min 7‘111;))() 2 ( ) 2’

gdzie p to tzw. parametr elipsy. Mozna skonstruowaé
kat (zwany anomalia mimosrodowa), wzgledem ktérego
usrednione r wynosi a.

T. K.



Asterosejsmologia — sondowanie wnetrza gwiazd

Radostaw SMOLEC*

Wéréd gwiazd zmiennych szczegdlnie wazna role
odgrywaja gwiazdy zmienne pulsujace. Zmieniaja
one swoja jasnosé, a takze rozmiary i ksztalt,

w spos6b okresowy. Wiaze sie to z wystepowaniem
w zewnetrznych obszarach gwiazdy warstw czesciowej
jonizacji gazu. W pewnych warunkach destabilizuje
ona gwiazde, ktora kurczac sie¢ i rozszerzajac wokot
polozenia réwnowagi, zachowuje si¢ jak silnik
cieplny. W zmiennosci wielu gwiazd pulsujacych
mozna doszukac si¢ wielu okresowosci. Na rysunku 1
przedstawiamy tak zwane widmo czestotliwoéci dla
przyktadowej wielookresowej gwiazdy pulsujacej,

44 Tauri. Kazda kreska na diagramie odpowiada
zaobserwowanej czestotliwosei pulsacji (o pozioma),
a odpowiadajaca jej amplitude zmian jasnosci
mozemy odczytaé¢ na osi pionowej.

100 T T T T

A, [mmag]

6 8 10 12
f [eykle/dzien]

Rys. 1. Widmo czestotliwosci gwiazdy 44 Tauri.

Okazuje sie, iz na podstawie zaobserwowanych
czestotliwodci pulsacji mozemy dowiedzieé sie
naprawde duzo o gwiezdzie, w szczegolnosci

o warunkach panujacych w jej wnetrzu. Zajmuje sie
tym asterosejsmologia. Podobnie jak geosejsmologia
pozwala nam zajrze¢ do wnetrza Ziemi poprzez badanie
jej drgan, czy to wywotanych w sztuczny sposéb
(wybuchy), czy w naturalny (trzesienia ziemi), tak
asterosejsmologia pozwala nam zajrze¢ do wnetrza
gwiazd poprzez badanie ich drgan, czyli pulsacji. Aby
zrozumieé, jak dziala asterosejsmologia, zastanowmy
si¢ najpierw, czym sa pulsacje, i co tak naprawde
widzimy na rysunku 1.

Pulsacje (drgania) gwiazdy wygodnie jest
opisywaé jako dzwiekowe fale stojace, analogicznie
do dzwiekowych fal stojacych powstajacych

w detych instrumentach muzycznych, takich jak
flet. Za pomoca fletu nie uzyskamy dzwiekéw

o dowolnych czestosciach, lecz tylko o Scisle
okreslonych, odpowiadajacych czestosciom
wlasnym, charakterystycznym dla instrumentu.
Drgania powietrza w instrumencie oraz

ich czestodci mozemy opisa¢, podajac iloéé
weztow fali dzwickowej wewnatrz instrumentu.

*Centrum Astronomiczne im. Mikolaja Kopernika, Warszawa

6

Podobnie jest z gwiazdami. Tylko $cisle okreslone
drgania, tak zwane mody pulsacji, sa mozliwe. Poniewaz
drgania gazu tworzacego gwiazde odbywaja si¢ w trzech
wymiarach, wiec do ich opisu potrzebujemy az trzech
liczb catkowitych, n, [ i m. Liczba n to radialny rzad
modu. Méwi nam ona, ile powierzchni weztowych
znajduje sie we wnetrzu gwiazdy. Powierzchnie te

nie biora udzialu w ruchu, oddzielajac warstwy,

w ktorych gaz porusza sie w przeciwnych kierunkach.
Liczba [ méwi o ilosci linii wezlowych na powierzchni
gwiazdy, |m| za$ méwi, ile z tych linii przechodzi przez
bieguny gwiazdy. Linie weztowe dziela powierzchnie
gwiazdy na obszary, w ktérych warunki fizyczne
zmieniaja si¢ w wyniku pulsacji, ale w przeciwnych
fazach. Tak wiec, gdy w jednym z obszaréw jasnosé
wzrasta, w obszarze sasiadujacym — maleje. Znaczenie
liczb [ i m obrazuje rysunek 2, na ktéorym przerywane

l=1,m=0

Rys. 2. Ilustracja modéw nieradialnych.

linie to linie weztowe. Liczba m nie jest dowolna,

lecz moze przyjmowaé wartosci od —I do . Mody

o takich samych wartosciach n oraz [, ale o réznych m,
tworza tak zwane multiplety, wazne w badaniu rotacji
gwiazd, o czym za chwile. Najprostszym rodzajem
pulsacji sa pulsacje radialne. Gwiazda kurczy sie

i rozszerza, nie zmieniajac swojego ksztaltu. Dla pulsacji
radialnych mamy | = m = 0. Pulsacje nieradialne
zwigzane sg ze zmianami ksztaltu gwiazdy. Dla
nieradialnych modéw pulsacji mamy [ > 0. Kazdej
tréjce n, | i m odpowiada okreslona czestotliwosé
drgan gwiazdy, przy czym réznym trojkom w ogdlnosci
rozne czestotliwodci. Pulsacje gwiazd obserwujemy
zaréwno spektroskopowo, jak i fotometrycznie.
Spektroskopowo obserwujemy przesuwanie sie linii
widmowych, co odpowiada zmianom predkosci
powierzchni gwiazdy, a takze obserwujemy zmiany
profili linii widmowych, charakterystyczne dla

danego modu pulsacji. Fotometrycznie obserwujemy
zmieniajaca sie jasnosé¢ gwiazdy. O amplitudzie

zmian jasno$ci zwiazanej z danym modem pulsacji
decyduja skomplikowane i nie do konca zbadane
jeszcze procesy. Nie wszystkie mody pulsacji moga

by¢ obserwowane. Czesci nie obserwujemy, gdyz nie sa
one wzbudzane w danej gwiezdzie, innych mozemy

nie dostrzega¢ z uwagi na zbyt mala amplitude

zmian. Gwiazdy pulsujace radialnie, takie jak cefeidy,
moga zmienia¢ swoja jasno$¢ na poziomie magnitud,

N\
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natomiast w przypadku gwiazd ciaggu gléwnego
spodziewamy sie znacznie mniejszych amplitud

zmian jasno$ci. Satelity, takie jak Corot czy wlasnie
wystrzelony Kepler, pozwalaja na obserwacje

z dokladno$cig ponizej milimagnitud. Pozwala to na
odkrywanie coraz to nowych modéw pulsacji, ktérych
nie widzieliSmy w obserwacjach prowadzonych z Ziemi.
Problemem jest obserwacja zmian jasnosci w przypadku
modéw o duzym [. Wéwcezas na tarczy gwiazdy

mamy wiele sasiadujacych obszaréw jasniejszych oraz
ciemniejszych. Obserwujac cala gwiazde, mamy wiec
do czynienia z efektem usrednienia zmian jasnosci.

Na rysunku 1 widzimy czestotliwosci i amplitudy
odpowiadajace réznym wzbudzonym modom pulsacji
obserwowanym u 44 Tauri. Dla badania struktury
gwiazdy najistotniejsze sa wartosci obserwowanych
czestotliwodci.

Co wplywa na czestotliwos¢ danego modu pulsacji?
Dzwiekowa fala stojaca, odpowiadajaca danemu
modowi, powstaje dzieki zjawisku konstruktywnej
interferencji. Fala rozchodzaca sie z jakiego$ punktu
wewnatrz gwiazdy ulega odbiciu od powierzchni
granicznych (na przyklad od powierzchni gwiazdy)

i wraca z powrotem. Fale biegnace w przeciwnych
kierunkach dodaja si¢ i moga ulec wzmocnieniu

lub wygaszeniu. Aby w wyniku kolejnych odbié

fala nie wygasta, na drodze pomiedzy punktem
poczatkowym, granicznym i z powrotem do punktu
poczatkowego, musi zmiescié¢ sie¢ catkowita liczba
dhugoéci fali. To rozwazanie prowadzi nas do wniosku,
iz czestotliwos¢ fali zalezy od predkosci dzwieku
wzdtuz trajektorii jej przebiegu. Predkos¢ rozchodzenia
sie fali dzwiekowej w osrodku gazowym zalezy

przede wszystkim od temperatury i rodzaju gazu.
Warunki panujace we wnetrzu gwiazdy silnie zaleza od
odlegtosci od jej powierzchni. Zmienia sie temperatura,
gestosé, stan jonizacji i sktad gazu. Zatem w réznych
warstwach gwiazdy predko$é¢ dzwigku jest rézna,
generalnie rosnac w glab gwiazdy. Prowadzi to do
wystepowania bardzo waznego efektu. Trajektoria

fali dzwiekowej rozchodzacej sie w gwiezdzie nie jest
linig prosta, lecz ulega zaginaniu. Odpowiada to
zjawisku zalamania promieni §wietlnych, znanemu

z optyki. Promien $wiatlta ulega zalamaniu na granicy
osrodkéw, w ktorych swiatto rozchodzi sie z rézna
predkoscia. Jak méwi prawo Snella, kat zalamania
zalezy od kata padania oraz stosunku predkosci
rozchodzenia si¢ fali w oérodkach. Fala padajaca
prostopadle na granice oé$rodkéw nie ulega zatamaniu.
Analogicznie, w przypadku pulsacji radialnych (I = 0)
trajektoria fali dzwigkowej nie ulega zagigciu. Ale fale
majace skladowa horyzontalna, a wiec odpowiadajace
nieradialnym modom pulsacji, ulegaja zagieciu,
zaleznemu od wartosci liczby [. Hlustruje to rysunek 3.
Widzimy, ze w przypadku duzych [ fala moze zawrdcié
w kierunku powierzchni gwiazdy juz ptytko pod

jej powierzchnia. Méwimy, ze rézne mody pulsacji
réznie odczuwaja (sonduja) wnetrze gwiazdy. Zatem
o czestotliwosci modu o wysokim [ decyduje struktura
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Rys. 3. Rozchodzenie si¢ modéw o réznych | wewnatrz gwiazdy.

tylko zewnetrznych warstw gwiazdy, natomiast
w przypadku modéw o niskim [ istotna jest takze
budowa glebszych warstw.

Asterosejsmologia pozwala takze na badanie

rotacji gwiazdy. Tu niezwykle istotne sa mody
nieradialne, tworzace multiplety. Dla gwiazdy
sferycznej i nierotujacej czestotliwosci modow
wchodzacych w sktad multipletu sa takie same.

Gdy gwiazda obraca sie jednostajnie, czestotliwosci
modéw ulegaja rozszczepieniu. Roznica czestotliwosci
modéw wechodzacych w sktad multipletu jest
proporcjonalna do czestotliwodci rotacji gwiazdy.
Zatem na podstawie odstepu pomiedzy kolejnymi
czestotliwosciami multipletu mozemy wnioskowaé

o rotacji gwiazdy. Jedli gwiazda rotuje szybciej

w warstwach wewnetrznych niz w warstwach
powierzchniowych, wywnioskujemy to na podstawie
obserwacji odstepu w multipletach o réznych [.

Im nizsze [, tym bardziej odstep jest czuly na rotacje
w wewnetrznych warstwach gwiazdy.

A jak w praktyce wyglada badanie struktury
gwiazdy? Po pierwsze, musimy zaobserwowaé
pulsacje gwiazdy i zidentyfikowa¢ obserwowane

mody pulsacji. Pomocne sg tu obserwacje zmiennosci
gwiazdy w réznych zakresach dlugosci fal, a takze
spektroskopowe obserwacje predkosci rozszerzania

i kurczenia sie gwiazdy. Na rysunku 1 podpisane

sa wartosci [ i m dla modow, ktére udato sie
zidentyfikowaé. Nastepnie specjalnymi programami
komputerowymi konstruujemy model gwiazdy,
zakladajac poczatkowe wartosci parametréw

modelu, takich jak masa gwiazdy, jej jasno$c,
temperatura i sktad chemiczny. Jedli w widmie
czestotliwosci obserwujemy multiplety, mozemy
rowniez poczynié zalozenia dotyczace rotacji gwiazdy.
W rezultacie otrzymujemy czestotliwosci odpowiadajace
réoznym modom, ktére najpewniej réznia sie od
obserwowanych. Oznacza to, iz profil predkosci
dzwieku w naszym poczatkowym modelu nie zgadza
si¢ z rzeczywistym profilem w gwiezdzie. Poprawiamy
wiec parametry naszego modelu tak, aby uzyska¢

jak najlepsza zgodnoéé czestotliwosci wyliczonych

z obserwowanymi. Oczywiscie, im wiecej modéw pulsacji
obserwujemy, tym wiecej mozemy dowiedzie¢ sie

o gwiezdzie.



Mota delld

Rozety

Jednym z najbardziej charakterystycznych elementéw architektury
sredniowiecznej, zwlaszcza gotyckiej, sa rozety. Sa to okragle okna z delikatna
konstrukcja kamienna, ktorych puste przestrzenie sg najczesciej wypelnione
witrazami. Pierwsze rozety pojawiaja sie juz w kosciolach romanskich;
zamiast witrazami sg wypelnione cienkimi ptytkami kamiennymi,
przepuszczajacymi swiatlto. Nas nie bedzie interesowaé sposéb wypelnienia
tych pustych przestrzeni, ale geometryczny wzér konstrukeji kamiennej,
dzielacej rozete na czesci. Na rysunku 1 widzimy jedna z najprostszych rozet
romanskich, wzorowana na rozecie z prowansalskiego opactwa Silvacane.
Na rysunku 2 widzimy, w jaki sposéb ta rozeta powstata. Dostrzegamy
znajome elementy: ciagi kolejno stycznych zewnetrznie okregdéw, stycznych
wewnetrznie do duzego okregu. Dostrzegamy réwniez podobny element:
cigg takich okregdéw stycznych zewnetrznie do mniejszego okregu. Takie
ciggi kolejno stycznych okregéw byly podstawowym elementem konstrukeji
wielolisci. W jednym z poprzednich artykuléw omoéwilismy trzy rodzaje
wielolisci i obliczyliSmy dtugosci promieni tych okregéw oraz odlegtosci
srodkéw tych promieni od érodka najwiekszego okregu. W tym artykule
zobaczymy, jak w ogdlnym przypadku mozna skonstruowaé te okregi.

Rys. 1 Rys. 2 Rys. 3

Zaczynamy od podziatu kota na réwne wycinki. Konce promieni
tworzacych te wycinki sa wierzchotkami wielokata foremnego wpisanego
w okrag (zob. rysunek 3). W tym momencie powstaje problem, w jaki

spos6b mozemy skonstruowaé wielokat foremny wpisany w okrag.

Od starozytnosci znane sa konstrukcje niektorych wielokatéw foremnych:
tréjkata, kwadratu, pieciokata, szesciokata, oSmiokata, dziesieciokata

i wielu innych. Dzisiaj wiemy réwniez, ze niektore wielokaty foremne

(np. siedmiokat czy dziewieciokat) nie sa konstruowalne za pomoca cyrkla
i linijki; znane sa natomiast konstrukcje przyblizone. Nie bedziemy w tym
artykule zajmowaé sie dokladniej kwestia podzialu kota na réwne czedci.

Takie podzialy wykonywano cyrklem i linijka, metodami przyblizonymi
Rys. 4 Rys. 5 lub tez metoda préb i btedow, osiagajac zadowalajaca doktadnosé.
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Rys. 6

Rys. 7

Rys. 8

Rys. 9 Rys. 10

Nas bedzie interesowaé skonstruowanie okregu wpisanego w wycinek

i dopisanego do wycinka. Okregiem wpisanym w wycinek kota nazywamy
okrag styczny do trzech linii ograniczajacych wycinek: obu promieni

i tuku tworzacego ten wycinek (zob. rysunek 4). Okregiem dopisanym do
wycinka kota nazywamy okrag styczny do tuku tworzacego ten wycinek

i przedluzen obu promieni (zob. rysunek 5).

Zajmiemy sie najpierw okregiem wpisanym w wycinek kota. Przypusémy,
ze taki okrag jest juz skonstruowany. Jest on styczny do tuku KL

oraz do promieni OK i OL (zob. rysunek 6). Ze wzgledu na symetrie
okrag wpisany jest styczny do tuku KL w jego $srodku A; srodek

okregu wpisanego lezy przy tym na promieniu O A. Niech punkty

C' i D beda punktami stycznosci okregu wpisanego z promieniami
duzego okregu. PoprowadZzmy wspdlng styczng do obu okregéw w ich
punkcie stycznoéci A i niech B bedzie punktem przeciecia tej stycznej

z prosta OC. Zauwazmy, ze $rodek P okregu wpisanego lezy na
dwusiecznej kata ABC. Widzimy zatem spos6b konstrukcji punktu P:

1. prowadzimy dwusieczng kata tworzacego wycinek,
2. punkt przeciecia tej dwusiecznej z tukiem ograniczajacym wycinek
oznaczamy literg A,

. przez punkt A prowadzimy prosta prostopadla do dwusiecznej OA,

4. literg B oznaczamy punkt przeciecia tej prostopadlej z przedtuzeniem
promienia tworzacego wycinek,

5. prowadzimy dwusieczng kata ABO,

6. literg P oznaczamy punkt przeciecia dwusiecznej kata ABO
z promieniem OA,

7. rysujemy okrag o srodku w punkcie P i promieniu PA; punktami
stycznosci C'i D narysowanego okregu wpisanego z promieniami
tworzacymi wycinek sa rzuty punktu P na te promienie.

w

Konstrukcja okregu dopisanego do wycinka jest bardzo podobna (zob.
rysunek 7). Przypu$émy, ze dany jest juz okrag dopisany styczny do
przedtuzen promieni w punktach G i H oraz do tuku M N w punkcie F.
Znéw ze wzgledu na symetrie punkt E jest sSrodkiem tuku M N. Zauwazmy
nastepnie, ze $rodek okregu dopisanego jest punktem przeciecia polprostej
OF 7z dwusieczna kata FF'G, ktérg mozemy tatwo skonstruowaé. Obie
konstrukcje zostaly pokazane na rysunku 8. Linia pogrubiona zostaty
zaznaczone tuki okregdéw zewnetrznego i wewnetrznego, tuki okregow
wpisanego i dopisanego bedace fragmentami rozety z Silvacane i taczace
je odcinki promieni. Nalezy tu jeszcze dodaé, ze wielko$é najmniejszego
okregu byla dobierana dowolnie przez artyste tworzacego rozete, zgodnie
7 jego wyczuciem estetycznym.

Za pomocg opisanych wyzej konstrukeji mozna utworzy¢ wiele roznych
rozet. Pozostawimy Czytelnikowi jako ¢wiczenie skonstruowanie dwéch
pieknych rozet. Pierwsza z nich pochodzi z kosciota St-Jean-de-Malte

w Aix-en-Provence w potudniowej Francji (rysunek 9), druga z katedry

w Troia w poludniowych Wloszech (rysunek 10). Ta druga rozeta jest
szczegdlnie interesujaca z tego powodu, ze wystepuje w niej niezwykle
rzadko spotykany podzial kota na 11 wycinkéw. Poniewaz jedenastokat
foremny nie moze by¢ skonstruowany za pomocg cyrkla i linijki, wiec

od Czytelnika oczekujemy konstrukcji przyblizonej podziatu okregu na

11 réwnych czesci (np. metoda préb i btedéw) i nastepnie skonstruowania
widocznych 11 tukéw. W tej rozecie zwroémy takze uwage na ostrotuki
powstajace z przeciecia tukdéw okregdéw. Ostrotuki wystepujace w rozetach
beda tematem nastepnego artykutu.

Maltqg Delte przygotowal Wojciech GUZICKI



Kosmiczna linijka

6. Mglawica Krab: pozostalo$é po supernowej; odlegto$é 2 kpc (4 kpc na linijce)

Charakterystyczng jasna mglawice z ,odnézami”,
przypominajaca ksztaltem stawonoga, mozna zaobserwowac na
pénocnym niebie, majac do dyspozycji juz niewielki teleskop.
Mgtawica Krab znajduje si¢ w gwiazdozbiorze Byka i jest
pozostatoscia po historycznej supernowej, ktéra w 1054 roku
zaobserwowali astronomowie w Chinach. Jak podaja ich
notatki, nowa, bardzo jasna gwiazda go$cita na dziennym niebie
przez 3 tygodnie, a na nocnym byta widoczna przez prawie

2 lata. Przy tak znacznej odlegtosci do obiektu (ocenionej
przez Virgini¢ Trimble w latach 60. XX wieku na 2 kiloparseki)
$wiadczy to o ogromnej sile wybuchu, jaki musiat towarzyszy¢
pojawieniu sie tej tajemniczej gwiazdy. Mglawica pozostata
po supernowej zostata zaobserwowana w roku 1731 przez
angielskiego astronoma Johna Bevisa, a w 1758 roku Charles
Messier umiescit ja w swoim stynnym katalogu mgtawic jako
obiekt z numerem 1. Sama nazwa Krab zostata zaproponowana
okoto roku 1850 przez mitosnika-obserwatora, hrabiego
Williama Parsonsa, natomiast zwiazek mgtawicy z historyczna
supernowg z 1054 roku zostat definitywnie potwierdzony
dzigki badaniom predkosci ekspansji mgtawicy, opublikowanym
w roku 1942 przez Duyvendaka oraz Mayalla i Oorta.

Zjawisko supernowej to naturalny etap ewolucji masywnej
gwiazdy — masywniejszej od Stonca — ktéra wyczerpata paliwo
termojadrowe w swoim wnetrzu. Gwiazda zapada sie wtedy pod
wplywem wlasnej grawitacji, tworzac gwiazde neutronowa, tak
jak w Krabie, lub czarng dziure, rozpylajac przy okazji wokot
siebie czesé otoczki, stanowiacej pdzniej mglawice.

Obecnie Krab jest jednym z najczesciej obserwowanych
obiektéw poza Ukladem Stonecznym, a zainteresowanie
nim jest olbrzymie wsréd przedstawicieli niemal kazdej
galezi astrofizyki, poniewaz obiekt ten swieci w szerokim
zakresie czgstosci — od promieniowania radiowego do
promieniowania gamma. Obrazy uzyskane w dziedzinie
optycznej przez Teleskop Hubble’a pokazuja owalny
ksztalt, z charakterystycznymi wtéknistymi strukturami,

rozchodzacymi sie promieniscie od centrum. Mapy
rentgenowskie z satelity Chandra uwidocznily obecnosé
$wiecacego torusa, symetrycznego wzgledem osi mgtawicy,
oraz dzetéw wyrzucanych wzdtuz tej osi. W centrum
znajduje sie pulsar milisekundowy, czyli gwiazda neutronowa
dzialajaca jak latarnia morska, ale obracajaca si¢

z okresem okoto 33 ms! Emituje on promieniowanie

radiowe, zarejestrowane m.in. przez interferometr VLA,

a takze promieniowanie optyczne, rentgenowskie i gamma.
W podczerwieni Kraba obserwowal satelita Spitzer.

Okres obrotu pulsara wydtuza sie¢ w ciagu sekundy
04,2107 s, poniewaz energia rotacji jest wyswiecana

w postaci promieniowania. Przy zalozeniu typowej masy
gwiazdy neutronowej réwnej 1,4 masy Stonca i jej promienia
10 km, mozna obliczy¢é moment bezwladno$ci, a nastepnie to,
jaki byt okres obrotu pulsara w chwili jego powstania i ile energii
wyswiecil on podczas swojego zycia. Energia ta jest olbrzymia
i tylko cze$¢ z niej jest emitowana w postaci pulsow, natomiast
wigkszo$¢ unosi promieniowanie dipolowe oraz wiatr pulsarowy,
poruszajacy sie z predkosciami bliskimi predkosci swiatla.

Ultrarelatywistyczny wiatr pulsarowy oddziatuje z materia
otoczki gwiazdy, wyrzucona podczas wybuchu supernowej.
Na styku tych dwéch obszaréw gazu o réznych predkosciach

i gestosciach tworzg si¢ fale uderzeniowe i niestabilnosci
hydromagnetyczne, ktére powoduja powstawanie
charakterystycznych odnézy. Na podstawie badan ksztaltu tych
odnézy i studiujac wlasciwosci gazu wokoét nich, astronomowie
stwierdzili, ze Krab nie jest symetryczny. Gestosé gazu po
stronie péinocno-zachodniej jest mniejsza niz po stronie
poludniowo-wschodniej. Dzieje sie tak w wyniku ruchu pulsara
w przestrzeni — pedzi on z predkoscia okoto 160 km/s. Predkosé
ta zostala nadana prawdopodobnie w wyniku ,kopniaka”,
jaki dostala nowo narodzona gwiazda neutronowa podczas
niesymetrycznego wybuchu supernowe;j.

Bozena CZERNY, Agnieszka JANIUK

Konkurs zadan astronomicznych

Na rozwigzania zadan A 111 A 12
czekamy do 1 lipca 2009 r.
(decyduje data stempla pocztowego)
pod adresem:

Centrum Astronomiczne

A 11. Berster rentgenowski to $wiecaca w zakresie promieniowania rentgenowskiego
gwiazda neutronowa. Na jej powierzchni zachodza czasami wybuchy termojadrowe. Wtedy
gwiazda jasnieje tak bardzo, ze sita zwigzana z ci$nieniem wydzielanego promieniowania
jest tak duza, iz staje si¢ poréwnywalna z przyciaganiem grawitacyjnym warstw
powierzchniowych. Oszacowaé odleglosé, w jakiej znajduje sie berster rentgenowski,

im. Mikotaja Kopernika
ul. Bartycka 18
00-716 Warszawa

z dopiskiem na kopercie
»2Konkurs Delty”.

Rozwigzania zadan z numeru 4/2009

A 7. Odlegtosé Ziemi od Stonica r to czas podany w zadaniu
razy predkosé éwiatta, czyli r = 1,5 - 10** m (jednostka
astronomiczna). Promieniowanie emitowane z powierzchni
Stonca przechodzi przez sfere o takim wlasnie promieniu,
czyli moc Stofica to L = 4nr?S, gdzie S oznacza stala
stoneczng. Wynik wynosi L = 3,84 - 10%¢ W.

jezeli jego jasno$é obserwowana jest réwna 10™° erg/s/cm?. Przyjaé, ze masa gwiazdy
neutronowej to 1,4 masy Stonica, jej promieni to 10 km, a sita ci$nienia promieniowania jest
dana wzorem P = F' - o /c, gdzie F' jest strumieniem promieniowania gwiazdy na jednostke
powierzchni, ¢ predkoscig $wiatta, a o = 1072* cm? przekrojem czynnym na oddziatywanie
fotonéw z atomami atmosfery gwiazdy. [2 pkt]

A 12. Zrédlo rentgenowskie SS 433 sklada sie z gwiazdy neutronowej o masie 1,4 masy
Stonca oraz gwiazdy towarzyszacej, o masie 20 mas Stonca. Jaka jest odlegtosé
sktadnikéw ukltadu podwéjnego, jesli okres orbitalny wynosi 7' = 13,1 dni? [1 pkt]

A 8. Na orbicie parabolicznej catkowita energia komety
wynosi zero, czyli mv?/2 — GMm/r = 0, gdzie G oznacza
stata grawitacji, M mase Stonica, a m mase komety. Zatem

w pierwszym przypadku, gdy r jest jednostka astronomiczna,
dostajemy v = 42 km/s (jest to predkos¢ ucieczki z orbity
ziemskiej), w drugim za$, gdy r jest promieniem Storica, mamy
v = 620 km/s (i jest to predkosé ucieczki z powierzchni Stonica).
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Olimpiada

LVIII Olimpiada Fizyczna, 2008 /2009

Do finatu tegorocznej Olimpiady Fizycznej
zakwalifikowalo sie¢ 66 os6b. W przeciwienstwie do
poprzedniej olimpiady uczniowie reprezentowali wiele
miejscowosci. Pochodzili az z 44 réznych szkét. Tylko
trzy szkoty mogly pochwali¢ si¢ wigcej niz jednym
laureatem i tylko dziewig¢ wiecej niz jednym finalista.
W tym roku najskuteczniejszymi reprezentantami
swoich szkél byli uczniowie z Galcezynskiego z Olsztyna.
Obaj zostali laureatami. Wyjatkowo bezapelacyjne
bylo w tym roku podium. Najlepsza tréjka zdobyla

o ponad jedng czwarta punktow wiecej od zdobywcy
czwartego miejsca. Niestety, sporej grupie finalistow
zabraklo tylko kilku punktéw do tytutu laureata. Wérod
zadan finalowych w zasadzie nie bylo takiego, ktére
sprawitoby wyraznie wigksza trudnosé niz pozostale,

cho¢ nikt nie zblizyl sie do oceny maksymalnej

w przypadku zadania do$wiadczalnego, a najwyzsza
liczba punktéw za eksperyment nie przypadta

w udziale najlepszej trojce koncowej klasyfikacji.
Jeden z uczestnikéw wiasnie dzigki bardzo

dobremu wynikowi za do$wiadczenie wdart sie

do grona laureatow.

Tresci zadan II etapu oraz finalu powinny by¢é juz
dostepne na stronie Komitetu Gléwnego Olimpiady
Fizycznej http://info.ifpan.edu.pl/kgof

Dla os6b pragnacych wzia¢ udzial w nastepne;j
edycji przydatna moze okazaé sie wyszukiwarka
zadan dostepna na stronie Oddzialu Szczecinskiego:
http://www.of.szc.pl/

Laureaci w kolejnosci zajetych miejsc

1. Adam Wyrzykowski
V LO im. Augusta Witkowskiego w Krakowie
nauczyciel: dr Dagmara Sokolowska

2. Piotr Tomasz Godlewski
VI LO im. Jana Kochanowskiego w Radomiu
nauczyciel: mgr Marek Golka

3. Mateusz Henryk Jonczyk
I LO im. Jana Kasprowicza w Raciborzu
nauczyciel: mgr Janusz Sobczak

4. Dominik Jan Gronkiewicz
IIT LO im. Adama Mickiewicza we Wroctawiu
nauczyciel: mgr Pawel Zigba

5. Piotr Jan Waluk
XIV LO im. Stanistawa Staszica w Warszawie
nauczyciel: dr Elzbieta Zawistowska

6. Marcin Osowski

IT LO im. Konstantego Ildefonsa Galczynskiego
w Olsztynie

nauczyciel: mgr Daniel Pawlikowski

7. Jacek Adam Musial
V LO im. Augusta Witkowskiego w Krakowie
nauczyciel: dr Jerzy Mucha
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8. Michal Zasadzinski

IT LO im. Konstantego Ildefonsa Galczynskiego
w Olsztynie

nauczyciel: mgr Daniel Pawlikowski

9. Krzysztof Andrzej Biedron
V LO im. Augusta Witkowskiego w Krakowie
nauczyciel: dr Jerzy Mucha

10. Wojciech Jézef Bizon
LO im. Marii Sktodowskiej-Curie w Andrychowie
nauczyciel: mgr Piotr Toma

10. Kamil Serafin
LO im. Komisji Edukacji Narodowej w Stalowej Woli
nauczyciel: mgr Stanistaw Szymonik

12. Michal Jan Miskiewicz
XIV LO im. Stanistawa Staszica w Warszawie
nauczyciel: dr Elzbieta Zawistowska

13. Tomasz Henryk Smotka
VIII LO im. Marii Sktodowskiej-Curie w Katowicach
nauczyciel: mgr Bogustaw Lanuszny

14. Jakub Irzyk
I LO im. Mikolaja Kopernika w Krosnie
nauczyciel: mgr Grzegorz Depczynski
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OLIMPIADA
INFORMATYCZNA

XVI Olimpiada Informatyczna

W dniach od 31 marca do 4 kwietnia 2009 r. w Tréjmiescie odbyly sie zawody
IIT stopnia XVI Olimpiady Informatycznej. W finale wzieto udzial wyjatkowo
duzo, gdyz az 81 zawodnikéw, ktérzy w ciagu dwoch dni mieli do rozwiazania
w sumie pie¢ zadan programistycznych. Tegoroczny final okazal sie bardzo
trudny; jedno z zadan — Slowa — w satysfakcjonujacy sposéb rozwiazal

tylko zwyciezca, natomiast zadania Kod nie udato si¢ rozwiazaé¢ zadnemu
zawodnikowi. Zapewne m.in. dlatego walka o miejsca w czotéwce bylta jeszcze
bardziej wyréwnana niz zazwyczaj.

Komitet Gléwny przyznal 24 tytuly laureata oraz 11 wyréznien. Oto nagrodzeni
zawodnicy (w nawiasach liczba zdobytych punktéw na 500 mozliwych, szkola

oraz opiekun naukowy):

Laureaci I miejsca

1. Tomasz Kociumaka (345, V Liceum
Ogolnoksztalcace, Gliwice, opiekun naukowy:
Jarostaw Blasiok)

2. Jakub Pachocki (333, IIT LO im. Marynarki
Wojennej RP, Gdynia, o.: Ryszard Szubartowski)

Laureaci II miejsca

3. Jarostaw Blasiok (300, VIII LO im. Marii
Sklodowskiej, Katowice, o.: Krzysztof Blasiok)

4.-5. Adam Karczmarz (290, LO im. KEN,
Stalowa Wola)

Jakub O¢wieja (290, V Liceum Ogodlnoksztalcace,
Bielsko-Biala, o.: Wlodzimierz Raczek)

6. Adrian Jaskotka (269, I LO im. Adama
Mickiewicza, Bialystok, o.: Ireneusz Bujnowski)

7. Jakub Adamek (251, V LO im. Augusta
Witkowskiego, Krakéw, o.: Andrzej Dyrek,
Pawel Walter)

8. Michal Makarewicz (240, I LO im. Adama
Mickiewicza, Bialystok, o.: Ireneusz Bujnowski)

9.-10. Wiktor Janas (220, XIV LO im. Polonii
Belgijskiej, Wroctaw, o.: Wiadystaw Kwasnicki)

Tomasz Kleczek (220, V LO im. Augusta
Witkowskiego, Krakéw, o.: Andrzej Dyrek)

Laureaci III miejsca

11.-12. Stawomir Fra$ (200, I LO im. K. Miarki,
Zory, o.: Adam Herman)

Pawel Wanat (200, V LO im. Augusta Witkowskiego,
Krakéw, o.: Andrzej Dyrek, Pawel Walter)

13. Anna Piekarska (199, XIV LO im. Polonii
Belgijskiej, Wroctaw, o.: Rafal Nowak)

14. Marcin Wrochna (195, XIV LO im. Stanislawa
Staszica, Warszawa, o.: Joanna Smigielska)

15.-16. Michal Bejda (181, V LO im. Augusta
Witkowskiego, Krakéw, o.: Lech Duraj, Andrzej Dyrek,
Pawel Walter)

Dawid Dabrowski (181, III LO im. Marynarki
Wojennej RP, Gdynia, o.: Ryszard Szubartowski)

17. Karol Pokorski (179, III LO im. Marynarki
Wojennej RP, Gdynia, o.: Ryszard Szubartowski)

18. Adam Polak (168, V LO im. Augusta
Witkowskiego, Krakéw, o.: Lech Duraj, Andrzej Dyrek,
Pawel Walter)

19. Grzegorz Prusak (158, II Liceum
Ogdlnoksztalcace, Poznan)

20. Krzysztof Opolski (151, III LO im. Marii
Dabrowskiej, Plock, o.: Irena Brzozowska)

21.—22. Igor Adamski (150, V LO im. Augusta
Witkowskiego, Krakéw, o.: Lech Duraj, Andrzej Dyrek)

Artur Kraska (150, ZS Ogélnoksztalcacych nr 1,
Bydgoszcz, o.: Mariusz Blank)

23. Piotr Szefler (149, Gimnazjum i Liceum
Akademickie, Torun, o.: Jadwiga Roguska)

24. Robert Kozikowski (147, I LO im. Adama
Mickiewicza, Bialystok, o.: Ireneusz Bujnowski)
FinaliSci z wyrdznieniem

Marcin Smulewicz (Zesp6t Szko6t Integracyjnych,
Skierniewice), Grzegorz Guspiel (V LO im. Augusta
Witkowskiego, Krakéw), Krzysztof Kral

(XIV LO im. Polonii Belgijskiej, Wroctaw),

Daniel Malinowski (VIII LO im. Marii Sklodowskiej,
Katowice), Piotr Godlewski (VI LO im. Jana
Kochanowskiego, Radom), fukasz Jocz (ILO im. Adama
Mickiewicza, Bialystok), Janusz Kudetka (VI LO
im. J. i J. Sniadeckich, Bydgoszcz), Jacek Szmigiel
(V LO im. Augusta Witkowskiego, Krakow),

Adam Btaszkiewicz (XV Liceum Ogolnoksztalcace,
Wroctaw), Piotr Suwara (XIV LO im. Stanistawa
Staszica, Warszawa), Mateusz Litwin (III LO

im. Marynarki Wojennej RP, Gdynia).

Zadania oraz inne informacje mozna znalezé pod adresem http://www.oi.edu.pl, natomiast na stronie http://www.oi.edu.pl/oig
mozna znalezé wyniki finatu IIT Olimpiady Informatycznej Gimnazjalistéw.
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LII Olimpiada Astronomiczna

Dane do zadan oraz tabele i mapki: www.planetarium.edu.pl

Zadania zawodow III stopnia

1. Wymien i uzasadnij warunki, jakie powinny by¢
spelnione, aby dla obserwatora ziemskiego szerokosé
ekliptyczna Wenus podczas jej maksymalnej elongacji byta
mozliwie najwigksza.

2. Opisz najkorzystniejsze warunki, w jakich okres od pelni
do pelni Ksiezyca trwa: a) najkrécej, b) najdtuzej. Oszacuj
czas trwania tego okresu w obu sytuacjach, zaktadajac
wspblplaszczyznowoséé orbit Ziemi i Ksiezyca.

3. Zataczona tabela (tab. I) zawiera wspo6lrzedne réwnikowe
Stonca oraz trzech planet Ukladu Stonecznego.

1) Przeanalizuj dane zawarte w tabeli i podaj nazwy planet,
ktorych wspoétrzedne réwnikowe zawierajg kolumny A, B
oraz C.

2) Nazwij i okresl, miedzy ktérymi kolejnymi datami
wymienionymi w tabeli przypadaja typowe dla
obserwatora ziemskiego konfiguracje planet.

3) Wykonaj rysunek z przyblizonymi potozeniami
rozpatrywanych planet wzgledem Stonca i Ziemi na dzien
6 marca 2009 r. Na rysunku zaznacz kierunek do punktu
réwnonocy wiosennej.

4.A. Aparatura planetarium odtworzy wyglad nocnego
nieba, przy czym warunki obserwacji beda odpowiadaly
prawie 40-procentowemu zachmurzeniu. Po zapoznaniu sie
z widocznymi uktadami gwiazd wypelnij zalaczone tabelki
(Tab. II, Tab. III).

4.B. Na planetaryjnym niebie widoczne sa dwie planety.
Aparatura odtworzy zmiany ich polozen na tle gwiazd

w ciagu okoto 10 miesiecy. Zalgczone mapki obejmuja,
odpowiednie fragmenty sfery niebieskiej o wymiarach

24° x 32°. Po przeprowadzeniu identyfikacji, na kazdej
mapce wkresl zaobserwowany ksztalt drogi zakreslonej przez
planete. Kazda mapke opisz podajac:

a) nazwe planety,

b) nazwe gwiazdozbioru (lub gwiazdozbioréw), w ktérych
byta ona obserwowana,

¢) dlugosé drogi w ruchu wstecznym, wyrazona w stopniach.

5. O gwiezdzie fizycznie podwdjnej wiadomo, ze okres obiegu
P = 5,44 roku, mimosrod orbity e = 0,387, a masy sktadnikéw
wynoszg odpowiednio: M = 7,2-10% kg im = 2,3-10%° kg.
Oblicz odlegtosé ro miedzy sktadnikami, dla ktérej chwilowa
warto$é predkosci katowej jest réwna sredniej predkosci
katowej, tzn. wyznacz takie ro, dla ktérego w(rg) = 2w/ P.

W rozwigzaniu przyjmij, ze masa Sloica ms = 2,0 - 10°° kg.

6. Zachowanie fotometryczne obiektéw astronomicznych

w ekspandujacym Wszechswiecie odbiega od standardowych
zaleznosci, do ktorych jestesmy przyzwyczajeni w przypadku
statycznym w przestrzeni euklidesowej. Z poktadu
sztucznego satelity Ziemi zaobserwowano obiekt swiecacy
jak ciato doskonale czarne, w ktérego widmie stwierdzono
kosmologiczne przesuniecie z = 0,5. W wyniku pomiardw
strumieni promieniowania tego obiektu w dwoéch dlugosciach
fali: A1 = 300 nm oraz A2 = 600 nm otrzymano stosunek
zmierzonych strumieni: S(A1)/S(A2) = 5. Wyznacz
temperature tego obiektu.

Laureaci w kolejnosci zajetych miejsc

Patryk Pjanka, VIII LO im. Marii Sktodowskiej-Curie,
Katowice

Piotr Godlewski, VI LO im. Jana Kochanowskiego,
Radom

Michal Wojtaszek, V LO im. Augusta Witkowskiego,
Krakow

Grzegorz Gajda, I LO im. Mikolaja Kopernika,
Lodz

Przemystaw Mréz, VII LO im. Juliusza Stowackiego,
Warszawa

Rafal Sikora, IT LO im. Andrzeja Frycza
Modrzewskiego, Rybnik

FinaliSci w kolejnosci zajetych miejsc

Michat Szymik, IT LO im. Andrzeja Frycza
Modrzewskiego, Rybnik

Damian Puchalski, ZS UMK Gimnazjum i Liceum
Akademickie, Torun

Pawetl Cwie;ka, IT LO im. Mikolaja Kopernika,
Mielec

Stanistaw Ochotny, II LO im. Generalowe;j
Zamoyskiej i Heleny Modrzejewskiej, Poznan

Anna Jacyszyn, XIII LO, Szczecin

Karol Wotek, I LO, Radzyn Podlaski
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Adam Tomaszewski, VI LO im. Waclawa
Sierpinskiego, Gdynia

Artur Czerwinski, IV LO im. Tadeusza Kosciuszki,
Torun

Pozostali uczestnicy finalu
w kolejnosci alfabetycznej

Jakub Bartas, I LO im. Bolestawa Chrobrego,
Pszczyna

Krzysztof Bedkowski, XIII LO, Szczecin

Aleksandra Czerniak, I LO im. Stanistawa Staszica,
Lublin

Mateusz Dryzek, II LO im. Kréla Jana II1
Sobieskiego, Krakéw

Adam Dziedzic, XIII LO, Szczecin

Daniel Gustaw, IV LO im. Tadeusza Kosciuszki,
Torun

Aleksandra Lelek, V LO im. Augusta Witkowskiego,
Krakow

Wojciech Obuchowicz, I LO im. Mikolaja Kopernika,
Torun

Michat Permus, IV LO im. Tadeusza Kosciuszki,
Torun

Radom Pielas, VI LO im. Jana Kochanowskiego,
Radom

Rafal Sarniak, IV LO im. Tadeusza Kosciuszki, Torun



LX Olimpiada

W zawodach stopnia pierwszego wzigto udzial 1075 ucznidéw,
do zawodow stopnia drugiego zakwalifikowano 469 uczniéw,
a do zawoddéw stopnia trzeciego — 101 uczniéw.

Komitet Gléwny Olimpiady Matematycznej na posiedzeniu
w dniu 24 kwietnia br. we Wroctawiu postanowit przyznaé
14 osobom tytul laureata i nagrody pierwszego, drugiego

i trzeciego stopnia oraz wyréznit 15 zawodnikow.

Komitet Gtéwny Olimpiady Matematycznej postanowit
nie przyznawa¢ nagrody im. Andrzeja Makowskiego,
aczkolwiek rozwigzania:

e zadania 5 autorstwa Tomasza Pawtowskiego,

e zadania 4 autorstwa Patryka Drobinskiego

zyskaly uznanie sprawdzajacych.

Komitet Gtéwny Olimpiady Matematycznej dziekuje
wszystkim, ktérzy pomagali laureatom i wyréznionym
uczniom w przygotowaniach do zawodéw.

Laureatami zostali (w nawiasie podano liczbe uzyskanych
punktéw na 36 mozliwych):

Nagroda stopnia pierwszego

Jakub Oéwieja (31) uczen klasy trzeciej V Liceum
Ogodlnoksztalcacego w Bielsku-Bialej.
Nauczyciele: Bogustaw Garda$, Tomasz Szymczyk.

Tomasz Kociumaka (29) uczen klasy trzeciej V Liceum
Ogolnoksztalcacego im. Andrzeja Struga w Gliwicach.
Nauczyciele: Florian Brom, Michal Matuszczyk.

Nagroda stopnia drugiego

Damian Orlef (26) uczen klasy pierwszej III Liceum
Ogoélnoksztalcacego w Zabrzu.
Nauczyciele: Roman Drohojowski, Michat Matuszczyk.

Jakub Witaszek (23) uczen klasy trzeciej XIV Liceum
Ogoblnoksztatcacego im. Stanistawa Staszica w Warszawie.
Nauczyciele: Waldemar Patuba, Tomasz Zukowski.

Karol Konaszynski (22) uczen klasy trzeciej XIV Liceum
Ogodlnoksztalcacego im. Polonii Belgijskiej we Wroctawiu.
Nauczyciel: Stanistaw Bus.

Matematyczna

Nagroda stopnia trzeciego

Tomasz Pawlowski (20) uczen klasy trzeciej I Liceum
Ogodlnoksztatcacego im. I Dywizji Kosciuszkowskiej

w Piasecznie.

Nauczyciele: Krzysztof Kanabus, Wojciech Martys.

Jarostaw Blasiok (18) uczen klasy trzeciej VIII Liceum
Ogdlnoksztatcacego im. Marii Sktodowskiej-Curie

w Katowicach.

Nauczycielki: Renata Suchanek, Krystyna Skérnik.

Sylwester Blaszczuk (18) uczei klasy trzeciej

IT Liceum Ogodlnoksztatcacego im. Joachima Chreptowicza
w Ostrowcu Swictokrzyskim.

Nauczyciele: Anna Kiljaniska, Tomasz Lenarcik.

Mikotaj Fraczyk (18) uczen klasy trzeciej I Liceum
Ogodlnoksztalcacego im. Mikolaja Kopernika

w Katowicach.

Nauczyciele: Katarzyna Kijak, Michal Matuszczyk.

Szymon Kanonowicz (18) uczen klasy drugiej Zespotu
Szkét UMK Gimnazjum i Liceum Akademickie w Toruniu.
Nauczyciele: Zbigniew Bobinski, Adam Makowski.

Maciej Rzeszut (18) uczen klasy drugiej XIV Liceum
Ogodlnoksztalcacego im. Stanistawa Staszica w Warszawie.
Nauczyciele: Wiktor Bartol, Jerzy Bednarczuk.

Jakub Pachocki (17) uczen klasy drugiej III Liceum
Ogodlnoksztalcacego im. Marynarki Wojennej w Gdyni.
Nauczyciele: Wojciech Tomalczyk, Witold Zakrzacki.

Anna Lewicka (16) uczennica klasy drugiej Zespotu Szkoét
Stowarzyszenia Rodzin Katolickich Archidiecezji Katowickiej
im. Kardynata Prymasa Augusta Hlonda w Chorzowie.
Nauczyciele: Danuta Schelenz, Michal Matuszczyk.

Anna Piekarska (16) uczennica klasy trzeciej XIV Liceum
Ogodlnoksztalcacego im. Polonii Belgijskiej we Wroctawiu.
Nauczyciel: Stanistaw Bus.

IV Olimpiada Matematyczna Gimnazjalistow

W zawodach stopnia pierwszego wzigto udzial 566 uczniow,
do zawodéw stopnia drugiego zakwalifikowano 446 uczniéw,
a do zawoddéw stopnia trzeciego — 129 uczniéw.

Komitet Gléwny Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistéw
na posiedzeniu w dniu 14 marca br. postanowil przyznaé

91 osobom tytul laureata pierwszego, drugiego, trzeciego

i czwartego stopnia.

Tytul laureata pierwszego stopnia otrzymali (w nawiasie
podano liczbe uzyskanych punktéw na 30 mozliwych):

Maciej Dulgba (30) uczen klasy trzeciej ZSO nr 14
Gimnazjum nr 49 we Wroclawiu.

Nauczyciele: Stanistaw Bu$, Stefan Mizia, Kamil Duszenko
i Bogustaw Merdas.

Maciej Pawlikowski (30) uczen klasy trzeciej
Publicznego Gimnazjum nr 1 w Kluczborku.
Nauczycielka: Dominika Mazurek.

Michat Zajac (30) uczen klasy trzeciej Gimnazjum nr 2
im. Janusza Korczaka w Brzesku.
Nauczyciele: Jacek Dymel i Bogumita Styrna.

Marcin Smulewicz (29) uczen klasy trzeciej
Gimnazjum Integracyjnego w Zespole Szkét
w Skierniewicach.

Jakub Sliwinski (29) uczen klasy trzeciej ZS nr 2
Publicznego Gimnazjum nr 6 w Siedlcach.
Nauczycielka: Mitostawa Wrzosek.

Zadania oraz pelne wersje komunikatéw z obu olimpiad mozna znalezé na stronach www.om.edu.pl oraz www.omg.edu.pl
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Informatyczny kacik olimpijski (20): Palindromy

@

Rozwigzanie zadania M 1243.

W tym kaciku informatycznym — zadanie Palindromy z finatu XIIT Olimpiady
Informatyczne;j.

Zauwazmy, ze jesli liczba k nalezy do
zbioru wartosci funkeji f, to liczba k + 1
tez nalezy do zbioru wartosci tej funkcji.
Istotnie: jesli f(m) = k dla pewnego
m €N, to f(f(m)) = f(m)+1=Fk+ 1.

Ponadto liczba 1 nalezy do zbioru

Mamy danych n réznych palindroméw (czyli stéw, ktore sa takie same czytane
od poczatku, jak i od korfica) zlozonych z malych liter alfabetu angielskiego

(a wiec mamy co najwyzej 26 réznych liter). Wiemy, ze sumaryczna dlugosé
wszystkich palindroméw jest nie wigksza niz m. Pytanie jest nastepujace: ile
jest réznych par (uporzadkowanych) podanych palindroméw, ktére sklejone daja
takze palindrom?

wartosci funkcji f. Stad wynika, ze
zbiorem wartosci funkcji f jest caly
zbiér N.

Wobec tego, jesli n € N, to istnieje
taka liczba m € N, ze f(m) = n. Stad
f(n)=f(f(m))=f(m)+1=n+1.
Otrzymali$my sprzecznosé, gdyz wobec
f(n) > 2 dla kazdego n € N, wartos¢ 1
nie moze by¢ przyjmowana.

Na poczatku wprowadzmy kilka oznaczen. Jesli A jest stowem, to przez A
oznaczymy A czytane od tytu. Zatem A jest palindromem, jesli A = A. Dalej,
przez Alj oznaczymy prefiks A o dlugosci k (a wiec pierwsze k liter stowa A),
za to przez A|¥ — sufiks A o dlugosci k (tj. k ostatnich liter A). I jeszcze,
niech |A| bedzie dlugoscia stowa A.

Zacznijmy od kilku spostrzezen, ktére narzucaja sie po przeanalizowaniu choc¢by
przykladu do tego zadania — Czytelnikowi proponuje rozpisanie wlasnego

i przyjrzenie mu sie. Po pierwsze, na pewno kazdy palindrom A z wejscia
zwicksza wynik co najmniej o 1. Jest tak dlatego, ze skoro A = A, to AA = AA.
Po drugie, niech A i B beda takimi palindromami, ze AB tez jest palindromem,
oraz niech k = [A]| < |B| = (zachodzi albo to, albo nieréwnos¢ w druga strone
— dlugosci nie moga by¢ sobie réwne, bo wtedy mieliby$my A = B). Wtedy BA
réwniez jest palindromem. Faktycznie, zachodzi A = A = B—|’f = B|k, a ponadto

No to teraz mozemy zastanowi¢ sie nad tym, kiedy dwa
palindromy A i B (|A| < |B|) tworza palindrom AB.
Na pewno trzeba, zeby A = B|IAl = B| 4|, czyli zeby A
byto prefiksem B. Poza tym jeszcze B||p|—|a) musi by¢
palindromem (jest to $rodek AB, po ucieciu z poczatku
i z konca |A| liter). Na bazie tych dwéch warunkéw
zbudujemy juz rozwiazanie zadania.

Zacznijmy od tego, jak znalez¢é wszystkie palindromy A
z wejscia, bedace prefiksami palindromu B? Zal6zmy,
ze wejécie jest posortowane leksykograficznie.
Zauwazmy, ze jesli A jest prefiksem B, to w kolejnosci
leksykograficznej miedzy nimi moga znalezé sie tylko
takie stowa C, ze A jest prefiksem C. Zalézmy, ze
mamy policzong liste L wszystkich sposréd naszych
palindromoéw, ktére sg prefiksami C, C' wystepuje
bezposrednio przed B w kolejnosci leksykograficznej
oraz znamy maksymalne mozliwe ¢ spelniajace

C|; = B|; (obliczenie takiego i to koszt O(|B| + |C])).
Wtedy lista wszystkich sposréd naszych stow,

ktore sa prefiksami B, to lista L uzupelniona o C,

z ktérej zostaly usuniete wszystkie stowa dluzsze

niz ¢. Dlugosé tej listy dla C jest ograniczona

przez dlugoéé C' (na wejsciu mamy parami rézne
palindromy), a wiec cala operacja otrzymania

listy dla B z listy dla C ma koszt O(|B| + |C|).

W drugim kroku chcieliby$my sprawdzi¢, dla danej
pary palindroméw A i B, gdzie A wystepuje na

lisScie odpowiadajacej B, czy rzeczywiscie AB jest
palindromem, czyli czy Bl p|—|4| tez nim jest. BJ; jest
palindromem wtedy i tylko wtedy, gdy B|; = B|i = B'.
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Bl jest palindromem, wiec B
tutaj réwnowaznosé, czyli jesli BA jest palindromem, to AB réwniez.

|'=F réwniez. Latwo zauwazy¢, ze wystepuje

Sumarycznym wynikiem jest wiec n + 2q, gdzie g to liczba takich par réznych
palindroméw AB, ze |A| < |B.

A w takim razie BJ; musi by¢ jednoczesnie i prefiksem,
i sufiksem stowa B. A to juz brzmi znajomo —

w tym momencie warto skorzysta¢ z algorytmu
Knutha-Morrisa-Pratta (Czytelnikowi nieobeznanemu
z tym algorytmem polecam skorzystanie z mnostwa
materialéw dostepnych w Internecie). W tym algorytmie
wyznaczana jest tablica prefiksowa P, w ktérej

PJi] jest dlugoscia najdtuzszego prefiksu, bedacego
jednoczesnie sufiksem slowa B|;. Zauwazmy, ze
dlugoscia najdtuzszego prefiksu, bedacego jednoczesnie
sufiksem B jest P[|B|], nast¢pnego najdiuzszego —
P[P]|B|]], itd., az w koncu P[P[...[P[|B]]]...]] = 0.
Algorytm KMP oblicza tablice P w czasie O(|B|),

a my w takim samym czasie mozemy odczytaé z niej
dlugosci wszystkich prefikséw B bedacych sufiksami B,
czyli palindromami. Po tych wstepnych obliczeniach
mozna juz natychmiastowo sprawdzi¢, dla kazdego
palindromu A z listy odpowiadajacej B, czy Bl g|—4
jest palindromem.

W takim razie sumaryczny czas, jaki musimy

poswiecié¢ B, jest rzedu O(|B| + |C|), gdzie C

jest poprzednim leksykograficznie palindromem,

a wiec sumaryczny czas calego algorytmu, nie liczac
sortowania, to O(m). Czytelnikowi pozostawiam sprytna
implementacje algorytmu sortowania pozycyjnego tak,
zeby zlozonosé calego algorytmu pozostala O(m).
Liczba ,,obrotow” sortowania moze by¢ bliska 26m, ze
wzgledu na rozmiar alfabetu — chociaz te stala da sie
znaczaco zmniejszy¢, co réwniez polecam jako ¢wiczenie.

Filip WOLSKI



PisaliSmy o tym w Delcie 3/2009.
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Rozwigzanie zadania F 742.
Obraz na ekranie bedzie w ksztalcie kota
o promieniu r = F tg6 ~ F0 (rysunek),

gdzie 0 = 3 — «. Z prawa zalamania
sin/sin 8 = 1/n, zatem 8 = na oraz
0~ a(n—1)istad

r=Fa(n—1).

Mota delld

Czy komputer potrafi rozwigzywac¢ réwnania?

Wojtek Zle spal w nocy, rozmyslajac o trudnosciach obliczen
numerycznych, w ktérych nie sposéb skorzysta¢ z dokladnej wartosci
wielu kluczowych w matematyce i jej zastosowaniach statych: ani

z liczby m, ani z 4/3, ani nawet 1,1. Przeciez to, na przyklad, znaczy, ze
sin(7) obliczony np. w jezyku C albo w programie obliczenn numerycznych
Octave lub MATLAB bedzie jedynie w przybliZeniu réwny zeru.

W konsekwencji wiele innych podstawowych tozsamosci matematycznych
bedzie spetnionych tylko w przyblizeniu. Zakochanemu w picknie
logicznego rygoryzmu matematycznych twierdzen Wojtkowi byto bardzo
trudno z tym sie pogodzi¢.

Nastepnego ranka, nieco zaspany, przeczytal w Internecie, ze remedium na
bolaczki obliczen numerycznych moze byé zastosowanie komputerowych
pakietow obliczen symbolicznych, takich jak np. Mathematica, Maple, czy
MuPAD. Przez zastosowanie niezbednych sztuczek programistycznych
(ktérych cena jest zmniejszona szybkosé rachunkéw) programy te licza
tak jak czlowiek: ,znaja” ulamkii ,wiedza’, jakie wlasnosci ma liczba 7.
Szybko wiec zainstalowal na swoim komputerze darmowy program Maxima,
pozwalajacy prowadzi¢ rachunki symboliczne.

Rzeczywiscie, program byt bardzo przyjemny w uzyciu. Humor zaraz mu
sie poprawil, gdy sprawdzil, ze w Maximie (4/3 — 1) -3 — 1 jest réwne
dokladnie zeru, podobnie zreszta jak sin(7). Z duza satysfakcja zauwazyl
takze, przegladajac komendy programu, ze moze teraz bez najmniejszego
trudu wyznaczy¢ choéby 2009 cyfr rozwiniecia dziesietnego liczby
m=3,1415.... (Na pro$be Redakeji Delty nie przytaczamy pozostalych
2004 cyfr rozwiniecia.)

Starszy brat takze dal sie porwaé¢ komputerowym eksperymentom i nawet
podczas wyktadéw obmyslal, czym mogliby zaskoczy¢ Maxime lub
Mathematike — jednak nie byto to takie tatwe. Az wieczorem pewnego
dzdzystego dnia zakomunikowal triumfalnie Wojtkowi:

— Sprébuj rozwiaza¢ réwnanie (10 + 2)29% = (2 4 4)2°%°1 Na liscie
dyskusyjnej przeczytatem, ze pono¢ wszystkie programy symboliczne
zaliczaja sie na nim na Smierc!

W jego glosie czuto si¢ lekka ekscytacje, gdy dzielit sie z Wojtkiem
swoimi doswiadczeniami.

— Faktycznie, nawet Mathematica ma z nim klopoty — ale czekaj, opowiem
Ci od poczatku. Najpierw sprawdzilem réwnanie nizszego stopnia,

(10z + 2)? = (22 + 4)?,
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Rozwigzanie zadania M 1244.
Wykazemy indukcyjnie, ze dla kazdej
liczby naturalnej n istnieje zbiér S,
ztozony z n liczb catkowitych dodatnich
o tej wlasnosci, ze suma liczb dowolnego
niepustego podzbioru zbioru S,, nie jest
kwadratem liczby catkowitej.

Dla n =1 przyjmijmy S; = {2}.

Zalézmy, ze dla pewnego n suma liczb
zadnego z podzbioréw zbioru S,, nie jest
kwadratem liczby catkowitej.

Niech m bedzie taka liczbg catkowita
dodatnia, ze suma wszystkich liczb
zbioru S,, jest mniejsza od 2m. Ponadto
niech S,41 = Sp, U {7712 + 1}.

Jedli w podzbiorze zbioru S, 1 nie ma
liczby m? + 1, to zgodnie z zalozeniem
indukcyjnym suma liczb tego podzbioru
nie moze by¢ kwadratem liczby
catkowitej. Jesli natomiast liczba m? +1
nalezy do podzbioru zbioru S, 1,

to suma elementéw tego podzbioru

jest wieksza od m?, a mniejsza od
m2+142m = (m + 1)2, co oznacza, ze
suma ta nie moze by¢ kwadratem liczby
catkowitej.

zwykte réwnanie kwadratowe. Wpisalem wiec w Mathematice

Solve[(10x + 2)"2 == (2x + 4)"2, ¥]

... 1 jak mysélisz, co sie stato?
— Na pewno Mathematica rozwiazala je bez trudu? — domysélit sie Wojtek.
— Yhm, natychmiast. Co gorsza — wstyd sie przyznac! — zrobita to
lepiej ode mnie. .. Bo ja, liczac wynik w pamieci, zapomniatem, ze
po spierwiastkowaniu stronami dostaje sie rownanie z modutami,
|10z + 2| = |22 + 4],
ktére ma przeciez dwa rozwiazanial. ..
Tu Wojtek nie méglt powstrzymac sie od upajajacego usmiechu
politowania: wlasnie o tym uczyli sie teraz w liceum!
— Skoro tak — brat ciagnat dalej, starajac si¢ nie zauwazaé reakcji
Wojtka, — to sprobowatem zrobi¢ ten przyktad z Internetu, to znaczy:
(10x + 2)29%9 = (2 + 4)20%9,
Widzisz, Mtody, to réwnanie jest prostsze od kwadratowego, bo
nie wymaga modutéw! Po prostu poréwnujesz wyrazenia w nawiasach:
(102 + 2)2° = (22 4+ 4)* —= 10z +2=2z+4

i rozwiazujesz wszystko w pamieci. . ..
Wojtek juz otwieral usta, by podaé wynik, ale brat zaskoczyl go finalem
opowiesci:

— Czekaj, stuchaj, bo to jest najlepsze! Wpisalem to réwnanie do
Mathematiki, zaznaczajac dla utatwienia, ze tym razem szukamy tylko
pierwiastkéw rzeczywistych:

Reduce[(10 x + 2)"2009 == (2 x + 4)"2009, x, Reals]

a ona zaczela liczy¢, liczy¢ i liczy¢. .. Rozwiazywala to réwnanie przez
godzine (dtuzej nie moglem czekaé) — 1 wciaz sie nie doliczylal

Mimo satysfakcji, ze wydal sie sobie madrzejszy od starszego brata,
Wojtek byt zatamany konkluzja opowiesci. Komputerowy program
rachunkéw symbolicznych okazal si¢ najwyrazniej jedynie szybkim

i tepym rachmistrzem, niedostrzegajacym jakichkolwiek relacji
pomiedzy elementami rownania. Zapewne droga postepowania

byla tak prosta jak posterunkowego na stuzbie: ,,Co my tu mamy,
hmmm, do rozwigzania?” ,,Aha, réwnanie wielomianowe bardzo
wysokiego stopnia...” | Taaak, umiem rozwiazywacé niektore takie
rownania, ale tylko postaci ag + a1z + ... 4+ a,a™, a tu sa jakie$
dwumiany w jakichs potegach...”  No dobra, to rozpiszmy wszystko
podnoszac do potegi, a potem — zredukujmy i zobaczmy, co si¢ stanie!”
— 1 wlasnie w tym momencie komputer zaczal na poczatek pracowicie
rozpisywaé (10x + 2)20%9 a to, jak latwo sie domyélié, jest baaaardzo
powaznym wyzwaniem. .. Procesor grzal sie jak szalony, mijaly kwadranse
i nic poza tym sie nie dziato. ..

Po tych przemyéleniach juz bez wiekszych emocji bracia sprawdzili,
ze ich darmowa Maxima okazala sie tak samo bezrefleksyjna, jak
komercyjna Mathematica.

Malq Delte przygotowal Piotr KRZYZANOWSKI
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Obserwujemy ruchy konwekcyjne Stanistaw BEDNAREK

§ 4
5
kﬁ/

Rys. 1. Prady konwekcyjne nad tlaca sie
Swieczky; § — $wieczka, k — tlacy si¢ knot,
d — smuzki dymu.

X

o
g

Rys. 2. Prady konwekcyjne nad
grzejnikiem; g — grzejnik elektryczny,
| — lampa, p — prady konwekcyjne
powietrza, o — oko obserwatora.

g

Rys. 3. Ruchy konwekcyjne w ogrzewanej
wodzie; p — kuchenka gazowa lub
elektryczna, n — przezroczyste naczynie,
w — woda, g — ziarna ryzu, r — ruch
konwekcyjny.

Rys. 4. Ruchy konwekcyjne goracej wody;
n — przezroczyste naczynie, z — chtodna
woda, k — kalamarz lub buteleczka,

g — goraca woda, r — ruch konwekcyjny.

Zjawisko konwekcji ma istotne znaczenie w réznych procesach zachodzacych

w naszym otoczeniu. Nalezy do nich zaréwno prawidlowe funkcjonowanie domowego
kominka, jak tez ochladzanie lub ocieplanie klimatu znacznych obszaréw naszej
planety. Sprébujmy wiec wykona¢ kilka prostych doswiadczen i przyjrzeé sie blizej
ruchom konwekcyjnym zachodzacym w réznych warunkach.

Do przeprowadzenia pierwszego doswiadczenia wystarcza Swieczka i zapalki (rys. 1).
Swieczk@ ustawiamy na stole i zapalamy. Odczekujemy kilka minut, az swieczka
dobrze si¢ rozpali i w jej knocie pojawi rozzarzona gorna czesé. Wowcezas Swieczke
gasimy przez ostrozne zdmuchnigcie. Z zarzacego si¢ fragmentu knota wydziela¢
sie bedzie lekko sklebiona smuzka dymu. Smuzka ta bedzie unosi¢ sie ku gorze.
Przyczyna obserwowanego efektu jest ruch pionowo do géry powietrza ogrzewanego
przez zarzacy si¢ knot. Tworzacy sie przy tym strumien powietrza porywa czastki
produktow zarzenia knota i dzigki temu tworzy dobrze widoczna smuzke dymu.
Smuzka ta pokazuje kierunek ruchu konwekcyjnego. Moze sie zdarzy¢, ze po
zdmuchnigciu knot nie wydziela dymu, woéwczas Swieczke nalezy ponownie zapali¢
i zdmuchnagé.

Drugie do$wiadczenie dotyczy réwniez ruchu konwekcyjnego w powietrzu (rys. 2).
Zeby je przeprowadzi¢, potrzebne beda grzejnik elektryczny bez wentylatora i lampa
stolowa. Do do$wiadczenia nie nadaja sie popularne grzejniki typu ,farelka” , ktorych
dziatanie grzewcze uzaleznione jest od wlaczenia wentylatora. Z powodzeniem
natomiast mozna wykorzystaé grzejnik typu ,stoneczko” lub inny, w ktérym
podczas dzialania daje si¢ bezpiecznie wyltaczy¢ wentylator. Grzejnik ustawiamy
na stole lub na podtodze w taki sposob, zeby elementy grzejne skierowane byly
poziomo. Z boku grzejnika ustawiamy lampe stolowsa i kierujemy jej strumien
Swiatta poziomo ponad grzejnikiem, tak zeby padal na pobliska Sciane. Pokdj,

w ktoérym przeprowadzamy doswiadczenie, zaciemniamy lub gasimy w nim $wiatto.
Obserwujemy miejsce o§wietlone przez lampe na Scianie ponad grzejnikiem. Przy
uwaznej obserwacji spostrzegamy drgania jakby przezroczystego ptynu. Sa to
drgania strumieni powietrza unoszacych sie nad grzejnikiem. Rozgrzane powietrze
ma mniejsza gestosé niz powietrze chlodne i — wypierane ku gérze przez to ostatnie
— porusza sie ruchem konwekcyjnym.

Zajmijmy sie teraz ruchami konwekcyjnymi w cieczach (rys. 3). Do kolejnego
do$wiadczenia potrzebny bedzie dostep do kuchenki gazowej lub elektrycznej,
cylindryczne, przezroczyste naczynie z woda — najlepiej duza zlewka lub stoik
oraz troche surowego ryzu. Do naczynia nalewamy chtodnej wody, wypelniajac
je w okolo 90%, i wsypujemy nieco ryzu, ktéry opadnie na dno. Naczynie
ustawiamy na wtaczonej kuchence gazowej lub elektrycznej. Obserwujemy
zachowanie sie wody i ryzu w naczyniu. Gdzie znajduja sie ziarna ryzu, kiedy
woda jest chtodna? Co dzieje sie z ryzem po ogrzaniu wody? Okazuje sig, ze

w chtodnej wodzie ziarna ryzu spoczywaja na dnie naczynia. Po ogrzaniu wody
ziarna unosza sie w srodkowej czedci naczynia ku gérze, zataczaja tuk przy
powierzchni wody i po stronie zewnetrznej opadaja na dno (rys. 3). Oznacza to, ze
w ogrzewanej wodzie pojawiaja sie ruchy konwekcyjne, odbywajace sie po torach
przypominajacych elipsy.

Ruchy konwekcyjne w wodzie mozemy uzyskaé jeszcze w nieco inny sposéb (rys. 4).
W tym celu potrzebne bedzie szerokie, przezroczyste naczynie szklane, napelnione
chtodna woda (moze to by¢ duza zlewka, szeroki stoik lub akwarium) oraz mata
zakrecana buteleczka zawierajaca goraca wode zabarwiona atramentem. Szerokie
naczynie ustawiamy na stole. Na jego dnie umieszczamy zamknieta buteleczke

i ostroznie otwieramy. Obserwujemy zachowanie si¢ wody w naczyniu. Co widzimy?
Okazuje sie, ze z buteleczki wyplywa ku gorze stup zabarwionej wody, ktory
rozprzestrzenia si¢ na boki, tworzac efektowny grzyb. Zabarwiona woda dochodzi
do zewnetrznych Scianek naczynia, ochtadza sie, zwickszajac przy tym swoja
gestosé, i opada ku dotowi. W taki sposéb przy uzyciu goracej, zabarwionej wody
uwidoczniliSmy ruchy konwekcyjne.

Ruch konwekcyjny powietrza mozna wykorzystaé¢ do napedu silnikow cieplnych,
czyli urzadzen zamieniajacych energie cieplng na energie kinetyczna. Na poczatek
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Rys. 5. Sposéb przygotowania wirnika
spiralnego.

Rys. 6, fot. 1. Konwekcyjny silnik
cieplny z wirnikiem spiralnym; s — wirnik
spiralny, o — drut do robienia swetréw,

p — podstawka z plasteliny, § — Swieczka.

Rys. 7. Sposéb przygotowania wirnika
kwadratowego — linie przerywane czarne

zaginamy ku sobie, a kolorowe — od siebie.

Rys. 8, fot. 2. Konwekcyjny silnik cieplny
z wirnikiem kwadratowym; w — wirnik
kwadratowy, o — drut do robienia
swetréw, p — podstawka z plasteliny,

$§ — $wieczka.

zajmiemy sie silnikiem z wirnikiem spiralnym (fot. 1). Do wykonania takiego
wirnika potrzebny bedzie kwadratowy kawalek kartonu lub grubej folii aluminiowej
o boku okoto 7 cm (rys. 5). Folia aluminiowa moze pochodzi¢ z foremki do ciasta.
Na kartonie lub folii rysujemy szereg wspélsrodkowych okregéw takich, zeby
promienie sasiednich okregdw roznily sie o 1 cm, oraz dwie linie wzajemnie
prostopadle, przecinajace si¢ w srodku okregdéw. W otrzymana siatke wrysowujemy
spirale zaznaczona na rysunku 5 gruba linia. Nastepnie wycinamy zewnetrzne kolo
i przecinamy je wzdtuz spirali. W érodku wycietego wirnika robimy niewielkie
zaglebienie stanowiace tozysko. W tym celu uktadamy wirnik na miekkim podtozu,
np. gumce do $cierania, i wyciskamy dolek za pomocs zaostrzonego konca oléwka.
Silnik cieplny montujemy w sposéb pokazany na rysunku 6. Wirnik umieszczamy
na gérnym koncu drutu do robienia swetréw. Drut ten ustawiamy pionowo,
umieszczajac jego dolny koniec w podstawce z plasteliny przytwierdzonej do stotu.
Na stole pod wirnikiem umieszczamy zapalona swieczke. W przypadku wykonania
wirnika z kartonu nalezy zwréoci¢ uwage na zachowanie odpowiedniej odlegtosci
miedzy ptomieniem a wirnikiem, aby wirnik nie zapalit sie. Jak zachowuje si¢ wirnik?
Okazuje sie, ze wykonuje on ruch obrotowy, jakby byl napedzany ,niewidzialng
sita”. W rzeczywistosci sile t¢ wywiera strumien cieptego powietrza, ogrzewanego
plomieniem $wieczki i unoszacego sie ku gorze.

Inna odmiane silnika cieplnego, wykorzystujacego ruch konwekcyjny, stanowi silnik
z kwadratowym wirnikiem (fot. 2). Do jego wykonania bedziemy potrzebowali
kwadratowego kawatka kartki z cienkiego papieru o boku 8-10 cm. Na papierze
rysujemy przekatne kwadratu i symetralne jego bokéw, jak na rysunku 7. Odcinamy
kwadrat i zginamy go wzdluz narysowanych linii. Nastepnie rozktadamy kwadrat
i zginamy tak, zeby otrzymaé co$ w rodzaju choinki o czterech opadajacych
galazkach, utworzonych przez fragmenty papieru zgiete wzdtuz przekatnych

(rys. 8). Podobnie jak poprzednio, otrzymany wirnik umieszczamy na gérnym konicu
drutu do robienia swetréw, utrzymywanym pionowo w plastelinowej podstawce.
Silnik uruchamiamy przez podstawienie zapalonej $wieczki pod wirnik. Swieczka
ogrzewa powietrze, ktére unosi sie ku gérze i dziala na lopatki wirnika, nadajac
im ruch obrotowy. Kwadratowy wirnik wykonany z cienkiego papieru jest bardzo
czuly na stabe ruchy konwekcyjne powietrza. W jednej z ksiazek poswieconych
zjawiskom paranormalnym nazywa si¢ ten wirnik ,kotem energetycznym” i twierdzi,
ze zblizona dlon wysyla specjalny rodzaj energii biopsychicznej. Nie dajmy sie
nabraé¢ na tego rodzaju wywody. Do wyjadnienia ruchu wirnika w zupelnosci
wystarczy ruch konwekcyjny powietrza ogrzanego cieptem dloni. W sklepach mozna
czasami kupi¢ przedmiot przypominajacy swider, ktory po zawieszeniu na cienkiej
zytce wykonuje ruch obrotowy napedzany ruchami konwekcyjnymi unoszacego sie
cieplego powietrza (fot. 3).

Jak wspomniano na wstepie, zjawisko konwekcji ma istotne znaczenie dla
ksztaltowania sie klimatu znacznych obszaréw naszej planety. Dzieje sie to za
sprawg cieplych lub zimnych pradéw morskich ptynacych w morzach i oceanach.
W poblizu réwnika woda ogrzewa sie bardziej niz w innych obszarach Ziemi.
Ogrzana woda ma mniejsza gestos$¢ i jest
wypierana przez chlodniejsza wode o wigkszej
gestosci, napltywajaca z okolic podbiegunowych.
(Réznice gestosci powodujace ruchy mas wody
moga takze byé wynikiem réznic w zasoleniu.)
Ciepte prady morskie, ogrzewajac otaczajace
powietrze i lady, powoduja, ze klimat terenéw
nadmorskich jest tagodniejszy niz terenéw
potozonych w glebi kontynentu na tej same;j
szerokosci geograficznej. Odwrotny wplyw
wywieraja prady chlodne. W mniejszej skali
zjawisko konwekcji powoduje powstawanie
pradéw wznoszacych powietrza nad bardziej
nagrzanymi fragmentami terenu oraz pod
niektorymi rodzajami chmur. Te wlasdnie
prady konwekcyjne w atmosferze umozliwiaja
uprawianie pieknego sportu, jakim jest

Fot. 3. Swidry napedzane ogrzanym
szybownictwo. powietrzem.
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

W zdrowym ciele zdrowy duch

Sport to zdrowie, a troska dzialaczy o zdrowie zawodnikéw
jest przystowiowa. Przy okazji, by¢ moze nawet nie zdajac
sobie z tego sprawy, dzialacze sportowi popularyzuja fizyke.

Wezmy chocby wyscigi F'1. Kt6z zrobit wigcej dla
propagowania aerodynamiki? Od poczatku marca trwa
powszechne rozpatrywanie roli dyfuzoréw i ich zgodnosci
z przepisami F1. W aerodynamice bolidu F1 chodzi

o ograniczenie oporéw ruchu, ale jeszcze bardziej o jak
najlepsze dociéniecie, a w zasadzie przyssanie bolidu do
podloza. Wazne jest, zeby przedwit miedzy podwoziem

a torem byt jak najmniejszy (ale to jest Scisle regulowane
przez przepisy), zeby powietrze poruszalo si¢ tam jak
najszybciej, gdyz wtedy, zgodnie z prawem Bernoulliego,
bedzie tam panowalo jak najwieksze podcisnienie, i zeby
odrywanie si¢ powietrza od samochodu powodowato

jak najmniejszy opér. Dyfuzor, ktory jest zespotem
rozszerzajacych sie ku tytowi bolidu kanatéw formujacych
koncowy strumien powietrza przemieszczajacego si¢

pod podwoziem, stuzy gtéwnie temu trzeciemu celowi.
Posrednio moze jednak zwickszaé predko$é przepltywu
oraz, kierujac odpowiednio powietrze (gtéwnie w gore),
pozwala na dodatkowy docisk wynikajacy z III prawa
Newtona. Jakie konkretnie znaczenie ma jaki element
catego projektu, a zwlaszcza jak to znaczenie mozna
wyjasnié, nikt tak do konca nie wie. Projektowanie

jest w rownej mierze nauka co sztuka, a wszelkie
pomysty sa testowane w tunelach aerodynamicznych

i na torach F1.

Od kilku lat wiadomo jednak, ze zmieniajac przeptyw
za pomocg dodatkowych, odpowiednio umieszczonych
otworéw, mozna uzyskaé¢ nawet kilkunastoprocentowy
wzrost sity docisku. Takie modyfikacje zostaly jednak
zabronione w 2002 roku po uznaniu rok wczesniej tego
typu rozwiazania uzytego w bolidzie Williamsa za
nielegalne.

Najciekawsza jest jednak argumentacja stojaca za ta decyzja.

Wydajacy regulacje twierdzili, ze poniewaz zwiekszenie

sity docisku umozliwia szybsze pokonywanie zakretéw,

a wiec wieksze przeciazenia kierowcow, to ze wzgledu

na zdrowie tych ostatnich nie mozna do tego dopuscic.

W zesztym roku uscislono, czego nie wolno. Dzigki temu. . .
trzy zespoly wymysélilty, jak mozna obej$¢ uscislone przepisy.
Najlepiej udato sie to zespotowi Brawn GP [1], ktéry
powstal z popiotéw Hondy. W kwietniu ostatecznie uznano
te innowacje za zgodne z przepisami.
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Dtubanie w przepisach, i to w niemal identycznym celu,
mozna obserwowa¢ rowniez w narciarstwie alpejskim.

Pod koniec zesztego wieku dokonata sig¢ rewolucja
technologiczna. Dzieki zwigkszeniu odpornosci nart na
skrecanie poprzeczne stalo sie mozliwe wyprodukowanie
tzw. nart karwingowych, ktére sa znacznie krétsze od
tradycyjnych, za to bardziej ,wciete w talii”, dzieki czemu
umozliwiajg wycinanie tukéw bez zeslizgu nawet przy
niewielkich predkosciach i umiarkowanych umiejetnosciach.
Dzi$ praktycznie nie da sie kupi¢ innych nart. Wiadzom FIS
ta rewolucja sie jednak nie podoba. Od poczatku twierdza
(wbrew faktom), ze narty karwingowe sa niebezpieczne.

Wymyslaja wiec przepisy, ktére maja zawodnikéw przed
tym nieszczedciem uchroni¢. Jednym ze sposobdéw jest
ograniczenie dozwolonej maksymalnej odlegtosci miedzy
pieta narciarza a spodem narty. Od tej wielkosci zalezy,
jak gteboko mozna pochyli¢ na bok noge w skrecie, zanim
but zacznie trzeé o $nieg (powodujac co$ analogicznego

w skutkach do aquaplaningu w F1). Ograniczenie

tej wysokosci powoduje, ze skret, ktéry przy danej
predkosci mozna byto jeszcze wykonaé¢ nowoczesna
technika, po zmianie juz sie pokonaé¢ w ten sposob nie da.
Rzeczywiscie ogranicza to maksymalne przecigzenia

w skrecie (o kilka procent), ale spowodowalo nie tylko wzrost
liczby groznych upadkéw, lecz réwniez wymyslenie techniki
demonstrowanej tu przez Teda Ligety’ego [2].

Zawodnik najezdza na bramke praktycznie na wprost
(wbrew wszystkim tradycyjnym podrecznikom zalecajacym
,wezesniejszy skret”), w ostatniej chwili hamuje, stawiajac
narty w poprzek, a nastepnie wycina piekny nowoczesny
skret (prosze zwrécié uwage na wygiecie nart na dwoch
ostatnich klatkach). Jezeli wezmiemy pod uwage, ze
predkosci stale rosng oraz ze technika ta zostata wymuszona
réwniez w konkurencjach szybkosciowych, a w koncu zdamy
sobie sprawe, jak duze obciazenia (m.in. skrecajace kolano)
panuja w trakcie takiego hamowania, to trudno wyjséé

z podziwu nad dbatoscig FIS o zdrowie zawodnikéw.

Piotr ZALEWSKI

[1] Angielskie ttumaczenie animacji przygotowanej przez
Gazzetta Dello Sport pogladowo wyjasniajacej dzialanie
dyfuzora F1 w wersji zastosowanej przez zespél Brawn GP
http://axisofoversteer.blogspot.com/2009/03/new-world-order.html
[2] Ron LeMaster, Skid with finesse to be fast, Ski Racing 30/01/2008
www.ronlemaster.com/articles/skidding-SR6_TechTalk.pdf



Stowarzyszenie na rzecz Edukacji Matematycznej

W

www.sem.edu.pl

Nie ulega watpliwosci, ze w edukacji matematycznej najwazniejsza rzecza
jest matematyka. A w matematyce najwazniejsza nie jest wcale symbolika,
terminologia, znajomosé algorytméw, erudycja, lecz sposéb myslenia. Aby go

ksztalcié¢, nie potrzeba by¢ gleboko wprowadzonym w matematyke, niekonieczna
jest znajomos¢ licznych twierdzen i wzoréw. Nawet najprostsze spostrzezenia

/MY

zadaniom podotaé.

pozwalaja na rozwigzanie wielu zadan. A przeciez matematyka, jak glosil na
wykladzie programujacym matematyke XX wieku Dawid Hilbert, cala powstala
wladnie z rozstrzygania zadan i wszelkie jej pojecia powstaly, aby konkretnym

Krawedzie wieloScianu

1le jest wieloscianow magjgcych 9 krawedzi, wszystkie
o dlugosci 17 Wylicz je i wykaZz, Ze nie ma wiecej.

Aby to zadanie rozwiazaé, wystarczy wiedzieé, ze

jesli ktoras ze $cian wieloScianu jest n-katem, to ma on
co najmniej 2n krawedzi,

co jest oczywiste, bo z kazdego wierzchotka $ciany
n-katnej musi wychodzi¢ co najmniej jedna krawedz
niebedaca jej bokiem.

Skoro tak, to kazda ze $cian szukanego wielogcianu

jest albo trojkatem, albo kwadratem. Jesli jest x tych

pierwszych i y tych drugich, to spelnione jest rownanie
3z + 4y =18,

bo przeciez kazda krawedz to bok dwdéch $cian.

Poniewaz rozwiazanie ma
sktadacé si¢ z liczb catkowitych,
wiec y musi dzielié¢ sie przez 3.
Zatem y =0 lub y = 3 (bo
4.6 > 18). W pierwszym
przypadku mamy z = 6,

a w drugim x = 2. I wiecej
rozwiazan by¢ nie moze.

Na obrazku widaé¢ oba
otrzymane wielo$ciany.

Jeszcze prosciej rozwiazaé zadanie
Udowodnij, zZe nie ma wieloScianu o 7 krawedziach.

Podobnie jak poprzednio, stwierdzamy, ze wszystkie
Sciany ewentualnego wielo$cianu musza by¢ trojkatami
(bo 8 > 7), a wigc ich liczba musi spetniaé¢ réwnanie

3z = 14,

ktére nie ma rozwiazan w liczbach catkowitych.
Co konczy dowdd.

Liczby wzglednie pierwsze...

... to takie, ktorych najwickszym wspdélnym dzielnikiem
jest 1. Zatem 1 jest wzglednie pierwsze z kazda
niezerowa liczba catkowita. Zdarza si¢ tak, ze wszystkie
liczby wzglednie pierwsze z dang i mniejsze od niej —
oprocz, oczywiscie, liczby 1 — sa liczbami pierwszymi.
Tak jest np. dla liczby 30: wzglednie pierwsze z nig

i mniejsze od niej sa tylko 1, 7, 11, 13, 17, 19, 23 i

29. Ale tez nie kazda liczba ma te wlasnosé: liczba 5
jest wzglednie pierwsza np. z liczba 4 (ktéra nie jest
pierwsza), 16 jest wzglednie pierwsza np. z 9, a 22 z 15.

Ciekawym zadaniem jest poszukanie jak najwiekszej
liczby takich liczb, dla ktérych mniejsze od nich
i wzglednie pierwsze z nimi sa tylko — pomijajac 1
— liczby pierwsze. Chyba takimi liczbami sa (prosze
sprawdzié!) 3, 4, 6, 8, 12, 18, 24. A czy sa jeszcze jakies
inne o tej wlasnosci? W internecie mozna znalezé
informacje, ze — po dotaczeniu 30 — innych nie ma.
Ale czy to prawda? A jesli tak, to jak tego dowie$¢?

* ok x

Na rysunku obok jest kwadrat
i siedmiokat foremny. Okazuje
sig, ze jeden z tukow miedzy
wierzchotkami tych wielokatow
to 1/(4-7) = 1/28 calego
okregu, a wiec rysujac je,
otrzymalismy tym prostym
sposobem 28-kat foremny.

Ale to nie przypadek:

jesli k 1 n sa wzglednie pierwsze, to jeden z tukdw
miedzy wierzchotkami k-kata foremnego i n-kata
foremnego, wpisanych w ten sam okrag i majacych
wspdélny wierzchotek, stanowi 1/(k - n) calego okregu.

Dlaczego tak jest?

Tyle propozycji. Bytoby mito, gdyby$my wszyscy wrzucali do wspélnej puli
pomysly, jakie okazaly si¢ w naszej pracy szczegdlnie udane. Nie mozemy
wprawdzie obiecaé, ze je przedstawimy w tym kaciku — jest on przeciez bardzo
maly — ale z pewno$cia pomoga one lepiej przygotowaé nasze kolejne spotkania,
takie jak to pierwsze pod Piotrkowem.

Piszcie do nas!
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Termin nadsyltania rozwigzan:
31 VIII 2009

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesigca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch

lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do 1
z dokladno$cig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 —
3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe 0s6b, ktére nadestaly
rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle
punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie i w ktérejkolwiek
z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
567 (WT =1,21) i 568 (WT = 2,13)
z numeru 10/2008

http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z matematyki nr 583, 584
Redaguje Marcin E. KUCZMA

Plx)=(1+2% + a4 Y = a4 arz + ...+ arogert™.

Obliczy¢ sume ag + as + ag + . . . + a1980 tych wspdlezynnikéw, ktérych numery

Jerzy Witkowski Radlin 46,02 . . .
Adam Woryna Ruda Slaska 45,65 583. ROZW&Z&IDY wielomian
Marcin Kasperski Warszawa 42,50

Andrzej Idzik Bolestawiec 39,53

Zbigniew Galias Krakéw 39,34

Michal Kieza Warszawa 39,24 . :

Tomasz Warszawski Krakéw 37,07 leel@ SI¢ przez 3.

Lukasz Garncarek  Opole 33,48

Mamy wreszcie znéw dwa przekroczenia
,bariery 44”:

Jerzy Witkowski — juz po raz piaty;
Adam Woryna — po raz drugi.

584. Dla liczb dodatnich a, b, ¢ przyjmijmy
U = a®b+ b’c + a,
A= a® + abe,
Udowodni¢, ze VUV > abc + YABC.

V = ab® + bc? + ca?,
B="b+abc, C =c+ abe.

Zadanie 584 zaproponowal pan Michal Kieza z Warszawy.

Rozwigzania zadan z numeru 2/2009
Przypominamy tres¢ zadan:

575. Rozwazamy alfabet ztozony z n liter, a w nim slowa o nastgpujacej
wtlasnosci: migdzy dwoma wystapieniami ktorejkolwiek litery, kazda
litera pojawia si¢ co najwyzej jeden raz (tzn. zabronione sg podciagi

T...y...y...xz, réwniez dla y = x). Ile jest takich stéw o maksymalnej

dtugosci?
576. Dowiesé, ze dla liczb nieujemnych a, b, ¢ zachodzi nieréwnosé

%b*c — Yabe < max{(Va — vb)2, (Vb — V)2, (Ve — Va)?}.
575. Jest jasne, ze najwicksza dtugo$¢ dopuszczalnego stowa
wynosi 3n (zadna litera nie moze wystapi¢ wiecej niz 3 razy;
a stowo aaabbb . .. dtugosci 3n jest dobre). Niech F(n) bedzie
szukana liczba dopuszczalnych stéw dlugosci 3n (z alfabetu
n-literowego); w kazdym z nich kazda litera musi wystapié
trzykrotnie.

Zauwazmy, ze kazde takie stowo musi sie zaczynaé dwiema
jednakowymi literami; gdyby bowiem na poczatku byto
zestawienie ab (gdzie a # b), to kazde dalsze umieszczenie
dwéch liter a oraz dwéch liter b da sprzecznosé z natozonym
warunkiem.

Wezmy dowolne stowo dopuszczalne dlugosci 3n; przyjmijmy,
ze zaczyna sie ono sekwencja aa. Usunmy wszystkie trzy
wystapienia litery a. Pozostanie stowo dopuszczalne dtugosci
3(n — 1), ktére w mysl poprzedniego spostrzezenia musi
zaczynac si¢ sekwencja bb. Przywracamy trzy litery a na ich
miejscach — dwie na poczatku i pozostaty gdzies dalej. Jej
miejsce nie moze jednak wypasé po drugim wystapieniu b.
Musi albo poprzedzié¢ oba poczatkowe wystgpienia litery b,
albo je rozdzielic.

Kazda z tych dwoch opcji — dotaczenie do dopuszczalnego
stowa dlugosci 3(n — 1) trzech egzemplarzy nowej litery a,
tworzace poczatek aaabb lub aabab — daje dopuszczalne
stowo dlugosci 3n.
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Poniewaz w roli nowej litery moze si¢ znalez¢ kazda z n liter
alfabetu, wynika stad wzér rekurencyjny F(n) = 2nF(n — 1).
W potaczeniu z wartoscia bazowa F(1) = 1 daje to wzér
jawny F(n) = 2" 'nl.

576. Bez straty ogdlnosci mozna przyjacé, ze a > b > ¢ lub
a < b < ¢; wowcezas prawa strona zadanej nieréwnosci ma
wartos$é (\/E - \/5)2. Potraktujmy liczby a,c > 0 jako
ustalone, za$ b — jako zmienna, przebiegajaca przedziat

o koncach a, c. Nalezy wykazaé, ze wartos¢ maksymalna

funkcji
at+b+c

3

nie przekracza (\/Z — \/5)2. Jest to funkcja wypukta,

wiec swoja warto$¢ maksymalna przyjmuje na koncu
przedziatu, czyli dla b = a lub b = c. Trzeba zatem dowies¢,
ze kazda z tych brzegowych wartosci jest niewigksza

od (\/E — \/5)2. 7 uwagi na symetri¢ przypadkéw
wystarczy zajaé sie wartoscig osiagang dla b = a, czyli
wykazaé, ze

b +— (abc)'/?

2a3+c — (a2c)1/3 < (\/Ef \/&)2.

Mozna zalozyé, ze a > 0 1 przyjaé¢ ¢ = at (¢t > 0), co redukuje
ostatnia nieréwnos$é (po podzieleniu stronami przez a) do
nastepujacej,

2 —|— t 1/3 2

= -t’< (Vi-1)".
Podstawienie ¢ = v® (v > 0) i przeniesienie wszystkiego
na jedna strone sprowadza nieréwnosé do postaci
wielomianowej

20° — 60° +30° +1> 0.

Rozktad na czynniki
(v—1)%20" + 40> + 60> +20+1) >0

koniczy dowdd.
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Zadania z fizyki nr 480, 481
Redaguje Jerzy B. BROJAN

480. Powierzchnia dlugiego walca o promieniu r jest przewodzaca. Po tej
powierzchni wzdluz osi walca plynie prad o natezeniu I, o gestosci stalej wzdhuz
obwodu walca. Jakie ciSnienie p powstaje wewnatrz walca wskutek wzajemnego
przyciagania sie elementéw powierzchni? Wzgledna przenikalno$é magnetyczna

osrodka jest réwna 1.

Rys. 1

481. Dhugi jednorodny pret o przekroju kwadratowym,
wykonany z materiatu o gestoéci 0,5 g/cm3, lezy na
powierzchni wody. Ktora z przedstawionych na rysunku 1
pozycji jest polozeniem réwnowagi trwalej, czy tez obie?

Rozwigzania zadann z numeru 2/2009

6
@ 5
0

4
a 321
6 6
5
4 5
3 0

0 ¢ 2 1 d

Przypominamy tresé zadan:

472. Elektroskop wycechowano zaopatrujac go w skale, na ktérej zaznaczono kolejne wartosci
tadunku (w dowolnych jednostkach). Czy dziatki skali powinny byé réwno odlegle, czy tez nieréwno
(rys. 2a—d)? Wskazaé skale najblizsza prawidlowej i uzasadnié¢ odpowiedz.

473. W chwili poczatkowej drobiny pylu byly nieruchome i rozmieszczone w sposéb jednorodny,
tworzac kule (gwiazde?). Jesli jedyna silag dzialajaca na pytki jest wzajemne przycigganie
grawitacyjne, to czy w czasie zapadania si¢ kula pozostanie jednorodna? Jesli nie, to czy gestosé
bedzie wigksza w $rodku kuli, czy przy jej powierzchni?

Jaka jest odpowiedZ na te same pytania w odniesieniu do chmury pylu o ksztalcie dlugiego walca?

Rys. 2

472. Sita odpychania ze strony preta dziala na
poszczegdlne czesei listka w kierunku zblizonym do

poziomego, a jej warto$¢ — zgodnie z prawem Coulomba

— jest proporcjonalna do iloczynu odpowiednich
tadunkéw, czyli w ostatecznym rozrachunku do
kwadratu tadunku elektroskopu g. Moment sity
odchylajacej listek od pionu zalezy wiec od ¢ i kata
odchylenia ¢ wedtug przyblizonego wzoru

M ~ ¢? cos .
Ten moment sily jest rbwnowazony przez moment
sily cigzkosci, ktory jest niezalezny od tadunku
i proporcjonalny do sin . Wnioskiem jest zalezno$c

tgp ~ ¢,

Tak wiec, skala elektroskopu musi si¢ zageszczaé przy
zblizeniu do zera (ze wzgledu na kwadrat ladunku),
a takze przy zblizeniu do kata 90° (ze wzgledu na
przebieg funkcji tangens). Sposréd narysowanych skal
najlepsza jest skala c, jednak i ja nalezaloby poprawic,
gdyz kat 90° nie moze by¢ osiagniety dla zadnej
skonczonej wartosci q.

Niescisto$¢ przedstawionego rozumowania wynika
zaréwno z niedokladnie poziomego kierunku sit
dzialajacych na listek, jak i stad, ze przy zmianie
kata ¢ zmienia sie takze rozktad tadunku na precie

i listku. Nie powinno to jednak powodowa¢ radykalnej
zmiany skali.

473. Przyjmijmy na poczatek zalozenie, ze w czasie
spadania pylki sie nie mijaja (dalej upewnimy

sie co do jego stusznosci). Wtedy kazdy z pylkéw
porusza sie tak, jakby zrédlem pola grawitacyjnego
byla stala masa punktowa M réwna lacznej masie
pytkéw polozonych blizej érodka kuli, niz dany pylek.
(Zewnetrzne pylki tworza warstwe kulista, ktéra
wewnatrz niej nie wytwarza pola grawitacyjnego.)
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Uzasadni¢ wszystkie odpowiedzi.

7 zasady zachowania energii wynika rownanie

dr 1 1
N Ve DV
dt \/ G (r R)’

gdzie r — odleglto$é¢ danego pytka od érodka kuli,
R — odlegltosé poczatkowa. Po wprowadzeniu zmiennej
0 = r/R réwnanie przyjmuje postaé

do _ _ J2GM j1
dt R Vo

Roéwnanie to mozna rozwiazaé¢ analitycznie, ale do
naszych celow wystarczy spostrzezenie, ze przy stalej
poczatkowej gestosci kuli masa M jest proporcjonalna
do R3, zatem stala po prawej stronie jest jednakowa dla
wszystkich pytkéw i otrzymana z réwnania funkcja o(t)
takze jest jednakowa. Oznacza to, ze kula zmniejsza si¢
w jednakowym stosunku, czyli pozostaje jednorodna.
Oczywiscie, wyprzedzanie pylkéw wewnetrznych przez
zewnetrzne jest wykluczone.

W przypadku dlugiego walca zaleznoéci sity
grawitacji i energii potencjalnej od odlegltosci od osi
sa mniej standardowe (cho¢ wyprowadzone w wielu
podrecznikach), wiec zapiszmy odpowiednie wzory

P ZG)\m’

r

gdzie A\ jest masg walca na jednostke dtugosci, m — masa
ciala prébnego (pytka). Réwnanie ruchu ma postaé

dr
- = ’
i VAGAIn(R/r)

a w zmiennej o zdefiniowanej jak poprzednio

do 4G
— = —=v—-1 .
di gz Vo)
Poniewaz dla walca poczatkowo jednorodnego A\ jest

proporcjonalne do R?, wiec poprzednie wnioski
pozostaja w mocy — walec pozostanie jednorodny.

Epot = 2GAm1In(r),
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Rozwigzanie zadania M 1245.
Oznaczmy przez H punkt przeciecia
odcinkéw AF i BE. Proste AF i BE sa
wysokosciami tréjkata ABC, wiec prosta
C' H jest prostopadta do prostej AB.

A
w\

Oznaczmy przez @ $rodek odcinka C'H.

Wykazemy, ze punkt P pokrywa sig

z punktem Q. W tym celu wystarczy

udowodnié¢, ze proste QE i QF sa styczne
do okregu w.

Poniewaz punkt @Q jest $rodkiem okregu
opisanego na czworokacie CEHF', wigc
QF = QC. A zatem

XCEQ = XECQ = 90° — XCAB =
= XABE,
skad wynika, ze prosta QFE jest styczna
do okregu w. Analogicznie dowodzimy, ze
prosta QF jest styczna do okregu w.

L?

N
iﬂ\ &;“/

\h Vad

E%ee

Rozwigzanie zadania F 741.

Przy obrocie zwierciadla o kat Aa
promien odbity obréci si¢ o kat 2Aa;,
zatem predkosé katowa promienia
odbitego wynosi 2w. Chwilowa predkos$é
wiazki §wietlnej, zogniskowanej

na ekranie, wynosi zatem v = 2wF.

Patrz w niebo

Jak wiadomo, czarna dziura nie $wieci ,sama z siebie”, $wieci natomiast
dowolna materia wpadajaca do czarnej dziury. Czarnymi dziurami w Galaktyce
sa liczne pozostaloéci po masywnych gwiazdach, a ich $wiecenie zapewnia
najczesciej materia pochodzaca z sasiedniej gwiazdy, z ktora czarna dziura
tworzy uklad podwdjny. Swiecenie to jest wtedy mniej wiccej stale w czasie, tak
jak staly jest przeplyw materii gwiazdy ku czarnej dziurze. Inaczej powinno by¢
w przypadku supermasywnych czarnych dziur, tkwiacych — jak sie spodziewamy
— w centrach galaktyk. W takich przypadkach nie ma stalego przeptywu
materii, na ogél zreszta w ogdle nie ma przeptywu lub jest staby, bowiem
czarna dziura zazwyczaj oczyscila juz swoje otoczenie z wszelkiej materii.

Od czasu do czasu jednak w sasiedztwo centrum galaktyki moze zawedrowaé
cala gwiazda, a wtedy ma szanse zosta¢ rozerwana przez sity plywowe ze

strony czarnej dziury tuz przed ostatecznym wessaniem. Totez taki obiekt

przez wigkszosé czasu ma prawo w ogdle nie Swiecié, za to emitowaé potezny
btysk promieniowania rentgenowskiego, gdy wsysana pod horyzont jest taka
nieostrozna gwiazda.

Takie kataklizmy powinny statystycznie zdarzaé sie, powiedzmy, raz
na 10000 lat w typowej galaktyce. Oczywiscie, zeby takie zjawisko
zarejestrowaé¢ w sensownym czasie, nalezy obserwowa¢ odpowiednio duzo
galaktyk. Miedzynarodowa grupa astronoméw, sledzaca te zjawiska za
pomocy rentgenowskiego teleskopu ROSAT (od ROentgen SATellite,
niemiecko-amerykansko-angielski satelita uruchomiony w 1990 r.), zarejestrowala
juz kilka takich blyskéow w réznych galaktykach. Inna za pomoca teleskopu
Hubble’a bada galaktyki podejrzane o posiadanie czarnej dziury, gdyz w tych
przypadkach mozna wykry¢ przejawy stabej ciaglej akrecji materii. Warto
zreszta wiedzie¢, ze rentgenowski blysk, towarzyszacy wsysaniu gwiazdy pod
horyzont, trwa kilka miesiecy, a sama galaktyka nie ma powodéw zapowiadaé
tego zjawiska z wyprzedzeniem. Trzeba wiec przyznaé, ze wyniki tych obserwacji
mocno zaleza od przypadku.

Tomasz KWAST

Czerwiec

Zaczyna sie lato, Droga Mleczna wieczorami lezy nisko nad pélnocnym
horyzontem, zmrok zapada p6zno, a wysoko, niemal nad glowa, widzimy
Wolarza z najjasniejszym w nim Arkturem. Arktur jest trzecia co do jasnosci
gwiazda nieba, a dla Polski druga (Canopus w Kilu jest zbyt daleko na
potudnie i nigdy go nie widzimy). Arktur jest pomaraiczowym olbrzymem
typu widmowego K2, jest tez gwiazda stosunkowo bliska (11 pc). Dzieki temu
zastynal jako gwiazda, ktorej ruch wlasny zmierzono najwczesniej, a dokonat
tego Edmond Halley w 1717 roku. Cho¢ lezy blisko bieguna naszej Galaktyki
i w poblizu wielkich gromad galaktyk w Warkoczu Bereniki i w Pannie, sam
gwiazdozbiér jest wyjatkowo ubogi w jasne galaktyki. Jego pélnocna czesé

w dawnych czasach stanowita osobny gwiazdozbior Kwadrant. Nazwa ta
pozostata w nazwie styczniowego roju meteoréw Kwadrantydow.

Wenus i Mars sa w Baranie i planety te wida¢ nad ranem. W szczegoélnosci
Wenus 5 VI znajdzie sie najdalej od Stonica. Rowniez nad ranem mozna bedzie
probowaé dostrzec Merkurego, ktéry najbardziej oddali sie od Stonca 13 VI.
Jowisz znajduje si¢ w Wodniku i widaé¢ go w drugiej potowie nocy. A Saturn
jest we Lwie i widaé¢ go w pierwszej polowie nocy. Pelnia Ksigzyca wypada 7 VI,
a néw 22 VI. Ksiezyc zakryje Antaresa 7 VI, ale zobacza to zjawisko mieszkancy
Ameryki Pélnocnej (bez Kanady) i p6lnocno-zachodniej Afryki. Lato zacznie sie
21 VI. Zadnych przewidywalnych rojéw meteoréw w czerweu nie bedzie.

T. K.
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Dwa rézne dowody TP znalezé mozna
na przyklad w Delcie 1(248)/1995.

Rys. 1. ABDC to réwnoleglobok.

Zadanie 3 pochodzi z LI Olimpiady
Matematycznej.

Twierdzenie sinuséw. Jesli tréjkat
o kagcie « i przeciwleglym boku a jest
wpisany w okrag o promieniu R, to
a/sina = 2R.

Rys. 2

Rys. 4

Twierdzenie Ptolemeusza
Joanna JASZUNSKA

Twierdzenie Ptolemeusza (TP). Dla dowolnego czworokgta R c
ABCD zachodzi nieréunos$é¢ AB-CD + AD - BC > AC - BD. %
Rownosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy na czworokgcie

ABCD mozna opisac okrqg. A B

Dowdd pozostawmy jako éwiczenie. Ponizej kilka przykltadéw zastosowan.

1. Punkt P lezy wewnatrz trdjkata réwnobocznego ABC. Udowodnij, ze
z odcinkéw o dtugoséciach AP, BP,C' P mozna zbudowaé trdjkat.
R. Na mocy TP dla czworokata wklestego ABC P mamy ostra nieréwnosé

AB-CP+ AP - BC > AC - BP. Dzielac stronami przez AB = BC = AC, uzyskujemy
nieréwnos¢ tréjkata CP + AP > BP. I

2. W tréjkacie o bokach a, b, ¢ dtugosci odpowiadajacych im $rodkowych
z A, B,C oznaczmy przez mg, my, m.. Udowodnij, ze myc 4+ m.b > 2m,a.

R. Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku 1. Z TP dla czworokata SBDC mamy
SB-DC+SC-BD > SD - BC, czyli %mbc + %mcb > %mam co daje teze. O

3. Dwusieczna kata BAC trojkata ABC przecina okrag opisany na
tym trojkacie w punkcie D réznym od A. Punkty K i L sa rzutami
prostokatnymi odpowiednio punktéw B i C' na prosta AD. Udowodnij,
ze AD > BK + CL.

R. Skoro AD jest dwusieczna, to BD = C'D (rys. 2). Stad i z twierdzenia sinuséw

BK/CD = BK/BD = sin XADB = AB/2R, analogicznie CL/BD = AC/2R. Zatem,

z TP oraz z BC' < 2R, mamy

AB-CD+ AC-BD _ AD-BC
2R 2R

4. Punkt P lezy wewnatrz réwnolegloboku ABCD o polu S. Wykaz, ze

wowczas AP-CP+ BP-DP > S.

R. Obierzmy punkt @ tak, by AQPD byl réwnoleglobokiem (rys. 3). Wtedy
BCPQ tez jest réwnolegtobokiem. Z TP dla czworokata AQBP mamy

AP -BQ+ BP - AQ > AB - PQ, co na mocy BQ = CP, AQ = DP, PQ = AD oraz
AB - AD > S daje teze. Kiedy zachodzi rownosé? [J

BK +CL =

< AD.O

D c

A

N7
Q
Rys. 3
5. Wykaz, ze sin(a + () = sinacos 5 + cos asin 3.

R. Niech czworokat ABCD bedzie wpisany w okrag o $rednicy AC' = 1, niech
XBAC =a i xCAD = (3 (rys. 4). Wtedy AB = cosa, BC =sina, AD = cos 3,
CD =sinf i z twierdzenia sinuséw BD = sin(« + 3). Teza wynika z TP dla ABCD. O

Zadania domowe:

6. Niech punkt P lezy na okregu opisanym na tréjkacie réwnobocznym ABC,
na tym tuku BC, ktory nie zawiera A. Wykaz, ze BP + CP = AP.

7. Wyprowadz twierdzenie Pitagorasa jako wniosek z TP.

8. Punkty P, Q, R leza odpowiednio na odcinkach AB, AC, AD réwnolegtoboku
ABCD. Udowodnij, ze jezeli na czworokacie APQR mozna opisaé okrag, to
AR-AD+ AP - AB = AQ - AC.

Wskazowka. Wykaz najpierw, ze AABC ~ ARQP.
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