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Grawitacja i geometria — szybki przeglad

)

A= (A1 Ay, A3) = (af — 2f 2f — 2, of — of)

Rys. 2. W matym otoczeniu punktéw
mozemy geometri¢ zakrzywionej
przestrzeni przybliza¢ geometriag
euklidesowg.

*Instytut Fizyki Teoretycznej,
Wydzial Fizyki
Uniwersytetu Warszawskiego

Marcin DOMAGALA*

Ogolna teoria wzglednosci nauczylta nas, ze geometria jest nieodlaczna czescia
wspolczesnej fizyki. W teorii tej Albert Einstein wskazal geometrii miejsce
rownowazne temu, ktére zajmuje materia. Sprawil, ze ta pierwsza stala sie
obiektem dynamicznym i zaczeto pytacé o jej ewolucje i ksztalt. Wymagalo

to stworzenia nowego, geometrycznego jezyka, ktérym dzi$ postuguje sie
wspolczesna fizyka. Mimo iz ogélna teoria wzglednosci jest dosé dobrze
spopularyzowana, podobnie jak wynikajaca z niej wspolczesna kosmologia,

to jej geometryczny opis jest mniej znany szerokim rzeszom czytelnikow.

W niniejszym artykule postaram sie uzupetnié te luke.

Zacznijmy od nauczanej w szkole fizyki, ktora odwoluje sie do poje¢
wprowadzonych jeszcze przez Izaaka Newtona. Uprawiajac fizyke newtonowska,
mamy do dyspozycji z géry zadang geometrie. Absolutna przestrzen jest
przestrzenig euklidesowa, z ktora zapoznajemy si¢ juz na poczatku szkoty
podstawowej. Dodatkowo dysponujemy absolutnym czasem, ktéry jest od
przestrzeni niezalezny i plynie jednostajnie wtasnym torem.

Przestrzen euklidesowa mozemy modelowa¢ za pomoca iloczynu kartezjanskiego
trzech kopii zbioru liczb rzeczywistych, tj. R3. Punkty takiej przestrzeni to
uporzadkowane trojki liczb @ := (21, 22, x3). Podstawowymi obiektami sa
wektory przesuniecia, a wiec wektory, ktére mozemy sobie wyobrazié¢ jako
strzatki taczace dwa dane punkty, z ktorych jeden jest punktem poczatkowym,
a drugi koncowym.

W przestrzeni euklidesowej mozemy poréwnywaé dwa wektory, bez wzgledu

na to, jakie punkty je wyznaczaja. Pomaga nam w tym piaty aksjomat
Euklidesa, ktéry mowi o tym, ze na plaszczyznie przez punkt poza prosta
mozna poprowadzi¢ dokladnie jedna prosta z nia roztaczna. Mamy zdefiniowany
iloczyn skalarny

A-B:=ABy + AyBs 4+ A3B3,

ktory pozwala obliczaé¢ dlugosci wektoréw i kat pomiedzy nimi. Za pomoca tego
iloczynu mozemy wyznacza¢ dlugo$é dowolnej krzywej. Mozemy tez zdefiniowaé
odcinek ,prosty” jako krzywa o minimalnej dlugosci taczaca dane dwa punkty.

W przypadku dowolnych przestrzeni powyzsze podej$cie moze nie by¢ stuszne.
Po pierwsze, piaty aksjomat Euklidesa moze nie by¢ spelniony. Po drugie, dwa
punkty nie musza wyznaczaé¢ wektora. Po trzecie, nie mozemy poréwnywac
wektorow zaczepionych w réznych punktach. Geometria moze by¢ euklidesowa
tylko w matej skali, tzn. w otoczeniu dowolnego punktu mozemy ja za taka
uwazad, o ile nie oddalamy sie za daleko.

Musimy poradzié¢ sobie jeszcze z problemem absolutnego czasu. Czas musi stac
sie nieodlaczna czedcia geometrii, ktora stanie si¢ geometria czasoprzestrzeni,
a nie tylko przestrzeni. Aby poradzi¢ sobie z tymi problemami, fizycy
potrzebowali nowego aparatu matematycznego — stworzonej przez Riemanna
geometrii rézniczkowej. Podstawowymi, uzywanymi przez nich obiektami, sa:

1) Pewien zbiér, ktéry nazywamy rozmaitoécia. Ma on te wlasnosé, ze lokalnie,
w odpowiednio malym otoczeniu kazdego punktu, wyglada on jak R*. Sprawia
to, ze otoczenie kazdego punktu mozemy w pewien niejednoznaczny sposéb
utozsamié¢ z podzbiorem R*, ale nie mozemy tego zrobié globalnie. Jest to
sytuacja podobna do tej, z jaka mamy do czynienia, zyjac na powierzchni Ziemi.
Poruszajac sie w swoim miescie, nie jestedmy w stanie poczu¢ jej kulistosci,

a nasze otoczenie wydaje sie plaskie. Mape naszego miasta mozemy narysowac
z doskonalg doktadnoscia na ptaskiej kartce papieru, a dane miejsce moze
znajdowaé sie na kilku réznych mapach sposrod wielu pokrywajacych glob.

2) W kazdym punkcie naszej przestrzeni mamy zaczepiona pewng przestrzen
ywszystkich mozliwych predkosci”, jakie moze miec cialo, poruszajac sie
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Rozwigzanie zadania M 1240.
Taka 19-cyfrowa liczba N istnieje,
np. N =2121...12.

Wiadomo, ze k-cyfrowa liczba

n =arar_1...aza1 jest podzielna
przez 11 wtedy i tylko wtedy, gdy
liczba S = a1 —az +asz —aq + ... jest
podzielna przez 11. Stad wynika, ze
liczba N jest podzielna przez 11.

Wykazemy teraz, ze kazda inna liczba
n = aigdis ...azai, otrzymana z N
poprzez permutacje jej cyfr, nie jest
podzielna przez 11.

Poniewaz wsréd cyfr ai,az, ..., a19
liczby n jest dokladnie 10 dwdjek

i 9 jedynek, wigc liczba S jest
nieparzysta. Ponadto —7 < § < 11.

Stad wynika, ze liczba n jest podzielna
przez 11 wtedy i tylko wtedy, gdy S = 11.
To jednak jest mozliwe jedynie wtedy,
gdy n = N.

po krzywej przechodzacej przez ten punkt. Wyrazenia w cudzyslowie nie nalezy
rozumie¢ zbyt dostownie. Ma ono na celu wywolaé¢ pewne skojarzenie

i pobudzi¢ intuicje. Przypominam jednak, ze nie mamy juz absolutnego czasu

i &cista definicja wymaga matematycznej starannosci. W odréznieniu od
przypadku przestrzeni euklidesowej nie mozemy poréwnywaé ,,predkosci”

w réznych punktach.

3) W kazdym punkcie z osobna mamy iloczyn skalarny dla wektoréw
spredkosci” zdefiniowanych powyzej. Bedziemy go oznaczali przez g(z), gdzie
x przypomina nam o tym, ze wielko$¢ ta zalezy od punktu. Pozwala nam on
obliczy¢ diugosci predkodci i kat pomiedzy nimi, ale tylko w danym punkcie.

Zdefiniowane obiekty umozliwiaja nam obliczenie dlugosci krzywej. Postuze si¢
tutaj przykladem podrézy samochodem. Znajac wskazanie predkosciomierza

w kazdej chwili, mozemy obliczy¢ dystans, jaki pokonalismy. Gdy w geometrii
nie mamy zdefiniowanego iloczynu skalarnego dla predkosci w kazdym punkcie,
to tak, jakbydmy poruszali sie samochodem, w ktérym predko$ciomierz nie ma
skali, a widzimy jedynie wychylajaca sie wskazéwke. Zdefiniowany obiekt g(x)
pelni role skali, ktéra w kazdej chwili ruchu dokladamy do tarczy. Przypominam,
ze jest to tylko obraz intuicyjny, a glebsze zrozumienie tych kwestii wymaga
matematycznej doktadnoéci. Mozemy teraz zdefiniowaé odcinek ,prosty”, ktéry
w ogdlnym przypadku nazwiemy geodezyjna, jako krzywa, ktéra taczy dwa
punkty i ma ekstremalna dtugosé.

Dodajmy, juz bez wchodzenia w szczegdly, ze obiekt g(x) pozwala przesuwaé
wektory ,réwnolegle” pomiedzy punktami. Gdy dwa wektory sa juz zaczepione
w tym samym punkcie, potrafimy je poréwnacé. Okazuje sie jednak, ze
przesuwajac wektor wzdtuz réznych drog, mozemy otrzymaé rézne wyniki.
Zdarza si¢ to w sytuacji, gdy przestrzen nie jest plaska.

Ogdlna teoria wglednoéci laczy materie z geometriag za pomoca réwnan Einsteina
Glgl =T,

gdzie G jest wielkodcia, ktéra obliczamy za pomoca obiektu ¢ i jego pochodnych,

natomiast 7' jest obiektem opisujacym materi¢. Rozwiazywanie tych réwnan

polega na znajdowaniu g. Jest to zadanie do$¢ trudne i w ogdlnosci niewykonalne.

Dlatego fizycy staraja sie uprosci¢ to postepowanie, czyniac pewne zalozenia

na temat materii (T") lub na temat symetrii czasoprzestrzeni, co ma swoje

odzwierciedlenie w postaci g.

Rozwazajac czasoprzestrzen calkowicie pozbawiona materii (T = 0), ktéra jest
sferycznie symetryczna, otrzymujemy rozwiazanie opisujace czarna dziure.
Ciekawe, ze rozwiazanie takie ma jeden wolny parametr, ktéry okazuje si¢

by¢ masa w rozumieniu grawitacji Newtona. Analogie te znajdujemy, badajac
ruch czastek probnych daleko od centrum symetrii. Poruszaja si¢ one tak,

jak gdyby znajdowaly si¢ w newtonowskim polu grawitacyjnym masy M,
mimo iz, jak wspomnialem na poczatku, rozwazaliémy pusta czasoprzestrzen.
Rowiazanie to ma réwniez te wlasnosé, ze srodek symetrii jest punktem, ktéry
fizycy nazywaja osobliwoscia — miejscem, gdzie teoria si¢ zalamuje, gdyz pewne
wlasnodci geometrii staja sie tak ekstremalne, a opisujace geometri¢ parametry
nieskonczone, ze przestajemy wierzy¢ w mozliwos¢ istnienia takich warunkéw
w przyrodzie (matematycy zdaja sie zachowywaé zimna krew w obliczu takich
nieskonczonosci).

Rozwazajac inny model, w ktorym Wszechswiat wypelniony jest pylem — za ziarenka
tego pytu stuzg galaktyki! — otrzymujemy modele kosmologiczne. Dodatkowo
czynimy zalozenie, uzasadnione doswiadczalnie, ze Wszechswiat jest jednorodny
i izotropowy. Oznacza to tylko tyle, ze wyglada on tak samo, bez wzgledu na to,
w ktorym kierunku i z ktérego miejsca go obserwujemy. Zatozenia te okazuja sie na
tyle silne, ze pozwalaja sprowadzi¢ ewolucje Wszechswiata do badania jednej funkcji
a(t), gdzie t jest wspdlrzednosciowym czasem Wszech$wiata. Czasoprzestrzen
modelu kosmologicznego mozemy pociaé na tréjwymiarowe plastry, ktore nastepuja
po sobie. O kolejnosci ich nastepowania méwi parametr t. Wszystkie plastry sa
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Cczas

Rys. 3. W rozszerzajacym sie
Wszech§wiecie przestrzen ,puchnie”.
Wazrost odleglosci migdzy ustalonymi
punktami-galaktykami opisuje
funkcja a(t).

takie same i moga by¢ nieskorficzone. Liczba a(t) méwi nam o tym, jak zmienia
sie skala tych plastréw. Na przyktad, w tzw. modelu ptaskim poszczegolne
plastry sa tréjwymiarowymi przestrzeniami euklidesowymi. Gdy zaznaczymy
dowolne dwa punkty (tj. odlegte galaktyki), to ich fizyczna odleglosé bedzie
zmieniala sie zgodnie ze wzorem L = a(t)Lg. Model kosmologiczny przewiduje,
ze dla odpowiednio matego parametru ¢ czynnik skali wyniesie 0 i caly
nieskonczony plaster zostanie $cisniety tak, ze odlegltosé dowolnych dwdch
punktéw wyniesie zero — i gestosé Wszech§wiata bedzie nieskoniczona. Podobnie
jak w przypadku sferycznie symetrycznym jest to punkt, w ktérym zatamuje
sig teoria. Te osobliwos¢ nazywamy popularnie Wielkim Wybuchem, cho¢

dzi$ miano to zarezerwowano raczej dla procesu, w ktorym wytonit sie goracy,
wypelniony promieniowaniem Wszech$wiat.

Istnienie tych dziwnych punktéw sprawia, ze fizycy obdarzaja teorie maltym
zaufaniem w ich otoczeniu. Wierza, ze tak jak dla materii, gdzie teoria kwantowa
rozwigzala wiele problemoéw z niepozadanymi nieskonczonosciami, odpowiednia
kwantowa teoria grawitacji i geometrii zapewni rozwiazanie problemu osobliwosci.
Jednak, choé¢ wielu fizykéw glowi sie nieustannie nad sformutowaniem takiej
teorii, jak dotad ostateczna odpowiedZ wymyka si¢ umystom badaczy, tworzacych
konkurencyjne modele. Jeden z takich modeli — petlowa kwantowa grawitacja —
pozwala przeformutowac ogdlna teorie wzglednosci w sposob, ktory czyni ja podobna
kwantowym teoriom opisujacym materi¢. Postepujac analogicznie jak w tamtych
przypadkach, otrzymujemy nowy model kosmologiczny, w ktérym nie wystepuje
poczatkowa osobliwo$¢ Wszechswiata. W modelu tym Wszech§wiat dawno temu
kurczyl sie, osiggajac stan o maksymalnej gestosci, po czym zaczal sie rozszerzac
i rozszerzanie to trwa po dzi$ dzien.

Czy jest to dobry opis? Tego zagwarantowa¢ nie mozna, model wymaga bowiem
wciaz wiele pracy dla jego lepszego zrozumienia. By¢é moze jednak jestesmy
$wiadkami wylaniania sie odpowiedzi na trapiacy od dawna fizykéw problem
poczatkowej osobliwosci. . .

Przedstawiony tutaj obraz jest, oczywiscie, bardzo uproszczony i niepelny.
Czytelnika Wnikliwego, ktéry chciatby dowiedzieé sie czegos$ wiecej o grawitacji
i geometrii, odsytam do podanej ponizej literatury:

1) R. Penrose, Droga do rzeczywistosci.

2) M. Heller, Ewolucja kosmosu i kosmologii.

3) W. Kopczynski, A. Trautman, Czasoprzestrzen i grawitacja.

4) B. F. Schulz, Wstep do ogdlnej teorii wzglednosci.

Na rozwiazania zadan A 9i A 10
czekamy do 1 czerwca 2009 r.
(decyduje data stempla pocztowego)
pod adresem:

Centrum Astronomiczne
im. Mikotaja Kopernika
ul. Bartycka 18
00-716 Warszawa

Konkurs zadan astronomicznych

A 9. Brazowy karzel o rozmiarach Jowisza (promienr R = 70000 km) ma
temperature powierzchniowa 7" = 1400 K. Jaka jest moc jego promieniowania
w stosunku do mocy Stonca, ktérego temperatura powierzchniowa jest réwna
T = 5800 K? Brakujaca dana wez z tablic. [1 pkt]

A 10. Energia wyzwolona przy syntezie jednego jadra helu z czterech protonéw
to 27 MeV. Proces syntezy helu w jadrze gwiazdy typu Stonca ustaje po zuzyciu
10% zapasu wodoru, natomiast gwiazda nadal moze pali¢ wodér w powloce

na zewnatrz helowego jadra. Jak dlugo bedzie trwac swiecenie takiego Stonca
kosztem spalania wodoru, jesli proces zakonczy sie po zuzyciu 13% calkowitego
zapasu paliwa? Przyjmij mase Slofica réwna 2-10%° kg, jego jasnosé 3,8 - 1026 W,
a wodor niech stanowi 70% masy Stofca. [2 pkt]

Rozwigzania zadan z numeru 3/2009

A 5. Jezeli o oznacza powierzchnie boiska, A 6. Odlegtoéé mgltawicy = 4,7 - 10'° m. Promiefi katowy
a S = 1360 W/m? stala stoneczng, to czas oczekiwanego mgtawicy 1,75 - 10~% rad, co odpowiada 8,2 - 10*? km. O ile

naswietlania boiska wynosi

ekspansja mgtawicy zachodzi jednostajnie, to czas ekspansji

t=4-10"/(0S) = 4,2-10% s = 13,3 lat. wynosi 5,5 - 10 s, czyli 17500 lat.

3



Rys. 1

Rys. 2

Ktos méglby nam zarzucié, ze

w rzeczywistym $wiecie nici pajeczyn
laczg si¢ nie tylko w wezlach, ale rowniez
sa posklejane w powietrzu, bez udziatu
elementéw otoczenia. To prawda, ale

w naszym $wiecie pajaki nie rywalizuja

z nudéw w tkaniu sieci, wiec mozna
zalozy¢, ze opisujemy sytuacje z troche
innego $wiata. ;)

Rys. 3

Rys. 4. Sasiadujace wezly nie moga
mieé¢ wspélnego sasiada, gdyz wtedy
mieliby$my w naszym grafie trojkat!

*Wydzial Matematyki
i Nauk Informacyjnych,
Politechnika Warszawska

Pajecza Rapsodia Pawel NAROSKI"

Bylo piekne pazZdziernikowe popoludnie. Przez wychodzgce na zachdd okno wpadaly
do pokoju ciepluskie promienie stoneczka, wprowadzajgc milg atmosfere blogiego
lenistwa. Pod sufitem siedzialy na $cianie dwa pajeki, ktore dalekowzrocznie
schronily sie juz wewnqgtrz domostwa przed jesienno-zimowym chlodem. Imiona
pajgkow sq nieistotne w tejg historii. Wspomnigmy moze tylko, Ze dopiero czytane
od konica znaczyly cos w jezyku polskim. Aby przezwyciezyé nude, wiekszy pajok
zaproponowal mniejszemu utkanie pajeczyn, ale zeby bylo zabawniej, narzucil
dodatkowe warunki, ze pajeczyny muszq mieé po szesé wezlow (wezel w pajeczynie
to miejsce, gdzie ni¢ przyklejona jest do otoczenia) oraz nie moze byé w niej trzech
weztow, ktore tworzq trojkat, czyli dla dowolnych trzech weztow w pajeczynie muszq
istnie¢ wsrod nich dwa niepolgczone nicig. Mniejszy pajgk przystal chetnie na
takq propozycje, szczegdlnie ze juz powoli zaczynal glodnieé © nalezato zaczqé
mysle¢ o polowaniu. Po utkaniu zaledwie pieciu nici (rys. 1) zorientowal sie,
zZe juz w Zaden sposob nie moze dodac kolejnej, aby nie utworzyé trojkgta. Jak
ztapaé cokolwiek w tak rzadkq sieé!? Spojrzal na pajeczyne wiekszego pajoka
(rys. 2) i ze zdziwieniem stwierdzil, Ze tamta zloZona jest z dziewieciu nici.
Calkiem porzgdna sie¢! W oczekiwaniu na zlapanie jakiejs zdobyczy, mmniejszy
pajak postanowil pomysleé, gdzie popelnil blgd. ..

*okok
My tez zastandéwmy sie, jak powinien postapi¢ mniejszy pajak, aby jego sie¢ byla
lepsza. Najpierw sformalizujmy sobie pojecie pajeczyny. W naszym przypadku
dobrym dla niej modelem matematycznym jest graf. Graf sktada si¢ z weztéw oraz
krawedzi i mozemy sobie go wyobraza¢ jako rysunek, na ktérym wezly sa punktami,
a krawedzie to krzywe, ktére lacza niektore z wezldéw tak, jak nici w pajeczynie
lacza jej wezly. Przyklady graféw mozna znalezé na rysunkach na marginesie.

Problem naszych pajakéw to skonstruowanie 6-weztowego grafu o mozliwie duzej
liczbie krawedzi niezawierajacego trojkata. Oczywidcie, nie bedziemy sie ograniczac
do tak matej liczby wezlow i od razu zajmiemy si¢ tym problemem dla dowolnej
liczby n wezléw. Szukamy najwiekszej mozliwej liczby krawedzi w grafie o n weztach
niezawierajacym tréojkata, czyli bez trzech weztéw potaczonych krawedziami kazdy
z kazdym. Skonstruujmy sobie pewien graf G. Mamy do dyspozycji n wezléw.
Podzielmy je na dwie czesci tak réwno, jak to tylko mozliwe, tzn. jesli n jest
parzyste, to podzielimy wezly na dwie grupy majace tyle samo (n/2) wezléw,

a jesli n jest nieparzyste, to w jednej grupie bedziemy mieli jeden wezel wiecej
niz w drugiej — grupy te beda mialy licznodci (n — 1)/2 1 (n + 1)/2. Dwa wezly

w naszym grafie beda potlaczone krawedzia wtedy i tylko wtedy, gdy naleza do
roznych grup. Przyktadowy graf G jest przedstawiony na rysunku 3. Zauwazmy, ze
nie znajdziemy w nim tréjkata, ale juz nie mozemy dotozy¢ zadnej krawedzi bez
stworzenia jakiego$. A ile graf G’ ma krawedzi? W przypadku n parzystego n?/4,
a w przypadku przeciwnym. . . prawie tyle samo, a mianowicie jego liczba krawedzi
jest najwieksza liczba calkowita nieprzekraczajaca n? /4. Zatem w obu przypadkach
liczba krawedzi nie przekracza n? /4. Czy G ma duzo krawedzi? Okazuje sig, ze graf
bez tréjkatéw, majacy n wezldéw, nie moze mieé ich wiecej! Mozna to wykazad,
stosujac indukcje matematyczna.

Bedzie to indukcja po liczbie weztéw n. Dla malych wartosci n z tatwoscia
sprawdzamy, ze nasze twierdzenie jest prawdziwe. Pierwszy krok indukcyjny
mamy za soba. Zabierzmy si¢ za drugi. Wezmy dowolny n-weztowy graf
niezawierajacy trojkatow. Taki graf musi zawieraé¢ wezel, z ktorego wychodzi
muniej niz n/2 krawedzi. Rzeczywiscie! Wezmy dwa polaczone krawedzia

wezty. Nie moga one oba by¢ polaczone krawedzia z tym samym weztem, gdyz
wtedy tworzylyby we tréjke zakazana konfiguracje — trojkat. Zatem lacznie

z naszych dwéch wezldéw moze wychodzié co najwyzej n — 1 krawedzi (n — 2 do
pozostalych wezléw oraz jedna laczaca je), ale to oznacza, ze z ktéregos

z nich wychodzi mniej niz n/2 krawedzi, co chcieliémy wykazaé. Usunimy ten
wlasnie wezel 1 wszystkie wychodzace z niego krawedzie. Otrzymany graf ma
n — 1 wezléw i nie zawiera tréjkatéw, bo sie przeciez zaden po usunieciu wezla
nie mégl pojawié, wiec z zalozenia indukcyjnego zawiera on co najwyzej
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(n —1)?/4 krawedzi. Nasz wyjéciowy graf zawiera wszystkie te krawedzie oraz
krawedzie wychodzace z usunietego wezta, ktérych jest nie wiecej niz (n — 1)/2.
Stad nasz graf ma co najwyzej (n — 1)2/4+ (n—1)/2 = (n? —1)/4 < n%/4
krawedzi, co bylo do wykazania. Ponadto skonstruowany przez nas graf G jest
jedynym, ktéry realizuje te najwieksza liczbe krawedzi. Udowodnione przed
chwila twierdzenie nosi nazwe twierdzenia Mantela.

M Gdy podstawimy n = 6, widzimy, ze wiekszy pajak utkal najlepsza mozliwa siec.
A co z drugim pajakiem? On postapil najgorzej, jak tylko mozna, gdyz, jak
Taki graf nie moze byé niespéjny, gdy? nietrudno wykazaé, n-wezlowy graf niezawierajacy trojkata o tej wlasnosci, ze
po dolozeniu krawedzi, laczacej wezly po dotozeniu dodatkowej krawedzi tréjkat sie pojawia, nie moze mie¢ mniej niz
réznych sktadowych, tréjkat sie pojawic n — 1 krawedzi
nie moze. A spéjne grafy n-wezltowe maja € ’
co najmniej n — 1 krawedzi. Czytelnik moze sprébowadé skonstruowaé 6-weztowy graf spelniajacy nasze
warunki, majacy jakas posérednia, miedzy ekstremalnymi 5 i 9, liczbe krawedzi.
okok

Po spalaszowaniu smakowitego komara mniejszy pajok zakrzyknal z tryumfem,

ze wie juz, jak nalezy konstruowac dobre sieci bez trojkgtow. Wiedy wiekszy

pajak wysunal kolejng propozycje — utkania sieci, w ktorej trojkgty mogg byé, ale

nie moze byé czterech weztow, ktore bylyby polgczone nié¢mi kazdy z kazdym. . .
kokok

Hmmm. .. Pajaki zadaly nam nowe zadanie. Od razu zajmijmy sie ogélniejszym
problemem. Zbiér r wezléw w grafie, z ktérych kazdy z kazdym jest polaczony
krawedzia, nazwiemy r-klika (czyli tréjkaty to 3-kliki). Teraz nasz problem
wyglada nastepujaco: ile najwiecej krawedzi moze mie¢ n-wezltowy graf
niezawierajacy r-kliki (r > 1)? Skonstruujemy sobie znowu graf. Nazwiemy
go H. Mamy do dyspozycji n weztow. Podzielmy je na r — 1 grup. Krawedzie
w grafie H beda znowu laczy¢ wezly wtedy i tylko wtedy, gdy wezly te naleza
do réznych grup. Nasz graf H nie zawiera r-kliki — jesli wybierzemy dowolne
r weztdéw, to poniewaz grup jest tylko r — 1, co najmniej dwa wezly musza
M naleze¢ do tej samej grupy, a wtedy nie sa one polaczone krawedzia. Zatem
° > nasze dowolnie wybrane r wezléw nie tworzy r-kliki w H. Dotézmy teraz do H
Rys. 5. Przyklad grafu H dla parametréw dowolng krawedz. Wszystkie krawedzie pomiedzy réznymi grupami byly juz
n="7ir=4 obecne w H, wiec nasza dolozona dopiero co krawedz musi taczy¢ wierzchotki
z jednej grupy. Wybierzmy z pozostalych » — 2 grup po jednym wezle i dotézmy
je do tych dwdch weztéw. Mamy r weztow, z ktorych kazdy z kazdym jest
polaczony krawedzia, zatem do H nie mozna juz dolozy¢ zadnej krawedzi, tak
aby caly czas spelnial nasze warunki.

Czy skonstruowalismy tylko jeden graf H? Alez wyszta nam cala rodzina
graféw! Przeciez kiedy dzieliliSmy n wezléw na grupy, to mogliSmy uczynié
to na wiele réznych sposobéw (np. gdy n = 10, a r = 5, to mamy mozliwosci
10=14+143+5=1+2+3+4=2+2+ 3+ 31ikilka innych). Jak
powinnidmy podzieli¢ nasze wezly na grupy, aby otrzymadé najwieksza liczbe
krawedzi w tak skonstruowanym grafie? Ot6z najlepiej tak réwno, jak sie da,
tzn. tak, aby liczno$ci poszczegdlnych grup réznily sie o co najwyzej 1.

ik e il li .
Wynika to z tego, e ilocayn k liczb Te odmiane grafu H oznaczymy przez T

sumujacych si¢ do ustalonej wielko$ci N

Ji.CSt najwigkszy, gdy kazda = tych A moze jest mozliwo$é skonstruowania grafu w zupelnie inny sposéb tak,

iczb réwna sie N/k, a w przypadku

calkowitym sprowadza sie to do warunku @by nie zawieral on r-kliki i miat jeszcze wiecej krawedzi niz 17 Okazuje sie,

wymienionego w tekscie. ze nie! A graf T, nazywany grafem Turana od nazwiska stynnego wegierskiego
matematyka, jest jedynym grafem realizujacym te najwieksza (jaka?) liczbe
krawedzi w n-weztowym grafie bez r-klik. Czytelnika zainteresowanego wieksza
ilodcia szczegdléw na temat tego twierdzenia, zwanego — a jakze — twierdzeniem
Turdna, odsylam do ksiazki Dowody z Ksiegi autorstwa Aignera i Zieglera,
Wydawnictwo Naukowe PWN, 2002.

Kokk

Skoriczylem wlasnie pisaé artykul do ,Delty”. Przeciggajgc sie, spojrzatem pod
sufit i zobaczylem, ze mam tam cale mndéstwo pajeczyn o dziwnych, niecodziennych
ksztaltach. Jedna nawet podobna byla do grafu Turdna. .. ,Artykul skoriczony — pora
sie wzigl za sprzgtanie” — pomyslalem, zdejmujgc pajeczyny.
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Ile mikroprocesorow jest w tym pokoju?

Marcin PECZARSKI®

Podobne pytanie zadalem kiedy$ moim studentom na
egzaminie. Drogi Czytelniku, czy potrafisz udzieli¢
odpowiedzi? Zastanéwmy sie razem. Zapewne gdzie$

na biurku lub obok stoi komputer osobisty, podobny

do tego, na ktérym pisze teraz ten tekst. W tym
komputerze niewatpliwie jest mikroprocesor (ang.

CPU — Central Processing Unit), ale czy tylko

jeden? Obecnie bardzo popularne sa mikroprocesory
wielordzeniowe. Taki wielordzeniowy mikroprocesor

to wlasciwie kilka mikroprocesoréw umieszczonych
razem w jednej strukturze pétprzewodnikowej,
nazywanej potocznie koscia lub czipem (ang. die,

chip). Najprawdopodobniej komputer ma karte
graficzna wyposazona w specjalizowany wielordzeniowy
mikroprocesor graficzny (ang. GPU — Graphics Processing
Unit). Specjalizowany mikroprocesor znajdziemy

tez w innych podzespotach komputera osobistego,

np. w klawiaturze i karcie dzwigkowej. Mikroprocesor
znajduje sie w karcie SIM, ktéra jest w telefonie
komérkowym, a w samym aparacie telefonicznym tez
jest co najmniej jeden. Odtwarzacz plikéw muzycznych
ma w sobie mikroprocesor. Mikroprocesory sa réwniez

w kartach stuzacych do kontroli dostepu, czyli w kartach
zblizeniowych, ktore pracownicy w wielu firmach musza
przylozy¢ do czytnika, aby wej$¢ do pomieszczenia.

W wielu miastach sa uzywane bilety komunikacji w postaci
kart mikroprocesorowych. Coraz powszechniejsze sg
dokumenty tozsamosci z mikroprocesorem: legitymacje
studenckie, paszporty biometryczne, karty ubezpieczenia
zdrowotnego.

Mikroprocesory mozna tez znalez¢é w zabawkach. Moim
ulubionym przyktadem sa kolejki elektryczne. Mialem taka
kolejke. Sterowanie odbywalo sie przez podanie na szyny
napiecia elektrycznego. W zaleznosci od polaryzacji tego
napiecia i jego wartosci lokomotywa jechata do przodu lub
do tytu z réznymi predkosciami. Wszystkie lokomotywy
na tym samym torze zasilane byly ze wspolnego
transformatora i musialy jecha¢ w tym samym kierunku
z podobna predkoscia (réznice predkosci wynikaly tylko
7z r6znej konstrukeji poszczegdlnych lokomotyw). Obecnie
w kazdej zabawkowej lokomotywie mozna zainstalowaé
mikroprocesorowy dekoder sterujacy jej praca. Umozliwia
to indywidualne sterowanie poszczegdlnymi modelami,

a takze niezalezne sterowanie Swiattami czy sygnatami
dzwigkowymi.

Jesli wyjdziemy z pokoju i dobrze rozejrzymy sie

w mieszkaniu, to znajdziemy mikroprocesory w sprzecie
gospodarstwa domowego, np. w pralce czy kuchence
mikrofalowej. Sa tez w domofonach, instalacjach
alarmowych i czujnikach przeciwpozarowych.

Sa w samochodach w ukladach sterujacych wtryskiem
paliwa, kontrolujacych prace hamulcéow czy poduszek
powietrznych oraz mnéstwie innych urzadzen, ktérych
na co dzien uzywamy.

*Instytut Informatyki, Uniwersytet Warszawski
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Co sprawia, ze mikroprocesory wystepuja tak
powszechnie? Ich sita tkwi w tym, ze w niewielkiej

i taniej w produkcji kostce pélprzewodnika realizuja
idee matematyczne, ktére narodzily sie w latach
trzydziestych i czterdziestych ubieglego wieku. Idee
stworzenia maszyny, ktérej mozna by zadaé algorytm

i maszyna za nas wykonywataby cierpliwie i bezblednie
sekwencje pracochtonnych i monotonnych obliczen.
Wspétautorami tych idei byli m.in. Alan Turing

i John von Neumann (patrz nizej). Algorytm zapisany
tak, aby mogta go wykona¢ maszyna, nazywamy
programem. Jednym z najwazniejszych pomystéw

byta decyzja o umieszczaniu programu w pamieci
maszyny. Latwosé zmiany zawartosci pamieci, a co

za tym idzie, latwo$¢ zmiany wykonywanego algorytmu,
powoduje, ze maszyna staje sie maszyng uniwersalna,
zdolng do wykonywania dowolnego algorytmu. Taki
sam mikroprocesor w zaleznosci od zapisanego

w pamieci programu moze sterowa¢ rownie dobrze sonda
kosmiczna, jak i wiatraczkiem na biurku.

Wielu Czytelnikéw zapewne zachwyca sie coraz

to szybszymi i wydajniejszymi mikroprocesorami
oferowanymi do komputeréw osobistych. Wielu zawziecie
dyskutuje, czy lepszy jest model firmy X taktowany
zegarem 2,4 GHz, czy moze produkt firmy Y z zegarem
2,6 GHz? Czy wystarczy, gdy kupie dysk twardy 200 GB,
czy kupié¢ 300 GB? Jednak wydaje sie, ze rewolucja
nastepuje tez w zupelnie innym miejscu, jakby w cieniu
tych magicznych gigahercéw i gigabajtéw. Pojawily sie
tanie mikrokontrolery, uklady scalone majace w sobie
mikroprocesor, pamieé¢ i wszystko, co niezbedne do
zbudowania malego komputera. Do sterowania lodowka
nie potrzeba wiele: mikroprocesor taktowany zegarem

8 MHz, 128 bajtéw pamieci na dane i 2048 bajtéw na
program to i tak pewnie za duzo. Taki uklad kosztuje
obecnie okoto 6 zt. Wiec nie zdziw sig, Drogi Czytelniku,
gdy pewnego dnia, probujac ponownie odpowiedzie¢

na postawione w tytule pytanie, stwierdzisz, ze kazde
urzadzenie elektryczne w Twoim mieszkaniu zawiera

co najmniej jeden mikroprocesor.

Maszyna Turinga

Maszyna Turinga (w skrécie MT) jest matematycznym
modelem procesu obliczeniowego, wykonywanego przez
wszystkie wspélczesne mikroprocesory. Dla zrozumienia
zasady dzialania wystarczy nastepujacy nieformalny
opis. MT postuguje sie nieskonczong tasma podzielong
na rowne pola. Pole moze by¢ puste lub zawieraé

jeden z symboli 0 lub 1. Tylko skonczona liczba pél
jest niepusta. Nad tasma znajduje si¢ glowica, ktéra
moze czytaé¢ i modyfikowaé zawartosé¢ pol. Maszyna ma
skonczong liczbe stanéw, w ktérych moze sie znajdowaé.
W kazdym kroku, po przeczytaniu zawartosci pola,
maszyna, zaleznie od swojego stanu, podejmuje decyzje:
czy zmodyfikowaé zawartos¢ tego pola, czy przesunaé
glowice w lewo, czy w prawo i jaki ma byé¢ nowy stan.



aktualny zawartos¢ | nowa zawartosé ruch nowy
stan pola pola glowicy stan
MODYFIKUJ 1 0 w lewo | MODYFIKUJ
MODYFIKUJ 0 1 W prawo PRZEWIN
MODYFIKUJ | puste 1 w prawo | PRZEWIN
PRZEWIN 1 1 w prawo | PRZEWIN
PRZEWIN 0 0 w prawo | PRZEWIN
PRZEWIN puste puste w lewo KONIEC

Dzialanie maszyny mozna opisa¢ za pomoca tabelki.
Przedstawiona wyzej to przyktad MT, ktora dodaje
jedynke do liczby zapisanej przy podstawie dwa.

Aby wykonaé obliczenie, na tasmie zapisujemy liczbe

w postaci dwdjkowej. Przesledzmy dziatanie maszyny
zgodnie z instrukcjami zawartymi w tabelce. Ustawiamy
glowice nad najmniej znaczaca cyfra tej liczby

i startujemy maszyne w stanie MODYFIKUJ. W tym
stanie maszyna przeglada kolejne cyfry naszej liczby od
najmniej znaczacej i zamienia kolejne napotkane 1 na 0.
Pierwsze napotkane 0 lub puste pole zamienia na 1.
Wéwezas przechodzi do stanu PRZEWIN, w kt6rym
niczego nie modyfikuje, a tylko przesuwa glowice
ostatecznie z powrotem na pozycje poczatkowa i konczy
dziatanie. Przyjrzyjmy si¢ przykltadowi dla liczby 5.
Strzaltka oznacza polozenie glowicy, a nazwa nad
strzatka stan, w ktérym znajduje sie maszyna.

l\l/IODYFIKUJ
| | 1 [0 1] | |
MODYFIKUJ
l
| | 1 ] 0] 0] | |
PRZEWIN
!
| | 1 [ 1] 0] | |
PRZEWIN
!
I | 1 [ 1 ] 0] | |
KONIEC
!
| | 1 [ 1] 0] | |

MT ze wzgledu na prostote dobrze nadaje sie do
matematycznego opisu procesu obliczeniowego. Mozna
na niej zaprogramowaé kazdy algorytm, ale jest to
bardzo zmudne. Jako ¢wiczenie prosze sprébowaé opisaé
maszyne dodajaca dwie liczby.

Mozna tez skonstruowaé (w myslach) Uniwersalng
Maszyne Turinga (w skrécie UMT). Taka maszyna

ma zakodowany algorytm symulowania dowolnej MT

na podstawie jej opisu. Dziala w ten sposéb, ze

na tasmie zapisujemy, oprocz danych wejsciowych,
zakodowany za pomoca zer i jedynek opis aktualnie
symulowanej maszyny. Innymi slowy, jest to zakodowana
tabelka opisujaca te maszyne. UMT jest pierwowzorem
komputera. Jej tabelka funkcjonalnie odpowiada
(mikro)procesorowi, a tasma pelni role pamigci.
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Model von Neumanna

Wszystkie wspolczesne komputery dzialaja na podstawie
modelu von Neumanna. W modelu tym mamy procesor
oraz pamieé sktadajaca sie ze skonczonej liczby komorek.
Kazda komérka pamieta wartosci ze skonczonego zbioru
liczbowego. Mozna przyjaé, ze sa to liczby naturalne

nie wieksze niz 2" — 1 dla pewnego n, ktore interpretujemy
jako liczbe bitéw pamietanych w pojedynczej komorce.
Komoérki sa ponumerowane liczbami naturalnymi. Numery
komoérek nazywamy ich adresami. Cze$¢ komérek pamieci
przeznaczona jest na przechowywanie danych, a cze$¢ na
przechowywanie instrukcji wykonywanego programu.
Podzial jest dos¢ umowny — instrukcje tez moga byé
danymi, gdyz sa zakodowane w postaci liczb, aby mogty
by¢ przechowywane w pamieci. O tym, czy jakas wartosé
jest instrukcja czy dana, decyduje sposéb jej uzycia.

Procesor pobiera instrukcje z pamieci i je wykonuje.
Istnieje wyrézniona komorka pamieci, zwana licznikiem
programu, w ktérej zapisany jest adres komorki
zawierajacej aktualnie wykonywana instrukcje.
Potrzebujemy dwoch rodzajow instrukeji. Pierwszy to
instrukcje arytmetyczne. Taka instrukcja mowi: jaka
operacje nalezy wykonaé¢ (dodawanie, odejmowanie itd.),
w ktérych komoérkach pamieci sg argumenty tej operacji
i gdzie ma znalez¢ sie jej wynik. Po wykonaniu instrukcji
arytmetycznej licznik programu jest zwiekszany o jeden
i wskazuje na kolejna instrukcje do wykonania. Drugi
rodzaj to instrukcje sterujace. Umozliwiaja one zmiane
licznika programu w sposéb inny niz zwigkszenie o jeden.
Zmiana ta moze by¢ warunkowa, uzalezniona od wartosci
jakiejs komoérki pamigci. Przykladowo mozemy mieé
instrukcje, ktora méwi: jesli komoérka pamieci o adresie A
zawiera 0, to wpisz do licznika programu wartosé¢ M,

a w przeciwnym przypadku zwigksz go o jeden.

W naszym modelu niektére komérki pamieci stuza
do komunikacji ze $wiatem zewnetrznym. Mozemy
mieé¢ komorki, w ktérych pojawiaja sie kody liczbowe
wciskanych klawiszy. Zawarto$¢ pewnych komérek
moze by¢ interpretowana jako obraz, ktéry ma by¢
wys$wietlany na monitorze.

Aby zaczaé¢ wykonywaé program, zapisujemy go
w pamieci. Nastepnie w odpowiednich komoérkach
umieszczamy dane. Ustawiamy licznik programu
na wartos¢ adresu pierwszej instrukeji programu
i uruchamiamy maszynerie. Dziala ona, dopdki
jej nie wyltaczymy, chyba ze wcze$niej wystapi
jakis btad w programie. Na tej wlasnie zasadzie
funkcjonuja komputery.
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Parcie wody powoduje, ze na klocek,
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Festiwal Nauki

O komoérkach macierzystych
Magdalena FIKUS*

W kazdej nauce zdarzaja sie zjawiska, ktore nie wiadomo, jak opisaé¢ i nazwac.
Cos takiego wilasnie przytrafito si¢ genetyce.

Zaczaé¢ musze od elementarnej wiedzy o zwierzecych i ludzkich komérkach
macierzystych, najstynniejszych komorkach swiata.

Komoérka macierzysta totipotentna, to jest taka, ktéra moze przeksztalcic sig
w KAZDA zréznicowang komoérke ciata — mieénia, skory, mézgu, nerki i tak dalej.

Skad wziaé¢ takie komoérki? Gdzie sie one znajduja?

Gdy spokojnie pomysle¢, to przychodzi do glowy przede wszystkim, a moze
jedynie, zaplodniona plemnikiem komoérka jajowa. Zarodek (zwierzecia,
czlowieka) na najwczesniejszym etapie rozwoju. Z tej zaplodnionej komarki
rozwina sie wszak WSZYSTKIE komérki dorostego osobnika (zwierzecia,
cztowieka). Zarodek dwu-, czterokomdrkowy to zespdl totipotentnych komérek.

W trakcie rozwoju komorki zarodka powoli traca totipotencje. Po pewnej
liczbie podzialow staja sie pluripotentne — stanowia poczatek drogi do
wielu zréznicowanych komorek, ale nie kazda do wszystkich. I wreszcie, gdy
zwierze (czlowiek) rodzi sie — jego komérki buduja rézne tkanki i narzady,
sa wyspecjalizowane (nazywamy to zjawisko réznicowaniem) do pelnienia
okreslonych funkcji.

Genetycy w wielu pracach doswiadczalnych dowiedli, ze czasteczki, w ktérych
zapisana jest genetyczna informacja, DNA, sa w kazdej komorce danego
osobnika takie same. To znaczy, ze réznicowaniu zarodka NIE towarzyszy
ubytek informacji genetycznej, tylko wyciszanie wybranych jej fragmentow.
W komérkach nerki i watroby znajduja sie takie same geny, ale w kazdej
réznig sie aktywnoscia, tym, czy sa wylaczone, czy tez wlaczone. Inne geny
zostaly wyciszone w watrobie, inne w nerkach — dlatego ich komérki pelnia
rozne funkcje.

Skoro komérki zarodka sg totipotentne, to powstal pomyst uzycia takich
komorek w celu doswiadczalnego zréznicowania ich tylko w jednym kierunku,

np. komérek nerki. Gdyby$my to umieli, to w przysztosci moze mozna by

w laboratorium medycznym odtworzy¢ dla chorego z nieodwracalnie uszkodzong,
wtlasna nerka, nerke zdrows. .. I pomyst drugi: mozna wyobrazi¢ sobie tez operacje
odréznicowania (odwrdcenia procesu réznicowania), ktéra pozwoli uzyskaé
komorke pluri- lub nawet totipotentna z wyspecjalizowanej, dorostej komorki.

* ok ok

W przypadku czlowieka w wiekszosci krajéw o rozwinietej cywilizacji technicznej
wykorzystanie do badan komérek wezesnego zarodka (a wiec uniemozliwienie
jego rozwoju) jest zakazane. Dyskusja na temat takich doswiadczen jest dyskusja
o panujacej etyce i prawodawstwie danego kraju.

Powréémy jednak do zwierzat. W praktyce jedyna wyobrazalna komoérka
wyjéciowa wydawalta sie komérka jajowa. Zrezygnowano z zapltodnienia,
postuzono si¢ natomiast materialem genetycznym dorostej komérki.
Najstynniejszym przypadkiem odréznicowania DNA dorostych komorek jest
owca Dolly. Dolly (5 lipca 1996 — 14 lutego 2003) urodzila si¢ w wyniku
nastepujacych zabiegdéw (w uproszczeniu).

Od owcy pobrano dojrzala, niezaplodniona komorke jajowa (oocyt). Z tej
komorki, za pomoca precyzyjnego manipulatora, usunieto jadro komoérkowe
(to jest jadro z pojedynczym zapisem informacji genetycznej, w trakcie
zaplodnienia plemnik wnosi druga kopie i dalej w czasie zycia organizmu
wszystkie komérki maja juz podwojony zapis).

Do oocytu pozbawionego DNA wprowadzono DNA zréznicowanej komérki innej
odmiany owcy. Tak zmieniony oocyt poddano pewnym zabiegom o charakterze
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fizyko-chemicznym (m.in. impuls pola elektrycznego).
Komorka zaczeta sig dzieli¢. Po paru podzialach taka
grupe komorek (zarodek??) wszczepiono trzeciej owcy.
W odpowiednich warunkach owca stala sie brzemienna.

Po okoto 300 préobach tego rodzaju narodzita si¢ Dolly.
Dolly byta widomym dowodem na istnienie pelnego
zestawu gendéw w zroznicowanej komorce i na mozliwos¢ ich
odroéznicowania. Co musi si¢ staé¢ w czarnej skrzynce, ktéra
stanowi oocyt po manipulacji, aby caly zabieg sie udat, jest
przedmiotem intensywnych badafi. Ze malo o tym wiemy,
swiadczy niezmiernie niska wydajno$é tych ludzkich
zabiegéw, procesu, ktéry nazywamy klonowaniem.
Genetycznie Dolly byta identyczna z dawczynia jadra
zréznicowanej komorki, razem stanowity klon (grupa
organizméw identycznych genetycznie). W pewnym sensie
Dolly miala trzy matki.

Tego typu klonowanie udalo si¢ w przypadku pewnej
liczby gatunkdéw: sklonowano psa, kota, muta,

konia, krowe, $winie. Taki zabieg nie udat sie dla
hominidéw, w stosunku do cztowieka jest zakazany

i prawdopodobnie tg technika by sie nie udal.

Po narodzeniu Dolly wysunieto hipoteze, ze klonowanie
mozna zatrzymaé na etapie kilkudziesieciu komérek
(zarodka?) i zaczaé¢ badaé uzytecznosé medyczna
poszczegdlnych takich komoérek. Takie postepowanie
nazwano klonowaniem terapeutycznym. Powstaje
natychmiast pytanie filozoficzne: czy bedziemy niszczy¢
zarodek? Chyba tak, skoro urodzila si¢ Dolly wtedy,
kiedy nie przerywaliSmy klonowania. Jezeli tak, to
zastrzezenia etyczne formulowane brutalnie (zabijanie
zarodka, nawet niektérzy méwia: dziecka) sa nadal

w mocy. Klonowania terapeutycznego w stosunku do
czlowieka nalezy zakazad.

Dawno znane zjawisko komérek macierzystych krwi
podsuneto badaczom jeszcze inne pomysty. Wéréd
komorek, ktére stale w czasie naszego zycia wytwarza
szpik kostny, niewielks frakcje stanowia komérki
macierzyste szpiku. Moze z nich powsta¢ kazda ze
zréznicowanych komérek krwi (erytrocyt, wiele typow
limfocytéw). Patrzac na konkretna komoérke macierzysta
szpiku, nie wiemy, w jaka przemieni si¢ komoérke

krwi — nie znamy sygnatéw do takich przeksztatcen.
Wiedzac o tym, zaczeto poszukiwac innych komorek
macierzystych w dorostych tkankach, w miesniach,
mozgu, tkance ttuszczowej, nawet w zywych zebach.
W niektérych znaleziono, zawsze w matej proporcji.
Nie jest jasne, czy bedziemy umieli przeksztatcaé je
w inne komoérki zréznicowane, niz dyktuje to tkanka,
w ktorej je znaleziono. Nie jest jasne, czy bytyby one
bezpieczne w zastosowaniu do leczenia wielu choréb
degeneracyjnych lub genetycznych.

* ok ok

Biolodzy i lekarze uzyskali wiele informacji medycznych,
badajac zwierzeta: myszy, koty, szczury, psy. Niemniej
jednak, jezeli myslimy o terapii, zawsze musi sie doj$¢ do
préb (dos$wiadezen) na chorych ludziach. Jak zblizy¢ sie,
wobec tych zakazéw, do mozliwosci wykorzystania
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ludzkich komérek w ustaleniu calej metodyki dla
przysztych osiagnie¢ medycyny?

W tym momencie moge juz wskazac¢ zjawisko, ktére
nie wiem, jak opisaé i nazwac.

Bardzo tatwo i w duzych ilosciach, dzigki istnieniu
zwyczaju jedzenia przez nas wolowiny, mozna

otrzymaé praktycznie nieograniczona liczbe oocytow
bydlecych. Wyobrazmy wiec sobie, ze z takim oocytem
powtarzamy droge klonowania Dolly. Usuwamy jego DNA,
a wprowadzamy DNA. .. ludzki! Komérki zaczynaja sie
dzieli¢. Co nam rosnie w laboratorium???

Wielki polski pisarz, Tadeusz Konwicki, napisatl
kiedy$ ksiazke Zwierzocztekoupior. Nie chodzito w niej
o straszng hybryde zarodkowa, ale nazwa jest chyba
do$¢ adekwatna. W Wielkiej Brytanii udzielono juz
zezwolenia na tworzenie dla celéw badan medycznych
hybryd ludzko-zwierzecych. Badacze twierdza, ze
doprowadza jedynie do kilkudziesigciu komoérek i zaczna
je badaé¢ osobno, jako wyjsciowe do réznicowania
w rozmaite tkanki. Nie beda ich stosowaé w terapii,
tylko sie beda uczy¢ takiego klonowania, a ta nauka
moze sie kiedy$ przyda i medycynie.

x k%

Jezeli wszystkie komérki ciala maja te sama informacje
genetyczng co komorki wezesnego zarodka, to moze
udaloby sie cofna¢ cata dowolnie wybrana zréznicowana
komérke, odréznicowaé ja do stadium totipotencji

i takze nauczy¢ sie réznicowania w dowolne komérki
organizmu. Z odréznicowanej komérki skory stworzy¢
komérki nerki. . .

Bardzo niedawno (listopad 2008) pojawily sie pierwsze
prace, opisujace do$wiadczenia poczatkowo robione

na myszach, a potem tez na komérkach ludzkich,
hodowanych w laboratorium, poza organizmem. Sa

to komorki dojrzalte, zréznicowane, niosace podwdjny
zapis genowy (nie jest potrzebny oocyt ani plemnik).
Po wprowadzeniu do tych komérek, w odpowiednich
warunkach, odpowiednio dobranych ludzkich genéw

i pewnych niskoczasteczkowych zwiazkéw, ktore mozna
by nazwaé lekami, nastepuje odréznicowanie tych
komérek, nabieraja one cech totipotencji. W tym
doswiadczeniu juz nie mozna méwié o zadnych
zarodkach i ich zabijaniu: nie byto oocytu, zaptodnienia,
przeniesienia jadra, klonowania. . .

Z tych dziwnych historii plynie niejeden morat.

e Czlowiek bedzie zadawal pytania i przez nauke
szukal na nie odpowiedzi. W tym dazeniu, péki jest
czlowiekiem, nie mozna go zatrzymac.

e Czlowiek, poniewaz jest czlowiekiem, poza urokiem
odkrycia dotychczas niemozliwych lub nieznanych
procesow i zjawisk, bedzie zawsze rozwazal ich
implikacje filozoficzne.

e Ewentualne konsekwencje tych ostatnich zmodyfikuja
te pierwsze. Trzeba i dzialaé, i mysleé, lepiej jesli
najpierw myslec.

A biologia jeszcze nie raz nas zadziwi nieskonczenie. . .



Przymrozek

Mota delld

— Hanka, ztaz! Wracamy — ponaglit chlopak.

Jeszcze moment, pomyslata. Wpatrywala sie w polnocny brzeg Pilicy. Na skarpie
wyrost sad. Mate drzewka byty na tyle daleko, ze do ztudzenia przypominaly winnice.
Hania, co prawda, nigdy nie byla w zadnej winnicy, ale to jej nie przeszkadzalo.
Zauwazyla, ze na drodze, po wschodniej stronie sadu, co kilka metrow lezy cos

jakby sterta chrustu. Zeslizgnela sie z drzewa zgrabnie jak wiewidrka.

— Pamigtasz, jakie te drzewa byly kiedy$ olbrzymie? —
zapytala brata, gtadzac kore.

— No. Jakby troche zmalaly od ostatniego razu — odpart
Jasiek — i rzeka jakby wezsza. A tak w ogdle to chyba pora
sie ustatkowac. Kto to widzial, zeby w twoim wieku tazi¢
po drzewach? Jak ja dla ciebie meza znajde? — zasmial
sie i pobiegl w strone rzeki. Juz minal ten upokarzajacy
czas, kiedy byla szybsza od niego. W tddce czekal Jacek,
opierajac sie na wiosle pychowym. Rodzenstwo wypchneto
16dz, zgrabnie wskakujac do érodka.

— Fajna rzecz taki tykend majowy — stwierdzit

kolega przewoznik, z wprawa odpychajac sie od dna.
Przeptyneli rzeke, wyciagneli krype na brzeg

i powedrowali do wioski. Rozpogodzilo si¢ na dobre, ale
réwnoczesdnie zrobito sie chtodno. Wiato ze wschodu.

W domu powital ich zapach $wiezo pieczonego chleba.
Nagle poczuli, jak bardzo sa gtodni.

— Panie Stanistawie, co pan taki zasepiony? — zagadneta
Hania z pelnymi ustami.

— Mowiolem, coby$ mi nie panowata. Zawsze bylem dla
ciebie dziadkiem i niech tak zostanie — powiedzial na
pol gwara dziadek Jacka i zamilkl wyraznie strapiony.

— Niesamowite te jabltka — rzucit Jasiek — jak je pan, to
znaczy dziadek, przechowuje, ze wygladaja jak nowe?

— A w ziemiance — odparl z usmiechem, ktéry zaraz
zgast. — Lato$ jabtek moze wcale nie by¢.

— Dlaczego?
— Widzieliscie, jak pieknie drzewa kwitna?
— No przeciez — obruszyl sie Jasiek.

— Za weczesnie — westchnat dziadek Stanistaw. — Ida
przymrozki. Dzwonili do mnie ze spétdzielni, ze jutro
w nocy ma by¢ nawet minus piec!

— To co trzeba robic¢?
— Modli¢ sie — smutno odpowiedziata babcia Marianna.

— Naprawde nic nie mozna poméc? — zapytala z troska
Hania.

— Ano nie za duzo. Niektérzy prébuja przykrywaé
drzewa, albo palg ogniska przez cala noc...

— A, rozumiem, bo zastanawialiSmy sie, po co te stosy
przy nowym sadzie — wtracil Jasiek — ale to niewiele albo i
nic nie pomaga. Co kilka lat zdarza sie, ze nawet potowa
drzew nie daje w ogdle owocow. Byl rok nie tylko catkiem
bez jablek, ale nawet niektérym sady powymarzaty.
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Pono¢ wymyslono juz jakie$ metody ochrony, ale
wymagaja one duzych inwestycji. To dla mlodych. Jak
wiecie, sprzedatem duzy sad i zostalo mi tych kilka
drzewek za stodola, ale chyba tym bardziej mi ich zal.

— A dlaczego mréz szkodzi wtedy, gdy drzewa kwitng?

— Jezeli przyjdzie mréz, zwlaszcza zanim zawiaza si¢
owoce, to moze przemarznaé stupek z zalaznia i wtedy
ze zbioréw nici.

Wieczorem, gdy ukladali sie juz do snu, Jacek nagle
zaczal grzebaé¢ w plecaku.

— Przypomniatem sobie, ze przywioztem dla was
zagadke — powiedzial, ktadac przed rodzenstwem lekko
Zmi@te zdj@cie. Zdjecie to reprodukujemy na oktadce.

— Co to ma by¢? — zapytal lekcewazaco Jasiek.

— Zagadka. Dlaczego to, co wida¢, wyglada tak, jak
wyglada?

— Bo te tory sg nieuzywane. Nie wiedzialam, ze jezdzisz
do lasu Kabackiego.

— Gdzie ty widzisz las na tym zdjeciu? — zdziwil si¢ Jasiek.

— Zdjecie zrobil méj kolega i pokazal mi jako ciekawostke
przyrodnicza. Nie wiem, gdzie to zdjecie zostalo zrobione,
ale on rzeczywiscie mieszka na Ursynowie. Mogtbym was
jednak posadzi¢ o prébe odwlekania odpowiedzi.

— Najblizsze Warszawy, znane mi, praktycznie
nieuczeszczane tory kolejowe to tacznik metra —
wyjasnita Hania.

— Ale skad wiesz, ze te tory nie sa uzywane? — drazyt
Jasiek.

— Nie wiem. Strzelatam. Jakby byly, to by nie byto
na nich szronu.

— Jest, ale tylko nad srodkowym podkladem. W dodatku
ten podklad wyglada na drewniany i tez jest oszroniony.
Wyglada, jakby tu bylo wszystko na odwrot.

— Wilasnie to trzeba wyjasni¢ — uscislil z szelmowskim
usmiechem Jacek.

— Zdjecie zostalo zrobione po nocy z przymrozkiem —
stwierdzita Hania. — Z uktadu szronu widacé, ze ziemia jest
zrodlem ciepla. To znaczy, ze ziemia jest nagrzana i tylko
powierzchniowo zostala $cieta mrozem. A drewniany
podktad izoluje szyny i swoja, widoczna powierzchnie.

— Ale jak to mozliwe, ze wykonane z dobrego
przewodnika szyny nie maja jednakowej temperatury
we wszystkich miejscach? — zakwestionowal Jacek.



— Po pierwsze, nie musza mie¢ jednakowej temperatury,
jezeli stan uktadu nie jest ustalony — odpowiedziata —
po drugie, ze zdjecia nie wynika, ze cale szyny nie maja
temperatury prawie dokladnie rownej zeru.

— Jak to, przeciez wtedy cale bytyby oszronione —

nie zgodzil sie¢ Jasiek.

— Nie, bo nie widaé, czy ten szron nie jest wilgotny, czyli
czy nie utrzymuje temperatury zera stopni. Drewniany
podklad wyglada na mokry, wiec z grubsza to chyba
byloby wyjasnienie.

— Miatem nadzieje, ze dluzej sie z tym pomeczysz —
mruknat Jacek.

— Czekajcie, chyba mam pomyst — wtracit Jasiek.

— Na co? — zapytal Jacek.

— Na to, jak uratowaé sad! Trzeba zrobié¢ tak, jak na
zdjeciu, tylko odwrotnie!

— Ulozy¢ drewniane podklady na szynach w sadzie? —
zakpil Jacek.

— Zamilcz. Ja tu gospodarke narodowa ratuje, a ty mi
podklady rzucasz pod nogi — uémiechnal sie. — Kwiaty
marzng wtedy, gdy woda w nich zamarza, a to si¢
dzieje dopiero wtedy, gdy temperatura spadnie ponizej
zera. Gdyby kwiaty caly czas polewa¢ woda, to moze
pojawitaby sie na nich skorupa z lodu, ale srodek by
nie zamarzt!

— To troche jak wyganianie diabla Belzebubem — wyrazila
watpliwo$¢ Hania. — Jezeli kwiaty zostang zroszone, to
woda, parujac, moze obnizy¢ ich temperature do zera,
nawet gdy temperatura powietrza bedzie dodatnia.
Przeciez wlasnie stad biora sie przygruntowe przymrozki.
— E tam, tu nie ma co smedzi¢, tylko zrobi¢ probe.

Na przygotowania mamy caly jutrzejszy dzien! A jak sie
uda, to metode opatentujemy i sprzedamy za miliardy
dolaréw — rozmarzyl sie.

— A co, jak polewane drzewo bedzie jedynym, ktére
wymarznie? — zapytal Jacek.

— Nauka wymaga po$wiecen. Z takim malkontenckim
podejsciem jeszcze bySmy ognia nie wymys$lili.

— Prosze pana, to znaczy dziadku, chyba mamy
pomyst — rzucit przy $niadaniu Jasiek.

— To znaczy Jasiek ma pomysl, a my watpliwosci —
uscislit Jacek.

— Chcemy sprobowaé uratowac sad przed przymrozkiem
— zaczal racjonalizator.

W kwestiach merytorycznych wyreczata go kilka razy
siostra, ale sam przedstawil praktycznie gotowy biznes
plan. Przy okazji wyjaénilo sie, co robil z samego rana —
doktadna inwentaryzacje sprzetu do podlewania ogrodu.

— Na ilu drzewach bylby$ w stanie co$ takiego
zainstalowa¢? — ku zdumieniu Jacka i Hani zapytat
w koncu dziadek Stanistaw.

— Chyba tylko na jednym, moze na dwoch, ale czy to
znaczy, ze mozemy sprobowac?!

— Nie mozna ograniczaé ludzkiej przedsigbiorczosci —
usmiechnal sie gospodarz. — Moéwilem wam wczoraj, ze
wynaleziono sposéb na przymrozki. Dokladnie ten sam
co wy! Nie zarobicie miliardéw dolaréw, ale moze
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zastuzycie na moja dozgonna, co, niestety, znaczy

nie tak znowu dluga, wdziecznoéé. Nie do konca
rozumialem, dlaczego to polewanie woda miatoby
dziala¢, i dlatego o tym nie mowilem, ale rozwazania
twojej siostry wiele mi wyjaénily. Przekonaé¢ do tego
naszych sadownikéw nie bedzie tak tatwo. Tym bardziej
ze to polewanie musi spetniaé¢ $ciste warunki, ktorych
wam moze nie udac sie zapewni¢. Wlasnie te warunki
powoduja, ze taki system raczej trzeba kupi¢ za grube
pieniadze, niz majsterkowaé¢ samemu. Ja juz w zeszltym
roku probowaltem do czego$ takiego przekonaé cztonkow
sp6ldzielni, ale mnie zakrzyczeli. Jak sie wam uda, to
bede mial koronny argument.

— A jak sie¢ nie uda? — zapytata Hania.

— Postep wymaga poswiecen — zakonczyl rozpromieniony
starszy pan.

Sprawa okazala sie nie tak prosta. Gdyby nie pomoc
nagle odmlodniatego gospodarza i spokojna, poparta
obiadem z szarlotka zacheta jego zony, to nic by z tego
nie wyszlo. Szczesliwie straty w sprzecie i ludziach okazaly
sie niewielkie. Ogolne podrapania, troche szczegdlnych,
dwa szczeble, spodnie i kurtka. Powstal samojezdny
zraszozuraw obrotowy Szczezuja. Niestety, nie udato sie
utrzymaé tajemnicy przemystowej i pod wieczor kilku
sasiadow, nie mowigc o ich niedorostych latoroslach,
obserwowalo jego prébne uruchomienie, ktore, niestety,
trudno bylo nazwaé sukcesem. Ten przyszedt dwie
godziny pézniej. Akurat wtedy, gdy monitorowana przez
Hanie temperatura spadla do dwoch stopni. Nie spali
praktycznie cala noc, nie mogac powstrzymac sie od
podgladania dwéch objetych programem prysznic drzew.
Koto drugiej w nocy na gateziach zaczal tworzy¢ sie 16d.
Rano pojawili sie sasiedzi. Jacek stwierdzil, ze warto bylo
sprébowaé, choc¢by ze wzgledu na radoéé, jaka sprawili
lokalnej spotecznosci. Lokalna spoteczno$é zachowata

sie przyzwoicie, to znaczy kpita, ale zyczliwie. Wszystkie
drzewa wygladaly normalnie, tylko dwa objete programem,
a wiec stale zraszane, wygladaly jak po przejsciu krolowej
lodu. Jednak o trzeciej po potudniu 16d prawie catkowicie
zniknal. Wiatr, ktéry w ciagu dnia wzmagal sie, zmieniajac
kierunek na potudniowo zachodni, przygnal chmury,

z ktérych pod wieczér zaczal padaé deszcz. Program
prysznic zatrzymano juz wczesniej.

Deszcz przestal pada¢ po poludniu nastepnego dnia.

Dziadek Stanistaw wybral sie do sadu sam. Wrocit
na kolacje.

— Chodzcie tu, racjonalizatorzy i mechanizatorzy
rolnictwa — powiedziat. — Niektére gatezie tych

dwdéch drzew wygladaja na catkowicie martwe. Ale

na niektérych kwiaty wygladaja na nieuszkodzone.
Niestety, na pozostatych drzewach jest tez mndstwo
przemarznietych kwiatéow.

— To znaczy, ze sie udalo, czy ze sie nie udalo? — zapytal
Jasiek.

— Moim zdaniem jakiekolwiek jabtko na tych dwdch
drzewach bedzie przyjete jako cud. Ja w cuda

nie bardzo wierze, ale z przyjemnoscia najpierw na nie
popatrze, a pozniej zjem z nich szarlotke, taka jak ta.
Zaraz, gdzie sie ona podziala?

Malqg Delte przygotowal Piotr ZALEWSKI
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1. Opis problemu i niektére wyniki dotyczace
jego rozwigzania. J. Szejko w swoim artykule (Delta
3 (394), 2007) zajmowal sie ciagiem ay, zdefiniowanym

jak nastepuje:
ap = Z ajg.

1<k
(k,1)=1

a1:1,

Centralny nierozwiazany problem dotyczy istnienia
granicy limy_.o §/aj. Problemu tego nie umiemy
rozwiazaé, ale podane nizej dwa twierdzenia sugeruja,
ze granica istnieje. Niech f(n,k, P), gdzie P jest liczba
naturalna (wzglednie f(n,k)), bedzie liczba ciagéw
rosnacych liczb catkowitych ¢y < ¢; < ... < ¢y, takich,
7e ¢ = n, ¢y = n + k 1 odpowiednio (¢, ¢ip1, P) =1
(wzglednie (¢;,¢;41) = 1) dla wszystkich i < m.

Symbol (ki,...
ki, km.

, km) oznacza najwiekszy wspélny dzielnik liczb

Jezeli P dzieli si¢ przez iloczyn wszystkich liczb
pierwszych nie wiekszych od k, oznaczany Py,

warunki (¢;, ¢;iy1, P) = 11 (¢;,¢41) = 1 sa réwnowazne,
zatem

(1)  f(n,k,P)=f(n,k) dla Py|P, gdzie P, = 1.
Lemat 1. Dla wszystkich liczb catkowitych n i liczb
naturalnych k, P mamy

(2) f(n,k‘,P)Z Z

0<I<Ek
(n+l,n+k,P)=1

n 1 dla (n,k
0 dla (n,k,

fn,l,P)+

, P)
P

1,
) > 1.

Vol

Dowdd. Mamy
{{coy---,cm):
n=cy<c<...<cy=n+k, (¢, c41,P)=1}=
= U {(cos s em)
(n+l?n<+lz,kp):1 n=c<c<...<cCm_1=n+I,
em =n+k, (¢i,¢ip1,P) =1} U

U { {{n,n+k)} dla (n,k,P)=1,

0 dla (n,k, P) > 1.
Whniosek 1.
- 1 dla (n,k) =1,
fk)= > f)+ {o dla (n,k) > 1.
0<i<k
(n+l,n+k)=1

Dowdd. Wystarczy polaczyé wzory (1) i (2).
Whiosek 2. a = f(0,k).

Dowdéd. Na mocy Wniosku 1 ciag f(0, k) spelnia ten
sam wzor rekurencyjny co ay.

Niech by, = min,, f(n, k). Poniewaz f(n,k) < 2k~!
(liczba ciggdéw rosnacych liczb catkowitych o poczatku n
i konicu n + k), mamy sup /b, < 2. Udowodnimy

*Instytut Telekomunikacji Politechniki Warszawskiej
**Instytut Matematyczny PAN
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Twierdzenie 1. limy_o ¥/ = sup ¥/by.
Twierdzenie 2. liminfy_o k/a; > V233 > 1,64139,
limsup, . %/ar < V/34 < 1,79989.

Dowdd Twierdzenia 1. Niech sup §/by = s i niech bedzie
dane € > 0. Z definicji supremum istnieje takie [, ze

€
Wezmy teraz k tak duze, zeby
sk <14 =

2
Sktadajac razem odpowiednie ciagi, otrzymujemy, ze

f(nli+12) = f(n, ) f(n+ 1, 12),
zatem
by, 41, = by by,
Stad, jezeli

k=lg+r, 0<r<l,
otrzymujemy
by > b;
zatem
la/(lg+r)
k /bk > b;l/(lq-i-?”) > Slq/(lq+r) <1 - ;) >
1-1/k 175 s(1—¢/2) 1—
> s < 2>>71+€/2 > s(1—e).

7 drugiej strony oczywiscie /by, < s, co dowodzi
twierdzenia.

Aby dowie$é istnienia granicy limg .o K/ag,
wystarczyloby wiec wykazac

Przypuszczenie. by = ay.
Skromny krok w tym kierunku stanowi
Lemat 2. by = aq1.-

Dowdd. Na mocy wzoru (1),
b11 = min f(n, 11, P)
n
i oczywiscie
(3) f(nallapll) =
1 dlan=0mod 11,
= f(n,11, Pr) - {O dla n # 0 mod 11,

a ponadto
(4) f(n,11,30)—f(n,11,P7) =
fn+7,4) dlan=0mod 7,
0 dlan =1,2mod 7,
) f(n,4) dlan =3 mod?7,
) f(n,3) dla n =4 mod 7,
2 dlan =5mod 7,
f(n+8,3) dlan=6mod?7.

Pozostaje obliczy¢ f(n, 11, 30). Ale oczywiscie
f(n+30,11,30) = f(n,11,30),
f(=n —11,11,30) = f(n, 11, 30),



zatem

{f(n,11,30) : n € Z} = {f(n,11,30) : =5 < n < 9}.
Stosujac wzor (2) jako wartosci f(n,11,30) dla
n = —5,...,9, otrzymujemy kolejno: 250, 300, 293, 293,
976, 241, 266, 297, 291, 277, 284, 264, 264, 300, 273, zatem

F(n,11,30) > 241,

a poniewaz f(n,4) < 7 (bo co najmniej jeden z ciagdéw
(n,n+4)1i{n,n+1,n+3,n+4) nie spelnia warunku
(ciyciy1) = 1) z wzordw (1), (3) 1 (4) dostajemy

f(?’l, 11) = f(n, 11,P11) > 241 —7—-1 > 233 = aiq-
St@d b11 = ail-
Lemat 3. Wielomian W (z) = z* — 362° 4 6922 — 322 + 4
ma dokladnie jeden pierwiastek y w przedziale (33,34).

Dowdd. Mamy W (33) < 0, W(34) > 0, a ponadto
w przedziale (33,34) funkcja W (x) jest monotoniczna,
bowiem
W' (z) = 42> — 10822 + 138z — 32 >
>4-33%-108-34% +138-33 —32> 0.
Lemat 4. Liczby
By =y* — 15y° + 41y? — 41y + 16 — 2y 1,
By =y* —5y> +9y* — Ty + 2,
By = 2y" — 3y° + 10y° — 4y,
By = 3y* — 13y + 19y — 15y + 3,
Bs = Ty* — 19y + 15y — 3y,
Bs = 8y* — 263> + 30y* — 14y + 2,
sq dodatnie 1 spetniajg uklad rownan
(Q—y)B1+BQ+Bg+B4+B5+BG :0,
yB1 + (1 —y)Bs + Bs + Bs = 0,
yB1+yBz+ (1 —y)Bs+ By + Bs =0,
yB1+yBs + (1 —y)Bs+ Bs =0,
yB1 +yBa +yBs +yBy+ (2 —y)Bs + Bs = 0,
yB1 +yBs + (1 —y)Bs = 0.

()

Dowdéd przez sprawdzenie.

Dowod Twierdzenia 2. 7 nieréwnosci ayp > by,
z Twierdzenia 1 i Lematu 2 wnosimy, ze

liminf %/ag > lim X/b, = sup X/by, >

> Wby = Wan, = V233,

co dowodzi pierwszej czesci twierdzenia. Aby dowies¢
drugiej czesci, wykazemy przez indukcje, ze
(6) aggir < Bpy™t (1<7<6).
Dla ¢ =0, r = 1, nieréwnos¢ jest prawdziwa wobec
By > 1, y > 1. Zalézmy teraz, ze nieréwnosé (6) jest
prawdziwa dla wszystkich wskaZznikéw mniejszych

niz 6q + r. Wowczas na mocy zalozenia indukcyjnego
i wzoréw (5) mamy:

dla r = 1:
a6q+1<a6q—|—...—|—a1<
<(Bit. Byt ty) <
yq+1 B .
<(Bit ...+ Byl = By,
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dla r = 2:

G6g+2 S U6g+1 + G6g—1 + A6g—3 + Geg—5 + - .. <
<Bi(y™t + .y +
+(Bs+ Bs)(y?+...+y) <
yq+2 yq+1
< B 1 + (B3 + Bs) 1= Boy ™,
dla r = 3:

(6g+3 S Ug+2 + A6g+1 + Gg—1 + Agg—2 + - - - <
< (Bi+Ba) (™ + .. 4 y) +

+ (Ba+ Bs)(y1+ ... +y) <
yq+2 yq—i-l
< (B +Bz)y_ Tt (Bs+ Bs)—— 1= By,
dlar =14
A6g+4 S Aeg+3 T Aeg+1 + A6g—1 + Ggg—3 + ... <
< (B +Bs)(yq+1 +.o..4y +
+B5(y?'+...+y) <
yq+2 yq+1 )
< (B1 + Bs) + Bs = By,
y—1 y—1
dla r =5:
A6q+5 < A6q+4 +...+ar <
<(Bi+...+B)y™ 4. 4y +
+(B5+B6)(yq+...+y)<
yit? yit!
B ...+ B B B =
<(Bi+...+ 4)y_1+( 5+ 6)y_1
:B5yq+17
dla r = 6:
(6g+6 S U6g+5 T A6g+1 T Aeg—1 + Geg—5 + ... <
KB+ Bs)y it +...+y) <
yq+2 B a1
<(Bu+ Bs)— = Bey"™ .

Zatem nier6wnos$¢ (6) zachodzi ogdlnie 1 mamy

ag, 0t < BY/Swtryat )/ 6o+

skad
limsup §/ar < y'/¢ < V/34.

2. Obliczenia komputerowe i uzyskane wyniki.
Aby udowodnié, ze

liminf §/a;, > 1,7003,
wystarczy dowiesé, ze big = ajg9. W tym celu trzeba
wyliczy¢, postugujac sie wzorem (2), f(n,19,210)
dla n = —9,-8,...,95, a nastepnie skorzystac
7€ Wzoroéw

(7) f(n,19,210) — f(n,19, Py1) =

f(n+11,8) dla n = 0 mod 11,
0 dlan=1,2mod 11,
f(n,8) dla n = 3 mod 11,
fn,7) dla n = 4 mod 11,
) f(n,6)f(n+17,2) dlan=5mod 11,
) f(n,5)f(n+16,3) dlan=6mod 11,
f(n,4)f(n+15,4) dlan=7mod 11,
f(n,3)f(n+14,5) dlan=8mod 11,
f(n,2)f(n+13,6) dlan=9mod 11,
fn+12,7) dla n = 10 mod 11,



(8) f(n, 19, P11) - f(’I’L, 19, P13) =

f(n+13,6) dla n = 0 mod 13,
0 dlan=1,2,3,
45,6 mod 13,
f(n,6) dla n = 7 mod 13,
=< f(n,5) dla n = 8 mod 13,
f(n,4)f(n+17,2) dlan=9mod 13,
f(n,3)f(n+16,3) dlan=10mod 13,
f(n,2)f(n+15,4) dlan=11mod 13,
fln+14,5) dla n = 12 mod 13,
(9) f(nv 197P13) - f(?’l, 197P17) =
f(n+17,2) dlan=0mod 17,

0 dlan=1,2,3,4,5,6,7,8,9,
= 10,11,12,13, 14 mod 17,

f(n,2) dla n = 15 mod 17,

1 dla n =16 mod 17,

f(n> 197P17) - f(n> 197P19) -
1 dlan=0mod 19,
0 dla n # 0 mod 19.

W celu znalezienia wartosci aq9 i b1g postuzono sie
komputerem. Wyznaczanie wartosci a; nawet dla wielkich
liczb naturalnych £ nie jest klopotliwe. W Dodatku
zamieszczony zostal kod procedur w jezyku C++
umozliwiajacy wyznaczenie wartosci a,, oraz f(n, k).

(10)

Wyznaczenie wartosci b1g jako minimum funkcji f(n, 19)
w sposéb sitowy” jest czasochlonne. Nawet po zamianie
tradycyjnej metody wyznaczania warto$ci najwiekszego

wspolnego dzielnika ged za pomoca algorytmu Euklidesa
na algorytm binarny gcd2-Steina, czas obliczen na
komputerze domowym o wymienionych wczeéniej
parametrach wynidst prawie 48 godzin. Jest to czas
wielokrotnie dtuzszy niz przy wykorzystaniu wzordw

(7), (8), (9) i (10).
Za pomoca komputera wyznaczono wartosci ai dla
wszystkich £ < 10000 w celu zbadania zachowania

]
OB Nak=1,2,....

A <7 = |
sie ciagbw ——, log ay oraz
Qg

Wyniki tych badan ilustruje seria zamieszczonych na
marginesach rysunkéw.

Z analizy tych wykreséw plyna nastepujace wnioski:
a
1. Wykres wartosci ciagu “htl ulega rozwarstwieniu
ai

w przedziale wartosci (1,3) (rys. 1).
2. Ciag log ay, rosnie liniowo wzgledem k (rys. 2).
log ay,

3. Ciag 0 poczynajac od wyrazu k o numerze

7561 do 10000, ma swoje warto$ci w przedziale
(0,5814,0,5816). Gérna granica przedzialu zostala
przyjeta z pewnym nadmiarem. Wartosé funkcji
eksponent od lewego i prawego kranca przedziatu jest
odpowiednio rowna 1,78854 oraz 1,7888. Jest wysoce
prawdopodobne, Ze granica ciagu limy_. §/ax
istnieje i jej poczatkowymi cyframi sg 1,788...
Podziekowanie. Panu Docentowi dr. hab. Andrzejowi Pokrzywie
wyrazamy wdziecznos¢ za pomoc przy dowodzie Lematu 4.

35 Dodatek
. 3
] . s . .
z 27; Wyznaczanie wartosci ciagu a,,
£1s unsigned int an( int n )
11 {
S .
o,g int c_counter=1;
0 2000 4000 6000 8000 10000 buffer[0]=1;
k
Rys. 1. Zachowanie si¢ ciaggu alzzl, while ( c_counter<n )
{
int sum=0;
7000 for (int i=0; i<c_counter; i++ )
6000 - {
~ 5000 P if ( gcd(c_counter+1,i+1)==1)
& 4000 -
& {
23000 — )
2000 // sum+=buffer[i];
1000 }
0 }
0 2000 4000 6000 8000 10000
k buffer[c_counter++]=sum;
Rys. 2. Zachowanie sie ciaggu log ay. ¥
return(buffer[n-1]);
0,70 }
0,60
; 8’28 Warto$é b9 wyznaczono dwoma sposobami. Pierwszy z nich wykorzystuje
iiojgo wzér (2) i powyzsze wzory (7), (8), (9) i (10). Obliczenia na domowym
0,20 komputerze z procesorem Intel Pentium z zegarem 2700 MHz pozwalaja
0,10 wyznaczy¢ big = 24 014. Wartos$é b9 mozna takze obliczy¢ ,sitowo” bezposrednio

0 +
0 2000 4000 6000 8000 10000
k

Rys. 3. Zachowanie si¢ ciaggu log%.
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w oparciu o definicje ciagu by, znajdujac dla ustalonego k& minimum funkcji
okresowej f(n, k) ze wzgledu na pierwsza zmienna n. Znajdowanie wartosci
f(n, k) realizuje ponizsza napisana w jezyku C++ funkcja £2( n, k ).



0,584
0,582

; 0,580 4]

Z 0,578

>

%0576

80,574
0,572
0,570

0 2000 4000 6000 8000 10000
k

Rys. 4. Zachowanie si¢ ciaggu —logkak .

0,5820

= 0,5815

S

o
[
[¢5)
—
[=}

log ay, versu

0,5805 -

0,5800 -
0 2000 4000 6000 8000 10000
k

Rys. 5. Zachowanie si¢ ciggu log%‘

Wyznaczanie wartosci funkcji f(n, k)

unsigned int £2( int n, int k)
{

int op_counter=0;

int num seq=0;

int limit=n+k;
buffer [op_counter++]=n;

do
{

int curr_op = buffer[0];
buffer [0]=buffer[--op_counter];

if ( gcd2(curr_op,limit)==1) num seq++;

for ( int i=curr op+1l; i<limit; i++ )
{
if ( gcd2(curr_op,i)==1) buffer[op_counter++]=i;
}
}while(op_counter>0);
return(num_seq) ;

}

i a=45°N 7"
Rys. 1
S
\ /
\ S0/
h
Rys. 2
D
E
A C
F
B
Rys. 3

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 739. Do naczynia w ksztalcie prostopadloscianu wstawiono przylegajacy

do Scianek bocznych i troche odsuniety od Scianki czotowej klin, a nastepnie do
powstalego w ten sposéb naczynia nalano wody (rys. 1). Zakladajac, ze tarcie
miedzy klinem a $ciankami bocznymi jest zaniedbywalnie male, znalez¢é maksymalny
wspolczynnik tarcia klocka o podloge naczynia, przy ktérym nie bedzie on
spoczywal. Przyjaé, ze szerokos¢ klina wynosi [ = 20 cm, masa m = 90 g, kat
przy wierzchotku wynosi o = 45°, a wysokos$é stupa wody jest rowna h = 1 cm.
Rozwiazanie na str. 8

F 740. Okragly otwér w dnie naczynia zatkano korkiem w ksztalcie stozka

o polu powierzchni podstawy S (rys. 2). Dla jakiej najwiekszej gestosci korka p
mozna, nalewajac do naczynia wody, spowodowaé jego wyplyniecie? Pole
powierzchni otworu wynosi Sy, napiecie powierzchniowe wody mozna zaniedbac.
Rozwiazanie na str. 24

Redaguje Waldemar POMPE

M 1240. Rozstrzygnaé, czy istnieje 19-cyfrowa liczba naturalna N podzielna
przez 11 o tej wlasnoéci, ze kazda inna 19-cyfrowa liczba otrzymana z N poprzez
zmiane kolejnosci (permutacje) jej cyfr nie jest podzielna przez 11.

Rozwiazanie na str. 2

M 1241. Dany jest czworokat wypukly ABC D, w ktérym AB = BC, AD = DC
oraz XABC = 39X ACD (rys. 3). Dwusieczna kata C AD przecina bok C'D

w punkcie F. Odcinki AC' i BE przecinaja si¢ w punkcie F'. Wykazaé, ze trojkat
CEF jest rownoramienny.

Rozwiazanie na str. 18

M 1242. Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe naturalna, ktérej nie da si¢ przedstawic

w postaci
20 —2b

9c¢ _ 9d’

gdzie a, b, ¢, d sg liczbami catkowitymi dodatnimi.

Rozwiazanie na str. 24
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Rys. 1. Wyglad ramki z przesuwng
poprzeczka; r — prostokatna ramka,
p — poprzeczka, b — blona mydlana,
n — nakretka.

Mydlanych baniek czar
Stanistaw BEDNAREK

W naszych do$wiadczeniach postaramy sie, zeby czar mydlanych baniek

nie prysnal tak szybko, jak to jest w znanym powiedzeniu. W tym celu
potrzebny bedzie odpowiedni roztwér. Dawniej do wytwarzania takich roztworéw
uzywano specjalnego mydta, ktore pracowicie trzeba bylo rozpusci¢ w wodzie
destylowanej. Obecnie sprawa jest prostsza, poniewaz w powszechnym uzyciu sg
plynne detergenty, ktore tatwo mieszaja sie z woda.

Do sporzadzenia roztworu bedziemy potrzebowali litr czystej, najlepiej
destylowanej, wody. Woda destylowana uzywana jest, miedzy innymi, do
sporzadzania elektrolitu stosowanego w akumulatorach samochodowych i mozna
ja kupi¢ w sklepach z czesciami motoryzacyjnymi. Ponadto wody destylowanej
uzywa sie¢ do napetniania zelazek parowych i jest ona do nabycia w sklepach

z artykutami chemicznymi.

Drugim sktadnikiem naszego roztworu bedzie ptyn do mycia naczyn. Nalezy wziac¢
50 mililitréow ptynu na 1 litr wody. Nie nalezy sie martwié, jezeli nie mamy cylindra
miarowego (menzurki) do odmierzenia potrzebnej objetosci ptynu. Pltyn mozemy
odmierzy¢ lyzka stotowa, wiedzac, ze jedna tyzka to okoto 4 mililitréw. Po dodaniu
plynu roztwoér nalezy starannie wymieszac.

Lepsza jakos¢ baniek zapewnia dodanie do roztworu gliceryny w ilosci 250 mililitrow
na 1 litr wody. Gliceryna jest uzywana do wyrobu kosmetykow i mozna kupié ja
w sklepie z artykutami chemicznymi lub w aptece, albo uzyska¢ w szkolnej pracowni
chemicznej. Po dodaniu gliceryny roztwér ponownie mieszamy. Gliceryna poprawia
jako$¢ baniek, ale nie jest sktadnikiem koniecznym. W przypadku trudnosci z jej
uzyskaniem mozna zrezygnowacé z tego skladnika.

Mozna réwniez przygotowaé mniejsza ilosé roztworu, biorac, na przykitad,

0,5 litra wody i proporcjonalnie mniej ptynu oraz gliceryny. Lepsze wtasciwosci
ma jednak roztwér pozostawiony do odstania sie, dlatego lepiej przygotowaé
wieksza ilos¢ roztworu i przechowywaé¢ go w zamknietym stoiku lub butelce,

a do do$wiadczen wykorzystywaé po kilku dniach od jego sporzadzenia.

Majac gotowy roztwor, mozemy przystapi¢ do doSwiadczen. Na poczatek zajmiemy
sie wytwarzaniem i badaniem wtasciwosci ptaskich bton mydlanych. W tym celu
z drutu, najlepiej miedzianego o Srednicy okoto 1 mm wyginamy prostokatna ramke
z przesuwng poprzeczka przedstawiong na rysunku 1. Wymiary ramki powinny
wynosi¢ okolo 5 x 8 cm. Na przesuwnej poprzeczce wyginamy haczyk, ktéry postuzy
nam do jej obciazenia za pomoca kilku malych nakretek.

Do ptaskiego naczynia, na przyktad do talerza, nalewamy roztworu do wytwarzania
baniek i zanurzamy w nim ramke, a nastepnie wyjmujemy ja, przesuwajac
poziomo. Po wyjeciu na ramce powinna utworzy¢ sie ptaska btona powierzchniowa.
Przyjrzyjmy si¢ blonie uwaznie. Mozemy zbadaé jej wytrzymatosé, ustawiajac
ramke w plaszczyznie pionowej skierowana poprzeczka w dot i obciazaé poprzeczke
kilkoma matymi nakretkami az do momentu rozerwania btony.

7 miedzianego drutu wyginamy teraz okrag o $rednicy okolo 5 cm z uchwytem
do trzymania (rys. 2.a). Wzdluz $rednicy okregu przywiazujemy do niego
kawalek nitki o dlugosci okolo 1-2 cm wigkszej

a) b) o) od jego Srednicy. W podobny sposédb, jak
poprzednio, wytwarzamy na okregu ptaska
blone powierzchniowa. Jezeli blona utworzyta
sie po obu stronach nitki, to nitka pozostanie
luzno ulozona na blonie (rys. 2.a). Co si¢ stanie,

u u u gdy przeklujemy btone po jednej stronie nitki?

Okazuje sie wéwczas, ze nitka przyjmuje ksztalt

Rys. 2. Okrag z nicig do badania wladciwosci ptaskich blon mydlanych: napi@tego tuku (rys. Qb, 20) Dzieje SIQ tak

a) z blong znajdujacg si¢ z obu stron nici, b) z blona polozong z lewej strony
nici, ¢) z blong znajdujaca si¢ z prawej strony nici; k — okrag, u — uchwyt,

n — nié, b — blona.

dlatego, ze blona dazy do zajecia minimalne;j
powierzchni.
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Rys. 3. Powstawanie barwnych prazkéw
jednakowej grubo$ci; a — promien
padajacy, ¢ — promien odbity od goérnej
powierzchni blony, d — promien odbity od
dolnej powierzchni btony, b — blona.

Rys. 4. Pierscien z uchwytem do
wytwarzania baniek mydlanych;
k — pierscien, u — uchwyt.

Rys. 5. Rézne ksztalty ramek do
wytwarzania baniek mydlanych;
k — pierscien, u — uchwyt.

Rys. 6. Sposéb wytwarzania baniek
wielokrotnych; » — stomka, p — zwilzona,
gladka powierzchnia, z — banka
zewnegtrzna, w — banka wewnetrzna.

Odwiazmy teraz konce nitki od okregu i wytwérzmy na nim plaska blone
powierzchniowg w sposob znany z poprzednich do$wiadczen. Ustawmy nastepnie
druciany okrag w plaszczyznie pionowej w poblizu okna lub zaréwki tak, zeby
Swiatto padalo ukosnie na blone. Popatrzmy na blone uwaznie. Bez trudu
dostrzegamy, ze blona wykazuje piekne zabarwienie we wszystkich kolorach
teczy. Zabarwienie to ma postaé¢ paskow lub prazkéw o réoznym ksztalcie.
Przyczyna jest interferencja, czyli nakladanie sie fal Swietlnych odbitych od
blizszej i dalszej powierzchni blony (rys. 3). Grubo$é blony nie jest jednakowa
na calej powierzchni. W pionowo ustawionej blonie gruboéé¢ ta wzrasta ku
dotowi, poniewaz pod dzialaniem sity ciezkosci roztwér sptywa w dot. Przy
odrobinie cierpliwosci, patrzac przez dluzsza chwile na btone, zauwazymy zmiany
ksztaltu barwnych obszaréw. Obszary te tworza tzw. prazki jednakowej grubosci.

Zajmiemy sie teraz wytwarzaniem baniek kulistych. Mozna to robi¢ za pomoca
cienkiej, plastikowej rurki, nazywanej potocznie stomka, albo przy uzyciu
pierscienia z miedzianego drutu zaopatrzonego w uchwyt. Jeden koniec stomki
moczymy w roztworze, nabierajac nieco plynu, i wyjmujemy z cieczy. Powoli
dmuchamy w drugi koniec i obserwujemy wzrost, a nastepnie odrywanie sie
banki i jej unoszenie w powietrzu. Jest to klasyczny sposéb wytwarzania
baniek mydlanych. Do$wiadczenia te dobrze jest wykonywaé¢ w poblizu

zrodla $wiatta — zaréwki lub okna. Mozna wéwczas obserwowaé piekne barwy
interferencyjne baniek.

Pierécien z drutu, najlepiej miedzianego o grubosci 1 mm, powinien mieé¢
$rednice 2-3 cm i by¢ zaopatrzony w uchwyt (rys. 4). Trzymajac pierécien za
uchwyt, zanurzamy go w roztworze i wyjmujemy, trzymajac réwnolegle do
powierzchni cieczy, tak zeby utworzyla sie na nim plaska btona. Nastepnie
dmuchamy na te blone, co powoduje utworzenie i oderwanie sie banki. Ten
sposob wytwarzania baniek jest bardziej higieniczny od wydmuchiwania ich ze
stomki w przypadku, gdy wykonuje to kilka oséb. Przy okazji warto sprawdzi¢,
jaki ksztalt beda mialy banki wydmuchiwane z ramki, ktéra nie jest okregiem,
ale np. réwnoleglobokiem, tréjkatem czy kwadratem (rys. 5).

Stomka jest jednak niezastapiona przy wytwarzaniu baniek wielokrotnych,

czyli takich, z ktérych jedna jest umieszczona w drugiej (rys. 6). Banki
wielokrotne otrzymujemy w nastepujacy sposéb. Wydmuchujemy najpierw
zwykla, kulista banke. Dotykamy ta banka do dobrze zwilzonej, gladkiej
powierzchni, np. talerza lub tacy. Banka osiadzie wéwczas na tej powierzchni,
tworzac polsfere. Nabieramy z kolei roztworu do stomki i bardzo ostroznie
przektuwamy polsfere, tak zeby koniec stomki znalazl sie w jej wnetrzu. Teraz,
zachowujac nadal ostroznoéc, powoli wydmuchujemy banke wewnatrz potsfery.
Wydmuchiwana banka staje si¢ réwniez poélsfera. Powtarzajac opisane czynnoéci,
mozemy wydmucha¢ banki potréjne — trzy banki umieszczone jedna w drugiej —
lub przy odrobinie szczescia i wprawy banki o wigkszej krotnosci.

Na zakonczenie warto jeszcze wykonaé¢ doswiadczenie polegajace na odbijaniu
baniek. Do tego celu potrzebna bedzie deska uzywana w kuchni do krojenia
oraz migkka tkanina z wloskami, np. welniany szalik. Deske owijamy szalikiem
i wydmuchujemy kulistg banke, kierujac ja na szalik. Okazuje sie, ze banka
osiadajac na szaliku, nie peka, lecz utrzymuje sie na jego wiltoskach. Potrzasajac
ostroznie deska owinieta szalikiem, mozemy spowodowaé¢ oderwanie sie banki
od niego, a nastepnie ponowne osadzenie na nim banki. Przy odrobinie wprawy
mozemy odbija¢ banke, podobnie jak pileczke tenisowa.

Hamowanie na og6t prowadzi do zmniejszenia predkosci,
ale w polu grawitacyjnym tak byé¢ nie musi. Sztuczny
satelita, obiegajac Ziemie, doznaje bardzo lekkiego
hamowania przez rzadka atmosfere. Dokladniej: pokonujac
op6r najwyzszych warstw atmosfery, satelita bardzo powoli
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traci energie, wskutek czego spada ku Ziemi. Ale na
nizszej orbicie musi poruszaé sie szybciej, bo tego
wymaga trzecie prawo Keplera, zatem hamowanie (byle
delikatne) powoduje wzrost predkosci satelity.

T. K.



Kosmiczna linijka
5. Mglawica Konski Leb; odleglto$é 460 pc (0,4 kpc na linijce)

Pas Mlecznej Drogi na niebie to r6j gwiazd, ale nie cala materia jest zawarta

w gwiazdach. Cze$¢ gazu i pytu tworzy rzadkie obtoki — mglawice — dajac na
zdjeciach przepigkne obrazy. Niektére z nich, oswietlone promieniowaniem pobliskiej
gwiazdy, widoczne sa jako mglawice jasne, inne z kolei, niepodswietlone, ale na tle
jasniejszego obszaru, tworza mglawice ciemne.

Konski Leb — mglawica ciemna w gwiazdozbiorze Oriona, znana réwniez jako
Barnard 33 — to jeden z najbardziej rozpoznawalnych obrazéw astronomicznych.
Jej ksztalt, przypominajacy konska glowe, spopularyzowaly fotografie wykonane
w latach osiemdziesigtych ubieglego wieku przez Davida Malina, ktore znalazly
sie w wielu podrecznikach i albumach. Popularne sa réwniez zdjecia tej mgtawicy
uzyskane przez Teleskop Kosmiczny Hubble’a. W 2001 roku, dla uczczenia
jedenastej rocznicy wystrzelenia tego teleskopu, przeprowadzono glosowanie
internetowe na najbardziej lubiane zdjecie — wygrata je wtasnie mglawica

Konski Leb.

Istnienie mgtawicy odkryta w 1888 roku Williamina Fleming, przegladajac klisze
fotograficzne. Jasne tlo, na ktérym widoczna jest mglawica, to jasna mglawica

o nazwie 1C434, czyli obszar wodoru zjonizowanego przez $wiecenie pobliskiej
gwiazdy Sigma Orionis. Konski Leb przestania nam czesciowo tamten obszar,
gdyz sktada sie z chtodnego gazu i znacznych ilosci pytu. Mglawica znajduje sie
w odleglosci okoto 1500 lat §wietlnych, a jej rozmiar na niebie jest wyraznie wigkszy
od tarczy Ksiezyca. Fizyczny rozmiar mgtawicy to okolo jednego roku é$wietlnego.

Mgtlawica nadal fascynuje wspélczesnych obserwatorow. Czasteczki gazu
tworzacego mglawice uktadaja sie wzdtuz linii pola magnetycznego, ktore ja
przenika. Badanie konfiguracji tego pola jest mozliwe poprzez wyznaczenie
stopnia polaryzacji $wiatla emitowanego przez gwiazdy znajdujace si¢ w tle.

Konski Leb jest zapewne jednym z siedlisk powstawania nowych gwiazd w naszej
Galaktyce. Wydaje sie, ze w tej mglawicy proces powstawania gwiazd wtasnie
sie zaczyna. Zapoczatkowal to prawdopodobnie impuls ci$nienia promieniowania,
pochodzacy od wspomnianego wczesniej pobliskiego obszaru zjonizowanego gazu,
powodujacy kompresje gazu mglawicy i powstanie malych ,klaczkéw”. Zapadna
sie one pod wplywem wlasnej grawitacji, tworzac nowe gwiazdy. Szereg takich
wklaczkéow” o masach kilku mas Stonca juz wida¢ w obserwacjach prowadzonych
w zakresie podczerwieni. Ostatnie obserwacje, m.in. z satelity Spitzer, pokazaty
istnienie 45 Zrédel emitujacych w bliskiej podczerwieni, z ktérych 5 uznano za
mlode protogwiazdy na podstawie ksztaltu ich widma promieniowania.

Mglawica jest tak piekna, ze nawet pyl w niej jest elegancki — aromatyczny.
Spektroskopia wykazata wystepowanie w nim weglowodoréw aromatycznych.
Takie czasteczki, oSwietlane promieniowaniem ultrafioletowym z gwiazd, reemituja
$wiatlo w podczerwieni w pasmie o dlugosci fali miedzy 3 a 17 mikrometréw.
Badajac ich obfitoéci w obszarach o réznej gestosci i ewolucje rozktadu w osrodku,
astronomowie staraja si¢ oceni¢ aktywnosé gwiazdotwoércza mglawicy.

Bozena CZERNY, Agnieszka JANIUK

Rozwigzanie zadania M 1241.
Oznaczmy: o = X DAEFE (rysunek). Wtedy XCAE = a, XACD = 2a oraz X ABC = 6a. Ponadto
1
XAEC = 180° — 3ac = 180° — i{ABC'
Stad oraz z réwnosci AB = BC wynika, ze okrag o srodku B i promieniu AB przechodzi przez
punkty A, C oraz E. Wobec tego BE = BC, skad otrzymujemy
XFEC = ¥BCE = (90° — 3c) + 2ae = 90° — av.
A zatem
XEFC =180° — 2ae — (90° — ) = 90° — «v.

Poréwnujac ostatnie dwie zaleznosci, dostajemy teze.
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Informatyczny kacik olimpijski (19):
Plan zajec¢

W tym miesigcu oméwimy zadanie, ktére pojawilo sie
na Obozie Naukowo-Treningowym im. A. Kreczmara
w 2007 r.

W nowo powstalej szkole wybudowano s sal wyktadowych,
zatrudniono n nauczycieli i ogltoszono nabor do k klas.
W szkole bedzie nauczanych p przedmiotow. Kazdy
przedmiot ma przypisanego nauczyciela, ktory bedzie go
wykladal, oraz klase, ktora bedzie na te wyklady uczeszczala.
Kazdego dnia na dany przedmiot ma byé przeznaczona
jedna godzina lekcyjna. Nalezy wyznaczyc plan zajeé

w szkole, tak by zminimalizowaé czas, w ktorym w szkole
przebywajq uczniowie.

Dla przyktadu zatézmy, ze w szkole zatrudnionych jest
dwdéch nauczycieli, sa dwie klasy oraz sze$é przedmiotéw:
(1,1), (1,1), (1,2), (2,2), (2,2), (2,2). Tutaj przedmioty
opisujemy jako pary (numer nauczyciela, numer klasy).
Zauwazmy, ze dany nauczyciel moze wykladac¢ danej klasie
wiecej niz jeden przedmiot.

Jedli mamy do dyspozycji tylko jedna sale wykladowa,
to szkola bedzie musiala by¢ otwarta przez 6 godzin
(zadne zajecia nie moga odbywadé sie réwnolegle,

a mamy ich szes$¢). Ale juz dysponujac dwiema salami,
mozna skrécié¢ ten czas do czterech godzin. Optymalny
plan moze wygladaé¢ nastepujaco:

godz. | sala 1 | sala 2
1 (1,2) —
2 (2,2) —
31 (L) ] (2,2
4 (1,1) | (2,2)

Zadanie mozna sformutowaé¢ w jezyku teorii graféw.
Zbudujmy (multi)graf dwudzielny, ktérego wierzchotkami
sa nauczyciele i klasy, a krawedziami przedmioty (jesli
nauczyciel u ma uczy¢ klase v m przedmiotow, to mamy
m krawedzi laczacych wierzcholki w i v w grafie). Stopniem
wierzchotka nazwiemy liczbe krawedzi, ktore koncza

sie w tym wierzchotku. Ponadto przez A oznaczymy
maksymalny stopien wierzchotka w grafie (w naszym
przykladzie A = 4).

nauczyciele klasy
1 1
2 2

Niech g bedzie minimalna liczba, dla ktérej istnieje

plan zaje¢, ktéry wymaga otwarcia szkoly na dokladnie
g godzin. Z tredci zadania wynikaja dwa oczywiste dolne
ograniczenia na g. Poniewaz zaden nauczyciel nie moze
prowadzi¢ dwoch zajeé naraz ani zadna klasa nie moze
uczestniczy¢ w wiecej niz jednych zajeciach naraz, wiec
g = A. Co wiecej, jesli mamy do dyspozycji s sal, to

z zasady szufladkowej Dirichleta wynika, ze g > [p/s].
Okazuje sie, ze sa to jedyne ograniczenia i

-o(o]2)

jest optymalnym rozwiagzaniem zadania.
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Zanim to wykazemy, przypomnijmy kilka poje¢ z teorii
graféw. Skojarzeniem w grafie nazywamy taki podzbiér
krawedzi M, ze zadne dwie krawedzie z M nie maja
konica w tym samym wierzchotku. Kolorowaniem
krawedziowym grafu na ¢ koloréw nazywamy rozktad
zbioru krawedzi na sume ¢ roztacznych skojarzen

(cze$é z nich moze byé pusta). Zatem, aby rozwiazacé
zadanie, musimy znalez¢ rozklad grafu na g roztacznych
skojarzen, z ktérych kazde bedzie zawierato co najwyzej
s krawedzi (krawedzie nalezace do danego skojarzenia
reprezentujg przedmioty, ktére beda prowadzone w tym
samym czasie — ich przydzial do sal jest dowolny).

Udowodnimy najpierw, ze kazdy graf dwudzielny

mozna pokolorowaé¢ na A koloréw. W tym celu podamy
algorytm, ktoéry bedzie kolorowal kolejne krawedzie
grafu. Powiedzmy, ze chcemy teraz pokolorowaé krawedz
u—v. W wierzchotku u na pewno nie uzyliSmy jeszcze
wszystkich koloréw; powiedzmy, ze zostal czerwony.
Bedziemy zatem chcieli pokolorowaé¢ u—wv na czerwono.
Jedli w v nie uzyliSmy czerwonego, to mozemy to zrobic.
W przeciwnym przypadku nie uzyliSmy tam jakiegos
innego koloru (np. niebieskiego). Konstruujemy teraz

w grafie Sciezke v—u;—v1—us—wvo— . .., ktérej
krawedzie sa na przemian czerwone i niebieskie. Szukamy
przy tym Sciezki maksymalnej, tj. (jakiejkolwiek) takiej,
ktérej nie da sie juz przediuzyé. Sciezka kiedys sie skonczy
(zaden wierzcholek nie moze wystapi¢ na niej dwukrotnie,
bo to by oznaczalo, ze pewne dwie krawedzie, ktore sig
w nim koncza, sa obie czerwone albo obie niebieskie)

i wtedy bedziemy mogli zamieni¢ kolory na tej $ciezce
(niebieski na czerwony i na odwr6t) i pomalowaé u—uv
na czerwono. Zauwazmy, ze $ciezka nie mogta zawieraé
wierzchotka u, bo musialaby wchodzi¢ do niego niebieska
krawedzia, zatem u—v—u;—v1— ... —u byloby cyklem
nieparzystej dlugosci, ktérego w grafie dwudzielnym

by¢ nie moze.

Umiemy zatem roztozy¢ graf na sume A roztacznych
skojarzen; niektore z nich moga jednakze mie¢ rozmiar
wiekszy niz s. Aby to naprawié¢, przyda nam sie jeszcze
jedna obserwacja: jesli M i N sa rozlacznymi skojarzeniami
i |M| > |NJ|, to istnieja rozlaczne skojarzenia M’ i N,
takie ze |M'| = |[M| —11i |[N'| =|N|+ 1 oraz M' UN' =
= M U N. Dowdd tej obserwacji jest analogiczny jak dowdd
twierdzenia Berge’a o istnieniu $ciezki powiekszajacej
wzgledem skojarzenia, ktére nie jest najliczniejsze (mozna
pokazaé, ze istnieje $ciezka dtugosci nieparzystej, ktorej
krawedzie naprzemiennie naleza do M i N') — opracowanie
jego szczegolow pozostawiam Czytelnikowi.

Teraz do podzialu dodajemy g — A pustych skojarzen.
Dopéki mozemy znalezé dwa skojarzenia, ktérych moce
réznig sie o wiecej niz 1, aplikujemy do nich powyzsza
obserwacje. Poniewaz g > [p/s], to na koncu wszystkie
skojarzenia beda mialy rozmiar s lub s — 1, czyli taki,
jak trzeba.

Zauwazmy na koniec, ze zaréwno kolorowanie grafu,
jak 1 poprawianie kolorowania, mozna zrealizowac

w czasie O(p?).
w’) Tomasz IDZIASZEK



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Nadprzewodzacy poéttorak

Pigtnascie lat przed sformutowaniem mechaniki
kwantowej Heike Kamerlingh-Onnes odkryl zjawisko
nadprzewodnictwa, wykorzystujac skroplony przez siebie
hel do badania wlasnoéci materii w temperaturze
bliskiej bezwzglednemu zeru. Mineto prawie sto lat,

a to makroskopowe zjawisko kwantowe nie przestaje nas
zaskakiwag.

Dzigki pracom Lwa Landaua i Witalija Ginzburga

od potowy ubieglego wieku wiadomo, ze mozliwe

sa dwa typy nadprzewodnikéw. Pierwszy wykazuje
efekt Meissnera: jest doskonalym diamagnetykiem.

W zewnetrznym, niezbyt silnym polu magnetycznym
wzbudzane sg w takim nadprzewodniku prady

wirowe, ktore doskonale kompensuja pole w jego
wnetrzu. Pole magnetyczne nie wnika wiec do

takiego nadprzewodnika. Gdy jest zbyt silne, to
nadprzewodnik przestaje nim by¢. Wszystkie
nadprzewodniki znane w czasach, kiedy prace Landaua
i Ginzburga powstawaly, byly wtasnie tego typu.
Zauwazyli oni jednak, ze gdyby pewien parametr s,
nazywany obecnie parametrem GL, moégl, dla

jakiego$ nadprzewodnika, przyjaé¢ warto$é¢ wieksza

od 1/ V2, to nadprzewodnik taki mégltby wpuscié do
swego wnetrza pole magnetyczne, nie przestajac by¢
nadprzewodnikiem. Parametr ten jest stosunkiem
glebokosci powierzchniowej penetracji nadprzewodnika
przez pole magnetyczne do dtugosci koherencji, wielkosci
charakteryzujacej przestrzenne uporzadkowanie

funkcji falowej opisujacej stan nadprzewodnictwa.
Przy ogrzewaniu nadprzewodnika do temperatury
krytycznej obydwa te parametry rosna nieograniczenie,
ale ich stosunek pozostaje staly dla danego materiatu
nadprzewodzacego.

Uczen Landaua, Aleksiej Abrikosow, wykazal, ze drugi
typ nadprzewodnictwa wiaze sie¢ z powstawaniem
LSwiréw” zawierajacych pojedynczy kwant strumienia
indukcji magnetycznej h/2e. W nadprzewodniku
pierwszego typu takie worteksy tez moglyby powstac,
ale dla k < 1/\/§ przyciagaja sie i w efekcie zlewaja
sie, powodujac wyjscie ze stanu nadprzewodnictwa,
natomiast dla x > 1/4/2 odpychaja si¢ i w efekcie tworza
regularng sie¢, a nadprzewodzenie konczy sie dopiero
wtedy, gdy pole magnetyczne jest na tyle silne, ze te
wiry zaczynaja sie przekrywac.

Zjawisko nadprzewodnictwa jest rodzajem kondensacji
Bosego—Einsteina. Kondensacja taka jest mozliwa
tylko dla obiektéw (zwanych bozonami), ktére

ylubia” znajdowaé sie wszystkie w tym samym

stanie — w odréznieniu od fermionéw, z ktérych

zadne dwa nie moga znajdowadé si¢ w tym samym
stanie (podlegaja zakazowi Pauliego). Bozonami sa

np. fotony i to wlasnie umozliwia akcje laserowa,

a fermionami sg np. elektrony i dzieki temu moga istnie¢
stabilne atomy rézniace si¢ wlasnosciami chemicznymi,
a nie jedynie masa.
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O tym, czy dany obiekt jest fermionem czy bozonem,
decyduje jego spin, czyli wewnetrzny moment pedu.
Bozony maja spin caltkowity, a fermiony poléwkowy.
Nadprzewodnictwo jest mozliwe dzigki temu, ze
elektrony w niskiej temperaturze tacza sie¢ w pary, ktore
maja sumaryczny spin catkowity, a wiec sa bozonami.
Elektrony tworzace takie pary pochodza zawsze z pasma
przewodnictwa. Okazuje sie, ze istnieja materialy, takie
jak diborek magnezu MgBso, w ktérych w zjawisku
nadprzewodnictwa uczestnicza elektrony z dwéch pasm
przewodnictwa. Material taki charakteryzuje sie¢ dwoma
parametrami uporzadkowania, i to w dodatku na tyle
roznymi, ze odpowiadalyby one albo jednemu, albo
drugiemu typowi nadprzewodnictwa. Okazalo sie, ze
odpowiadaja obydwu. Pod wplywem zewnegtrznego
pola magnetycznego powstaja w diborku magnezu
worteksy, ktore wykazuja krétkozasiegowe odpychanie,
ale dtugozasiggowe przycigganie. W rezultacie tworza
sie w tym materiale agregaty albo pasma wirdw,
zamiast regularnej sieci [1]. Tym samym odkryto nowy
rodzaj nadprzewodnika, ktéry jako poéredni miedzy
typami jeden i dwa zostal nazwany typem jeden i pot.
Otwiera sie w ten sposob zupelnie nowy obszar badan
oraz, prawdopodobnie, ciekawych zastosowan.

Piotr ZALEWSKI

(1] V. Moshchalkov, M. Menghini, T. Nishio, Q. H. Chen,
A.V.Silhanek, V. H. Dao, L. F. Chibotaru, N. D. Zhigadlo
i J. Karpinski, Phys. Rev. Lett. 102 (2009) 117001.

Paterny wortekséw magnetycznych w diborku magnezu MgBso
odkrytym nadprzewodniku typu 1,5 (géra) oraz w diselenku niobu
NbSes — nadprzewodniku typu 2 (dét).

nowo
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Stowarzyszenie na rzecz Edukacji Matematycznej

www.sem.edu.pl

14 marca 2009 roku odbylo si¢ Walne Zgromadzenie Stowarzyszenia.

Jego wazna czescia byly wybory Zarzadu.

Przewodniczacym Zarzadu zostal Krzysztof Chelmainskz.

Czlonkami Zarzadu sa Andrzej Fryszkowski, Jacek Dymel, Pawel Kwiatkowski,
Waldemar Pompe (aktualny Przewodniczacy Komitetu Gléwnego Olimpiady
Matematycznej Gimnazjalistow), Edmund Puczylowski i Tomasz Szymczyk.
Ustalono tez plany Stowarzyszenia na najblizsza przysztosc.

W tym samym czasie zostal rozegrany final IV rozwiazalo je wszystkie i uzyskalo maksymalna mozliwa
Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistéw. Nagrody liczbe punktéw. Byli to Maciej Duleba z Wroctawia,

I, II, TIT i TV stopnia wreczono 91 uczestnikom na Maciej Pawlikowski z Kluczborkai Michal Zajgc z Brzeska.
129 dopuszczonych do finatu. Laureaci reprezentowali Co najmniej 20 punktéw (na 30 mozliwych) zdobylo

31 miejscowosci ze wszystkich regiondéw Polski. 24 laureatéw. Tytul laureata przyznano wszystkim,

Do rozwiazania byto 5 zadan. Trzech finalistow ktoérzy zdobyli co najmniej 9 punktow.

Polecamy zajrzenie na stronge Olimpiady www.om.edu.pl/omg

/'

Matematyku — zréb to lepiej!

Tym razem w zadaniu nr 3 z finalu IV OMG lepiej od Komitetu spisali si¢ sami
finalisci. Oto to zadanie:

Dany jest okrgg o $rodku S oraz punkt D leZgcy na tym okregu. Cieciwa AB
przecina odcinek SD w punkcie C, réznym od punktu S.

Wykaz, ze AB > 2CD.

D Rysunek pokazuje rozwigzanie kilkorga finalistéw lepsze od szkicu
zamieszczonego na stronie Olimpiady: nalezy narysowaé okrag o srodku C'
i promieniu C'D (czyli wewnetrznie styczny do danego) — mamy wtedy
\ AB > A'B' =2CD.
A Prosciej juz chyba nie mozna.
Ale moze da si¢ prosciej rozwiazaé ciekawe zadanie nr 5:
Czy istnieje taki wieloScian wypukly, ktéry ma nieparzystq liczbe krawedzi
i ktorego kazda $ciana ma parzystq liczbe bokow? OdpowiedZ uzasadnij.
Rozwiazanie zaproponowane przez Komitet jest bardzo
proste w konstrukcji. Bierzemy mianowicie wieloscian
B o o parzystej liczbie krawedzi i parzystokatnych $cianach
(a wiec np. graniastostup) i pociagamy mocno za
c D C p Jedng z przekatnych jednej ze Scian tak, aby Sciana ta
B ' przelamala sie na dwie (na rysunku pociagnelismy
E w gore przekatna BE $ciany ABCDEF).
A T AF il W ten sposéb przekatna, za ktora pociagnelidémy, staje
sie nowa krawedzia — poniewaz krawedzie poczatkowego
wielo$cianu dalej sa krawedziami i jest ich parzysta

liczba, wiec tacznie mamy teraz nieparzysta liczbe
krawedzi. ,,Stare” Sciany byty i sa parzystokatne, wiec
problem jest tylko w tym, by nowe dwie Sciany takie

byly. Wobec tego przelamywana $ciana musi mie¢
co najmniej 6 krawedzi (i tak jest na rysunku).

Kazdy, kto zajrzal na strone Olimpiady, od razu zauwazy, ze podalismy
rozwiazanie zupelnie inaczej, niz jest tam opisane (tam graniastostup zostat
obciety). Jednak podstawowy pomysl, by ze $ciany szesciokatnej zrobi¢ dwie
czworokatne, jest tu i tam taki sam. Czy jednak nie da si¢ tego zrobi¢ prosciej
albo przynajmniej bardziej elegancko?

Zapraszamy, piszcie do nas!

Komitet Glowny Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistow
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Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Klub 44

Skrét regulaminu
Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesigca n + 2. Szkice

rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
— lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
— przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,

umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do 1
z dokladno$cig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 —
3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe 0s6b, ktére nadestaly
rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle
Termin nadsytania rozwiazan: 31 VII 2009 punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie i w ktérejkolwiek
z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
565 (WT = 2,16) i 566 (WT = 1,18)

2 numeru 9/2008 Zadania z matematyki nr 581, 582

Jerzy Witkowski Radlin 42,80 . .
Marcin Kasperski ~ Warszawa 42,50 REdGQUJG Marcin E. KUCZMA

Adam Woryna Ruda Slaska 42,31 . » 9 . L.
Andrzej Idzik Bolestawiec 39,53 D81. Dany jest n-elementowy zbiér X (n > 4) oraz 2"~ 2 4+ 1 jego réznych

Zbigniew Galias Krakéw 39,34 podzbiorow. Wykazaé, ze wsrod tych podzbioréw istnieja takie cztery, ktorych

Michal Kieza Warszawa 35,90 ‘2 . . . .
Tomasy Warsgawski Krakow g373 CEESC wspolna jest zbiorem pustym lub jednoelementowym.

582. Dowiesé, ze istnieje nieskonczenie wiele par funkcji f, g: R — R, majacych

pochodne wszystkich rzedéw i spelniajacych warunki: f/(0) = ¢’(0) = 1 oraz
(f-9) (@) = () - g™ ()

dla wszystkich r e R, n =1,2,3,....

Zadanie 582 zaproponowal pan Witold Bednarek z Lodzi.

Rozwiazania zadan z numeru 1/2009

Przypominamy tresé zadan:

573. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n istnieje taki ciag arytmetyczny liczb naturalnych
(a1,...,ay) oraz taki cigg geometryczny liczb naturalnych (by,...,by,), ze

by <ayp <by<as <...<bp_1<apn_1<bp<an.

574. W pewnym czworos$cianie wszystkie sfery dopisane sa styczne do Scian czworoscianu w $rodkach
okregéw wpisanych w te $ciany. Udowodnié, ze czworoscian jest foremny.

To oznacza, ze trojkaty BDK i BDL sa przystajace, a stad
|<xKBD| = |XLBD|

573. Wystarczy znalez¢ ciagi
dodatnich liczb wymiernych

Ssl7 d h wt Sciach;
K © bodanyct wiasnosclach; , (rysunek 1 przedstawia polplaszczyzny scian BDA i BDC
mnozac ich wyrazy przez wspolny . .
. . . Lo ,roztozone plasko”).
mianownik dostaniemy ciagi liczb
Rys. 2 naturalnych, o jakie chodzi. Podobnie uzasadniamy, ze |X K BA| = |<IBA| (rysunek 2

Ustalmy k € {1,...,n}. Funkcja (1 + x)k ma w punkcie przedstawia potplaszczyzny ABK i ABC ,roztozone

zo = 0 pochodng réwna k, wiec jej iloraz réznicowy jest
mniejszy od k + 1 dla z bliskich 0:

k_
7(1“;) LSy

dla x € (0;0r).
Wezmy dowolng liczbe wymierng ¢ > 0, mniejsza od liczb
01, ...,0n. WOwczas
A+e)f —1<(k+1)c

Przyjmijmy teraz

ar=1+((k+1De, bp=>01+¢" dlak=1,....,n
Tak okreslone ciagi (a1, ...,an) 1 (b1,...,b,) spelniaja
postulowane warunki: zachodza nieréwnosci by < ay; zas

dlak=1,...,n.

zaleznosci a1 < by dla k=2,...,n, czayli 1 + ke < (14 ¢)¥,

to nieréwnoé¢ Bernoulliego.

574. Wezmy pod uwage sfere dopisana do czworoscianu
ABCD, styczna do sciany ABC w punkcie I, ktory

jest srodkiem kota wpisanego w trojkat ABC, oraz styczna
do ptlaszczyzn ABD i BC'D odpowiednio w punktach

K i L. Zauwazmy, ze |BK| = |BL| i |DK| = |DL|.
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ptasko”) — oraz ze |[<LBC| = |XIBC|.

Oczywiscie |XIBA| = |xIBC|; stad |<xKBA| = |XLBC|
i w konsekwencji
|<ABD| = |«KBD|— |<xKBA| =

= |«XLBD|—|XLBC| = |«CBD|.
Rozwazajac sfere dopisang, styczng do sciany ABD,
stwierdzamy analogicznie, ze |[<CBD| = |<CBA|. Zatem
wszystkie katy ptaskie $cian przy wierzchotku B sa réwne:

|XABD| = |XABC|=|xCBD|=:p.

W ten sam sposéb dowodzimy, ze trzy katy plaskie przy
wierzchotku A sa réwne (oznaczmy ich miare przez «),

katy przy wierzchotku C sg réwne (v) oraz katy przy
wierzchotku D sg réwne (0).

Patrzac na sumy katéw w tréjkatach ABD i BC'D widzimy,
ze a = . Analogicznie uzasadniamy, ze o« = 3, a = §. To
znaczy, ze wszystkie katy wszystkich scian czworo$cianu
sa rowne. Zatem Sciany sg trojkatami réwnobocznymi

i czworoscian jest foremny.



Klub 44

Zadania z fizyki nr 478, 479

Redaguje Jerzy B. BROJAN

478. Koto o promieniu » = 30 cm obraca si¢ ze stala predkoscia
katowa w plaszczyznie pionowej. W pewnym momencie od kota
oderwalo sie matle cialo (np. kropla wody), a po pewnym czasie
spadto na to samo miejsce kota, przyklejajac sie bez straty
energii (tzn. predkosé ciala i brzegu kola w miejscu upadku
byly jednakowe — zob. rys. 1). Podaé co najmniej dwie wartosci

predkosci katowej w, przy ktérych takie zdarzenie jest mozliwe.

Termin nadsyltania rozwiazan: 31 VII 2009 Op(’)r powietrza pomin@é

Rys. 1

4'79. Mamy do dyspozycji kondensator o pojemnosci C' naladowany do

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
466 (WT = 1,03) i 467 (WT = 2,71)
z numeru 11/2008

Konrad Kapcia

Jerzy Witkowski Radlin 42,96
Tomasz Wietecha Tarnéw 32,37
Krzysztof Magiera FLosiow

Andrzej Idzik Bolestawiec 27,83
Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 26,00

Radostaw Poleski Kotlobrzeg

Pan Konrad Kapcia jest od dzisiaj
cztonkiem Klubu 44F.

napiecia U oraz 2 nienaladowane kondensatory, ktérych pojemnosci C7 i Cs
mozemy wybra¢ wedlug zyczenia. Kondensatory mozna dowolnie taczy¢

w obwod, rozlaczac i taczy¢ ponownie. Dobra¢ wartosci C i Cy oraz
Cuzestochowa 44,56 zaprojektowac takie polaczenia i przelaczenia, aby korzystajac tylko z energii
zmagazynowanej w pierwszym kondensatorze uzyskaé¢ baterie natadowana do
28,30 napigcia 2U i o maksymalnej mozliwej pojemnosci zastepcze;.

Czy mozliwe jest wytworzenie napiecia 2U, jesli poza kondensatorem
23,27 natadowanym dysponujemy tylko jednym kondensatorem dodatkowym oraz
zwojnica? Jesli tak, to jaka pojemnos¢ baterii mozna uzyskaé?

Rozwigzania zadan z numeru 1/2009

Przypominamy tresé zadan:

470. Wagon o dlugosci [ jechal ze stalg predkoscia po torze poczatkowo prostoliniowym, ktory
poczawszy od pewnego punktu przechodzi w tuk okregu o promieniu znacznie wigkszym od [, bez

471. Wzdluz osi pionowo ustawionej dlugiej zwojnicy wisi ni¢, a na nici
kulkami na koncach (rys. 2). Promient zwojnicy jest réwny r, liczba zwojéw na jednostke jej

przechytu bocznego. Wézki wagonu sa rozmieszczone w odlegtoéci d od jego $rodka, ich rozmiary sa
male, a masa wagonu jest roztozona réwnomiernie wzdluz jego dlugosci. Niech F; bedzie wartosciag
sily poziomej dzialajacej na szyng ze strony pierwszego wézka po jego wejéciu w tuk, gdy drugi
wozek jeszcze poruszal si¢ po prostej, natomiast F — wartodcia tej sily, gdy caly wagon znalazl sie
na tuku. Jesli Fy; = %Fz, to jaki wynika stad wniosek na temat stosunku d do 1?7

poziomy pret z dwiema

diugosci — n, dlugosé preta — [, tadunek kazdej z kulek — ¢, masa kulki — m, a mase samego preta
mozna poming¢. Jesli ni¢ nie wywiera na pret zadnego momentu sity, to jakim wzorem jest dana

predkosé katowa, jaka uzyska pret po wlaczeniu zasilania zwojnicy pradem stalym o natezeniu 17

Rys. 2

470. Rozpatrujemy ruch wagonu w uktadzie
inercjalnym, w ktérym drugi wézek pozostawal
nieruchomy az do jego wejscia w zakret. Wprowadzmy
oznaczenia: v — predkosé wagonu, m — jego masa,

R — promien tuku. Ruch wagonu po wejéciu pierwszego
wozka w zakret jest obrotem wokélt osi przechodzacej
przez drugi wozek, z przyspieszeniem katowym réwnym

a 7}2

“T 24" 2Rd’
gdzie a jest przyspieszeniem dosrodkowym pierwszego
wozka. To wyrazenie nalezy przyrownac do ilorazu
momentu sity Fy (ktérej ramieniem jest odcinek 2d)
przez moment bezwtadnosci I wzgledem osi obrotu.
Zgodnie z twierdzeniem Steinera

1
I=m(d®+=I°
()

a dalej znajdujemy

mu? 2
B="x (H 12d2)'

Gdy oba woézki znalazly sie na tuku, predkos¢ katowa
wagonu pozostawala stala, a sila F, byla réwna polowie

sity odsrodkowej

mv2

Fy— ——.
27 9R
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Czy zjawisko to da si¢ praktycznie zaobserwowaé przy realnych wartosciach wszystkich danych?

7 przyrownania I} = %Fg znajdujemy
d/l =1/V6 = 0,408.

471. Warto$¢ strumienia indukcji magnetycznej
wytworzonego przez zwojnice jest dana wzorem
® = B -7mr? = pomnnlr?.
Zgodnie z réwnaniem Maxwella pochodna ® po czasie
rowna jest krazeniu pola elektrycznego. Wybieramy
kontur bedacy okregiem o érednicy [ i wyznaczamy
sile F' dzialajaca na kazda z kulek
q d®
wl dt’
Predkos$é v uzyskana przez kulki jest réwna calce z F'
po czasie, podzielonej przez mase. Stad znajdujemy
szukana predkosé¢ katowa w:
20 2 ¢q 2qnlr?

S R e
Przyjmijmy r = 2 cm, n = 200/cm = 2 - 10*/m,
l=10cm, m=1g, I =50 A. Aby oceni¢ wartosé¢ ¢
zalézmy, ze kulke o promieniu 1 cm tadujemy napieciem
10 kV (z maszyny elektrostatycznej). Wynikiem jest
g ~ 10 nC i ostatecznie w ~ 107% rad/s. Jak widad,
efektu pobudzenia ruchu preta nie da si¢ zaobserwowaé
w tych warunkach.

F=qF =



& Patrz w niebo

Rozwiazanie zadania M 1242. Przekonanie, ze kazda galaktyka zanurzona jest w wielkim obloku ciemne;j
Zauwazmy, ze jesli liczba n jest zadanej — materii, jest powszechnie akceptowane. Ta tajemnicza, niewidoczna materia
pOSEaCP ;O taklzte liczba 2n jest te] ma gestosé 5-10 razy wigksza niz wszelkie rodzaje widoczne] ($wiecacej) materii
postaci. onadto N . . . . .

razem wziete, a dowodzi tego natezenie pola grawitacyjnego, rzadzacego ruchem

2 3 5
1= 52 :; 3= 32 - ; 5= 23 - 3 gwiazd obiegajacych centra swoich galaktyk. J/est/tak w kazdym razie dla
o 9t _ o . o7 _ o galaktyk spiralnych, a powinno .chyba dcztyczyc rowniez galakt)_/k -ehptycznych. '
22 _ o’ 24 _ 5" Tymczasem przeprowadzone juz kilkanascie lat temu obserwacje jasnej galaktyki
Stad wynika, ze kazda z liczb 1,2,...,10  eliptycznej M105 wykazaly, Zze w ogdle nie ma ona ciemnej materii. Tego rodzaju
da sig przedstawié w zadanej postaci. badania galaktyk eliptycznych sg trudne, gdyz — w przeciwienstwie do spiralnych
Wykazemy teraz, ze nie istnieja liczby — nie zawieraja gazu miedzygwiazdowego, ktorego linie widmowe umozliwityby
catkowite dodatnie a, b, C’Id‘ dla ktoryeh  qog¢ dokladne wyznaczenie predkosci obiegowych materii w zewnetrznych
11 = zz;; obszarach galaktyki. Rzecz w tym, ze w zewnetrznych obszarach galaktyk

Bez straty ogdlnodci mosemy prayjac, g.wllazd.y sq zbyt.rzadkle, oraz ze ICh nakladajaice. sie (a wiec W sumie 1T02{nyte)
ze ¢ > d, wéwezas a > b. Podstawiajac linie widmowe nie zapewniaja takiej doktadnosci dopplerowskich pomiaréw

m=a-bn=c—d k=b-4d predkosci, jaka zapewnilyby ostre linie widmowe oblokéw gazu.

otrzymujemy zaleznosé

(1) 11(2" — 1) = 2% (2™ — 1). Trzeba sie wiec pogodzi¢ z tym, ze w galaktykach eliptycznych nie ma ciemnej
Stad wynika, ze k = 0. Z kolei dla materii. Rzecz jasna, pozostaje niebanalne pytanie: dlaczego tak jest (oczywiscie,
n = 1 nie istnieje liczba catkowita o ile obserwacje sg pewne, o ile nie da sie ich inaczej zinterpretowaé, o ile

dodatnia m spelniajaca zaleznosé (1). s . . o . . RNE ,
A zatem m > n > 1. Wowezas liczby nie pojawia sie inne obserwacje przeczace dotychczasowym itd.)? Niektorzy

27 1§ 2" — 1 daja reszte 3 z dzielenia  badacze uwazaja, ze przyczyna jest fakt, iz galaktyki eliptyczne naleza zazwyczaj
przez 4. Stad obie strony zaleznosci (1) do gestych gromad galaktyk. Czeste w takiej sytuacji zderzenia (spotkania)
dajg rozne reszty z dzielenia przez 4. . . . , . . ..
R . galaktyk powoduja usuwanie z nich gazu, a zatem — by¢ moze — rowniez
Otrzymana sprzecznos$¢ dowodzi, . . . T oo X
ze liczby 11 nie da sie przedstawié ciemnej materii. Jest to o tyle golostowne, ze zaktada, iz ciemna materia to
w zadanej postaci. co$ zblizonego do gazu miedzygwiazdowego. Tymczasem o ciemnej materii
ciagle nie mamy zadnych wiadomosci (poza ta — jak powiedzieliémy — ze ma ona
mase, bo podlega prawu grawitacji) i wydaje si¢, ze podejrzewanie takiego jej
podobienstwa do zwyklego gazu nie jest usprawiedliwione.
Tomasz KWAST

Z

Okazaly gwiazdozbiér Lwa, widoczny w majowe wieczory wysoko na niebie,
otaczaja cztery inne tak niewyrazne, ze przy nawet tylko nieco zanieczyszczonej
atmosferze lub w obecnosci miejskich $wiatel wlasciwie nie wida¢ tam zadnej
okreslonej konfiguracji gwiazd. Jednak starozytni Grecy zyli w warunkach
bardziej ekologicznych i wyr6znili tam Raka (na zachéd od Lwa) i Warkocz
0 Bereniki (na wschéd). Oba wywodza sie z mitologii i oba sa gwiazdozbiorami
ﬂ zodiakalnymi. Dopiero w czasach nowozytnych utworzono tam na poélnoc od
A / Lwa gwiazdozbior Matego Lwa i na potudnie Sekstantu. Oba te gwiazdozbiory
wprowadzil na niebo Jan Heweliusz. Rzeczywiscie, nie ma w nich interesujacych
/ amatora obiektéw, natomiast w dwoéch mitologicznych takie obiekty sa.
= Poniewaz jednak Lew lezy daleko od Drogi Mlecznej, sa nimi gtéwnie galaktyki,
iy a wigc obiekty z trudem widoczne nawet przez lunete, znacznie lepiej na
4f\J zdjeciach. W samym Lwie znajduje sie gromada galaktyk polozona w odleglosci
i okolo 10 Mpc. Najjasniejsze tam galaktyki maja jasno$¢ miedzy 8 a 9 mag,
) czyli mozna je w zasadzie dostrzec przez amatorska lunete, co prawda przy
dobrej pogodzie.

Rozwigzanie zadania F 740.
Oznaczmy przez | odleglto$é wierzchotka
stozka od dna naczynia. Mamy wtedy . . P ,
2,2 _ oy e  Wenus i Mars sa w Rybach i wschodza na kréotko przed wschodem Stonca.

1“/h* = Sp/S. Maksymalna sitla wyporu

dziala, gdy poziom wody siega podstawy Jowisz jest w Koziorozcu i wida¢ go w drugiej polowie nocy, a Saturn we Lwie

stozka. Stad i wezesnie wieczorem zachodzi. Pelnia Ksiezyca wypada 9 V, a néw 24 V.
(po — p) gg — 0o g% ~ po(h —1)So = 0. Ksiezyc zakryje Antaresa 10 V, co zobacza mieszkancy Afryki, Bliskiego
Wstawiajaz; do powy;szcgo réwnania Wschodu, Arabii, Indii i Chin. W okolicach 5 V mozna obserwowa¢ meteory
zalezno$¢ miedzy h i [, otrzymujemy Z niezbyt obfitego roju Eta AkW&TydéW

p = poll +2(S0/8)%/? —35,/89]. T. K.
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Liczby zespolone w geometrii
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Joanna JASZUNSKA

Liczby zespolone to liczby postaci z = a + bi, gdzie a,b € R, za$ i to jednostka

urojona, i2 = —1. Liczby a + bi, ¢ + di saréwne wtedy i tylko wtedy, gdy a = ¢, b = d.
Mozna je reprezentowaé na plaszczyznie: z = (a,b). Wygodniejszy bywa biegunowy
uklad wspotrzednych, wtedy z = (|2, ¢), gdzie modul |z| € R to_odleglos¢ z od 0,
zas p to argument z: kat od dodatniej pélosi poziomej do wektora 0z, z dokladnoscia

do 360° (rys. 1). Katy zawsze mierzymy antyzegarowo.

Dodajemy zwyczajnie: (a + bi) + (¢ + di) = (a + b) + (¢ + d)i. Mdwiac
geometrycznie, liczby zespolone dodajemy tak, jak wektory (rys. 1). Mnozymy
tez zwyczajnie: (a + bi)(c + di) = (ac — bd) + (ad + be)i (bo 2 = —1). Okazuje sie,
ze moduly sie mnozy, a argumenty dodaje. Na przyklad mnozenie przez i = (1,90°)
to obr6t o 90° (rys. 2). Liczbe odpowiadajaca punktowi X oznaczamy przez .

Fakt 1. Srodek odcinka 717 to %(21 + z2). Ponadto Z]_—ZQ) =2z5— 2z (rys. 1).
Fakt 2. Jesli w kwadracie ABCD mamy a =0, to d =1ib oraz ¢ = b+ b (rys. 2).
Fakt 3. MnoZenie przez t = (1,60°) to obrét o 60°. Ponadto 1 +t% =t (rys. 3).
Tego typu wlasnosci przydaja sie do rozwiazywania zadan geometrycznych.

1. W sytuacji z rysunku 4 oblicz o+ 3 + 7.

R. Niech d =01ia = (1,1). Suma katéw «, 3,~ to argument iloczynu liczb a, b, c.

Skoro abc = (1 +i)(2+4)(3 +i) = 6 + 115 + 6i*> +i* = 6 + 115 — 6 — i = 104 oraz
a+fB+v<360° toa+5+v=90°.0

2. Na bokach AB i AC tréjkata ABC' zbudowano, po jego zewnetrznej
stronie, kwadraty ABDFE i ACFG. Punkty M i N sg odpowiednio srodkami
odcinkéw DG i EF. Wyznacz mozliwe wartosci wyrazenia M N : BC.
[Zadanie to pochodzi z LIII Olimpiady Matematycznej.]

R. Niech a =0 (rys. 5). Z faktu 2 mamy g = ic oraz f = ¢+ ic, a takze b = ie oraz

d = e+ ie. Z faktu 1 wyznaczamy m = 3((e + ie) + ic) oraz n = %(e + (c +ic)),

a takie MN =n —m = ile+c+ic—e—ie—ic)=1(c—ie)=3(c—b)= %m Wynik
sam wyszedl! MN : BC=1:2.0

3. Dane sa punkty B i C. Punkt A jest dowolnym punktem ustalonej
polplaszezyzny wyznaczonej przez prosta BC. Na bokach trdjkata

ABC' zbudowano, na zewnatrz, kwadraty ABDE i ACFG. Wykaz, ze
wszystkie tak otrzymane proste DF' przechodza przez pewien ustalony
punkt, zalezny tylko od potozenia B i C.

R. Niech b = —1 oraz ¢ =1 (rys. 6). Wtedy d — b =1i(a —b) oraz f —c = —i(a — ¢),
czylid+1=1da+ioraz f —1 = —ia+ ¢. Stad po dodaniu stronami d + f = 2i, czyli
$rodek odcinka DF (z faktu 1 jest nim 1 (d + f)) nie zalezy od punktu A. O

4. Tréjkaty rownoboczne A1 B1C, As BoC' i A3 BsC' sa zorientowane
antyzegarowo. Punkty M, M, i M3 sa $rodkami odpowiednio odcinkéw
Ay B3, A3By i A1 Bsy. Udowodnij, ze trojkat My MsM; jest réwnoboczny
1 zorientowany zegarowo.

R. Niech ¢ = 0. Dla k£ = 1,2, 3, z faktu 3 zachodzi by = tay, a z faktu 1 mamy

my = %(ak+1 + tax—1), gdzie as = a1 iap =as. Stadiz 1+ t? = ¢ nietrudno
sprawdzié, ze (ms — m1)t = ma — ma1, czyli ze M1 Ms -t = M1 M,, co daje teze. O

Zadania domowe:

5. Trojkaty A1 As Az, BiBaBs i ApBrCy, dla k = 1,2, 3, sa rownoboczne

i zorientowane antyzegarowo. Wykaz, ze trojkat Cy CsC5 takze spelnia te warunki.
6. Niech A = (3,1), B=(3,—1), C = (7,—1), D = (1,1), O = (0,0). Oblicz
LAOB + «COD.

7. Twierdzenie Napoleona. Na bokach dowolnego tréjkata zbudowano,

na zewnatrz, trojkaty réwnoboczne. Udowodnij, ze ich srodki tworza trdjkat
rownoboczny.
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