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Rys. 1. Uktad wspélrzednych
w przestrzeni tréjwymiarowej
z przykladowym punktem P
i wektorem P.

A

T

Rys. 2. Szyba podzielona na 4 x 4
kwadracikéw. Zaznaczono wektor E dla
kwadracika (3, 2).

Rys. 3. Droga promienia od oka do zrédta
Swiatla.

*doktorant, Instytut Informatyki UW

Sledzenie promieni
Tomasz IDZIASZEK "

Tréjwymiarowa przestrzen. Cata zabawa odbywadé sie bedzie

w trojwymiarowej przestrzeni euklidesowej. WprowadZzmy w tej przestrzeni
uktad wspélrzednych jak na rysunku 1. Wspolrzedne punktu P bedziemy
oznaczaé przez (rp,yp, 2p). Srodkiem ukladu wspéirzednych jest punkt

O = (0,0,0). Dla punktéw P i Q mozemy zdefiniowaé¢ dziatanie odejmowania,
w wyniku ktérego uzyskujemy wektor:

P—Q=lzp—2qg,yp —Yq,2p — 2Q]-

Wektory zapisujemy w kwadratowych nawiasach, przy czym dla punktu P
zapis P bedzie oznaczal wektor P — O. Dlugos$¢ wektora P definiujemy jako

|P| = y/ab +y3 + 23

Majac dane dwa wektory Pi Cj, mozemy zdefiniowaé ich iloczyn skalarny
wzorem

— —

P-Q= TprQ +YpryqQ + 2p2qQ-

Jesli «a jest katem miedzy wektorami Pi Q, to prawdziwa jest zalezno$é
1) P-G =P cosa.

Scena a ekran komputera. Wyobrazmy sobie, ze w punkcie O tréjwymiarowej
sceny znajduje si¢ oko, patrzace wzdtuz osi Oz (patrz rysunek 2).

W plaszczyznie z = zp znajduje si¢ kwadratowa szyba o boku dlugosci 2.

Jezeli pole widzenia oka ograniczone jest do powierzchni szyby, to kazdy
promien wpadajacy do oka przecina szybe w pewnym punkcie F = (zg,yg, 25).
Podzielmy teraz powierzchnie szyby na w x w malych kwadracikow i dla
kazdego kwadracika (i, j) zapamietajmy natezenie swiatla, ktére mial promien
przechodzacy przez srodek kwadracika:

fori:=0tow—1do
for j:=0tow—1do
yp i =—2i+1)/w+1
zp =254+ 1)/w—-1
t[i, j] := natezenie(x g, yg, 2E)

Jedli teraz zamiast szyby umiescimy ekran o rozdzielczosci w x w pikseli

i jasnosé piksela (i, j) ustawimy na t[i, j|, to, gdy w bedzie dostatecznie duze,
oko nie zauwazy réznicy. Tym sposobem udalo nam sie przenie$¢ trojwymiarowa
scene na dwuwymiarowy ekran.

Przecinamy kule. Musimy zatem umie¢ obliczyé¢ natezenie Swiatla przenoszone
przez promien réwnolegly do wektora E (tzn. poprowadzony wzdluz tego
wektora). W rzeczywistym $wiecie promien $wiatla jest emitowany przez zrédio
Swiatla (np. zaréwke) i biegnie przez $wiat, odbijajac sie i zalamujac, by dotrzeé
w koncu do naszego oka. W naszym programie sprébujemy odtworzy¢ droge
promienia od konca, tzn. od oka do zrédla swiatla.

Nasz §wiat bedzie bardzo prosty: w punkcie L umiescimy malutka zardéwke,
ktéra bedzie emitowala Swiatto o stalym natezeniu I réwnomiernie we
wszystkich kierunkach. W punkcie S umieécimy za$ kule o promieniu r (patrz
rysunek 3).

Teraz kazdy promien $wiatla, ktéry dotart do oka (tak naprawde to prawie kazdy
— pomijamy jedyny promien biegnacy bezposrednio z zaréwki; zrodlo $wiatla
traktujemy jako punktowe), musial odbié¢ sie od punktu na powierzchni kuli.
Naszym zadaniem bedzie zatem sprawdzié¢, czy promien OF przecina kule, i jesli
tak, to w jakim punkcie.
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Rys. 4. Strumien $wiatta o malym
przekroju D o$wietla powierzchnig %,
gdzie o jest katem miedzy wektorami
Ni K. Tak wiec natezenie $wiatta

w punkcie P wynosi Ia, gdzie I jest
natezeniem zrédta Swiatla. Pytanie

do Czytelnika: dlaczego natezenie
$wiatla docierajace do oka nie zalezy od
potozenia oka wzgledem punktu P?

Zalézmy, ze promien przecina kule w punkcie P = O + tE dla pewnego
dodatniego t. Punkt ten musi leze¢ na sferze, zatem odleglo$é miedzy punktami
S'1 P musi wynosi¢ r:
(tap — :Us)2 + (tyg — ys)2 + (tzg — ZS)2 =72,
Grupujac wyrazy wzgledem poteg ¢, otrzymujemy
(2% +yh + 2%) — 2t(xprs + Ypys + 2pzs) + 1% FyE + 25 —r2 =0,
co mozna zapisaé zwiezlej, korzystajac z dlugosci wektora i iloczynu skalarnego:

t|E]? —2tE- S+ |S]> =% = 0.

Rozwiazujac réwnanie kwadratowe, dostajemy

A =4(E-8)? —4|EP(|S]? —r?),

@ _2E-S+VA

2| E|?
Jesli A < 0, to réwnanie nie ma rozwigzan, zatem promien nie przecina kuli,
dla A = 0 promien jest do kuli styczny. W przeciwnym przypadku promien
przecina sfere w dwéch punktach, a nas interesuje punkt znajdujacy sie blizej
oka, czyli odpowiadajacy mniejszej wartosci parametru t. Poniewaz mianownik
w réwnaniu (2) jest dodatni, mniejszy pierwiastek uzyskamy, wybierajac wzor
z minusem. Zatem ostatecznie szukanym punktem jest

.5 J(B-§7 152157 — )
b on Vi 2 IBRSE -2 o
B2

Podazamy w kierunku swiatla. Przyjmiemy teraz zalozenie, ze powierzchnia
kuli jest matowa i promienie padajace na powierzchnie odbijaja si¢ od niej
réwnomiernie we wszystkich kierunkach. Ponadto zatozymy, ze natezenie $wiatta
padajacego na powierzchnie jest wprost proporcjonalne do kosinusa kata miedzy
wektorem prostopadlym (tzw. normalnym) do powierzchni a wektorem padania
Swiatta. Taki model oswietlenia nazywa si¢ modelem lambertowskim, ilustruje go
rysunek 4.

Wektor padania swiatta jest nastepujacy:

. L—P
Kp=——1.
Pl - Pl

A jak wyznaczy¢ wektor normalny do powierzchni sfery w punkcie P? Rowniez
bardzo prosto: wiemy, ze promien PS kuli jest prostopadly do plaszczyzny
stycznej w punkcie P. Zatem wektor normalny jest dany wzorem:

- pP-S

Np = .
r

Ze wzoru (1) wiemy, ze kosinus kata miedzy unormowanymi wektorami jest
rowny iloczynowi skalarnemu tych wektoréow. Chwileczke, ale w przeciwienstwie
do natezenia swiatla iloczyn skalarny moze by¢ wartoscia ujemna, zatem cos
jest tu nie tak! To prawda, zapomnieliémy o ,ciemnej stronie” kuli, czyli tych
punktach, ktore nie sa w ogdle odwietlone przez zrédlo $wiatta. Latwo sie
przekonadé, ze dla tych punktéw iloczyn skalarny bedzie ujemny.

Zatem natezenie Swiatta w punkcie P jest réwne

Ip:Imax(O,Np-I?p):Imax (0, (L_P).(P_S)).

|L — P|r

Mozemy juz napisa¢ program. Aby kula byla lepiej widoczna, ustaliliémy jasnos¢
promieni nieprzecinajacych kuli na 1/2. Ze strony internetowej Delty mozna
Sciggna¢ konkretna implementacje ponizszej procedury, ktora generuje obrazek

z rysunku 5.
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Rys. 5. Wynik dzialania programu
dla zp =2, 5 =(0,0,3%), r=1

L=(13%,1,1).

function natezenie(zg, yg, 2g)
E =% +y% + 2%
Si=a%+yi 422
C:=1rprs +YrYs + 2825
A:=C?—-E(S—1?)
if A <0 then return 1/2
t:=(C—VA)/E
(xp,yp,2zp) = (trp,tyr, t2E)
(Z‘N,ZUN,ZN) = ($P —Zs,Yp —Ys,zp — ZS)
(rx,yK,2K) = (TL —Tp,yrL — Yp, 2L — 2P)
K =22 +y% + 2%
D :=xnxKk +ynyx + 2Nn2K
if D < 0 then return 0
return 1D /rV/K

Co dalej? Powyzszy program byl prosciutka realizacja ogélnej metody
generowania trojwymiarowych obrazéw znanej jako $ledzenie promieni (ang.

ray tracing). Zachecamy Czytelnikéw do eksperymentéw i poszerzenia programu
o nowe mozliwoéci. Proponujemy dodaé¢ wigksza liczbe kul i Zrodet Swiatta,
nowe obiekty, np. plaszczyzny (konieczny bedzie nowy algorytm wyznaczania
przecieé), cienie (nalezy badaé, czy wektor padania $wiatla nie przecina innych
obiektéw), czy tez obiekty o blyszczacej powierzchni (nalezy zastosowaé inny
model o$wietlenia, np. model Phonga).

Gwarantujemy, ze otrzymane efekty wizualne wynagrodza trud wlozony
w samodzielne napisanie takiego programu.

Redaguje Waldemar POMPE

M 1237. Udowodnié, ze dla dowolnych liczb catkowitych m, n, gdzie m > n > 0,
spelniona jest nieréwnos¢

Rozwiazanie na str. 5

M 1238. Dane sa trzy trojmiany kwadratowe o réznych wspédtezynnikach
przy x2. Wiadomo, ze wykresy kazdych dwéch z nich maja dokladnie jeden
punkt wspolny. Wykazaé, ze istnieje punkt wspolny wykreséw wszystkich trzech
tréjmiandw.

Rozwiazanie na str. 6

M 1239. Punkt M jest srodkiem boku AB trojkata ostrokatnego ABC

(rys. 1). Punkty D i E sa spodkami wysokosci tego tréjkata, poprowadzonych
odpowiednio z wierzchotkéw A i B. Prosta przechodzaca przez punkt M

i prostopadla do prostej DE przecina prosta AD w punkcie K. Dowiedé, ze
punkty A, M, K, E leza na jednym okregu.

Rozwiazanie na str. 24

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 737. Do zrédla pradu zmiennego o napieciu skutecznym Uy = 220 V podtaczono
obwéd pokazany na rysunku 2. Jakie jest napiecie miedzy punktami A i B?
Rozwiazanie na str. 5

F 738. Do zrédta pradu zmiennego o napieciu 220 V i czestotliwosci 50 Hz
podiaczono szeregowo dwa kondensatory o pojemnosci 1 pF kazdy. Nastepnie
réwnolegle do jednego z nich dolaczono opornik R = 100 k2 (rys. 3). Znalezé
$rednia moc tego uktadu.

Rozwiazanie na str. 24
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Co mozna zrobié z 10! pomiaréw? Radostaw POLESKI"

*Obserwatorium Astronomiczne
Uniwersytetu Warszawskiego

O G L O s Z E N I E

Hala Miziowa, Korbielow
2—20 sierpnia 2009 roku

Zdjecie: http://halamiziowa.pl/

Juz od 43 lat International Astronomical
Youth Camp pomaga rozwijaé

pasje mlodziezy zainteresowanej
astronomia i naukami Scistymi

podczas corocznego, trzytygodniowego

Miedzynarodowego Mlodziezowego
Obozu Astronomicznego. Na czym
polega wyjatkowosé¢ TAYC? W kilku
stowach, jako doswiadczony obozowicz,
powiem, ze IAYC rézni si¢ od wiekszosci
polskich obozéw astronomicznych wtasnie
miedzynarodowym charakterem oraz
tym, ze kazdy uczestnik przez trzy
tygodnie trwania obozu pracuje nad
wlasnym projektem naukowym. O randze
TAYC s$wiadczy fakt, iz podczas trwania
obozu powstal szereg nagradzanych
projektow, réwniez na Europejskim
Konkursie Mlodych Naukowcéw. Wielu
sposrod bytych uczestnikéw i leaderdéw
TAYC wybrato profesjonalng karierg
naukowa, obecnie wyktadaja i pracuja
w CalTech, MIT, Cambridge, Oxford,
Max-Planck-Institute, CERN, NASA,
ESO — Garching, King’s College in
London i wielu innych.

Jesli, Drogi Czytelniku, zastanawiasz sig,
co IAYC jest w stanie Ci zaoferowad,
zapewniam, ze wybér projektow jest
szeroki (od praktycznych préb zglebienia
tajnikéw astrofotografii po zaawansowane
symulacje komputerowe) i niezaleznie od
poziomu Twojej wiedzy znajdziesz co$
dla siebie w jednej z 9 grup: Amateur
Astronomy, Basic Astro Questions,
Brainstorming on Life, Universe &
Everything, Photons of Destiny, Quantum
Computations, Simulating the Universe
in Motion, Suns and Extrasolar Planets
oraz Time Travel Team. A teraz
wiadomo$é najwazniejsza — obéz odbywa
si¢ co roku w innym kraju, a w tym

roku organizatorzy maja przyjemnosc
poinformowadé, ze IAYC odbedzie si¢

po raz pierwszy w Polsce! Chcesz wiedzieé
wiecej? Wszystkiego dowiesz sie na

WWw.layc.org
Juta KAWALEROWICZ

Od kilkunastu lat astronomowie z Obserwatorium Astronomicznego Uniwersytetu
Warszawskiego (OAUW) pod kierunkiem prof. Andrzeja Udalskiego prowadza
projekt obserwacji mikrosoczewek grawitacyjnych zwany Optical Gravitational
Lensing Experiment (OGLE). Soczewke grawitacyjna mozna zaobserwowacd,
gdy odlegte Zrodlo $wiatla znajduje sie na jednej linii widzenia z jakim$
masywnym i blizszym nam obiektem. Zgodnie z ogdlna teoria wzglednosci
Swiatlo, biegnace od zrédla, jest zakrzywiane w polu grawitacyjnym tego
obiektu i pewien obszar nieba staje si¢ jasniejszy. Jezeli ten obszar jest na

tyle maty, ze w najwickszych teleskopach jest obserwowany jako punktowy,

to zjawisko nazywamy mikrosoczewkowaniem grawitacyjnym. Jak Czytelnik
sie tatwo domysla, prawdopodobienstwo zajécia takiego zjawiska jest bardzo
male. By mie¢ obserwacje wielu soczewek, trzeba obserwowaé te obszary nieba,
w ktérych gestosé gwiazd jest najwigksza. W dodatku trzeba te obserwacje
wykonywaé¢ do$¢ czesto.

W ramach projektu OGLE obserwowane sa: bulge, czyli centralne zgrubienie
Galaktyki, oraz Maly i Wielki Oblok Magellana (w skrécie z angielskiego
odpowiednio SMC i LMC). Pierwsze obserwacje zostaly wykonane w roku

1992 jednometrowym teleskopem Swope w Obserwatorium Las Campanas

w Chile. Doé¢ szybko udalo sie osiagna¢ sukces — pierwsze w historii obserwacje
mikrosoczewkowania. Potrzeba bylo jednak wiecej obserwacji, zbieranych
najlepiej przez caly rok, i to byto impulsem do budowy teleskopu specjalnie

do tego programu. W roku 1996 rozpoczeto obserwacje nowym Teleskopem
Warszawskim o srednicy 1,3 m w ramach drugiej fazy projektu OGLE. Wéwczas
kamera miala jeden chip CCD o rozmiarach 2048 na 2048 pikseli. Szes¢ lat
péZniej wraz z wymiana kamery na wieksza rozpoczela sie faza trzecia, a juz
niedlugo bedzie kolejna zmiana na jeszcze wigksza kamere i rozpocznie sie faza
czwarta. Obecnie uzywana kamera ma 8 chipéw CCD, kazdy o rozmiarach

2048 na 4096 pikseli, a kolejna bedzie miata takich chipéw 32. Dodatkowe
zwigkszenie ilosci danych bedzie osiagniete przez skrécenie czasu odczytywania
z kamery zebranych danych. Obecnie trwa to okoto 90 s, a w przyszlosci bedzie
dziesigé razy krotsze.

7 reguly teleskopy w profesjonalnej astronomii nie sg przeznaczane wylacznie

do jednego projektu. Pozwala to réznym badaczom obserwowaé rozne obiekty, co
powinno przyczyniaé sie do lepszego wykorzystania dostepnego instrumentarium.
W przypadku OGLE mozliwo$¢ wykorzystania teleskopu podczas kazdej
pogodnej nocy, miejsce obserwacji o dobrym ,astroklimacie” (a takze to,

ze obserwacje prowadzone sa wedle Scisle ustalonego schematu na sprzecie,

ktory co kilka lat jest unowoczesniany, a jego konfiguracja nie jest czesto
zmieniana) pozwala zebra¢ duza ilo$é¢ jednorodnie otrzymywanych danych. Jest
to bardzo wazne przy badaniu niektérych zjawisk astronomicznych. Do tej pory
w ramach projektu m.in. odkryto pierwsze planety pozastoneczne metodami
mikrosoczewkowania grawitacyjnego i tranzytéw (tj. obserwacji przestaniania
gwiazd przez planety), zaobserwowano mikrosoczewkowanie grawitacyjne

w kierunku LMC i SMC, takze przez uklady podwdjne, oraz stworzono mapy
ekstynkcji miedzygwiazdowej w kierunku centrum Galaktyki.

Bardzo duza liczba pomiaréw umozliwita takze odkrycie i badanie wielu gwiazd
zmiennych. Na podstawie danych OGLE II stworzono katalog gwiazd zmiennych
zawierajacy 268 tysiecy obiektéw (niestety, nie wszystkie z nich maja okreslony
typ zmienno$ci). Jest to najwigkszy istniejacy obecnie katalog tego typu.
Drugim co do wielkosci jest General Catalogue of Variable Stars, tworzony

od wielu lat w moskiewskim Instytucie Astronomicznym im. Sternberga.

Wraz z dodatkami ma 68 tysiecy gwiazd, a dane w nim zawarte pochodza

nie z jednego programu obserwacyjnego, lecz ze wszystkich doniesien o odkryciu
zmienno$ci gwiazd, ktére ukazaly sie w publikacjach astronomicznych. Powoduje
to duza niejednorodnosé tego zbioru, co utrudnia statystyczne badanie cech
gwiazd réznych typow.
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Rozwigzanie zadania F 737.
Na rysunku przedstawiony jest diagram
wektoréw napie¢ w tym obwodzie.

Zatem Upp = Uc + Ug jest przekatna
prostokata na diagramie, o dlugosci
Upg = |Uc + Ug| = 220 V. Wektor
napiecia migdzy punktami A i B jest
réwny réznicy Uc — Ug, i przedstawia
druga przekatna na diagramie. Zatem
warto$¢ Uap = Upg = 220 V. Napiecie
to jest w fazie ¢ wzgledem napiecia
wejsciowego, gdzie

Uc 1
¢ = 2arctg — = 2arctg ——.
Ur wCR

@

Rozwigzanie zadania M 1237.
Dang nieréwno$¢ mozemy przepisac
w postaci

mn (m+1)(n+1) 2mn
(m,n) (m+1,n+1) vm —n’

gdzie (k, 1) oznacza najwiekszy
wsp6lny dzielnik liczb k, I. Oznaczmy
a=(m,n), b= (m+1,n+1).
Korzystajac z nieréwnosci miedzy
$rednig arytmetyczng a geometryczna,
uzyskujemy

1(& . (m+1)(n+l)) <

2 a b

>

mn

Vab )

mn(m + 1)(n + 1)

ab -
Zauwazmy, ze roznica dwoéch liczb
catkowitych jest podzielna przez
ich najwiekszy wspdélny dzielnik.
Zatem liczba m — n jest podzielna
zarOwno przez a, jak i przez b. Ponadto
liczby a, b sa wzglednie pierwsze,
gdyz jedna jest dzielnikiem liczby m,
a druga liczby m + 1. Wobec tego
liczba m — n jest podzielna przez ab, skad
w szczegoblnosci wynika, ze m —n > ab.
Stad oraz z uzyskanej wyzej nieréwnosci
dostajemy teze.
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Trzeci na lidcie najwiekszych z 50. tysiacami obiektéw jest katalog stworzony na
podstawie danych z All Sky Automated Survey (patrz Delta 07/2007), ktory jest
prowadzony przez Grzegorza Pojmanskiego z OAUW.

Obecnie cztonkowie projektu OGLE pracuja nad swego rodzaju podsumowaniem
dotychczasowych obserwacji — stworzeniem katalogu gwiazd zmiennych
OGLE-III, ktory wedltug obecnych oszacowan ma zawieraé¢ okolo miliona
obiektow. Zadanie wydaje si¢ dos¢ ambitne ze wzgledu na ilo$¢ danych do
przeanalizowania. Do tej pory, na podstawie ponad 200 000 zdjeé¢ nieba,
wykonano 10! pojedynczych pomiaréw fotometrycznych dla okoto 200 milionéw
gwiazd. Dane zajmuja okolo 25 TB miejsca na dyskach. Gdyby je skopiowaé na
plyty CD, to byloby ich okolo 36 000. Gdyby te plyty uklada¢ jedna na drugiej,
mieliby$my wieze wysokoséci 40 m! Ilo§¢é danych ma dwa podstawowe aspekty.

Po pierwsze, pozwala na badanie wlasciwosci wielu réznych typoéw gwiazd
zmiennych i to zaréwno pod katem statystycznych wlasnosci tych obiektow,

jak 1 wyszukiwania obiektéw bardzo nietypowych, czasem stanowiacych rodzaj
,brakujacego ogniwa”. Po drugie, pojawiaja sie powazne problemy techniczne

— nawet prosta analiza zajmuje szybkim komputerom dos¢ duzo czasu,

a przechowywanie danych i ich kopii zapasowych wymaga specjalnych staran.

Przy tworzeniu katalogu podstawowa kwestig jest wyznaczenie okreséw
zmienno$ci gwiazd. Nie wszystkie gwiazdy zmieniajace swojg jasnos¢ robig to

w sposéb Scisle periodyczny, wiec i wyniki poszukiwania okreséw nie daja zawsze
jasnych i od razu zrozumialtych odpowiedzi. Przy badaniu pulsacji dosé¢ duzo
mozna wywnioskowaé z diagramu okres-jasno$¢ absolutna. Jezeli analizujemy
tylko gwiazdy z jednej galaktyki lub gromady, to jasnosé absolutna mozemy
zastapi¢ przez jasnosé obserwowana, gdyz wszystkie gwiazdy w danym obiekcie
znajduja sie wlasciwie w tej samej odleglosci od nas. Ale w rzeczywisto$ci mamy
z reguly dane dla gwiazd, ktére sg obserwowane w okreslonym obszarze nieba

i nie mozemy a priori odrézni¢ gwiazd z danej galaktyki czy gromady od innych
obserwowanych w tym samym kierunku.

Zastanéwmy sie chwile nad diagramem okres-jasnoé¢ dla cefeid z LMC. Ogdlnie
w przypadku gwiazd pulsujacych mozna powiedzieé, ze obiekty, ktorych pulsacje sa
wywolywane przez ten sam mechanizm, lezalyby na tym diagramie w przyblizeniu
na linii prostej. Odwrotne stwierdzenie nie musi by¢ oczywiscie prawdziwe.
Przykladowo, punkty diagramu odpowiadajace zmiennym typu RR Lyr z Galaktyki
moga pokrywac sie z punktami odpowiadajacymi krotkookresowym cefeidom z LMC
(gwiazdy RR Lyr sa jasniejsze niz cefeidy, jezeli maja te same okresy i sa w tej samej
odleglosci). Mozna na tej podstawie wysnué wnioski dotyczace metody klasyfikacji
gwiazd pulsujacych. Wystarczy wybraé¢ gwiazdy polozone w poblizu odpowiedniej
prostej i juz mamy prébke gwiazd zawierajaca zadane obiekty. Nastepnie trzeba
z tej prébki odrzucié obiekty, ktorych zmiennos¢é ma inne przyczyny. Krok ten bywa
czasem pomijany, co moze prowadzi¢ do bltednych wynikéw. Przy tworzeniu katalogu
gwiazd zmiennych OGLE-III wszystkie obiekty beda przegladane przez czlowieka.
Takie przegladanie jest nuzace, a wykonanie go dla miliona (tak!) gwiazd bedzie
samo w sobie wyzwaniem. Przy hurtowej weryfikacji na jeden obiekt poswieca sie
z reguly pare sekund. Czes¢ obiektéw bedzie przegladana wielokrotnie. Warto sie
wiec zastanowi¢, czy ma to sens.

Spotykamy tez rézne niespodzianki. Pewna gwiazda, ktéra w danych OGLE-III
wykazuje zmiennosé z okresem 7,7905 dni, ma tez jasno$¢ srednia odpowiednia
dla cefeidy z LMC. Dla centralnych obszaréw bulge’u, LMC i SMC dostepne sa
takze dane OGLE-II. Po potaczeniu danych z obu czesci projektu okazalo sie, ze
zmiany z okresem okolo 7 dni u tej gwiazdy zachodza, ale mamy do tego
wyrazne jej pojasnienie i nastepnie trwajacy tysiace dni spadek jasnosci.

Nie tylko okazalo sie wiec, ze obiekt ten nie jest cefeida, ale wydaje sie, ze tego
typu zmienno$¢ u innych gwiazd jest nieznana. Autorowi nie udalo sie znalezé
podobnych krzywych w atlasie krzywych zmian blasku gwiazd zmiennych.

By¢ moze mamy do czynienia z jakim$ przypadkowym nalozeniem si¢ réznych
typow zmian, ktore nie sg bezposrednio zwiazane, a by¢ moze w przyszlosci
znajdzie sie wiecej podobnych obiektéw i bedzie mozna méwié o nowym
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Rozwigzanie zadania M 1238.
Oznaczmy dane tréjmiany przez f(z),
g(z), h(z) oraz niech a > b > ¢ beda
odpowiednio ich wspélczynnikami
stojacymi przy z2. Wéwczas f(z) — g(x)
jest tréjmianem kwadratowym, ktéry ma
doktadnie jeden pierwiastek, a zatem
f(x) — g(x) = (a — b)(x — x1)%. Wobec
tego dla dowolnej liczby rzeczywistej «
mamy f(x) > g(z). Analogicznie
dowodzimy, ze g(x) > h(z). Ale poniewaz
istnieje taka liczba z¢, ze f(zo) = h(zo),
to warto$ci wszystkich trzech tréjmianéw
w punkcie xg musza by¢ réwne.

Stad teza.

wydzielonym typie zmiennosci. Bez przegladania gotym okiem krzywych zmian
blasku trudno by bylo tak nietypowa gwiazde wykry¢.

Wspomniane wczesniej liczenie okreséw tez nie jest prostym zadaniem.

Tlog¢ danych jest na tyle duza, ze obliczenia dla 35 milionéw gwiazd z LMC
zajely superkomputerom z Interdyscyplinarnego Centrum Modelowania
Matematycznego i Komputerowego UW dwa tygodnie. Strach pomysleé, ze

w centralnym zgrubieniu Galaktyki gwiazd jest kilkakrotnie wigcej, co dostarcza
wiecej obserwacji. Nie trzeba chyba tlumaczy¢, ze takie obliczenia na zwyklym
komputerze trwalyby zbyt dlugo — prawdopodobnie cate lata. Zanim zostaltyby
ukonczone, zebrano by olbrzymia ilo$¢ nowych pomiaréw i wyniki uzyskane

z obliczen trwajacych lata bylyby malo uzyteczne.

Obecnie zdjecia zrobione przez Teleskop Warszawski sa co kilkanascie dni kopiowane
na specjalne tasmy magnetyczne. Kazda kaseta ma pojemnos$¢ 400 GB, czyli mniej
wiecej tyle, ile dyski twarde, ktore obecnie sa montowane w komputerach, a z wygladu
przypomina tradycyjna kasete magnetofonowa. Jest od niej tylko troche mniejsza
i trwalsza. Dane na takich tasémach sa duzo bezpieczniejsze, niz zapisane cho¢by na
plycie DVD. Tasmy sa przesylane do Warszawy i tu jeszcze raz kopiowane, co juz
zapewnia bardzo bezpieczne przechowywanie danych. Obecnie iloéé¢ danych, ktére
trzeba przestaé z Chile do Polski, nie jest juz tak oszatlamiajaca, ale jeszcze kilka lat
temu, gdy rozpoczynato sie OGLE-III, bylo to duzym wyzwaniem. Kolejnym bedzie
na pewno poczatek OGLE-IV. Olbrzymie pole widzenia nowej kamery sprawi, ze
ilo$¢ danych zbieranych kazdej nocy wzrosnie okoto dziesigciokrotnie, a dane z calego
roku beda zajmowaly okoto 30 TB. Wspomniana wieza z ptyt CD rostaby wiec

w tempie okoto 50 m na rok, o ile kto$ chcialby te dane trzymac na tych nosnikach.
Problemy zwiazane z bezpiecznym przechowywaniem tak duzej iloéci danych robia
sie tak duze i wazne, jak te zwiazane z efektywnym wykorzystaniem obserwacji.

Po publikacji kazdej kolejnej czesci katalogu dane sa udostepniane w sieci.
Pozwala to innym astronomom na doktadniejsze badanie cech fizycznych gwiazd
zmiennych. Mozliwe jest poréwnywanie wynikéw uzyskanych na podstawie danych
OGLE i innych podobnych projektéw — np. MOA (Microlensing Observations

in Astrophysics), MACHO (Massive Compact Halo Objects), EROS (Expérience
pour la Recherche d’Objets Sombres). Oczywiscie, powinna wzrosnaé nasza wiedza
nie tylko na temat gwiazd zmiennych, ale tez chocby tak istotnych wielkoéci, jak
odleglos¢ do najblizszych galaktyk. Pozostaje mie¢ nadzieje, ze tak rzeczywiscie
si¢ stanie i te 101! pomiaréw bedzie dobrze przeanalizowane.

Na rozwiazania zadan A 71 A 8
czekamy do 1 maja 2009 r.
(decyduje data stempla pocztowego)
pod adresem:

Centrum Astronomiczne
im. Mikotaja Kopernika
ul. Bartycka 18
00-716 Warszawa

Konkurs zadan astronomicznych

A 7. Oblicz jasno$é¢ (moc promieniowania) Stonca, wiedzac, ze stala sloneczna
wynosi 1360 W/m?, a $wiatlo potrzebuje 499 s, by dotrzeé¢ ze Stofica na
Ziemie. [1 pkt]

A 8. Niektére komety (tzw. jednopojawieniowe) poruszaja si¢ po orbitach
praktycznie parabolicznych. Jaka jest predkosé¢ takiej komety w perihelium, jezeli
znajduje si¢ ono w odleglosci 1 j.a. od Stonca? Jaka predkosé osiagnetaby taka
kometa przy spadku na powierzchnie Stonca? Przyjaé¢, ze promien Stonca wynosi
700000 km. [2 pkt)

Rozwigzania zadan z numeru 2/2009

A 3. Niech Ds, Dz, D., D, oznaczaja odpowiednio srednice
Stonca, Ziemi oraz cienia i pélcienia Ziemi na wysokosci
orbity Ksiezyca. Zachodzi wtedy 1 j.a./Ds = d/Dz,

gdzie d jest odlegloscia od Ziemi konca jej cienia. Stad

d = 1,37 x 10° km. Zachodzi tez D./(d —r) = Dz/d, gdzie
7 jest promieniem orbity Ksiezyca. Stad D. = 9,2 x 10 km,
co odpowiada 2,65 $rednicom Ksi¢zyca. Wreszcie

D,~2Dz — D.~ 1,63 X 10* km, czyli 4,7 $rednic Ksiezyca.

A 4. Stala stoneczna S to ilos¢ stonecznej energii padajaca
w ciagu sekundy na metr kwadratowy powierzchni Ziemi

6

ustawionej prostopadle do promieni stonecznych. Pomiary
daly wartosé S = 1360 W/mQ. Ziemia pochtania tyle
stonecznej energii, ile pochtaniataby tarcza o érednicy takiej
jak ziemska, promieniuje natomiast cata powierzchnia, gdyz
réznica miedzy temperatura dzienna a nocna nie jest wielka.
Dlatego rownosé energii pochlanianej i emitowanej daje

STR%(1 — A) = 4w Ry 0T",

gdzie Rz oznacza promien Ziemi, T jej srednia temperature,
a o stalg Stefana—Boltzmanna. Stad T ~ 250 K.



Kosmiczna linijka
4. Polaris; odleglos¢ 430 lat Swietlnych
(130 pc na linijce)

Precesja osi obrotu Ziemi, zachodzaca z okresem 26 tysiecy
lat, polega na tym, ze biegun péinocny zakresla okrag na tle
odleglych gwiazd (Ziemia przypomina tym wirujacego
baka). Zjawisko to powoduje, ze w réznych okresach
funkcje gwiazdy biegunowej przejmuja rézne gwiazdy

— np. okoto 3000 lat temu pehita ja gwiazda Thuban

w gwiazdozbiorze Smoka, a za kolejne 2000 lat gwiazda
polarna zostanie Errai z gwiazdozbioru Cefeusza. Za okoto
14 tysiecy lat najblizsza biegunowi bedzie bardzo jasna
gwiazda, Wega, ale bedzie jednak znacznie oddalona od
wlasciwej pozycji bieguna (o okolo 5 stopni).

Sama Polaris jest bardzo ciekawym obiektem réwniez

z innych powodéw. Jest to w istocie uktad wielokrotny,
ktérego gltownym skladnikiem jest gwiazda typu delta
Cephei (typ widmowy F7 Ib-IT V). Jej mase oszacowano
na okoto 4,5 masy Slonca, a obiega ona wspdlny $rodek
masy z towarzyszem (1,26 masy Slofica) w okresie
niecatych 30 lat. Gléwny skladnik oznaczany jest jako
Polaris Aa, mniejszy otrzymal oznaczenie Polaris Ab.
Wokét tej pary krazy trzecia gwiazda, Polaris B (o typie
widmowym F3 V). Obecnie znajduje sie ona na niebie
w odlegtosci okoto 19 sekund tuku od gléwnej pary.
Istnialy przypuszczenia, ze do ukladu Polaris moga
nalezeé jeszcze inne gwiazdy (kolejnych kandydatéow
nazwano, odpowiednio, Polaris C i D), jednak do dzi$
ich przynalezno$¢ do uktadu wielokrotnego nie zostala
potwierdzona.

Najwiecej emocji wzbudza ostatnio gltéwny skladnik,
cefeida klasyczna. Prototypem klasy cefeid jest gwiazda
zmienna w gwiazdozbiorze Cefeusza, delta Cephei,
ktorej zmiennosé w roku 1784 zaobserwowal John
Goodricke. Gwiazdy tego typu nie $wieca z niemal
stala jasnoscia, tak jak Stonce, lecz wykazuja bardzo
duze okresowe zmiany jasnosci. Sa przy tym bardzo
jasne (Polaris znajduje sie w odleglosci okoto 430 lat
swietlnych od nas, a jednak widzimy ja bez trudnosci,
poniewaz jest ponad 2000 razy jasniejsza od Slonca).
Ich ogromna moc promieniowania wynika z faktu, ze
naleza one do klasy olbrzymoéw: sa gwiazdami bardzo
masywnymi (masa Polaris jest ponad czterokrotnie
wigksza od masy Slonca) i w zwiazku z tym sa bardziej
zaawansowane ewolucyjnie. W gwiezdzie tego typu
pojawiaja sie oscylacje (gwiazda okresowo pecznieje,

a nastepnie kurczy sig), czemu towarzyszy zmiana jej
barwy i jasnosci.

Polaris, inaczej Gwiazda Polarna, to widoczna gotym okiem najblizej péinocnego
bieguna nieba gwiazda, nalezaca do gwiazdozbioru Malej Niedzwiedzicy. Cho¢
nie jest ona najjasniejsza, to pozostaje najbardziej znana gwiazda dzieki swojemu
potozeniu (jej deklinacja wynosi 89°15'50,8”, a zatem dzieli ja od bieguna okoto
44 sekund tuku — nieco wiecej niz rozmiar tarczy Ksiezyca). Wskazuje nam ona
w pogodna noc kierunek marszu, a w przesztosci wykorzystywana byla przez
zeglarzy. Nie zawsze jednak tak byto i nie zawsze bedzie.

Dzigki tym wladciwoéciom cefeidy umozliwiaja jedna
znajlepszych metod pomiaru odlegtosci, jaka dysponujemy
w astronomii. Jak to dziata? W 1912 roku Henrietta
Swan Leavitt zauwazyla, ze zachodzi Scisty zwiazek
miedzy jasnoscig absolutna cefeidy a okresem jej pulsacji.
Jezeli zatem zaobserwujemy cefeide w odleglej galaktyce
i zmierzymy jej okres pulsacji, to, znajac jasno$¢ widoma
gwiazdy, mozemy wyznaczy¢ odlegtoéé do tej galaktyki.
Wtlasénie w ten sposéb Edwin Hubble po raz pierwszy
wyznaczyl odlegloéci do galaktyk i odkryl ekspansje
Wszechéwiata. Pewien problem stanowi kalibracja
(znalezienie punktu zerowego) zaleznosci okres-jasnos¢,
bo wymaga niezaleznego pomiaru odlegtosci do pewnej
liczby cefeid. Obserwacje wykonane przez Teleskop
Kosmiczny Hubble’a pozwolity na okreslenie tej kalibracji
z dokladno$cig lepsza niz 10%.

Zmiany jasnosci Polaris obserwowano juz w XIX wieku.
Pod koniec XIX wieku wykonano pierwsze obserwacje
spektroskopowe, ktére wskazywaly na zmiennosé z okresem
okolo 4 dni (taka warto$¢ stwarza, niestety, spore problemy
obserwatorom). Po raz pierwszy podobienstwo zmian
jasnoéci Polaris do cefeid wykazal Ejnar Hertzsprung

w 1911 roku na podstawie obserwacji fotograficznych.

Pod koniec XX wieku okazalo sie, ze na przestrzeni

100 lat amplituda zmian jasnosci Polaris spadata

(ze 100 do 20 milimagnitudo w zakresie wizualnym),
podczas gdy okres pulsacji wydaje si¢ rosnaé¢ (w tempie
4,5 s na rok). Gdyby taka tendencja sie utrzymala,
oznaczaltoby to, ze Polaris jest obecnie na etapie
konczenia swojej ewolucji na pasie niestabilnosci,
zatem, jak przewidywano, w 1994 roku Polaris powinna
byla zaprzesta¢ oscylacji w jednym z gléwnych

modéw. Okazalo sie jednak, ze juz w obserwacjach

z lat 1994-1996 zauwazono delikatny wzrost pulsacji.
W 2008 roku trzy niezalezne grupy obserwatorow

(w tym astronomowie z Obserwatorium w Poznaniu)
dokonaly dalszych pomiaréw i niezbicie dowiodly, ze
amplituda pulsacji Polaris znowu ro$nie! Tak wiec
astronomowie maja do wyjasnienia kolejna zagadke,
zwiazang z teoria pulsacji gwiazd: dlaczego wlasciwie
ta amplituda tak skacze?

Bozena CZERNY, Agnieszka JANIUK

Dziekujemy mgr. Monice Fagas z UAM w Poznaniu
za pomoc przy pisaniu tego artykulu.
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Dzieje swiata faktorialem odmierzane

Jeden razy dwa razy trzy razy kropki razy n to, jak wiadomo, n silnia

(a gdy uszeregowaé czynniki malejaco, to bedzie stabnia?). Po angielsku
factorial; w wiekszo$ci jezykéw europejskich uzywany jest podobny
(facinopochodny) termin z nieznacznymi réznicami w pisowni i wymowie.
Jezeli dobrze poszukaé¢, mozna znalezé stare polskie podreczniki,

w ktérych pojawia sie stowko faktorial; tez tadnie.

Ale mniejsza o nazwe; (0!, 11,2131, ...) to wazny ciag. Wszyscy wiedza,
ze jest on szybko rosnacy. O tak, wielu z nas wie, ze w kombinatoryce
pojawiaja sie w sposOb naturalny ciagi rosnace jeszcze znacznie szybciej.
Zatrzymajmy sie jednak przy ciagu (n!), ktérego rola w matematyce
wykracza daleko poza rozwazania kombinatoryczne; wystarczy choéby
przypomnieé sobie rozwiniecia potegowe réznych funkcji elementarnych
i mianowniki ich wspdétczynnikéw.

Jako sie rzeklo, ciag rosnie szybko. A jak szybko? Nie zamierzamy w tym
eseiku wywoltywacé wzoru Stirlinga. Proponujemy Czytelnikowi bardziej
pogladowe spojrzenie na 6w ciag, a raczej na jego niewielki kawalek.

Przypomina mi sie nocna podréz pociagiem z grupka uczniow; jechalidmy
na jaka$ wycieczke turystyczna, zajmowalidémy trzy oSmioosobowe
przedzialy. Kto$ rzucil mysl, zeby co sekunde zmienia¢ miejsca, tak, by
pojawily sie wszystkie mozliwe usadzenia — zajmie to cala noc. Po chwili
stato si¢ jasne dla wszystkich, ze nie tylko te jedna noc. Caly rok na tym
zejdzie, padlo takie zdanie. Zaiste, rok okaze sie nieco poreczniejsza
jednostka czasu, gdy zaczniemy sobie uzmystawia¢, jak dlugo wlasciwie
trwa 24! sekund.

Pobawmy sie wiec. Sprébujmy skupi¢ uwage na wydarzeniach z przesztosci,
odleglych od chwili obecnej o okresy czasu, mierzone w sekundach — liczbami,
ktore sa wartosciami faktorialéw niewielkich liczb naturalnych.

Céz wiec sie dziato n! sekund temu? No tak, 10! sekund to szesé tygodni,
11! sekund to rok z kawalkiem — za malo, by méwié o perspektywie
dziejowej. Zanurkujmy glebiej:

12! sekund temu — od dwdch lat (a moze czterech, zalezy jak liczy¢)

nie ma Polski Ludowej, zastapionej przez liberalno-rynkowa; sporej
czesci narodu wydaje sie naiwnie, ze to zmiana na lepsze... A u naszych
sasiadéw? Wtasnie znikta z mapy Czechostowacja.

13! sekund temu — matematykéw zainteresuje, ze oto dobiega konca rok,
w ktoérym urodzil sie Evariste Galois. Krajami Europy potrzasa Maly

Cesarz, jest u szczytu swych dokonan; nazwa Borodino za$ nic nikomu
jeszcze nie mowi. Nad Wista mamy Ksiestwo Warszawskie.
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14! sekund temu — tereny nadwislanskie to podmokle knieje, z rzadka
przetykane prymitywnymi osadami; ale gdzie indziej cywilizacja wysoka;
taka Asyria, na przyklad, przezywa trzeci juz okres $wietnoéci, wkrotce
zada kres zmierzchajacej potedze Egiptu. Peloponez, wyspy Morza
Egejskiego i wybrzeza Azji Mniejszej widza rozkwit kultury achajskiej.
Wielki Bard tworzy epos o Wojnie Trojanskiej.

15! sekund temu — zimno; to juz ostatnie z plejstocenskich zlodowacen
(p6Inocnopolskie, Wiirm). Neandertalczycy operuja catkiem zmys$lnymi
narzedziami i dominuja na terenach europejskich, choé juz zaczyna im
stwarzaé¢ konkurencje cztowiek z Cro-Magnon z pierwsza w dziejach kultura,
gdzie mozna méwié o estetyce (zdobienia, malowidla); no i mamy zaczatki
gatunku, z ktorego my sie wywodzimy i ktéry arogancko a nieskromnie

i mato zasadnie nazwalidémy cztowiekiem rozumnym.

16! sekund temu — jeszcze zimniej; najwieksze (na naszym terenie)
zlodowacenie (poludniowopolskie, Minder); bedzie trwalo jeszcze dtugo.
Pitekantrop postuguje sie prymitywnymi narzedziami kamiennymi;

kto wie, moze zdarza mu sie upolowa¢ mamuta — a moze juz nawet umie
roznieci¢ i podtrzymaé ogien.

17! sekund temu — miocen; o czlowieku (nawet tak pierwotnym jak
australopitek) mowy jeszcze nie ma, nie tylko u nas, ale na calym globie;
wszelako wiekszos¢ obecnych rodzin ptakéw i ssakow juz istnieje. Karpaty,
Alpy juz w zasadzie uksztaltowane, trwa ich koncowe dofatdowanie.

18! sekund temu — Sudety od dawna uformowane, stoja krzepko.
Dinozaury w pelnym rozkwicie, nieSwiadome, ze lad ogromny PraGea
zacznie sie rozpadac. Ale, ale — najpierwsze ssaki juz sie pojawity; kiedys
to one stang sie gromada dominujaca... Oto konczy sie trias, jeszcze
tylko jura, kreda — i niewiele z was, nieszczesne gadziska, pozostanie.

19! sekund temu — Uktad Stoneczny kursuje wedtug rozkladu jazdy
zblizonego do dzisiejszego. Ziemia ma juz skorupe, catkiem zastygta.
Jeszcze troche — z grubsza tyle, ile bedzie trwala (znacznie pé7niej, rzecz
jasna) cala era paleozoiczna — a pojawia sie pierwociny zycia na poziomie
komérkowym (choé bez jader); zaczna sie ery prekambru.

20! sekund temu — nie za bardzo doktadnie wiadomo, co jest, byto lub bedzie
— w ogdle nie wiadomo, co to znaczy byc. Samo pojecie czasu wydaje sie
w tym oddaleniu mocno ryzykowne. Jesli jednak przyjmiemy (naiwna?)
liniowo-jednostajna jego koncepcje, stwierdzimy, ze czas, ktéry ma uptynaé
do chwili obecnej, jest bardzo dlugi. Gdy ming cztery pigte owego czasu,
nastapi moment, w ktérym — wedtug modnych obecnie hipotez — lokowane
jest ciekawe wydarzenie, umownie nazywane Big Bang.

To moze zrezygnujmy z ambicji cofniecia sie o okres 24! sekund, wynikly
z rozwazania kolejowej trojprzedzialowosci. Troche brakuje sensownych
odniesien. Powré¢émy za to na poczatek naszej wyliczanki.

ZaczeliSmy od wzmianki, ze 10! sekund to szesé tygodni. I ta informacja
wydaje sie znacznie bardziej fascynujaca niz to, ze te niezbyt wielkie liczby
pod wykrzyknikiem przenosza w dawne czasy tak wielkimi krokami.

Co w niej takiego ciekawego? Ano to, ze szesé tygodni oznacza dokladnie
szes¢ tygodni — nie zadne circa, w przyblizeniu, czy okoto. Jesli
zaczniemy mierzy¢, powiedzmy, o poinocy z niedzieli na poniedzialek,

to po odmierzeniu 10! sekund znéw bedzie p6inoc konczaca niedziele.
Doktadnie. Kto nie wierzy, niech przerachuje.

Malqg Delte przygotowat Marcin KUCZMA



Praca nagrodzona zlotym medalem na
XXX Konkursie Uczniowskich Prac
z Matematyki, Czestochowa 2008.

Definicja $redniej dla = 0 wynika z

@ 4y /e
lim (a;r ) — Vab.

x—0

Tematyke twierdzenia 2 porusza

nastepujace zadanie (2. etap LVIII OM):

Udowodnij, ze dla a,b,c,d € Ry,
spelniajacych warunek

1 1 1 1
ststeta=4

3 3 3 3

zachodzi ,3/%+,3/b%+
3 /e3143 3 /d3+a3
+,/#+,/%<

<2-(a+b+c+d)—4.
Lemat do tego zadania méwi, ze

3 3453 .
a+b> 3_‘;_% + 1/ %, czyli
2M; > M_1 + Ms, co wynika
z twierdzenia 2.

Funkcja f(x) jest wypukla (wklesla) na
przedziale [c, d], jezeli dla dowolnych
z,y € [c,d] odcinek o punktach
konicowych (z, f(x)), (y, f(y)) lezy nad
(pod) wykresem funkcji f.

Logarytmowanie nieréwnosci polega
na zastapieniu nieréwnosci x < y
(gdzie z,y > 0) przez In(z) < In(y),
co nie zmienia znaku nieréwnosci,
poniewaz funkcja In(x) jest rosnaca.

Jezeli wezmiemy h(z) = g(z,x + ¢) (dla
ustalonego c¢), to

99 9% <0= dh <0

dx = By dz
ilimgy—oo g(z, 2 +¢) =0 =
= limg .o h(z) = 0. Jest wiec h
funkcja nierosnaca, ktérej granica
w nieskonczonosci wynosi 0, czyli h jest
stale nieujemna i g jest nieujemna.

Nieroéwnosci miedzy Srednimi
Joachim JELISIEJEW

Powszechnie znane sa nierownosci miedzy srednimi dla dwéch dodatnich liczb

rzeczywistych a i b:
2 b fa? + b2
T 1 < Vab < ot < ot .
=45 2 2

a b

Zajmowa¢ sie bedziemy pewnym uogdlnieniem tych nieréwnosci, a mianowicie
nieréwnoscig miedzy $rednimi potegowymi. Dla a, b dodatnich zdefiniujmy
funkcje M, (a,b) jako M, (a,b) = (%)1@ dla z € R\ {0}, natomiast
My(a,b) = ab. Zatem wartoscig funkcji M, (a,b) jest $rednia potegowa
rzedu x z liczb a i b, a nieréwno$¢ miedzy srednimi potegowymi to
stwierdzenie, ze jest to funkcja niemalejaca wzgledem x, czyli jesli x < y, to

M (a,b) < My(a,b). Elementarny dowéd tego faktu mozna znalezé w [1].
Nieréwnosci M_1(a,b) < My(a,b) < Mi(a,b) < Ms(a,b) sa réwnowazne

2 b [a? + b2
ﬁ<vab<a+ < ot 5
141 2 2

a b
wiec jest to rzeczywiscie uogdlnienie nieréwnosci miedzy Srednimi.

Zanim przejdziemy do dalszych rozwazan, uprosémy troche nazewnictwo.
Wszystkie liczby wystepujace dalej w artykule sa rzeczywiste, a symbole a, b
zawsze oznaczaja dowolne liczby dodatnie. Dla klarownoéci ustalmy tez, ze
M, = M,(a,b).

Przedstawmy teraz gltéwne wyniki pracy:

Twierdzenie 1. Jezeli x > 0, to dla wszystkich a,b,y jest (My)* > My_y - Moty
jezeli zas x < 0, to dla wszystkich a,b,y jest (My)* < My—y - Myyy.
Twierdzenie 2. Jezeli x > 1, to dla wszystkich a,b,y jest 2My > My_y + My y,.

Whiosek 1. Funkcja In M, jest, wzgledem x, wklesta na [0, 00) i wypukla
na (—o0, 0].

Whiosek 2. Jezeli x <0, to dla wszystkich a,b,y jest 2My, < My_y + My iy,
z czego wynika, ze funkcja M, jest, wzgledem x, wypukla na (—oo,0].

Whiosek 3. Funkcja M, jest, wzgledem x, wklesta na [1,00).

Whioski 1 i 3 korzystaja z faktu, ktérego nie bede tutaj udowadniaé: jezeli funkcja
/R — R jest ciggla i M > f("L'gy) (M < f("L+y)) dla dowolnych
x,y € [e,d], to [ jest wypukla (wklesla) na przedziale [c, d]. By otrzymaé wniosek 1,
nalezy dodatkowo zlogarytmowac nieréwnosé z twierdzenia 1.

Zatrzymajmy sie na chwile przy wniosku 2. Z twierdzenia 1 wiemy,
ze jezeli x <0, to (M) < My_, - My, co mozna inaczej zapisac
jako My < Mo(My—y, Myyy). Ale jest M, < M, gdy x <y, wiec

Mo(My—y, Myiy) < Ml(Mx v Maiy) = %M’“’ i dalej rozumujemy jak
przy wnioskach 11 3.

Pozostaja nam do wykazania twierdzenia 1 i 2. Ponizej zamieszczamy, dosé
analityczny i pobiezny, niestety, dowod 1 i pewne wskazoéwki do dowodu 2.

Gléwna czedcia dowodu jest nastepujacy lemat, ktory podajemy bez dowodu
(oprécz szkicu na marginesie).

Lemat. Niech g = g(x y) bedzie takq funkcjg dwdch zmiennych rzeczywistych
dodatnich, ze 89 + dg < 0 w dowolnym punkcie (z,y) € Ry x Ry, Jezeli dla
kazdego ¢ € R jest lim,_.o g(x,x + ¢) = 0, to nierdwnosé g(x,y) > 0 zachodzi

dla wszystkich x,y € R.

Przystepujemy do dowodu twierdzenia 1. Mozemy je sformulowaé inaczej,
logarytmujac:

Dla wszystkich a,b,y funkcja g(a,b,z,y) = 2In M,
niewjemna dla x > 0 i niedodatnia dla x < 0.

—InM,_y —InM,, jest
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Nieréwnos$é Jensena: Jezeli

funkcja f : R — R jest wypukla na
przedziale [c, d], liczby dodatnie

., wy sumujg si¢ do 1 oraz
,Tn € [c,d], to

w1, W2, . .
L1, T2,

i wif(zi) = f ( Z w,r,) )
i=1 i=1

jezeli za$ f jest wklesta na [c, d], to
nieréwnoé¢ zachodzi w druga strone.

Jest limg oo M, = max(a, b)
ilimg— — oo My = min(a,b), czyli

limy oo May—y + Magty =

= min(a, b) + max(a,b) = a + b = 2My,
co sprawia, ze dla z¢p < 1 i dostatecznie
duzego y (wybieranego w zaleznoSci

od a,b) jest 2Muy < Mag—y + Magty-

[1] L. Kourliandtchik, Wedréwki po
krainie nieréwnosci, Aksjomat,
Torun 2000.

Ustalmy = > 0 i y. Wtedy g staje si¢ funkcja a, b.

Obliczamy
bac—l ax—l + bx—l

OlnM, OlnM, a®1
+ =
a® + b*

Oa 0b a® + b®
By bylo 2¢ + 22 < 0, musi by¢
azfl +bzfl axfyfl +b:r7y71
2 a® + bw at~y + bz—y
co mozna udowodni¢ elementarnie i co pozostawiamy jako ¢wiczenie.

+az+bx_

a:}c+y71 + ba:+y7 1

)

a*ty 4 prt+y

Mamy, dla stalego c,
. Mg(a,a+c)
lim ———~
a—00 a

stad lim,_, o In(M,(a,a + ¢)) — In(a) = 0, astad juz wynika lim,_, g(a,a+¢) = 0.

=1

)

Tym samym g spelnia zalozenia lematu, wiec g jest stale nieujemna dla

x > 0. By udowodnié¢, ze g jest stale niedodatnia dla x < 0, mozna lekko
zmodyfikowaé powyzsze rozumowanie albo skorzystaé z ciekawe]j tozsamosci
M, - M_, = (My)? (ktéra pozostawiamy do udowodnienia Czytelnikowi).
Mianowicie, (M)? < My_y - My, (dla 2 < 0) jest rownowazne

My)* My)? My)? 1 1
(M) (M (RP i |
(M_z) M_(z—y) M_(a1y) (M) M-ty - My

skad po podniesieniu do potegi —1 dostajemy (M_;)* > M_, - M_,_,, co jest
prawda, bowiem —zx > 0.

Dowdéd twierdzenia 2 jest bardziej skomplikowany: najpierw w dos¢ analogiczny
sposéb jak przy 1 (choé obliczenie granicy jest trudniejsze) wykazujemy, ze
twierdzenie zachodzi dla x = 1, potem rozszerzamy ten rezultat za pomoca
podstawien na wszystkie x > 1.

Udowodnione twierdzenia i wnioski sa do$¢ ogdélne — w wielu przypadkach
okazujg sie one wystarczajace do rozwiazania zadania dotyczacego Srednich.
Jezeli wiemy, ze funkcja M, jest wypukla na [1,00) i wklesta na (—oo, 0],
to mozemy uzywaé¢ np. nieréwnosci Jensena (patrz [1], Delta 6/2008),

co pozwala nam na udowadnianie fantazyjnych nieréwnoéci w rodzaju
(#)1/4 +a+b< 3(#)1/27 co jest rownowazne My + 2M7 < 3M>

i co mozna zapisa¢ (biorac f(z) = M,) jako f(4) + 2 f(1) < f(2).

Zwrdémy uwage, ze w rzeczywistosci powyzsze rezultaty dotycza nierdwnosci
postaci My, < My(My,, M,,) dla y réwnego 0 i 1. Mozna je przenies¢ na
pozostale y przez odpowiednie podstawienia, otrzymujac np. nieréwnosé

M, > \/(Mxo—y)Q + (Mxo+y)2
xro & 2

dla ¢ > 2 i dowolnych vy, a, b.

Jak zwykle, pewne pytania pozostaja otwarte. Na przyktad, wiadomo ze zg = 1
jest takq najmniejszg liczba, ze dla wszystkich a, b,y jest 2My) > My _y + My 4y-
Nie wiadomo jednak, czy xo = 0 jest taka najwieksza liczba, ze dla wszystkich
a,b,y zachodzi 2M,, < My,—y + My,4,. Nie wiadomo tez, dla jakich y zachodzi
nieréwnosé¢ 2My, > My, —y + My, 4y, jezeli 0 < zp < 1. Numerycznie mozna
stwierdzié, ze y zalezy od a,b oraz, najprawdopodobniej, gdy ustalimy a, b, to
dla y mniejszych od pewnego yy nieréwnoé¢ zachodzi, natomiast dla y > yo
zachodzi ona w druga strone.

Nie wiadomo wreszcie, na ile powyzsze wnioski da sie uogélni¢ na wieksza
liczbe zmiennych np. dla funkeji M, (a,b,c) : M, (a,b,c) = (W)l/x dla
x#01 My(a,b,c) = V/abe. Wiadomo, ze nie jest ona wypukla wzgledem x

na (1,00) dla dowolnych a, b, c. Czy istnieje w ogéle takie xg, ze My (a,b,c) jest
wypukla wzgledem z na (xg,00)? Jakie ograniczenia trzeba nalozyé na a, b, c,
zeby M, (a,b, c) byla wypukla na [1, 00)? Ktére elementy rozumowania mozna
rozszerzy¢ na ogélny przypadek $redniej potegowej n liczb?
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Informatyczny kacik olimpijski (18) — edycja specjalna

W niniejszej, specjalnej edycji kacika zajmiemy sie
zadaniem ,Ryby” z tej samej Migdzynarodowe;j
Olimpiady Informatycznej (rok 2008), co kilka odcinkéw
temu. Zadanie to jest na tyle ciekawe, ze po$wiecimy mu
wyjatkowo az 3 strony kacika.

W sadzawce plywalo kiedy$ N ryb o réznych rozmiarach,
bedacych liczbami catkowitymi, i kazda z nich miata

w zoladku po jednym szlachetnym klejnocie sposréd

M ich rodzajéw (klejnoty tego samego rodzaju mogly
sie powtarzad). Z biegiem czasu ryby (prawdopodobnie)
zaczely sig nawzajem zjadaé — jedna ryba moze zjes¢ druga
tylko wtedy, gdy jej rozmiar jest liczba co najmniej dwa
razy wieksza. Kiedy ryba zjada druga, to jej rozmiar

nie zmienia sie, ale klejnot z zotadka ryby zjadanej
pozostaje w zoladku ryby jedzacej (w dalszej czedci
bedziemy zatem moéwié, ze ryba zjada klejnot). Ile jest
réznych zestawdéw klejnotéw, jakie mozemy znalezé

w zotadku dowolnej ryby z jeziora po dowolnym okresie
zerowania (modulo zadana liczba T')?

Na poczatku chcialbym goraco zacheci¢ Czytelnika do
samodzielnego zmierzenia si¢ z tym zadaniem. Okazalo
sie ono jednym z dwdch najtrudniejszych na zawodach.
Powodem jest to, ze do rozwiazania mozna podchodzié
na wiele caltkiem oczywistych. .., lecz zarazem blednych
sposob6w. Ponizsze rozumowanie bedzie prowadzilo,
poprzez kolejne spostrzezenia, od razu do poprawnego
rozwiazania — przeglad ,Slepych Sciezek” to material na
znacznie dtuzszy artykut.

Ryba moze w ostatecznym rozrachunku mieé¢ klejnot
z zotadka innej ryby tylko wtedy, gdy druga ryba
jest co najmniej dwa razy mniejsza od pierwszej.
Nie interesuja nas zatem ani dokladny tancuch
pokarmowy, ani kolejnoé¢ zjadania, a jedynie
multizbiory (tj. zbiory z powtérzeniami) klejnotéw
yzjadalnych” przez poszczegdlne ryby.

Wybierzmy dowolna rybe. Multizbior klejnotéw
zjadalnych przez nig (do tego multizbioru nie zaliczamy
poczatkowego klejnotu z zoladka tej ryby) mozna
opisaé jako ciag k1, ks, ..., ky — liczb klejnotéw
poszczegdlnych rodzajow, bedacych w zasiggu ryby.
Wtedy liczba réznych zestawow klejnotow, ktére moga
znalez¢ si¢ w jej zoladku, opisuje si¢ prostym wzorem
na liczbe réznych podzbioréw zbioru z powtdrzeniami:

(ki +1) - (ko +1) ... (kag + 1)

Sprawa komplikuje sie, kiedy zastanawiamy sie nad
zbiorem mozliwych zestawéw klejnotéw w zotadkach
wszystkich ryb, poniewaz niektére zestawy dla réznych
ryb moga sie powtarzac.

Byloby idealnie, gdyby$my mieli jedna wielka rybe bez
zadnego klejnotu w zoladku, ktéra bylaby w stanie
skonsumowa¢ kazda inng — wtedy wystarczyloby
zastosowaé dla niej powyzsze rozumowanie (pytanie
do zastanowienia: dlaczego?). Tak dobrze jednak

nie jest. Mozemy za to ograniczy¢ liczbe rozwazanych
ryb, a nastepnie wyeliminowa¢ powtorzenia juz tylko
miedzy nimi.
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Poczynimy w tym celu dwa spostrzezenia:

e Wezmy dwie ryby A i B, o tym samym poczatkowym
klejnocie, i niech A bedzie nie mniejsza niz B. Wtedy
zbiér mozliwych zestawéw klejnotéw w zotadku B
jest podzbiorem zbioru mozliwych zestawéw dla A,
poniewaz multizbiér klejnotéw zjadalnych przez B jest
podzbiorem multizbioru klejnotéw zjadalnych przez A.

e WeZzmy pewien klejnot (rodzaju i), ktéry pojawia
sie jako poczatkowy w zotadku co najmniej jednej
ryby. Wtedy musimy rozwazy¢ co najmniej jedna
rybe o takim klejnocie poczatkowym, poniewaz tylko
taka ryba moze mie¢ w chwili potowu dokladnie jeden
klejnot rodzaju ¢ w zotadku.

Whiosek: minimalny zbiér ryb, jakie musimy rozwazy¢,
to zbior najwiekszych ryb o poszczegdlnych rodzajach
klejnotéw w zotadkach. Wszystkie takie ryby nazwijmy
rybami istotnymi.

Zacznijmy od najwiekszej ryby w ogdle i w znany nam
juz sposéb obliczmy, ile jest roznych zestawéw klejnotéw,
ktére moze ona mie¢ w zotadku w chwili ztowienia.

Odtad bedziemy rozwazac ryby istotne, od najwigkszej do
najmniejszej. Posunimy sie od razu kilka(nascie) krokéw do
przodu, do rozwazania pewnej ryby X. Oznaczmy rodzaj
klejnotu w jej zotadku przez x. Rozwazone dotychczas
rodzaje klejnotéow oznaczmy przez aq, as, ..., ak

(i odpowiadajace im ryby przez {A;, As, ..., A} = A),
a pozostale przez by, by, . .., b (i podobnie, odpowiadajace
im ryby przez {B1, Ba,...,B;} = B); x do zadnej z tych
grup nie nalezy. Dodatkowo (abstrahujac od wyboru
ryby X), niech K (R, ) bedzie liczba klejnotéw rodzaju i,
ktore ryba R jest w stanie zjesé¢ (nie liczac klejnotu

w jej zotadku).

Kazdy dotychczas znaleziony zestaw klejnotéw zawieral
co najmniej jeden z klejnotéw aq,as, ..., ar, a zatem
kazdy zestaw niezawierajacy zadnego z nich, ktory moze
wystapi¢ w zotadku X, nalezy policzy¢ jako nowy. Tych
zestawdw jest doktadnie
(K(X,b1) +1) - (K(X,b2) +1) -
o (K(X )+ 1) - (K(X,2) + 1),

Jakie inne zestawy jeszcze si¢ nie pojawily? Jesli ryba A;
jest w stanie zje$é co najmniej K(X,x) + 1 klejnotéw
rodzaju z, to na pewno w zotadku tej ryby moze znalez¢ si¢
kazdy zestaw klejnotéw z co najmniej jednym klejnotem a;,
jaki moze znalez¢ si¢ w zotadku X. W przeciwnym
przypadku tamta ryba jest w stanie zjes¢ doktadnie

K (X, z) klejnotéw x, skoro mniejsza od niej ryba X tyle
moze zjes¢. Wtedy oprocz juz wspomnianej liczby nowych
zestawéw klejnotéw bez zadnego z klejnotow rodzajoéw
ai,...,ar, nalezy jeszcze doliczy¢ te zestawy, ktore maja
co najmniej jeden z klejnotow rodzaju a; oraz dokltadnie
K(X,z)+ 1 klejnotéw 2 (to +1 pochodzi z zotadka samej
ryby X).

Do dalszych rozwazan, dla wygody, podzielmy ryby A;
na dwa zbiory C'i D:



e Re(,jesli Re Aoraz K(R,z) = K(X,x),
e Re D, jedli Re Aoraz K(R,z) > K(X,x).

Przez C; (D;) bedziemy oznaczaé ryby nalezace
do C (D), a przez ¢; (d;) — klejnoty w ich zotadkach.

Jak juz stwierdziliSmy, zbiér D nas nie interesuje —
w zoladku X nie moze znalez¢ sie zaden nowy zestaw,
ktory zawieralby jakikolwiek z klejnotow d;.

Co z kolei z liczba nowych zestawdéw zawierajacych
klejnoty ¢;? Juz wczesniej policzyliSmy wszystkie

nowe zestawy, ktore nie zawieraja zadnego z nich,

a zatem pozostale nowe zestawy musza juz zawieraé
co najmniej jeden z nich. Co wiecej, liczba klejnotow x
w tych zestawach wynosi dokladnie K(X,z) 4 1. Tych
zestawdéw, w takim razie, jest:

(K (X, e1) +1) - (K(X,e2) + 1) -
o (K(Xepy)+1) = 1] -
(K (X, 01) + 1) - (K (X, b2) + 1) - ...+ (K(X, by) + 1)
(przez ky oznaczyli$my tutaj rozmiar zbioru C). Pytanie

kontrolne: skad sie bierze —1 w powyzszym wzorze?

Ten wzér jest dosé podobny do poprzedniego wzoru
na liczbe nowych zbioréw klejnotéw bez klejnotéw a;.
Mozemy nawet oznaczy¢ sobie

G(X) = (K(X,b1) + 1) - (K(X,by) +1
o (KX ) + 1),
H(X) = (K(X,c1) + 1) (K(X,¢2) + 1) -
o (K(Xey) +1).
I tak otrzymujemy ostateczny wzér — w zoltadku ryby X
moze znalezé sie doktadnie
(HX)-1+KX,2)+1)-G(X) =
= (H(X) + K(X,2)) - G(X)
nowych zestawéw klejnotéw. W takim razie, ostateczny
czas dzialania naszego algorytmu bedzie zalezny od
szybkosci, z jaka mozemy obliczaé liczby G(X) 1 H(X)
dla poszczegdlnych ryb X. Ale najpierw wspomnijmy
jeszcze o jednym szczegdle, a mianowicie, jak obliczaé
tablice wspétczynnikéw K.

) .

Zauwazmy, ze podczas obliczen dotyczacych pojedynczej
ryby X korzystamy tylko z wartoéci K (X, 1), tj. druga
wspolrzedna jest zmienna, ale pierwsza jest stala. Mozemy
w takim razie K traktowaé tak naprawde jak wektor.
Jedli na poczatku posortujemy ryby pod wzgledem

wielko$ci, i zaczniemy od pierwszej, najwiekszej, to

w pierwszym kroku bedziemy mogli obliczy¢ wektor K,
przegladajac po prostu wszystkie inne ryby i szukajac
tych, ktére sa co najmniej dwa razy mniejsze. Przy
okazji mozemy zapamietaé¢ takze taka najwieksza
wartos¢ zx, ze zx-ta ryba jeszcze jest zjadalna przez
aktualng rybe, ale (zx + 1)-sza juz nie. Kiedy teraz
bedziemy rozwazaé kolejna rybe X', nieco mniejsza, to
wskaznik zx/ moze by¢ mniejszy od zx. Bezposrednio
ze zmniejszaniem wskaznika z mozemy zmniejszaé
odpowiednie pozycje wektora K (X) tak, zeby stal sie
aktualny dla kolejnej istotnej ryby. I chociaz kazdy
krok moze wywolaé przesuniecie zx nawet o blisko

N pozycji, to te kroki amortyzuja si¢ — czyli w pelnym
wykonaniu algorytmu suma pozycji, o ktére przesunie
sie zx, bedzie ograniczona przez N.

Przejdzmy teraz do wyznaczania wartosci G(X).
Obliczanie ich za kazdym razem od nowa bytoby zbyt
czasochtonne, a z drugiej strony wyznaczanie ich na
podstawie poprzednich wartosci mogloby wymagaé
dzielenia, ktére przy obliczeniach modulo nie jest proste.
7 tego wzgledu do pomocy przy organizacji obliczen
zastosujemy drzewo przedzialowe.

Wyobrazmy sobie drzewo binarne, ktorego liScie
odpowiadaja poszczegdlnym rodzajom klejnotow.

W lisciu przypisanym klejnotowi i przechowywana jest
warto$¢ K (X, i) + 1 dla aktualnego X. Z kolei w kazdym
wezle wewnetrznym znajduje sie iloczyn wartosci
przechowywanych we wszystkich liéciach pod nim — jest
to rownoznaczne z tym, ze znajduje sie¢ w nim iloczyn
wartosci z jego lewego i prawego syna (patrz rysunek).

2+%3%5=6x%5=230

2%x3=6

2 3

Jesli nastepuje zmiana wartosci w jednym z lisci, to
wezly wymagajace poprawy to tylko te, ktére leza na
Sciezce od tego liscia do korzenia. Jest ich niewiele, jesli
drzewo jest zréwnowazone. Ale to jest latwo zapewnié

— poniewaz nie bedziemy zmieniaé jego struktury, wiec
wystarczy zbudowaé je w sposéb zréwnowazony, np. tak:

UTWORZ_DRZEWO (poczatek_przedziatu, koniec_przedziatu)
jesli poczatek_przedzialu = koniec_przedziatu to
korzen.lewy := korzen.prawy := nil;

korzen.ojciec := nil;

korzen.wartosé := K (X, poczatek_przedziatu) + 1;

a w przeciwnym przypadku

srodek := | (poczatek_przedziatu + koniec_przedziatu)/2];

korzeii.lewy := UTWORZ_DRZEWO (poczatek_przedziatu, srodek);
korzen.prawy := UTWORZ_DRZEWO(érOdek + 1, koniec_przedziatu);
korzen.lewy.ojciec := korzen.prawy.ojciec := korzen;

korzen.ojciec := nil;

korzef.warto$é := (korzen.lewy.warto$¢ - korzef.prawy.warto$é¢) mod T
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Z kolei aktualizacje pojedynczego lisScia wykonujemy nastepujaco:

ZAKTUALIZUJ (w, wartosc)

w.warto$é := wartosc;
w = w.ojciec;
dopdki w # nil wykonuj

w.warto$é := (w.lewy.wartosé¢ - w.prawy.warto$é¢) mod T';

w 1= w.ojciec;

Taka aktualizacja wymaga czasu rzedu O(log M);
zauwazmy, ze zostanie ona wykonana w catym
algorytmie co najwyzej N razy.

Aby wyznaczy¢ szukany iloczyn, wystarczy zajrzeé

do wartosci znajdujacej si¢ w korzeniu drzewa — jest
ona réwna [[,(K(X,4) + 1). My jednak nie chcemy
zna¢ iloczynu wszystkich tych wartosci, a jedynie

tych, ktérych istotne ryby naleza do zbioru B. Ale

do tego zbioru na poczatku naleza wszystkie rodzaje
klejnotéw, a nastepnie sa z niego, kolejno, bezpowrotnie
usuwane. Konkretnie, wyrzucane sg po kolei te klejnoty,
ktore staja sie klejnotem x. W takim razie wystarczy
licznosé kazdego takiego klejnotu ustala¢ w drzewie na 1
(a pdzniej, oczywiscie, juz dalej nie zmniejszac).

A coz H(X)? Tutaj sprawa sie troche bardziej komplikuje,
ale wciaz nie jest to nic, z czym by$my sobie nie poradzili.
Liczba K (X, z) jest mniejsza od K(A;, x) wtedy, gdy
wsrod ryb na pozycjach zx +1,.. ., z4, jest chociaz jedna
z klejnotem rodzaju x w zotadku. Niech w takim razie @ x
bedzie najmniejszqg rybg z klejnotem x w zolgdku, ktorej
X nie jest w stanie zjes¢. W takim razie, do zbioru C' beda
nalezeé wszystkie te ryby A; € A, ktére nie sa w stanie
zjesé Qx . Jest tak dlatego, ze

A eCs K(X,SU) = K(Al,l‘)
Ryba A; jest nie mniejsza od X, a zatem moze zjes¢
wszystkie ryby z klejnotem x, ktére X jest w stanie
zjes¢. Ale skoro nie moze zje$¢ najmniejszej z tych,
ktérych X nie moze zjesé, to nie moze tez zje$é¢ zadnej
innej. Za to jesli A; moze zjes¢ Qx, to K(A;,x) jest
na pewno wieksze niz K (X, ), choéby ze wzgledu
na rybe Qx (jesli @ x nie istnieje, to dla tej ryby X
mamy C = ).

Powiedzielidmy juz, ze wszystkie ryby mamy zamiar

uporzadkowaé¢ wedtug wielkosci. W takim razie,
warunek ,A; moze zjes¢ Qx” jest réwnoznaczny

z ,Qx < za,”. Wartodci @ x dla poszczegdlnych
istotnych ryb najproéciej jest obliczy¢ na samym
poczatku rozwiazania. Jak doktadnie — to pozostawiam
Czytelnikowi jako mala lamigtowke.

Mozemy juz w tym momencie sobie powiedzie¢, jak
efektywnie liczy¢ H(X). Bedziemy potrzebowaé
struktury danych, za pomoca ktérej mozna wykonywaé
nastepujace operacje:

e umies¢ w strukturze (istotna) rybe X o zadanych
wartosciach zx oraz wx = K(X,x) + 1,

e zmniejsz o 1 parametr wy dla ryby Y odpowiadajacej
zadanemu klejnotowi y,

e podaj iloczyn aktualnych wartosci wy dla ryb Y
spelniajacych zy < Qx (tzn. Y € C).

Ale to jest ta sama funkcjonalno$é, ktérej
potrzebowaliSémy w poprzednim przypadku! No,
prawie ta sama. W kazdym razie mozemy do tego
wykorzystaé¢ analogiczne drzewo przedziatowe. Tym
razem jednak ryby istotne, odpowiadajace klejnotom
z lidci, beda uporzadkowane wedlug niemalejacych
wartosci zy. Wynika to z tej matej réznicy miedzy
podproblemami ,G” i ,H”: tym razem nie bedzie
nas interesowal iloczyn wszystkich wartosci, a jedynie
tych o zy mniejszym od @ x podanego w konkretnym
zapytaniu. W tym celu uzupetnijmy wezel w drzewie
o wartos¢ max_z — odpowiadajaca maksymalnemu zy
w jego poddrzewie. To, jak ostatecznie takie zapytanie
zrealizowaé (wykonanie zapytania zaczynamy od

w = korzen), przedstawia program konczacy tekst.

FLatwo zauwazy¢, ze koszt czasowy pojedynczego
zapytania o iloczyn zamknie sie w O(log M'). Pobiezna
analiza calego algorytmu daje nam ztozonosé
obliczeniowa — ze wzgledu na nieréwnos¢ M < N,
wynosi ona O(N log N).

Filip WOLSKI

PODAJ_ILOCZYN(w, Q)
jesli wmax z < @ to
return w.wartos¢;
a w przeciwnym przypadku
jesli w.lewymax z < @ to
return (PODAJ_ILOCZYN(w.prawy, Q) - w.lewy.warto$é) mod T;
a w przeciwnym przypadku
return PODAJ_ILOCZYN (w.lewy, Q);

Autor zdaje sobie sprawe, ze to zadanie nie jest zadaniem
latwym — wrecz przeciwnie, okazuje sie bardzo wymagajace.
W razie probleméw ze zrozumieniem poszczegdlnych

czesci rozwigzania goraco poleca probe jego wlasnorecznej
implementacji. Dopiero kiedy jest sie¢ w stanie samemu
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zaimplementowaé rozwiazanie, mozna by¢ pewnym, ze sie je
catkowicie rozumie. A to zadanie jest tego warte, jako, zdaniem
autora, jedno z najciekawszych i najbardziej satysfakcjonujacych.
Dodatkowo, przygotowany przez autora program rozwiazujacy
niniejsze zadanie mozna pobraé ze strony internetowej Delty.



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Zielonkawa energia

Niepostrzezenie Polska staje sie liderem w wykorzystaniu energii odnawialne;j.
Inwestycje okazaly si¢ niepotrzebne. Mozna powiedzieé, ze wprost przeciwnie. Kazdy
piec, w ktorym pali sie¢ drewnem, zostal wlaczony do walki z efektem cieplarnianym.
Nadal, co prawda, emituje, zgubny pono¢, ditlenek wegla, ale taki, ktéry wezesniej
zostal pochloniety przez drzewa w procesie fotosyntezy. (Wegiel tez powstal dzieki
temu procesowi, ale to bylo tak dawno, ze sie, niestety, nie liczy.)

W zanadrzu mamy jeszcze armie specjalistéw zrzeszonych w NSZZ (nieformalnym
samorzadnym zwiazku zawodowym) imienia Jakuba Wedrowycza. Przyszlosé
energii odnawialnej w naszym kraju mozna widzie¢ kolorowo.

Niestety, wykorzystanie niektérych innych produktéw ekologicznych (np. krowich
plackéw) ma pewien mankament. Choé¢ ditlenku wegla troche ubywa, to metanu,

ktorego szklarniowe dzialanie jest jeszcze silniejsze, znaczaco przybywa.

Zostawiajac jednak zarty na boku, daje sie zauwazy¢
pewien postep w polprzemystowym wykorzystaniu
biopaliw, takich jak stoma czy zrebki, np. do ogrzewania
gminnych kottowni. Niesie to dodatkowe korzysci:
aktywizacja $rodowisk lokalnych, oszczednosci
transportowe (dodatkowa redukcja emisji COs),
rozwijanie rzemiosta.

Jednak prawdziwym marzeniem cieplarnianych
bojownikéw jest wodor, najlepiej pozyskiwany

z wykorzystaniem tzw. energii odnawialnych, np. energii
termojadrowej (popularnie zwanej stoneczna). Rogliny
od miliardow lat produkuja tlen i cukier z wody

i ditlenku wegla. Czy nie daltoby sie przekonaé je do
produkcji wodoru? Okazuje sie, ze wcale nie trzeba
przekonywaé. One, a przynajmniej niektore z nich,

w okreslonych warunkach, od zawsze to robia!

Odkryl to juz 70 lat temu Hans Gaffron. Potrafia to
np. jednokomérkowe glony w warunkach anaerobowych
(niedoboru tlenu).

Modelowym organizmem, na ktérym od ponad 60 lat
ogniskuja sie badania, jest Chlamydomonas reinhardtii.
Glon ten mierzy 10 mikronéw, porusza si¢ za pomoca
dwoch wici 1 ma jeden duzy chloroplast. Glony

maja duzo centréw fotosyntezy na jednostke masy
fotosyntetyzujacej komérki w poréwnaniu do innych
roslin. Latwo jest otrzymywaé i utrzymywac ich kultury
oraz, co staje si¢ coraz bardziej istotne, sa wdziecznym
obiektem modyfikacji genetycznych.

Przez wiele lat usilowano zrozumie¢ uwarunkowania
wodorowego metabolizmu glonéw. Domyslano sig,

ze jest to przystosowanie do okresowego niedoboru
tlenu. W normalnych warunkach, w wyniku procesu
fotosyntezy, produkowany jest czasteczkowy tlen

i cukier z wody i ditlenku wegla. Efektywnie, pod
wplywem $wiatla, dokonuje sie katalityczny rozktad
wody na tlen i wodor, ale wodér jest natychmiast
wiazany. Czasteczkowy wodér powstaje wtedy, gdy
elektrony odbierane podczas rozkladu wody zostana
oddane jonom wodoru w $rodowisku pozbawionym
tlenu. Dlatego proces produkcji wodoru jest mozliwy
tylko wtedy, gdy odpowiednie katalizatory sa obecne
w komorece, i tylko przez krotka chwile, dopoki
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wytwarzany jednoczeénie tlen nie zahamuje reakcji.
Przed dziesieciu laty udalo sie jednak rozwiazac
problem ciaglej produkeji wodoru poprzez zatrudnienie
tlenu do spalania cukru w mitochondriach. Najpierw
zachodzi normalny proces fotosyntezy, pozwalajacy
na przyrost biomasy, ale po pewnym czasie komorka
zostaje pozbawiona pozywienia zawierajacego siarke,
co hamuje proces tlenowej fotosyntezy. Poniewaz
tempo matabolizmu pozostaje jednak niezmienione,
wiec stezenie tlenu maleje i fotosynteza przelacza

sie na produkcje czasteczkowego wodoru [1]. Czyli

w pierwszej fazie woddr uzywany jest do produkeji
cukru, a w drugiej tlen do jego spalania.

Po rozwiazaniu problemu ciaglej produkcji wodoru
pozostaje opracowanie optacalnej metody wytwarzania
biowodoru. Okazalo sie to nie takie proste. W ostatniej
dekadzie nacisk zostal polozony na genetyczne modyfikacje
glonu. Gléwny cel jest na pierwszy rzut oka zaskakujacy.
Chodzi o zminimalizowanie liczby czasteczek chlorofilu
w koméree. Wizualnym efektem byloby uzyskanie
zielonkawych, zamiast intensywnie zielonych, glonéw.
Glony zyjace w naturze sa przystosowane do warunkéw
stabego o$wietlenia. Dlatego chlorofilu maja w nadmiarze.
W warunkach dobrego oéwietlenia wychwytuja wiecej
fotonéw, niz sa w stanie uzy¢ do fotosyntezy. Wysitki
zmierzaja do tego, aby nie zmniejszajac liczby centrow
fotosyntezy w chloroplascie, pozbawi¢ go nadmiaru
chlorofilu. Wtedy w bioreaktorze $wiatto bedzie mogto
dociera¢ do warstw potozonych glebiej, powodujac wzrost
efektywnosci produkcji wodoru. W grudniu ukazata sie
praca [2], ktéra sukcesy takiej genetycznej modyfikacji
podsumowuje.

Droga do komercjalizacji wodorowego bioreaktora jest
jeszcze daleka. Perspektywa wykorzystania akwarium do
zasilania pojazdéw przyszlosci jest bardzo interesujaca,
ale nadal trudna do wyobrazenia.

Piotr ZALEWSKI

(1] A. Melis & T. Happe, Trails of green alga hydrogen
research—jfrom Hans Gaffron to new frontiers, Photosynthesis
Research 80 (2004), 401-409.

[2] M. Mitra & A. Melis, Optical properties of microalgae for
enhanced biofuels production, Optics Express 16, No. 26,
22/12/2008.



Punkt kratowy to punkt o obu
wspbélrzednych catkowitych.

O G v O S Z E N I E

Organizatorzy Miedzynarodowej
Konferencji Mlodych Chemikéw BaltChem
pragng zaprosi¢ Czytelnikéw Delty na
odbywajace si¢ w Warszawie otwarte
wyktady plenarne w dniach 2-5 kwietnia
2009 roku. Beda to adresowane do
szerokiej publicznosci prezentacje
wyglaszane w jezyku angielskim, dotyczace
najnowszych kierunkéw badan w chemii

i naukach pokrewnych (fizyka chemiczna,
biofizyka). Miejscem wykladéw beda sale
Wydziatu Chemii UW (ul. Pasteura) lub
aula ,starego BUW” (kampus gléwny UW
przy Krakowskim Przedmiesciu).

Terminy poszczegdlnych wyktadéw beda
sukcesywnie zamieszczane na stronie

www.baltchem.eu

Twierdzenie Chevalleya—Warninga.
Niech Pi, Py, ..., Py € Flz1,x2,...,%0]
bedq wielomianami od n zmiennych

nad cialem skonczonym F

o charakterystyce p. Zalézmy, Ze suma
ich stopni jest mniejsza niz n. Wéwczas
liczba ich wspélnych zer w F™ jest
podzielna przez p.

*student, Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

Hipoteza Kemnitza
Michal KIEZA*

W 1961 roku Erdés, Ginzburg i Ziv udowodnili, ze sposréod dowolnych 2n — 1
liczb catkowitych mozna wybra¢ n takich, ktorych suma dzieli sie przez n.

W tym artykule zajmiemy si¢ pewnym uogélnieniem tego twierdzenia.
Rozpatrzymy sytuacje dwuwymiarowa. Dla ustalonej wartosci n chcemy znalezé
taka najmniejsza liczbe m, ze wéréd dowolnych m punktéw kratowych na
plaszczyznie istnieje n punktow, ktérych suma na kazdej wspodlrzednej jest
podzielna przez n. Przyjmujemy, ze wyrézniony uktad m punktéw kratowych
moze zawiera¢ powtorzenia, czyli nie jest to zbidr, tylko multizbior punktow.

Nietrudno zauwazy¢, ze m > 4n — 3, gdyz dla m = 4n — 4 jako kontrprzyktad
mozna wziaé¢ wierzchotki kwadratu jednostkowego, kazdy z krotnoscia n — 1.

W 1983 roku Arnfried Kemnitz postawil hipoteze, ze m = 4n — 3. Pierwszy
znaczacy wynik pojawit sie w 1995 roku: Alon i Dubiner udowodnili, ze
wystarcza 6n — 5. Wynik ten zostal poprawiony przez Rényai w 2000 roku: jesli
p jest liczba pierwsza, to wystarcza 4p — 2. Wreszcie jesienig 2003 roku, 20 lat
po sformutowaniu hipotezy Kemnitza, Reiher i di Fiore niezaleznie podali jej
dowdd. Reiher mial wtedy 19 lat, w lipcu tego samego roku zdobyt ztoty medal
na Miedzynarodowej Olimpiadzie Matematycznej w Tokio.

Poniewaz pelny dowdd zajaltby zbyt wiele miejsca, ograniczymy si¢ do podania
kilku lematéw, kazdy opatrujac krotka wskazéwka, i do wyprowadzenia z nich
hipotezy Kemnitza. Kompletny dow6d znajduje sie w [2], ale zachecamy
Czytelnikéw do samodzielnego zmierzenia si¢ z lematami!

Rozpocznijmy od spostrzezenia, ze jesli hipoteza jest prawdziwa dla liczb

a 1 b, to jest rowniez prawdziwa dla ich iloczynu. Istotnie, z zalozenia

sposréd 4ab — 3 punktéw kratowych mozemy wybraé a takich, ktorych

suma ma obie wspoélrzedne podzielne przez a. Pozostaja 4a(b — 1) — 3

punkty, wiec mozemy wybra¢ nastepne a punktéw spelniajacych warunek
zadania, i tak postepujemy 4b — 3 razy. UtworzyliSmy wiec 4b — 3 grup

po a punktéw. Oznaczmy sumy punktéw w grupach odpowiednio przez

a- (X1,Y1),a- (X2,Y2),...,a- (X4p—3, Yap—3). Poniewaz zalozylismy, ze hipoteza
jest prawdziwa dla b, wiec sposréd punktéw (X1,Y7), (X2, Y2),. .., (Xap—3, Yap—3)
wybieramy b tak, aby suma na kazdej wspélrzednej dzielita sie¢ przez b. W ten
sposéb wyréznilidmy b grup. Wszystkie punkty tych grup tworza szukany uktad
ab punktow, ktérych suma na kazdej wspoélrzednej dzieli sie przez ab. Wobec
tego wystarczy udowodnié¢ hipoteze¢ Kemnitza dla n bedacego liczba pierwsza.

Przypadek p = 2 jest prosty: wsréd pieciu punktéw kratowych istnieja dwa takie,
ktore daja te same reszty z dzielenia przez 2 na obu wspoétrzednych. Woéwczas ich
suma ma wszystkie wspdlrzedne parzyste.

Ustalmy wiec liczbe pierwsza p # 2. Przez (n|X) bedziemy oznaczaé liczbe takich
n-elementowych multipodzbioréw multizbioru X, ktorych suma elementéw na
kazdej wspotrzednej jest podzielna przez p. Naszym celem bedzie udowodnienie
kilku kongruencji zwiazanych z tymi symbolami i wywnioskowanie z nich, ze
(p|X) # 0. Tak naprawde udowodnimy nawet, ze, dla X majacych 4p — 3 elementy,
(p|X) # 0 mod p. Wszystkie kongruencje brane sa modulo p. Przez J i X oznaczamy
dalej pewne multizbiory punktéw kratowych na plaszczyznie.

Lemat 1. Jedli |J| =3p — 3, to
1—(p—1J) = (plJ) + (2p = 1|J) + (2p|J) = 0.
Wskazowka: Nalezy rozwazy¢ nastepujace wielomiany nad Z,, (przez a;, b;

oznaczamy wspoélrzedne punktéw w multizbiorze J, brane modulo p):
3p—3 3p—3 3p—3

p—1 p—1 =1 b1
E x;  + Ty, o, E @z, bixz; .
i=1 i=1 i=1

Nastepnie trzeba skorzystaé¢ z twierdzenia Chevalleya—Warninga.
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Mozna réwniez zastosowaé metode
opisang przez Czeslawa Baginskiego
i Edmunda Puczylowskiego w Delcie
9/2008, za G biorac tym razem
jednomiany trzech zmiennych,

a nie dwdéch.

Z powyzszego dowodu pltyna dwa moraty.
Pierwszy — nawet Swiezo upieczeni
studenci mogg rozwigzaé otwarty

wiele lat temu problem. Drugi — jak
potezne w kombinatorycznej teorii liczb
jest potaczenie metod algebraicznych

z kombinatorycznymi.
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Lemat 2. Jesli |J| =3p—2 lub3p—1, to1l— (p|J) + (2p|J) = 0.
Wskazowka: Rozumowanie jest podobne do tego w dowodzie lematu 1.
Stad natychmiast otrzymujemy:

Lemat 3. Jesli |J| = 3p —2 lub 3p — 1 oraz (p|J) =0, to (2p|J) = —1.

Lemat 4 (Alon, Dubiner). Jesli multizbior J zawiera 3p elementdw oraz ich
suma na kazdej wspdlrzednej dzieli sie przez p, to (p|J) > 0.

Wskazowka: Nalezy zatozyé, ze tak nie jest, i rozwazy¢ multizbiér J
z wyrzuconym jednym elementem, a nastepnie skorzysta¢ z lematu 3.

Lemat 5. Jesli | X| = 4p — 3, to
(1) 1+ (p1X) — (201X) + (391) = 0,
(2) (p—1[X) = (2p = 11X) + 3p - 1|X) = 0.
Wskazowka: Znéw podobnie jak w dowodzie lematu 1.
Lemat 6. Jesli | X| = 4p — 3, to
3—2(p—11X)—2(p|X)+ (2p — 1| X) + (2p|X) =0.

Wskazowka: Trzeba przesumowaé kongruencje z lematu 1 po wszystkich
(3p — 3)-elementowych multipodzbiorach multizbioru X.

Lemat 7 (Reiher). Jesli | X| = 4p — 3 oraz (p|X) =0, to
(p = 11X) = Bp — 1X).

Wskazowka: Rozwazmy podzialy multizbioru X na takie multizbiory A, B, C, ze
|[Al=p—1,|B|=p—2,|C| =2p oraz

> a=(0,0, Y b=>xz > c=(00).

acA beB zeX ceC
Nalezy obliczy¢ liczbe tych podzialéw modulo p na dwa sposoby: za pierwszym
razem wybieramy multizbiér A, a potem C', a za drugim razem najpierw
wybieramy multizbiér B, a potem C. Przyda sie rowniez lemat 3.

Dowéd hipotezy Kemnitza. Przypusémy, ze (p|X) = 0. Dodajac stronami
kongruencje (1), (2) i kongruencje z lematu 6 oraz uwzgledniajac lemat 7,
dostajemy 2 — (p|X) + (3p|X) = 0. Poniewaz przyjelismy, ze p # 2, wiec

(p|X) = 0 wymusza (3p|X) > 0, ale z lematu 4 wynika wtedy, ze (p|X) > 0, czyli
otrzymujemy sprzecznoscé. [

Niech teraz f(n,d) oznacza taka minimalna liczbe, ze w dowolnym multizbiorze
f(n,d) punktéw w Z? istnieje n takich, ze ich suma ma wszystkie wspotrzedne
podzielne przez n. Wiadomo, ze f(n,1) =2n—11 f(n,2) =4n—3. Dlad >3
problem jest otwarty. Nietrudno zauwazy¢, ze f(n,d) > 2¢(n — 1) + 1: wystarczy
wziaé wierzcholki n-wymiarowej kostki jednostkowej, kazdy n — 1 razy.
Korzystajac z zasady szufladkowej Dirichleta, latwo wykazaé, ze f(2,d) =29 + 1
i z multiplikatywnoéci dostaniemy f(2%, d) = 2¢(2¥ — 1) + 1. Co jednak zrobié

w przypadku innych wartosci n?

Przyjrzyjmy sie blizej wymiarowi 3. Tutaj nasze oszacowanie daje

f(n,3) > 8n — 7. Patrzac na zaleznosci dla wymiaréw 1 i 2, chcieliby$my
udowodnié, ze f(n,3) = 8n — 7. I tu czeka nas niespodzianka: w 1982 r. Brenner
wykazal, ze f(3,3) =19 > 17 =83 — 7. Kilka lat temu Elsholtz uogélnit ten
wynik na wszystkie n nieparzyste, dowodzac, ze f(n,3) > 9n — 8. Pelny dowdd
znajduje si¢ w [1]. Powiedzmy tylko, ze wystarczy wzia¢ n — 1 kopii zbioru
dziewigciu punktéw

2 0 0 0 0 1 1 1 1
o). tol e, tr]). (o). lo]).[1],]2
2 0 1 0 1 0 1 2 2

i wykazad, ze nie da si¢ wybra¢ n punktow tak, by suma dzielita si¢ przez n
na kazdej wspélrzednej. Wielu specjalistow w tej dziedzinie podejrzewa, ze
f(n,3) = 9n — 8 dla n nieparzystych, ale dowodu, jak na razie, nie ma. ..
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Rys. 1. Wahadlo Toda; k, r, | — kawalki
listewki, a, o — gwozdziki, w — wspornik,
p — podstawa.

O
B

Rys. 2. Wahadlo chaotyczne w ksztalcie
pajacyka; r, t, n, | — kawalki

listewki, g — krazek, a, o — gwozdziki,

w — wspornik, p — podstawa.

Fot. 1. Wahadlo chaotyczne w ksztalcie
pajacyka w akcji.

Badamy ruch wahadel chaotycznych
Stanistaw BEDNAREK

Wyobrazmy sobie kawalek listewki zamocowany na poziomej osi, przechodzacej
powyzej jej srodka masy i odchylony od pionu. Nietrudno jest przewidzied,

co bedzie sie dzialo, gdy taka listewke puécimy swobodnie. Bedzie ona
wykonywala wahania wokol polozenia réwnowagi. Amplituda tych wahan
bedzie systematycznie malata az do momentu, w ktérym wahania catkowicie
zanikna. Krétko méwiac, listewka taka stanowi wahadlo fizyczne. Jego ruch jest
caltkowicie przewidywalny — wahania beda wykladniczo zanikad.

Sprobujmy teraz przewidzieé, jakie wahania bedzie wykonywal uklad ztozony

z czterech kawalkéw listewek przedstawiony na rysunku 1. Uklad ten nazywany
jest wahadtem Toda. Dwa kawalki listewek — pionowy k oraz poziomy r

— polaczone sa sztywno i tworza ksztaltke w postaci litery T, ktéra moze
obraca¢ si¢ na poziomej osi a. Na koncach poziomej listewki r znajduja sie

osie o, a na nich moga si¢ obraca¢ dwa pionowe kawalki listewki [. Calosc¢
zamocowana jest na wsporniku w osadzonym w podstawie p.

W fizyce decydujacym sprawdzianem przewidywan jest eksperyment, dlatego
wykorzystajmy go w celu weryfikacji naszych przypuszczen. Warto to

zrobié¢, tym bardziej ze wahadlo Toda nietrudno jest zbudowaé¢ samodzielnie

z powszechnie dostepnych materialéw. Potrzebne nam beda dwa kawaltki
listewki k, r o gruboéci 1 c¢m, szerokosci 3 cm i dlugosci 15 cm oraz dwa
kawalki [ o dlugosci 10 cm. Kawalek listewki lub preta w o Srednicy okolo 2 cm
i dtugosci 25 cm bedzie spelnial role wspornika, a kwadratowa plytka p o boku
okoto 15 cm postuzy za podstawke.

Listewki k, r o dlugosci 15 cm laczymy gwozdzikami, tak zeby utworzyty
ksztaltke w postaci litery T. W kofice poziomych ramion tej litery wbijamy
niewielkie gwozdziki o, przeznaczone na osie obrotu listewek [ o dlugosci 10 cm.
W koncach tych listewek wiercimy otworki o $rednicy wiekszej od $rednicy
gwozdzikéw, takie zeby listewki mogly sie na nich swobodnie wahaé. Pret w

i plytke p taczymy, tworzac wspornik z podstawa. We wspornik wbijamy
gwozdzik a shuzacy jako o catego wahadla, a w pionowym odcinku ksztaltki T
wiercimy odpowiedni otworek.

W ten sposéb zbudowalisémy wahadto Toda, ktére na rézne sposoby bedziemy
wprawiali w ruch. Na poczatek odchylmy poziome ramie r i pu$¢my wahadto
swobodnie. Obserwujmy, jakie ruchy wykonuje wahadto. Jak zachowuja sie
listewki [? Ponownie odchylmy poziome ramie o taki sam kat, jak poprzednio,

i obserwujmy ruch wahadta. Czy wahadlo wykonuje takie same ruchy? Okazuje
sig, ze wahadlo nieoczekiwanie zmienia swdj ruch. Dla przyktadu, w pewnym
momencie listewka [ wykonuje pelny obrét lub obraca sie cale wahadlo. Ruchy
wahadla odchylonego dwukrotnie o taki sam kat nie sa powtarzalne. Ruchy te
wykazuja cechy chaosu, ktérym rzadza jednak pewne prawa, np. mozna obliczy¢
prawdopodobienstwo wykonania okreslonego ruchu, dlatego chaos ten nazywa sie
chaosem deterministycznym. Jego przyczyna jest wielo$¢ stopni swobody, czyli
niezaleznych ruchow, ktére moga wykonywaé poszczegolne czesci wahadla.

Osobom majacym nieco wiecej cierpliwosci mozna zaproponowaé¢ zbudowanie
wahadla chaotycznego w ksztalcie pajacyka (rys. 2). Figurka pajacyka zostala
wykonana z czterech kawalkow listewki r, ¢, n o szerokosci 3 cm i gruboéci

1 cm, polaczonych na stale gwozdzikami. Orientacyjna wysokos¢ figurki wynosi
15-25 cm. Glowe g stanowi krazek ze sklejki lub tektury o érednicy 4-5 cm.

Na koncach ramion i nég tej figurki wbite sa gwozdziki o, wokot ktoérych

moga obracaé sie cztery kawalki listewki [ o dlugosci okoto 10 cm. Réwniez
cala figurka moze obracaé sie wokét gwozdzika a, whbitego we wspornik w,
przymocowany do podstawy p. Gotowe wahadlo chaotyczne w postaci pajacyka
przedstawia fotografia 1. Takze ten pajacyk wychylony z polozenia réwnowagi
wykonuje wahania majace cechy chaosu deterministycznego, spowodowane
wielo$cig stopni swobody.
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Rys. 3. Wahadlo Van der Pola;
m — magnes pierScieniowy, w — wspornik,
n — nitka, k — kulka lub nakretka stalowa.

Rys. 4. Inna wersja wahadtla

Van der Pola; m — magnes krazkowy,
w — wspornik, n — nitka, k£ — stalowa
kulka lub nakretka, p — podstawa.

Dla Czytelnikow, ktérzy nie lubia prac w drewnie, przeznaczona jest propozycja
wahadla Van der Pola, skltadajacego sie ze stalowej kulki lub nakretki zawieszonej
nad magnesem (rys. 3). W celu zbudowania tego wahadla wystarczy niewielka
kulka stalowa z otworem lub nakretka, pierécieniowy magnes ferrytowy o srednicy
5-6 cm lub wiekszej, wymontowany np. z uszkodzonego glosnika, kawatek nitki,
drut aluminiowy o grubosci 2—4 mm i tasma klejaca. Drut aluminiowy dwukrotnie
zaginamy pod katem prostym, tworzac wspornik i za pomoca tasmy klejacej
mocujemy go do magnesu. Nitke przewlekamy przez otwor w kulce lub nakretce

i zawigzujemy. Drugi koniec nitki przywiazujemy do wspornika, tak zeby kulka
mogla poruszaé sie na wysokosci kilku milimetrow nad magnesem.

Sprébujmy teraz przewidzie¢ ruch kulki, wychylonej z polozenia réwnowagi

i puszczonej swobodnie nad magnesem. Mogloby sie wydawaé, ze kulka bedzie
poruszala sie wzdluz prostoliniowego odcinka tam i z powrotem z malejacym
wychyleniem, podobnie jak kulka wahadla matematycznego. Okazuje sie jednak,
ze takie przewidywania sa calkowicie btedne, poniewaz kulka porusza si¢ po
skomplikowanej linii krzywej, niespodziewanie zmieniajac swdj kierunek ruchu

i predkosé. Jezeli dwukrotnie puscimy kulke z tego samego wychylenia, to okaze
sie, ze tory ruchu beda za kazdym razem inne. Wynika stad, ze ruch stalowej
kulki nad magnesem wykazuje cechy chaosu deterministycznego. Chaos ten
spowodowany jest nieliniowa zaleznos$cia sity oddzialywania magnetycznego od
odleglosci miedzy kulka i magnesem.

Jezeli nie mamy magnesu w ksztalcie pierscienia, to réwniez mozemy zbudowaé
wahadlo magnetyczne. Wystarcza 3-4 magnesy krazkowe o srednicy okoto

1,5 cm, uzywane do przytrzymywania kartek na tablicy magnetycznej lub
lodéwece, albo prostokatne magnesy stosowane w zatrzaskach meblowych.
Magnesy takie przyklejamy w réznych polozeniach do drewnianej podstawki,
nad ktéra bedzie sie poruszala stalowa kulka lub nakretka (rys. 4).

Na zakonczenie warto jeszcze zwrdci¢ uwage na pewna interesujacg prawidtowosc.
Obserwujac ruch kulki, zauwazamy, ze wraz z uplywem czasu jej wychylenia
staja sie coraz mniejsze, przy czym w koncowym etapie odbywaja sie one w poblizu
pewnego tuku lub odcinka. Ten graniczny tuk lub odcinek, do ktérego dazy ruch
kulki, nazywa sie w teorii chaosu deterministycznego atraktorem.

LoH,

Jezyk natury i architektury
Andrze; WALAT

Popularna ksiazka Vratko Srobara Przygoda matematyczna zaczyna sie od zdania:
Wielki Galileusz napisal w jednej ze swoich rozpraw te pamietne stowa: Przyroda
mowi jezykiem matematyki: literami tego jezyka sq kola, trojkqty i inne figury
geometryczne.

Autorzy dwutomowego dzieta Granice chaosu. Fraktale — Peitgen, Jiirgens

i Saupe (1995) juz mysleli inaczej: Elementami tradycyjnego jezyka — geometrii
euklidesowej sq podstawowe, dobrze znane figury takie jak proste, okregi i sfery.
Natomiast elementow naszego nowego jezyka nie mozna bezposrednio obserwowac.
Sq nimi algorytmy, ktore mogq byé przeksztalcane na ksztalty @ struktury jedynie
przy uzyciu komputeréw. Co wiecej, zasob tych algorytmicznych elementow

jest niewyczerpalnie wielki. Mogq wyposazyé nas one w opisowe narzedzia

0 ogromnych mozliwosciach. Kiedy opanujemy juz ten nowy jezyk, bedziemy mogli
opisac ksztalt chmury z takg latwoscig i tak dokladnie, jok architekt potrafi opisaé
budynek w jezyku tradycyjnej geometrii.

Kréotko méwiac, zdaniem Peitgena, Jiirgensa oraz Saupego: jezykiem natury jest
geometria fraktalna — tradycyjna geometria jest jezykiem architekta.

A co na ten temat sadza architekci? Zajrzyjmy do elementarnego przewodnika
po historii architektury Jeremy’ego Melvina (2006) bedacego zbiorem krétkich
opisow réznych kierunkéw. Kazdy opis sktada si¢ z wprowadzenia, kilku nazwisk
glownych tworcoéw, zwieztej definicji i stow kluczowych charakterystycznych dla
danego ,izmu”. Stowa kluczowe dla metaracjonalizmu to: IT (Information
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Technology), wariacja, fraktale, sktadanka.
Geometria fraktalna jest wiec nie tylko jezykiem natury,
ale réwniez wspotczesnej architektury.

W 2002 roku ukazala sie interesujaca ksiazka Informal
Cecila Balmonda — inzyniera konstruktora, a takze
teoretyka i profesora architektury. Jest to ilustrowana
historia jego wspolpracy z najwybitniejszymi
architektami XX wieku nad wieloma stynnymi
projektami — opis wylegania sie i realizacji oryginalnych
idei, a jednoczesnie zapis mysli o architekturze

i sztuce, matematyce: liczbach, figurach, algorytmach
i fraktalach. Balmond formalnie nie jest architektem,
tylko inzynierem konstruktorem, ale jego wktad

w realizowane z jego udzialem projekty byt tak duzy

i oryginalny, ze trudno nie uznaé¢ go za wspotautora,

a czasem moze gléwnego tworce dzieta. Charles Jencks
(znany krytyk i teoretyk architektury) napisal:

Cecil Balmond, jak wielu innych najwybitniejszych
tworcow architektury, ma bardzo wyrafinowang idee
nowego paradygmatu, ktory bez wgtpienia wywodzi

sie ze wspolczesnej nauki, jakg jest teoria zlozZonosci.
Tradycyjne podejscie do struktur i przestrzeni opieralo
sie na brylach platonskich i kwadratowych siatkach.
Poczynajgc od chiriskiej i egipskiej architektury az do
dzisiaj, takie podejscie ksztaltowalo wyglad naszych
projektow i miast. Nowy paradygmat, nie odrzucajgc
tradycyjnego punktu widzenia, umieszcza go w szerszym
kontekscie jako fragment wiekszej calosci. Klasyczne
wzory wystepujg w naturze w sferycznym ruchu planet
1 szeSciokgtnych platkach sniegu, ale natura generalnie
jest inna. Fale mézgowe, zapis pracy serca, wzrost
galaktyk wykazujg inne formy organizacyi.

Przyktadem proby wykorzystania w architekturze
nowych form organizacji przestrzeni dynamicznych,
spiralnych i nieokresowych jest spirala Libeskinda.
Jest to niezrealizowany projekt nowego budynku
Victoria & Albert Museum w Londynie, ktéry mial
powsta¢ w miejscu istniejacej obecnie kolumnady.
Libeskind i Balmond dtugo zastanawiali sig, czym
pokry¢ fruwajace Sciany ich budowli. Szybko odrzucili
my$l pokrycia ich parkietazem w stylu wzoréw islamu
lub Williama Morrisa. Potrzebowali czego$ bardziej
dynamicznego. W koncu zachwycili sie odkryciem
amerykanskiego matematyka, Roberta Ammana,
uktadu trzech rodzajéow plytek, ktérymi mozna pokryé
plaszczyzne, ale wylacznie nieokresowo. Znanych

jest kilka podobnych odkry¢, w tym popularne
odkrycie nieokresowego parkietazu za pomoca dwoch
rodzajow plytek Rogera Penrose’a. Trojwymiarowe
bryty, analogiczne do plytek Penrose’a, okreslaja
strukture jakiejs dziwnej postaci materii. Badanie tych
quasikrysztaléw stanowi zywy dziat krystalografii.
Cokolwiek na temat nieokresowych parkietazy mozna
przeczytaé w ksiazce Penrose’a ,Nowy umyst cesarza”,
wiecej mozna dowiedzieé sie z dostepnego w Internecie
artykulu Chaima Goodmana-Strausa Aperiodic
Hierarchical Tilings.

Wréémy do plytek Ammana i co z nimi zrobili
Libeskind z Balmondem. Ukladanka Ammana sklada
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sie z trzech rodzajéw plytek: P, R i Q. Rysunek 1
przedstawia plytke P podzielong na cztery mniejsze
szare plytki P oraz jedna ptytke R — biala i jedna
plytke Q — czarna. Kazda ptytke R, a takze plytke Q
podobnie jak P mozna podzieli¢ na mniejsze ptytki
P, Q oraz R. Proporcje bokéw plytki P (a takze R
oraz Q) opieraja sie na stosunku zlotego podziatu

z ~ 1,618. Dzielac plytki na coraz mniejsze czesci,
dostajemy zlozone rysunki tworzace trzy ciekawe
rodziny fraktali. Jesli proces dzielenia zaczniemy od
plytki P, to w granicy otrzymamy pelne pokrycie figury
ztozonej z dwoch przylegtych kwadratéw.

L&B postanowili pokryé Sciany swojej spirali fraktalami,
ktére powstaja w ten sposob, ze zaczynamy proces
podziatu od plytki P, a nastepnie dzielimy, teoretycznie bez
konca, wszystkie plytki typu P oraz Q, ale nie dzielimy
plytek R. W ten sposéb otrzymujemy ztozone uklady,
takie jak na rysunku 2. Aktywnym Czytelnikom polecam
samodzielne napisanie procedury kreslenia fraktali
Libeskinda—Balmonda. Nagroda bedzie przyjemnos¢
obejrzenia, jak powstaje obraz fraktala, a szczegdlnie
pewnych nieoczekiwanych ,efektéw ubocznych”.
Rozwiazanie zadania w aneksie na stronie WWW Delty.

~
*
o0
R
P |=
(=]
R
P =
P
2,618 % b

Rys. 1

Rys. 2
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Plakat Réwne sumy pdl

Gdy zawigzane zostalo nasze stowarzyszenie,
natychmiast pojawilo si¢ pytanie, w jaki spos6b SEM
chcialoby opowiada¢ o matematyce. Pewna metode
popularyzacji podpowiedziata nam Delta — w szufladach
redakcji znalazto si¢ kilka wydrukowanych przed laty
plakatéw z intrygujacymi problemami matematycznymi.
Idac tym tropem, stworzyliSmy swéj pierwszy plakat
Rowne sumy pol.

Druk plakatu w liczbie 500 egzemplarzy zostal
ufundowany przez wydawnictwo BC.Edukacja, za co
serdecznie dzigkujemy.

Plakat rozprowadzaliSmy przy okazji konferencji, szkolen
i innych spotkan z nauczycielami matematyki. Zyskat
on bardzo duza popularno$é, a caly nakltad zostat
rozprowadzony w ciagu zaledwie kilku tygodni.

Tym, ktérym nie udato sie zdoby¢ plakatu,
proponujemy plik komputerowy, ktory mozna Sciagnaé
z naszej strony internetowej. Plakat mozna rowniez
obejrze¢ na okladce Delty 2/2009 i mmm 4/2008.

Mamy nadzieje, ze ten pierwszy plakat stanowié

bedzie dobry poczatek dlugiej serii plakatéw SEM i ze
matematyka na nich prezentowana przypadnie do gustu
odbiorcom.

P\

Rys. 1 Rys. 2

O co chodzi w plakacie?

Na to pytanie kazdy powinien odpowiedzie¢ sam, bowiem
rola plakatu jest wtasnie intrygowaé. Gdy jednak przyjrzymy
sie plakatowi Rowne sumy pol, dojdziemy do wniosku, ze
chodzi tu o to, iz suma pél obszaréw jasnozielonych jest
réwna sumie pol obszaréw ciemnozielonych. W szczegdlnosci

jest to prawda dla tréjkata réwnobocznego (w lewym

gérnym rogu plakatu). Punkt wewnatrz tréjkata jest
wybrany dowolnie, a punkty na bokach to jego rzuty
prostokatne na boki (rys. 1).

Mozna takze zauwazy¢, ze jesli rzuty prostokatne zastapimy
srodkami bokdéw, to wlasnosé réwnych sum pél pozostanie
prawdziwa (rys. 2). Nasuwa sie pytanie: jak, majac dany
punkt wewnatrz tréjkata réwnobocznego, wybieraé

na jego bokach punkty, aby sumy odpowiednich pdl

byty réwne?

Dwa inne przyktady dotycza szesciokatéw foremnych.

W jednym z tych szesciokatéw lezy punkt (rys. 3),

a w drugim inny, mniejszy szesciokat foremny. Réwniez
w tym przypadku mozna dostrzec ciekawg modyfikacje:
sumy poél przeciwlegtych obszaréw sa réwne (rys. 4). Stad
kolejne pytanie: jakie zaleznosci pdl obszaréw mozna
udowodnié¢ w 2n-kacie foremnym?

Réwniez pozostate przyklady stwarzaja wiele mozliwosci do
samodzielnej inwencji twoérczej.

O 4

Rys. 3 Rys. 4

Piszcie do nas! Najciekawsze prace opublikujemy.

Zarzqgd SEM
stowarzyszenie.em@gmail.com

SEM jest organizatorem Olimpiad Matematycznych
Gimnagzjalistow.

Oto kilka danych na ten temat.

Liczba uczestnikéw dotychczasowych Olimpiad

rok szk. | Tetap | Il etap | III etap
1 2005/6 864 348 119
1I 2006/7 452 315 70
111 2007/8 666 517 124
v 2008/9 550 400 124
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Najlatwiejsze zadanie tegorocznego II etapu

4. W turnieju tenisa stolowego wzieto udzial 50 zawodnikéw. Kazdy
zawodnik rozegrat jeden mecz z kazdym innym zawodnikiem, nie byto
remiséw. Czy mozliwe jest, aby kazdy z uczestnikéw wygral te sama
liczbe meczéw? OdpowiedZ uzasadnij.

Széstke uzyskalo 238 uczniéw na 400 startujacych.

Najtrudniejsze zadanie tegorocznego II etapu

5. Ostrostup prawidlowy szesciokatny przeci¢to ptaszczyzna, ktora
przecina wszystkie jego krawedzie boczne. W przekroju otrzymano
szesciokat wypukly ABCDEF. Wykaz, ze proste AD, BE i CF
przecinaja sie w jednym punkcie.

Széstke uzyskato 38 uczniéw na 400 startujacych.



Klub 44

Termin nadsylania rozwigzan: 30 VI 2009

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
464 (WT = 2,10) i 465 (WT = 1,90)
z numeru 10/2008

Jerzy Witkowski Radlin 40,03
Tomasz Wietecha Tarnéw 28,63
Krzysztof Magiera FLosiéw 27,27

Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 26,00
Andrzej Idzik Bolestawiec 24,36

a )

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch

lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do 1
z dokladnoscig do 0,1. Oceng¢ mnozymy przez wspétczynnik trudnosci danego zadania: WT =4 —
35/N, gdzie S oznacza sume¢ ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére nadestatly
rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle
punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie i w ktérejkolwiek
z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z fizyki nr 476, 477
Redagugje Jerzy B. BROJAN

476. Dwie male plytki olowiane ustawiono pionowo, przedzielajac je kawalkiem
korka, $cidnieto obcegami, zawiazujac raczki drutem i zamocowano obcegi
nieruchomo. Gdy na plytkach poziomo potozono rozgrzany pret metalowy,
zaczal sie on  kolysaé” — przechyla¢ na przemian w jedna i druga strone (rys. 1).

Wyjasnié przyczyne zjawiska.

477. Male cialo (punkt materialny) porusza si¢ po ,powierzchni $rubowej”,
opisanej rownaniami parametrycznymi

y=rsina, z=da (ria— zmienne niezalezne, d — stala).
Jedyna sila dzialajaca na cialo jest sila utrzymujaca je na tej powierzchni,
skierowana prostopadle do niej. W chwili poczatkowej zmienna r miata wartosé rg,
a predkosé tworzyla z wektorem [rg cos ag, ro sin «g, 0] kat 3 (ze zwrotem w strone

osi = 0, tzn. poczatkowo r malalo). Jaki warunek powinny spelniaé¢ wymienione

Rys. 1
T = TcCcosda,
N -—
5 cm 10 cm 10 cm
- . -—
Rys. 2

Przypominamy tresé¢ zadan:

468. Na dwoch jednakowych cienkich otéwkach polozono linijke

(rys. 2) i powoli, ptynnym ruchem zblizano do siebie oltéwki. Gdy
zaznaczone wymiary osiagnely podane wartosci, linijka przestata

si¢ slizga¢ po prawym oléwku, a zacze¢la po lewym. Jaki wniosek na
temat wartos$ci wspotczynnikéw tarcia kinetycznego fi i statycznego fs
mozna wyciagnaé z tych danych?

469. Nadwyzka ci$nienia wewnatrz banki mydlanej jest (jak mozna
wykazaé) odwrotnie proporcjonalna do promienia bariki. Udowodnié,
ze molowe cieplo C' powietrza zawartego wewnatrz banki zawiera si¢
w przedziale

3
Cv+R<C<CV+5R,
gdzie Cvy jest cieplem molowym przy stalej objetosci,

a R — uniwersalng stala gazows. Powietrze nalezy uznacd za gaz
doskonaly, a ci$nienie zewnetrzne — za stale.

468. Srodek masy linijki jest w rozpatrywanym
momencie w odlegtosci 2,5 cm od prawego oléwka

i 7,5 cm od lewego, a poniewaz linijka jest w stanie
bliskim réownowagi, wiec sita nacisku na prawy oléwek
jest réwna 3/4 jej ciezaru, a sila nacisku na lewy —

1/4 ciezaru. Sily poziome (tarcia) sa réwne, przy czym
prawa byla dotad sita tarcia kinetycznego, a lewa
osiagneta maksymalng wartos¢ sily tarcia statycznego.
Zatem wspoélezynniki tarcia spelniaja zwiazek 3 fi = fs.
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parametry, aby cialo nie trafilo w 0$7 Jedli ten warunek jest spelniony, to jaka
minimalng warto$¢ osiagneta zmienna r podczas ruchu ciata?

Rozwigzania zadan z numeru 12/2008

469. Zgodnie ze wskazdéwka ci$nienie wewnatrz banki
jest réwne p = pam + o/r. Rézniczkujac réwnanie
Clapeyrona, otrzymujemy

(patm - 3) dV — ZVdr = nRdT.
r T

Podstawienie V' = %7‘(‘7“3 idr= % prowadzi do
prostszej postaci

P
<patm + U) AV = nRAT.
3r

Postepujemy w sposéb analogiczny do zwyktego
wyprowadzenia zaleznosci migedzy cieptem molowym
przy stalym cis$nieniu a cieptem molowym przy

stalej objetosci, tzn. opieramy sie na I zasadzie
termodynamiki, w ktorej przyrost energii wewnetrznej

i praca sa dane wyrazeniami dU = nCydT, W = —pdV'.
Do réwnania Q = nCydT + pdV nalezy podstawié
znaleziony wyzej zwiazek miedzy dV a dT', co daje
rezultat

Patm + %

2
Patm + 3_(;

Cieplo molowe C jest ilorazem @ przez ndT, wiec
stusznosé tezy jest widoczna.

Q =nCvdT + nRdT.
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Termin nadsylania rozwigzan: 30 VI 2009

Zadania z matematyki nr 579, 580
Redaguje Marcin E. KUCZMA

579. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne n, dla ktérych suma 1 4+2+...+n
jest dzielnikiem iloczynu 1-2-... n.

580. Znalez¢ wszystkie funkcje ciagte f:R — R, spelniajace rownanie

fe+fly+2)+fly+fz+2)+fz+flz+y)=0
dla z,y,z € R.

Zadanie 580 zaproponowal pan Tomasz Tkocz z Rybnika.

Rozwigzania zadan z numeru 12/2008

Przypominamy tres¢ zadan:

571. Na jednym polu nieskoniczonej szachownicy (wypelniajacej co najmniej jedno z pdl zbioru Z bedzie zajete. Podaé przyktad
calg plaszczyzne) stoi pionek, pozostate pola sa wolne. Wykonujemy takiego zbioru; im mniej p6l w zbiorze Z, tym lepsze rozwiazanie.
cigg ruchéw. W kazdym ruchu wybieramy pole, zajete przez pionek

i sgsiadujace (majace boki wspdlne) z co najmniej dwoma polami 572. Czy istniejg liczby naturalne a, d wzglednie pierwsze,
wolnymi; usuwamy pionek z wybranego pola i stawiamy pionki na d > a > 1, takie, ze dla kazdej liczby naturalnej k mozna znalezé
dowolnych dwéch wolnych polach sgsiednich. Wykazaé, ze istnieje taki liczbe naturalng n, dla ktérej a 4+ nd jest k-ta potega liczby
skonczony zbiér pél Z, ze po dowolnej liczbie wykonanych ruchéw naturalnej?

571. Numerujemy rzedy poziome oraz rzedy pionowe kolejnymi liczbami
catkowitymi. Kazde pole zostalo oznaczone parg liczb catkowitych. Przyjmijmy,
ze pionek w pozycji startowej stoi na polu (0, 0).

Waga pola (i, j) bedziemy nazywaé liczbe 2-i1=13l Waga zbioru pél — to suma
wag wszystkich pdl w tym zbiorze. Waga rzedu poziomego, przechodzacego
przez (0,0), wynosi 1 + 2(% + i + % +.. ) = 3. Waga kazdego z przyleglych don
rzedow poziomych jest dwukrotnie mniejsza; itd. Waga calej szachownicy wynosi
3+43-2(5+3+5+...)=9.

WezZmy pod uwage zbiér pol zajetych przez pionki po n-tym ruchu. Jesli usuniety
w (n 4 1)-ym ruchu pionek stoi na polu (4, j), to kazdy z dwéch nowych pionkéw
zostanie postawiony na jednym z czterech pol (i +1,75), (¢, +1). Waga kazdego
z tych pdl jest niemniejsza niz polowa wagi pola (i, 7). Zatem waga zbioru pél
zajetych przez pionki nie zmniejszy si¢ i w kazdym momencie bedzie réwna

co najmniej 1 (bo taka byla waga pola (0,0), zajetego w chwili poczatkowej).

Niech Z bedzie dowolnym skoniczonym zbiorem pdél, ktérego waga wynosi

co najmniej 8. Cala reszta szachownicy ma wage niewigksza niz 1 1 w zadnym
momencie nie jest calkowicie wypelniona pionkami (ktére przeciez zajmuja
tylko skonczenie wiele pdl). Tak wigc w kazdym momencie laczna waga zajetych
pél poza zbiorem Z jest mniejsza od 1; a to znaczy, ze co najmniej jedno pole
zbioru Z jest zajete.

Na calej szachownicy mamy jedno pole o wadze 1, cztery pola o wadze 1/2,
osiem pol o wadze 1/4, dwanascie pdl o wadze 1/8, itd.; 4n pdl o wadze 27" dla
n > 1. Skonhczony zbiér Z o wadze réwnej 8 mozemy uzyskaé, biorac wszystkie
pola o wagach réwnych co najmniej 1/16 oraz szesnascie pdl o wadze 1/32
(dowolnie wybranych sposréd dwudziestu takich pol):
1 1 1 1 1

1+4+4- 24—8-44-12- 84—16~ 164—16-32 =38.

Tak okreslony zbiér Z liczy 57 pdl i spelnia postawiony warunek.

572. Przypusémy, ze a, d sa liczbami o podanych wlasno$ciach. Wezmy
k = p(d), gdzie ¢ jest funkcja Eulera. W mys$l postulowanego warunku istnieja
takie liczby naturalne n oraz z, ze a + nd = z*. Liczba d jest wzglednie pierwsza
z liczba a (warunek zadania), wiec i z liczba x. Zatem na mocy twierdzenia Eulera

a+nd=a"=299D =1 (mod d).
To znaczy, ze dla pewnej liczby naturalnej m zachodzi réwnos¢ a + nd = 1 4+ md.
Skoro za$ a > 1, to m > n. Otrzymujemy

a—1=(m-—n)d=>d,

wbrew zalozeniu, ze a < d. Uzyskana sprzeczno$¢ dowodzi, ze takie liczby a, d
nie istnieja.
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Rozwigzanie zadania M 1239.
Poniewaz XADB = XAEB = 90°, wiec

punkt M jest érodkiem okregu opisanego
na czworokacie ABDE.

Stad M D = ME, a zatem prosta MK
jest symetralng odcinka DE. Wobec tego
DK = EK. W efekcie uzyskujemy

XAKE =2XADE = 2XABE = XAME,
co oznacza, ze punkty A, M, K, E leza

na jednym okregu.

@

Rozwigzanie zadania F 738.

Przy danej czestotliwosci pradu opor
pojemnosciowy kondensatora jest réwny:

Widzimy wiec, ze R > Zc, zatem spadek
napigcia na oporniku Ur &~ U/2 = 110 V.
Moc jest tracona jedynie na oporniku

i wynosi

Zc

1

= — ~3.10° Q.
2rfC

U2
pP="£_—0p1217.
R

Patrz w niebo

Galaktyki spiralne stanowia w przyblizeniu 80% wszystkich galaktyk (na pozostale
skladaja sie galaktyki eliptyczne i nieregularne). Sposrdd spiralnych ponad
polowa to galaktyki tzw. przegrodzone (inaczej — z poprzeczka). Przegroda

lub poprzeczka nazywa sie centralne zgeszczenie (bulge) wyraznie niemajace
symetrii obrotowej. Ramiona spiralne ,wyrastaja”’ w takiej galaktyce zazwyczaj
z najbardziej oddalonych koncéw przegrody. Wydaje sie, ze przegrody
najczesciej sa elipsoidami tréjosiowymi, przy czym rotacja galaktyki zachodzi
wokoét osi najkrotszej. Sa przypadki, ze przegroda jest niemal obiektem
liniowym. W wielu takich galaktykach byly mierzone predkosci gwiazd
wypelniajacych przegrody, byly tez robione liczne symulacje komputerowe

tych struktur, a mimo to pozostal do dzi§ nieroztrzygniety m.in. problem, czy
przegrody sa strukturami trwalymi czy przej$ciowymi. Obliczenia dowodza, ze
przegroda bez gestego jadra jest trwala, praktycznie przez dziesiatki miliardow
lat, podczas gdy obecnos¢ jadra powoduje jej zniszczenie. Wlasciwie jest to
zrozumiale, gdyz geste jadro musialoby petnié role, jaka w Ukladzie Stonecznym
pelni Stonce. Wszystkie gwiazdy w polu grawitacyjnym dominujacego

jadra musialyby je obiega¢ w przyblizeniu zgodnie z prawami Keplera, czyli

z predkosciami (zaréwno liniowymi, jak i katowymi) zaleznymi od odleglosci

i liniowy ich uktad nie bytby mozliwy.

Okazalo sie tez, ze w wyniku dosé¢ skomplikowanej mechaniki przegroda
stopniowo powoduje sptywanie materii miedzygwiazdowej do centrum
galaktyki. Wynikaloby z tego, ze (przynajmniej niektére) przegrody same
sobie gotuja zagtade. Przegroda powinna z czasem ulec rozmyciu i utworzy¢
w koncu centralne zgeszczenie o symetrii obrotowej. Przemawialyby za takim
scenariuszem réwniez oszacowania masy jadra realnych galaktyk: im mniej
wyrazna jest przegroda, tym wieksza jest masa centralnego zgeszczenia.
Przekorni badacze twierdza, ze jezeli nawet przedstawiony tu przebieg
ewolucji galaktyk przegrodzonych jest poprawny, to i tak galaktyki miaty
zbyt malo czasu, by go zrealizowa¢. W tym sensie przegrody bylyby tworami

trwalymi.
Tomasz KWAST

Kwiecien

Wodzac, nawet bez celu, niewielka luneta po Drodze Mlecznej, bez trudu trafi
sie rychlo na jaka$ gromade otwarta gwiazd. Jest ich tam mnéstwo. Takze

w Raku, a wiec daleko od Drogi Mlecznej, mamy duza i pickna gromade M44,
zwang Praesepe lub Zl6bek. Widaé ja golym okiem, gdyz ma jasnoéé 3,9 mag.
Lezy w odlegtosci 160 pc i zawiera ponad 300 gwiazd. Oczywiscie przez lornetke
dostrzeze sie nie wszystkie, niemniej jej widok zapada w pamieé¢, gdyz wypelni
ona na ogdél cate pole widzenia lornetki. Jest to gromada wyjatkowo mtoda

— dolna granice jej wieku oceniono na mniej niz pél miliarda lat. W Raku
znajduje sie w dodatku jeszcze jedna gromada, M67, o podobnej jasnosci 4 mag,
cho¢ nie tak bogata jak M44. Lezy w odleglosci 800 pc i jest z kolei jedna

z najstarszych gromad otwartych.

Merkury 26 IV znajdzie sie najdalej od Stonica i mozna go szukaé¢ wieczorem na
zachodnim niebie. Wenus i Marsa nie wida¢, gdyz obie te planety sa — jak Stonce
—w Rybach. Jowisz jest w Koziorozcu i dopiero nad ranem wschodzi. Saturn
jest we Lwie i widaé¢ go praktycznie przez cala noc. Pelnia Ksiezyca wypada
91V, a néw 25 IV. Ksiezyc zakryje Antaresa 13 IV oraz Wenus 22 IV, ale w obu
przypadkach w Polsce bedzie wtedy dzien. Okoto 21 IV mozna spodziewaé sie
$rednio obfitego roju Lirydéw.

T. K.
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Dziesie¢ wzorow na pole tréjkata
Joanna JASZUNSKA

Najpopularniejszym chyba wzorem na pole tréjkata jest S = %ahA. Zarazem wiadomo,
ze dtugosci bokéw jednoznacznie wyznaczaja trojkat. Powinny zatem wyznaczaé tez

POl
'U jego pole. I wyznaczaja, a wyraza to wzér Herona. Wyprowadzimy go, a przy okazji

< tez kilka innych wzoréw.

Przyjmijmy nastepujace standardowe oznaczenia w tréjkacie ABC':

e a,b, c — boki naprzeciwko odpowiednich wierzchotkéw,

e 2p=a+b+c— obwdd,

e S — pole,

® ha,hp, hc — wysokosci,

e [5,Ip,Ic,I — $rodki okregéw dopisanych i wpisanego,

®ra, B, TC, T, R — promienie okrggéw dopisanych,
wpisanego i opisanego,

e D, E, F — punkty styczno$ci okrggu wpisanego
z bokami a, b, c,

e K, L, M — punkty stycznosci okregu
dopisanego do kata BAC
z prostymi BC, AC, AB.
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A p—a F p—>b
Rys. 1
Najmocniejsze twierdzenie geometrii gtosi, ze dwa odcinki stycznych do okregu,
poprowadzone z jednego punktu, sa réwnej dtugosci, czyli na przyktad: AF = AE,
BF = BD oraz CE = CD. Wobec tego BF + CE = BD 4+ CD = a, czyli
2AF = AF+ AE=2p— (BF +CE+ BC)=2p—2a. Stad AF=AFE=p—a
i analogicznie BFF = BD =p—boraz CE=CD =p—c.
Podobnie AM = AL, BM = BK oraz CL = CK, wigc

2AM = AM + AL = (AB+ BK) + (AC+ CK) = 2p.
Stad AM =p = AL oraz BM = AM — AB=p—c.

A c B
Rys. 2

Skoro AM = p, to AB + BK = p, czyli
punkt stycznosci okregu dopisanego dzieli
obwdéd tréjkata na potowy.

Podobnie mozna wywnioskowaé (prosze sprébowad!), ze:

FM = BC oraz BK = CD,
111 1 1 11
+

Ufff. .. Pora przystapi¢ do zapowiedzianych wzoréw na pole
tréjkata. Zacznijmy od najprostszego. Z rysunku 2 wynika
wzoér S = pr, bo

TA  TB

2
TATB +TBrCc +TCTA =D,

S = Papcr 4+ Pacar + Paasr = ar + br + er = pr.
Wréémy do rysunku 1. Mamy AAMI4 ~ AAFI, bo
IMAI4 = %{BAC’ = XFAI oraz IaM | AB | IF. Zatem argro arra

ra _ IaM _AM _ p czylirg = 2~ SiTBJrTC .
r  IF ~ AF  p—a’ Y AT p—a
i analogicznie dla rp i r¢. Skoro S = pr, to otrzymujemy
S=ralp—a)=re(p—b)=rolp—o).
Dwusieczne katéw przyleglych sa prostopadte (prosze
sprawdzié!), wiegc BIa L IB. Jednoczesnie BM L I'F oraz

re  ha hs  he T’

Oczywiscie to nie koniec, istnieje wiele innych wzoréw
na pole tréjkata. Nietrudno, na przyktad, sprawdzié, ze
ha = csin B. Stad uzyskujemy

S = %ahA = %acsinB.

IaM 1 BF, stad ANlaBM ~ ABIF. Zatem

ra IaM BM p-c . (p—=0)(p—o
A _ 2 _P7C 1 WO

p—b_  BF IF p GAYETA r

i analogicznie dla rp i rc. Podstawiajac ten wzoér do

(p—a)(p—b)p— C)~

pr =8 =ra(p— a), otrzymujemy pr =
r

Pomnozenie obu stron przez pr i spierwiastkowanie daje

wzoér Herona: S = \/p(p —a)(p—b)(p—c).
Wzér ten rzeczywiscie pozwala wyznaczy¢ pole, gdy znamy
tylko dhugosci bokéw — wszak p = %(a +b+c).

Z wyprowadzonych powyzej wzoréw niemalze natychmiast
wynikaja kolejne. Na przyktad, mnozac stronami réwnosci

_pr _pr (p=b-09o
'B=——,TCc = -
p—>b p—c

r
i korzystajac z S = pr, otrzymujemy S = \/rrarprc.
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oraz ra =

Twierdzenie sinusow glosi, ze
a b c
sinA _ sinB  sinC
Skoro S = %ac sin B, otrzymujemy
1 b abc
S = 5(165{ =R
oraz S = 2R?sin Asin Bsin C.

2R.

Z powyzszych wzoréw mozna tez udowodnié, na przyktad, ze
1 1 1 1
— 4+ = — =
ab  bc  ca 2Rr
a takze ze srednica okregu wpisanego nie przekracza promienia
okregu opisanego, czyli 2r < R. Mozna réwniez wyprowadzic¢
wzory na r, R, ra i ha zalezne wylacznie od a, b i c.

Zachecam do odkrywania dalszych wzoréw na pole tréjkata
i ciekawych faktow z nimi zwiazanych!



