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Rys. 1. Juz dzieci w podstawéwce wiedza,
ze tréjkaty ABC, DEF sa ,takie same”.

K
P

Rys. 2. Z topologicznego punktu widzenia
krzywe v i § sa jednakowe, ale pierécien P
i kwadrat K juz nie.

Zbiér B jest ograniczony, gdy jest
zawarty w pewnej kuli. Na przyktad,
kazdy szescian jest ograniczony,
natomiast zadna prosta nie jest.

*student, Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

Wprowadzenie do zgrubnej geometrii
Michal SKRZYPCZAK™

Na geometrie mozna patrzeé jak na dziedzine badajaca réznorodne przestrzenie
metryczne. Podczas takich badan jedno z fundamentalnych zagadnien to
pytanie, jakie obiekty uwazamy za ,takie same”.

Powszechnie przyjete jest, ze figury izometryczne sa takie same. Moéwimy, ze
dwa zbiory A, B sa izometryczne, gdy istnieje funkcja zachowujaca odlegtosé,
przeprowadzajaca A na B.

Czesto rowniez figury podobne uznaje sie za jednakowe. Standardowy przyktad
to litera A pisana przez pania nauczycielke na tablicy i literki A pisane
w zeszytach dzieci.

Zaréwno izometrycznosé, jak i podobienstwo odnosza sie do ksztattu figury

(jej rozmiaréw, proporcji, katéw, . . .). Topologia podchodzi do figur w bardziej
ogolny sposob. Dwie figury (zbiory) A, B sa homeomorficzne, jesli istnieje

takie przeksztalcenie ciagle A na B, ze przeksztalcenie odwrotne B na A tez
jest ciagle. Na przyktad, jeden zbiér mozna przeksztalci¢ na drugi poprzez
rozcigganie 1 Sciskanie, dopuszczalne jest tez rozcinanie, byle tylko sklei¢ potem
ybak samo”. Mozna sobie wyobrazié, ze zbiory sa wykonane z gumy. Odcinek
otwarty (0,1) ={z € R: 0 < z < 1} jest homeomorficzny z prosta rzeczywista R,
intuicyjnie — wystarczy go rozciagna¢ do nieskonczonosci.

Zgrubna geometria to kolejny sposéb patrzenia na przestrzenie metryczne.
Sposéb ten rézni sie bardzo istotnie od poprzednio podanych. Nie jest

wazny dokladny ksztalt figury, czy jest ona gruba czy cienka, czy jest

w jednym kawalku czy nie. Istotne jest, jak figura wyglada ,z bardzo daleka”.
Ze zgrubnego punktu widzenia wszystkie zbiory ograniczone sa réwnowazne

(w szczegolnosci kazde dwa tréjkaty sa jednakowe). Natomiast zbiér ograniczony
nigdy nie jest réwnowazny zbiorowi nieograniczonemu, miedzy innymi odcinek
nie moze by¢ zgrubnie rownowazny proste;j.

W dalszej czesdci artykutu precyzyjniej opiszemy powyzsze intuicje.

Aparat zgrubnej geometrii pozwala bada¢ dowolne przestrzenie metryczne

i nie tylko. W tym artykule dla uproszczenia ogranicze si¢ tylko do przestrzeni
bedacych podzbiorami przestrzeni euklidesowych R™. Odlegtos¢ dwéch punktow
a,b € R™ oznaczaé bede d(a,b). Na przyklad dlan = 2,a = (21,y1),b = (22, y2)
mamy

d(a,b) = /(21 — 22)2 + (1 — yo)*.
Zdefiniujmy kilka rodzajéw funkcji o specyficznych wtasnosciach.
Definicja 1. Dla X,Y C R"™ oraz funkcji f: X — Y, méwimy, ze [ jest

e metrycznie wlasciwa (ang. proper), gdy przeciwobrazy wzdluz [ zbioréw
ograniczonych sq ograniczone;
czyli gdy dla kazdego zbioru ograniczonego B C'Y zbior

f7U(B)={zr e X: f(x) € B}
jest ograniczony.
e bornologiczna (ang. bornologous), jesli

VR>035>0Vayex d(z,y) < R = d(f(z), f(y)) < S;
czyli dla kazdego R > 0 mozna szacowaé, jak bardzo oddalone bedg obrazy
dowolnych dwoch punktow odleglych o mniej niz R.
e zgrubna (ang. coarse), jesli spelnia obie powyzsze wlasnosci.

Chodzi nam o to, by funkcje zgrubne zachowywaly globalny ksztalt przestrzeni
widzianej z dalekiej perspektywy. W zwiazku z tym nie powinny jej za bardzo
zgniata¢ (metryczna wladciwosé) ani przesadnie rozciagaé w zadnym kierunku
(bornologicznosé).
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Rys. 3. Prosta rzeczywista R i liczby
catkowite Z widziane z daleka.

-

B

Rys. 4. Zbiory A, B sa ograniczone, wiec
zgrubnie rownowazne.

(f x 9)(=,y) = (f(2),9(y))

Oczywiscie, dla kazdego zbioru X, idx () = z jest funkcja zgrubna. Ponadto
zlozenie funkcji zgrubnych tez jest zgrubne.

Pora na kilka przykladow.

e Niech R, oznacza zbiér wszystkich dodatnich liczb rzeczywistych. Funkcja
flx) = % : Ry — Ry nie jest ani wlasciwa, ani bornologiczna. Po pierwsze,
F71(0,1]) = [1,00), wiec f nie jest wlagciwa. Po drugie, dla R = 1 nie moze
istnie¢ takie S > 0, ze Vy yer, d(x,y) < R = d(f(x), f(y)) < S. Gdyby takie S
istnialo, to (/i/la x=1y= ﬁ byloby d(z,y) < R oraz d(1,25+1) =25 > S
— sprzecznosc.

e Funkcja f : N — N stale réwna 1 nie jest wladciwa (f~1({1}) = N),
ale jest bornologiczna, bo niezaleznie od R > 0,5 > 0, z,y, mamy
d(f(z), f(3)) = d(1,1) = 0 < .

e f(n) =n?: N — N jest wlaéciwa (zbiory ograniczone w N sa skoficzone),
ale nie bornologiczna. Gdyby f byla bornologiczna, to w szczegélnosci dla
R = 2 istnialoby takie S > 0, ze V, yer, d(z,y) < 2 = d(f(x), f(y)) < S.
Wtedy dla z = S, y =S + 1 mamy d(z,y) = 1 < R, a jednoczesnie
d(f(z), f(y)) =d(S?,5? +25+1) =25+ 1 > S — sprzecznosc.

e Funkcja f(z) = |z] z prostej rzeczywistej R w liczby calkowite Z jest zgrubna
(lz] to ,podloga x”, czyli najwieksza liczba calkowita mniejsza lub réwna ).
Proponuje to wykazaé.

Definicja 2. Dla danych zbiorow X,Y C R", przeksztalcenia f,g: X — Y
nazywamy bliskimi (ang. close), gdy zbior

{d(f(z),9(z)) s 2 € X}

jest ograniczony.

Jesli dwie funkcje spelniaja powyzsza definicje, to — gdy patrzymy na nie
z dostatecznie daleka — wydaja sie by¢ jednym i tym samym przeksztatceniem.

Przykladowo, jesli przeksztalcenie f : R™ — R™ przemieszcza kazdy punkt x € R™
o co najwyzej 100, to {d(x, f(x)) : x € R"} C [0,100], wiec f jest bliska idgn.
Oczywiscie, 100 mozna zastapi¢ dowolna ustalona liczba.

Definicja 3. Dwa zbiory X, Y CR"™ sq zgrubnie réwnowazne (ang. coarsely
equivalent), gdy istniejq takie funkcje zgrubne f: X —Y ig:Y — X, Ze ich
zloZenia sq bliskie identycznosciom (f o g bliskie idy oraz g o f bliskie idx).

Udowodnimy, ze dowolne dwa niepuste zbiory ograniczone B,C' C R" sa
zgrubnie rownowazne. Niech funkcje f: B — C, g : C' — B beda funkcjami
stalymi (przyjmujacymi po jednej wartosci). Jak latwo sprawdzié, funkcje te sa
zgrubne, bo zbiory B i C sa ograniczone. Ponadto ztozenia f o g, g o f to funkcje
stale, a skoro B jest ograniczony, to kazda funkcja stala B — B jest bliska idpg
(analogicznie z C). Wiec B i C sa zgrubnie réwnowazne.

Fakt 1. Jesli dane sqg funkcje zgrubne f,g : R — R, to funkcja
fxg:R?>—R2

powstajgca przez stosowanie f i g ,po wspolrzednych”, tez jest zgrubna.

Warto sprébowaé samodzielnie wykazaé¢ powyzszy fakt.

Fakt 2. Przestrzenie Z",R"™ sq zgrubnie rownowazne dlan =1,2,....

Dowdd. Ustalmy n. Rozwazmy f(x1,...,2x,) = (|z1],..., |2n]) : R" — Z" oraz
g(z) = z: Z™ — R". Funkcja f jest zgrubna, gdyz jest zastosowaniem funkcji
zgrubnej x — |z ,po wspélrzednych”. Funkcja g jest izometria (zachowuje
odleglo$ci punktéw), wiec oczywidcie jest zgrubna. Ponadto f o g = idz», wigc
f o g jest bliskie idzn. Z drugiej strony g o f przesuwa kazdy punkt o mniej niz
d((0,...,0),(1,...,1)) = y/n, wiec jest bliskie idgn.

Przestrzenie R™, R, dla n # m, nie sg zgrubnie rownowazne, jednak dowod
tego jest dalece nietrywialny, wykorzystuje pojecie wymiaru asymptotycznego —
zgrubnej wersji definicji wymiaru. Fakt ten oznacza, migdzy innymi, ze prosta
i plaszczyzna nie sa zgrubnie réwnowazne. Odpowiada to intuicji moéwiacej
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Rys. 5. 3-gwiazdka i inne trzy parami
nieréwnolegte proste sg zgrubnie
réwnowazne.

X
-

Przez K (x,r) oznaczam kulg¢ o srodku x
i promieniu 7.

o patrzeniu na przestrzen ,z bardzo daleka”: niezaleznie z jak daleka spojrzymy
na prosta, zawsze jest ona ,cienka” natomiast plaszczyzna zawsze jest ,szeroka”.

Pora na kilka ciekawych faktow.

Fakt 3. Niezaleznie od tego, jak polozymy na plaszczyZnie trzy proste (jesli tylko
zadne dwie z nich nie bedg réwnolegle), zbidr punktéw tych prostych jest zgrubnie
rownowazny 3-qwiazdce.

Powyzszy fakt pozostaje prawdziwy, gdy zamiast prostych rozwazymy pasy
ustalonej szerokoéci oraz gdy przejdziemy z R? do dowolnej przestrzeni R™.
Ponadto zamiast trzech prostych i $-gwiazdki, mozemy rozwaza¢ dowolne k
parami nieréwnoleglych prostych i k-gwiazdke.

Warto zwroéci¢é uwage, ze w powyzszym fakcie zgrubna réwnowaznosé jest
rozumiana szerzej niz w dotychczas przekazywanej intuicji. Zbiory zgrubnie
réwnowazne moga wygladacé nieco inaczej nawet z dalekiej perspektywy, byle
tylko mialy podobny globalny ksztatt.

Ze zgrubnego punktu widzenia ograniczone zaburzenia danego zbioru sa
nieistotne. Méwi o tym ponizszy fakt.

Fakt 4. Dla dowolnego nieograniczonego zbioru X C R™, dowolnej kuli K C R"
oraz zbioru B C K zbiory X oraz (X \ K)U B sq zgrubnie réwnowazne.

Konsekwencja powyzszego faktu jest stwierdzenie, ze plaszczyzna oraz
plaszezyzna z wycieta kula (kotem) np. o promieniu 1016 sa zgrubnie réwnowazne.

Kolejna operacja na zbiorze, ktéra nie wpltywa na jego zgrubne wlasnosci, jest
ypowiekszanie punktow”. Zamiast kazdego punktu zbioru wstawiamy dowolny
niepusty i ograniczony zbidr. Scislej jest to sformulowane ponize;j.

Fakt 5. Rozwazmy dowolne R > 0, dowolny zbior X C R"™ oraz rodzine zbioréw
{B:}zex — po jednym zbiorze dla kazdego punktu w X . Zaldzmy, Ze po pierwsze,
dla kazdego x € X 2bidr B, jest niepusty, a po wtére, ze B, C K(x, R). Wtedy

zbiory X oraz|J, ¢y Be sq zgrubnie réwnowazne.

Zastosujmy ten fakt dla R = 1, X bedacego prosta oraz zbioréw B, = K(x,1).
Wtedy zalozenia sa spetnione, a zbiér | J, . y B to pas o szerokosci dwa.
Dowodzi to, ze prosta i pas szerokosci dwa sa zgrubnie réwnowazne.

Osobom zainteresowanym zgrubng geometria polecam ksiazke [1]. Ponadto
pewnym rozszerzeniem powyzszego artykulu sa referaty [2].
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Gian Domenico Cassini, 1625-1712

Prawa Cassiniego
Sa to trzy prawa ruchu Ksiezyca, odkryte przezen obserwacyjnie:

1. Ksiezyc obraca sie woké! stalej w nim osi ze stala predkoscia katows rowna
$redniej predkosci ruchu orbitalnego — jest to intuicyjnie zrozumiale jako
zasada zachowania momentu pedu przy obrocie bryly sztywne;j.

2. Nachylenie ksiezycowego réwnika do ekliptyki jest state — j.w.

3. Os obrotu Ksiezyca, os orbity Ksiezyca i o8 ekliptyki maja wspdlny kierunek
prostopadly. Ot6z dos¢ skomplikowanym rachunkiem mozna wykazaé, ze
rzeczywiscie tak musi by¢, ale dla autora tej notatki pozostaje niezglebiona
tajemnica, jak w XVII w. mozna bylo ten fakt zaobserwowaé. Odkrycie przez
Cassiniego czterech satelitéw Saturna oraz skomplikowanej budowy jego
pierécieni (np. przerwy Cassiniego) czy obrotu Jowisza wydaje sie przy tym
zupelna btahostka.

T.K.



Od wlasnosci paraboli do réwnania funkcyjnego

Tytutowa wlasnos$é paraboli

*student, Wydzial Fizyki i Wydzial
Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

Tomasz TKOCZ™

Wtasnosé, o ktéra chodzi w tytule, jest nastepujaca:

(x) Jesli S jest Srodkiem cieciwy AB paraboli p, C za$ — punktem przeciecia
paraboli p i prostej réwnoleglej do jej osi przechodzqcej przez S, to styczna
do paraboli p w punkcie C' jest réwnolegla do jej siecznej AB.

Te przyjemna wlasno$é znal juz Archimedes (wykorzystal ja np. w swojej pracy
Kuwadratura paraboli, obliczajac pole odcinka paraboli — por. [2]). Geometryczny
dowdd powyzszego faktu moze byé bardzo ciekawym i pouczajacym zadaniem.
Analitycznie za$ mozemy probowaé rozumowaé, jak nastepuje. Niech nasza
parabola p bedzie wykresem funkcji f: R — R, f(z) = ax® + Bz + v, a # 0.
Wspdlrzednymi punktéw A i B niech beda odpowiednio (a, f(a)), (b, f(b)).
Wtedy C = (“T'H’, (QTH’)), wiec wystarczy sprawdzié¢, ze (latwy rachunek)

Fb) = fla) _ f’(“—“’), dla dowolnych a,b € R, a # b.

b—a 2

Ci, co znaja twierdzenie Lagrange’a o wartosci $redniej, zapewne pomysla
sobie teraz: aha, punkt Sredni z tezy tego twierdzenia dla funkcji kwadratowej
okazuje sie byé zawsze Srodkiem przedzialu (a,b)! Mozna jednak teraz zapytaé
odwrotnie: dla jakich innych funkcji f : R — R punkt sredni bedzie zawsze
srodkiem przedzialu? Réwnowaznie, wykresy jakich funkcji maja te wtasnosé,
ze sieczna bedzie réwnoleglta do stycznej poprowadzonej akurat w punkcie
o odcietej bedacej $rodkiem przedzialu? JesteSmy zatem ciekawi, czy sa jakies
inne krzywe o wlasnosci (%), czy moze parabola jest wyjatkowa.

Aby daé¢ odpowied%, wystarczy rozwiazaé réwnanie funkcyjne
b) — b
f() f(a):fl a+ , a?éb,
b—a 2
albo, ogélniej (zeby nie zaktadaé rézniczkowalnosci f), zadanie jest takie: znalezé
f,h:R — R, takie ze

F(b) = f(a) :h(a+b>, a+b.

b—a 2

Przystapmy do rozwiazania: niech f,h spelniaja powyzsze réwnanie. Przede
wszystkim zauwazmy, ze mozemy uwolnié sie od warunku a # b, gdyz zachodzi
oczywiscie

(+4) F0)— fla)= (b~ a)h(

Kladac a = 0, mozemy wyrazié¢ f za pomoca h

f(b) = bh(g) + f(0).

Zatem z (#*) mozemy zrobi¢ réwnanie z tylko jedna niewiadoma funkcja,

otrzymujac
b a a+b
bh{ = | —ah|{ =) =(b—a)h .
2 2 2

Wprowadzmy dla ulatwienia pomocnicza funkcje g(x) := h(%) — h(0). Mamy
bg(b) — ag(a) = (b—a)g(a+b), a,beR.

Podstawiajac b = —a, wobec g(0) = 0, dostajemy g(a) = —g(—a). Teraz,
zamieniajac a ha —a, mamy

(a+b)g(b—a) = bg(b) + ag(—a) = bg(b) — ag(a) = (b — a)g(a +b),
czyli dla takich a,b, ze a + b # 0, b — a # 0, jest
glb—a) gla+b)

a+b

), a,beR.

b—a a+b



Powyzsze rozwigzanie naszego réwnania
funkcyjnego pochodzi od J. Aczéla
por. [1].
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_“;'H, otrzymujemy % =g(1), dla z # 0,

Wstawiajac wiec np. b = xT'H, a=
czyli mamy wyznaczone g
9(x) = ax,
gdzie «a jest pewna stala. Stad
h(zx) = 2ax + S,
dla pewnych stalych «, 3, .

f(a) = ax® + Bz + 1,

7 drugiej strony, bez trudu sprawdzamy, ze powyzsze funkcje spelniaja
wyjsciowe réwnanie. Zatem parabola (w zdegenerowanym przypadku a = 0

— prosta) jest jedyna krzywa o dyskutowanej wlasnosci. Zadziwiajace, ze udalo
nam sie do tego dojsé zupelnie elementarnie.

Podsumowujac, stwierdziliSmy, ze wlasno$é () w pelni charakteryzuje parabole.

Mozemy jeszcze pokusic sie o interpretacje fizyczna tej charakteryzacji. Otéz,

nigdy niekonczacy sie¢ i nigdy niezaczynajacy sie ruch ciala wzdtuz prostej ma

wlasnos$é w kazdym przedziale czasu [t,t'] predkosé Srednia w tym przedziale jest
t+t’

réwna predkosci w chwili =5~ — bedgceej srodkiem tego przedziatu czasu, wtedy

i tylko wtedy, gdy jest to ruch jednostajnie przyspieszony.

Istotnie, rozwiazaniem rownania

o(t') = a(t) _ v(t”/), <t

t—t 2
z niewiadomymi funkcjami potozenia i predkosci od czasu z : R - Riv:R —= R
sa, jak widzieliSmy, z(t) = zo + vot + 3gt%, v(t) = vo + gt. Co ciekawe, to
fizyczne podejscie do geometrycznej wlasnosci paraboli moze pchaé nas dalej
i motywowaé do rozwiazywania innych réwnan funkcyjnych, gdyz pytaé
mozemy np., dla jakich ruchéw ciala po prostej jego predkoéé¢ srednia w kazdym
przedziale czasu zalezy tylko od dlugosci tego przedzialu. Odpowied?Z przyniesie
rozwiazanie rownania

=o' —t), t<t,

ale to juz inna historia.

Spotkanie z matematykiem

Osoby stojace przed wyborem
studiéw i biorace pod uwage

kierunek matematyka zastanawiaja

sie zapewne, jak takie studia
wygladaja i czym sie réznia
od innych. Jesli dodatkowo

przeczuwaja, ze moga zwiazaé sie

zawodowo z matematyka na cale

zycie, to chcialyby wiedzie¢, jak to

zycie bedzie wygladac.

Rozmowa z kims, kto wigkszosé tej drogi przebyt

i moze podzieli¢ si¢ swoim do$wiadczeniem, utatwia
wyobrazenie sobie nie tylko zrebow matematycznej
kariery, ale i tego, jak matematyka formuje sposéb
myélenia i postrzegania Swiata. Lekture ksiazki

lana Stewarta pt. Listy do miodego matematyka
mozna traktowac jako osobiste spotkanie z przyjaznie

Sa zatem i wskazowki, jak si¢ uczy¢ matematyki,

a potem, jak uczyé jej innych. Autor wie takze, ze kazdy
adept matematyki zastanawia sie, ile tej matematyki
jest, czy pozostato jeszcze co$ do udowodnienia, ktorg
dziedzina sie zajmowac i co robi¢, gdy przychodzi czas
znuzenia tymi wszystkimi twierdzeniami i abstrakcja.

7 pomocy anegdot Stewart przybliza nam ponadto
sposob pracy matematyka i zmagania si¢ z nowymi
problemami, przedstawia spoteczno$é¢ tych uczonych

— co 0 niej jest stereotypem, a co prawda. Oprocz
udzielania dobrych rad pozwala tez sobie na rozwazania
filozoficzne, ostatni list zatytulowany jest bowiem

Czy Bdg jest matematykiem? Wiedza matematyczna
jest przekazywana w ksiazce w znikomym stopniu.
Przedstawienie tresci jakiegos twierdzenia pojawia sie
w odpowiedziach na zadawane pytania, na przyktad:

po co sa dowody? Oprocz tego profesor przekonuje nas,
ze dowdd to opowiesé, ktorg matematycy opowiadajg
innym matematykom, wyrazona w ich wspolnym jezyku.

LISTY DO MtODEGO
MATEMATYKA

Gryizabawyz matematyka

nastawionym profesorem matematyki. Tematéw do

rozmow jest wiele, bo korespondencja rozpoczyna sie

w momencie, gdy Meg — ksiazkowa odbiorczyni listow —
rozwaza wlasnie, czy studiowa¢ matematyke, a konczy
sie, gdy sama zostaje profesorem.

Zachecam wszystkich ,mlodych matematykéw” — oséb
na poczatku matematycznej przygody — do spotkania
ze Stewartem. Przeciez dobrze jest przed wyprawa

rzeczytaé¢ odpowiedni przewodnik.
p y p p MH

Ian Stewart, Listy do mlodego matematyka, ttum. Pawel Strzelecki, Prészynski i S-ka, 2008



Kosmiczna linijka

3. Procjon: zagadkowy uklad podwédjny;
odleglosé 3,5 pc (4 pc na linijce)

Slonce jest gwiazda pojedyncza, lecz sprobujmy

sobie wyobrazi¢, jak wygladaloby zycie na Ziemi,
gdyby zamiast jednego Stonca byly dwa, to drugie,

na przyktad, w innym kolorze. .. Pomyst, wbhrew
pozorom, nie jest ekstrawagancki, poniewaz gwiazdy
czesto wystepuja w parach — jako gwiazdy podwojne —
a czasami nawet w trojkach (uklady potréjne).

Przyktadem gwiazdy podwdjnej jest Procjon. Lezy
on w odlegloéci 11,3 roku $wietlnego od Ziemi

i jest widoczny na niebie zimowym naszej pétkuli

w gwiazdozbiorze Malego Psa (Alpha Canis Minoris).
Jest to 6sma z najjasniejszych gwiazd, o jasnosci
widomej 0,38 magnitudo. Jej nazwa oznacza (z jezyka
greckiego) ,,Przed Psem” i jest zwiazana z tym, ze

na niebie gwiazda ta wschodzi przed Syriuszem, czyli
wPsia Gwiazda” (Alpha Canis Maioris).

Juz w polowie XIX wieku na podstawie ruchéw
Procjona przypuszczano, ze jest on gwiazda

podwdjna. Potwierdzily to obserwacje teleskopowe
wykonane w 1896 roku w Obserwatorium Licka przez
J. M. Schaberlego. Procjon A jest gwiazda ciagu
gtéwnego, o typie widmowym F i jasnosci absolutnej
7,3 raza wiekszej od jasnosci Stonca. Procjon B, jej
towarzysz, jest gwiazda 11 wielkosci. Gwiazdy obiegaja
sie¢ wzajemnie po ekscentrycznej orbicie, w Sredniej
odleglosci okolo 15 j.a., okres orbitalny uktadu wynosi
za$ 41 lat. Masa towarzysza, jak mozna oszacowaé na
podstawie III prawa Keplera, to okolo 0,65 masy Stonca.
Natomiast jego promien jest bardzo maly: zmierzona
wysoka temperatura powierzchniowa gwiazdy (okoto
7700 K), w polaczeniu z niewielka jasnoscia widoma,
daje promien rzedu 1,3 promienia Ziemi!

Gwiazda Procjon B ma zatem ogromna gesto$¢,
siegajaca miliardéw kg/m?. Przy takiej gestosci

czastki musza by¢ niezwykle gesto upakowane i tworzg,
materi¢ zdegenerowana. Jony sa zbyt duze, aby mogty
sie swobodnie poruszaé, utykaja wiec w strukturze
krystalicznej, natomiast elektrony poruszaja sie
swobodnie, tworzac gaz elektronowy. Cisnienie takiego
gazu ma te wlasciwos¢, ze nie zalezy od temperatury,

a jedynie od liczby czastek i ciasnoty ich upakowania.
Gwiazda, w ktérej doszlo do caltkowitego wyczerpania
paliwa jadrowego, zaczyna stygnaé, a jedynym, co
powstrzymuje jej zapadniecie si¢ pod wpltywem wtasnej
grawitacji, jest cisnienie zdegenerowanego gazu. Taka
gwiazda jest zwana bialym kartem z powodu swojej barwy
(chociaz znajduje sie takze biale karty koloru zéttego. . .).

Ostatnio Procjonem A interesuja sie gltéwnie
asterosejsmologowie w celu poréwnania jego wlasnosci
z wlasnoSciami Stonca. Badaja oni rozchodzenie si¢ fal
sejsmicznych we wnetrzu gwiazdy poprzez obserwacje
oscylacji na jej powierzchni, co pozwala na prawie
bezposrednia analize budowy gwiazdy. Stonice wykazuje
takie oscylacje, a ich badanie doprowadzito do odkrycia
problemu brakujacych neutrin stonecznych (zostalo to
nastepnie wyjasnione, dzieki eksperymentom fizykow,
jako przemiany neutrin elektronowych w mionowe

i odwrotnie).

Co do Procjona, to niemal 32-dniowe ciggle obserwacje,
przeprowadzone przez satelite MOST, nie wykazaly
oczekiwanych oscylacji. Byla to wigc nie lada zagadka.
Jednak pdzniejsze obserwacje, wykonane spektrografem
zainstalowanym przy naziemnym teleskopie w La Silla
w Chile, a nastepnie specjalna kampania obserwacyjna
prowadzona za pomoca 11 teleskopéw naziemnych,
pokazaly, ze Procjon jednak oscyluje podobnie jak
Stonice, lecz nie tak mocno, jak wezedniej sadzono.

Bozena CZERNY, Agnieszka JANIUK

Konkurs zadan astronomicznych

Na rozwigzania zadan A 51 A 6
czekamy do 1 kwietnia 2009 r.
(decyduje data stempla pocztowego)
pod adresem:

Centrum Astronomiczne
im. Mikotaja Kopernika
ul. Bartycka 18
00-716 Warszawa

A 5. Tle czasu musialoby by¢ nastonecznione (Slofice w zenicie) boisko pitkarskie
o rozmiarach 100 m x 70 m, aby pochlonelo energie réwna energii wytworzone;j
przez 1-megatonowa bombe jadrowa? Przyjac¢, ze 1 Mt bomba wytwarza

4-105 J, a stala stoneczna (iloéé energii stonecznej padajacej na jednostke
powierzchni Ziemi w jednostce czasu) to S = 1360 J/(m?s). [1 pkt]

A 6. Mglawica planetarna ma $rednice katowa 72’ i lezy w odleglosci 5000 lat
Swietlnych. Przesunigcie dopplerowskie linii widmowych swiadczy o tym, ze

mgtawica ekspanduje z predkoscia 15 km/s. Ile lat ma mglawica? [2 pkt]

Rozwigzania zadan z numeru 1/2009

A 1. Aby jakikolwiek fragment Krzyza Poludnia

mégl by¢ widoczny, biegun potudniowy nieba musi
znajdowaé si¢ nie glebiej pod horyzontem niz 34°, co
odpowiada szeroko$ci geograficznej 34°. Zatem z tej
szeroko$ci oraz z szerokosci bardziej péinocnych Krzyza
Potudnia nie widaé¢ w ogole. Natomiast z szerokosci

25° 1 bardziej poludniowych gwiazdozbiér moze by¢
widoczny w calosci.

A 2. Niech w oznacza predko$é katowa obrotu Ziemi,

a wq Srednia predkosé katowsa Ziemi na orbicie. Doba
aktualna to 24" = 27/(w + wy), a nowa doba z zadania
to x = 27 /(w — wg). Zatem

T  wtwe 2w

— = ~ (1 14 =2
24 w—wg (1+wo/w) + w

Ale wg /w = 1/365,25, bo jest $rednio 365,25 dni

w roku. Wobec tego nowa doba z zadania wynositaby

24" . 1,005476 = 24" 7m53%,



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Kolorowa biofizykochemia

Do przodu zyj, zyj kolorowo, marzenia najbarwniejsze
miej, $piewala Ewa Bem, ale piosenki tej nie mogl znaé
Osamu Shimomura, gdy pét wieku temu z pomoca
rodziny i przyjaciél przerabiat tony odtawianych meduz
Aequorea victoria w celu wyodrebnienia substancji
powodujacej zielong fluorescencje zgrubien na jej brzegu
po podraznieniu. Prawdopodobnie nie przypuszczal, jak
wielka rewolucja w badaniach biochemicznych dokona
sie dzieki odkrytemu przez niego zielonemu biatku
fluoryzujacemu GFP (green fluorescent protein). Czy
marzylo mu sie otrzymanie Nagrody Nobla z Chemii

za swoj rybacki trud? Nie mozna tego wykluczy¢. Zeby
marzenia mogty sie spelnié, trzeba je miec.

Shimomura nie byl jedynym zajmujacym sie Swiecaca
meduza. Pracowal juz wtedy na Uniwersytecie

w Princeton, gdzie przybyt na zaproszenie Franka
Johnsona. Wyodrebnienie Swiecacej substancji nikomu sie
jednak nie udawalo, co $wiadczylo o tym, ze fluorescencja
nie chciala zachodzié¢ in vitro. Pomégl przypadek.
Shimomura zaobserwowal fluorescencje, gdy kiedys
wrzucil troche przecieru z meduz do zlewu, w ktérym bylta
morska woda. Blysk byl jednak niebieski, a nie zielony.
Pézniej doszedl do tego, ze to jony wapnia powoduja
reakcje. Wspdlnie z Johnsonem, po kilku miesiacach pracy,
otrzymali kilka miligraméw biatka, ktore nazwali aequorin.
W publikacji wspomnieli réwniez o uzyskaniu jeszcze
mniejszej ilodci innego biatka, ktére swiecito na zielono po
o$wietleniu ultrafioletem. Byl to pierwszy opis proteiny
nazwanej pozniej GFP, ktéra miata zrewolucjonizowac
mikrobiologie.

Na razie nie bardzo byto wiadomo, dlaczego
bioluminescencja daje kolor zielony, podczas gdy
aktywacja wapniem powoduje Swiecenie na niebiesko.
Inaczej méwiac, dlaczego (i jak) in vivo aktywowane
jest GFP zamiast aequorinu. Na poczatku lat
siedemdziesiatych ubieglego wieku Shimomura wraz ze
wspolpracownikami (i konkurentami) doszli do wniosku,
ze niebieska luminescencja aequorinu (A = 470 nm)
odpowiada dlugosci fali powodujacej ekscytacje GFP,
a nastepnie emisje $wiatla zielonego (A = 510 nm).

W 1974 roku Shimomura wraz ze wspotpracownikami
wykazal, ze luminescencja aequorinu moze powodowaé
luminescencje GFP, a sprzezenie zalezy od wzajemnej
odleglosci protein.

Choé¢ Shimomura byl bardziej zainteresowany
aequorinem (o czym swiadczy chociazby zapozyczenie
nazwy wlasnie tego bialtka od nazwy meduzy), miedzy
innymi, jako potencjalnym indykatorem wapnia,

to nie zaprzestal badan GFP. W 1979 roku, po
potraktowaniu GFP papaina (enzymem wstepnie
trawigcym biatka, otrzymywanym, miedzy innymi,

7z papai), co zatrzymalo fluorescencje bialka,

odnalazl peptyd o tym samym spektrum absorpcji

co nienaruszone GFP. Badajac ten peptyd, niemal
bezbtednie okreslit budowe chromoforu GFP.

7

Rozleglych zastosowan GFP oraz jego pochodnych
nie mieliby$my, lub przynajmniej nie mielibySmy

tak predko, bez prac Douglasa Prashera, wielkiego
przegranego zeszlorocznej Nagrody Nobla. Jego

prace doprowadzily w 1992 roku do wyizolowania
genu odpowiedzialnego za tworzenie GFP. On sam
jednak podzielal opinie srodowiska o luminescencyjnej
nieaktywnosci proteiny GFP pozbawionej
enzymatycznego $rodowiska rodzimej meduzy. Mozliwe,
ze wlasnie ta zachowawcza opinia pozbawita go
zesztorocznej Nagrody.

Dostal ja natomiast Martin Chalfie, ktory po jej
przyznaniu powiedzial: ,Mogli réwnie dobrze da¢
nagrode Douglasowi zamiast mnie”. Martinowi
zamarzyto sie wprowadzenie genu GFP do nicienia
Caenorhabditis elegans (ulubionego robaczka
genetykéw), jeszcze zanim Douglasowi udato

sie sekwencjonowanie genu GFP. Obaj panowie
utrzymywali kontakt i dzieki temu, zaraz po
szczesliwym odtworzeniu genu, Martin mogt
poinstruowa¢ doktorantke Ghie Euskirchen, jak
wprowadzi¢ go do paleczki okreznicy (Escherichia coli).
Po miesigcu udalo si¢ bardziej niz Chalfie mog} sie
spodziewaé. Paleczki wyhodowane przez Euskirchen,
po os$wietleniu ultrafioletem, $wiecily na zielono! To
niespodziewane odkrycie braku potrzeby jakiejkolwiek
enzymatycznej maszynerii do aktywowania GFP jest
podstawa wszystkich wspdlczesnych zastosowan tego
typu $wiecacych protein.

Ostatnim z laureatéw zostal Roger Tsien, ktéremu
udalo sie zmodyfikowaé¢ GFP tak, zeby $wiecenie

byto mocniejsze i dawato inne barwy. Wyjatkowo
trudne okazato si¢ uzyskanie koloru czerwonego,

ktoéry jest szczegdlnie uzyteczny ze wzgledu na lepsza
penetracje zywej tkanki. Udalo si¢ tego dokona¢ poprzez
odchudzenie podobnych do GFP protein znalezionych
we fluorescencyjnych koralach przez Michaila Maca

i Siergieja f.ukianowa.

GFP i jemu podobne proteiny pozwalaja obecnie

na przestrzenne i czasowe monitorowanie rosnacej
liczby zjawisk w zywych organizmach. Jest to
mozliwe dzieki rozwojowi metod detekcji i sposobdw
zastosowania kombinacji protein o odpowiednio
dobranych czestosciach absorpcji i emisji, ale przede
wszystkim dzieki tatwosci tworzenia genetycznych
znacznikow zawierajacych instrukcje tworzenia GFP
w interesujacych badaczy miejscach i czasie.

Dzialalnos¢ ta jest par excellence interdyscyplinarna.
Podobnie jak nowe kierunki studiéw na Wydziale Fizyki
UW, o czym mozna i warto przeczytac na tylnej oktadce.

Piotr ZALEWSKI

Na podstawie materiatéw Komitetu Noblowskiego (www.nobel.se).

Zobacz réwniez:
Robert E. Campbell, Fluorescent proteins, Scholarpedia (2008),
www.scholarpedia.org/article/Fluorescent_proteins



Combinatorial Nullstellensatz w kombinatoryce przestrzenne;j

Jest to skrét pracy nagrodzonej
brazowym medalem w XXX Konkursie
Uczniowskich Prac z Matematyki

w 2008 roku.

ar

*uczen, II LO im. Kréla Jana Sobieskiego
w Krakowie

Mikotaj BINKOWSKI*

Metode Combinatorial Nullstellensatz opublikowal w 1999 r. Noga Alon. Opiera
sie ona na dwéch twierdzeniach bedacych szczegdlnymi przypadkami twierdzenia
Hilberta o zerach. W mojej pracy korzystalem z jednego z nich.

Twierdzenie 1 (Combinatorial Nullstellensatz). Niech f(x1,za,..., %)

bedzie wielomianem okreslonym nad dowolnym cialem F. Jezeli

w wielomianie f wspolczynnik przy jednomianie xﬁ%? .. xfc’“ jest rozny od 0O
ideg(f) =t1 +ta+...+tg, to dla dowolnych zbioréw Si,Ss,...,S, CTF, takich
ze |S;| > t; dla 1 < i <k, istniejg ¢; € S; spelniajgce warunek

f(Cl,Cg,...,Ck;) 7&0

W mojej pracy zajatem sie uogélnieniem problemu, ktéry zostal postawiony
w jednym z zadan na Miedzynarodowej Olimpiadzie Matematycznej w Hanoi
w 2007 r.

Niech n bedzie dodatnig liczbg naturalng. Rozpatrzmy zbior
S={(z,y,2) : 2,y,2€ {0,1,...,n}, z+y+2 >0}
zlozony z (n +1)% — 1 punktow w przestrzeni tréjwymiarowej. Wyznaczyé

najmniejszq mozliwg liczbe plaszczyzn, ktorych suma zawiera S, ale nie zawiera
punktu (0,0,0).

Powyzszy problem mozna przeformulowaé jako pytanie o najmniejsza liczbe
plaszczyzn potrzebnych do pokrycia punktéw kratowych kostki n X n X n poza
jednym z wierzchotkow. Warto sie zastanowié, jak uogélni¢ to zagadnienie

na wyzsze wymiary i jakimi obiektami zastapiliby$my wowczas pokrywane
punkty kratowe danej figury. Ponadto mozemy zapytaé, czy ta figura musi
mieé¢ krawedzie rownej dlugosci. Nastepujace twierdzenie prezentuje uzyskane
przeze mnie wyniki. Terminem k-hiperprostopadio$cian okreslamy figure
bedaca k-wymiarowym odpowiednikiem prostokata i prostopadloscianu.
Hiperplaszczyzng w przestrzeni RF nazywamy zbiér dajacy sie opisaé¢ jednym
réwnaniem liniowym, czyli przestrzen (k — 1)-wymiarowa zawarta w wyjsciowej.

Twierdzenie 2. Rozwaimy k-hiperprostopadtoscian w RF o wymiarach

ny X nNg X ...Xng, gdzien; € N, dla 1 <1 < k, i 2bidr jego punktow kratowych
S={0,1,...,n1} x{0,1,...,n2} x ... x {0,1,...,nx}. Niech O = (0,0,...,0)
bedzie Srodkiem ukladu wspotrzednych. Wowczas liczba hiperplaszczyzn, ktorych
suma zawiera zbiér S\ {O} i nie zawiera punktu O, musi byé réwna przynajmniej
ny+no + ...+ ng.

Dowad. Zatézmy przeciwnie, ze minimalna liczba m, spelniajaca warunki
zadania, jest mniejsza od > n,. Mamy m hiperplaszczyzn, spelniajacych
warunki zadania, opisanych rownaniami a;1x1 + a;oze + ... + ajpxr = b; dla
1 =1,2,...,m. Wowczas wszystkie b; sa rézne od zera, gdyz hiperplaszczyzny
te nie zawieraja punktu O. Rozwazmy wielomian
k n; m
P(.’E17$27 N ,l'k) = AH H(xl — j) + H(ailxl “+ aj0xo + ...+ QjpTr — bz),
i=1j=1 i=1
gdzie

k
b,
A= (1)~ Cn+m+1 TT 20
(-1) 1.
Wielomian P zostal zdefiniowany tak, aby jego miejscami zerowymi byly wszystkie
punkty zbioru S. Istotnie, oba iloczyny zeruja si¢ na punktach zbioru S\ {O},
natomiast wspélczynnik A jest dobrany tak, by otrzymaé P(0,...,0) = 0.

Poniewaz b; sa niezerowe, to takze A # 0. Popatrzmy na jednomian z7'z5? ... x.*

— pojawia sie on tylko w pierwszym iloczynie w definicji wielomianu P, co wynika
z zalozenia, ze m < > n,;. Wobec tego wspétezynnik w P przy tym jednomianie
jest réwny A, wiec rézny od zera. Stad deg(P) = > n,.
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Niech S; ={0,1,...,n;}, dla 1 < i < k. Wéwezas |S;| =n; + 1 > n; oraz

S =851 x5 X ...x Sk Mozemy wiec skorzystaé¢ z Combinatorial Nullstellensatz
dla t; = n; oraz uprzednio zdefiniowanych S;. Wnosimy, ze istnieje taki punkt
(c1,¢2,...,¢k) € S1 X So X ... x S, dla ktérego P(cy,co,...,cx) # 0. Otrzymana
sprzeczno$¢ dowodzi stusznoéci tezy. O

Okazuje sie, ze otrzymane oszacowanie jest optymalne. Aby to wykazad,
wystarczy rozwazy¢ zbiér ni + ... + ny hiperplaszczyzn o réwnaniach z; = j,
dlaj=1,2,...,n;0raz i =1,2,... k.

W podobny sposéb mozemy udowodnié nieco ogélniejsze twierdzenie, w ktérym
wylaczany punkt jest dowolnym punktem kratowym k-hiperprostopadtoscianu
(niekoniecznie wierzchotkiem). Dow6d rézni sie od powyzszego nieco bardziej
skomplikowana postacig konstruowanego wielomianu.

Powyzsze twierdzenie daje takze optymalne oszacowania dla kilku innych
probleméw, ktére rozwazalem w mojej pracy. Dotyczyly one analogicznego
pokrycia hiperptaszczyznami punktéw kratowych k-wymiarowej kostki, a takze
k-hiperprostopadloscianu z wytaczeniem dwoch przeciwlegltych wierzchotkéw lub
wszystkich wierzchotkéw.

Warto takze zastanowié¢ sie nad minimalng liczba hiperptaszczyzn potrzebnych
do pokrycia wszystkich punktéw kratowych kostki {0,1,...,n}* z wylaczeniem
wszystkich punktéow znajdujacych sie na jednej z gtéwnych przekatnych. Udato
mi sie uzyska¢ wyniki tylko dla kwadratu, tj. przypadku dwuwymiarowego. Moze
Czytelnik sprobuje rozwiazaé ten problem?

Redaguje Fwa CZUCHRY

F 735. Promien $wiatla pada pod katem a na stos plaskich przezroczystych
plytek jednakowej grubosci. Wspolczynnik zalamania kazdej z nich jest k razy
mniejszy niz poprzedniej. Dla jakiego najmniejszego kata padania promien

nie przejdzie przez stos N plytek? Wspolezynnik zalamania wierzchniej plytki
wynosi n.

Rozwiazanie na str. 12

F 736. W oérodku o wspoélczynniku zalamania n = 1,3 rozchodzi sie waska
rownolegla wiazka Swietlna o przekroju kolowym. Wiazka ta pada centralnie na
wydrazenie sferyczne o promieniu duzo wiekszym od promienia przekroju wigzki.
Tle razy szersza bedzie wiazka po przejsciu przez wydrazenie?

Rozwiazanie na str. 24

Redaguje Waldemar POMPE

M 1234. Do pokrycia pewnego prostokata zuzyto k kwadratow 2 x 2

oraz m prostokatéw o wymiarach 1 x 4. Zadne dwie pokrywajace figury

nie nakladaja sie ani nie wystaja na zewnatrz prostokata. Udowodni¢, ze tego
samego prostokata nie da sie pokryé¢, uzywajac k — 1 kwadratow wymiaru 2 x 2
oraz m + 1 prostokatow o wymiarach 1 x 4.

Rozwigzanie na str. 20

M 1235. Punkty K, L, M, N sa odpowiednio $rodkami bokéw AB, BC,
CD, DA czworokata wypukltego ABC'D. Odcinki KM i NL przecinaja sie

w punkcie S (rysunek). Wykazaé, ze suma pél czworokatéow AKSN i SLCM
jest réwna sumie pol czworokatow K BLS i NSMD.

Rozwiazanie na str. 19

M 1236. Dana jest taka liczba naturalna n > 4, dla ktorej liczba n + 1 jest
podzielna przez [y/n] + 1. Dowie$é, ze liczba (n — 1)(n — 3) jest podzielna

przez [v/n] — 1.
Uwaga: [a] oznacza najwieksza liczbe calkowita nie wieksza od a.
Rozwiazanie na str. 24
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Mota delld

Czy komputer zna sie na matematyce?
Muyslisz, Ze komputer potrafi liczyé? — MozZesz sie przeliczyc!

Wojtek Pytalski jest zachwycony mozliwo$ciami komputerow. Nie widzi
nic dziwnego w tym, ze uzywa sie ich wszedzie, od dzieciecego pokoju,
przez powazne instytucje finansowe, az po mury wyzszych uczelni. Jest
przekonany, ze sa niezawodne i znacznie sprawniejsze w rachunkach

niz czlowiek i z pewnoscia nie myla sie w obliczeniach tak, jak to
niejednokrotnie zdarza sie (zawsze nieco roztargnionym) matematykom.

Czy komputer potrafi liczyé?

Starszy brat, ktory juz od dwoch lat studiuje matematyke,

z politowaniem popatrzyl na Wojtka. ,,Nie ma czym sie zachwycac¢”
— ziewnal. — | Zréb test Kahana: komputer nawet nie umie doktadnie
obliczy¢, ile to jest (4/3 —1)-3...7.

Wojtek spojrzatl z niedowierzaniem — czy czasem brat nie chce z niego
znowu zadrwi¢? — wiec niewiele myslac, szybko zasiadl do klawiatury,
aby przekonaé sie, jak jest naprawde. W szkole nauczyli si¢ programowac
w jezyku C, wiec bez trudu uruchomil nastepujacy programik:

#include <stdio.h>

int main(void)

{

float x;

X = (4.0/3.0-1.0)%3.0;
printf(” Wynik:_%f\n", x);

© o] ~ o o > w (V] =

return(0);

[
(==}

}

[
=

Wojtek juz wiedzial, ze gdyby napisat po prostu x = (4/3—1)*3, dostatby
w wyniku 0 (a czy Ty wiesz dlaczego?). Uruchomit szybciutko program
i triumfalnie oznajmit starszemu bratu: ,Nieprawda, nie dalem sie
nabraé: co jak co, ale takie proste obliczenia komputer wykonuje
bezblednie! Zreszta, sam popatrz na monitor:”

[Wynik: 1 ]

)

»Ech, maluchu, maluchu...” — z politowaniem westchnat brat — ,lepiej
sprawdz, czy (4/3 — 1) -3 — 1 wyjdzie Ci zero...”. Wojtek zastanowil sie
— bo niby na czym miataby polegaé¢ réznica? — ale szybko zmienit si6édma
lini¢ programu na

x = (4.0/3.0—1.0)*3.0—1.0;
1 uruchomit:

[Wynik: —2.22045¢—16 ]
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Gdy zobaczyt ten wynik, zawstydzil sie, gdyz natychmiast zrozumial, co
przeoczyl poprzednio i dlaczego zamiast zera pojawito sie —2.22045 - 10716,
No tak, zupelnie zapomnial o tym (a przeciez uczyli si¢ tego kiedy$ na
informatyce), ze wyniki obliczen komputera sa zaokraglane z pewna
doktadnoscia. Na pewno komputer nie jest w stanie obliczy¢ z absolutng
precyzja wyniku dzielenia 4/3 = 1,333333... (liczba 4/3 ma nieskoniczone
rozwiniecie, wiec trzeba je w pewnym momencie ,urwaé¢”). W takim razie
i pozostate obliczenia cierpig z powodu tego zaokraglenia! Dlatego dla
komputera 4/3 — 1 jest tylko prawie réwne 1/3 i w konsekwencji (4/3 — 1) -3
jest tylko prawie rowne 1; to ,prawie”, jak wynika z testu, jest rowne mniej
wiecej 2 - 10716 — jest wiec bardzo male, ale nie zerowe.

,Gdyby wiec pozby¢ sie dzielenia i wykonywadé obliczenia wylacznie na
zadanych, prostych liczbach, komputer musi daé poprawny wynik!” —
wrzasnal uradowany tak glosno, ze dotychczas spokojnie Spigcy Mruczek
zeskoczyl ze swojego ulubionego miejsca na regale. ,No, staruszku,
popatrz!” — odwrécit sie do brata — ,Wystarczy obliczaé

(1,1-1)-10-1=0

— w tym wyrazeniu wszystkie liczby sa tak proste, ze nie ma mowy
o bledach...”. W okamgnieniu jeszcze raz zmienil sibédma linijke swojego
kodu na

x = (1.1-1)*10-1.0;

i ponownie uruchomit program:

[Wynik: 8.88178¢—16 ]

Bracia popatrzyli po sobie skonsternowani. .. Co si¢ dzieje?!! Dalej
niedoktadnie??! Starszy szybko wyciagnat z szuflady wystuzony
kalkulator (po ostatnim kolokwium z wiekszym krytycyzmem podchodzit
do swoich mozliwosci rachunkowych) i wstukal na klawiaturze:

A = D o) ] =

Wyszto rowno ZERO.

Wiegc jak to jest — pomyslat Wojtek — ich wspdlny wypasiony komputer

z najnowszym procesorem Intela nie umie wykona¢ bezbtednie nawet tak
banalnego dziatania, ktére z drugiej strony ani dla nich samych — ani dla
leciwego, dziesiecioletniego kalkulatora — nie jest zadnym problemem?
Fakt, na komputerze btad dalej byt malutki — okoto 0,0000000000000009,
ale. .. dlaczego w ogdle tam byl jakikolwiek blad?!

Wszystko wskazywalo na to, ze — w przeciwienstwie do starego kalkulatora
— komputer nie uzywat dokladnej wartosci liczby 1,1, tylko jakiego$ jej
przyblizenia. . . Moze wiec odkryli powazny defekt w konstrukeji procesora?
7 wypiekami na twarzy zaczeli bardziej systematyczne badania. Wojtek
zajal sie dalszymi eksperymentami. Starszy brat siegnatl po fachowa
literature i wkrétce natrafil na informacje, ze liczba 1,1 ma nieskoriczone

rozwiniecie dwojkowe. Rzeczywiscie, przeciez tatwo sprawdzié¢, sumujac
szeregi geometryczne, ze

= /1 1
1’1:1+Z<ﬁ+w)'
i=1
To za$ znaczy, ze liczba 1,1 zapisana w systemie dwojkowym ma postac:
(1,0001100110011001100 .. .)s.
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Rozwigzanie zadania F 735.
Zapisujac prawo zalamania po kolei dla
kazdej plytki, otrzymujemy w koncu
kat padania odpowiadajacy katowi
catkowitego wewngtrznego odbicia.
Wtedy:

. N—-1
sin amin = n/k ,

zatem Qumin = ell'(:sirl(7L/kN71).

Komputer przechowuje liczby wlasnie w systemie dwojkowym

i oczywisScie nie jest w stanie zachowa¢ w pamieci nieskonczenie wielu
cyfr rozwinigcia! Doktadniej, procesor ich komputera, pracujacy pod
kontrola 64-bitowego systemu operacyjnego Linux, moze pamigtaé¢ jedynie
52 cyfry po przecinku binarnego rozwiniecia liczby 1,1 — a wiec wszystkie
dzialania prowadzi nie na 1,1 (jak wczesniej my$leli), ale na liczbie

(1,0001100110011001100110011001100110011001100110011010),

52 cyfry

— ktéra rézni sie od wyjsciowej wartosci 1,1 o okolo 10716, Dalszego ciaggu
tatwo si¢ domyslic.

Tak wiec rzeczywiscie, nie tylko liczba 4/3, ale tez 1,1 jest
reprezentowana w sposéb przyblizony w procesorze komputera. . .

7 drugiej strony, kalkulatory zwykle korzystaja z reprezentacji liczb
w systemie dziesietnym (a nie dwéjkowym) — wlasnie dlatego, by

nie sprawia¢ ludziom niespodzianek podobnych do powyzszych — i to
tlumaczy dokladny wynik obliczenia (1,1 —1)-10 — 1 na kalkulatorze.

Szukajac wigcej informacji na ten temat, Wojtek dowiedzial si¢, ze

nie tylko oni padli ofiarg nadmiernej ufnosci w precyzje komputerowych
obliczen. To wlasénie falszywe przekonanie wojskowych inzynierow,

ze komputer (wystarczajaco) dokladnie wykonuje obliczenia na
catkowitych wielokrotnosciach liczby 0,1, bylo praprzyczyna zagadkowego
zachowania sie amerykanskiego systemu antyrakietowego Patriot, ktory
po kilkudziesigciu godzinach bezczynnosci (tak!) kompletnie tracit
celnosé, co swego czasu umozliwito skuteczny atak rakietowy wojsk
irackich podczas operacji ,,Pustynna Burza”.

Malq Delte przygotowal Piotr KRZYZANOWSKI

Rys. 1. Sposéb potlaczenia obwodu
elektrycznego do sprawdzenia przeplywu
pradu; b — bateria plaska, 2 — zaréweczka
w oprawce, p — przewod.

Przeprowadzamy elektrolize
Stanistaw BEDNAREK

Tematem naszych do$wiadczen bedzie dzisiaj elektroliza. W ogdélnym przypadku
elektroliza nazywamy zespét reakeji chemicznych i proceséw fizycznych,
zachodzacych podczas przeplywu pradu elektrycznego przez elektrolity.
Elektrolitami sa wodne roztwory kwasoéw, zasad i soli.

Na poczatek zbadamy przeptyw pradu przez dwa elektrolity — wodny roztwér soli
kuchennej i kwasu octowego. W tym celu potrzebne beda: niewielki sloik, czysta,
najlepiej destylowana woda, s6l kuchenna, ocet, cukier, bateria plaska, zaréweczka
do latarki kieszonkowej z oprawka, tyzeczka, trzy kawalki miedzianego przewodu
z odizolowanymi koncami. Zamiast zaroweczki mozemy uzy¢ uniwersalnego
miernika elektrycznego lub miliamperomierza. Zaréweczk(g taczymy przewodami
z bateria w spos6b pokazany na rysunku 1. Zwieramy odizolowane konice przewoddw
isprawdzamy, czy zaréweczka Swieci. Jezeli tak, to znaczy, ze bateria oraz zaréweczka
sg sprawne i mozemy przystapi¢ do dalszej czesci eksperymentow.

Odizolowane konce przewodéw wkladamy do kopczyka z soli kuchennej, usypanego
na kartce papieru i sprawdzamy, czy zaroéweczka $wieci? Jezeli tylko nie zwarlismy
koncéw przewodow, to okazuje sie, ze zaréweczka nie $wieci. Nastepnie do stoika
nalewamy czystej wody. Zanurzamy w niej odizolowane konce przewodow

i sprawdzamy Swiecenie zaréweczki. Okazuje sie, ze i tym razem pozostaje ona
ciemna. Jezeli zamiast zaréweczki uzyliSmy miernika elektrycznego i zwyklej wody
zamiast destylowanej, to moze okazaé sie, ze miernik pokazuje przeptyw niewielkiego
pradu o natezeniu nieprzekraczajacym kilku lub kilkunastu miliamperéw.
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I Sporzadzamy teraz wodny roztwér soli kuchennej. W tym celu do wody
znajdujacej sie w sloiku wsypujemy tyzeczke soli i starannie mieszamy.

Po catkowitym rozpuszczeniu sie soli zanurzamy w roztworze odizolowane

konce przewodow i obserwujemy zaréweczke. Dosypywanie soli i mieszanie
powtarzamy jeszcze kilka lub kilkanascie razy, w zaleznosci od wielkosci stoika,
tak dlugo, az sOl przestanie sie rozpuszcza¢ w wodzie i zacznie opada¢ na dno
stoika. W stoiku bedzie sie wéwczas znajdowal nasycony roztwor soli, to jest
taki, ktéry ma maksymalne stezenie i maksymalng zawarto$¢ soli. Po kazdym
dosypaniu soli przepuszczamy prad przez roztwér i poréwnujemy jasnosé
Swiecenia zaréweczki lub mierzymy natezenie pradu. Okazuje sie, ze poczatkowo

jasno$¢ Swiecenia rosta, a nastepnie zaczela male¢. Tak samo zachowywalo sie

Rys. 2. Zalezno$¢ jasno$ci Swiecenia
zaréweczki lub natezenia pradu
plynacego przez elektrolit I od stezenia ¢
rozpuszczonej w elektrolicie substancji.

Nastepnie wylewamy roztwor ze stoika, stoik starannie
pluczemy i nalewamy do niego czystej wody. Podobnie
jak poprzednio, sprawdzamy jasnosé $wiecenia
zaroweczki lub mierzymy natezenie pradu. Miedzy
kolejnymi sprawdzeniami bedziemy wlewali do stoika
lyzeczke octu i starannie mieszali. Stwierdzamy, Ze
tym razem jasnos¢ $wiecenia zaréweczki lub natezenie
pradu systematycznie rosna wraz z iloscia wlanego
octu. Dzieje sie tak dlatego, ze ocet jest piecio- lub
dziesiecioprocentowym wodnym roztworem kwasu
octowego i dolewajac go do wody, zwigkszamy,

co prawda, stezenie, ale nie osiagamy takiego stezenia,
przy ktérym wystepuje maksimum przewodnosci
elektrycznej. Ponadto, kwas octowy miesza sie

z woda w kazdym stosunku i przez to nie mozna
uzyskaé roztworu nasyconego. Powtarzamy jeszcze raz
doswiadczenie, uzywajac cukru zamiast soli i octu.
Tym razem okazuje sie, ze ani postaé¢ krystaliczna, ani
roztwor cukru o dowolnym stezeniu nie przewodza pradu
elektrycznego.

Po tych do$wiadczeniach przyszedl czas na wyjasnienie,
dlaczego czysta woda oraz czyste sole, kwasy i zasady
nie przewodzg pradu elektrycznego, natomiast
przewodza ich roztwory wodne i dlaczego istnieje
maksimum przewodnosci. Wyjadnienie tego zjawiska
jest nastepujace. Zeby substancja przewodzila prad
elektryczny, musza w niej istnie¢ nosniki pradu

natezenie pradu. Mozemy sporzadzi¢ przyblizony wykres jasnoéci $wiecenia
zaréweczki od zawartosci soli. Otrzymamy wéowczas krzywa, podobna do tej,
ktéra przedstawiono na rysunku 2.

w postaci swobodnych elektronéw lub jonéw. W czystej
wodzie oraz w czystych solach, kwasach i zasadach
takich nosnikéw po prostu nie ma. Kiedy czasteczka

soli, kwasu lub zasady znajdzie si¢ w wodzie, wéwczas
sity dzialajace miedzy tworzacymi ja atomami ulegaja
ostabieniu. Pod wptywem chaotycznych ruchéw cieplnych
czasteczki rozpadaja sie na jony naladowane ujemnie,
czyli aniony, i jony natadowane dodatnio, czyli kationy.
Nazywamy ten proces dysocjacja elektrolityczna, a wodne
roztwory kwasow, zasad i soli — elektrolitami.

Wozrost iloéci soli, kwasu lub zasady w wodzie powoduje
zwiekszenie ilosci czasteczek, ktére ulegaja dysocjacji

i moga sta¢ sie nosnikami pradu elektrycznego. Stad tez,
przez taki elektrolit moze przeplywaé prad elektryczny
o wigkszym natezeniu i zaréweczka jasniej Swieci, co
obserwowaliémy w naszych doswiadczeniach. W jaki
sposob wyttumaczy¢ jednak, ze po przekroczeniu pewnej
zawartosci substancji rozpuszczonej natezenie pradu
maleje? Mozemy to wyjasnié, zaktadajac, ze pewna
liczba réznoimiennych jonéw sie spotyka i ponownie
taczy w elektrycznie obojetne czasteczki. Proces ten
nazywany jest rekombinacjg jonéw. Zwiekszenie
zawartosci substancji rozpuszczonej powoduje wzrost
prawdopodobienstwa rekombinacji i ubytek noénikdw
pradu elektrycznego. W ten sposéb dostepna ilosé nosnikéw
pradu elektrycznego w elektrolicie jest wynikiem dwdch
przeciwstawnych proceséw — dysocjacji i rekombinacji.

Przeprowadzimy teraz elektrolize wodnego roztworu soli kuchennej. Zeby

tego dokonaé, przygotowujemy w stoiku roztwér soli o stezeniu, przy ktérym
przewodnictwo pradu byto maksymalne. Odizolowane konce drutéw, zanurzone
w roztworze, zaginamy w ksztalcie litery V. Jezeli mamy dwie male probowki
lub fiolki od aromatu do ciast, to naktadamy je na odgiete konce drutéw
tworzace elektrody (rys. 3). Na $ciance sloika zaznaczamy wodoodpornym
pisakiem poczatkowy poziom roztworu. Wiaczamy przeptyw pradu elektrycznego
i obserwujemy zachowanie si¢ roztworu.

Co dzieje sie wewnatrz fiolek lub probowek? Jak zmienia sie po uptywie kilku
godzin poziom roztworu? Po pewnym czasie zauwazamy, ze poziom roztworu

S

Rys. 3. Sposéb wykonania elektrody
przeznaczonej do zbierania gazéw podczas
elektrolizy; f — fiolka lub probéwka,

d — odizolowany drut, s — stoik,

e — elektrolit.

ulega obnizeniu, a w poblizu elektrod wydzielaja si¢ pecherzyki gazdéw, przy czym
ich objetosci sa jednakowe. Na elektrodzie dodatniej, czyli anodzie, wydziela sie
chlor, a na elektrodzie ujemnej, czyli katodzie, poczatkowo wydzielaja sie atomy
sodu. Séd jednak szybko wchodzi w reakcje z woda, dajac wodorotlenek sodu,
przy tym uwalnia sie wodor, ktéry otrzymujemy na katodzie. W ten sposéb
elektroliza znajduje praktyczne zastosowanie do rozkladu zwigzkéw chemicznych
i otrzymywania gazow.
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O robieniu wykreséw
*Pracownia Matematyki i Informatyki, Ada/m KOLANy*

Patac Mlodziezy w Katowicach

W szkolach ucza nas, jak majac dany wykres funkcji y = f(x), ,wykonaé”
wykres funkeji postaci y = ¢+ f(a -z + b) + d dla zadanych a, b, ¢ i d, ale nikt
nie uczy nas, jak z wykresu funkcji y = f(z) uzyskaé (choéby w przyblizeniu)
wykres funkcji y; = 1/f(x) czy y2 = (f(x))%. W szczegdlnodcei, cheialoby sie
wiedzie¢, jak naszkicowaé przyblizenie funkcji y = 1/ czy y = 22, Zeby za$
dostaé¢ wykres funkcji y = 23, byloby dobrze wiedzie¢, jak z wykreséw funkcji
f i g dosta¢ wykres funkcji f - g. Podobnie, gdybySmy umieli wyznaczy¢
wykres h = f/g dla znanych wykreséw funkcji f i g, rozwigzaliby$my problem
wspomnianej wezesniej funkeji y.

Zadanie nasze stanie sie tatwiejsze, gdy przyjrzymy sie znanemu skadinad

twierdzeniu Talesa (rys. 1):

. OA OA
Jesli AAI || BB/7 to O—B = @

Rys. 1 I tak, zabierajac sie do szkicowania wykresu funkcji y = 1/f(z), zauwazmy, ze na
rysunku 2 punkt R lezy na wysokosci réwnej 1/x.
k.
R
R, Q
k
P ! P l
1 1
R, @ R
1 x X 1
Rys. 2
Daje to nam nastepujacy ,przepis” na wykres funkcji y = 1/z.
k 1. Narysuj (najlepiej na papierze milimetrowym) uklad
wspolrzednych oraz pomocnicze proste k il (jak na
rysunku 2).
2. Nastepnie dla = z zadanego przedzialu, np. co 2 mm,
/ wykonuj nastepujace kroki:
2.1. Z punktu (z,0) wystaw
prosta prostopadla do OX
i znajdz punkt P jej
przeciecia z prosta [.
I 2.2. Nastepnie znajdz punkt @
1 przeciecia prostej k z prosta
o laczaca (0,0) z P.
// | — )
2l /fé/ 2.3. Przesun punkt Q) réwnolegle
s do osi odcietych nad punkt
= o odcictej .
2.4. Otrzymany punkt R
! jest punktem wykresu
Rys. 3 funkeji y = 1/x.

Jak to dziala, wida¢ na rysunku 3.
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Rys. 5
k
——\
oy
f(x) !
1\
S, S
R N
Qy P,
g(x) 1 x
Rys. 6
k
xr
Sy S
1
f(z) 1 x
Rys. 7

Przejdzmy teraz do wykresu funkcji kwadratowej. Tutaj pomoze nam
nastepujacy rysunek.

k k l:y==x

Rys. 4
Zauwazmy, ze rzedna R, punktu R wynosi tutaj z2.
Dostajemy tym samym sposéb wyznaczania wykresu funkcji kwadratowe;.

1. Narysuj uklad wspélrzednych oraz pomocnicze proste k il (jak na
rysunku 4).
2. Nastepnie dla = z zadanego przedzialu, podobnie jak poprzednio, wykonuj
nastepujace kroki:
2.1. Z punktu (x,0) wystaw prosta prostopadla do OX i znajdZ punkt P jej
przeciecia z prosta (.
2.2. Nastepnie przesun rownolegle do osi odcietych punkt P az do przeciecia
z k, otrzymujac Q.
2.3. Teraz znajdz punkt wspdlny prostej laczacej (0,0) i Q z prosta
prostopadlta do osi odcietych przechodzaca przez punkt
o wspdélrzednych (z,0).
2.4. Otrzymany punkt R jest punktem wykresu funkcji y = 22.

Jak to dziala? Zobaczmy na rysunku 5. Mnie sie podoba.
W takim razie co z y = 237

W tym celu zajmijmy si¢ najpierw bardziej ogdlnym zagadnieniem: jak, majac
wykresy funkcji f i g, uzyskaé¢ wykres funkcji f - g. Rozwazmy w tym celu
rysunek 6. I co my tu widzimy? Niech S, bedzie rzedng S. Z rysunku widac, ze

Sy g(x) = f(x) : 1,

Sy = f(x) - g(x),
czyli rzedna punktu S jest réwna f(x) - g(z).

skad

Tym sposobem dostajemy przepis na konstrukecje wykresu y = f(x) - g(x)
z wykresow f i g.

1. Narysuj uktad wspolrzednych oraz pomocnicze proste k i [.
2. Nastepnie dla = z zadanego przedzialu wykonuj nastepujace kroki:

2.1. Z punktu (x,0) wystaw prosta prostopadla (do OX) i znajdz punkt Py
jej przecigcia z wykresem f oraz punkt P, jej przecigcia z wykresem g.

2.2. Przesun réwnolegle do osi odcietych punkt P do przeciecia z k,
otrzymujac Q.

2.3. Przesun réwnolegle do osi odcigtych punkt P, do przecigcia z I,
otrzymujac Qg.

2.4. Znajdz punkt R przeciecia prostej prostopadlej do OX przechodzacej
przez punkt ), oraz prostej przechodzacej przez poczatek ukladu
wspotrzednych i punkt Q.

2.5. Przesun teraz R réwnolegle do osi odcietych nad punkt (x,0).

2.6. Otrzymany punkt S jest punktem wykresu funkcji y = f(z) - g(x).

Nieco prosciej wyglada sprawa, gdy jedna z funkcji jest identyczno$ciowa,

czyli wyznaczanie wykresu y = x - f(z) przy danym wykresie f. Popatrzmy na
rysunek 7. Tutaj rzedna S réwna jest iloczynowi x - f(z). Jako proste éwiczenie
proponuje sformulowaé stosowny przepis.
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Niestety, jak widaé¢ z rysunku 8, przy wiekszej ilosci punktow obraz staje sie
nieco zagmatwany — ale mimo to przekonujacy.

Aby postawié¢ kropke nad ,i”, zastanéwmy sie jeszcze, jak z zadanych wykresow
K f 1 g wyznaczy¢ wykres funkcji y = f(z)/g(z). Znowu popatrzmy na rysunek
(rys. 9). Wykazanie, ze rzedna punktu S jest réwna ilorazowi f(z)/g(x),
pozostawiamy Czytelnikowi. Stad juz nietrudno odczytaé¢ odpowiednia
; procedure.
Dla przykladu, znajdZzmy wykres funkcji y = (2% — 1)/(2? + 1).
k
1
l
1
Rys. 8
k I
Sy S VA G R
R
\/ / /1
[z M.
(@) fpor 7
1
N
Q, P
g(x) 1 x Rys. 10
Rys. 9 Ladny?
Komentarz

Czestaw Baginski i Edmund R. Puczylowski w artykule
Zmodyfikowane wielomiany i twierdzenie Erdésa (Delta
9/2008, str. 18-19) przedstawili dow6d nastepujacego
twierdzenia Erdésa:

Twierdzenie 1. Jesli p jest liczbg pierwszq, to
z dowolnego zbioru 2p — 1 liczb catkowitych mozna
wybrac p liczb, ktorych suma jest podzielna przez p.

Uzupeklijmy ten tekst uwaga, ze wspomniane
twierdzenie jest prawdziwe réwniez, gdy zamiast liczby
pierwszej wezmiemy dowolna liczbe naturalng n > 1.

Dla n = 1 twierdzenie jest oczywiste, zalézmy wiec, ze

n > 2. Wowczas n mozemy rozlozy¢ jednoznacznie na
czynniki pierwsze. Chcemy wykazaé, ze z prawdziwosci
twierdzenia dla liczb naturalnych a i b, wigkszych od 1,
wynika, ze twierdzenie zachodzi réwniez dla ich iloczynu.
Wtedy, korzystajac z rozkladu na czynniki pierwsze

i twierdzenia 1, przez indukcje otrzymujemy uogdlnione
twierdzenie.
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Rozwazmy wiec zbiér ab — 1 liczb catkowitych. Poniewaz
ab—1 > 2b — 1, na mocy twierdzenia 1 mozemy wybraé
z tego zbioru b liczb, ktoérych suma jest podzielna

przez b. Oznaczamy te sume przez bS;. Wyrzucamy
wybrane liczby ze zbioru — zostaje nam (a — 1)b — 1
elementéw. Postepowanie to powtarzamy do chwili,

gdy w zbiorze pozostanie b — 1 liczb. W ten sposob
utworzymy ((2ab— 1) — (b—1))/b = 2a — 1 zbioréw
b-elementowych.

W efekcie mamy 2a — 1 sum: bS1,0S5,...,b52,_1-

7 zatozenia prawdziwo$ci twierdzenia dla a, sposrod
liczb Sy, ..., S24—1 mozna wybraé a liczb, ktérych suma
jest podzielna przez a. Szukany zbiér jest suma zbioréw
b-elementowych odpowiadajacych wybranym S; — ma
on ab elementéw, ktére sumuja sie do liczby podzielnej
przez ab.

Witold BEDNAREK

Wiecej o uogélnieniach twierdzenia Erdésa w nastepnych numerach!



Niematematyczne obrazki

Andrze; WALAT

W lutowym odcinku Logomotyw podatem przyktad procedury kredlacej wariacje

LoHo

islamskiego wzoru — pieciu bialtych kwadratow na czerwonym tle. Kultura
islamu, a takze wspolczesne wzornictwo i XX-wieczna sztuka abstrakcyjna
moga by¢ zrodtem inspiracji do wielu innych podobnych projektéw z zakresu
programowania grafiki. Ich rezultaty sprawiaja zwykle wielka przyjemnos¢

zaréwno autorom programéw, jak i postronnym widzom.

Czasem jednak pozostawiaja uczucie niedosytu.
Odbiorcy tej komputerowej produkeji artystycznej po
obejrzeniu serii obrazéw utworzonych z wielokatow,
odcinkéw prostoliniowych i ewentualnie tukéow okregu,
zaczynaja sie skarzy¢, ze maja juz dosé¢ geometrii;
woleliby oglada¢ obrazy bardziej naturalne, na przyktad,
kwiatkow i oblokéw, a nie ciagle tylko kwadratow,
tréjkatéw i kot. W tym odcinku pokaze wiec przyktad
programowania ,niematematycznych” obrazkdw
podobnych do kwiatkéw i innych tworéw natury.
Napiszemy procedure tworzaca losowe, postrzepione
ksztalty kwiatkow, takie jak na rysunku 1 — dzikie

i bardziej naturalne niz kwiaty w naturze, ktére,

jak wiadomo, maja czesto symetryczne uklady
platkéw.

Zaczniemy od prostszej procedury, ktéra tworzy na
ekranie zarys kwiatka, je$li ma dany jego kod.

oto zarysKwiatka :kodKwiatka
kresl wygtadz :kodKwiatka
juz

Dang procedury musi by¢ lista wspotrzednych
odpowiedniego peku wektoréw, spelniajaca nastepujace
warunki:

1. Pierwszy wektor na liScie musi mie¢ kierunek 0 — ,na
péinoc”.

2. Kierunki kolejnych wektoréw, az do przedostatniego,
musza tworzy¢ ciag rosnacy o wyrazach mniejszych
niz 360.

3. Ostatni wektor musi by¢ identyczny z pierwszym.

Na przyktad dla listy wektoréw [[0 100] [30 30]

[100 0] [30 -30] [0 -100] [-30 -30] [-100 0] [-30 30]
[0 100]] otrzymamy zarys kwiatka, przedstawiony na
rysunku 2.

Jest on dos¢ symetryczny; zeby tworzy¢ ,bardziej
naturalne” ksztalty, musimy mie¢ procedure, nazwijmy
ja 1kwk, ktéra dla danej liczby wektoréw (platkow)

oraz ograniczenia dolnego i gérnego ich dhugosci tworzy
losowy kod wektorowy kwiatka spelniajacy warunki 1-3.

Zdefiniowanie jej pozostawiam Czytelnikom
(rozwiazanie w aneksie na stronie WWW Delty).

Majac 1kwk, mozemy zdefiniowaé¢ procedure tworzaca
kolorowe ksztalty kwiatkéw, takie jak na rysunku 1,
w nastepujacy sposob:

oto ksztattKwiatka :kolor :n :a :b

ukp :kolor

zarysKwiatka lkwk :n :a :b

zamaluj

juz

Jednak obraz naturalnego kwiatka nie jest tylko
nieregularng kolorowa plama. Powinien by¢ troche bardziej
ztozony. Bogatszy obraz uzyskamy, nakladajac plame na
plame. Mozemy, na przyklad, zdefiniowa¢ procedure, ktéra
majac dany kod wektorowy kwiatka, tworzy obraz ukladu
n coraz mniejszych plam nalozonych jedna na druga.
Nazwijmy ja krotka, bo to dobra nazwa dla kwiatka.

oto krotka :n :kodKwiatka
jesli :n =0 [stop]

ukp jld

zarysKwiatka :kodKwiatka
zamaluj

krotka :n -1 0.7 * :kodKwiatka
juz

Polecenie krotka 5 [[0 100] [20 20] [100 0] [[20 -20]
[0 -100] [-20 -20] [-100 0] [-20 20] [0 100]] daje
obraz pieciu plam, jak na rysunku 3.

Kazda kolejna plama jest obrazem jednokladnym wiekszej
plamy w skali 0.7. Gdyby dany kod byt losowy, to

obraz bylby troche mniej regularny, ale jeszcze wicksza
naturalnos¢ moglibysmy uzyskaé, zastepujac zwykta
jednoktadnosé przeksztalceniem, ktore zmienia nie tylko
wielko$é¢ plamy, lecz réwniez troche deformuje jej ksztalt.
To otwiera przed nami nieograniczone mozliwosci
tworzenia obrazéw kwiatkéw ,podobniejszych niz
prawdziwe”, takich jak na oktadce i w aneksie na stronie
WWW Delty. Pokazywatem je wielu réznym gremiom.
Zwykle bardzo sie podobaly. No i wreszcie nikt juz

nie narzekal na ich matematycznosc.

(0, 100)

83

5 'I/

Rys. 1

Rys. 2
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Rozwaza si¢ takze ciagi de Bruijna
ztozone z liter 0,1,..., M, dla M > 1.
My nie bedziemy si¢ nimi zajmowad,
jednakze wigkszo$¢ tego artykulu mozna
tatwo uogdélni¢ do ciagdéw tej postaci.

Rys. 2. Graf de Bruijna G4.

Cykl Eulera to cykl przechodzacy
przez kazda krawedz grafu dokltadnie
raz. Wigcej o cyklach Eulera mozna
poczytaé np. w ksigzce R. J. Wilsona
,Wprowadzenie do teorii graféw”.

Okazuje sig¢, ze kazdy cykl Hamiltona

w Gy, (czyli cykl przechodzacy przez
kazdy wierzcholek doktadnie raz)
odpowiada pewnemu ciggowi de Bruijna

rzedu n — 1 (czy potrafisz to uzasadnié?).

Poniewaz nie sg znane efektywne metody
wyznaczania cyklu Hamiltona (ten
problem jest NP-zupelny), wiec to
spostrzezenie jest interesujace jedynie

z teoretycznego punktu widzenia.

Ciggi de Bruijna
Jakub RADOSZEWSKI

Ciggiem de Bruijna rzedu n (oznaczenie: B,,) nazywamy stowo cykliczne
dtugosci 2™ zlozone z liter” 0 i 1, w ktérym kazde n-literowe stowo
zerojedynkowe wystepuje jako podstowo (tzn. spéjny fragment) dokladnie
raz. Stowo cykliczne to ciag liter bez wyrdznionego poczatku i konca — aby
przeksztalci¢ zwykle stowo w cykliczne, wystarczy je sobie wyobrazi¢ jako
zapisane wokot okregu. Na przyklad ciagiem de Bruijna rzedu 4 jest

1010000110010111,

ktory to ciag mozna zapisa¢ w postaci cyklicznej jak na rysunku 1.

Ciagi de Bruijna mozna wykorzystywac¢ do efektywnego generowania wszystkich
stéw binarnych dtugosci n, ktore z kolei mozna utozsamiaé¢ np. z podzbiorami
zbioru n-elementowego lub z zapisami dwédjkowymi liczb naturalnych od 0

do 2™ — 1. Sa one ciekawe takze same w sobie — na pierwszy rzut oka w ogéle
nie widaé¢, czy istnieja ciggi de Bruijna wszystkich mozliwych rzedéw oraz w jaki
spos6b mozna by si¢ zabra¢ za ich konstruowanie. W tym artykule sprébujemy
wiec rzucié troche $wiatta na ich strukture.

Pokazemy najpierw, ze ciagi te sa mocno zwiazane z tzw. grafami de Bruijna, G,,.
Graf G, ma 2"~ ! wierzcholkéw, odpowiadajacych wszystkim zerojedynkowym
stowom dtugosci n — 1. Z wierzchotka v odpowiadajacego stowu aqas ... a,_1
wychodza dokladnie dwie krawedzie skierowane:

0 1
aias...ap—1—0a2...a,-10 oraz aias...ap_1—0a2...a,_11,

etykietowane odpowiednio literami 0 i 1.

G, zawiera tacznie 2™ krawedzi, czyli dokladnie tyle, ile liter ma ciag de Bruijna
rzedu n. Pokazemy, ze nie jest to tylko przypadkowy zbieg okolicznosci — otéz
ciag etykiet kolejnych krawedzi na dowolnym cyklu Eulera w G,, odpowiada
pewnemu ciagowi de Bruijna rzedu n.

Na poczatku zastanéwmy sie, dlaczego w ogdle GG,, zawiera jakikolwiek cykl
Eulera. Dla graféw skierowanych jest na to proste kryterium: z kazdego
wierzchotka musi wychodzié¢ dokladnie tyle krawedzi, ile do niego wchodzi, oraz
graf musi by¢ silnie spéjny (tzn. z dowolnego wierzchotka musi si¢ da¢ doj$é —
za pomoca krawedzi — do dowolnego innego wierzchotka). Sprawdzenie, ze kazdy
graf G,, spelnia to kryterium, pozostawiamy Czytelnikowi jako ¢wiczenie. Mata
podpowiedz: aby pokazaé, ze druga cze$é¢ kryterium jest spelniona, wystarczy
umieé¢ explicite wskazaé Sciezke z dowolnego wierzchotka do dowolnego innego.

Niech wiec e = eq,. .., esn bedzie ciagiem etykiet kolejno odwiedzanych

krawedzi na dowolnym cyklu Eulera w G,,. Aby uzasadni¢, ze e jest ciagiem

de Bruijna, pokazemy, ze dowolne dwa podstowa dlugosci n (cyklicznej wersji)
stowa e sa rézne (dlaczego wystarczy to uzasadni¢?). Niech e;e;41...€14n—1
bedzie dowolnym takim podslowem. Zauwazmy, ze przejscie z dowolnego
wierzchotka G,, kolejno krawedziami o etykietach e;,e;41, ..., €iyn—o prowadzi
zawsze do wierzcholka v odpowiadajacego wlasnie stowu e;e;yq ... €;4n—2. Z tego
wzgledu wystapienie e;e; 1 ...€;4n—26;+n—1 na cyklu jednoznacznie wyznacza
krawedz odpowiadajaca e;+,—1 jako jedyna wychodzaca z v o takiej etykiecie.
Gdyby wiec pewne dwa podstowa e;e;y1...€j4n—1 Oraz €jejy1...€;4p—1 stowa e
byly takie same (dla i # j), to dokladnie te same krawedzie odpowiadalyby
€i4n—1 OTAZ €j4n_1, €O nie jest mozliwe, gdyz e jest cyklem Eulera.

Ze zwiagzku miedzy cyklami Eulera a ciagami de Bruijna wynika, miedzy innymi,
to, ze istnieja ciagi de Bruijna wszystkich mozliwych rzedéw. Poniewaz znane sg
efektywne algorytmy wyznaczania cyklu Eulera, to otrzymalidémy w ten sposéb
takze metode konstrukeji ciagéw de Bruijna. Mozna pokazaé, ze za jej pomoca
da sie¢ wygenerowa¢ dowolny mozliwy ciag de Bruijna, czyli ze kazdy ciag

de Bruijna odpowiada pewnemu cyklowi Eulera w G,,. (Czy potrafisz wskazaé
cykl Eulera w G4 z rysunku 2 odpowiadajacy ciagowi de Bruijna z rysunku 17)
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Rozwigzanie zadania M 1235.
Wystarczy wykazac, ze suma poél
czworokatéw AKSN i SLCM jest réwna
polowie pola czworokata ABCD.

Oznaczmy przez [F| pole

figury F. Czworokat K LM N jest
réwnolegtobokiem, gdyz na mocy
twierdzenia odwrotnego do twierdzenia
Talesa mamy KL || AC, MN || AC
oraz KL = %AC. MN = %AC. Stad
wynika, ze [AKN] = $[ABD] oraz
[LCM] = %[BCD]. Dodajac stronami
dwie ostatnie zaleznosci, otrzymujemy
(1) [AKN] + [LCM] = $[ABCD].
Analogicznie dowodzimy, ze

[BLK]+ [MDN] = $[ABCD], co

w potlaczeniu z zaleznoscia (1) daje
[KLMN] = {[ABCD].

Poniewaz czworokat K LM N jest
réwnoleglobokiem, wiec
(2) [KSN]+[LMS] =

= i[KLMN] = $[ABCD].
Dodajac stronami réwnosci (1) i (2),
otrzymujemy teze.

5

Rys. 3. Przykladowy sze$ciowierzchotkowy
graf skierowany z zaznaczonym
skierowanym drzewem rozpinajacym
ukorzenionym w vg = 0.

Czy w kazdym grafie eulerowskim istnieje
skierowane drzewo rozpinajace? Jak takie
drzewo wyznaczy¢?

Mogtoby sie wydawac, ze problem mamy juz calkowicie rozwiazany. Niestety,
podany algorytm generowania ciagéw de Bruijna jest stosunkowo skomplikowany
jak na to, ze ciagi te z zalozenia maja pozwalaé¢ na szybkie generowanie
n-literowych stéw zerojedynkowych. 7 tego wzgledu opiszemy teraz pewien
pozornie zupelnie inny algorytm konstrukeji tych ciagéw, ktory jest mniej
ogélny (pozwala na wyznaczenie zaledwie jednego ciagu de Bruijna o ustalonym
rzedzie n), ale za to duzo prostszy w zapisie.

Algorytm Forda
w:=11...1; /* n jedynek */
while (true) do begin
V1= UU3 .. Upj
if (bylo[v0]) then u := v1;
else u := v0;
if (bylo[u]) then break;
bylo[u]:=true;
pisz(uy,);
end;

W algorytmie Forda konstruujemy ciag literka po literce, wybierajac
zawsze najmniejsza mozliwa litere, tak aby zadne podstowo dlugosci n sig¢
nie powtorzylto. Okazuje sie, ze ciag kolejno doktadanych literek tworzy pewien
ciagg de Bruijna rzedu n. Na przyktad wykonanie algorytmu Forda dla n = 4
prowadzi do otrzymania ciagu de Bruijna

0000100110101111.
Fakt, ze opisany algorytm jest rzeczywiscie poprawny, jest dosy¢ zaskakujacy.
Zastanawiajace wydaje sie juz chociazby to, dlaczego akurat zaczynamy
cale postepowanie od stowa ztozonego z samych jedynek, a nie, na przyktad,
z samych zer — co ciekawe, rozpoczecie algorytmu od stowa zlozonego z samych
zer nie prowadzi do wygenerowania ciggu de Bruijna, co Czytelnik moze
tatwo sprawdzi¢ chociazby dla n = 4. Dalej, Czytelnicy zaznajomieni ze
standardowym algorytmem wyznaczania cyklu Eulera w grafie moga zauwazy¢,
ze algorytm Forda jest w gruncie rzeczy do niego bardzo podobny, lecz
rozni sie od niego w jednym istotnym wzgledzie: w oryginalnym algorytmie
na poczatku wybierany jest jeden dowolny cykl, a nastepnie do niego doklejane
sa kolejne, rekurencyjnie wyznaczane cykle, tymczasem w opisanej wladnie
metodzie zakladamy, ze na pewno ,bedziemy mieli szczesdcie”, czyli ze juz
w pierwszym przebiegu skonstruowany cykl bedzie na pewno cyklem Eulera.
Pokazemy jednak, ze opisany algorytm nie jest az tak ,magiczny”, jak by sie
moglo wydawac.

Uzasadnienie rozpoczniemy od troche mniej znanego algorytmu wyznaczania
cyklu Eulera w dowolnym grafie G = (V, E). Powiemy, ze podgraf T grafu G jest
jego skierowanym drzewem rozpinajgcym ukorzenionym w v, jezeli:

a) T zawiera |V| — 1 krawedzi;

b) dla kazdego wierzchotka v € V' \ {vg} w T istnieje dokladnie jedna krawedz,
ktéra wychodzi z v

¢) z vg nie wychodzi zadna krawedz;

d) z kazdego wierzchotka v € V'\ {vg} mozna dojsé¢ do vy, wykorzystujac tylko
krawedzie z T

Okazuje sie, ze na podstawie dowolnego skierowanego drzewa rozpinajacego T'
grafu eulerowskiego mozna skonstruowaé¢ cykl Eulera w G. Budowe cyklu
rozpoczynamy w vg. Nastepnie wedrujemy po kolejnych (parami incydentnych
oczywiscie) krawedziach grafu, traktujac krawedzie z T jako ,zakazane”,

tzn. wybierajac je najpdzniej, jak tylko si¢ da. Dla grafu z rysunku 3 mozna
w ten sposéb otrzymaé np. cykl

0—-4—-1—-2—-0—-1—-3—-2—-5—3—0.

Dlaczego to dziala? G jest eulerowski, wiec z kazdego wierzchotka wychodzi
doktadnie tyle krawedzi, ile do niego wchodzi. Stad, po wejsciu do dowolnego
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Mozna pokazaé, ze cykle Eulera w grafie
skierowanym odpowiadajg wzajemnie
jednoznacznie skierowanym drzewom
rozpinajacym. Na podstawie tego faktu
mozna wyprowadzi¢ wzor na liczbe cykli
Eulera w danym grafie, z ktérego wynika
m.in. wzér na liczbe ciagéw de Bruijna

rzedu n: 22"

wierzchotka v # vy zawsze pozostaje jakas niewykorzystana krawedz wychodzaca
7 v, co pokazuje, ze Sciezka S konstruowana zgodnie z opisanym kryterium moze si¢
skonczy¢ jedynie w vy, czyli jest cyklem. Aby udowodnié, ze jest to takze cykl Eulera,
wystarczy pokazaé, ze wszystkie krawedzie z T leza na S (dlaczego?). Aby S mogla
skonczyé sie w vg, wszystkie krawedzie wychodzace z vy muszg lezeé na S, co na mocy
wlasnosci grafu G oznacza, ze rowniez wszystkie krawedzie wchodzace do vg musza
lezeé na S. W szczegdlnosci dotyczy to wszystkich krawedzi (w, vg) € T (np. krawedzi
3 — 0dlagrafu z rysunku 3). Dalej, kazda krawed?Z (w, vg) € T zostaje wykorzystana
w algorytmie jako ostatnia wychodzaca z w. To oznacza, ze przed tym, jak taka
krawedz znajdzie sie na .S, wszystkie krawedzie wchodzace do w musialy juz sie na
tej Sciezce znalezé, w tym wszystkie krawedzie postaci (u,w) € T' (na rysunku 3:
1 — 315 — 3) itd. Ze wzgledu na warunek d) z definicji skierowanego drzewa
rozpinajacego kontynuujac to rozumowanie, w koncu dojdziemy do lidci grafu T,
czyli do wierzchotkéw, do ktorych nie wchodzi juz zadna krawedz z T'. To konczy
uzasadnienie tego, ze rzeczywiscie S zawiera wszystkie krawedzie z T'.

Opisany algorytm jest moze ciekawy sam w sobie, ale jaki ma on zwigzek

z generowaniem ciggoéw de Bruijna, a w szczegdlnosci z algorytmem Forda?
Rozwazmy podgraf H grafu de Bruijna G,,, ztozony z krawedzi o etykiecie 1.
Jak tatwo zauwazy¢, jest to drzewo skierowane z dolaczona petla w korzeniu:
na najnizszym poziomie drzewa mamy wierzchotki odpowiadajace stowom
zakonczonym zerem, dalej — wierzchotki zakonczone jedng jedynka, potem
dwiema, itd. az do korzenia odpowiadajacego stowu 11...1.

1
D

111

1
011

1 1
001 101
1 1 1 1
000 100 010 110

Rys. 4. Struktura podgrafu H grafu Gy4.

Wyrzuémy petle z H, a reszte potraktujmy jako skierowane drzewo

rozpinajace G,,, ukorzenione w 11...1. Zauwazmy, ze poszukiwanie cyklu Eulera
w oparciu o to drzewo odpowiada kazdorazowemu wyborowi niewykorzystanej
krawedzi o najmniejszej mozliwej etykiecie. Poniewaz, jak juz wczeéniej
zauwazylidémy, n-literowe stowa binarne jednoznacznie odpowiadaja krawedziom
grafu G,, (a dokladniej parom postaci: (wierzcholek, etykieta krawedzi
wychodzacej z wierzchotka)), wiec otrzymany algorytm jest tak naprawde. ..
dokladnie algorytmem Forda!

Na koniec dodajmy, ze algorytm Forda ma jeszcze jedna zalete: mozna
zauwazy¢, ze generowany w nim ciag jest najmniejszym alfabetycznie
(tj. stownikowo) sposréd wszystkich ciagéw de Bruijna danego rzedu.

L -]

Rozwigzanie zadania M 1234.

Podzielmy dany prostokat na kwadraty 1 x 1 (ktére bedziemy nazywaé polami) oraz
pokolorujmy niektére z nich tak, jak pokazano na rysunku. Przyjmijmy, ze liczba
pomalowanych pél wynosi p.

Kazdy kwadrat 2 x 2 zawiera dokladnie jedno pokolorowane pole, a kazdy prostokat 1 x 4
pokrywa parzysta liczbe pokolorowanych pél (zero lub dwa). Stad wynika, ze liczby k oraz p
sg tej samej parzystosci.

Gdyby zadane pokrycie bylo mozliwe, to rozumujac analogicznie, doszlibysmy do wniosku, ze
liczby k — 1 oraz p sa tej samej parzystosci. UzyskaliSmy sprzecznosé.
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Stowarzyszenie na

Powszechne wsrdéd nauczycieli szkét wszystkich
typéw jest narzekanie na obnizajacy sie poziom
edukacji matematycznej. Niepokoi to szeroko
rozumiane srodowisko matematyczne, co mozna
traktowaé jako naturalny niepokdj korporacyjny,
ktérym mozna by si¢ nadmiernie nie przejmowac.
Wydaje sie jednak, ze w nieco dalszej perspektywie
ten stan moze przynies¢ znacznie powazniejsze
negatywne skutki. Juz spada zainteresowanie studiami
matematyczno-technicznymi. Podobna sytuacja

ma miejsce w innych krajach, gdzie zjawisko to

jest nawet bardziej powszechne. Zaczyna si¢ tam
juz wprowadza¢ programy naprawcze. Moze wiec
nie nalezy czekaé na to, co sie wydarzy, tylko juz
zacza¢ myéle¢ i dziataé¢, by temu negatywnemu,

jak pokazuja przyktady innych krajow, zjawisku
przeciwdzialaé. Pojawia sie wiec pytanie, kto i co
powinien robi¢. Naturalnym adresatem tego pytania
jest, oczywiscie, resort edukacji, ktory odpowiada
za polityke edukacyjna panstwa. Mozna by wiec
powiedzie¢ ,to oni” i nie zawracaé tym sobie glowy.
Czy jednak samo $rodowisko matematyczne nie powinno
podejmowacé inicjatyw, ktére moga pomoc odwrocié
niekorzystny trend?

rzecz Edukacji Matematycznej

www.sem.edu.pl

Przeciez zwyczajnie lezy to w jego dobrze pojetym

interesie, ktéry chyba nie jest sprzeczny z szerszym

interesem. Potrzebna jest do tego konsolidacja

srodowiska. Od czegos trzeba zacza¢. Temu ma

stuzy¢ dzialalnosé Stowarzyszenia na rzecz Edukacji

Matematycznej (SEM), ktére zostalo powolane w

lipcu 2008 roku. Inicjatorami powotania jest grupa

aktywnych nauczycieli i pracownikéw wyzszych

uczelni, ktorzy zajmuja sie popularyzacja matematyki

i praca z uzdolniong matematycznie mlodzieza.

Na ile ta inicjatywa okaze sie skuteczna, zdecyduje

to, jak szerokie srodowisko matematyczne uzna ja za

pozyteczna, i na ile czynnie sie w nia wlaczy. Program

i konkretne dzialanie SEM uksztaltuja jego czlonkowie.

Efekty dotychczasowej dziatalnosci to:

— wspdblorganizacja konferencji Konkursy matematyczne
w Polsce;

— prowadzenie Olimpiady Matematycznej
Gimnazjalistéw;

— opracowanie i wydanie broszury I Olimpiada
Matematyczna Gimnazjalistow.

Podejmowane sa inicjatywy dalszych dziatan.

Zarzgd SEM

Matematyku — zréb to lepiej!

W broszurce poswieconej I Olimpiadzie Matematycznej
Gimnazjalistow podane sa rozwiazania zadan
konkursowych. Idea przy$wiecajaca ukladajacym
zadania jest taka, aby do ich rozwigzania potrzebna
byla (w miare moznosci) jedynie matematyczna
przemyslno$¢, a w mniejszym stopniu erudycja
uczestnika. Jednak prezentujacy rozwiazania sa juz
skazeni matematyczna wiedza i najprostszych rozwiazan
moga nie dostrzegac.

Dlatego proponujemy nieustajace zawody: znalezé
prostsze rozwiazania zadan olimpijskich od podanych
przez autoréw broszurki.

Moze ponizsze rozwiazanie jest dobrym przykladem?

Zadanie. W przestrzeni danych jest n takich punktow
(n > 4), ze zadne cztery nie leza na jednej plaszezyZnie.
Kazde dwa z tych punktéw potaczono odcinkiem
niebieskim lub czerwonym. Udowodnij, ze mozna tak

wybraé jeden z tych koloréw, aby kazde dwa punkty byty

polaczone odcinkiem lub tamana wybranego koloru.

Rozwiazanie. Jesli jakie$ punkty A i B nie daja si¢
polaczy¢ tamana czerwona, to znaczy, ze taczacy je
odcinek jest niebieski. Wynika z tego, ze kazde dwa
punkty mozna potaczy¢ tamang niebieska. Gdyby
bowiem istnial punkt C, ktérego nie datoby sie
polaczyé niebieskg tamang z A lub B, to odcinki AC
i BC bylyby czerwone — ale wtedy czerwona tamana
ACB taczylaby punkty A i B wbrew poczatkowemu
przypuszczeniu.

Albo wiec nie mozna znalez¢é takich punktow A i B

(i wtedy dowolne dwa punkty sa polaczone lamana
czerwona), albo tez mozna i wtedy dowolne dwa punkty
mozna polaczy¢ lamang niebieska.

Czy to rozwiazanie jest poprawne? A jesli tak, to czy
jest lepsze od przedstawionego w broszurce?

Piszcie do nas.

Komitet Glowny
Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistow

o Olimpiadzie mozna poczytac¢ na stronie http://www.om.edu.pl/omg

Zarzad Stowarzyszenia na rzecz Edukacji Matematycznej serdecznie dzieckuje Redakcji Delty za uruchomienie tego kacika, ktéry
pozwoli SEM na comiesigczny kontakt z Panstwem za jego posrednictwem.
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Skrét regulaminu

Termin nadsylania rozwigzan: 31 V 2009

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesigca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch

lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do 1
z dokladno$cig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 —
3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe 0s6b, ktére nadestaly
rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle
punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie i w ktérejkolwiek
z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z fizyki nr 474, 475
Redaguje Jerzy B. BROJAN
474. Za pomoca soczewki skupiajacej wytworzono obraz pozorny trzykrotnie

powiekszony. Nie zmieniajac polozenia przedmiotu, przesuwano ekran po drugiej
stronie soczewki i zaobserwowano bardzo staby obraz rzeczywisty dwukrotnie

zmniejszony. Jak powstal ten obraz? Ile wynosi wspotczynnik zalamania szkta

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
462 (WT = 3,70) i 463 (WT = 3,18)

z numeru 9/2008
Krzysztof Magiera FLosiéw

i obrazow.

Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 26,00
Tomasz Wietecha Tarnéw 24,63
Andrzej 1dzik Bolestawiec 24,36
Radostaw Poleski Kotobrzeg 22,24

Rozwigzania zadan z numeru 11/2008

Przypominamy tresé zadan:

466. Stojacy na peronie pasazer wlaczyl stoper w chwili, gdy minat
go przéd hamujacego pociagu metra. Gdy minat go przéd drugiego
wagonu, stoper pokazal czas t; = 1,82 s, a gdy minal go przéd
trzeciego wagonu, stoper pokazal czas to = 4,05 s. Jesli pociag hamuje
ze stalym przyspieszeniem, to w jakiej chwili ¢t3 minie pasazera przéd
czwartego wagonu?

467. Chmura o ksztalcie dlugiego walca o promieniu R sklada si¢

z elektronéw krazacych wokoétl osi walca w polu magnetycznym

o indukcji B skierowanym wzdtuz tej osi. Liczba elektronéw na
jednostke objetosci n jest stala wewnatrz chmury, a na zewnatrz niej
jest préznia. Znalezé mozliwe predkosci katowe w obrotu chmury, oraz
maksymalng warto$é¢ n, dla ktérej taki ruch elektronéw jest mozliwy
(przy ustalonych pozostalych parametrach). Zatozy¢, ze predkosé
elektronéw jest znacznie mniejsza od predkosci §wiatta.

466. Spelnione sa rownania
d = vty —at3/2, 2d = vots — at3/2, 3d = vots — ats/2,

gdzie d jest dlugoscia wagonu, vy — predkoscia
pociagu w chwili wtaczenia stopera, a a — opdZnieniem
(przyspieszeniem ujemnym). Po wyeliminowaniu vy i a
otrzymujemy rownanie kwadratowe na t3

t3(ts — 2t1) + t3(2t — 13) + tita(ty — t1) = 0.
Analityczna postaé¢ rozwiazania jest tak ,niewygodna”,
ze ja pominiemy i podamy jedynie wynik liczbowy
t3 = 7,24 s. Nalezy wybra¢ mniejszy z dwéch wynikéw,
gdyz wiekszy odpowiada nierealnemu ,,powrotowi”
pociagu po jego zatrzymaniu.

467. Chmura wytwarza radialne pole elektryczne,
ktorego natezenie w odleglosci r od osi walca mozna

22

soczewki? Grubos$é soczewki jest mala w poréwnaniu z odlegloscig przedmiotu

27,27 475. Ptaska warstwa o grubodci d i stalej dielektrycznej réwnej 1 zawiera
jednorodnie rozmieszczony ladunek dodatni o gestosci objetosciowej o i styka sie
z druga warstwa o identycznych parametrach, ale zawierajaca tadunek ujemny.
Obliczy¢ réznice potencjaléw miedzy zewnetrznymi powierzchniami warstw.

obliczy¢, stosujac prawo Gaussa do wspélosiowego walca
o promieniu r. Dla r < R otrzymujemy

rne
Er)=—.

() =5,
Przyréwnujemy réznice sity Lorentza i sity
oddziatywania elektrostatycznego do sity dosrodkowej

rne
e(er — —) = mw?r

(m — masa elektronu).
280

Jak wida¢, predkos¢ katowa w nie zalezy od r, czyli
chmura obraca si¢ ,sztywno”. Po wprowadzeniu
oznaczen w, = eB/m (czestosé cyklotronowa)

. _ 2 ’ 7 .
iwp, =/e2n/meg (czestosé plazmowa Langmuira)
rOwnanie powyzsze mozna zapisa¢ w postaci

2 1,2
W — wew + 5wy, = 0.
Zatem
_ 1 2 2
w= 5(we £ Vwi —2wy).

Utrzymanie chmury w opisanym ruchu przestaje by¢

mozliwe, gdy 2wg przekroczy warto$é w?, tzn.
B2Eo
Nmax = om

Logiczna spdjnoéé¢ rozwigzania wymaga jeszcze
rozwazenia pola magnetycznego wytworzonego przez
ruch tadunku chmury. Okazuje sie, ze pochodzaca od
tego pola magnetycznego sita Lorentza jest mniejsza od
sily elektrostatycznej o czynnik rzedu v?/c?, czyli wobec
zalozonej nierelatywistycznej predkosci elektronow
mozna te site pominaé.



Klub 44

Zadania z matematyki nr 577, 578

Redaguje Marcin E. KUCZMA

577. Dwusieczna kata ABC' tréjkata ABC przecina bok AC w punkcie E oraz
® okrag opisany na trdjkacie ABC w punkcie D. Punkty M i N sa odpowiednio

srodkami odcinkéw AE i C'D. Dowiesé, ze punkty M, B, C, N leza na jednym
-_— 4 4 okregu.
[

578. Wykazaé zbiezno$é i obliczy¢ granice ciagu (a,) o wyrazach

Termin nadsylania rozwigzan: 31 V 2009

an:\/1—|—2\/1—|—3\/1+...—|—(n—1)\/1+—n.

Zadanie 578 zaproponowal pan Pawel Najman z Jaworzna.

Rozwigzania zadan z numeru 11/2008

Przypominamy tres¢ zadan:

569. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag o §rodku O; odcinek AB jest $rednica tego okregu.
Proste AB i C'D przecinaja si¢ w punkcie P. Okregi opisane na tréjkatach OBC i OD A przecinaja
si¢ w punktach O i Q. Dowies¢, ze OQ L PQ.

570. Znalezé wszystkie funkcje f, okreslone w zbiorze liczb rzeczywistych nieujemnych, o wartosciach
w tym samym zbiorze, cigglte prawostronnie w punkcie 0 i spetniajgce nieréwnosé

i

569. Nie tracac ogélnosci, przyjmijmy ze punkt B lezy
miedzy A i P.

E

7 "\

Niech E bedzie punktem przeciecia prostych AD i BC),

i niech EFF bedzie wysokoécig w trojkacie ABE;

pozostate dwie wysokosci to AC' 1 BD. Przecinaja sie

one w punkcie H; odcinek FH jest srednicg okregu w,
przechodzacego przez punkty C i D. Poniewaz |[<OCH| =
|XOAC| = |XxCEH]|, okrag w jest styczny do prostej OC.

Zachodzi ponadto réwnosé¢ |ED| - |EA| = |EC| - |EB],
z ktorej wynika, ze punkt F lezy na osi potegowej okregow
(ODA) i (OBC), czyli na prostej OQ.

Kazdy z czworokatéw OQDA i OQC B ma (z zalozenia)
okrag opisany. Wobec tego |[<DQE| = |[<EAB]| oraz
|<xCQE| = |« EBA]|, skad przez dodanie stronami

|«CQD| = |<EAB|+ |<EBA| =180° — |[XBEA|.
To za$ oznacza, ze okrag w przechodzi tez przez punkt Q.

Dalej, kazdy z czworokatéw AFCE i ABCD ma okrag
opisany, wiec mamy réwnosci

|«BCF|=|XEAB| = |[xDAB| = |xBCP]|.

23

T +y
1+x+y

) > f(z) + f(y) dla wszystkich z,y > 0.

To pozwala na dwa sposoby wyrazi¢ miare kata ABC"
|XABC| = |<OCB| = |<xOCF|+ |£xBCF| =
=|«xOCF|+ |«DAB|,
|<ABC| =180° — |« PBC| = |xBPC| + |«BCP| =
= |XFPC|+ |xDAB|.
7 przyréwnania prawych stron dostajemy rownosé

|XOCF| = |xFPC|, prowadzaca do wniosku, ze okrag ',
opisany na trojkacie CF P, jest styczny do prostej OC.

Zatem prosta OC' jest wspoélna styczna do okregdéw w i w’

— jest wiec ich osia potegowa. W takim razie |OF|- |OP| =
|OQ| - |OF| i w konsekwencji czworokat EQF P jest wpisany
w okrag. Skoro za$ kat EF'P jest prosty, wynika stad, ze

i kat EQP jest prosty.

570. Niech f bedzie jedna z szukanych funkcji. Wszystkie
jej wartodci sa liczbami nieujemnymi. Dla z =y =0
mamy f(0) > 2f(0), skad f(0) = 0. Podstawiajac w danej
nieréwnosci y = 0, otrzymujemy zalezno$é
x

! (1 + ac) > f(@)
Ustalmy liczbe xg > 0 1 wezmy pod uwage ciag liczb
dodatnich (x,) okreslony rekurencyjnie:

Tn
1+ xzn
Jest on malejacy, wiec zbiezny. Jego granica A spelnia
réwnanie A = \/(1 + ), ktérego jedynym pierwiastkiem jest
A = 0. Tak wigc limz,, = 0.

dla x > 0.

Tpt1 = dlan=0,1,2,...

Nier6wno$é spetniona przez funkcje f pokazuje, ze f(zny1) =
f(zn). Zatem ciag (f(zn)) jest niemalejacy, skad wniosek, ze

f(zo) < f(xn) dlan=0,1,2,...

Przechodzac do granicy (n — o) i korzystajac z zalozenia
ciggtosci funkcji f w punkcie 0, stwierdzamy, ze f(zo) = 0.

A poniewaz liczba zo byta wybrana dowolnie, znaczy to, ze f
jest funkcja réwna tozsamosciowo zeru. Oczywiscie spelnia ona
wyjsciowa nieréwnos¢ — jest wiec jej jedynym rozwigzaniem.
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Rozwigzanie zadania M 1236.

Niech [v/n] = t. Wéwczas

t? <n < t?+2t+ 1, a zatem

t24+1<n+1<t?+2t+1. Stad

uzyskujemy

2 +1 _n+1
<

t+1 t+1

ntl jest catkowita, wige

t+1
musi by¢ ona réwna t lub ¢t + 1. Wobec

t—1<

<t41.

Poniewaz liczba

tegon+1=t(t+1)lubn+1=(t+ 1)2.

W pierwszym przypadku liczba
n—1=t>4+t—2=(—1)(t+2)

jest podzielna przez t — 1, natomiast

w drugim przypadku liczba
n—3=1t242t—3=(t—1)(t+ 3) jest
podzielna przez t — 1.

w

Rozwigzanie zadania F 736.
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Zaktadajac, ze wszystkie katy padania sa
male, mamy:

H = Rsiny = R,
h = Rsina = Ra.

Z prawa zalamania mamy, ze 3 &~ na,
ponadto

v =180° — a — (180° — 2p) =
=28—a=(2n—1)a.
Stad otrzymujemy, ze
H/h~~/a=2n—1=1,6.
A wiec wigzka zwiekszy swojg szerokosé
1,6 razy.

Patrz w niebo

Zaczyna si¢ podejrzewac, ze gromady kuliste gwiazd sa wylegarniami
wszelkiego rodzaju niezwyklych obiektow, takich jak milisekundowe pulsary,
blekitni maruderzy, nawet srednio masywne czarne dziury. Ostatnio do tej
listy chyba mozna dodaé¢ mikrokwazary, jak nazwano uklady podwdjne
gwiazd, wystrzeliwujace strugi materii niemal z predkoscig $wiatla.

W galaktycznej przestrzeni moga one znalez¢é sie dopiero po wyrzuceniu

z gromady kulistej. W samych gromadach, tj. w przestrzeni wypelnionej
gwiazdami o rzedy wielkosci gesciej niz w okolicy Stonca, bliskie spotkania
gwiazd, bardzo tam czeste, prowadzi¢ moga zaréwno do intensywnego
powstawania i niszczenia ukladéw podwdjnych, jak i do czestego wyrzucania
z gromad tych wszystkich osobliwych obiektéw.

Najjasniejszym rentgenowsko obiektem na niebie jest Zrodlo Scorpius X-1,
potozone w odlegtosci 2800 pc. Odkryto go w 1962 r. w wyniku obserwacji
prowadzonych jeszcze z rakiet. Obecnie wiadomo, ze jest to ciasny uklad
podwdjny, ktorego jednym ze skladnikéw jest gwiazda neutronowa. Materia
tracona przez druga, zwykla gwiazde, opada na gwiazde neutronowa, ogrzewa
sie przy tym do milionéw stopni, co powoduje, ze staje sie silnym zrédlem
promieniowania rentgenowskiego. Od czasu do czasu obiekt wystrzeliwuje
strugi materii z predkosciami bliskimi predkosci $wiatta, przez co wlasnie
zalicza sie go do mikrokwazaréw, z jedna jednak poprawka: w wiekszosci
mikrokwazaréw centralnym obiektem jest czarna dziura, a tu — gwiazda
neutronowa. Na podstawie zmierzonego ruchu tego Zrédla i znanego rozktadu
pola grawitacyjnego Galaktyki kilku badaczy pokusilto si¢ o odtworzenie toru
zrodla w Galaktyce w ciagu ostatnich — powiedzmy — stu milionéw lat. Wynik
jest, oczywiscie, wysoce niepewny, cho¢by dlatego, ze nie sposéb dowiedzie¢
sie, ile i jakich spotkan z innymi obiektami doznal w tym czasie Scorpius X-1.
Niemniej okazalo sig, ze gdyby mu nic nie przeszkadzalo, to miatby tor zblizony
do toru gromady kulistej M4, ktorej ruch w Galaktyce akurat rowniez udalo sie
okresli¢. Moze wiec rzeczywiscie w niej powstat. ..

Tomasz KWAST

Marzec

Konezy si¢ zima, co na nocnym niebie widaé¢ po tym, ze wieczorem Orion jest
juz wyraznie przesuniety ku zachodowi. Widoczna za to w calej okazalosci

Droga Mleczna przebiega w poludniowej czeéci miedzy dwiema bardzo jasnymi
gwiazdami: Syriuszem, tj. alfa Wielkiego Psa, najjadniejsza gwiazda nieba,

a Procjonem, alfa Malego Psa, o ktérej to gwiezdzie jest wiecej w tym numerze
Delty. Obie gwiazdy leza stosunkowo blisko, obie sg goretsze od Slorica i obie maja
za towarzysza bialego karla. Towarzysz Syriusza to w ogdle pierwszy rozpoznany
bialy karzel. Odkryl go F. W. Bessel w 1862 roku, przy czym odkrycie polegato na
zauwazeniu, ze polozenie samego Syriusza na niebie okresowo si¢ waha, co dowodzi,
ze gwiazda ma ciezkiego satelite. Bessel nie znal jeszcze natury odkrytego przez
siebie obiektu, wykryt tylko, ze obiekt ten istnieje. Bezposrednio zobaczono

tego satelite duzo pdézniej i dopiero wtedy mozna byto go podda¢ badaniom
astrofizycznym. Bialte karly to gwiazdy ,do$¢ geste”, cho¢ daleko im pod tym
wzgledem do gwiazd neutronowych. Srednia gestos$¢ tego najstynniejszego biatego
karta 125 000 razy przekracza gestosé wody.

Wenus jest w Rybach, bardzo blisko Stonca, wiec jej nie wida¢. Mars jest

w Wodniku, wiec rowniez za blisko, by go zobaczy¢. Jowisz jest w Koziorozcu

i widaé¢ go przed wschodem Stonica. Jedynie Saturna mozna wygodnie i dtugo
obserwowa¢, znajduje sie¢ bowiem we Lwie i wida¢ go przez cala noc; 8 III bedzie
jego opozycja. Pelnia Ksiezyca wypada 11 III, a néw 26 III. Z jasnych obiektow
Ksiezyc w marcu zakryje jedynie Antaresa 17 III, co zobacza mieszkancy
Poludniowej Ameryki i Afryki. Nie przewiduje sie tez zadnego okresowego roju
meteoréw. Tak wiec pod wzgledem zjawisk na niebie marzec bedzie bardzo
skromny, z pewnoscia zas ucieszymy sie z faktu, ze 20 III zacznie si¢ wiosna.

T. K.
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Co za duzo, to niezdrowo?
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Joanna JASZUNSKA

Jas ukladana biurku kartki. Moga one czesciowo nakladac sie, ale nie moga wystawacé
poza brzeg biurka. Oznaczmy przez K laczne pole wszystkich kartek, za$ przez B
powierzchnie biurka. Jesli K < B, to Ja$ nie zdola przykry¢ calego biurka, pewien
punkt zawsze bedzie wystawal spod kartek. Jesli K > B i Ja$ uprze sie, zeby

kartki jednak nie naktadaly sie, to nie uda mu si¢ w ogdéle ich na biurku pomiescié.
Zmieszcza sie, o ile niektére beda sie nakladaé, wtedy pewien punkt biurka bedzie
przykryty co najmniej dwiema kartkami. Jedli K > 2B, to znajdzie si¢ nawet punkt

biurka przykryty co najmniej trzema kartkami.

Wszelkie skojarzenia z omawiang tu
miesigc temu zasada szufladkows
Dirichleta sa jak najbardziej stuszne!

1. Wewnatrz kwadratu o boku 1 znajduje si¢
pewna liczba kot. Suma ich obwoddéw jest réwna 10.
Wykaz, ze istnieje prosta prostopadta do ktéregos

z bokéw kwadratu i majaca punkty wspolne

z co najmniej czterema kotami.

R.. Suma dlugosci rzutéw wszystkich kot na bok AB kwadratu
to suma ich $rednic, czyli 10/7 > 3. Zatem istnieje taki punkt
X na AB, na ktéry rzutowane sa co najmniej cztery kota.
Szukana prosta to prosta przechodzaca przez X, prostopadta
do AB. O

2. Na nieograniczonej tace jest nieskonczenie wiele
modliszek, poczatkowo kazde dwie oddalone sa

0 co najmniej 2 metry. Kazda modliszka porusza
sie z predkoécia do 5 metrow na minute. Jedli
spotkaja sie dwie zywe modliszki, to jedna moze
zjes¢ druga. Modliszka umiera z gltodu i rozpaczy,
jesli przez minute nie zje zadnej innej zywej
modliszki. Udowodnij, ze po kwadransie wszystkie
modliszki bedg martwe.

R. Przyjmijmy, ze na poczatku kazda modliszka wazy M

i po zjedzeniu innej modliszki jej waga powieksza sie o wage
modliszki zjedzonej. Wobec tego po minucie kazda zywa
modliszka wazy co najmniej 2M, po dwoéch minutach —

co najmniej 4M i tak dalej, po kwadransie kazda zywa
modliszka wazy co najmniej 2*° M.

Poniewaz modliszki mogg zbliza¢ sie z predkoscia

co najwyzej 10 m/min, wigc wszystkie modliszki, ktorych
waga sktadalaby sie na te 2'5 M, musialyby pierwotnie
znajdowacé sie w kole o promieniu 150 metrow.

Poczatkowo wokét kazdej modliszki byt jej wlasny kawatek
laki o promieniu jednego metra. Zatem 2'° roztacznych kot
o polu 7 miescito sie w duzym kole o polu 7 - 1512 (kota
woké6t modliszek moga wystawaé o metr poza duze koto).
Jednak 1512 < 32000 < 32 -1024 = 2'° wiec nie mogty sie
miescié. Otrzymalidémy sprzecznosé, czyli zadna modliszka
nie mogta przezy¢ kwadransa. O

Te i tym podobne proste obserwacje okazuja sie catkiem przydatne przy
rozwigzywaniu niektérych zadan. Oto kilka przykladdw.

3. Na duzym kraciastym obrusie chcemy zrobié¢
plame o z gory zadanym ksztalcie i o polu
mniejszym od pola pojedynczej kratki. Wykaz, ze
mozna tak umiesci¢ plame, aby nie przykryta ona
zadnego wezta kraty.

R. Przyjmijmy, ze bok pojedynczej kratki ma 1 cm. Umie$émy
najpierw szablon w ksztalcie plamy gdziekolwiek na obrusie.
Jesli przykrywa jaki$ wezetl kraty, to potnijmy go zgodnie

z liniami podziatu kratek (rys. 1). Nastepnie wszystkie
otrzymane czesci poprzesuwajmy w pionie lub w poziomie

o catkowite liczby centymetrow, az trafia do jednej, z goéry
ustalonej kratki (rys. 2). Poniewaz plama ma pole mniejsze
niz 1 cm?, to poukltadane w ten sposéb fragmenty szablonu
nie zastonig catej wyrdznionej kratki. Wybierzmy dowolny

z niezakrytych punktéw i wszystkie czedci szablonu przesunmy
jednakowo tak, aby w tym punkcie znalazt si¢ jakis wezet
kraty (rys. 3). Nastepnie poprzesuwajmy fragmenty szablonu
z powrotem tak, zeby znéw utworzyty catoéé¢, ale w nowym
miejscu (rys. 4). Skoro zaden z fragmentéw szablonu

nie przykrywal wybranego wezla kraty, to po przesunigciu

o caltkowite liczby centymetréw nie przykryje tez zadnego
innego, wiec posktadany na nowo szablon wskazuje dobre
miejsce do umieszczenia plamy. O

—
B

q

Rys. 3
Y Rys. 4

Na koniec trzy zadania do samodzielnego rozwiazania.

4. W kole o promieniu 10 wybrano 99 punktéw. Udowodnij,
ze wewnatrz kola istnieje punkt odlegly od kazdego

z wybranych punktéow o wigcej niz 1.

Zadanie pochodzi z I etapu I Olimpiady Matematycznej

Gimnazjalistow, rozwigzanie dostepne jest m.in. na stronie
http://www.om.edu.pl/omg oraz w broszurce I OMG.
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5. W kole o promieniu 10 wybrano 372 punkty. Wykaz, ze
istnieje pierscien o promieniach 2 i 3, ktéry zawiera nie mniej
niz 12 sposréd tych punktow.

6. W okrag o obwodzie 24 wpisano tréjkat réwnoboczny oraz
kwadrat, ktére nie majg wspolnych wierzchotkéw. Wykaz, ze
co najmniej jeden z 7 tukéw, na ktére wierzchotki podzielity

okrag, ma dlugos¢ nie wieksza niz 1.



