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Czarne dziury w weekend — przewodnik praktyczny
Bozena CZERNY

Ogdlna teoria wzglednosci (OTW) jest koncepcyjnie prosta, gdy sie juz ja uda
zrozumieé¢. Materia wypelniajaca przestrzen (dokladniej — czasoprzestrzen)
okredla geometrie tej czasoprzestrzeni, a geometria czasoprzestrzeni okresla

z kolei jak wyglada ruch materii. Jednak matematyczna strona tej teorii jest
bardzo zlozona i wyklad uniwersytecki, zapoznajacy studentéw z podstawami
OTW, trwa zazwyczaj caly rok. Albert Einstein tez si¢ zreszta sporo nameczyt,
zanim ubral swoja idee w posta¢ matematycznych réwnan. Co wiec mozna
zrobi¢ w weekend? Prosze poczytaé dalej.

Ale najpierw dygresja. Warto czasami p0j$¢ do ksiegarni i rozejrzeé sie. Jest tam
petno podrecznikéw obiecujacych nauke czegos w weekend. Ja kiedys kupitam
dla siebie i syna ksigzeczke pod tytutem ,Nauka narciarstwa w weekend”.
Nabylidémy tez uzywane narty i na stok! Tak wigc sobie teraz pomyslatam, ze
skoro kiedys ktos potrafiacy jezdzi¢ na nartach zechcial napisa¢ takie dzielo dla
tych, ktérzy nie opanowali tej trudnej sztuki, to moze ja sie teraz odwdziecze

i, jako osoba nieco wtajemniczona, przyblize OTW tym, ktorzy jej nie znaja

na tyle, aby sami mogli sobie cos$ obliczy¢.

Oczywidcie, nie da sie opisa¢ w uproszczony sposob sytuacji najbardziej ogoélnej,
ale trzeba si¢ skupi¢ na stosunkowo prostym zagadnieniu. Skupie sie wigc na
opisie czarnej dziury.

Czarna dziura to ekstremalny przejaw OTW. Na trop jej istnienia natrafiono
jednak juz duzo wcezesniej, niz powstala OTW. Pierwszy zasugerowal to

w bardzo przekonujacy sposéb John Mitchell w roku 1784. Rozwazyt on po
prostu problem predkosci ucieczki z powierzchni ciala o masie M i promieniu R.
Predko$é ucieczki tatwo obliczy¢ w ramach teorii Newtona — wystarczy okreslié,
dla jakiej predkosci energia catkowita czastki o masie m (energia kinetyczna plus
energia potencjalna) jest réwna 0 (G oznacza stala grawitacji):

Masa czastki m skroci sie w tych rachunkach i otrzymamy

12GM
V=3 —
R )

znana nam wszystkim druga predkosé kosmiczna. Ale Mitchell pomyslatl: co bedzie,
jezeli rozwazymy $wiatlo, ktére ma znana predkos$é ¢ (300000 km/s)? Okaze sie
wéwcezas, ze dla znanej masy mamy pewna charakterystyczng warto$¢ promienia

o= 26
¢

Jezeli jakie$ ciato przy tej samej masie miatoby mniejszy promien, to predkosé
ucieczki bylaby wigksza niz predko$¢ swiatla. A zatem Swiatto nie mogloby
wydostaé sie z takiej gwiazdy i dotrzeé¢ do odleglego obserwatora! Taka gwiazda
wydawalaby sie czarna (nie $wiecilaby) i — jak zauwazyl Mitchell — jej obecnosé
mozna by wykry¢ tylko dzigki jej oddzialywaniu grawitacyjnemu na ruch innych,
$wiecacych cial.

Taka prosta argumentacja nie musi by¢ poprawna, poniewaz — jak teraz

wiemy — teoria Newtona stosuje sie tylko do cial poruszajacych sie z matymi
predkosciami w stosunku do $wiatla. A jednak w tym akurat wypadku wszystko
jest w porzadku — OTW w pewnym sensie potwierdza taki doktadnie wynik!
Mboéwiac precyzyjniej, wkrétce po sformutowaniu OTW przez Einsteina Karl
Schwarzschild znalazt Sciste rozwigzanie réwnan opisujacych pole grawitacyjne
wokol sferycznie symetrycznej masy w obszarze, gdzie masy juz nie ma

(tzw. rozwiazanie prézniowe). Rozmiar zrédla pola grawitacyjnego nie ma

w tym przypadku znaczenia. Moze to by¢ duza gwiazda — jak Stonce, albo

co$ bardziej zwartego. Ale jezeli jest to co$ bardziej zwartego, to w opisie pola
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Rozwigzania zadan
lingwistycznych

Zadanie 1.

1. Apostrof oznacza dlugosé, jezeli
znajduje si¢ po samoglosce, a czyta sie
jako [a], jezeli jest po spélglosce.

2. Litera w oznacza zaokraglenie

warg, jezeli znajduje si¢ po spélglosce,
a gloske [V] w pozostalych przypadkach.
3. [o] wymawia sie, chociaz nie jest
zapisywane, miedzy dowolng spo6tgtoska
i nastepujaca sonorna ([l m n]).

4. [o] jest wymawiane takze przed

grupami spélglosek na poczatku wyrazéw.

5.ptjggw qquw sa wymawiane jako
dzwigczne spolgloski ([b d jg g™ ¥ ¥x™])
na poczatku wyrazu i miedzy
samogloskami, a jako bezdZwigczne

([p t ¢ k k% x x™]) na konicu wyrazu oraz
w sasiedztwie innej spélgtoski.
Odpowiedzi.

(a) [eksenxoyon], [etkebox], [gemijemin],
[emtoy™atk], [debalc];

(b) tp’te’sn, mtesgm, alapt’g, glamen.

grawitacyjnego pojawia sie czynnik 1 — 2&2/[ , ktory jest réwny zeru dokladnie

dla r = Rg, stad wartos$¢ tego promienia nosi nazwe promienia Schwarzschilda.
Jego wartosé okresla horyzont czarnej dziury.

O tym, co charakteryzuje czarng dziure, mozna przeczytaé¢ w wielu ksiazkach
popularno-naukowych, wiec nie o tym bede pisac¢, skoro obiecalam rachunki
z uwzglednieniem efektow OTW. Poza tym to, co pod horyzontem, jest malto
interesujace, bo i tak tego nie widaé. Interesujacy jest ruch czastek ponad
horyzontem, bo tylko obserwujac go wykryjemy czarng dziure.

Ruch czastek w mechanice Newtona mozemy $ledzi¢, poniewaz znamy postaé
potencjalu pola grawitacyjnego W = —% i oczywiscie nie ma w nim miejsca na
jaki$ Jhoryzont”. To co zrobi¢, zeby bylo? Proste, wystarczy napisac, ze
GM
r— RS.
Co$ takiego zapowiada sie juz znacznie lepiej, poniewaz widac, ze przy
horyzoncie czarnej dziury, czyli dla r dazacego do Rg, potencjal ten dazy
do nieskonczonosci, a rachunki nalezy ograniczy¢ do obszaru r > Rg. I juz!
Najwazniejsza cze$¢ kursu ,,Czarne dziury w weekend” za nami. Teraz pozostaje
zobaczy¢, co oznacza ta modyfikacja, czy ma ciekawe konsekwencje, no i
wspomnie¢, jak to sie ma do ,uczciwych” rachunkéw.

U=

Ciekawy, a zarazem stosunkowo prosty, jest przypadek ruchu po okregu.
Predkos$é¢ w ruchu po okregu wyznacza si¢ z warunku, ze sita grawitacyjna

jest sita dosrodkowsa. Kinematyke pozyczamy z mechaniki Newtona, gdzie sita
dosrodkowa zalezy od promienia orbity r i predkoéci vy jak Fyos = mv,% /r. Site
grawitacyjna musimy jednak teraz obliczy¢ z nowego potencjatu. Robi si¢ to
przez zrdzniczkowanie potencjalu i pomnozenie przez mase czastki, co daje

GMm
(r— Rg)?’
Zatem juz mozemy okresli¢ predkos¢ czastki na orbicie kotowej wokél czarnej
dziury jako

Fgraw =

GMr
r—Rs’
Widaé, ze — jak w mechanice Newtona — dla duzych promieni predko$¢ spada
jak odwrotnosé pierwiastka z r (bo wtedy r — Rg jest prawie réwne r), a dla
malejacych wartosci promienia rosnie do nieskonczonosci. Jedyna réznica jest
taka, ze teraz ta nieskonczono$é nie jest w r = 0, lecz w r = Rg.

Ve =

A jednak zmiana jest istotna, a nie tylko kosmetyczna. Widaé
to wyraznie dopiero wtedy, gdy okreslimy nie predkosé, lecz
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moment pedu na orbicie kotowej. Ze szkoly wiadomo, ze moment
pedu czastki o jednostkowej masie na takiej orbicie to predkosé

{ pomnozona przez r, czyli I, = VGMr3/(r — Rg). Widaé, ze
moment pedu (na jednostke masy) ros$nie do nieskonczonoscei,
gdy zblizamy sie do horyzontu czarnej dziury! To juz wyglada
dramatycznie odmiennie od sytuacji w teorii Newtona. W niej
bowiem moment pedu na orbicie kolowej (zerowy w r = 0) rosnie
monotonicznie z odlegtoscia r. Tu nie. Z wykresu tego nowego
momentu pedu (rys. 1) widaé, ze w duzej odleglosci od czarnej
dziury roénie on wraz z r jak w teorii Newtona, ale w pewnej
odleglosci ma minimum, a blizej ro$nie z malejacym r!

Jezeli ktos potrafi rézniczkowaé, to moze osobidcie obliczy¢, dla
jakiego promienia wystepuje to minimum. W tym celu wystarczy
1 obliczyé pochodna funkeji Iy (r) wzgledem r i przyréwnaé ja do

10
r [Rg]

Rys. 1. Rozklad gesto$ci momentu pedu

zera. Wynik tego ¢wiczenia to ladna wielko$c¢
Risco = 3Rs.

Jej nazwa jest nieco skomplikowana, ale sprawa zaraz sie wyjasni.



Zadanie 2.
(a) Kazdy wers zawiera 6 sylab.
Obowigzuje aliteracja (por. tresé
zadania), natomiast rym wewnetrzny
tworzy si¢ wedlug nastepujacych zasad:
oznaczmy samogloski (i ich polgczenia)
wystepujace w jednym wersie kolejno
przez V1,V2,...,V6. Przynajmniej
jedna spoélgloska, ktéra znajduje sig
bezposrednio po V5, powinna znajdowaé
si¢ bezpo$rednio po Vn dlan =1, 2
albo 3. W wersach parzystych jest przy
tym Vn = V5. Poréwnaj na przyktad
wersy IV,1-6 (aliteracja jest zaznaczona
czcionka péltlusty, rymy wewnetrzne sa
podkreslone):
v
1 h&di gramr, pars gnidu,

geira hlegg vio seggi,

(raud fnysti ben blodi)

bIVngle i dyn nggln

pbés & rausn fyr raesi

(roé egglitudr) seggir ...

2

3

4

5

6

(b)

1 rzlm (preifsk reiddra gxa

2 rymr; knéttu spjor g JlJ’H?](I)
3 svartskyqqd bitu seggl

4 sverd b]oékonungs feréal
5 Ppés (hugfyldra holda)

6 hlaut andskoti Gauta

7 (h¢r vas sgngr of svirum)
8 sigr (flugbeiddra vigra).

Pozostale wyrazy to: hoegra i smidi.

Zastanéwmy sie, jakie konsekwencje ma fakt, ze w nowym potencjale moment
pedu na orbicie kotowej ma minimum. Wyobrazmy sobie, ze jakie$ czastki
kraza na orbitach kotowych wokodt czarnej dziury. Aby przej$é na nizsza orbite,
czastka zazwyczaj musi wytraci¢ czes$é¢ swojego momentu pedu. Tak jest zawsze
w teorii Newtona, tak tez jest i teraz, jezeli tylko orbita czastki jest wigksza
niz Risco. Mdéwimy, ze istnieje bariera momentu pedu, zapobiegajaca opadaniu
materii na obiekt centralny. W teorii Newtona taka bariera istnieje zawsze,

dla wszystkich orbit kotowych. Teraz natomiast mamy taka sytuacje, ze jezeli
czastka jako$ utraci tyle momentu pedu, ze znajdzie sie na orbicie r = Risco,
to dalej moze spadaé¢ na czarna dziure juz bez utraty momentu pedu. Dla
mniejszych promieni naturalny moment pedu na orbicie kotowej jest wszak
wiekszy, nie ma wiec mozliwosci, by znalazly sie tam jakies czastki. O takich
orbitach méwimy, ze sg niestabilne. Najdrobniejsze zaburzenie powoduje, ze
czastka zmienia charakter ruchu — w tym wypadku spada na czarng dziure.
Dlatego orbita r = Rigco nazywa sie po angielsku Innermost Stable Circular
Orbit, tj. Najbardziej Wewnetrzna Stabilna Orbita Kotowa, stad skrét ISCO.

Czy taka ciekawostka moze mie¢ jakie$ ,praktyczne” konsekwencje? Ot6z ma.
Astronomia wspolczesna spora czes¢ swojej aktywnosci poswieca obserwacjom
opadania materii na czarne dziury. Dzigki czarnym dziurom dzialaja stynne
kwazary, tj. zrédla promieniowania o jasnosciach przewyzszajacych setki

i tysiace razy laczne Swiecenie gwiazd macierzystej galaktyki, w ktérej czarna
dziura sie znajduje. Tak samo dziataja zréodta promieniowania rentgenowskiego
w naszej Galaktyce, a takze w pobliskich galaktykach, gdzie ostatnio tez

udaje sie je dostrzec. Galaktyczne obiekty zawierajace czarne dziury $wieca
nie tak jasno, bo ich masy sa niewielkie, zaledwie kilka czy kilkanascie razy
wieksze od masy Stonica, podczas gdy czarne dziury w kwazarach moga miec
masy nawet bliskie dziesigciu miliardom mas Stonica, moga wiec wychwycié
grawitacyjnie znacznie wiecej gazu ze swojego otoczenia, przez co gaz ten moze
wyprodukowaé wigcej promieniowania.

Mechanizm produkcji energii jest ten sam w obu typach obiektéw. Materia —
stosunkowo chtodny gaz o znacznym momencie pedu — naptywa z otoczenia
i osiada na kotowych orbitach wokot czarnej dziury. Materii jest sporo, wiec
w wyniku turbulencji ktebi si¢ ona, powoli traci moment pedu na rzecz
odlegtych obszaréw i dryfuje do srodka. Predkos¢ tego dryfu jest tysiace razy
mniejsza od predkosci ruchu orbitalnego. Tak wyglada dysk akrecyjny.

Jak daleko od srodka on si¢ rozciaga? Do samego horyzontu czarnej dziury?

Tak podpowiadalaby mechanika Newtona, ale wedtug udawanej OTW jest

inaczej: dysk akrecyjny siega tylko do Rrsco, a glebiej materia juz tylko
szybko, wrecz btyskawicznie spada. Moze to wiec wygladaé tak, ze

w centrum mamy czarng dziure o promieniu horyzontu Rg, dalej
pierécieniowa przerwe do Risco = 3Rg, a dalej dysk akrecyjny.

| Niestety, obserwacje nie osiagnely jeszcze dostatecznej zdolnosci

- rozdzielczej, by taki obraz zobaczy¢. Jednak z jednej strony

w przeciggu 10-20 lat powinno to sta¢ sie mozliwe, gdyz rozwdj

] technik interferometrycznych jest oszalamiajacy, a z drugiej strony
- astronomowie prébuja to zobaczy¢ posrednio, przez badanie widma
promieniowania obiektéw zawierajacych czarne dziury. To jednak
jest juz inna historia.

A co z tym dziwnym potencjalem? Otéz zgodnie z nim przebieg
momentu pedu na orbicie kotowej wokoét nierotujacej czarnej

- dziury jest imponujaco podobny do przewidywanego przez metryke
Schwarzschilda (rys. 2). W szczegdlnosci warto$é promienia, gdzie
|  moment pedu ma minimum, odtwarza sie dokladnie; $cista wartoéé

l
0 5 10
r [Rg]

Rys. 2. Rozklad gesto$ci momentu pedu

to naprawde 3Rg! Niestety, OTW przewiduje réwniez mozliwo$é,
ze zrédlo pola grawitacyjnego ma moment pedu (méwimy, ze
czarna dziura rotuje), a wtedy pole grawitacyjne zalezy od tego
momentu pedu — im jest on wiekszy, tym mniejszy jest horyzont



Zadanie 3. W obu jezykach przydawka
nastepuje po wyrazie okreslanym.
(@)
Jun — ko§¢,
i-jun — szkielet (mnéstwo kosci),
i-wahnawa — wigzka bananéw
(mnéstwo bananéw),
i-drai — kalendarz (mnéstwo dni),
drai-hmitrétr — niedziela ($wigty dzien),
gaa-hmitrétr — sanktuarium
($wiete miejsce),
uma-hmitrotr — ko$ciét (Swiety dom),
ngone-uma — $ciana (granica domu),
ngone-gejé — wybrzeze (granica wody),
nyine-thin — szydlo (narzedzie kiué),
ti1 — pisacé,
bé-tii — oléwek (narzedzie pisaé),
bé-woli — widelec (narzedzie ktud),
wota — zwierze,
bé-woli-wdta — ostroga
(narzedzie ktué zwierze),
bé-6du — szklanka (narzedzie pic),
ba-jié — wybrzeze (granica wody),
ba-bwén — zmierzch (granica nocy),
a-pulut — 16zko (miejsce spad).
(b)
wahnawa ‘banan’, drai ‘dzien’;
woli ‘ktué’, pulut ‘spac’.
()
i-bii ‘rdj pszczoél (mnéstwo pszczot)’,
tusi-hmitrétr ‘Biblia ($wigta ksigga)’.

czarnej dziury i promien najbardziej wewnetrznej stabilnej orbity kolowej (jezeli
czastka krazy w tym samym kierunku, w ktérym obraca si¢ czarna dziura).
Tego juz nie da sie odtworzy¢ bez porzadnego nauczenia sie OTW. Obserwacje
jednak nie sa jeszcze tak precyzyjne, zeby te rotacje czarnej dziury mozna bylo
wyznacza¢ w sposéb godny zaufania (choé¢ oczywiscie sa liczne préoby i metody
podejécia do tego zagadnienia). W wielu wiec przypadkach warto ten dziwny
potencjal zastosowac i tak tez sie robi.

A skad on si¢ w ogdle wzial? Wymyslil go niedawno zmarty prof. Bohdan
Paczynski, gdy jeszcze pracowal w Warszawie, pod koniec lat siedemdziesiatych
ubieglego wieku. Prof. Paczynski bardzo sie wtedy zainteresowal problemem
akrecji materii na czarna dziure, zderzyl sie jednak z obliczeniowymi
trudnosciami pietrzacymi si¢ w samej OTW. Przez pewien czas pracowal

z pomoca specjalistow w tej dziedzinie, ale w koficu uznal, ze wladciwie nie ma
powoddéw meczy¢ sie z zaawansowanym formalizmem, skoro wtedy i tak nie bylo
wiadomo, co sie w poblizu czarnej dziury dzieje (teraz jest nieco lepiej, ale tez
nie wszystko wiemy). No i wymyslil potencjal przedstawiony w tym artykule

i opublikowal w 1980 roku. Praca ta byla juz cytowana w literaturze ponad
500 razy, co jest naprawde dobrym wynikiem w astronomii. W praktyce
przypadkéw jej uzycia byto wiecej, gdyz wielokrotnie nie byta ona wspominana,
jak nie wspomina sie formalnie publikacji Einsteina, piszac o OTW.

Mam wiec nadzieje, ze drogi Czytelnik, po przeczytaniu tego tekstu, poznal
jakas czes¢ OTW. Co prawda, chyba w takim stopniu, w jakim ja w weekend
nauczylam sie jezdzi¢ na nartach. Po zapoznaniu sie z ksiazka nie zaczetam od
razu z wdzigkiem $miga¢ po stoku, na co po cichu liczytam, udato mi sie jednak
zjechaé z gorki w sposob kontrolowany i nabratam przekonania, ze jazdy na
nartach mozna si¢ nauczy¢, tylko trzeba dalej probowaé. To samo jest z OTW.
Tak wiec zycze milego dalszego prébowania.

Redaguje Fwa CZUCHRY

F 733. Kiedy$ w czasie mroznych zim przykrywano gazeta stojace w sieni
wiadro z woda. Dlaczego?
Rozwiazanie na str. 15

F 734. W niektorych starych zegarach, przeznaczonych do pracy na odkrytym
powietrzu, wahadlo sklada sie z dlugiej rurki zakonczonej pojemnikiem z rtecia.
Czemu shuzyta taka konstrukcja wahadta?

Rozwiazanie na str. 24

Redaguje Waldemar POMPE

M 1231. Liczby catkowite dodatnie spetniaja warunek

a?+ab+0?=c*+cd+d>
Wykazac, ze liczba a + b+ ¢ + d jest liczba zlozona.
Rozwiazanie na str. 7

M 1232. Wewnatrz kwadratu ABC' D umieszczono (w dowolnym miejscu)
kwadrat PQR.S, jak pokazano na rysunku. Dowiesé, ze suma pol czworokatow
ABQP i CDSR jest rowna sumie pél czworokatéw DAPS i BCRQ.

Uwaga: Ta oraz kilka innych konfiguracji geometrycznych dotyczacych ,réwnych
sum pél” przedstawione zostaly na plakacie Stowarzyszenia na rzecz Edukacji
Matematycznej (zob. okladka).

Rozwiazanie na str. 24

M 1233. Udowodni¢, ze sposréd dowolnych n + 2 liczb catkowitych (n > 1)
mozna wybraé takie dwie a, b, ze liczba a® — b? jest podzielna przez 2n.
Rozwiazanie na str. 18
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Kosmiczna linijka

2. Proxima Centauri: nasza najblizsza sasiadka;
odleglosé 0,77 pc (0,4 pc na linijce)

W odleglosci 4,24 roku swietlnego, w gwiazdozbiorze Centaura lezy najblizsza
nam gwiazda. Odleglo$é¢ do niej zostala zmierzona juz w 1917 roku przez
Voute’a. Jest to dos¢ niepozorny obiekt jak na gwiezdne standardy: ma mase
niemal dziesigciokrotnie mniejsza od masy Stofica (dokladnie 0,107 masy Slonca)
i promienr siedmiokrotnie mniejszy (0,145 promienia Slofica), jest zatem niewiele
wieksza od najwiekszych planet. Swieci z jasnoécia 10000 razy mniejsza od
jasnoéci Slonca, a w zwigzku z tym, mimo niewielkiej odleglosci, gwiazdy tej

nie zobaczymy golym okiem. Jest tez znacznie bardziej czerwona niz Stonce,

co wiaze sie ze znacznie nizsza temperatura jej warstw powierzchniowych

(ok. 3000 K).

Astronomowie klasyfikuja Proxime Centauri jako gwiazde typu M5.5V. Oznacza
to w szczegdlnosci, ze jest ona czerwonym kartem i nalezy do tak zwanego ciagu
gléwnego — rodziny gwiazd na dosy¢ wezesnym etapie rozwoju, spalajacych

w swym wnetrzu wodor i zamieniajacych go w hel (pod tym wzgledem

gwiazda ta jest podobna do Stornica). Obiekty o jeszcze mniejszej masie, ponizej
8% masy Slofica, nie stwarzaja mozliwosci efektywnego zachodzenia reakcji
termojadrowych i nie moga staé sie gwiazdami. Proxima Centauri moze by¢
nieco starsza od Slonca, jej wiek jest oceniany na 5—6 mld lat, podczas gdy
Stonce liczy sobie 4,6 mld lat.

Cho¢ Proxima Centauri jest tak niepozorna, to cechuje ja jednak znaczna
aktywnos¢ rozblyskowa, ktéra gwiazda zawdziecza istnieniu stosunkowo silnego
pola magnetycznego o natezeniu kilkuset gauséow. Rozblyski te polegaja na
znacznym (nawet dwukrotnym) pojasnieniu gwiazdy, sa tez widoczne w zakresie
promieniowania rentgenowskiego.

Proxima Centauri w odréznieniu od Stonica nie jest gwiazda samotna, ale wchodzi
w sktad uktadu potréjnego — towarzyszy gwiezdzie Alpha Centauri, ktéra jest

z kolei ciasnym ukladem dwéch gwiazd, oznaczanych symbolami A i B. Sugerowany
wezesniej zwiazek fizyczny Proximy Centaurii Alpha Centauri potwierdzita ostatnio
staranna analiza obserwacji wykonanych przez satelite Hipparcos. Stwierdzenie
zwiazku nie bylo latwe, poniewaz Proxima Centauri jest w znacznej odleglosci
(ok. 15000 j.a.) od Alpha Centauri — najjasniejszej gwiazdy w konstelacji.

Poszukiwania planet wokét Proximy Centauri jak dotychczas nie daly rezultatu.
W szczegdlnosci obserwacje prowadzone przez 7 lat przy uzyciu europejskiego
teleskopu VLT (Very Large Telescope) wykluczyly istnienie planety o masie
wigkszej niz masa Neptuna w odleglosci mniejszej niz 1 j.a. od gwiazdy
macierzystej. Nasza najblizsza sasiadka jest zatem najprawdopodobniej
niezamieszkana. . .

Bozena CZERNY, Agnieszka JANIUK

Na rozwiazania zadan A 31 A 4
czekamy do 1 marca 2009 r.
(decyduje data stempla pocztowego)
pod adresem:

Centrum Astronomiczne
im. Mikotaja Kopernika
ul. Bartycka 18
00-716 Warszawa

Konkurs zadan astronomicznych

A 3. Ile razy $rednica cienia i pélcienia Ziemi na Ksiezycu jest wicksza od
$rednicy Ksiezyca? Odleglo$é¢ Ksiezyca od Ziemi to 384 000 km, a jego érednica
3476 km. [1 pkt]

A 4. Albedo A Ziemi, tj. zdolno$¢ odbijania promieniowania, wynosi 0,39, zatem
1 — A promieniowania stonecznego ogrzewa Ziemie. Przyjmijmy, ze Ziemia
promieniuje jak ciato doskonale czarne. Oblicz érednia temperature Ziemi

w stanie réwnowagi (tj. gdy tyle samo energii wyswieca, ile pochlania). [2 pkt)
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O algorytmie Dijkstry mozna poczytaé
w ksigzce: T. Cormen, C. Leiserson,
R. Rivest, C. Stein, Wprowadzenie do
algorytmow.

®—0O®
(1) ﬂRelax(u, v, w) = true

JOnd G}

®—+®
(2) ﬂRelax(u, v, w) = false

BO—©,

Relaksacja. W sytuacji (1) funkcja Relax
znajduje krétsza Sciezke do wierzchotka v
i aktualizuje d[v]. W sytuacji (2) préba
znalezienia krétszej Sciezki nie udaje sig¢ —
zadna warto$¢ nie zostaje zmieniona.

*student, Wydzial Matematyki
i Informatyki, Uniwersytet Wroctawski

Algorytm SPFA
Krzysztof PIECUCH *

,Dane sa skierowany graf wazony G = (V, E) z nieujemnymi wagami na
krawedziach oraz dwa wyrdznione wierzcholki s, f € V. Wage krawedzi

u — v € E oznaczamy przez w(u — v). Nalezy znalezé dlugosé najkrétszej sciezki
z s do f.”

Gdyby to oto zadanie da¢ do rozwigzania przecietnemu polskiemu studentowi
informatyki, zapewne zaimplementowalby algorytm Dijkstry. Gdyby jednak to
samo zadanie zada¢ studentowi z Chin, to prawdopodobnie wykorzystalby do
rozwiazania — w Polsce niemal nieznany — algorytm SPFA. Nic w tym dziwnego;
jest on krotszy i duzo tatwiejszy do zaprogramowania.

Czesto bywa tak, ze uogdlniajac problem, latwiej jest znalezé jego rozwiazanie.
Nie inaczej jest w tym przypadku. Zamiast szukaé najkrétszej Sciezki z s do f,
znajdziemy najkrotsze $ciezki z s do wszystkich wierzchotkow v € V.

Schemat wigkszosci algorytmow rozwiazujacych problem najkrétszej Sciezki

jest taki sam. Kazdemu wierzcholtkowi v przypisujemy warto$é d[v]. Bedzie ona
oznacza¢ najmniejsza znaleziona dotychczas dlugosé éciezki z s do v. Poczatkowe
wartosci elementéw tablicy d nadaje ponizsza prosta procedura.

Initialize Single Source(G, s)
for each v € V do d[v] := o0
d[s] := 0;

Podstawowa operacja, ktéra modyfikuje wartosé d[v], jest relaksacja. Dla
krawedzi u — v polega ona na sprawdzeniu, czy idac ta krawedzia, dojdziemy
do wierzchotka v szybciej, niz potrafiliémy to zrobi¢ do tej pory. Jesli tak, to
aktualizujemy warto$é d[v].

Relax(u,v)
if d[v] > du] + w(u — v) then
d[v] := d[u] + w(u — v);
return true;
else return false;

Algorytmy Dijkstry, Bellmana—Forda oraz SPFA roznia sie tylko tym, w jakiej
kolejnodci i ile razy relaksuja krawedzie. SPFA (ang. Shortest Path Faster
Algorithm) jest ulepszona wersja algorytmu Bellmana—Forda. Zacznijmy wiec od
opisu tego algorytmu. Sklada sie on z |V| — 1 faz, a w kazdej z nich relaksowane
sa wszystkie krawedzie grafu. Koszt czasowy algorytmu Bellmana—Forda to
zatem O(VE).

Bellman—Ford(G, s)
Initialize Single Source(G, s);
for i:=1to |V|—1do
for each u — v € F do
Relax(u,v);

Skad bierze si¢ taka, a nie inna liczba faz algorytmu Bellmana-Forda? Podzielmy
wszystkie wierzcholki grafu na grupy: Vo = {s}, V1, Va,... W zbiorze V; znajduja
sie wierzchotki, dla ktérych pewna najkrétsza Sciezka z s sktada sie z ¢ krawedzi
i ktére nie znalazlty si¢ w zadnej grupie V; dla j < i. Mozna pokazaé przez tatwa
indukcje, ze po wykonaniu i-tej fazy algorytmu dla kazdego z wierzchotkéw z V;
warto$é w tablicy d jest ostateczna. Na koniec wystarczy zauwazyé, ze V; # ()
moze zachodzié jedynie dla ¢ < |V]| — 1 (dlaczego?).

Zwroémy teraz uwage na nastepujace dwie sytuacje, w ktorych relaksacja

krawedzi u — v na pewno nie zmieni wartosci d[v]:

a) wartosé¢ d[u] = oo;

b) krawedZ u — v byla juz relaksowana i od tego czasu warto$é¢ d[u] nie ulegla
zmianie.



®

Rozwigzanie zadania M 1231.
Zauwazmy, ze dana w tresci zadania
réwnosé jest réwnowazna zaleznosci

(a+b+c+d)(a—c+2b—2d) =

=(a+c)(—a+b+c—d).

A zatem, gdyby liczba a + b+ c+d
byta liczbg pierwsza, to musiataby
by¢ dzielnikiem jednej z liczb a + ¢
lub —a + b + ¢ — d. Jednak nie jest to
mozliwe, gdyz a+c<a+b+c+d
oraz |—a+b+c—d| <a+b+c+d.
‘Wobec tego liczba a + b+ ¢ + d jest

liczba zlozona.

W tym miejscu polecamy uwadze

Czytelnika pare podobnie wygladajacych

warunkéw a), b) z wczesniejszej czesci
tekstu.

Q:s

POV

4
=06,

Q:t,u

t 3 z
Q=0

@<1\\ s@

4u@ 2 w
Q:u, z,w

O==0

K] 2

O—0,

Q: puste

Przyklad dzialania algorytmu SPFA. Na rysunku pogrubiono
krawedzie relaksowane. Cho¢ d[u] oraz d[w] zostaly zmienione
dwukrotnie, to krawedzie wychodzace z tych wierzchotkow
relaksowalismy tylko raz. Bylo to spowodowane tym, ze gdy
zmieniliSmy po raz drugi warto$¢ d tych wierzchotkéw, to byly juz one
w kolejce. Natomiast wierzcholek z znalazt si¢ w kolejce dwukrotnie,
wigc wychodzaca z niego krawedz byta relaksowana dwa razy.

Dla grafu gestego lepiej wykorzystaé
algorytm Floyda—Warshalla, takze
opisany we Wprowadzeniu do
algorytmow.

W algorytmie Bellmana—Forda czesto wykonuje sie tego typu niepotrzebne
relaksacje.

Algorytm SPFA korzysta ze struktury danych zwanej kolejka bez duplikatow.
Mozna na niej wykonaé¢ nastepujace operacje:

e Init(Q): tworzy pusta kolejke bez duplikatéw Q;
¢ Enqueue(Q,v): wstawia element v do kolejki @, o ile @ jeszcze go
nie zawiera;
e Dequeue(QR): wyjmuje z kolejki element, ktéry byl wstawiony najwczesniej;
e IsEmpty(Q): zwraca prawde, jesli kolejka jest pusta; w przeciwnym
przypadku zwraca falsz.

Jesli przyjmiemy, ze elementami @) sa liczby z zakresu od 0 do m — 1, to
implementacja tej struktury danych moze wyglada¢ nastepujaco. Précz zwyklej
kolejki utrzymywac bedziemy tablice boolowska T'[0..(m—1)]. Wartosé¢ T'[i] okresla,
czy element ¢ znajduje sie w kolejce, czy tez nie. Trzeba teraz tylko, wstawiajac
i usuwajac elementy kolejki, odpowiednio uaktualniaé¢ tablice. W dalszej czesci
artykutu kolejke bez powtérzen bedziemy nazywaé po prostu kolejka.

W algorytmie SPFA na kolejce @) przechowywane sa wierzcholtki grafu G.

Wierzcholek u znajduje sie w @, jesli spelnione sa dwa warunki:

a) wartosé¢ du] # oo;

b) krawedzie wychodzace z wierzchotka u nie byly relaksowane lub od ostatniej
relaksacji zmienila sie warto$é dfu].

Na poczatku jedynym wierzchotkiem spelniajacym

W oba warunki jest s. Za kazdym razem, gdy pobieramy

z kolejki wierzchotek u, relaksujemy wszystkie krawedzie
wychodzace z u. Jesli relaksacja krawedzi u — v zmieni
warto$é d[v], to wierzcholek v wstawiamy do kolejki.
Algorytm konczy prace, gdy kolejka staje sie pusta.

@
SPFA(G, s)
Initialize Single Source(G, s);
@ Init(Q);
Enqueue(Q, s);
while not ISEmpty(Q) do
@ u := Dequeue(Q);
for each u — v € F do
if Relax(u,v) then
@ Enqueue(Q,v);

Najwigksza wada tego algorytmu jest ztozonosé
obliczeniowa. Dla pewnych graféw SPFA bedzie dzialat
@ tak samo kiepsko jak algorytm Bellmana—Forda, czyli

w czasie O(V E) (czy potrafisz znalezé przyklad takiej
rodziny graféw?). Jednak w praktyce algorytm radzi sobie
bardzo dobrze. Wykonuje niewiele relaksacji, a dzieki
prostej strukturze ma mala stala. Do SPFA mozna tez
dodaé pewne elementy losowosci (na przyklad przy wyborze
kolejnosci relaksacji krawedzi wychodzacych z ustalonego
wierzcholka), co istotnie zmniejsza szanse na to, ze dla
danego grafu algorytm bedzie bardzo nieefektywny.

Co jeszcze potrafi SPFA? Po dodaniu tablicy typu .,z jakiego wierzchotka
nastapita relaksacja” algorytm jest w stanie odtworzy¢ najkrétsza Sciezke z s

do dowolnego z wierzchotkéw. Dalej, na poczatku artykutu zatozylidmy, ze
krawedzie grafu maja nieujemne wagi — bez tego warunku algorytm Dijkstry
moze nie zadzialaé¢ poprawnie. Jednak SPFA radzi sobie nie tylko z ujemnymi
krawedziami, ale po drobnej modyfikacji wykryje rowniez ujemne cykle w grafie.
Jesli natomiast chcemy obliczyé¢ najkrotsze Sciezki miedzy wszystkimi parami
wierzchotkéw w grafie rzadkim, wystarczy uruchomié¢ SPFA dla kazdego
mozliwego wierzchotka startowego.
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Graficzna interpretacja
sum ciggow arytmetycznych

Gustaw SIERZPUTOWSKI*

Pomysl na te prace powstal calkowicie przypadkowo, gdy otrzymalem zadanie obliczenia sumy
kolejnych wyrazéw pewnego ciggu arytmetycznego drugiego stopnia. PoniewaZz zagadnienie

*uczen, I LO w Bydgoszczy

Na poczatek, jako wprowadzenie do metody, przedstawimy
graficzny sposéb otrzymania wzoru na sume kolejnych
wyrazéw dowolnego ciggu arytmetycznego. Zapiszmy ja
od razu w nastepujacy sposob:

a +

ap + 1+
ar+r+r+
ar+r+r+r+

ap+r+r+r+...+n—-1)r

n wyrazéw

n—1wyrazéw

Zastapmy teraz kazda z réznic r kwadratowym klockiem.
Dla n =5 bedzie to

Przedstawiony zespot klockow moze kojarzy¢ sie nam

z tréjkatem. Po polaczeniu go z druga taka sama figura
otrzymamy prostokat o polu (n — 1) - n, ktére podzielone
przez 2 daje nam poczatkowo szukang liczbe réznic

Potrafimy juz zatem zapisa¢ wzor na sume kolejnych
wyrazéw dowolnego ciagu arytmetycznego pierwszego
stopnia:
(n—1

S :n-al—i-r-%.

Zdefiniujmy teraz nastepujacy ciag:
n=1424+3+...4(n—1)+n.
Suma pierwszych n wyrazéw tego ciagu to
Sp=n+Mn—-12+mn—-2)3+...+
+3n—2)+2(n—1)+mn,

co widaé, gdy rozpiszemy ja tak, aby kazdy wyraz
znalazl si¢ w osobnej kolumnie
1+
142+
1+24+3+
1+2+3+4+
1+2+3+4+5+

n wyrazéw

1+24+3+4+5+...

n wyrazoéw

8

to wybiegalo poza zakres liceum i definicje ciggow arytmetycznych stopni wyzszych niz jeden
nie byly mi znane, postanowilem poszukaé wlasnej metody dojécia do rozwigzania. . .

Przedstawmy teraz te sume w postaci bryly utworzonej
z jednakowej wielkosci sze$ciennych klockéw (na rysunku
dla n =5).

Konstrukcja ta, ktéra nazwiemy ,,A”, moze przypominaé
nam ostrostup. Mozemy domysla¢ sie wiec istnienia
bryly B o dwukrotnie wickszej objetosci (a wiec

i liczbie klockéw), takiej, ze jesli polaczymy obie te
konstrukcje, to otrzymamy bryte C' przypominajaca
wygladem graniastostup prawidlowy tréjkatny.

Po potaczeniu dwdéch konstrukeji C' otrzymamy
natomiast prostopadtoscian, bedacy odpowiednikiem
otrzymanego w poprzednim przypadku prostokata.

Tak mniej wiecej beda wygladaly dane bryly, gdy
wezmiemy na tyle duze n, aby przestaé zauwazac

krawedzie klockéw.

=

|

bryla A

bryla C'

bryta D

A tak, gdy n = 3:




Widzimy wiec, ze w bryle D znajduje si¢ dokladnie

n-(n+1)-(n+2) szeSciennych klockéw. Oczywiste jest

tez, ze Vp =2- Vo =2 (Va+ V) =6 - V4. Mozemy
juz zatem napisaé¢ wzér na sume kolejnych wyrazow
omawianego ciggu:

Sn:%n~(n+1)~(n+2).

Przejdzmy teraz do sumy kwadratéw kolejnych liczb
naturalnych. Przedstawmy ja od razu w sposéb
analogiczny do poprzednich.

1+

2+2+

3+3+3+

n wyrazéw 44+4+4+4+
5+5+5+5+5+

n+n+n+n+n+...4+n

n wyrazéw
Bardzo tatwo zauwazy¢ podobienstwo tréjwymiarowej
interpretacji tej sumy do otrzymanej w poprzednim
przykladzie bryly B (dla n = 5).

bryla B

omawiana suma

Od razu mozemy zauwazy¢, ze po odjeciu ,,omawianej
sumy” od sumy przedstawianej przez bryle B
otrzymamy sume n kolejnych liczb naturalnych.
Mozemy wiec bez problemu otrzymaé wzér na sume
kwadratéw kolejnych liczb naturalnych:

S(z):”'(”+1)'(”+2) ~n-(n+1) _
" 3 2
~n-(n+1)-(2n+1)
G .

Gdy przedstawimy na plaszczyznie n kolejnych
sktadnikow sumy szeéciandéw liczb naturalnych,
zauwazymy, ze zawsze mozna utozy¢ z nich kwadrat
o boku dtugoéci réwnej sumie n kolejnych liczb
naturalnych.

Otrzymujemy wigec wzér na sume:

SB) = <w>2

Rozwazmy teraz sume czwartych poteg kolejnych
liczb naturalnych. Utwérzmy graficzna postaé¢ sumy
14 4+ 2% 4 3* ulozonej w taki sposéb, ze w podstawie
kazdego z jej skladnikéw bedzie kwadrat n x n,

natomiast wysokoécia bedzie n2.

Polaczmy takie prostopadlosciany w sposob pokazany
na rysunku.

Widzimy, ze podstawa powstalej konstrukcji jest
rozpisang na ptaszczyznie suma kwadratéw kolejnych
liczb naturalnych. Aby policzy¢ liczbe klockow
budujacych dana bryle, nalezy przestawi¢ je tak, by
wyréwnaé wysokosci kolumn, a nastepnie zmierzy¢
wysoko$¢ powstalej bryty.

Na podstawie dotychczasowych przyktadéw mozemy
takze przypuszczacé, ze wzér na sume k-tych poteg
kolejnych liczb naturalnych jest wielomianem
k + 1 stopnia. Spodziewamy sie zatem wzoru na sume
o postaci:
n(n+1)(2n + 1)

6
Widzimy wiec, ze wysoko$¢ naszej bryly jest tréjmianem
kwadratowym. Mozemy przypuszczaé, ze aby obliczyé
jego wspdlezynniki, nalezy za n podstawi¢ trzy rézne
liczby naturalne i rozwiazaé¢ uklad trzech réwnan
(oczywiscie, najprosciej za n podstawié 1, 2 1 3).
Po kroétkich rachunkach otrzymujemy wzoér na sume
czwartych poteg kolejnych liczb naturalnych. Warto
dodaé, ze wysokos¢ rozpatrywanej bryty nie dla
kazdego n bedzie liczba naturalna, czyli w rzeczywistosci
nie zawsze da si¢ przestawic¢ klocki, wyrownujac
kolumny, jak dlan =3
‘(n+1)-2n+1)-Bn?+3n—1)

30

42t 40t = (an® +bn + c).

sw ="

Okazuje sie, ze metoda, ktora otrzymalidmy wzdr na
sume czwartych poteg kolejnych liczb naturalnych,
dziata takze dla wyzszych poteg. Dzicki temu
spostrzezeniu mozemy utworzy¢ nastepujacy wzor
rekurencyjny, w ktorym wspélezynniki tréjmianu
obliczamy, podstawiajac wartosci sumy dla maltych n:
ok k=

= (124282 4 4P (an® + bn + ),

gdzie k > 2.



Na zakonczenie przedstawimy graficzng postaé¢ sumy
kolejnych wyrazéw dowolnego ciagu arytmetycznego
II stopnia. Poniewaz jest to ciag malo popularny,
zaczniemy od jego definicji.
Ciggiem arytmetycznym drugiego stopmia nazywamy
cigg (an), w ktdrym rdéznica (ant2 — any1) — (Ant1 — an)
jest stala dla dowolnego n € N. Oznacza to, Ze cigg

(ag —a1),(ag —az),...,(an — an—1),...
jest ciggiem arytmetycznym (pierwszego stopnia).
Przyjmijmy nastepujace oznaczenia:

(ant1 — an) = ro.

Opierajac sie na wczesniej otrzymanych wzorach,

mozemy bez problemu wyprowadzi¢ wzor na sume:

n-(n+1 n—2)(n—1)-n
( . ) 4y )(6 )

a2 — a1 =71, (an+2 - an+1) -

S =y mm

Latwo zauwazy¢, ze przedstawione w tym artykule
sposoby dojscia do wzoréw nie sa same w sobie
dowodami. Mozna je jednak udowodnié (na przyklad
przez indukcje), co pozostawiam Czytelnikom.
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Tak moze wygladaé¢ pierwsze sze§¢ wyrazéw ciggu arytmetycznego
IT stopnia.
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VI Miedzynarodowa Olimpiada Lingwistyki
Teoretycznej, Matematycznej i Stosowanej

Zawody odbyty sie w sierpniu 2008 roku w Stonecznym
Brzegu w Bulgarii. Startowalo w nich 67 uczniéw
tworzacych 16 druzyn narodowych.

W czedci indywidualnej zawodnicy mieli do rozwiazania
5 zadan w ciagu 6 godzin, a w czesci druzynowej —
jedno zadanie w ciggu 4 godzin. Polacy wywalczyli 5

z przyznanych 20 medali — trzy srebrne (Maciej Janicki
z 11T LO we Wroctawiu, Lukasz Cegieta z XIV LO we
Wroctawiu, Marcin Filar z V LO w Krakowie) i dwa
brazowe (Radostaw Burny z LO im. Malachowskiego

w Plocku i Karol Konaszynski z XIV LO we
Wroclawiu), a $rednia ich wynikéw indywidualnych data
im drugie miejsce za reprezentacja USA.

W czesci druzynowej reprezentacja Polski zajeta

V miejsce. Dodatkowo Radostaw Burny z Plocka
zdobyl jedna z sze$ciu nagréd przyznanych za najlepsze
rozwigzania poszczegdlnych zadan. Pod wzgledem liczby
zdobytych nagréd Polska zostata pokonana tylko przez
reprezentacje Stanow Zjednoczonych.

* ok X

Zapraszamy do udzialu w tegorocznej edycji tej
olimpiady. Wigcej informacji mozna znalezé na stronie
internetowej http://www.fsmw.uni.wroc.pl/lingw/.

Ponizej prezentujemy wybrane zadania z zawodow
indywidualnych.

Zadanie 1 (20 punktéw). Podane sa wyrazy w jezyku mikmackim, zapisane w tzw. ortografii Listuguj oraz
w transkrypcji fonetycznej, a takze ich tlumaczenia na polski:

tmi’gn — [domigon]| — siekiera; an’stawteg —
mgumie’jo’tlat] — [omkumiejodeladsl] —
e’jnt — [ejont] — agent do spraw Indian; tplutaqan
ge’gwising — [gegWVisink] — lezeé¢ na gérze; Inu’sgw

[anostawtek] — niebezpieczny; gjiansale’wit — [okciansalewit] — archaniol;
podkué; amgwanji’j — [amx™ancic| —
[otpeludayan]| — ustawa; g’p’ta’q
[lonusk™] — Indianka; epsaqtejg

tyzka;
[gobodax| — na gérze;
[epsaxteck] — piec (rzeczownik).

(a) Zapisz wyrazy w transkrypcji fonetycznej: gsnqo’qon — ghupota; tg’poq — woda Zrédlana; gmu’jmin — malina;

emtoqwatg — uwielbiaé¢; te’plj — koza.

(b) Zapisz w ortografii Listuguj: [otpodeson]

— potudnie; [omteskom]

— waz; [alaptok] — ogladad sig; [golamen] — dlatego.

NB: Jezyk mikmacki nalezy do algonkinskiej rodziny jezykéw. Méwi nim okoto 8000 oséb w Kanadzie.
W transkrypcji [o] & y w pierwszy, [c] & cz w czas, [j] & dZ w dzem, [x] & ch w chér, [x] jest dZwigcznym odpowiednikiem ostatniego,

["] oznacza, ze poprzednia spélgloska jest wymawiana z zaokragleniem warg. Znak ~
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Zadanie 2 (20 punktéw). Podane sa cztery urywki z utworéw napisanych ok. 900 r. po Chr. w jezyku
staronordyjskim w mierze wierszowej zwanej dréttkveett (,metrum dworskie”):

I
1 6k at sarnleiki I1T v
2 Jardar sunr, en dundi ... 1 pekkiligr med pegnum 1 haodi gramr, pars gnidu,

2 prymseilar hval deila. 3 geira hregg vio seggi,
II 3 en af breidu bjéoi 3 (raud fnysti ben blédi)
1 aor gnapsoélar Gripnis 4 bragoviss at patlagoi 4 bryngogl { dyn Skoglar,
2 gnysteerandi feeri 5  Osvifrandi dsa 5 péas & rausn fyr reesi
3 rausnarsamr til rimmu 6 upp pjérhluti fjora. 6 (ré0 egglitudr) seggir ...
4 ridviggs lagar skioum.
Jedna z gtéwnych zasad drottkvett to aliteracja. znajduja sie rézne wyrazy, wtedy naukowcy musza
Pierwszy wers kazdego dwuwiersza zawiera dwa wyrazy, zadecydowaé, ktéry z wariantow jest pierwotny.
ktore zaczynaja sie od tej samej gloski, a pierwszy Podstawy do podjecia decyzji moga by¢ rézne. Czasami
wyraz drugiego wersu zaczyna sie od tejze gloski: reguly wersyfikacji pomagaja odrzuci¢ bledne warianty.
np. rausnarsamr, rimmu i rioviggs (I1:3-4). Uwaza Na przyktad w wersie 1:2 spotykamy nie tylko wyraz
sie, ze wszystkie samogtoski aliteruja ze sobg oraz z j: dundi, lecz takze wyrazy duldi i djarfi. Wyraz duldi
np. Ok, isarnleiki i Jardar (I:1-2). Jednak nie jest to nie odpowiada strukturze wiersza, podczas gdy dundi
jedyna reguta. i djarfi pasuja i o wyborze pomiedzy nimi decyduja inne

argumenty. W wersie I1:1 spotykamy wyrazy Gripnis

Podane teksty zachowane sg w wiecej niz jednym o L . , .
i Grimnis, ale Grimnis nie spelnia wymogow wiersza.

rekopisie. Czasami w odpowiadajacych sobie miejscach

—~

a) Opisz reguly, wedlug ktérych powinien by¢ zbudowany dwuwiersz w drdttkvett.

—~

b) Podana jest strofa, w ktorej 13 wyrazéw zostalo opuszczonych:

v
1 [...] (preifsk reiddra gxa

2 [...]; knottu spjér [...]) Na ponizszej liscie znajduje si¢ (w porzadku

3 [...] bitu seggi alfabetycznym) wszystkie 13 opuszczonych wyrazéw

4 [...] pjéBkonungs ferdar, i dwa wyrazy, ktérych nie ma w strofie V:

5 bés ([...] holda) andskoti, Gauta, glymja, hlaut, hugfyldra, hoegra, riks,
6 [..][..][-.] rymr, sigr, smidi, svartskyggd, sverd, svirum, songr,

7 (hérvas [...] of [...] vigra.

8 [...] (flugbeiddra [...]). Wypelnij luki w strofie V.

NB: Jezyk staronordyjski nalezy do jezykéw pélnocnogermanskich i byt uzywany w latach ok. 700-1000 po Chr. &= = otwarte e, ce = niemieckie ¢
w wyrazie schon (te dwie litery oznaczaja dlugie samogtoski). ¢ jest krétkim odpowiednikiem ce; y = niemieckie 4 w wyrazie Stick,

Q = otwarte o. au i ei wymawiane sg jako jedna sylaba. 0 i b = angielskie th w wyrazach this i thin. x = k + s. Znak ~ oznacza dtugos¢
samogloski. Teksty poetyckie podane sa w ortografii znormalizowanej i nie zawieraja odchylen od regut wersyfikacji.

Aleksandr PIPERSKI

Zadanie nr 3 (20 punktéw). Podane sa wyrazy i kolokacje w dwoch jezykach Nowej Kaledonii — dechu i czemuchi —
iich przektady na jezyk polski w porzadku losowym:

dechu: drai-hmitratr, gaa-hmitrotr i-drai, i-jun, i-wahnawa, jun, ngone-gejé, ngéne-uma, nyine-thin, uma-hmitrotr;
polski: sanktuarium, wigzka banandéw, kalendarz, ko$é¢, kosciol, wybrzeze, szydlo, niedziela, szkielet, $ciana.
czemuchi: a-pulut, ba-bwén, ba-jié, bé-odu, bé-tii, bé-woli, bé-woli-wota, tii, wota;

polski: 16zko, zwierze, widelec, szklanka, oléwek, wybrzeze, pisaé¢, zmierzch, ostroga.

Podane sa takze tltumaczenia kilku stow z dechu na czemuchi:
gaa — a, ngone-gejé — ba-jié, nyine — bé, thin — woli
(a) Ustal prawidlowo odpowiedniki.

(b) Co znacza wyrazy wahnawa i drai w dechu, a wyrazy wdli i pulut —w czemuchi?

(¢) W dechu tusi — ‘ksiazka’, bii — ‘pszczola’. Przettumacz z dechu: i-bii, tusi-hmitrétr.

NB: Jezykiem dechu méwi ponad 10 000 oséb na wyspie Lifu, na wschéd od Nowej Kaledonii. Jezykiem czemuchi méwi okoto 2000 oséb na
wschodnim wybrzezu Nowej Kaledonii. Oba jezyki nalezg do rodziny austronezyjskiej.

W dechu é — otwarte e, 6 — niemieckie 6 w wyrazie zwélf, hm i hn — specjalne spotgloski bezdzwigczne; dr i tr — spélgtoski podobne do d i ¢, ale
wymawiane z zawinietym i cofnietym jezykiem; j i th = angielskie th odpowiednio w wyrazach this i thin; ng = n w gong; ny = 7 w slowie kon.

Ksenia GILAROWA

Rozwiazania na str. 2-4
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Mota delld

Okna gotyckie i trojliscie

W oknie gotyckim, ktére badaliSmy w ostatnich trzech artykutach,

w wolng przestrzen wewnatrz ostroluku ACB i na zewnatrz dwdch
mniejszych ostrotukéw AED i DF B byl wpisany okrag (zob. rysunek 1).
Okrag ten byl styczny wewnetrznie do tukow AC' i C'B oraz zewnetrznie
do tukéw ED i DF. W tym artykule przyjrzymy sie dwém innym oknom.
W tych oknach w opisana wyzej wolna przestrzen wpiszemy nie okrag, ale
trojlisé. Ten tréjlisé mozemy wpisaé na dwa sposoby (zob. rysunki 2 i 3).
Takie dwa typy okien znajduja sie w katedrze w Erfurcie.

Trojlis¢, jak zapewne pamietamy, powstaje z trzech jednakowych okregéw
parami stycznych zewnetrznie. Sprobujemy odpowiedzie¢ na pytanie, jaki
jest promien tych trzech okregéw i gdzie znajduja si¢ ich srodki.

jest wyznaczony przez trzy okregi o srodkach O, P i ). Niech K bedzie
punktem stycznosci okregu o érodku O z tukiem E D, niech L bedzie
punktem stycznosci okregu o érodku P z tukiem AC, niech wreszcie
punkty M i N beda rzutami punktu P na proste CD i AB (nietrudno
zauwazy¢, ze punkt M jest punktem stycznosci okregéw o Srodkach

P i Q). Przyjmijmy, ze promienie tych trzech okregéw maja dlugosé r.
Przyjmijmy takze, ze odcinek AD ma diugo$¢ 1. Réwnanie, ktérego
rozwiazaniem jest r, otrzymamy stosujac twierdzenie Pitagorasa do
trzech tréjkatéw prostokatnych: ADO, OMP i NBP (zob. rysunek 4).

Zajmijmy si¢ najpierw tréjkatem ADO. Zauwazmy, ze
AO=AK+KO=AD+ KO =1+r.
Stad dostajemy
DO? = AO? — AD* = (1+7r)> =1 =2r+r?,
czyli

DO = /2r +r2.

Zauwazmy nastepnie, ze trojkat OM P jest potowa trojkata réwnobocznego.
Jego krétsza przyprostokatna PM ma dlugosé r, a wiec dluzsza
przyprostokatna OM ma diugoéé rv/3.

Wreszcie zajmijmy sie trojkatem N BP. Mamy teraz
NP =DM = DO +OM = \/2r + 2 + V3.
Nastepnie
NB=ND+DB=r+1 oraz BP=BL-PL=2-r.

12



7 twierdzenia Pitagorasa mamy réwnosé
NP?+ NB? = BP?,
z ktoérej dostajemy réwnanie
(V2r +12 +1v3) + (r+1) = (2 - 1)?,
czyli
2+ 12+ 2-V2r + 12 rV3 432 4t 2r + 1 =4 —dr 12

Po redukcji wyrazéw podobnych dostajemy réwnanie

2rV3 - \/2r + 72 =3 - 8r — 412,

Lewa strona tego réwnania jest liczbg nieujemna, a wiec prawa tez musi
by¢ nieujemna: 3 — 8r — 472 > 0. Rozwiazujac te nieréwnos$é kwadratowa,
otrzymujemy nastepujacy warunek na 7:
VT -2
2
Zakladamy zatem, ze r spelnia ten warunek. Poniewaz obie strony
rownania sg nieujemne, wiec mozemy podnies¢ je do kwadratu:
47?3 (2r +1%) = 9+ 64r% + 160r* — 48r — 2472 + 6413,
Po redukcji wyrazéw podobnych otrzymujemy rownanie czwartego stopnia
4r* + 4073 4+ 40r% — 487 +9 = 0.

To réwnanie ma cztery pierwiastki rzeczywiste, ktérych wartosci
przyblizone wynosza:

ry ~ 0,2571, 1ro~0,4891, r3=~—-2,0599, r,;~ —8,6863.
Tylko pierwszy z tych pierwiastkéw spelnia warunek natozony wyzej na r,
a wiec ostatecznie

0<r< ~ 0,3229.

7~ 0,2571.

W podobny sposéb, korzystajac z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkatow
prostokatnych ANP, PMO i DBO (zob. rysunek 5), otrzymujemy
réwnanie czwartego stopnia

4r* — 167 + 52r? —48r +9 = 0.
W tym przypadku r musi spelnia¢ warunek

<V2_22*4

0<r ~ 0,3452.

Nasze réwnanie ma dwa pierwiastki rzeczywiste:
ry =~ 0,2506, 1o~ 0,9583,
z ktorych tylko pierwszy spetnia powyzszy warunek. Zatem w tym przypadku
r ~ 0,2506.

Rozumowanie znacznie wykraczajace poza ramy tego artykulu pokazuje, ze
pierwiastki otrzymanych réwnan czwartego stopnia nie sa konstruowalne,
tzn. odcinkow o tych dhugosciach nie mozna skonstruowaé za pomocsg cyrkla
i linijki, majac dany wylacznie odcinek dtugodci jednostkowej. Poniewaz
w naszym przypadku przyjeliSmy za jednostke diugosé odcinka AD, wiec
majac dana tylko rozpietos¢ ostrotuku, nie mozna skonstruowaé za pomoca
cyrkla i linijki promienia okregéw tworzacych tréjlisé. Nie powinno nas
zatem dziwié¢ to, ze budowniczowie katedr rysowali te tréjliscie ,,metoda
prob i btedow” | uzyskujac zadowalajaca doktadnosé; taka, ze niedoktadnosci
nie sa widoczne golym okiem.

Maltg Delte przygotowal Wojciech GUZICKI
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Rys. 1. Pomiar obwodu balonika;
b — balonik, n — nitka, m — centymetr
krawiecki.

Rys. 2. Przyrzad do badania
rozszerzalnosci cieplnej gazéw;

p — plastikowa przezroczysta butelka,
b — balonik, n — nitka.

5
Z

~
%

)

N—

Rys. 3. Termoskop gazowy; s — stomka
do picia napojéw, w — kropla wody,

k — klej epoksydowy, z — zakretka butelki,
b — butelka, p — powietrze.

Poznajemy zjawisko
rozszerzalnosci cieplnej

Stanistaw BEDNAREK

Celem naszych dzisiejszych eksperymentéw fizycznych bedzie poznanie

i wyjasnienie zjawiska rozszerzalnosci cieplnej ciat statych, cieczy i gazdw.
Zaczniemy od gazéw. Na poczatek potrzebne nam beda dwa gumowe baloniki,
suszarka do wlosow, nitka, centymetr krawiecki, plastikowa butelka od napojéw.
Jezeli nie mamy centymetra krawieckiego, to mozemy postuzy¢ sie linijka

i papierowa tasma. Jeden z balonikow nadmuchujemy i zawiazujemy nitka.
Uzywajac centymetra krawieckiego lub papierowej tasmy, mierzymy maksymalny
obwdd balonika w jego przekroju poprzecznym (rys. 1). Wynik pomiaru
zapisujemy lub zapamietujemy.

Nastepnie balonik ogrzewamy przez kilka minut cieptym powietrzem z suszarki
do wloséw. Podobnie jak poprzednio mierzymy maksymalny obwod balonika
w przekroju poprzecznym. Poréwnujemy wyniki pomiaréw. Jaki wniosek
mozemy stad wyciagnaé¢? Bez trudu stwierdzamy, ze obwdd balonika wzrdst

o kilka centymetréw. Oznacza to, iz powietrze zawarte w baloniku zwiekszylo
swoja objetos¢ w wyniku ogrzewania.

Cylindryczna cze$é¢ drugiego balonika naciggamy na szyjke otwartej butelki

(rys. 2). Balonik pozostaje nienaprezony. Butelke wstawiamy do cieplej wody
lub ogrzewamy ja cieplym powietrzem z suszarki do wtoséow. Obserwujemy
zachowanie sie balonika. Podobnie jak w poprzednim doswiadczeniu zauwazamy,
ze balonik sie napreza, a jego objetos¢ roénie. Zaobserwowany efekt jest
spowodowany rozszerzalnoscia cieplng powietrza zawartego w butelce. Poniewaz
rozmiary plastikowej butelki moga tylko nieznacznie wzrosnaé, wiec powietrze,
rozszerzajac sie, zwigksza objetosé balonika.

Zbudujemy teraz prosty przyrzad, stuzacy do badania rozszerzalnodci cieplnej
gazow. Przyrzad ten nazywa si¢ termoskopem gazowym. W tym celu potrzebne
beda: szklana butelka z zakretka, przezroczysta rurka do picia napojéw (tzw.
stomka), nozyczki, nitka, zabarwiona woda (np. atramentem), zakraplacz

do oczu, szybkowiazacy klej epoksydowy (np. poxipol lub poxilina). Butelka
powinna by¢ szklana, zeby miala sztywne $cianki, nie odksztalcajace sie podczas
trzymania w rekach, jak to ma miejsce w przypadku butelek plastikowych.

W zakretce butelki wywiercamy otwor o érednicy ok. 5 mm, uzywajac do tego
ostrego konca nozyczek. Nalezy przy tym zachowaé ostroznosé, zeby sie

nie skaleczy¢, lub poprosi¢ o wywiercenie otworu osobe dorosta.

W otwér wkladamy slomke do picia napojéw, umieszczajac ja tak, zeby pod
zakretka znalazl si¢ odcinek o dlugoscei ok. 1 cm (rys. 3). Miejsce przejscia
stomki przez zakretke uszczelniamy klejem epoksydowym. Po utwardzeniu sig
kleju wprowadzamy do stomki kilka kropel zabarwionej wody. Uzywamy do tego
celu zakraplacza do oczu i wpuszczamy krople od strony zakretki po odwrdceniu
stomki dtuzsza czescia ku dotowi. Woda powinna utworzy¢ w stomce stupek

o dlugosci 1-1,5 cm, znajdujacy sie w polowie dluzszej czesci stomki. Stomke
owijamy kilkakrotnie nitka i zwiazujemy jej konce tak, zeby utworzy¢ przesuwna
opaske stuzaca do zaznaczania polozenia stupka wody. Majac prawidtowo
przygotowany shupek wody, zamykamy butelke zakretka i przystepujemy do
doswiadczen.

Ustawiamy butelke na stole i zaznaczamy opaska z nitki polozenie géornego
konca stupka wody. Obejmujemy dtonmi butelke i trzymamy ja przez kilka
minut. Obserwujemy zachowanie sie stupka wody w stomce. Zaznaczamy opaska
nowe polozenie stupka wody. Odstawiamy butelke na kilka minut i patrzymy,
jak zmienia sie polozenie stupka wody. Nastepnie butelke umieszczamy
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Rozwigzanie zadania F 733.

W czasie silnych mrozéw woda

w wiadrze moze zamarzaé bardzo
szybko. Powstawanie lodu zaczyna sie na
powierzchni wody oraz przy Sciankach
wiadra. Jesli na powierzchni wody
utworzy sie gruba i solidna warstwa
lodu, to tworzacy si¢ podczas dalszego
zamarzania 16d, majacy wieksza objetosé
niz woda, moze odksztalci¢, a nawet
rozerwaé wiadro.

Przykrycie wiadra gazeta zmniejsza
ochladzanie si¢ powierzchni wody i dzigki
temu jej zamarzanie zaczyna si¢ nie od
powierzchni. Niezamarznigta woda moze
si¢ swobodnie podnosi¢ i nie grozi juz
zniszczenie wiadra.

Rys. 4. Przyrzad do badania
rozszerzalnosci cieplnej cial stalych;

d — deseczka, n — gwozdzik, t — podkladka
lub moneta.

pod kranem i ostroznie polewamy najpierw zimna, a potem ciepta woda. Caly
czas obserwujemy polozenie shupka wody w slomce. Okazuje sie, ze podczas
ogrzewania butelki dlonmi lub przez polewanie ciepta woda objeto$é¢ powietrza
w butelce wzrasta i stupek wody w stomce przesuwa sie wyzej. Przesuwanie
sie stupka wody podczas ogrzewania dtonmi $wiadczy o duzej czutosci naszego
termoskopu. Potrzeba odczekania kilku minut na zauwazenie przesuniecia

jest wynikiem bezwtadnosci cieplnej butelki. Z kolei, gdy butelka zostata
oziebiona, zawarte w niej powietrze zmniejszyto swoja objetosé i stupek wody
przesunat sie w dot.

Zajmiemy sie teraz rozszerzalnodcia cieplna cieczy. W tym celu przerobimy nasz
termoskop gazowy na termoskop cieczowy. Odkrecamy butelke i napelniamy
ja zabarwiona woda. Do stomki wkraplamy zakraplaczem zabarwiona wode
tak, zeby jej stupek wypelnial dolna polowe dtugosci stomki. Zamykamy
butelke zakretka i przystepujemy do doswiadczen. Podobnie jak poprzednio,
ogrzewamy butelke dlonimi oraz ciepta woda z kranu. Nastepnie chtodzimy
butelke pod kranem strumieniem zimnej wody. Obserwujemy zachowanie
sie stlupka wody w stomce. Stwierdzamy, ze podczas ogrzewania objetosé
wody w butelce wzrasta i stupek wody w slomce staje sie wyzszy. Z kolei
podczas chtodzenia objeto$¢ wody w butelce maleje i stupek wody w stomce
staje sie nizszy.

Nalezy tu dodaé, ze zachodzi wyjatek od tych prawidlowosci. Woda ogrzewana
w przedziale temperatur od 0°C do 4°C zmniejsza swoja objetosé. Zeby
potwierdzi¢ ten wyjatek, potrzebny bedzie nam termometr oraz naczynie,

np. garnek, zawierajace mieszaning wody z lodem. Nasz termoskop cieczowy
wstawiamy do tego naczynia i wkladamy do niego termometr. Odczekujemy,

az termometr bedzie wskazywal temperature 0°C i rozpoczynamy obserwacje
wysokosci stupka wody w stomce. Kiedy caty 16d ulegnie stopieniu, temperatura
wody w naczyniu zacznie wzrasta¢ i bedziemy mogli zauwazy¢ opadanie stupka
wody w stomce.

Pozostato nam do zbadania zachowanie si¢ cial stalych podczas ogrzewania.

Do tego do$wiadczenia bedzie nam potrzebna okragta podkladka pod nakretke
o érednicy kilkunastu milimetréw (zamiast podkladki moze by¢ stara moneta
dwudziestozlotowa), deseczka, dwa gwozdziki, mtotek, kombinerki, §wieczka lub
dostep do kuchenki gazowej i zapalki. Gwozdziki whijamy w deseczke w takiej
odleglosci od siebie, zeby podkladka lub moneta ciasno przechodzila miedzy
nimi (rys. 4). W praktyce robimy to w ten sposéb, ze najpierw wbijamy jeden
gwozdzik, przyktadamy do niego podktadke lub monete i po przeciwnej jej
stronie whijamy drugi gwozdzik.

Chwytamy podktadke lub monete kombinerkami i sprawdzamy, czy przechodzi
ona ciasno miedzy gwozdzikami. Nastepnie, trzymajac podkladke lub

monete kombinerkami, ogrzewamy ja w plomieniu swiecy lub kuchenki
gazowej. Nalezy przy tym zachowaé ostrozno$¢, zeby sie nie oparzy¢. Ogrzang,
podktadke lub monete trzymana kombinerkami prébujemy przesunaé

miedzy gwozdzikami. Co zauwazamy? Okazuje sie, ze ogrzana podkladka

lub moneta nie przechodzi miedzy gwozdzikami. Swiadczy to o tym, iz jej
wymiary wzrosty w wyniku ogrzewania. Mozemy si¢ o tym tatwo przekonaé po
odczekaniu, az podkladka lub moneta ostygnie. Wéwczas znowu przechodzi ona
miedzy gwozdzikami.

Na koniec pozostaje pytanie, czy wszystkie ciala stale zwickszaja swoje rozmiary
podczas ogrzewania w dowolnym przedziale temperatur i jaka jest przyczyna
rozszerzalnosci cieplnej cial? OdpowiedzZ na pierwsza czesé pytania brzmi:

tak, ale sg nieliczne wyjatki. Naleza do nich grafit i stop drukarski, uzywany

do odlewania czcionek. W odpowiedzi na druga czes¢ pytania wyjasniamy,

ze przyczyna rozszerzalnosci cieplnej cial jest wzrost intensywnosci ruchow
cieplnych czasteczek, z ktérych skladaja sie wszystkie ciala.
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Informatyczny kacik olimpijski (17): Rozklady jazdy

odwiedzone

T\ -

Zauwazmy, ze nie mozemy uklada¢ rozkladu osobno dla
poszczegdlnych autobuséw, gdyz wowczas musieliby$my
przez caly czas pamigtaé¢ wszystkie juz odwiedzone
przystanki (gdyby nie bylo ograniczenia na odleglosci
miedzy kolejnymi przystankami na trasie autobusu, to
mozna by si¢ jednak obej$¢ bez tego). Z tego wzgledu
musimy uktadaé rozktady dla wszystkich autobuséw
naraz. Jak to robi¢? Zacznijmy od sytuacji, w ktorej
kazdy autobus stoi na swoim poczatkowym przystanku.
Teraz w kazdym kroku wybierzmy jeden autobus

i ustalmy, jaki jest jego nastepny przystanek — az
kazdy autobus znajdzie sie na jednym z ostatnich K
przystankéw. Taki ,niedokonczony” rozklad nazwiemy
prefiksem rozkladu jazdy.

Wygodne spostrzezenie: jesli w kazdym kroku bedziemy
wybieraé ostatni autobus (tj. ten, ktéry stoi na
przystanku najblizszym poczatkowi drogi) i zawsze
przestawiaé¢ go tak, aby zaden przystanek nie zostal
definitywnie opuszczony, to:

e w kazdym tak otrzymanym prefiksie rozkladu
wszystkie autobusy beda w odleglosci co najwyzej
L — 1 km od ostatniego;

e nie musimy pamietac, ktore przystanki zostaly juz
odwiedzone, poniewaz sa to wszystkie za ostatnim
autobusem oraz te, na ktérych aktualnie stoi ktorys
autobus (patrz rysunek).

Intuicja podpowiada, ze do rozwiazania moglibysmy
uzy¢ techniki programowania dynamicznego.
Zauwazmy podobienstwo naszego zadania do problemu
plecakowego — prefiks rozkladu jazdy jest analogia do
czedciowo spakowanego plecaka. W przypadku plecaka
nie pamietamy dokladnie, co do niego spakowaliémy,

a jedynie ile to wszystko razem wazy (lub zajmuje
objetosci, zaleznie od sformulowania problemu). Jest
to pelna wiedza, ktéra nam wystarcza do dokonczenia
pakowania — dzigki niej mozemy obliczy¢, ile jeszcze
mozemy zmiesci¢. Jaka jest pelna wiedza, ktéra by
nam wystarczyla do dokonczenia prefiksu p rozkladu
jazdy? Musimy znaé¢ ostatni(p) — pozycje ostatniego
autobusu, oraz pozycje(p), czyli zbiér K — 1 réznych
wartoéci pomiedzy 1 a L — 1 — odleglosci pozostatych
autobusow od ostatniego. Oczywiscie, jest tylko ( éill)
réznych zbiordéw pozycje(p). Zbior pozycje(p) mozemy
reprezentowaé jako liczbe calkowita — ma ona ustawiony
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Wyobrazmy sobie miasto z jedna, dluga droga, wzdtuz ktérej ustawione sa

(co kilometr) przystanki autobusowe — w sumie jest ich N. Rozklady jazdy w tym
dziwnym miedcie czesto sie zmieniaja, ale zawsze zachowuja pewne cechy. Wzdluz
drogi kursuje K autobuséw, z ktérych kazdy rano zaczyna z jednego z pierwszych K
przystankéw (kazdy z innego), a wieczorem konczy na jednym z ostatnich K (réwniez
kazdy na innym). W ciagu dnia autobusy poruszaja si¢ tylko w jednym kierunku.
Na kazdym z przystankéw zatrzymuje si¢ doktadnie jeden autobus; co wiecej,
pomiedzy kazdymi dwoma kolejnymi przystankami kazdego z autobuséw jest

nie wiecej niz L kilometréw (L jest niewielka liczba, rzedu 10).

Czy takich rozktadéw jazdy moze by¢ wiele? Oto wlasnie zadanie — obliczenie
ich liczby, modulo pewna, zadana liczba M. Z tym wlasnie zadaniem zmierzyli
sie uczestnicy Google Code Jam 2008.

i-ty bit wtedy i tylko wtedy, gdy i + 1 € pozycje(p).
Sortujemy te liczby i przez f(pozycje(p)) oznaczamy indeks
w posortowanym ciagu liczby odpowiadajacej zbiorowi
pozycje(p). Inaczej — funkcja f jest ,ponumerowaniem”
wszystkich mozliwych zbioréw pozycje(p).

WeZmy teraz zbiér nastepnikéw p (oznaczmy go

przez nastepne(p)), czyli zbior prefikséw, ktére moga
powstaé¢ z p w wyniku wykonania pojedynczego kroku.
Zauwazmy, ze jesli ¢ € nastepne(p), to ostatni(q) =

= ostatni(p) 4+ 1, poniewaz kazdy przystanek musi
zostaé odwiedzony. Co wiecej, wezmy takie p i ¢, ze
pozycje(p) = pozycje(q), ale niekoniecznie ostatni(p) =
= ostatni(q). Jesli wtedy znamy nastepne(p), to z tego
mozemy otrzymacé nastepne(q): wystarczy, ze zmienimy
warto$é ostatni(-) dla wszystkich prefikséw nalezacych
do tego zbioru. Innymi stowy, zbiér nastepnikow

nie zalezy od ,bezwzglednej” pozycji autobuséw,

a jedynie od ich wzajemnego polozenia.

Mozemy wiec utworzy¢ taka macierz P, ze:

o P, ; =1, gdy istnieja takie prefiksy p i q, ze
f(pozycje(p)) =i, f(pozycje(q)) = j i q € nastepne(p)
(co jest réwnowazne z ,gdy dla kazdego p
spelniajacego f(pozycje(p)) = i istnieje ¢ takie, ze
f(pozycje(q)) = j i q € nastepne(p)”);

e P, ; =0 w przeciwnym przypadku.

Oznaczmy przez T;[i] liczbe réznych prefikséw p
rozkladu jazdy takich, ze ostatni(p) = I

i f(pozycje(p)) = i. Obliczenie wektora T jest
oczywiste. Dla dowolnego [ > 2 zachodzi

Ty=T-P

W ten sposéb mozemy obliczyé Tn_ k11 (wektor ten
jest réwny Ty - PV ~K) i stamtad odczytaé¢ wynik (jak?).

Implementacja tego rozwiazania z wielokrotnym
mnozeniem T7 przez macierz P prowadzitaby do
algorytmu o ztozonosci O(N R?), gdzie R jest wymiarem
macierzy P, czyli ( IL(ill) Dla duzych N mozemy

za to wykorzystaé szybkie (binarne) potegowanie
macierzy — ztozonos¢ takiego rozwiazania wyniostaby
O(R?1og N). Na koniec dodajmy, ze wszystkie obliczenia
w tym zadaniu prowadzimy modulo M — zlozonoéci
rozwigzania, na szczescie, nie musza pogarszac

obliczenia na ogromnych liczbach.
Filip WOLSKI



Przemawiajgce obrazy
Andrze; WALAT

Dziad z ludowej rymowanki chodzit zapewne do polskiej szkoty, ksztatcacej
(z nielicznymi wyjatkami) ludzi gtuchych i $lepych, do ktérych muzyka i obrazy
kompletnie nie przemawiajg. Nie maja tez zadnego znaczenia. Stosunek ludzi i catych

LoHo

Przemowitl dziad do obrazu,
a obraz do niego ani razu.

spoteczenstw do obrazéw jest bardzo rézny i zmienny w czasie. Nasi prapradziadowie
w czasach niewoli wybudowali w Warszawie (1898-1900) siedzibe Towarzystwa Zachety
Sztuk Pigknych z wieloma obszernymi salami wystawowymi. Nasi pradziadowie

w krotkim okresie dwudziestu lat niepodleglej (i biednej) Polski miedzywojennej
zbudowali imponujacy gmach Muzeum Narodowego. Byly to ich Swigtynie pamieci
narodowej. Za to wspodiczesni Polacy przez ponad 60 lat od zakonczenia wojny

nie zbudowali ani jednego podobnego gmachu. Skutkiem tego w zadnym miejscu

w stolicy kraju, poza okazjonalnymi wystawami, nie jest prezentowana polska sztuka
wspoblczesna, a dorobek wielu pokolen wybitnych polskich artystéow XX wieku
pochlania czarna jama niepamieci.

Impulsem do tego artykutu byt opis przypadku bardzo
goracego stosunku do obrazéw (obcej kultury) i wytrwatych
dziatan dla ocalenia ich od zapomnienia. W lipcowym
numerze z 2003 roku miesiecznika The World of Interiors
ukazal sie artykut pt. Sacred Geometry (gwigta geometria).
Christopher Gibbs pisze w nim o swojej fascynacji odkryciem
(w jednym z antykwariatéw na stawnej londynskiej Portobello
Road) dziewietnastowiecznego albumu kryjacego w szarej,
niepozornej szacie zewnetrznej niezwykla tre$¢ — cudowne
kolorowe akwarele przedstawiajace geometryczne wzory
islamu skopiowane w meczetach rozsianych po Europie

i Afryce (w Toledo, Grenadzie, Wenecji, Ravello, Palermo,
Kairze, Aleksandrii i Damaszku). Pierwszy wlasciciel albumu
i domniemany autor akwarel musial si¢ niezle natrudzié,
zeby dotrzeé (w XIX wieku) do wszystkich tych $wiatyn

i uzyskaé¢ zgode na kopiowanie ich arcydziet. Niektére
ornamenty sa bardzo ztozone, ale jest tez w albumie wiele
wzoréw bardzo sugestywnych pomimo swojej prostoty,

na przykltad obraz pieciu biatych stycznych rogami kwadratéw
na czerwonym tle, patrz rysunek.

Co nam moga méwié takie obrazy? Matematyk, gdy

patrzy na wzory islamu lub okna gotyckie, widzi w nich
konstrukcje geometryczne. Malarz, patrzac na jeden obraz,
widzi czesto obtok réznych wariantywnych realizacji tego
samego pomystu plastycznego. Informatyk moze widzie¢
zadanie programistyczne. Popatrzmy na pieé biatych
kwadratow okiem artysty informatyka”. Jakg rozwartosé
maja katy ostre matych czerwonych trojkatéow prostokatnych
w narozach czerwonego kwadratu? Czy 30 i 60 stopni? Czy
to optymalne artystycznie rozwigzanie? Mozemy napisaé
procedure tworzaca odpowiednie obrazy dla réznych wartosci
tych katow i wybraé¢ wariant, ktéry nam si¢ najbardziej
podoba. Przedtem jednak nalezy wyznaczyé¢ dwie zaleznodci
trygonometryczne: zaleznos¢ dtugosci a boku matych
kwadratow od diugosci b boku duzego kwadratu i kata «
nachylenia matych bialych kwadratéw wzgledem duzego
czerwonego (jest to jeden z katéw ostrych tréjkata

prostokatnego w narozu) oraz zaleznosé dlugosci d boku
kwadratu wyznaczonego przez srodki czterech matych
kwadratow w narozach od dlugosci a i kata a. Pozostawiam
Czytelnikom sprawdzenie, ze poprawnym rozwigzaniem
zadania sa wzory:

a=>b/(3cosa+sinw),

d=1b—a(cosa+ sina) = 2a cos a.

Rozwiazaniem zadania programistycznego jest zestaw
czterech procedur.

oto kwadraty :b :alfa

ukp "czerwony5 =zamkwad :b

ukp "biaty

niech "m (sin :alfa) + (3 * cos :alfa)
niech "a :b/ :m

niech "d 2 * :a * cos :alfa

pvw :alfa zamkwad :a lw :alfa zamaluj
hop -0.5 * :d -0.5 * :d

powtdrz 4 [biatykwadrat :a :alfa pod np :d opu pw 90]
hop 0.5 % :d 0.5 * :d

juz

oto bialykwadrat :a :alfa

1w :alfa

zamkwad :a

pw :alfa

juz

oto zamkwad :bok

hop -0.5 * :bok -0.5 * :bok

powtérz 4 [np :bok pw 90]

hop 0.5 * :bok 0.5 * :bok

zamaluj

juz

oto hop :a :b

pod np :a pw 90

np :b 1w 90 opu

juz

Na tym nie koniec. Natychmiast nasuwaja si¢ nastepne zadania, np. napisa¢ procedure,

ktéra tworzy mobil — ruchomy obraz pieciu bialych kwadratéw ,wpisanych” w duzy
czerwony, zmieniajacych ptynnie swoje polozenie wzgledem zewnetrznego kwadratu

od 0 do 90 stopni i z powrotem. Jesli podlozymy pod ten niemy film odpowiednia
muzyke, to bedziemy mogli mie¢ wrazenie, ze nasz ruchomy obraz nie tylko przemawia,
ale wrecz Spiewa, chociaz moze nie kazdemu jest dane ustyszeé ten $piew.

Rozwigzanie zadania w aneksie na stronie www Delty.

Literatura

[1] Christopher Gibbs, Sacred Geometry, w: The World of Interiors, July 2003.
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Klub 44

Termin nadsylania rozwigzan: 30 IV 2009

6
g 0
4
a 3 21
6 6
5
4 5
3 0 432
C 2 1 d 1 0

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesigca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Oceng¢ mnozymy przez wspotczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z fizyki nr 472, 473
Redaguje Jerzy B. BROJAN

472. Elektroskop wycechowano zaopatrujac go w skale, na ktorej zaznaczono
kolejne wartosci ladunku (w dowolnych jednostkach). Czy dzialki skali powinny
by¢ réwno od siebie odlegle, czy tez nieréwno odlegle (a—d)? Wskazaé skale
najblizsza prawidlowej i uzasadni¢ odpowiedz.

473. W chwili poczatkowej drobiny pylu byty nieruchome i rozmieszczone

w sposéb jednorodny, tworzac kule (gwiazde?). Jesdli jedyna sila dzialajaca na
pylki jest wzajemne przyciaganie grawitacyjne, to czy w czasie zapadania si¢
kula pozostanie jednorodna? Jesli nie, to czy gestosé bedzie wieksza w srodku
kuli, czy przy jej powierzchni?

Jaka jest odpowiedz na te same pytania w odniesieniu do chmury pyltu
o ksztalcie dtugiego walca? Uzasadnié wszystkie odpowiedzi.

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 9/2008

Przypominamy tresé zadan:

464. Cienki pierécienn o promieniu r jest naladowany réwnomiernie
roztozonym tadunkiem elektrycznym. W ktérym miejscu dipol
elektryczny (uklad dwéch bardzo duzych tadunkéw polozonych

w ustalonej, bardzo malej odlegloéci od siebie) moze pozostawad

w réwnowadze w polu tego pierscienia?

Rozwigzanie zadania M 1233.
Niech ay,az2,...,an4+2 bedag danymi
liczbami, ktére z dzielenia przez 2n daja

odpowiednio reszty r1,72,...,"n42.

Jedli r; = r; dla pewnych liczb i, j

(i # 7), to liczba af — a? jest podzielna
przez 2n. Przyjmijmy zatem, ze liczby
T1,T2, ..y T'n+2 S8 roézne.

Zbiér S = {0,1,2,...,2n—1} mozliwych

reszt z dzielenia przez 2n podzielmy na
n + 1 podzbioréw:
S={1,2n—-1}U{2,2n -2} U--- U
U{n—-1,n+1}U{0} U {n}.
Z zasady szufladkowej Dirichleta wynika
wiec, ze pewne dwie reszty r;, r; (i # j)
spelniajg rownosé r; 4+ r; = 2n. Stad
wynika, ze liczba af - an jest podzielna
przez 2n.

465. W dlugim przewodniku prostoliniowym znajdujacym si¢ w prézni
plynie prad o natezeniu I. W polu magnetycznym tego przewodnika
porusza si¢ elektron, przy czym w chwili poczatkowej jego odleglosé od
przewodnika wynosita 71, jego predkos¢ miata wartosé v, a kierunek
predkoéci byl rownolegly do przewodnika, ze zwrotem zgodnym ze
zwrotem pradu. Jaks (maksymalnie) odlegto$é ro od przewodnika
osiagnie elektron?

464. Dipol pozostaje w rownowadze, jesli:

a) jest ustawiony réwnolegle do pola elektrycznego — inaczej obrociltby sie,
b) pole jest lokalnie jednorodne ($cile: gradient pola jest réwny zeru) — inaczej
zostalby wciagniety w obszar silniejszego pola.

Warunek b) jest spelniony w $rodku pierécienia oraz w dwéch punktach potozonych
symetrycznie na jego osi, gdyz natezenie pola jest rowne zeru w $rodku, ro$nie
w miar¢ oddalania si¢ od niego wzdluz osi, a w duzej odlegtosci znéw maleje do
zera. Wzér na warto$é¢ E w odleglodci d od $rodka pierécienia wynika ze zrzutowania
wektora natezenia pola poszczegdlnych fragmentéw pierécienia na kierunek osi:
__a d
 dmeg (d2 +1)3/2°

Maksymalna warto$é E osiaga dla d = r/+/2. Autor sadzi, ze te dwa punkty sa
jedynymi punktami rownowagi trwalej, a srodek pierécienia — jedynym punktem
réwnowagi nietrwalej, choé $cisty dowdd tego byltby zapewne trudny.

465. Przyréwnujac site Lorentza do sity dosrodkowej, otrzymuje si¢ znany wzoér
na promien okregu zataczanego przez cialo naladowane w polu magnetycznym.
Podstawiamy tu tadunek elementarny e:

R=™

~ eB’

Gdy pole nie jest jednorodne (tu B = 42 1) tor ciala nie jest okregiem, a powyzszy
wzér opisuje promien jego krzywizny. Tak jak w przypadku ruchu po okregu,
predkosé v pozostaje stata. Tor ruchu elektronu i przewodnik leza w jednej
plaszczyznie, a jedli przedstawimy tor jako funkcje y(r) (gdzie y jest wspolrzedna

18



Rozszerzona czotéwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po 461 zadaniach

Mateusz Lacki (Krakéw) 42,38
Konrad Kapcia (Czgstochowa) 41,36
Jerzy Witkowski (Radlin) 1 - 36,24

[poprawiono drobna pomylke]
Marian Lupiezowiec

(Zebrzydowice) 35,00
Krzysztof Magiera (Losiéw) 1 - 26,16
Andrzej Nowogrodzki
(Chocianéw) 2 — 25,68
Andrzej Idzik (Bolestawiec) 8 — 24,36
Radostaw Poleski (Kolobrzeg) 22,24
Tomasz Wietecha (Tarnéw) 6 — 21,45
Jacek Konieczny (Poznan) 19,16
Ryszard Wozniak (Krakdéw) 12,74
Michal Kozlik (Gliwice) 8,98
Przemysltaw Bienias
(Aleksandréw Loédzki) 8,58
Zbigniew Galias (Krakéw) 1-38,15

Lista obejmuje uczestnikéw, ktérzy
przystali co najmniej jedno rozwigzanie
zadania z rocznikéw 2006-2008 oraz majg
w biezgcej rundzie na swoim koncie co
najmniej 8 punktéw. Cyfra przed kreska
wskazuje, ile razy uczestnik zdobyt juz

44 punkty.

Weterani Klubu 44F (w kolejnosci
uzyskiwania statusu Weterana): P. Bala,
D. Lipniacki, A. Sikorski, A. Surma (4),
P. Gworys, A. Idzik (8), T. Wietecha (6),
J. Lazuka, M. Wéjcicki (jesli uczestnik
zdobyl 44 punkty wigcej niz 3 razy,
podana zostala odpowiednia liczba).

Pozostali cztonkowie Klubu 44F
(alfabetycznie):

»dwukrotni”: J. Lipkowski,
A. Nowogrodzki, P. Perkowski;

»jednokrotni”: A. Borowski,

P. Gadzinski, Z. Galias, A. Gawryszczak,
A. Gluza, W. Kacprzak, K. Magiera,

B. Mikielewicz, L. Motyka, R. Musial,

J. Piotrowski, T. Rawlik, R. Repucha,

J. Stelmach, L. Szalast, T. Tkocz,

P. Wach, J. Witkowski.

wzdluz przewodnika, a r — odlegloscia od niego), to promien krzywizny wynosi
(1 + ()2
yll
gdzie primami oznaczono pochodne. Oznaczajac 3’ jako u, a stale zbierajac
w wyrazeniu A = 25 mamy réwnanie

poel ?
Aru' = (1 4+ u?)3/2,

Catkujemy je metoda rozdzielania zmiennych, otrzymujac

R:

A Y =1In < " >
V1 u? ro)
W tych punktach toru, gdzie r osiaga wartos¢ ekstremalna, u dazy do
nieskonczonosci ze znakiem + albo —, a lewa strona powyzszego réwnania
dazy do £A. Odejmujemy stronami réwnania z minimalng wartoscia r;
i maksymalna 7o, stad In(ry/r1) = 24, a rozwiazaniem jest wzér

(47rmv>
To = T1 €Xp .
poel

Oto nasz coroczny remanent — komentarze i uzupetnienia wynikajace
z nadestanych rozwiazan.

Zadanie 442 [Zalezno$¢ ogniskowej zestawu dwdch soczewek od ich wzajemnego
ustawienia] (wspo6lezynnik trudnosci WT = 1,56, liczba poprawnych rozwiazan
LPR = 6). Rozwiazanie nadestane przez A. Idzika bylo w zasadzie prawidlowe,
ale czysto doswiadczalne i pozbawione jakiejkolwiek interpretacji otrzymanych
wynikow. Za to jednak zostalo bogato zilustrowane dolaczonymi fotografiami,

z ktoérych kilka reprodukujemy na okladce. Na ostatnim zdjeciu widzimy
,wspoélniczke” — corke i wspdlpracownice naszego Weterana. (A moze by tak
wprowadzi¢ Rodzinna Lige Zadaniowa, na wzér niektérych konkursow
telewizyjnych?) Pozostale dobre rozwiazania pochodza od K. Kapci, K. Magiery,
T. Wietechy, P. Bieniasai T. Tkocza. Chociaz zostaly ocenione wyzej, nie moga
sig réwnaé z praca Idzika-i-Coérki pod wzgledem oprawy wizualnej!

Zadanie 448 [Czy wprowadzenie poziomych przegréd miedzy szybami okiennymi
polepszy, czy pogorszy izolacje cieplna] (WT = 2,65, LPR = 1). Jedynym
nadestanym rozwigzaniem tego zadania byta praca K. Magiery, oparta na
przeprowadzonym doswiadczeniu. Przyrzad naszego Czytelnika skladal sie

z trzech réwnoleglych szybek, z ktérych dwie tworzyly zbiornik na goraca wode,
a miedzy Srodkows i trzecia znajdowal sie uktad poprzecznych listewek. Pomiar
temperatury przy trzeciej szybce byl wykonany dwukrotnie — w pozycji pionowej
listewek, oraz w pozycji poziomej. Otrzymany wniosek — ze przegrody pogorsza
izolacje — jest zgodny z rozwiazaniem firmowym (choé¢ chyba niezupelnie zgodny
z zamieszczona w pracy tabelka pomiaréw).

Zadanie 449 [Impuls $wiatla odbija si¢ od zwierciadel na dwéch zblizajacych sie
do siebie statkach kosmicznych] (WT = 3,25, LPR = 0). Podane w tresci zadania
zalozenie Fy < mwc (dotyczace energii impulsu oraz masy i predkosci statkow)
pozostawia niejasnoéé co do poréwnania Fy z mv?. Rozwiazanie firmowe byto
prawidlowe, o ile Ey < mv?, a w innym wypadku wymagato drobnej korekty.
Ten punkt prawidlowo przedstawil w swoim liScie M. Kozlik (jednak jego praca
tez zawierala blad).

Zadanie 459 [Ladunek nad powierzchnig cieczy dielektrycznej, zaleznosé
wysokosci ,,gérki” od wysokosei tadunku] (WT = 3,25, LPR = 1). Oprécz
caltkowicie zgodnego z firmowym rozwiazania T. Wietechy otrzymaliSmy tez
list (pozakonkursowy, bo wyslany z duzym opéZnieniem) od A. Idzika. Jego
pomysl nie opiera sie na minimalizacji energii calkowitej, lecz na réwnowadze
sit. Sile podnoszaca ciecz na jednostke jej powierzchni oblicza p. Andrzej
jako iloczyn natezenia pola przez gesto$é powierzchniowa tadunku o, z kolei
zas$ o uzaleznia od natezenia pola i stalej dielektrycznej cieczy. Rozwiazanie
wynika dalej z przyréwnania sity do ciezaru ,,gérki”, a wynik jest zgodny

z opublikowanym w Delcie.
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Klub 44

1-44

Termin nadsylania rozwigzan: 30 IV 2009

Lista uczestnikéw ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan

563 (WT = 1,23)
Z nume

Jerzy Witkows

Marcin Kasperski

Marek Prauza
Andrzej Idzik

Zbigniew Galias

Adam Woryna
Wojciech Maci

Marek Spychata

Michal Kieza

Barttomiej Dyda
Franciszek S. Sikorski
Tomasz Warszawski
Lukasz Garncarek

Pawel Najman

Jan Czardybon

Jacek Jendrej

Joachim Jelisiejew
Joanna Bogdanowicz
Tomasz Wietecha
Krzysztof Dorobisz
Zbigniew Skalik
Grzegorz Kozlowski
Tomasz Choczewski
Piotr Zmijewski

Piotr Kumor

i 564 (WT = 2,50)
ru 6/2008
ki 4-42,80

242,50

3-39,95

39,53
1-39,34
1-38,97

35,69

33,34
232,56
4-31,69

31,36

230,39

1-30,14

3-29,21

28,27

27,67

27,50

26,02

7-25,08

294,38

1-23,93

23,23

21,03

1-20,21
10-20,13

ak

Legenda (przykladowo): stan konta

7—-25,08 oznacza, ze
siedmiokrotnie zdob;
a w kolejnej (6smej)
punktéw.

uczestnik juz
vyl 44 punkty,
rundzie ma 25,08

Zestawienie obejmuje wszystkich
uczestnikéw ligi, ktérzy spelniaja
nastepujace dwa warunki:

— stan ich konta (w

aktualnie

wykonywanej rundzie) wynosi

co najmniej 20 pu

nktéw;

— przystali rozwigzanie co najmniej

jednego zadania z
lub 2008.

Nie drukujemy wiec
uczestnikow, ktorzy

rocznika 2006, 2007

nazwisk tych
rozstali si¢ z ligg trzy

lata temu (lub dawniej); oczywiscie jesli
ktokolwiek z nich zdecyduje si¢ wrécié
do naszych matematycznych tamiglowek,
jego nazwisko automatycznie wréci na
liste. Serdecznie zapraszamy!

Zadania z matematyki nr 575, 576
Redaguje Marcin E. KUCZMA

575. Rozwazamy alfabet ztozony z n liter, a w nim stowa o nastepujacej
wlasnosci: miedzy dwoma wystapieniami ktorejkolwiek litery, kazda litera
pojawia si¢ co najwyzej jeden raz (tzn. zabronione sa podciagi ¢...y...y...
réwniez dla y = ). Ile jest takich stéw o maksymalnej dtugosci?

x,

576. Dowiesé, ze dla liczb nieujemnych a, b, ¢ zachodzi nieréwnosé

GEIEEC Yabe < max{(Va Vb)Y, (Vb — Ve ), (Ve Va)’)

Zadanie 576 zaproponowal pan Pawel Kubit z Krakowa.
Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 10/2008

Przypominamy tresé zadan:

567. Dla kazdej liczby caltkowitej n > 2 wyznaczyé wszystkie pary (a,b) liczb rzeczywistych, dla
ktérych istnieje funkcja ciggta f:R — R, spelniajaca réwnanie

f(fC...f(z)...))=az+b dlazxzeR.
—_

n

568. Niech ki, k2, ..., k, oraz m bedg liczbami catkowitymi wigkszymi od 1. Zakladamy, ze liczba m
jest wzglednie pierwsza z kazda z liczb k;. Wykazaé, ze réwnanie

k ks

.’Iill + :1:22 + ...+ :1:’71” =

ma rozwigzanie w liczbach caltkowitych dodatnich x1,z2,...,2,,y.

1

”
Y

567. Sprobujmy wzia¢ funkcje postaci f(x) = Az + B; jej n-ta iteracja ma
postaé A"z + (A"~ + ...+ A+ 1)B. Aby funkcja f speliata podany warunek
(dla zadanych liczb a,b), wystarczy, by spelniony byt uklad réwnan

A" =qa, (A" '4+.. . +A+1)B=0.
Gdy a > 0 lub gdy n jest liczba nieparzysta, przyjmujemy A = a
suma w nawiasie w drugim réwnaniu jest niezerowa, co pozwala wyznaczyé¢ B.
Zmnalezione wartos$ci A, B okreslaja ,,dobra” funkcje f.

1n. wéwezas

Ta metoda nie dziala, gdy n jest liczba parzysta oraz a < 0. Wykazemy, ze

w tym przypadku nie istnieje zadna funkcja f o wymaganych wtasnoéciach.
Przypu$émy bowiem, ze f jest taka funkcja. Jej n-ta iteracja ax + b jest
funkcja Scisle malejaca, wiec réznowartosciowa. Zatem takze f musi by¢
roznowartosciowa. Wraz z zalozeniem ciagloéci wymusza to jej Scisla
monotoniczno$é. W konsekwencji funkcja f o f jest Scisle rosnaca i wobec tego
n-ta (parzysta) iteracja funkcji f nie moze by¢ malejgcq funkcja ax + b.

Odpowiedz: dla n nieparzystych wszystkie pary (a,b) sa dobre; dla n parzystych
— wszystkie pary (a,b), w ktérych a > 0.

568. Liczba m jest wzglednie pierwsza z iloczynem K = kiks ...k, . Istnieja
zatem liczby naturalne s, ¢, dla ktérych tm — sK = 1. Przyjmijmy z; = nsK/ki
(i=1,...,n) oraz y = n'. Tak okreslone liczby spelniaja zadane réwnanie:

n n
ah = nsK —n- ’I’LSK _ nsKJrl _ ntm _ ym
i=1 1=1

Niestety, nie byl to Prima Aprilis. ,Przypomniana” w numerze kwietniowym tre$é
zadania 551 byla wprawdzie identyczna z ta podana cztery miesiace wczeéniej, na
Gwiazdke, ale — no c6z — z tym samym, wiernie skopiowanym, btedem. Niedbalstwo
przy korekcie. .. To bylo zadanie o zespole folklorystycznym. Zalozenie mialto
brzmieé: ,tancerz ¢ trenowal z tancerkami od 1 do 2¢ — 1”. Zamiast tego —
wydrukowane zostalo ,,od ¢ do 2i — 1”. Firmowe rozwiazanie biegto jednak przy
zalozeniu z wersji zamierzonej, btad umknal uwadze.

Literowki zwykle albo sa nieistotne albo — przeciwnie — powoduja, ze tresé
calkiem traci sens; czytelnicy widza, ze ,co$ jest nie tak” i zgaduja, jak mialto
byé. Tym razem jednak zadanie pozostalo sensowne, uczestnicy ligi probowali je
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Weterani Klubu 44 M (w kolejnosci
uzyskiwania statusu Weterana):

Janowicz (8), P. Kaminski (5),

Gatecki (5), J. Uryga (4),

Pawlowski (4), D. Sowizdrzat,

Rawlik (6), M. Mazur, A. Bonk,
Serbin, J. Ciach (5), M. Prauza,

Kumor (10), P. Gadziiski (7),

Jedziniak, J. Olszewski (10),

Skrzypek (4), H. Kornacki,

Wietecha (7), T. Jézefczyk,

J. Witkowski (4), W. Bednorz, B. Dyda (4),
M. Peczarski, M. Adamaszek, P. Kubit (4),
J. Cisto (6), W. Bednarek (4), D. Kurpiel,
P. Najman (jesli uczestnik przekroczyt
barier¢ 44 punktéw wiecej niz trzy razy,
sygnalizuje to cyfra w nawiasie).

J.
M.
A.
T.
K.
P.
K.
L.
T.

Pozostali cztonkowie Klubu 44 M
(alfabetycznie):

sdwukrotni”: Z. Bartold, A. Czornik,

A. Daniluk, K. Dorobisz, P. Jedrzejewicz,
M. Kasperski, H. Kasprzak, M. Kieza,

T. Komorowski, Z. Koza, J. Lazuka,

J. Matopolski, J. Mikuta, E. Orzechowski,
R. Pagacz, K. Patkowski, K. Piéro, J. Siwy,
S. Solecki, T. Warszawski, G. Zakrzewski;

»jednokrotni”: T. Bieganski,

‘W. Boratynski, M. Czerniakowska,
Dzedzej, P. Figurny, M. Fiszer,
Galias, L.. Garncarek, L. Gasinski,
Gluza, T. Grzesiak, K. Hryniewiecki,
. Jachacy, M. Jastrzebski, A. Jézwik,

. Kaminski, G. Karpowicz, J. Klisowski,
. Kraszewski, A. Krzysztofowicz,
Kulpa, A. Langer, R. Latatla,

. Lipinski, P. Lizak, M. Lupiezowiec,

. Mandziuk, B. Marczak, M. Marczak,
M. Matlega, R. Mazurek, H. Mikotlajczak,
M. Mikucki, J. Milczarek,

R. Mitraszewski, M. Mostowski,

W. Olszewski, R. Pikuta, B. Piotrowska,
W. Pompe, M. Roman, M. Rotkiewicz,
A. Ruszel, Z. Sewartowski, Z. Skalik,

A. Smolezyk, Z. Surduka, T. Szymczyk,
W. Szymczyk, T. Tkocz, K. Trautman,

P. Wach, K. Witek, A. Woryna,

A. Wyrwa, M. Zajac, Z. Zaus,

K. Zawistawski, P. Zmijewski.

SUHERASNE

w dobrej wierze rozwiazac. .. Oto fragmenty wiosennej wymiany korespondencji
miedzy redaktorem ligi a jednym z uczestnikéw (Jerzy Cisto):

— Szkoda mi tego barwnego zadania o tancach, ono mogto by¢ ciekawe;
i jestem nie w porzadku wobec wszystkich, ktorzy wtozyli wiele czasu i wysitku
we frustrujace zmagania z wydrukowanym zadaniem.

— Tylko jedna pomylona litera na tyle zadan? Nauczylem sie czego$ nowego
i o zadnej frustracji nie ma mowy.

No, przez dwadziescia pare lat nazbieralo sie tych pomylek ciut wiecej... Ale
dziekujemy za krzepigce slowal

A teraz akcent optymistyczny minionego sezonu: dziesieé¢ czterdziestocztero-
punktowych rund! Sztuki tej dokonatl Janusz Olszewski, jako drugi uczestnik
w historii ligi (przypomnijmy — pierwszym byl Piotr Kumor). Czekamy na
dalszych — no i czekamy moze na pierwsza ,,jedenastke” — pelng ¢wiartke naszej
liczby-ikony.

Przejdzmy do oméwienia najciekawszych zadan.

Zadanie 548 [M(a,b) = |{(z,y) e N> 12 <a,y < b,z Ly} dlaa,be N=
={1,2,3,...} = M(a,b) =>_ 5 la/r][b/r]u(r) (u - funkcja Mébiusa)]
(wspdlezynnik trudnosci WT' = 2,24; liczba poprawnych rozwiazan LPR = 10).
Chociaz treé¢ mogta wyglada¢ odstraszajaco, zadanie okazalo sie niezbyt trudne.
Wigkszo$¢ rozwigzan (w tym i autorskie, i firmowe) polegala na standardowym
uzyciu wzoru wlaczen i wylaczen. Jednak najbardziej eleganckie rozwiazanie
przedstawitl Jacek Jendrej:

Dopuszczajac w okre$leniu M rzeczywiste wartosci a, b, widzimy, ze dla d € N
jest doktadnie M(a/d,b/d) par (z,y) € N? speliajacych warunki < a, y < b,
NWD(x,y) = d. Zatem
a b
(1)

Stad wobec znanej tozsamosci 3., pu(r) = 0 dla m > 1:

MEIHICE WG IRy

la][b] =) M

d>1

r>1 r>1 d>1
a b a b
= _— = -, == .
m§>:1M(m’ - > utr) m($.3) =M

Zadanie 549 [AABC; ¢ > a > b; CK — wysoko$é;

M, N — érodki AB, AC; okrag wpisany w AABC
styczny do AB, AC w punktach P, Q) = okrag wpisany
w AKMN ma érodek na PQ] (WT = 2,92; LPR = 10).
Znéw J. Jendrej jest autorem ciekawego rozwiazania:

C
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Niech I, J beda $rodkami okregéw wpisanych

w AABC i AAMN. Okrag o $rodku J i érednicy

AT (przechodzacy przez P, Q) przecina odcinek M N
w punkcie R, symetrycznym do P wzgledem M J oraz
symetrycznym do A wzgledem NJ. Zatem dwusieczna
MJ kata KM N jest symetralng odcinka PR; a wobec
réwnosci [NR| = |NA| = |[NK|, dwusieczna kata KN M
jest symetralna odcinka K R. Nalezy wiec dowies¢,

ze $rodek okregu K PR lezy na PQ. Okaze sig, ze

jest nim $rodek odcinka PL, gdzie L = PQNCK.
Wystarczy wykazaé, ze R lezy na okregu K LP, czyli
ze |XKRP| = |<KLP| - to za$ wynika z prostego
rachunku na katach, ktory zostawimy Czytelnikowi.

Podobne rozwiazanie przystal tez Janusz Olszewski
— dotaczajac do swojej pracy, dla pelniejszego obrazu,
drugie rozwiazanie, analogiczne do firmowego. Inne
prace z rozwigzaniem firmowym: J. Bogdanowicz,
T. Choczewski, K. Dorobisz, J. Jelisiejew,

R. Pytlak. Ponadto trzy rozwiazania rachunkowe
(uktad wspolrzednych badz trygonometria).



Zadanie 551 [Tancerz i € (1;n) trenowal z tancerkami
J € (i;2i—1); ile mozliwosci skojarzenia r par?)

(WT = 4,00; LPR = 0). Tak sformulowane (w wyniku
wspomnianej pomytki) zadanie wyglada raczej
beznadziejnie. Dwaj uczestnicy przystali listy
zatytulowane Komentarz zamiast rozwigzania.

Niech A = [a;]ign, j<on—1 bedzie macierza incydencji
(ai; = 1 gdy tancerz i trenowal z tancerka j;

poza tym a;; = 0). Ile jest mozliwosci wybrania

r jedynek, z ktoérych zadne dwie nie stoja w jednym
wierszu ani kolumnie?

J. Olszewski zauwaza, ze w obrebie ustalonej
podmacierzy R o wymiarach r x r liczba takich
wyboréw, oznaczana symbolem per(R), jest dana
wzorem jak w definicji det(R), po zastapieniu
wszystkich minuséw plusami (podaje tez odsylacz do
strony www.codeproject.com/KB/applications/
RyserPermanent.aspx gdzie mozna znalezé¢ praktyczny
algorytm obliczajacy per(R)). Szukana liczba jest
wiec réwna ), per(R); sumowanie po wszystkich
podmacierzach r x r macierzy A — nie jest to

jednak ,wynik”, w oczekiwanym znaczeniu:

funkcja zmiennych n,r, dana jawnym wzorem
algebraicznym.

J. Cisto za$ odsylta do ksiazki V. Bryant, Aspekty
kombinatoryki, gdzie w rozdziale 12 pokazana jest
og6lna metoda generowania wielomianéw tworzacych
dla ciagéw wyrazajacych liczbe rozwazanych wyboréw
(dla dowonej macierzy zerojedynkowej).

Nie wida¢, zeby ktérakolwiek z tych metod prowadzita
do wyniku w zwartej postaci.

Zadanie 558 [m,n,x € Ny n|1+x+...+2m "}
mll+z+...+2" mlinm=?n=7

(WT = 2,78; LPR = 6). Wszystkie rozwiazania jak
firmowe: J. Jelisiejew, J. Jendrej, J. Olszewski,
T. Warszawski, A. Woryna oraz K. Dorobisz
(autor zadania).

Zadanie 559 [Plansza n X n; naprzemienne zajmowanie
pol; pozycja zwycieska: zajete cztery narozniki
prostokata; kto wygrywa?] (WT = 2,42; LPR = 4(87?)).
Gdy n jest liczba nieparzysta, wygrywa rozpoczynajacy;
gdy parzysta — jego przeciwnik. Strategie opisana

w rozwiazaniu firmowym, z pelnym uzasadnieniem,

znalezli M. Kasperski, W. Swieboda, A. Woryna.

Inna skuteczna strategia polega na tym, by —

w kazdym ruchu, w ktérym nie da sie od razu
wygra¢ — zajmowac pole srodkowo-symetryczne
do pola z ruchu przeciwnika. Dla n nieparzystych
pierwszy gracz zajmuje na starcie pole centralne,
po czym stosuje imitacje symetryczna i wygrywa,
dla n parzystych wygrywa ta metoda drugi
gracz. Skuteczno$¢ dla n parzystego jest

do$¢ oczywista. Dla n nieparzystego — préba
dowodu nie wprost prowadzi do rozwazania
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hipotetycznej (wyprodukowanej przez pierwszego
gracza) tréjki zajetych naroznikéw prostokata.
Dokladniejszej analizy wymagaja wéwczas przypadki,
gdy jeden z tych trzech naroznikéw jest polem
centralnym planszy, badz tez gdy dwa z nich leza
symetrycznie wzgledem srodka. Bardzo staranne
rozwiazanie tg metoda przedstawil K. Dorobisz.

Jeszcze kilku uczestnikéw podalo rozwiazania
zasadniczo poprawne (jedna lub druga metoda),
z mniejsza troska o szczegoly.

Zadanie 562 [AABC; |AB| = |AC|; punkt D na
boku BC; punkt F' na okregu AC'D, wewnatrz
AABC; punkt E na okregu BDF', na boku AB =
|CD|-|EF|+ |DF|-|AE| = |BD|-|AF|] (WT = 2,68;
LPR =T7). Zgrabne rozwiazanie przedstawili J. Cisto
i (bardzo podobnie) T. Tkocz.

7 warunkéw zadania tatwo wynika, ze czworokaty
FDCA i FEBD maja katy odpowiednio réwne.
W okrag ADC wpisujemy czworokat F'E’'B’D’
podobny do FEBD (i tak samo zorientowany)
tak, by F/ = F. Ma on katy takie, jak FDCA,
a zatem B’ = C oraz |AD'| = |DE’|. Twierdzenie
Ptolemeusza dla czworokatéw FE'DC i FCD'A daje
rownosci
IDF| - |B'E'| - |CD| - |E'F'| = +|CF| - DE'|
|AC| - |D'F'| — |AF|-|B'D'| = £|CF| - |AD’|

(jednoczesnie znak plus lub minus, zaleznie

od uporzadkowania punktéw na okregu).

Prawe strony sa réwne. W réwnosci uzyskanej

z przyréwnania lewych stron mozna pominaé
yprimy” (bo F'E'B'D’ ~ FEBD); dzigki
zaleznoéci |AC| — |BE| = |AE|, wychodzi réwnosé
Z tezy.

A. Woryna wskazal liczne pary tréjkatéw podobnych,
uzyskujac rowniez tadny dowod. M. Kieza, autor
zadania, jest tez autorem rozwiazania firmowego;

takie samo znalazl J. Olszewski. Trygonometrycznie:
K. Dorobisz, P. Najman.



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Przewidywanie trzesien ziemi...

... pozostaje w sferze zyczen. Choé coraz lepiej rozumiemy mechanizm ich
powstawania, to nadal nie udaje si¢ prognozowaé¢ ani momentu, ani sity
spodziewanej katastrofy.

Stosunkowo prosto mozna przeprowadzi¢ doswiadczenie, ktére obrazuje
mechanizm powstawania trzesien ziemi. Wystarcza dwie zapalki, palce

i troche wprawy. Chwytamy zapatke miedzy opuszki kciuka i palca
wskazujacego, a nastepnie wciskamy miedzy zapatke i kciuk palec
srodkowy tak, aby zapaltka bylta mocno docisnieta do paznokcia tego palca
(zobacz najnizsze, czyli pierwsze zdjecie sekwencji). Wykorzystujac, jako
podpdrke, palec wskazujacy drugiej reki, kladziemy na pierwszej zapalce
druga zapalke. Nastepnie zwiekszamy docisk zapatki do paznokcia tak,
zeby spowodowaé jej przesuniecie. Wazne, zeby przesuniecie wynikato

z docisku do umieszczonego pod katem do dzialajacej sity paznokcia.
Zapalka bedzie przesuwac si¢ skokami. Kazdy skok bedzie widoczny jako
poderwanie konca drugiej zapalki. Przy odrobinie cierpliwosci doczekamy
sie duzego wstrzasu. Zapatka gwaltownie odskoczy jak na zamieszczonej
sekwencji zdjec.

W przypadku trzesien ziemi dwa fragmenty skorupy ziemskiej przesuwaja sig
wzgledem siebie wlasnie w taki sposob, ze nacisk buduje naprezenie, ktére
roztadowuje si¢ skokowo.

Pamietam, ze opisana wyzej sztuczke z zapalkami pokazywalo sie
niewtajemniczonym jako dow6d posiadania zdolnosci telekinezy. Rzeczywiscie,
przesuniecia dociskanej zapalki sa trudne do zauwazenia, podobnie jak fakt
silnego dociskania tej zapatki do paznokcia.

7 trzesieniami ziemi jest podobnie. Najczesciej nikt nie zdaje sobie
sprawy z tego, ze silne trzesienie ziemi ma za chwile nastapi¢. Zdarza
sie, ze wysylane sg sygnaly ostrzegawcze, ktére rozumieja naukowcy
(albo inne zwierzeta), ale nie jest to reguta. Nie kazda seria sygnaléw
ostrzegawczych konczy sie trzesieniem ziemi. Pozostaje unikanie rejonéw
sejsmicznych lub tworzenie odpowiednio odpornych budowli w takich
rejonach. Tylko nikt nie jest w stanie zbudowadé czegokolwiek odpornego
na najwicksze wstrzasy, ktére zdarzaja sie niezwykle rzadko (ludzkosé
nie pamieta zadnego takiego wydarzenia), ale to one wypietrzaja
tancuchy gérskie.

Niestety, istotne postepy w przewidywaniu trzesien sa zauwazalne
w stopniu podobnym ruchom gérotwérczym. Dlatego kazdy nowy element
uktadanki wzbudza duze zainteresowanie. W zesztym roku udato sie
zrozumie¢ jeden z mechanizmoéw powodujacych wstrzasy o matej sile.
Po sprawdzeniu zapiséw sejsmograficznych dotyczacych kilkunastu
najwieckszych katastrof, poczawszy od trzesienia ziemi o sile 7,3 w Landres
(Kalifornia) w 1992 roku, okazalo sie, ze wywolane powierzchniowe fale
sejsmiczne wyzwalaja niewielkie wstrzasy nawet po drugiej stronie planety.
Na przyktad, najwieksze z ostatnich trzesien ziemi, ktore w grudniu 2004
roku wywotlato tsunami na Oceanie Indyjskim, wyzwolilo wstrzasy, miedzy
innymi, na Alasce, w Kalifornii i w Ekwadorze. Efekt byl obserwowany
nie tylko w rejonach czynnych sejsmicznie, lecz réwniez w obszarach
uspionych, w ktérych normalnie nie obserwuje si¢ wzajemnego ruchu
zetknietych elementéw skorupy ziemskiej. Moze wiec on mie¢ znaczenie
rowniez dla Polski. Przeciez granica miedzy najwiekszymi jednostkami
geologicznymi Europy przebiega od Kotobrzegu po Przemysl oraz
wzdtuz Karpat.

Piotr ZALEWSKI
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ﬁ Patrz w niebo

Rozwiazanie zadania M 1232. Gwiazda 0 numerze .kata.logowym HD 209458 czgsto qest. opisywana jako przyklad,
Oznaczmy przez d(X, £) odleglosé punktu €zego mozna sie dowiedzieé¢ o obiekcie bezposrednio niewidocznym, i to nawet przez
X od prostej £, a przez [F] pole figury 7. ielkie teleskopy. Tym niewidocznym obiektem jest planeta obiegajaca te gwiazde.

Poprowadzmy przez punkty P, Q, R, S  Sama gwiazda jest podobna do Stonca, lezy w odlegtosci okoto 50 pc w Pegazie, a jej

irosge réwnolegte do bokéw kwadratu jasno$é wynosi 7 mag. O istnieniu planety wiadomo stad, ze co 3,5 dnia obserwuje
BCD, jak pok sunku. . L : o o . .
» Jae pofanano na rysunin sie przygasniecia gwiazdy o 1,5% (w $wietle widzialnym). Liczba ta sugeruje,
‘:'- el ze rozmiar planety wynosi 1,3 rozmiaru Jowisza, zarazem na podstawie zmian
Dt .. C predkosci radialnej gwiazdy masa planety zostala oceniona na 2/3 masy Jowisza.
AN - "7 Najciekawsze jednak jest to, ze obserwacje w nadfiolecie (w szczegdlnosci w linii
A - - .
F NSt ," wodoru Lyman-alfa, prowadzone za pomoca teleskopu Hubble’a) dowodza, ze
/ ! i K wiazde przestania obiekt znacznie wiekszy. Narzuca sie, ze jest nim obtok wodoru
, . g ep ¢kszy. ¢ 7€ ]
A
: Py N / parujacego z planety!
! LA AN l’
1 e . . . 7’ 7 Y .
! @ . / Prowadzi to do nastepujacych wnioskéw szczegdltowych. Gestosé i rozmiary obloku
’ 1 . . .
h o) dowodza, ze planeta traci 10 000 ton wodoru na sekunde. Gdyby tempo parowania
1 7’ . 7 . K 7 . . . .
' " S mialo by¢ stale w ciagu nawet miliardow lat zycia planety, to utracitaby ona zaledwie
! X y ycia planety, ¥y
B —. B tysieczna czes¢ swojej poczatkowej masy. Badacze sugeruja jednak, ze oprocz
Tl / wodoru planeta moze (a wladciwie nawet powinna) traci¢ rowniez inne skladniki
- p p )
T=d . . , . .
czego dotychczas nie zaobserwowano. Asymetria za¢mienia przez oblok wodoru
Poniewaz figura ograniczong przez te dowodzi, ze ciagnie sie on za planeta na jej orbicie, czyli moze przypominaé¢ warkocz
ste jest kwadrat, wiec T . .o
proste jest fwadrat, wice komety. Specjaliéci od modelowania atmosfer planetarnych posuneli si¢ nawet do
1(Q, AB) + d(S,CD) = . . . P ..
d(Q, AB) +d(S,CD) wysuniecia wniosku, ze w gérnej atmosferze planety przy HD 209458 dominu,
y € ) g ) p y PTZy ]

= d(P, DA) + d(R, BC). wiatry réwnoleznikowe i potezne wiry przy biegunach!

Mnozac t¢ réwno$é stronami przez a/2,
gdzie a oznacza dlugo$é boku kwadratu  Na poparcie tych wszystkich wnioskow badacze nieustannie probuja

ABCD, uzyskuj S - . .
OD, uzyskujemy zaobserwowaé $wiatto gwiazdy odbite od planety — na razie bez rezultatu.
(1) [ABQI+[CDS] = [DAPI+[BCRL prohuja tez zaobserwowad linie (pasma) absorpeyjne np. tlenku wegla,
Analogicznie, prowadzac proste kté ‘7 CTient . s e . s .
I 1 mozliwit Z nie najnizszej mozli mperatur
réwnolegle do bokéw kwadratu PQRS térego obecno$é¢ umo w aby oszacowanie a.J | szej mozliwej te .pe atury
w atmosferze planety. Mimo negatywnych wynikéw obserwatorzy nie traca

przez punkty A, B, C', D, dowodzimy, ze
(2) [PQA]+ [RSC] = [SPD]+ [QRB].
Dodajac stronami zaleznosci (1) i (2),
otrzymujemy teze.

nadziei — badZ co badz planeta przestania gwiazde dwa razy na tydzien i nowe
pomystowe obserwacje mozna rozpoczaé¢ niemal w kazdej chwili.
Tomasz KWAST

Luty

Zima w pelni, a zatem wieczorami nad poludniowym horyzontem widzimy w calej
okazatosci Oriona. Jest to, poza Wielka Niedzwiedzica, najtatwiej rozpoznawalny
gwiazdozbiér, a przynajmniej jego centralna czesé, przedstawiajaca tutow
mitologicznego mysliwego. Jego ,pas” stanowia trzy gwiazdy o podobnych
jasnoéciach, a w dodatku lezace z wysoka dokladnoscia na linii prostej, Scislej

— na tuku kota wielkiego. W przestrzeni nie wyznaczaja one zadnej prostej nawet
w przyblizeniu, gdyz ich odleglosci od Ziemi sa (od lewej) 450 (zeta), 500 (epsilon)
1250 pe (delta). W poblizu zety lezy stynna ciemna mglawica Konski Leb — niestety,
widoczna dopiero na zdjeciach z dtuga ekspozycja. Zwrot ,w poblizu” oznacza tu
znowu polozenie na niebie, bo jest ona odlegta od nas o 120 pc, a wiec w przestrzeni

ﬁ bynajmniej nie lezy w poblizu zety.

R i i d ia F 734. . . . . . . . .

nglzdwnf‘fea;;iiiuinzom i o smiany Wenus jest w Rybach i wieczorem zachodzi. Mars i Jowisz sg w Koziorozcu,

dlugosei jednolitego wahadla, co odbija  €zyli blisko Stofica, zatem ich nie widaé. Saturn jest we Lwie i wida¢ go przez
cala noc. Pelnia Ksiezyca wypada 9 II, a néw 25 II. Jak na najkrotszy miesiac

si¢ na doktadno$ci odmierzanego czasu.
7 is - T e ie 1 . . . ’ . . . . .

W O?lbywinydldz‘?gdr“}}l“ F_’Otfnc-’dlmi bedzie wyjatkowo duzo zakry¢, niestety zadne nie bedzie widoczne w Polsce. I tak
narazonych na duze wahania temperatury, U A . ) .. .. ..
dzieki tej specyficznej konstrukeji udaje 17 11 KSIQZYC Za‘krYJe AIlltaresa.u (CO ZOba‘(.:Z% mleSZkanCy AZ.]I? I.ndone?J.l, .AuStra‘.hl)a
si¢ oming¢ ten problem. Na przykiad 22 II Merkurego (Japonia, Chiny, Syberia, Alaska), 23 1T Jowisza (Filipiny, Chiny,
p“}y Zfd“’xz“?orﬁ tcmpm'at“:“? dl‘fgf(’sc Syberia) i 27 IT Wenus (widoczne na Pacyfiku na potudniowy zachéd od Chile).
wahadtla rosnie. e ogrzana rteé¢ zwigksza . . L. . L, . ..

W dodatku podczas pelni bedzie polcieniowe za¢mienie Ksigzyca, ale maksymalna

objetos¢ i podnosi sie w gére wzdiuz
rurki, co przy odpowiednio dobranej faza nastapi u nas za dnia. Merkury 13 II znajdzie si¢ najbardziej na zachdd od

objftoéci, rt:g(;i i s;ledr;ic’y’ rtl}"kdi pozwai Stonca i mozna go szukaé¢ na wschodnim niebie przed wschodem Stonca. Oprocz
zachowac stalg odlegto$¢ miedzy punktem . . . .. . . .
zakrycia Antaresa 17 IT Mars i Jowisz zbliza sie na 096, a 24 II Merkury i Jowisz

zaczepienia wahadla a jego $rodkiem A
masy. Bo to ta dlugo$é, a nie dtugosé rowniez na 096. Zadnych przewidywalnych rojow meteorow w lutym nie bedzie.

samego wahadla, okresla okres drgan,
a zatem i ,,chodzenie” zegara. T K.
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[3] A. Makowski, Zasada szufladkowa
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[4] D. Ch. Musztari, Przygotowanie
do olimpiad matematycznych, Oficyna
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kolkomat /materialy/dirichlet.pdf.

Mozliwe ruchy konika szachowego

*Instytut Matematyczny PAN, Warszawa

Zasada szufladkowa Dirichleta (ZSD) glosi, ze jesli umieszczamy n + 1 krélikéw
w n szufladkach, to w co najmniej jednej szufladce muszq sie znaleZé co najmniej
dwa krdliki. Latwo to sprawdzi¢ dla n = 1 (dwa kréliki w jednej szufladce),

n = 2 (trzy kréliki w dwoch szufladkach), n = 3... Nietrudno tez rozbudowaé
do wogdlnionej zasady szufladkowej Dirichleta (UZSD): jesli umieszczamy nk + 1
krolikow w n szufladkach, to w co najmniej jednej szufladce musi sie znaleZé

co najmmniej k + 1 krolikow. Oto kilka zastosowan ZSD w zadaniach geometrycznych.

1. We wnetrzu tréjkata réwnobocznego o boku 2 wybrano pie¢ punktow.
Udowodnij, ze pewne dwa sposrod nich sa odlegte o co najwyzej 1.

R. Dzielimy trojkat na 4 mate tréjkaciki, taczac srodki bokéw. W ktéryms z nich
muszg by¢ co najmniej dwa punkty i ich odlegtos¢ nie przekracza 1. O

2. Wykaz, ze w kazdym wieloScianie pewne dwa wierzchotki maja tyle
samo krawedzi.

R. Kazdy z n wierzchotkéw ma co najmniej 3 i co najwyzej n — 1 krawedzi. Jest zatem
n — 3 mozliwych liczb krawedzi, wigc z ZSD ktores dwa wierzchotki maja ich tyle samo. O

3. Na plaszczyZnie danych jest pie¢ punktéw kratowych (czyli punktow

o obu wspélrzednych catkowitych). Udowodnij, ze srodek ktéregos

z odcinkéw taczacych te punkty tez jest punktem kratowym.

R. Kazdy z danych pieciu punktéw ma wspoélrzedne jednego z czterech rodzajow:
(P,P), (P,N), (N, P) lub (N, N), gdzie P to liczba parzysta, a N — nieparzysta.
Zatem z ZSD pewne dwa punkty A i B maja wspolrzedne tego samego rodzaju.
Srodek odcinka AB jest punktem kratowym, bo §rednia arytmetyczna liczb o tej samej
parzystosci jest liczbg catkowitg. O

4. Przy okraglym stole jest 100 miejsc oznaczonych proporczykami

100 réznych panstw. Ambasadorowie tych panstw siedli przy stole

w sposob losowy tak, ze zaden z nich nie zajatl odpowiedniego miejsca.
Wykaz, ze mozna tak obréci¢ okragly stot, aby co najmniej dwéch
ambasadorow siedzialo przy wlasciwych proporczykach.

R. Dla kazdego ze 100 ambasadoréw istnieje doktadnie jedno wtasciwe ustawienie stotu

spos$réd 100 mozliwych. Skoro wyjsciowa sytuacja nie jest dobra dla nikogo, to ktores
z pozostalych 99 ustawien musi by¢ odpowiednie dla przynajmniej dwoch oséb. O

5. Wykaz, ze w kazdym wypuklym parzystokacie istnieje przekatna, ktora
nie jest rownolegla do zadnego z bokow.

R. Skorzystamy z faktu, ze n-kat ma ”<"273> przekatnych (prosze sprawdzid!). Zatem
2k-kat ma k(2k — 3) = 2k(k — 2) + k przekatnych. Zatézmy, ze kazda z nich jest
réwnolegla do ktérego$ boku. Wtedy z UZSD do ktéregos z 2k bokéw rownolegtych
jest co najmniej k — 1 przekatnych. Koncami tych przekatnych oraz boku sa rézne
wierzchotki wielokata, jest ich tacznie co najmniej 2((k — 1) + 1) = 2k. Wielokat jest
wypukly, wiec aby wszystkie przekatne faktycznie byly przekatnymi, musi istnieé
jeszcze co najmniej jeden wierzcholek. Otrzymana sprzecznosé koriczy dowéd. O

6. Na nieskoniczonej szachownicy stoi 1999 konikéow szachowych. Czy
mozna z nich wybraé 1000 takich, ze zadne dwa si¢ nie atakuja?

R. Konik stojacy na czarnym polu nie atakuje zadnego z czarnych pdl i analogicznie
dla konika stojacego na bialtym polu (rysunek). Z UZSD, sposr6d 1999 skoczkéw
co najmniej 1000 stoi na polach jednego koloru. Zadne dwa z nich sie nie atakuja. O

Kilka zadan domowych:

8. We wnetrzu trojkata réwnobocznego o boku 12 wybrano
300 punktéw, z ktérych zadne trzy nie leza na jednej prostej.

7. Na ptaszczyznie narysowanych jest 2n + 1 okregdw Udowodnij, ze pewne trzy z tych punktéw tworza trojkat
o promieniu v/5 i o §rodkach w punktach kratowych. Wykaz, o obwodzie nie wigkszym niz 3.

ze mozna zetrzeé¢ n sposérod tych okregdw tak, aby wsrod
pozostatych zaden nie przechodzil przez $rodek zadnego

9. Na ptaszczyznie danych jest n prostych, z ktérych zadne
dwie nie sa rownolegte. Wykaz, ze wtedy pewne dwie z nich

innego. przecinaja si¢ pod katem nie wigkszym niz 180%
Wskazowka. Jak wzgledem srodka pojedynczego okregu no
potozone sa wszystkie punkty kratowe, przez ktore on 10. Szescian przecinamy ptaszczyzng. Czy mozna w przekroju

przechodzi? Skorzystaj z zadania 6.

otrzymac czworokat, ktory nie jest trapezem?
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