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Miedzynarodowy Rok Astronomii 2009

Rok 2009 zostal ogloszony Miedzynarodowym Rokiem Astronomii. Z inicjatywa
wyszta Miedzynarodowa Unia Astronomiczna, ktora zostala poparta przez
UNESCO, a nastepnie, w grudniu 2007 roku, Zgromadzenie Ogélne ONZ
podjeto decyzje o ustanowieniu Miedzynarodowego Roku Astronomii 2009.
Okazja jest uczczenie czterechsetnej rocznicy uzycia po raz pierwszy teleskopu
do obserwacji astronomicznych.

W 1609 roku Galileo Galilei, powszechnie zwany Galileuszem, po raz pierwszy
uzyl skonstruowanej przez siebie lunety do obserwacji réznych obiektéw na
sferze niebieskiej. Odkryl cztery najwieksze ksiezyce Jowisza, nazwane pozniej
Ksiezycami Galileuszowymi. Stwierdzil, iz Wenus, podobnie jak Ksiezyc, jest
widoczna w réznych fazach. Te obserwacje byly bardzo mocnymi argumentami
potwierdzajacymi heliocentryczna teorie Kopernika. Galileusz obserwowal takze
plamy stoneczne, kratery i tancuchy gorskie na Ksiezycu oraz stwierdzil, iz
Droga Mleczna sktada si¢ z ogromnej liczby pojedynczych gwiazd.

Drzisiaj luneta Galileusza wydaje sie nam bardzo prymitywna, jednak obserwacje
wykonane za jej pomoca byly przelomem w astronomii — rozpoczely ere
obserwacji teleskopowych, ktéra zaowocowala niezwyklymi odkryciami.

Ciekawa jest czterowiekowa historia réznych technik obserwacyjnych, ktore

w ostatnich kilkudziesieciu latach rozwijaja sie w sposob szczegdlny. W ostatnich
dziesiecioleciach XX wieku uruchomione zostaly teleskopy naziemne o $rednicach
8-10 metrow, a na orbicie wokolziemskiej umieszczono teleskopy kosmiczne.
Doprowadzilo to do wielu fantastycznych odkryé astronomicznych — siegamy
prawie do krancow obserwowalnego Wszech$wiata. Ale to nie koniec rozwoju
instrumentéw astronomicznych zapoczatkowanego przez Galileusza w 1609 roku.
W drugiej dekadzie XXI wieku rozpoczna obserwacje teleskopy naziemne

o $rednicach luster 30-40 metréw, a w przestrzeni kosmicznej znajda sie
teleskopy nowej generacji, rowniez takie, ktére beda mogly bezposrednio
obserwowa¢ planety wokél innych gwiazd niz Stonce.

Miedzynarodowy Rok Astronomii 2009 bedzie okazja, by promowaé astronomig,
by przypomnie¢ historie rozwoju astronomicznych technik obserwacyjnych,

ale przede wszystkim, by szeroko informowadé o ciekawych, czesto niezwyktych
odkryciach. W przygotowania do Roku Astronomii wlaczylo sie 140 krajow oraz
wiele organizacji miedzynarodowych i krajowych. Odbedzie si¢ wiele réznych
konferencji, sympozjéw i innych imprez dla zawodowych astronomoéw i amatoréw
astronomii. Najwazniejsze jednak beda rézne przedsiewziecia z udziatem
szerokiej spotecznosci, w tym mlodziezy szkolnej oraz studentéw. Podobnie jak
w innych krajach, réwniez w Polsce utworzony zostal specjalny komitet, ktory
bedzie koordynowal i wspomagal rézne imprezy, akcje i inne dziatania w ramach
Roku Astronomii 2009. Jest to grupa astronoméw powolana przez Komitet
Astronomii PAN i afiliowana przy Polskim Towarzystwie Astronomicznym.

Na caly rok 2009 planowanych jest wiele imprez centralnych i lokalnych.

Z pewnoécia te ostatnie beda najbardziej cenne dla upowszechniania wiedzy
astronomicznej w mniejszych miejscowosciach. Zachecamy wiec szkoly, gminy
oraz inne lokalne organizacje do przygotowania réznych dziatan w ramach Roku
Astronomii 2009. Zawodowi astronomowie z pewnoscia beda stuzyé pomocy oraz
merytoryczna informacja.

Informacje na temat imprez zwiazanych z Rokiem Astronomii 2009 mozna
znalezé na stronie internetowej: http: //www.astronomia2009.pl.

Dla Czytelnikéw Delty natomiast przygotowalismy z okazji Roku 2009 specjalne
atrakcje: konkurs zadan z nagrodami oraz cykl artykutéw pt. ,Kosmiczna
linijka” o bliskim i dalszym Wszechswiecie.

Edwin WNUK
Prezes Polskiego Towarzystwa Astronomicznego
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O paradygmatach
Konrad RUDNICKI®

Ucieszyt mnie artykul Krzysztofa Bolejki o kierowaniu sie w nauce paradygmatami.
Wielu powaznych mito$nikoéw astronomii, czasem bedacych zaawansowanymi
badaczami w innych dziedzinach, nie odréznia ostro faktow obserwacyjnych od
ich interpretacji i jest przekonanych, ze wspolczesna astronomia stwierdzita to

i owo tam, gdzie prawda jest tylko, ze wiekszosé wspdlczesnych astronomow
interpretuje obserwacyjne fakty w taki sposéb, dodaje takie zalozenia, ze ,to i owo”
wtedy z nich wynika. Zwrocenie przez pana Krzysztofa Bolejke uwagi na fakt, ze
wspolczesny obraz Wszechswiata moze ulec powaznym zmianom, jesli powszechnie
dzi$ przyjmowany zestaw zalozen, czyli paradygmat, zostanie zastapiony innym,
chciatbym uzupelnié¢ historyczna informacja, skad sie w ogdle wzieta w nauce —
nie tylko w kosmologii — moda na paradygmaty.

Jak wiadomo, w Kaliningradzie znajduje sie grob wielkiego filozofa, niejakiego
Immanuela Kanta (1724-1804), ktéry w tym miescie przed przeszlo dwustu laty
pierwszy stworzyl teorie poznania. We wspdlczesnym jezyku i opierajac sie na
powszechnie znanych dzi§ wynikach nauk, mozna opisac te teori¢ nastepujaco.
Chcemy poznaé istote jakiego$ zagadnienia; nazywamy ja rzeczqg samg w sobie.
To wazny termin kantowskiej teorii. Do nas przychodza rézne sygnaly od danej
rzeczy: wzrokowe, shuchowe, czasem mozemy czego$ dotknaé, co$ powachad,

a nawet posmakowac. To daje nam asortyment postrzezen zwiazanych z owa
rzecza. Tym postrzezeniom wychodzimy naprzeciw myélami i staramy sie
poznaé rzecz samg w sobie, czyli rozwiazaé¢ nasze zagadnienie. I tu klopoty sa
nastepujace. Sygnaly idace ku nam sa obiektywne, ale ograniczone. Widzimy
rzecz w takim Swietle, jakim zostala o$wietlona, styszymy taki jej dzwiek,

do jakiego zostala pobudzona. Sygnaly po drodze moga ulec zakldéceniu,
Swiatto zmieni¢ moze natezenie, barwe, polaryzacje, podobnie dzwiek. Do tego
nasze zmysty nie zawsze postrzegaja prawidtowo. Wkladam rozgrzana reke

do mroznej wody i czuje si¢ oparzony. Dostaje patka w ciemie i widze blysk
Swiatla. Zreszta widze czerwien, a naprawde to jakiej$ tam czerwieni w ogdle
nie ma; jest drganie elektromagnetyczne i sa fotony. Podobnie z tonami

i ze wszystkimi postrzezeniami. A w koncu poddaje to wszystko pod osad
mojemu subiektywnemu rozumowi. Czy on aby dziala prawidlowo? Sam Kant
doszedl do wniosku, ze rzecz sama w sobie — z wyjatkiem szczegélnych sytuacji
— pozostaje niepoznawalna. Inni kontynuatorzy jego filozofii dopuszczali jej
czesSciowa poznawalnosé w pewnych aspektach. Wszystkie odmiany takich teorii,
operujace terminem rzeczy samej w sobie (czasem zastepowanym innym stowem)
i widzace proces poznania w spotkaniu postrzezen wywolanych obiektywnymi,
ale niepelnymi i podlegajacymi zafalszowaniom sygnatami, z subiektywnym
mysleniem, nazywamy teoriami poznania typu kantowskiego.

Juz w XIX wieku wnikliwsi filozofowie zauwazyli, ze teorie poznania typu
kantowskiego maja powazna wade. Skad wiemy, ze czerwieni nie ma, a jest

tylko fala Swietlna lub fotony? Dlaczego watpimy w prawidlowy proces naszego
mys$lenia? — Bo sie opieramy na wynikach fizyki, psychologii, logiki... Ale to sa
nauki szczegdtowe, ktorych wyniki powinny by dopiero zostaé zweryfikowane
przez teorie poznania, nie powinny wiec wystepowaé jako jej zalozenia. Gdyby
jednak przy przyjeciu takich zatozen dato sie uzasadni¢ prawomocno$é¢ wynikéw
nauk szczegdtowych, to mieliby$my teorie zbudowana na zasadzie blednego kota,
ale wewnetrznie niesprzeczna. Tu natomiast wynikiem jest, ze nauki szczegoltowe
w ogoble nie prowadza do poznania prawdy (rzeczy samej w sobie), badz ze daja
wyniki czedciowo nieprawdziwe. Z zalozen przyjetych jako podstawa wynika, ze
wsrod tych zatozen znajduja sie bledne. Teoria jest sprzeczna sama ze soba.

Ten fakt doszedl do $wiadomosci wiekszosci naukowcow gdzies w polowie
XX wieku, a poniewaz przewaznie nie znano zadnej innej teorii poznania
niz typu kantowskiego, wiec rozpowszechnil sie poglad, ze jakakolwiek teoria
poznania jest niemozliwa i wtedy coraz wiecej badaczy powiedzialo sobie:

2



Nie filozofujmy, jak szuka¢ prawdy, ale nasladujmy tych, ktorzy co$ zrobili w nauce
i dzialajmy w ich sposéb. Zaczeto mysle¢ mniej wiecej tak: jesli Michael Faraday
(1791-1867), eksperymentujac z elektrycznoscia i magnetyzmem, odkryt miedzy
nimi wazne zwiazki, to moze eksperymentujac jednoczesnie z falami $wietlnymi

i dzwiekowymi, tez odkryje nowe prawa fizyki. Jesli Nikolaj L.obaczewski
(1792-1856) przez zanegowanie aksjomatu réwnoleglosci stworzyl nowy dzial
geometrii, to moze przez zanegowanie innego aksjomatu matematyki stworze co$
réwnie wielkiego. Jesli Charles Robert Darwin (1809-1862) przez teori¢ walki

o byt wyjasnil pewne zjawiska ewolucji istot zywych, to moze w ten sam sposéb
uda sie wyjasnié¢ ewolucje etyczna czlowieka (tak uzyskany wynik teoretyczny
byl wykorzystywany w praktyce przez Adolfa Hitlera). Nasladowanie w rozsadny
sposob prawdziwych mistrzéw bywa owocne i w ten sposéb wspolczesna nauka
uzyskata wiele zdobyczy. Trzeba jednak powiedzieé¢, ze w wielu przypadkach

stoi bezradna tam, gdzie idzie o dojscie do prawdy. Wyraz paradygmat, od
dawna uzywany w jezykoznawstwie na okredlenie wzorca odmiany gramatycznej
(ja siadlam, ty siadla$, ona siadla, my siadly$my... itd.) od greckiego mapa
(dokladnie wedlug) i devypa (probka, przykiad), zajal teraz w epistemologii
gléwne miejsce zamiast teorii poznania. Niestety, paradygmat nie daje zadnego
odniesienia do prawdy w tym, co jest nasladowane, ani w tym, co przez
nasladownictwo otrzymujemy. W naukach technicznych nie jest to wielkim
mankamentem. Bywa — w badaniach podstawowych.

Doé¢ pesymistycznemu koncowemu wnioskowi artykutu Krzysztofa Bolejki,
ktéry mozna ujaé tak, ze dopiero gdy dobrze odczujemy wady obecnego
paradygmatu kosmologii, bedziemy w stanie zastapi¢ go innym, lepszym,
chcialbym przeciwstawié bardziej optymistyczny poglad, przyjety przez spora
juz liczbe naukowcow, zaréwno przyrodnikéw, jak i humanistéw. Ale najpierw
pewna wstawka historyczna.

Nieco mlodszy od Kanta, ale pracujacy w tej samej epoce, byl pewien
mieszczanin, ktéremu potem nadano szlachectwo, Johann Wolfgang von

Goethe (1749-1832). Zajmowal sie¢ on wieloma rzeczami. Byl, miedzy innymi,
ministrem stanu ksiestwa Sasko-Weimarskiego. Znany jest przede wszystkim
jako pisarz i poeta, ale sam uwazal sie za przyrodnika, ktéry w wolnych chwilach
pisuje wiersze. Jego prace przyrodnicze to — z niewielkimi wyjatkami — drobne
przyczynki z zakresu botaniki, zoologii, geologii, paleontologii, optyki. Wigkszo$¢
jego rozlicznych, ale drobnych odkryé naukowych byta tak na czasie, ze gdyby
on ich nie zrobil, dokonaliby ich w nastepnych latach inni. Natomiast jest
osobliwe, ze on ich dokonywal nieprzypadkowo, ale kierujac sie szczegdlng
metodyka zwigzana z osobliwa metodologia zbudowang na wlasnej teorii
poznania, calkiem odmiennej od teorii typu kantowskiego. Nie pozostawit

po sobie — w przeciwienstwie do Kanta — zwartego dzieta poswieconego tej

teorii. Teori¢ pozostawil rozrzucong po licznych przyczynkach i w listach do
przyjaciét. Przypomniano sobie o niej w wieku XIX, w czasie stwierdzenia
sprzeczno$ci wewnetrznych w teoriach typu kantowskiego. Dzi$ istnieje kilka
roznych odczytan tej teorii rézniacych sie szczegbétami. Tu podam tylko kilka

jej cech charakterystycznych.

Poniewaz teoria poznania musi by¢ pierwotna w stosunku do wszystkich

nauk szczegdtowych, jej podstawa jest bezposrednia obserwacja tego, jak
przebiega nasze poznanie. Taka obserwacja daje pewien obraz, a mianowicie pole
Swiadomosci (to nie termin naukowy, tylko opis), w ktérym sie pojawiaja na
réwnych prawach aktualne postrzezenia zmystowe, postrzezenia wtasnych uczud,
checi, impulséw woli, wspomnienia dawnych postrzezen zmystowych i innych.
Pojawiaja sie tez mysli. Gdybysmy mysli nie postrzegali, nie mogliby$my

nimi operowaé¢. Czasem postrzegamy tez pewien niepokdj, cheé¢ pojecia czegos

z postrzezen niebedacych myélami, a nastepnie widzimy, jak ten niepokdj znika,
gdy z danym postrzezeniem polaczy si¢ mysl odpowiednia do niego, tlumaczaca
je. Dostrzegamy w tym elementarny akt poznawczy. A sama mysl? Ot6z sama
my$l postrzezona (uwaga: nie jaka$ nazwa mysli, jaki§ termin logiczny, ale my$l)
tlumaczy zawsze sama siebie. Jesli dostrzege mysl, ktéra mozna okresli¢ jako
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poprzednik, nastepnik, przyczyna, skutek, to jest ona juz przeze mnie pojeta,
nie tworzy niepokoju. Niepokoi¢ moze tylko pytanie, czy dwie my$li pasuja do
siebie. Widzimy, ze cecha charakterystyczna tak budowanej teorii poznania
jest stwierdzenie takiej samej wagi postrzezen zmystowych, co i postrzezen
wewnetrznych. Kto w takim obrazie — dokladniej opisanym, niz ja to robig
tutaj — widzi rzeczywisty sposéb poznawania, ten moze by¢ goetheanista —
zwolennikiem goetheanistycznej teorii poznania. Kto przywykl do przekonania,
ze poznanie odbywa si¢ zupelnie inaczej, nie zostanie nim. Na tym poziomie
dyskusja nie jest mozliwa. Brak metod poprawnej dyskusji, brak jeszcze logiki.

Przyjawszy przedstawiony obraz, mozna zauwazy¢, ze myslenie jest subiektywne
w tym sensie, ze mozemy na ogot mysle¢ o czym chcemy, jest zas obiektywne

w tym, ze wynik myslenia nie zalezy od nas, tylko od wewngtrznej natury mysli.
Oczywiscie, musimy odréznia¢ mysli od wyobrazen, a myslenie od marzenia. ,Ja
sobie mys$le, ze moja druzyna wygra” nie jest w ogdle mysleniem, lecz zyczeniem.
7 obiektywnych cech myslenia wynika mozno$é poznania stusznosci, prawdy.
Potem sie okazuje, ze od najprostszych twordéw myslowych, ktére po polsku
nazywamy pojeciami, trzeba odrézni¢ idee, majace nieco inne wtasciwosci.

Nie opisujac tu kolejnych pigter budowanej w ten sposéb teorii poznania, co
zajeloby duzo miejsca, powiem, ze goetheanisci, badajac jakas rzecz, staraja sie
rozpatrzy¢ wszystkie mozliwosci jej wytlumaczenia, a przez eliminacje wyjasnien
blednych dochodza do coraz bardziej zacie$niajacego sie obszaru mozliwych
wyjasnien danego zjawiska. Staraja sie nie ,wierzy¢” w jedno wytlumaczenie
zwiazane z jednym paradygmatem, ale bra¢ pod uwage cale klasy wyttumaczen
zwigzane z réznymi paradygmatami.

Wybitny goetheanista XX wieku, Szwajcar pracujacy w Stanach Zjednoczonych,
Fritz Zwicky (1898-1974) w ksiazce Morphological Astronomy opisal obrazowo
obecng mode na przywiazanie do jednego paradygmatu: ,Gdy deszcz zaczyna
padaé na pierwotnie suchy obszar, woda, szukajac drég z wyzszych miejsc

w nizsze, plynie ré6znymi drobnymi strumyczkami. Niektére z nich sa mniej

lub wiecej oczywiste, wyznaczone uksztaltowaniem gor i dolin, podczas gdy
inne nosza pietno pewnej przypadkowosci. Jakkolwiek by pociekly pierwsze
strumyczki, ich istnienie w znacznej mierze determinuje drogi Sciekania
nastepnych wod. Ustala sie z czasem system rowkéw majacy w znacznej mierze
trwaly charakter. Sptywajaca woda niesie nimi ze soba ziemie do morza,
odkrywajac coraz to glebsze jej warstwy, podczas gdy warstwy gleby lezace
pomiedzy korytami strumieni pozostaja nietkniete. Jak deszcz otwiera ziemie
tu i tam, tak idee otwieraja drzwi do réznych aspektéw zycia, przyciagajac
trwale uwage ludzi do niektérych z nich, czesciowo zas lub catkowicie ignorujac
pozostale. Gdy sie cztowiek dostanie do rowka, czuje sie zobowiazany ryé

coraz glebiej, ale — co gorsza — nie zabiera wykopanego szlamu ze soba, jak to
czyni woda, ale wyrzuca go na boki, przykrywajac nim niewykorzystany teren
okoliczny i utrudniajac sobie zobaczenie czego$ spoza wlasnego rowka. Czasem
wyrzucanym szlamem moze sypnaé¢ w oczy — celowo lub niechcacy — swoim
sasiadom, uniemozliwiajac im w ogéle dostrzeganie czegokolwiek.”

Grupa kosmologéw zwigzana z kanadyjskim wydawnictwem (dawniej

z czasopismem) Apeiron, szanujac wyznawcéw powszechnie przyjmowanych
paradygmatéw, stara sie bra¢ pod uwage réwniez hipotezy budowy i ewolucji
Wszechéwiata oparte na zupetnie innych paradygmatach. Bierze sie pod uwage
nawet pomyslty majace ksztalt fantastyczny, jesli nie ma istotnych argumentéw
obserwacyjnych, aby je odrzucié¢. Czasem pomysly fantastyczne okazuja sie

w nauce realnymi rozwiazaniami probleméw. Ta grupa zorganizowala wiele
konferencji naukowych, wydala sporo ksiazek.

Zasady geotheanizmu przedstawilem miedzy innymi w referacie na
miedzynarodowym kongresie filozoficznym w Krakowie w roku 1998. Po polsku
te zasady wraz z przykladami zastosowan opisalem w ksiazce Czlowiek i jego
Srodowisko — elementy filozofii przyrody i sztuki, ktéra zostata wydana przez
Wyzsza Szkole Srodowiska w Bydgoszczy. W tej ksigzce zamiescilem tez
odsylacze do podstawowej literatury zrédlowej.
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Kosmiczna linijka

Jak duzy jest Wszechswiat? Albo inaczej: poniewaz
Wszechswiat ekspanduje, to ile czasu zajeto mu, aby
rozrost sie do obecnych rozmiaréw, jedli ,wystartowal”
z jednego punktu? Czyli ile Wszechswiat ma lat?

Do niedawna astronomowie tylko z grubsza szacowali,
ze Wszechswiat ma pomiedzy 12 a 14 miliardéw lat.
Wiystrzelony w 2001 roku satelita WMAP ( Wilkinson
Microwave Anisotropy Probe) zarejestrowal
promieniowanie mikrofalowe, wyemitowane tuz po
Wielkim Wybuchu — chwili narodzin Wszechswiata.
Na podstawie pomiaréw malenkich fluktuacji

w rozkladzie tego promieniowania mozliwe bylo
dokladniejsze oszacowanie wieku Wszechs§wiata: obecnie
przyjmuje sie, ze liczy on 13,7 £ 0,13 miliardéw lat.

Mozemy zatem powiedzie¢, ze granice obserwowalnego
Wiszechswiata znajduja sie w odlegltosci 13,7 miliarda lat
Swietlnych — czyli okoto 4,2 Gpc. Aby sobie uzmystowic,
jak duzy i jak réznorodny jest Wszechswiat, zastanéwmy
sie, co jest blizej? 10 razy, 100 razy, milion razy blizej?
Skale odlegtosci we Wszechswiecie sg tak ogromne, ze
aby skonstruowac nasza ,kosmiczna linijke”, bedziemy
sie postugiwaé systemem logarytmicznym. W niniejszym
cyklu artykuléw przez caly rok 2009 poznawaé¢ bedziemy
obiekty znajdujace si¢ na podzialce takiej wlasnie
logarytmicznej linijki. Dzisiaj pierwszy z nich — nasz
sasiad, Oblok Oorta, ktorego odleglos¢ od nas to

okoto 0,04 parseka, tj. 10! razy blizej niz kraniec
Wszechswiata.

1. Oblok Oorta; odlegto$é 300-100000 j.a. (0,04 pc na linijce)

Peryferie Uktadu Stonecznego nadal kryja wiele tajemnic. Obiekty bedace dalej
niz ostatnia planeta Ukladu — Neptun (Pluton decyzja Miedzynarodowej Unii
Astronomicznej z roku 2006 do planet sie nie zalicza) — $wieca stabo i trudno je
wykryé. Statki kosmiczne tez tam jeszcze nie docieraja (najdalej dotarta misja
Voyager 2; po ponad 30 latach lotu jest w odleglosci prawie 90 j.a. od Ziemi).

Istnienie czegos poza orbita Plutona, ale blizej niz najblizsze gwiazdy,
rozwazane bylo od dawna. W 1932 roku estonski astronom Ernst Opik
zasugerowal istnienie odleglego obtoku materii, z ktérego mialyby pochodzi¢
komety. Podobna hipoteze wysunat i szczegétowo rozwazyt w 1950 roku
dunski astronom Jan Oort.

Obecnie uwaza sie, ze mamy dwa rezerwuary komet: w odlegtosci 30-55 j.a.

od Stonca znajduje sie sptaszczony Pas Kuipera, a dalej rozciaga sie sferyczny
rezerwuar — Oblok Oorta. Istnienie Pasa Kuipera potwierdzone jest przez
bezposrednie obserwacje obiektow nalezacych do tego pasa. Pierwszy z tych
obiektéw odkryli w roku 1992 David Jewitt i Jane Luu, obecnie znamy juz
kilkadziesiat cial niebieskich tego typu, a ich lista szybko sie wydtuza. Z Pasa
Kuipera pochodza komety poruszajace si¢ po torach eliptycznych niemal

w tej plaszczyznie, jaka tworzy orbita Ziemi wokét Stonca. Natomiast komety
jednopojawieniowe, nadlatujace ze wszystkich kierunkéw, pochodza, jak sadzi
sie, z Obloku Oorta. Istnienie Obloku Oorta pozostaje nadal hipoteza, ale silnie
uzasadniong przez obliczenia torow obserwowanych komet oraz analize ich liczby
i rozkladu. Obliczenia te wskazuja, ze Oblok Oorta liczy okolo 10! obiektéw.
Sa to w wigkszosci bryty lodowo-skalne o rozmiarach nie wiekszych od 10 km,
podobne do jader obserwowanych komet. Ich ruch jest sporadycznie zaburzany
przez sily pochodzace od Galaktyki jako calosci lub od pobliskich gwiazd.
Wtedy zmieniaja orbite, zblizajac sie do Stonica. Analiza ruchu znanych cial
niebieskich wskazuje, ze dwa sposrdd nich — planety karlowate 90377 Sedna oraz
2000 CR105 — moga naleze¢ do wewnetrznego obszaru Obtoku Oorta.

Poszukiwanie i badanie tych obiektéw jest bardzo wazne, poniewaz peryferie
Ukladu Stonecznego zawieraja szczatki, jakie pozostaly z pierwotnego obloku
materii po powstaniu Stonca i planet, a zatem stanowia nieoceniona pomoc

w odtworzeniu historii planet. Obecnie uwaza sie, ze obiekty Pasa Kuipera
oraz Obloku Oorta powstaly okolo 4,5 mld lat temu, gdy formowal si¢

Uktad Stoneczny. Obiekty Pasa Kuipera to zarodki planet — planetezymale —
powstale w zewnetrznej czeéci dysku protoplanetarnego, ktére nie zdotalty juz
polaczy¢ sie w wieksza planete. Natomiast obiekty Obloku Oorta powstaly
jako planetezymale w obszarze wielkich planet, ale nastepnie zostaly przez nie
grawitacyjnie wyrzucone na wicksze odlegtosci.

Bozena CZERNY, Agnieszka JANIUK



Konkurs zadan
astronomicznych

<

M

R/

Szanowni Czytelnicy!

7 okazji Miedzynarodowego Roku Astronomii postanowiliémy zainaugurowaé
w Delcie serie zadan rachunkowych z astronomii, o charakterze konkursu.

W biezacym numerze proponujemy dwa zadania. Kolejne beda sie ukazywaty
w nastepnych numerach Delty do konca tego roku. Zadania sa punktowane,
liczba punktéw za kazde jest podana w nawiasie. Na rozwiazania z biezacego
numeru oczekujemy w terminie 1 miesigca (do 1 lutego, decyduje data stempla
pocztowego), pod adresem:

Centrum Astronomiczne im. Mikotaja Kopernika
ul. Bartycka 18, 00-716 Warszawa

z dopiskiem na kopercie ,,Konkurs Delty”.
Rozwiazania zadan z numeru n bedziemy zamieszcza¢ w numerze n + 2.

Zakonczenie konkursu nastapi w styczniu roku 2010, a zdobywcy najwickszej
tacznej liczby punktéw za wszystkie zadania z numeréw 1-12/2009 otrzymaja
nagrody ksigzkowe, ufundowane przez Polskie Towarzystwo Astronomiczne.

A 1. Gwiazdy nalezace do gwiazdozbioru Krzyza A 2. Tle czasu (w jednostkach obecnego czasu $redniego
Poludnia znajduja sie nie blizej niz 25° i nie dalej niz 34°  slonecznego lub atomowego) trwalaby ziemska srednia
od poludniowego bieguna nieba. Z jakich szerokosci doba stoneczna, gdyby Ziemia obracala sie z tg sama

geograficznych mozna gwiazdozbidr zobaczyé w caloéci?  predkoseia katowa (w ukladzie inercjalnym, czyli
Z jakich nie wida¢ zadnego jego fragmentu? Z jakich mozna  wzgledem Wszech$§wiata”), lecz w przeciwna strone

go zobaczy¢ czesciowo? [1 pkt]

i Zadania

Rys. 2
C
D
A E F B
Rys. 3

niz w rzeczywistosci? [1 pkt]

Redaguje Fwa CZUCHRY

F 731. Mamy dany obwdd jak na rysunku 1. Zagiety pret OD moze §lizgaé sie
bez oporu po tuku ADC o promieniu /, a prostopadle do ptaszczyzny tuku skierowane
jest pole indukcji magnetycznej B. Jaka site nalezy przylozy¢ w punkcie D,
prostopadle do przewodu OD, zeby go obraca¢ ze stala predkoscia katowa w?
Opér czesci OC uktadu wynosi R, opor pozostalych czedci nalezy pominaé.
Rozwiazanie na str. 14

F 732. Prostokatna ramka przewodzaca, znajdujaca si¢ w pionowym polu
magnetycznym o indukcji B, moze obraca¢ si¢ swobodnie wokét jedego z bokdw
(rys. 2). ZnaleZé natezenie pradu plynacego przez ramke, przy ktérym jest ona
nieruchoma i nachylona pod katem a do horyzontu. Boki ramki sa dlugosci [y

i lo, a masy tych bokéw wynosza odpowiednio mq i ms.

Rozwiazanie na str. 24

Redaguje Waldemar POMPE

M 1228. Dana jest szachownica 8 x 8, ktérej pola pokolorowane sa

w tradycyjny sposéb. W jednym ruchu zmieniamy kolory pél w wybranym
wierszu lub kolumnie: czarne pola przekolorowujemy na biate, a biate na
czarne. Rozstrzygnaé, czy po pewnej liczbie ruchéw mozemy otrzymacé
szachownice, w ktérej dokladnie jedno pole jest czarne.

Rozwiazanie na str. 9

M 1229. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym BC = C'A (rys. 3). Okrag wpisany
w ten tréjkat jest styczny do boku BC' w punkcie D. Prosta przechodzaca przez
punkt A przecina okrag wpisany w trojkat ABC w punktach P i @, réznych od
punktu D. Proste DP i D@ przecinajg prosta AB odpowiednio w punktach E

i F. Wykazaé, ze AE = BF.

Rozwiazanie na str. 11

M 1230. Dana jest 15-cyfrowa liczba naturalna podzielna przez 81, niepodzielna
przez 10 i ktorej zapis dziesietny sklada sie tylko z zer i jedynek. Wykazad,

ze usuwajac jedno zero z zapisu dziesietnego tej liczby, otrzymujemy liczbe
14-cyfrowa, ktéra nie jest podzielna przez 81.

Rozwiazanie na str. 24
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Kosci Sichermana Marcin WOZNIAK *

Istnieje wiele gier, w ktérych jako generatora liczb losowych uzywa sie dwoch
tradycyjnych kosci o liczbach oczek 1, 2, 3, 4, 51 6, a za wynik rzutu przyjmuje
sig sume liczb oczek uzyskanych na tych kosciach. Jak wiadomo, rozklad tej
sumy nie jest jednostajny.

1 2 3 4 5 6
112 3 4 5 6 7
213 4 5 6 7 8
314 5 6 7 8 9
415 6 7 8 910
516 7 8 91011
617 8 910 11 12

Podsumujmy wszystkie mozliwe wyniki w tabeli. Wida¢, ze prawdopodobienstwa
ich uzyskania nie sg réwne:

Suma oczek 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Prawdopodobienstwo | 1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 6/36 5/36 4/36 3/36 2/36 1/36

Okazuje sie, ze istnieje jeszcze inna para kosci, tym razem roznych, ktéra daje
ten sam rozktad wynikéw. Koéci te na czesé odkrywey nazwane zostaly ko$émi

Sichermana.
:0: Przez R (jak row) oznaczmy kos$é o liczbach oczek 1, 3, 4, 5, 6 1 8, a przez C (jak
eeo] o ® o| column) oznaczmy ko$¢ o liczbach oczek 1, 2, 2, 3, 31 4.
©o o o | o (00
° seele ° o e o FLaczna liczba oczek na Sciankach kosci R wynosi 27. Mozna je roztozy¢ w taki
° PP sposéb, aby suma oczek na przeciwleglych sciankach wynosita 9. Na tradycyjnych
® el & ® kosciach suma ta wynosi 7, natomiast dla kosci C otrzymujemy 5.
° o° e Tabela mozliwych wynikéw przy rzucie kosémi Sichermana wyglada nastepujaco:
°
R
c 1 3 4 5 6 8
112 45 6 79
2 13 5 6 7 810
2 13 5 6 7 810
314 6 7 8 911
3 14 6 7 8 911
4 |5 7 8 910 12

Zastan6 wm y sie, jak moga wygladac kosci Sichermana. Chcieliby$my odpowiedzie¢
na nastepujace pytania:

1. Jak znalez¢ uktad oczek na dwdéch kosciach, tak aby kazda suma oczek, od 2
do 12, pojawiala sie tak samo czesto jak na tradycyjnych koéciach?

2. Ile jest réznych par kosci spelniajacych ten warunek?

3. Jak rozwiaza¢ pierwszy problem dla wigkszej liczby kosci? Dokladniej, jak
znalez¢ uklad k > 2 kosci, aby rozktad wynikéw rzutéw byl taki sam jak dla
k kosci tradycyjnych?

Aby odpowiedzie¢ na powyzsze pytania, nalezy przyjrzeé sie rozkladom sum
liczb oczek. Dla kazdej z kosci konstruujemy wielomianowsa funkcje tworzaca
w ten sposob, ze x? przypiszemy kazdej $cianie kostki, ktéra ma d oczek.
Kosciom tradycyjnym odpowiada funkcja tworzaca
f(x) =zt + 2% + 2° + 2* + 2° + 25
dla kosci R i C bedzie to odpowiednio
Bttt 1 2t 4203 4 227 + 2l

Ta konstrukcja funkcji tworzacej ma sens dla dowolnych kosci z nieujemnymi
*student, Wydzial Matematyki, liczb . ‘ciankach. b led liczbe &ci 7 . 4 dwi
Informatyki i Mechaniki, iczbami na $ciankach, bez wzgledu na liczbe $cian. Zamiast rzucaé dwiema
Uniwersytet Warszawski ko$¢émi o funkcjach tworzacych f(x) i g(z), mozemy réwnowaznie rozpatrywaé
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jedna ko$¢ o funkceji tworzacej réwnej f(z) - g(x). Funkcja tworzaca dla pary
tradycyjnych kosci wynosi zatem
($1+Z‘2+~"+$6)2:
=22+ 22% + 32 + 425 + 52° + 627 + 528 + 427 + 3210 + 22 + 212,
gdzie wspolczynniki wskazuja, ile razy pojawia si¢ dany wynik przy rzucie
2 kosci. Zauwazmy ponadto, ze dzigki funkcji tworzacej mozna tatwo obliczy¢, ile

jest $cianek na danej kosci. Mianowicie, nalezy wzia¢ wartos¢ funkcji tworzacej
w z = 1. W przypadku kosci tradycyjnych oczywiscie f(1) = 6.

Zapiszmy teraz nasze zadanie za pomocy funkcji tworzacych.

Niech W7 (z) i Wa(x) beda funkcjami tworzacymi kosci Sichermana, ktére
budujemy. Warunek, aby ,dzialaly” one jak tradycyjne kosci, jest nastepujacy:

(1) (x' + 2% 4+ 292 = Wy (2) - Wa(z).

Otrzymalismy zatem zadanie rozkladu wielomianu na czynniki. Co wiecej,
wielomiany Wi (z), Wa(x) maja pewne z géry zadane wlasnosci:

e W1(1) = Wa(1) = 6, poniewaz chcemy, zeby szukane kosci mialy po 6 $cianek,
o Wi (z) i Wa(x) nie maja wyrazu wolnego, w przeciwnym bowiem przypadku
ktoras ze $cianek musiataby by¢ pusta.
Przyjrzyjmy sie rozktadowi wielomianu ' + 22 + - - - + 2% na czynniki:
el 4?2+t 425+ 28 =
r(@b—1) a@®-1D)(@®+1)

(12t 42?4+ 2t P = _ _
z(l4+z 4z +a°+z° +2°) po 1

_ x(x—l)(x2+x+$12(ﬂlv+1)(x2_;L'—i—l) — 2@+ o+ )@+ 1)@ -+ 1)

Oznaczmy Vi (z) =, Va(z) =2+ 1, Va(z) =22 + 2+ 1, Vy(o) = 22 — 2 + 1.
Mamy zatem nowy zapis zadania (1):
(2) (Vi(z) - Va(z) - V(@) - Vi(2))* = Wi () - Wa(z).

Zauwazmy, ze V1(1) =1, V5(1) = 2, V3(1) = 3, V4(1) = 1. Obserwacja ta narzuca
rozwiazanie zadania (2). Okazuje sig, ze osiem wielomianéw (po dwie kopie V;(x),
1 =1,2,3,4) nalezy podzieli¢ na dwie grupy, a w kazdej z nich musza znalez¢ sie:

e wyrazenie Vi (x), jako jedyne gwarantujace nieobecno$é wyrazu wolnego,
e wyrazenia Va(x) i Va(x), poniewaz zgodnie z regula liczenia liczby Scianek
wielomian W;(z) w punkcie # = 1 powinien dawaé¢ warto$é 6.

Pozostaje jedynie rozdysponowaé wielomiany Vy(z). Jesli uczynimy to
sprawiedliwie, wlaczajac po jednym Vy(z) do wielomianéw Wi (x) i Wa(x),
wtedy otrzymamy kosci klasyczne. Jesli zag oba Vy(z) ,wrzucimy” do jednego
z nich, uzyskamy wtedy kosci Sichermana.

Kosci klasyczne:
Wi (z) = Wa(x) = Vi(z) - Va(z) - Va(z) - V() = o + 2 + 2% + 2 + 25 + b,
Kosci Sichermana:
(kog¢ C) Wi(z) = Vi(z) - Va(x) - Va(z) = 2 + 222 + 223 + 2*,
(kos¢ R)  Wa(x) = Vi(z) - Va(z) - Va(x) - Va(z) - Va(z) =
=x+a®+at + 2%+ 2 + 28
Znamy wiec odpowiedz na pytanie 2: istnieje jeden uktad kosci Sichermana
alternatywny do klasycznych kosci.

Jedli chcielibySmy rozwiaza¢ to zadanie, dopuszczajac puste $cianki na
kosciach, czyli z pominieciem warunku, ze kazde W;(z), j = 1,2, musi zawieraé
wyrazenie Vi (x), otrzymujemy dodatkowe rozwiazania postaci:

a) Wi(x) = Vo(a) - Va(2) - Vi(z) - Vi(z) = 2® + 2% + 22" + 2°,
W (z) = Va(z) - Va() - Va(e) - Va(z) = 1 + 2% + 2° + 2" +2° + 27,



L. .1

Rozwigzanie zadania M 1228.

Niech a oznacza liczbg pdl czarnych

w ustalonym wierszu lub kolumnie.
Wéwezas po wykonaniu ruchu liczba pél
czarnych w tym wierszu (lub kolumnie)
wynosi 8 — a. Wobec tego po wykonaniu
ruchu nie zmienia sie parzystosé liczby pél
czarnych na szachownicy. Na poczatku pél
czarnych bylo 32, nie jest zatem mozliwe
doprowadzenie do szachownicy z dokladnie
jednym polem czarnym.

Sy

Przedstawione zadanie konstrukcyjne
mozna rozwija¢, rozpatrujac kosci

o réznej liczbie Scianek. W ten sposéb
otrzymujemy wiele zadan do rozwigzania
— niektére sytuacje daja ciekawe wyniki,
a inne nie.

Wy (z) = Vo(x) - Va(z) = 1+ 2 + 222 + 2%;
c) Wi(z) = Va(x) - Va(x) - Va(z) = 1 + & + 2? + 2° + 2™ + 27,
Wa(x) = Va(x) - Va(x) - Va(z) - Vi(z) - Vi(z) =
=224+ +at 425+ 2%+ 27
A co dla wiekszej liczby kosci?

Szukamy dowolnego uktadu k kosci takich, aby suma wyrzuconych na nich
wartosci miala taki sam rozklad, jak przy rzucie k kosci klasycznych.

Konstruujemy kosci Sichermana dla sumy liczby oczek na k kosciach (k > 2), czyli
(@' +a? 4+ 2% = (V@) - Va(e) - Va(x) - Va(2))* =
= Wi (2) Wa() - - - - Wi(z).
Tym razem rozdzielamy 4k wielomianéw V;(x), i = 1,2,3,4, na k grup tak, zeby
e w kazdej bylo wyrazenie V;(z),
e w kazdej byly wyrazenia Va(z), Vs(z),
o k kopii Vy(x) dzielimy miedzy W;(x), j =1,2,..., k.
Mamy zatem
3) Wj(@) = Vi(a) - Va(@) - Va(w) - V7 (2),  j=1,2,....k,
gdzie zapis V,” (z) oznacza, ze r; kopii Vj(z) trafia do danego
wielomianu Wj(x), przy zalozeniach: r; < k oraz suma uzytych poteg Vi(x)
w wielomianach W;(x) wynosi k.

W przypadku, gdy r; = 1, uzyskujemy kostke klasyczna, natomiast dla 7; =0

i r; = 2 otrzymujemy poznane juz kosci Sichermana: odpowiednio C i R.

Czy moga pojawic si¢ inne wartosci ;7

Zastanowmy sie, ile Scianek z dwoma oczkami znajduje si¢ na kosci
scharakteryzowanej przez funkcje tworzaca W;(x), czyli jaki jest wspdlczynnik
przy z* w wielomianie W;(z). Po przemnozeniu wystepujacych w kazdej funkcji
tworzacej (3) wyrazen Vi (x), Va(z), V3(z) otrzymujemy

(4) Wj(x) = Vi(z) - Va(z) - Va() - V7 () =
= (2422 +22° + 2" (1 — 2z + 2%)"7.

Zapiszmy W;(z) inaczej:

(5) Wj(z) = (x4 22° + A)(ar, + by, x + By,),
gdzie A jest wielomianem stopnia co najmniej 3, a B, jest wielomianem stopnia
co najmniej 2. Przez prosta indukcje mozna wykazac, ze a,;, = 1 oraz b., = —r;.

Wobec tego wspotezynnik przy 22 w réwnaniu (5) wynosi 2a,, + by, =2 —1j.
A to wyrazenie musi byé¢ nieujemne, poniewaz okresla liczbe Scianek z dwoma
oczkami, wiec r; < 2.

Whioskujemy zatem, ze nie istnieja inne kosci spelniajace warunki zadania —
konkurencje dla kosci klasycznych przy rzucaniu k ko$émi moze stanowié¢ jedynie
,mieszanka” kosci klasycznych i koéci Sichermana. Warunek poprawnosci takiego
uktadu jest nastepujacy: sumy na k kosciach beda takie same jak na kosciach
klasycznych wtedy i tylko wtedy, gdy

k=r1+---+1r, oraz rj € {07152}'
Bibliografia:
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Punkty charakterystyczne na prostej Eulera

Jest to skrét pracy nagrodzonej srebrnym
medalem w XXX Konkursie Uczniowskich
Prac z Matematyki w 2008 roku.

O podobnych problemach mozna
poczytaé np. w: V. Prasolov, Problems
in Plane and Solid Geometry.

Okrag Eulera nazywany jest réwniez
okregiem Feuerbacha lub okregiem
dziewigciu punktow.

Punkty Eulera sa to $rodki odcinkéw

o jednym koncu w ortocentrum, a drugim
w jednym z wierzchotkéw danego tréjkata
(S. L. Zetel, Geometria tréjkata).

Jesli proste AX, BY, CZ przecinaja si¢

Martha UBIK

W geometrii czesto spotykamy sie z obiektami, ktére, chociaz zdefiniowane
jednym zdaniem, kryja w sobie wiele tajemnic. Moja praca traktowalta o jednym
z nich, a mianowicie o prostej Eulera. Jest to prosta, do ktérej naleza
ortocentrum H, srodek cigzkosci G oraz $rodek O okregu opisanego na danym
tréjkacie. W istocie, te punkty sa wspolliniowe.

Dowdd. Niech X, Y, Z beda odpowiednio érodkami bokéw BC', CA, AB
trojkata ABC. Trojkat XY Z jest podobny do trojkata ABC w skali %
Wysokosci w trojkacie XY Z przecinaja sie w punkcie O, wiec OX : HA=1:2.

Niech G’ bedzie punktem przeciecia odcinkéw OH i AX. Zatem AG' : G'X =
=0X:HA=1:2, wiecc G =G oraz OG' :GH=0X: HA=1:2, z czego
otrzymujemy, ze odleglo$¢ srodka cigzkosci od ortocentrum jest dwa razy
wigksza niz jego odlegloéé¢ od érodka okregu opisanego na tréjkacie. O

Ponadto na prostej Eulera lezy srodek okregu Eulera, a wiec okregu, na ktérym
leza spodki wysokoéci, srodki bokéw oraz punkty Eulera danego trdjkata.

W rzeczywistosci jednak nalezy do niej wiele innych punktow
charakterystycznych trojkata. W pracy postaralam sie wskazac kilka z nich,
a takze zdefiniowa¢ te najbardziej znane troche inaczej.

Ponizej przedstawiam kilka twierdzen z mojej pracy. Zachecam do udowodnienia
tych, ktére sa podane bez dowodu.

Twierdzenie 1. Na bokach trijketa ABC po ich zewnetrznej stronie zbudowano
trajkaty réownoboczne AUB, BTC i CSA. Srodki ciezkosci tréjkgtow ABC i STU
pokrywajg sie (rysunek obok).

Twierdzenie 2. Na trojkgcie ABC opisano okrqg i poprowadzono styczne do
tego okregu w punktach A, B oraz C. Punkty przeciecia tych stycznych oznaczono
przez P, R oraz S. Srodek okregu opisanego na tréjkgcie PRS lezy na prostej
Eulera tréjkata ABC.

Twierdzenie 3. Srodek perspektywy trojkgta spodkowego oraz trdjkgta PRS

w jednym punkeie, to punkt ich przecigcia  »definjowanego powyzej lezy na prostej Eulera trdjkgta ABC.

jest drodkiem perspektywy tréjkatéw
ABC i XYZ.

Dowdéd. Oznaczmy przez H 4, Hp oraz Ho spodki wysokosci trojkata ABC
opuszczonych odpowiednio z wierzchotkow A, B i C. Zauwazmy, ze

SHoHAB = g — YAHAHe = g — XACH,

gdyz na czworokacie ACH,Hc mozna opisaé okrag (XCHcA = LAHAC = 7).
Stad

SHoHAB = g - (g - <CAB> — XCAB.
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L. .1

Rozwigzanie zadania M 1229.
Rozwiagzemy zadanie przy zalozeniu, ze
punkt D nie lezy miedzy prostymi AB
i AP (rysunek). Dowéd w pozostalym
przypadku jest analogiczny.

C

Oznaczmy przez G punkt stycznosci
okregu wpisanego w tréjkat ABC
z bokiem AC. Woéwczas

XGAE = xCGD = ¥xGPD,

skad wynika, ze punkty A, E, P, G lezg
na jednym okregu. Wobec tego

XAGE = XAPE = xDPQ = XBDF.

Réwnosé ta w potaczeniu z zalezno$ciami

AG = BD oraz XGAE = £xDBF dowodzi,

ze trojkaty AGE i BDF sa przystajace.
A zatem AE = BF.

Kiedy taki trojkat istnieje?

I analogicznie:

XHpHA,C = <CAB,

IHsHeB = <HpHcA = <BCA,

XHyHpC = <HcHpA = < ABC.
Korzystajac z twierdzenia o kacie miedzy styczna a cigciwa, mamy ponadto:

APBC = 4BAC, <YRCA=<J4CBA, <<SAB=<JACB.

Zatem trojkaty HyHpHeo 1 PRS maja parami rownolegle boki, a wiec sa
podobne. W zwiazku z tym istnieje jednokladnosé, ktora przeksztalca trojkat
H HpHc wraz z opisanym na nim okregiem na tréjkat PRS wraz z opisanym
na nim okregiem, a Srodek tej jednokladnosci jest srodkiem perspektywy tych
trojkatow. Poniewaz srodki okregdéw opisanych na kazdym z tych tréjkatow leza
na prostej Eulera trojkata ABC' (dlaczego?), srodek jednokladnosci réwniez lezy
na tej prostej, co konczy dowod. O

Twierdzenie 4. Dany jest Srodek ciezkosci G oraz wierzcholek A trojkgta ABC.
Wybrano punkt F nalezqcy do odcinka AG. Warto$é wyrazenia
FB?+ FC? — GB* — GC?
jest stala, to znaczy nie zalezy od polozenia punktow B i C, a jedynie od wyboru
punktu F.
Dowadd. Prawdziwe sa nastepujace rownosci: FB=TFG + G—B), FC =FG+GC.
Czyli
FB?+ FC? - GB® - GC? = FG? + 2FG - GB + GB? + FG? +
+2FG-GC 4+ GC* - GB? - GC? =
— 2(FG* + FG(GB + GC)) = 2(FG* + FG - AG) =
=2FG(FG+ AG) = const. O

Twierdzenie 5. Przez H, G i O oznaczmy ortocentrum, $rodek ciezkosci i $rodek
okregu opisanego pewnego trojkata. Istnieje nieskonczenie wiele trojkgtow, dla
ktorych te punkty sq odpowiednio ortocentrum, $rodkiem ciezkosci © Srodkiem
okregu opisanego. Jesli wybierzemy punkt A i dodamy warunek, zZe ma on byc
wierzcholkiem trojkgta, to otrzymamy co najwyzej jeden taki trojkat.

Jesli taki tréjkat istnieje, to mozna podac jego jednoznaczna konstrukcje.

Konstruujemy: Otrzymujemy:

1. Pétprosta AG, a na niej punkt 1. Punkt M, bedacy $rodkiem
lezacy w odleglosci AG/2 od punktu G po boku BC trojkata ABC.
przeciwnej stronie punktu G niz punkt A.

2. Pélprosta AH. 2-3. Prosta BC' zawierajaca

3. Prosta prostopadla do pélprostej AH, bok BC tréjkata ABC.
przechodzaca przez punkt M.

4. Okrag o $rodku w punkcie O 4. Punkty przecie¢ okregu
i promieniu OA. z prosta BC', to jest wierzchotki

B i C tréjkata ABC.

Twierdzenie 6. Dany jest trojkqt nierdwnoboczny ABC. Nie istnieje
trajkat wpisany w trojkgt ABC, ktorego ortocentrum, Srodek ciezkosci oraz
Srodek okregu mna nim opisanego pokrywajq sie odpowiednio z tymi punktami
charakterystycznymi trojkgta ABC.

Twierdzenie 7. Niech Y1, Ys i Y3 bedq Srodkami odcinkow o jednym koncu
w ortocentrum, a drugim w wierzchotkach tréjkgta ABC. Zachodzi réwno$é
AYy BY; CYsz
ViB YoC Y3A

Prosta Eulera jest naprawde ciekawym obiektem geometrycznym i warto si¢ nia
zainteresowac!
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Rys. 1

Rys. 2

Rys. 3

Mota delld

Okna gotyckie — cigg dalszy

Do dokonczenia rysunku okna gotyckiego brakowato tylko wypelnienia
najmniejszych ostrotukéw tukami takimi jak na rysunku 1. Okazuje sie,
ze jest to bardzo tatwe.

Przypomnijmy, ze ostrotuk powstawal z dwoch tukéw AC i BC
dorysowanych do tréojkata réwnobocznego ABC, takiego jak na rysunku 2.
Niech teraz D, F i F beda $rodkami bokéw tréjkata ABC. Narysujmy
trzy poélokregi o érodkach w punktach D, E i F'. Brakujacymi tukami

sq: tuki AE i BD pdétokregu o érodku F, tuk EC pétokregu o érodku D

i tuk C'D potokregu o srodku E. Nieco inne wykonczenie okna mozna byto
uzyskaé¢ wykorzystujac w tym celu fragment trojliscia. Na rysunku 3 widzimy
takie wykonczenie okna. Jak je rysujemy?

Na poczatku dorysowujemy do trojkata ABC trzeci tuk: AB.
Otrzymujemy ,tréjkat krzywoliniowy” ABC' (tzw. trojkat Reuleaux),

w ktéry wpisujemy trzy okregi parami styczne zewnetrznie, takie same
jak przy tworzeniu tréjlisci (zob. rysunek 4). Musimy tylko wiedzieé,
jakie sg promienie tych okregow i gdzie lezg ich $rodki. Zauwazmy
najpierw, ze srodki P, @ i R tych okregow sg wierzchotkami tréjkata
rownobocznego. Tréjkaty ABC i PQR maja wspolny érodek O, ponadto
punkt P lezy na odcinku OA, punkt @ lezy na odcinku OB i punkt R
lezy na odcinku OC'. Dla okreslenia potozenia tych $rodkow wystarczy
wiec obliczy¢ dtugo$é odcinka OP.

Obliczmy zatem dlugos¢ promienia tych okregéw i dtugo$é odcinka OP.
Przyjmijmy AB = a. Niech punkt S bedzie punktem stycznosci

okregu o srodku R i tuku BC. Wtedy, oczywiscie, punkty A, Ri S

sa wspoétliniowe. Niech nastepnie punkt 7" bedzie punktem stycznosci
okregéw o érodkach @ i R (zob. rysunek 5). Oznaczmy litera r promiefn
okregéw wpisanych. Poniewaz trojkat AT R jest prostokatny, wiec

z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy

(%) AT? + TR* = AR%.

Oczywiscie, TR = r oraz AR = a — r. Zauwazmy nastepnie, ze

AT = AO 4 OT. Odcinek AQ jest réwny promieniowi okregu opisanego na

Rys. 5



tréjkacie ABC, a odcinek OT' jest rowny promieniowi okregu wpisanego
w trojkat PQR. Zatem

2.a\/§_a\/§ . 1.21“\/3_@

oT = 5

5 3 o 3772 3

Podstawiajac obliczone dlugosci odcinkéw do réwnosei (), otrzymujemy

rownanie

<(“ +;)*/§>2 +r? = (a—r)?

z niewiadoma 7. Przeksztalcajac to réwnanie, otrzymujemy

(a+1)?
3

a® + 2ar + r? = 3a® — 6ar,

a? 4+ 2ar +r?

+ 72 =a’®—-2ar + 12, - =a%—2ar,

3
r?2 4+ 8ar — 2a®> = 0.

Jedynym pierwiastkiem dodatnim tego rownania jest

r=(3v2-4)-a.

Nastepnie zauwazamy, ze

OP:g-PT:—

3

Oczywiscie, odcinki dlugosci (3v2 —4) - a oraz

2 2rv3 _ 2V3 :2\/3(3\/?74).&

372 3 " 3

2v3- 2—4 .
% - Mmozna

w nietrudny sposéb skonstruowaé za pomoca cyrkla i linijki.

Nieco inny wariant tego ostatniego wykonczenia okna
uzyskamy, wpisujac trzy okregi w oryginalny ostrotuk,
tak jak na rysunku 6. Zauwazmy, ze okregi o srodkach
P i@ maja jednakowe promienie, a okrag o srodku R
jest od nich nieco mniejszy. Promien r okregdéw

o Srodkach P i (Q mozna tatwo obliczy¢ z twierdzenia
Pitagorasa. Tak jak poprzednio przyjmijmy AB = a.
Niech S bedzie punktem stycznosci okregu o sSrodku @
i tuku BC'. Niech nastepnie punkt 7' bedzie

rzutem punktu () na odcinek AB (zob. rysunek 7).
7 twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata AT(Q wynika,
ze AT? + TQ? = AQ?, czyli

<%+r)2+r2 =(a—r)>

To réwnanie ma jeden pierwiastek dodatni:

r= @ -a. Nietrudno tez podaé polozenie

punktu ); znamy bowiem dlugoéci odcinkow
AT:%+r=(\/§—1)-a

oraz

Pokazemy teraz, w jaki sposéb mozna obliczy¢
promien mniejszego okregu i jak mozna wyznaczy¢
potozenie érodka tego okregu. Niech U bedzie
punktem stycznosci tego okregu z tukiem BC,
niech V bedzie punktem stycznosci dwéch dolnych
okregéw i wreszcie niech W bedzie rzutem

punktu R na odcinek AB (zob. rysunek 8). Wtedy,
oczywiscie, punkty R, V i W sa wspdlliniowe

i punkt W jest srodkiem odcinka AB. Oznaczmy
promien gérnego okregu litera x i niech RV = h.

7 twierdzenia Pitagorasa dla tréjkatéw AWR

i PVR otrzymujemy uktad réwnan:

<g>2 +(r+R)? = (a—x)?,
r? 4+ h? = (r +x)2

Zmudne rozwigzanie tego ukladu réwnan
pozostawimy Czytelnikowi; podamy tu jedynie
przyblizone wartosci niewiadomych: x =~ 0,211a,
h ~ 0,378a oraz r ~ 0,232a.

Matq Delte przygotowal Wojciech GUZICKI
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Uzasadnienie takiego a nie innego

wyboru strategii znajduje si¢ w dalszej

czesci tekstu.

Zauwazmy, ze w drugim z przypadkéow
liczby ze zbioru {a 4+ 1,...,n} mozemy
utozsamiaé z liczbami {1,...,n — a}.

Rozwigzanie zadania F 731.
7Z prawa Faradaya mamy
AS 2 2
[Einal = B_At = Bl"w~ /2.
Z poréwnania mocy pradu i ukladu
otrzymujemy
g2
Fv=Flw= L]d,

stad

Gra w zgadywanie
Jakub RADOSZEWSKI

Jas i Malgosia graja w nastepujaca Gre w zgadywanie. Na poczatku gry Jas
wybiera sobie liczbe = € {1,...,n}. Malgosia bedzie prébowaé odgadnaé z,
zadajac Jasiowi pytania postaci: ,,Czy = < a?”, na ktére Jas odpowiada , Tak”
lub ,,Nie”. Malgosia dazy przy tym do zminimalizowania liczby zadanych pytan,
natomiast Jasiowi zalezy na tym, zeby Malgosia musiala ich zada¢ jak najwiecej.

No dobrze, ale co to tak naprawde znaczy, ze Malgosia chce zminimalizowaé
liczbe zadanych pytan? Powiedzmy, ze dla pewnego k£ mamy nastepujace dwie
strategie:

e Jezeli x # |n/2], to warto$¢ = zostaje odgadnieta za pomoca co najwyzej
k pytan, lecz odgadniecie wartosci @ w przypadku, gdy = |[n/2], wymaga
zadania k + 2 pytan.

e Odgadniecie wartosci x wymaga zawsze zadania k + 1 pytan.

Ktoéra z nich Malgosia uzna za lepsza?

7 naszego punktu widzenia lepsza bedzie druga z powyzszych strategii.
Ogodlniej, bedziemy poszukiwaé takiej strategii gry dla Malgosi, przy ktorej
liczba pytan koniecznych do odgadniecia wartoéci © w najgorszym przypadku
bedzie najmniejsza mozliwa. W przypadku gry w zgadywanie przez najgorszy
przypadek rozumiemy najgorsza z punktu widzenia danej strategii wartosé x.
Jest to zarazem jedyna rzecz, na ktéra Jas ma wplyw w opisanej grze, wiec jego
celem bedzie jak najbardziej zlosliwy wobec Malgosi wybor x.

Intuicja podpowiada, ze catkiem niezla strategi¢ gry dla Maltgosi mozna
skonstruowaé na podstawie wyszukiwania binarnego. Doktadniej, w pierwszym
pytaniu wybieramy a = [n/2]. W zaleznosci od odpowiedzi na to pytanie
bedziemy sie odtad zajmowaé zbiorem {1,...,a} lub {a+1,...,n}.

W pierwszym przypadku kolejna wartoscia, o ktéra spytamy, bedzie |a/2],

w drugim za$ §rodkowy calkowity element przedziatlu [a + 1,n] itd. Mozna
tatwo sprawdzi¢, ze liczba pytan, jakie bedziemy musieli zada¢ w najgorszym
przypadku, jest przy tej strategii réwna [logn] (gdyz po kazdym pytaniu
dlugosé przedziatu poszukiwan zostaje mniej wiecej przepolowiona).

Czy jest to z naszego punktu widzenia strategia optymalna? Okazuje sie, ze

tak! Ot6z w dowolnej strategii, po otrzymaniu odpowiedzi na pytanie ,,Czy

x < a?” wiemy, ze x znajduje sie w zbiorze {1,...,a} lub tez w {a+1,...,n}.
Od tego momentu mozemy zadawaé kolejne pytania, ograniczajac sie do jednego
z tych dwoch przedzialéw; nowa wartoscia n przed drugim pytaniem bedzie wiec
a lub n — a. Poniewaz nas interesuje najgorszy mozliwy przypadek, to mozemy
zalozy¢, ze x znajduje si¢ w dltuzszym sposrod tych dwéch przedziatow. Latwo
zauwazy¢, ze wlasnie w wyszukiwaniu binarnym warto$¢ max(a,n — a) jest
najmniejsza mozliwa.

Mamy juz strategie dla Malgosi, ale jak podpowiedzie¢ co$ Jasiowi? Poniewaz
Ja$ nie powinien zakladaé¢ zadnej konkretnej strategii Malgosi, to moze mu
by¢ strasznie ciezko odgadnaé, jakie x sprawi jej najwiecej klopotéw. Z tego
wzgledu najlepszym rozwiazaniem dla Jasia bedzie. .. drobne oszustwo. Otoz
Jas wcale nie potrzebuje wymysla¢ sobie na poczatku wartosdci x; wystarczy, ze
na pytania Malgosi bedzie zawsze odpowiadal tak, zeby dlugo$é pozostajacego
jej przedzialu poszukiwan byla mozliwie najwieksza. Jezeli Jas bedzie przy
tym odpowiednio ostrozny (czyli nigdy nie udzieli odpowiedzi sprzecznej

z poprzednimi), to jego oszustwo nigdy nie zostanie wykryte! Zauwazmy tez, ze
taka strategia Jasia wymusza na Malgosi branie pod uwage zawsze najgorszego
mozliwego przebiegu gry, co uzasadnia nasz wczesniejszy wybor kryterium
poréwnywania strategii.

Jasiowi i Malgosi znudzita si¢ juz prosciutka gra w zgadywanie, wiec wymyslili
oni jej nowa wersje, ktora zwlaszcza Jasiowi bardzo si¢ spodobala: teraz Jas
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W opisanej strategii dla n = 5 moze by¢
konieczne zadanie 7 pytan. Czy potrafisz
wskazaé strategie, w ktérej w tym
przypadku 6 pytan zawsze wystarczy?
Odpowiedz na to pytanie moze wymagad
nieco pokombinowania.

Wiegcej o programowaniu dynamicznym
mozna poczytaé¢ w dowolnej ksiazce

o algorytmice, np.: T. Cormen,

C. Leiserson, R. Rivest, C. Stein,
Wprowadzenie do algorytmdéw.

moze klamaé przy odpowiadaniu na pytania! Tym razem Malgosia nie byta
jednak w stanie skutecznie odgadnaé¢ zadnej wartosci x, wiec dzieci postanowity
ograniczy¢ swobode Jasia — moze on sklamaé co najwyzej raz w ciagu jednej gry.
Malgosia wymyslita juz sposob modyfikacji strategii wyszukiwania binarnego,
dzieki ktéremu dziala ona takze dla nowej gry. Ot6z pytania mozna zadawaé
tak samo jak poprzednio, ale zeby nie da¢ sie wpusci¢ w maliny, wystarczy
kazde z nich dwukrotnie powtérzy¢. Jezeli odpowiedzi beda takie same, to Jas
nie sklamal, a jezeli rézne, to Malgosia zadaje jeszcze trzecie pytanie, zeby
poznaé prawdziwa odpowiedz i, co wiecej, odtad juz wie, ze Ja$ nie moze wigcej
ktamaé, wiec moze ona zastosowaé¢ dokladnie strategie wyszukiwania binarnego.
Mozna obliczy¢, ze wartosé = zostanie w ten sposéb odgadnieta zawsze w co
najwyzej 2 - [logn] + 1 ruchach. Dzieci zaczely sie jednak zastanawiaé, czy jest
to strategia optymalna dla tej gry.

Okazuje sie, ze nie, a pierwsza wartoscia n, dla ktérej opisana strategia

moze wymagaé¢ wiecej pytan niz optymalna, jest 5. Nie zrazimy si¢ jednak
poczatkowym niepowodzeniem i skonstruujemy optymalna strategie réwniez

i dla tej gry, cho¢ tym razem moze nam si¢ przydaé do tego pomoc komputera.

Zalézmy wiec, ze Malgosia zadala pytanie ,,Czy x < a?” i uzyskala na nie
odpowiedz ,,Tak”. Co Malgosia moze z tej odpowiedzi wywnioskowaé

o wartosci 7 W sumie. .. niestety nic. Jezeli Jas powiedzial prawde, to = < a,
ale réwnie dobrze moze zachodzi¢ x > a, jezeli tylko Jas sktamal. Musi jednak
istnie¢ mozliwosé wywnioskowania czegokolwiek, gdyz w przeciwnym razie gra
by sie nigdy nie skonczyla. Okazuje sie, ze na podstawie odpowiedzi Jasia mozna
wysnu¢ wnioski nie tyle o wartosci x, ale o liczbie dotychczasowych ktamstw
Jasia w zaleznosci od tej wartosci. Faktycznie, jezeli x < a, to Jas jeszcze ani
razu nie sktamal, a w przeciwnym przypadku sktamal dokladnie raz.

Nastepnie Malgosia zadaje Jasiowi drugie pytanie ,,Czy z < b?”, tym razem
powiedzmy dla b > a. Jezeli Jas na to pytanie réwniez odpowiedzial , Tak”, to
wiadomo, ze:

e jezeli z < a, to Ja$ jeszcze ani razu nie sklamal;

e jezeli a < x < b, to Ja$ sklamal dokladnie raz;

e jezeli x > b, to Jas sklamal dokladnie dwa razy; to jest jednakze niemozliwe,
gdyz Jas ma do dyspozycji tylko jedna mozliwo$¢ sktamania.

Jezeli zas Jad na drugie pytanie Malgosi odpowiedzial przeczaco, to mozna
z tego wywnioskowaé, ze z < a lub x > b oraz ze Ja$ sklamat juz dokladnie raz.

Bazg wiedzy nazwiemy komplet informacji, jakie Malgosia moze wywnioskowaé
po zadaniu Jasiowi pewnej liczby pytan. W dotychczasowych rozwazaniach
bazy wiedzy wyrazaliSmy stownie, ale teraz sprobujemy sformalizowaé nieco

ich opis. Mozemy, na przyktad, zauwazy¢, ze po zadaniu dowolnej liczby pytan
baza wiedzy Malgosi bedzie n-elementowym ciagiem (a;), okreslajacym, dla
kazdego %, liczbe dotychczasowych ktamstw Jasia, o ile x = i. Zakladajac, ze Jas
nie oszukuje w swoich odpowiedziach (bardziej niz mu na to pozwalaja zasady),
to a; > 2 oznacza po prostu, ze x # i, czyli mozemy ograniczy¢ nasza uwage

do ciagéw nad {0,1,2}. Jest to stosunkowo mila informacja; wynika z niej, ze
mozliwych baz wiedzy jest skonczenie wiele (a dokladniej 3™).

Umiemy wiec juz w systematyczny sposéb interpretowaé ciagi odpowiedzi Jasia,
ale. .. wciaz nie wiemy wlasciwie, jak nalezy zadawaé¢ pytania! W naszej strategii
optymalnej wykorzystamy wiec programowanie dynamiczne, tzn. sprébujemy

dla kazdej mozliwej bazy wiedzy obliczy¢ liczbe pytan, za pomoca ktérych
mozna, majac wszystkie informacje z tej bazy, odgadnaé faktyczna wartosé x.
Znéw interesowaé nas bedzie najgorszy mozliwy przypadek, czyli najbardziej
zlosliwa wobec Malgosi kombinacja wartosci « oraz momentu, w ktérym Jas
sklamie (jezeli w ogdle zdecyduje sie to uczynié). Caly proces zaczynamy od
bazy odpowiadajacej ciggowi zerowemu, a konczymy na ciagach z co najwyzej
jedna wartoscia rézna od 2.

15



Zauwazmy istotng réznice miedzy tym
podejsciem a optymalng strategia dla
prostej gry w zgadywanie. Poprzednio
Malgosia miata sztywny schemat zadawania
pytan, ktéry po prostu konsekwentnie
realizowala. Tym razem jeszcze przed
sama rozgrywka Malgosia zasymuluje
sobie rozmaite mozliwosci na kartce (lub
na komputerze), a dopiero potem zastosuje
najlepsza strategie, jaka znalazla.

Tak naprawde wykorzystaliSmy

tzw. rekurencje¢ ze spamigtywaniem,

a nie programowanie dynamiczne, ale
w gruncie rzeczy techniki te sg réznymi
zapisami tej samej metody.

Ta procedura moze si¢ zapetlié, ale tylko
wtedy, gdy T; = A lub N; = A. Niemniej
jednak w takim przypadku i-tego pytania
mozemy po prostu nie rozwazac.

1100
T
min
i=1 1=2 1=3

max In/:;x max
e
1211 2100 1111 2200 1101 2210

Schemat wyznaczania wyniku dla
A = 1100.

Czy zauwazyliscie, w ktérym momencie
pokazaliSmy ograniczenie na warto$é
wyniku?

Jak wiec obliczy¢ wynik dla danego ciagu A = a4, ..., a, reprezentujacego pewna
baze wiedzy, tj. w(A)? Przegladamy wszystkie mozliwe pytania (,,Czy x < 77
dlai=1,2,...,n —1). Dla i-tego pytania rozwazamy bazy wiedzy

T, =ai,...,a;,min(a;41 + 1,2),...,min(a, + 1, 2)
oraz

N; =min(ay + 1,2),...,min(a; + 1,2), @41, - -, Gn,
ktére otrzymujemy, jezeli odpowiedzia na to pytanie jest odpowiednio , Tak”
lub ,Nie”. Dla kazdej z wyznaczonych baz wyliczamy rekurencyjnie warto$¢ w
(lub wykorzystujemy gotowa wartosé, jezeli zostala ona juz obliczona we
wezesniejszych krokach algorytmu). Poniewaz dazymy do wyboru najlepszego
mozliwego pytania, a dla kazdego pytania zaktadamy najbardziej pesymistyczny
wariant odpowiedzi Jasia, to:

w(A) = min_ {max(u(T;), w(No)}

Koszt czasowy obliczenia tego wszystkiego to O(3™ - n).

Zauwazmy, ze na podstawie wartosci w stosunkowo tatwo jest skonstruowac
optymalna strategie dla Malgosi. Faktycznie, jezeli po zadaniu pewnej liczby
pytan baza wiedzy jest A, to Malgosia jako nastepne pytanie powinna wybraé
»Czy x < i7", gdzie ¢ spelia: max(w(T;), w(N;)) = w(A). Nieco zaskakujace
moze by¢ to, ze rowniez Jad moze uczyni¢ pozytek z tych wartodci w swojej
strategii, jezeli — tak jak poprzednio — postanowi dokonaé¢ niewykrywalnego
oszustwa, tzn. wybra¢ warto$¢ x dopiero w trakcie gry. W tym celu na pytanie
Malgosi ,,Czy x < i?” Ja$ powinien odpowiedzie¢ tak, aby przej$¢ do tej z baz
T; oraz N,;, dla ktorej wynik jest wiekszy, o ile ta baza nie jest sprzeczna, czyli
nie jest ciagiem zlozonym z samych dwdjek.

SkonstruowaliSmy wiec poszukiwane strategie; problem tkwi w tym, ze ztozonosé
czasowa ich wyznaczenia jest wykladnicza, co juz dla niewielkich n moze byé
dla naszych graczy bardzo klopotliwe, nawet jedli uzyja komputera. Okazuje si¢
jednak, ze zlozonoéé czasows tego procesu mozna istotnie zmniejszy¢, redukujac
rozmiar zbioru baz wiedzy. Kazda baza wiedzy jest suma pewnej liczby ciagdw
typu 1...10...0 oraz typu 0...01...1. Jak mozna latwo sprawdzi¢ (do czego
zachecamy Czytelnika), suma takich ciagéw musi byé postaci:

I. 2...21...10...01...12...2 lub
II. 2...21...12...21...12...2.

W przypadku I z punktu widzenia strategii istotne sa jedynie liczby kolejnych
jedynek, zer i jedynek, wiec mamy O(n?) istotnie réznych baz tej postaci.

7 kolei strategia gry dla bazy postaci II jest praktycznie taka sama jak

dla bazy zlozonej z samych jedynek w takiej samej ich liczbie, czyli jest to

po prostu wyszukiwanie binarne (brak zer — Jas nie moze juz wiecej klamad).
Zredukowali$my zatem moc zbioru baz wiedzy do O(n?), a ztozonoéé algorytmu
do wielomianowej: O(n*). Okazuje sie, ze takze i ten wynik mozna jeszcze
poprawi¢ (tym razem nie nastepuje juz redukcja liczby mozliwych baz wiedzy),
osiagajac ztozonosé O(n3logn). W tym celu trzeba zauwazy¢, ze wynik dla
dowolnej bazy jest rzedu O(logn) oraz ze przy danej bazie A dla i < j zachodzi
w(T;) < w(Tj) i w(N;) > w(N;), a nastepnie uczynié pozytek z tych spostrzezen
za pomocy kilku dodatkowych tablic w algorytmie. Szczegoély tego usprawnienia
pozostawiamy Czytelnikowi, podobnie jak uogdlnienie opisanego rozwiazania na
wersje gry, w ktorej Ja§ moze sklamac¢ co najwyzej k razy.

Na koniec przedstawiamy jeszcze jedna ciekawa zagadke dla Czytelnika. Mamy
j jajek, z ktérych kazde ma wytrzymalosé h € {0,..., H}, tzn. zrzucone

z wysokosci h nie rozbija sie, ale z wysokosci h 4+ 1 juz tak. Nie znamy
wartosci h, a jedynie j oraz H; chcemy wyznaczyé¢ h za pomoca najmniejszej
mozliwej liczby zrzutow jajek. Jajko, ktére po zrzuceniu si¢ nie rozbije, moze
by¢ wykorzystane do dalszych prob. Jak zaprojektowaé eksperyment? Jak
zmodyfikowaé strategie, jezeli co najwyzej jedno jajko moze by¢ wadliwe,

tzn. rozbijaé sie¢ po zrzuceniu z wysokosci nie wigkszej niz h? Wreszcie jak
postepowad, jezeli jest maksymalnie k réznych wadliwych jajek?
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Co widzi PAMELA?

Akronimem PAMELA (a Playload for Antimatter
Matter Exploration and Light-nuclei Astrophysics)
nazwano misje kosmiczna satelity wyniesionego w 2006
roku na orbite przez rakiete Sojuz. Jak wskazuje
angielskie rozwiniecie akronimu, celem misji jest badanie
sktadu promieniowania kosmicznego.

Poréwnanie strumieni czastek i antyczastek dla energii
rzedu kilkudziesieciu gigaelektronowoltow moze
doprowadzi¢ do wyodrebnienia sygnatu swiadczacego

o rozpadach lub anihilacji czastek ciemnej materii, tym
samym posrednio dowodzi¢ ich istnienia w okreélonej
postaci lub ogranicza¢ niektére modele przewidujace takie
istnienie. Poprzednie eksperymenty zaobserwowaly wzrost
stosunku liczby pozytonéw do elektronéw dla energii
powyzej kilku GeV. Wazrost ten byl statystycznie mato
istotny, ale i tak wywolal lawing prac interpretujacych
go jako sygnal swiadczacy o istnieniu ciemnej materii
w postaci stabo oddziatujacych masywnych czastek,
tzw. WIMPG6w (od Weakly Interacting Massive
Particles) przewidywanych np. przez supersymetryczne
rozszerzenia Modelu Standardowego oddziatywan
elementarnych. Dlatego wyniki PAMELA’i, ktéra
powinna poprawié¢ statystyczna doktadnosé wyniku dla
zakresu gigaelektronowoltowego o czynnik jednocyfrowy
oraz rozszerzy¢ go na niezbadany dotad obszar
(kilkudziesieciogigaelektronowoltowy), byly oczekiwane
z niecierpliwodcia.

Zeby wykona¢ swoja misje, PAMELA musi umie¢
rozpoznawaé elektrony, protony i lekkie jadra

oraz ich antymaterialne odpowiedniki. Jest ona
rodzajem teleskopu, ktory mierzy czas przelotu czastki
natadowanej, a wiec roéwniez kierunek lotu, okresla

jej znak i tadunek dzigki pomiarowi kilku punktow
trajektorii w polu magnetycznym statego magnesu
neodymowego oraz odréznia elektrony (pozytony)

od protonéw (antyprotonéw) i jader poprzez pomiar
charakterystyki rozwoju kaskad wywotywanych przez
te czastki w kalorymetrze wolframowym przekladanym
krzemowymi sensorami.

Wigkszo$¢ rejestrowanych czastek to protony i elektrony.
Najwiekszym wyzwaniem jest zmierzenie malej, ale
niezwykle interesujacej domieszki pozytonéw wsrod
protonéw. W najbardziej interesujacym zakresie
energii powyzej 50 GeV strumien protonéw jest cztery
rzedy wielkoSci wigkszy niz strumien pozytonéw.
Zaprojektowane i sprawdzone (jeszcze przed wyslaniem
w kosmos) prawdopodobienstwo uznania protonu za
pozyton wynosi jedna stutysieczna, wiec, teoretycznie
przynajmniej, pozwala na uzyskanie stosunku sygnatu
do tta rzedu dziesigciu. Nieredukowalne tlo jest
zwiazane z mozliwoscig oddzialywania protonu juz

w pierwszych warstwach kalorymetru z przemiana
praktycznie calej energii na neutralne piony, ktére
natychmiast rozpadaja sie na wysokoenergetyczne
fotony. Kaskada elektromagnetyczna wywolana
oddzialywaniem tych fotonéw z polem elektrycznym
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jader materii moze by¢ nieodréznialna od kaskady
wywolanej grzeznigciem pozytonu.

Na zeszlorocznych letnich konferencjach, zamiast
spodziewanej publikacji, ujawnione zostaly jedynie
przecieki typu ,nie potwierdzamy ani nie zaprzeczamy.”
Spowodowalo to powstanie, oprécz wywazonych
rozwazan, wielu nadinterpretacji formalnie
niesprzecznych z enigmatycznymi zeznaniami
PAMELA’i. Ten socjologicznie (nie)ciekawy efekt zostal
przerwany ukazaniem sie dwoch preprintéw [1, 2].

W pierwszym przedstawione sa wyniki dotyczace
rejestrowanego strumienia antyprotonéw. Sg one
bardzo ciekawe, bo bardzo doktadne w poréwnaniu do
poprzednich osiagnie¢ w tej dziedzinie, ale z punktu
widzenia poszukiwaczy sensacji nieciekawe, bo zgadzaja
sie ze standardowymi przewidywaniami, zamykajac
interpretacyjna furtke zostawiona przez poprzednikéw.

Sprawa pozytondéw, omdéwiona w drugim preprincie,
wyglada zupelnie inaczej. Ale nie, jezeli chodzi

o doktadno$é wynikéw, bo ta jest réwniez bardzo wysoka.
Mozna odnies¢ wrazenie, ze to wtasnie ta dokladnosé
powstrzymywala zesp6t badawczy PAMELA’i przed

ich opublikowaniem, gdyz wyniki te, na pierwszy rzut
oka, po prostu nie zgadzaja si¢ z wynikami poprzednich
eksperymentéw dla niskoenergetycznego zakresu. Autorzy
argumentuja, ze ta niezgodnosé jest wywotana zalezna od
tadunku modulacja strumienia skorelowana z aktywnoscia
stoneczna. Efekt ten rzeczywiscie byl obserwowany przez
balonowy eksperyment BESS dla stosunkéw strumieni
antyprotonoéw i protonéw mierzonych przed i po zmianie
polaryzacji pola magnetycznego Stonca w 2000 roku.
Wyniki, ktore nie zgadzaja sie z obserwacjami PAMELA’,
rzeczywiscie zostaly uzyskane w poprzedniej dekadzie.

Jezeli chodzi o wysokoenergetyczny zakres, to wzrost
stosunku strumieni pozytonéw i elektronéw zostal
bezapelacyjnie potwierdzony, ale w sposéb nie do konca
sprzyjajacy ciemnomaterialnym interpretacjom. Modele
karmione poprzednio obserwowanym wzrostem tego
stosunku dla energii powyzej kilku gigaelektronowoltow
przewiduja zamieranie tego wzrostu w okolicach
kilkudziesigciu GeV. A tego nie widaé¢. Tempo wzrostu
wydaje sie rosnac¢ z energia, chociaz przewidywanego
jego obnizenia nie da si¢ wykluczy¢ ze wzgledu na staba
jeszcze statystyczna dokladnosé wyniku dla najwyzszych
energii. Autorzy twierdza rowniez, ze trend wzrostowy
moze by¢ spowodowany, jesli nie zachowaniem sie
ciemnej materii, to aktywnoscia niedalekich pulsaréw.
Tak wiec, cho¢ pomiary sa przelomowo dokladne, to,
jezeli chodzi o ich interpretacje, na (co najmniej) dwoje
babka wrézyta.

Piotr ZALEWSKI

(1] PAMELA Collaboration, A new measurement of the
antiproton-to-proton flux ratio up to 100 GeV in the cosmic
radiation, arXiv:0810.4994.

[2] PAMELA Collaboration, Observation of an anomalous
abundance in the cosmic radiation, arXiv:0810.4995.
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Rys. 1. Wyznaczanie maksymalnego kata
stabilnosci; s — cialo sypkie, e — ekierka,
! — linijka, h — wysoko$é, d — $rednica,

r — promien, o — maksymalny kat
stabilnosci.

Rys. 2. Obserwacja maksymalnego kata
stabilnosci « podczas obrotu.

Rys. 3. Bezposredni pomiar
maksymalnego kata stabilnosci
katomierzem.

(a>p)

Rys. 4. Kat odpowiedzi ciala sypkiego 3.

Badamy niezwykte
wlasciwosci ciat sypkich

Stanistaw BEDNAREK

Na pytanie, ile znamy stanéw skupienia cial, odpowiadamy zwykle, ze trzy —
staly, ciekly i gazowy. Czy wszystkie ciala daja sie zaliczyé¢ do jednej z tych
trzech kategorii? Wezmy dla przykladu suchy piasek. Jezeli wsypiemy go do
stoika, to przyjmie on jego ksztalt, wsypany do butelki przyjmuje réwniez jej
ksztalt. Widzimy, ze piasek, podobnie jak ciecze, przyjmuje ksztalt naczynia,
w ktérym zostal umieszczony. Wysypmy piasek na ptaska powierzchnie. Piasek
utworzy stozkowy pagoérek o okreslonym kacie nachylenia powierzchni do
podtoza. Natomiast ciecz rozleje sic maksymalnie szeroko, tworzac z podtozem
kat nachylenia réwny zeru.

Jedng z interesujacych wlasciwosci cial sypkich jest maksymalny kat stabilnosci.
WeZzmy po szklance cukru, maki, grochu i kaszy. Wysypmy je kolejno na

plaska powierzchnie. Korzystajac z ekierki i linijki, postarajmy sie okresli¢

ich maksymalne katy stabilnoéci. Przykladajac ekierke do linijki, zmierzmy
wysoko$¢ usypanego pagorka (rys. 1). Nastepnie mierzymy jego $rednice i dzielac
przez dwa, obliczamy promien. Z kolei obliczamy tangens maksymalnego kata
stabilnodci, dzielac wysoko$é przez promien. Na koniec, postugujac sie tablicami
funkcji trygonometrycznych lub kalkulatorem z funkcjami, dla obliczonej
wartosci tangensa odczytujemy maksymalny kat stabilnodci «.

Maksymalny kat stabilno$ci mozemy réwniez wyznaczy¢ w inny sposéb.

W tym celu potrzebne bedzie plaskie, przezroczyste pudetko w ksztalcie walca

o $rednicy 7-8 cm. W takie pudetka pakowane sa niektére cukierki lub galaretki.
Jesli mamy dostep do gabinetu chemicznego lub fizycznego, mozemy wypozyczyé
dwuczedciowe, szklane, okragle naczynie nazywane szalka Petriego. Jezeli

nie uda sie nam zdoby¢ pudelka, to mozemy postuzy¢ sie stoikiem z zakretka.

Pudetko lub stoik napelniamy do polowy cialem sypkim, np. kasza czy cukrem,
i zamykamy. Nastepnie ustawiamy pudelko, tak zeby jego o$ byla pozioma,

i obracamy je wokoél tej osi (rys. 2). Jak zachowuje sie cialo wewnatrz pudetka?
Obracajac pudetko lub stoik, zauwazamy, ze kat nachylenia ciala wzrasta az

do pewnej wartosci, ktora jest maksymalny kat stabilnodci . Kat ten mozna
zmierzy¢, przykladajac katomierz bezposrednio do pudetka lub stoika (rys. 3).
Po przekroczeniu maksymalnego kata stabilnosci « cialo zsypuje sie i kat 3
nachylenia jego powierzchni do poziomu staje sie mniejszy od a. Ten nowy kat
nachylenia powierzchni ciala nazywa sie katem odpowiedzi (rys. 4).

Godny uwagi jest sposéb, w jaki zachodzi przejscie ciata sypkiego od stanu

z maksymalnym katem stabilnosci do stanu okreslonego przez kat odpowiedzi.
Przejscie to odbywa sie przez obsypywanie kolejnych porcji ciala w postaci
malych lawinek. Lawinki te tworza si¢ jednak tylko z powierzchniowych warstw
ciata, a warstwy potozone glebiej pozostaja nieruchome. Proces ten zachodzi
odmiennie niz w przypadku cieczy, w ktérych przemieszczanie nastepuje w calej
objetosci ciala.

Zbadamy teraz, jak zmienia sie gestos¢ ciala sypkiego w wyniku wstrzaséw. Do
sloika wsypujemy cialo sypkie, np. kasze, wypelniajac nia okoto 3/4 objetosci.
Pisakiem zaznaczamy na szkle polozenie gérnej powierzchni ciala. Linijka
mierzymy wysokosé¢ stupka ciata w sloiku i zapisujemy wynik. Potrzasamy
jeden raz stoikiem i ponownie zaznaczamy polozenie gérnej powierzchni ciala
oraz przeprowadzamy pomiar i zapisujemy jego wynik. Opisane czynnosci
powtarzamy wielokrotnie, tak dlugo az po kolejnym potrzasnieciu stoikiem

nie zaobserwujemy zmian wysokosci.
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Rys. 5. Zalezno$¢ gestosci ciata
sypkiego o od liczby wstrzasnieé¢ N;
0g — gestosé graniczna, go — gestosé
poczatkowa.

Rys. 6. Badanie czasu wyplywu ciala

sypkiego; b — butelka, s — cialo sypkie.

Piaskowy obraz w akcji.

Obliczamy odwrotno$¢ wysokosci i przyjmujemy ja jako miare gestosci ciala
sypkiego. Sporzadzamy wykres przedstawiajacy zaleznosé gestosci ciata sypkiego
od liczby wstrzasnieé (rys. 5). Wykonane doswiadczenie umozliwia nam
wyciagniecie dwéch wnioskéow. Pierwszy z nich sugeruje, ze cialo sypkie nie ma
ustalonej gestosci. Gestos¢ ciala sypkiego zalezy bowiem od jego ,historii”,

czyli od tego, jakim procesom byto ono wczesniej poddawane. Drugi wniosek
sugeruje, ze istnieje pewna gestos¢ graniczna, do ktorej dazy cialo w wyniku
wielokrotnego potrzasania.

Kolejne doswiadczenie pozwoli nam stwierdzié, jak szybko ciata sypkie
wyplywaja przez otwor w naczyniu. Do jego przeprowadzenia bedzie potrzebna
przezroczysta, plastikowa butelka od napojéw o pojemnosci 1,5 1, suchy piasek,
linijka, kawalek tasmy klejacej, nozyczki, mocna nitka i stoper lub zegarek

z sekundnikiem. W $rodku dna butelki wywiercamy otwor o $rednicy 5-8 mm,
uzywajac do tego celu ostrego konca nozyczek. Zaklejamy otwor kawaltkiem
tasmy klejacej. Szyjke butelki obwiazujemy nitka, tak zeby mozna bylo zawiesié
butelke w pozycji pionowe;.

Butelke napetniamy piaskiem. Do bocznej powierzchni butelki przyktadamy
linijke i odklejamy tasme, pozwalajac na swobodne wysypywanie sie piasku

z butelki (rys. 6). W ustalonych przedzialach czasu, np. co At =15 s,
odczytujemy dlugosé shupka piasku Al, ktéry wysypal sie z butelki. Nastepnie
obliczamy predkosé wysypywania sie piasku, dzielac Al przez At. Jaki warunek
spelniaja obliczone predkoéci? Powtarzamy doswiadczenie, uzywajac wody
zamiast piasku i obliczamy predkos¢ jej wyplywu. Jaki warunek spelniaja
predkosci wyplywu wody? Okazuje sie, ze predko$é wysypywania piasku z butelki
jest stala i nie zalezy od wysokosci stupka piasku znajdujacego sie¢ w butelce.
Zupelnie inaczej rzecz ma sie z woda. Jej szybkosé wyplywu jest zmienna i zalezy
od wysokosci stupka wody w butelce — im wicksza wysokosé, tym wieksza predkosé
wyplywu. To wlasnie stata predko$¢ wysypywania sie piasku pozwolila na jego
zastosowanie do pomiaru czasu w klepsydrach.

W tym momencie nasuwa si¢ pytanie, jak wyjaéni¢ to niezwykle zachowanie sie
piasku? Predkosé wyplywu wody jest zalezna od wysokosci stupka wody nad
otworem, poniewaz zalezy ona od cisnienia, a to z kolei zalezy od wysoko$ci.

W przypadku ciala sypkiego predko$é jego wyplywu jest stala, a wiec réwniez
jego cidnienie powinno pozostawac stale, niezaleznie od wysokoéci. Dzieje si¢ tak
dlatego, ze ciezar piasku jest rownowazony przez sily tarcia miedzy ziarnami
piasku i przez sity tarcia o Scianki naczynia. Ponadto, w materialach sypkich
tworza sie konstrukcje nosne, zlozone z ciasno upakowanych i zazebiajacych sie
ziaren, ktére pomagaja rownowazy¢ cigzar materialu sypkiego. W wyniku tego
ciSnienie w ciele sypkim jest stale, a czas jego wyplywu wprost proporcjonalny
do wysokoéci stupka ciata nad otworem.

Koniczac, wspomne o piaskowych obrazach, czyli
interesujacych pamiatkach, wykorzystujacych
wladciwodci materialéw sypkich (fotografia). Obrazy
takie sktadajg sie z dwéch szybek oprawionych w ramke,
miedzy ktérymi zamkniete sa réznokolorowe ziarna
piasku, powietrze i woda. Odleglo$é miedzy szybkami
jest poréwnywalna z rozmiarami ziaren piasku.

Tak wiec uklad mozna traktowaé jako dwuwymiarowy.
Po ustawieniu ramki pod pewnym katem do poziomu
rozpoczyna sie proces przesypywania kolorowych ziaren
piasku, ktére tworza niepowtarzalne, fascynujace wzory.
Jezeli ktos chcialby dowiedzieé sie wiecej o piaskowych
obrazach, moze zajrze¢ pod adres internetowy

http://www.ewmar.pl/index piaski.htm.
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Nowe obszary programowania
Andrzej WALAT

LoHo

Pierwsze komputery, w latach czterdziestych XX wieku, byly uzywane gtownie
do ztozonych obliczenn numerycznych. Réwniez pierwsze wysokopoziomowe jezyki
programowania, jak na przyktad bardzo popularny przez wiele lat FORTRAN, bytly

tworzone gtéwnie na potrzeby obliczenn numerycznych.

7 czasem zakres zastosowan komputeréw i programowania
zaczal sie stopniowo poszerzaé. Pojawily sie i zaczety
nabiera¢ znaczenia nowe rodzaje zadan programistycznych,
a w zwiazku z tym powstaly nowe metody i jezyki
programowania. Zmiany bylty tak zasadnicze, ze dla
podkreslenia ich wagi méwimy czasem o nowych
paradygmatach programowania. Rozwo6j badan nad
sztuczna inteligencja byl impulsem do powstania metod

i jezykéw programowania funkcyjnego, takich jak

LISP i od niego pochodne, np. Scheme, Logo i wiele
innych. Wzrost znaczenia zadan sterowania doprowadzit do
powstania programowania zorientowanego obiektowo
i odpowiednich jezykéw programowania obiektowego, takich
jak SIMULA i SMALLTALK, a w koncu do tego, ze dzi$
prawie kazdy zaawansowany jezyk programowania jest
obiektowy. Ale na tym nie koniec. Pojawiaja sie i nadal
beda sie pojawialy coraz to nowe obszary zastosowan
programowania. W tym artykule ogranicze si¢ do dwéch
obszaréw, jakimi sa uczenie sie oraz tworczosé
plastyczna.

Uczenie sie i programowanie

Logo ma w Polsce opinie elementarnego jezyka do

nauki podstaw programowania. Mato kto wie, ze Papert

z zespotem wspoéipracownikéw z MIT stworzyli Logo
gtéwnie jako Srodowisko uczenia sie bardzo réznorodnych
umiejetnosci, nie tylko i nie na pierwszym miejscu —
umiejetnosci programowania. Jednym z moich celéw jako
autora kolumny Logomotywy jest ukazanie roli Logo jako
$rodowiska uczenia sie. Wiele interesujacych przyktadéw

i glebokich uwag na temat uczenia si¢ przez programowanie
mozna znalezé w ksigzkach [1] 1 [2].

Stephen Wolfram we wstepie do glosnej ksiazki A New
Kind of Science napisat: [ Trzy wieki temu nastgpit
przetom w nauce dzieki rewolucyjnemu odkryciu, ze

reguly w postaci réwnan matematycznych moga by¢
uzyteczne do opisu $wiata przyrodniczego. Celem tej
ksiazki jest zapoczatkowanie rownie wielkiego przetomu,
zapoczatkowanie nowej nauki opartej na znacznie bardziej
ogolnych regutach, ktére mozna wyraza¢ w formie prostych
programéw komputerowych.”

Choé¢ moze nie wszyscy podzielajg zdanie, ze dzieto
Wolframa jest tak przetomowe, jak uwaza autor, to
jednak jego gtéwna mys$l, iz programy komputerowe
moga by¢ réwnie dobrymi (a czesto sa znacznie lepszymi)
modelami rzeczywistosci, jak tradycyjne juz réwnania

i nieréwnosci, jest dzisiaj akceptowana dos¢ powszechnie.
Skoro tak, to kazdy powinien uczy¢ si¢ w jakims

zakresie programowania, tak jak dzis kazdy uczy sie
réwnan i nieréwnosci. Postugiwanie sie réwnaniami

jest nie tylko celem, lecz réwniez warunkiem dalszej
skutecznej nauki. To samo mozna powiedzie¢ o umiejetnosci
programowania.
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Tworczoéé plastyczna i programowanie

Powszechnie wiadomo, ze wspominany wyzej MIT —
Massachusetts Institute of Technology — jest jedna

z najbardziej renomowanych na $wiecie uczelni (w zakresie
ksztalcenia najwyzszej klasy profesjonalnych programistéw
prawie tak dobry jak Uniwersytet Warszawski). Ale

nie wszyscy wiedza, ze chluba MIT jest Media Laboratory
— wydziat projektowania artystycznego ksztalcacy
nowoczesnych designeréw (zobacz [5]). John Maeda, guru
tego wydziatu, jednej ze swoich ksigzek nadal tytut Creative
Code — Tworczy program. Oczywiscie, tytut ksiazki jest
skrétem myslowym. John Maeda dobrze wie, ze prawdziwym
tworcag komputerowego dzieta plastycznego jest autor
programu, a nie program lub komputer. Wspoétczesni
artysci i designerzy postuguja sie nie tylko komputerowymi
wirtualnymi otéwkami, pedzlami i rozpylaczami, ale réwniez
pisza programy, ktore tworza dziela artystyczne. Ale na
razie nie powstaly jeszcze (o ile wiem) publikacje probujace
okresli¢ zasady dobrego programowania w tej dziedzinie.
Jako$¢ programu ocenia sie wylacznie wedtug waloréw
artystycznych dzieta.

Programowanie i alfabetyzacja

Istnieje wiele analogii miedzy wspoétczesnym postepem
znaczenia programowania i historia rozwoju czytelnictwa

i piSmiennictwa. Czytanie i pisanie byto az do péZnego
$redniowiecza zajeciem bardzo nielicznej grupy
profesjonalistow: mnichéw kopiujacych swiete ksiegi,
kronikarzy i kancelistéw krélewskich, krétko mowiac —
skrybéw. Odkrycie druku i metod produkcji taniego papieru
spowodowalo, ze bardzo szybko stato si¢ umiejetnoscia
potrzebnag kazdemu. Wraz z wkraczaniem pismiennictwa

na nowe obszary wykrystalizowato sie wiele istotnie réznych
zakreséw jezyka pisanego: jezyk literacki, prasowy, naukowy,
prawniczy itd. Mozna $wietnie funkcjonowaé w jednym
zakresie 1 by¢ kompletnym analfabetg w innych.

Stworzenie metod programowania funkcyjnego oraz
programowania zorientowanego obiektowo byto istotnym
postepem w rozwoju informatyki, ale programowanie nadal
byto zajeciem profesjonalnych programistéw (skrybow).
Pojawienie sie¢ nowych obszaréw zastosowan programowania,
takich jak, na przyktad, uczenie si¢ i tworczos$¢ plastyczna,
powoduja, ze staje sie ono stopniowo zajeciem coraz wigkszej
liczby grup spotecznych. Podobnie jak istnieja rézne zakresy
jezyka pisanego i rézne zwiazane z nimi subkultury jezykowe,
istnieja tez rézne kultury programowania.
Literatura
[1] Abelson H., Di Sessa A. (1992), Geometria zélwia, WNT,
Warszawa.
[2] Di Sessa A. (2000), Changing Minds, Computers, Learning,
and Literacy, A Bradford Book, The MIT Press, Cambridge,
Massachusetts, London, England.
[3] Maeda J. (2004), Creative Code, Thames & Hudson, London.

[4] Wolfram S. (2002), A New Kind of Science, Wolfram Media, Inc.
[5] www.media.mit.edu



Informatyczny kacik olimpijski (16)

Zajmijmy si¢ kolejnym zadaniem z Miedzynarodowej Olimpiady Informatycznej,
tym razem — Egipt 2008. Oto jego tresé:

Mamy zbudowaé ogréd — dluga rabatke zlozona z kwiatéw lotosu (L) oraz
ypapirusu” (P). (Jak wszyscy wiemy, chodzi konkretnie o cibore papirusowa,

z ktorej wyrabiano papirus.) Dla naszych potrzeb ogréd bedziemy opisywaé
ciagiem liter L i P. Ogréd ma by¢ ladny, co w tym wypadku oznacza, ze

w zadnym jego podstowie (czyli spéjnym fragmencie) liczby lotoséw i papiruséw
nie mogg sie rézni¢ o wiecej niz 2. Istnieje wiele takich mozliwych ogrodéw.
Naszym zadaniem jest, majac podany ogrdd, obliczenie, na jakiej pozycji
(modulo M) taki ogréd by sie znalazl, gdybySmy wszystkie ogrody o tej samej
dhugosci posortowali alfabetycznie.

Zastanoéwmy sie najpierw, co to znaczy, ze liczba
lotoséw i papiruséw nie rézni si¢ o wiecej niz dwa

w zadnym podstowie ogrodu. Mozemy, na przyklad,
oznaczy¢ litere L przez 1, a P — przez —1. Wtedy suma
liczb w zadnym podstowie nie moze by¢ mniejsza niz —2
ani wigksza niz 2. Gdyby budowaé ogréd zgodnie

z taka reguta, to byloby to uciazliwe — z kazda kolejna
dostawiong litera musielibySmy sprawdzaé¢ kazde
mozliwe podstowo koniczace si¢ na niej.

Jednym z podstéw jest caly ogréd — suma liczb w calym
ogrodzie tez musi by¢ w przedziale [—2, 2]. Dalej,

jesli oznaczymy przez S; sume liczb od poczatku

ogrodu do pozycji 7, to otrzymujemy warunek:

|S; — S| < 2. A wiec, jesli ktéres S; jest réwne 2,

to zadne inne nie moze by¢ ujemne. Podobnie, jesli
ktores S; wynosi —2, to zadne inne nie moze by¢
dodatnie. Jest jeszcze trzeci przypadek — wszystkie .S;
sa w przedziale [—1,1].

W ten sposéb uproscilismy warunek ,tadnosci” do
dwéch przypadkéw do rozpatrzenia (przypadki z 2
i z —2 mozemy traktowaé jednakowo — sa symetryczne).

Wybierzmy przypadek z 2 i zalézmy, ze istnieje

ap ogrodéw o jakiejs ustalonej dlugoéci ¢ takich, ze
S; = 0 — podobnie wprowadZzmy oznaczenia a; i as.
Niech bg, b1, b2 beda liczbami ogrodéw o jedna rosline
dhuzszych, a cg, c1,co — o dwie.

Ile jest ogrodow o dtugosci @ + 1 takich, ze S;41 = 07
S; nie moze by¢ réwne —1, a wiec w tym przypadku
musialoby by¢ réwne 1. W takim razie by = a;.
Podobnie dochodzimy do wniosku, ze by = aq,

a by = ag + as. Nastepny krok: cg = by = ag + aq,

c1 = by + by = 2ay1, a cg = by = ag + as. Ale w takim
razie ¢g + ¢1 + ¢o = 2(ap + a1 + az)! A wiec ogrodéw
o dtugosci i + 2 jest dwa razy wiecej niz ogrodow

o dhugosci i. Czytelnik tatwo moze sprawdzié, ze jest
to prawda tez w przypadku, gdy S; maja pozostawaé
w przedziale [—1,1] oraz [—2,0]. Réwnie latwo mozna
sprawdzi¢, ze:

e Jedli S; maja pozostawaé w przedziale [—2, 0] lub
[0,2], to ogrodéw o dtugosci 4 jest 2L7/2].

e A jedli S; maja pozostawaé w przedziale [—1, 1], to
ogrodéw o dlugosci i jest 2L+1/2]
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Jak to si¢ ma do naszego problemu?

Spoéjrzmy na kolejne rosliny w naszym ogrodzie.

Litera L jest wczesniej w alfabecie — zignorujmy wiec jej
wystapienia. Z kolei kiedy natrafiamy na P na pozycji k,
to prawdopodobnie istnieje iles ogrodow, ktére
pokrywaly sie z naszym az do tej pozycji, ale na tej
wlasnie pozycji maja L, a wiec sa wczesnie] w alfabecie.
Dodajmy wiec liczbe tych ogrodéw do liczby wszystkich
ogroddéw, ktore sa wezesniej w alfabecie, niz nasz.

Mamy wiec pewien poczatkowy fragment ogrodu

o dlugosci k; chcieliby$Smy wiedzieé, ile jest ogrodow
w ten sposob sie zaczynajacych. Zalézmy, ze liczba S;
w dotychczasowej czesci nigdy nie byla ujemna,

a S wynosi 1. W takiej sytuacji ten ogrod mozemy
dokonczyé¢ dowolnym ogrodem, ktéry ma S; (liczac
od pozycji k + 1-szej) w przedziale [—1,1]. Gdyby Sk
byto réwne 0 (w tym przypadku akurat — niemozliwe
(dlaczego?)) lub 2, to mogliby$my dokonczy¢ —
odpowiednio — ogrodem o S; w przedziale [0, 2] lub
[—2,0].

Analogicznie sytuacja ma si¢ w pozostalych
przypadkach — tj. gdy S; do pozycji k zawiera si¢

w [—1,1] lub [-2,0]. Ale co jesli zawiera si¢ w kilku

z nich? Zauwazmy, ze dla ogrodéw o dodatniej dlugosci
moga to byé tylko przypadki [—1,1] i [-2,0] lub

[—1,1] i [0,2]. Wtedy — zgodnie z zasada wlaczen

i wylaczen — interesujaca nas liczba ogrodéw to suma
liczb ogrodéw z poszczegdlnych przypadkéw, minus te
ogrody, ktére zawieraja sie w [—1, 0] lub odpowiednio
w [0,1] (poniewaz policzylismy je dwukrotnie). Obu jest
po jednym: PLPLPLPL. .. oraz LPLPLPLP. ..

W takim razie rozwiazanie tego zadania wymaga tylko
tyle pamieci, ile potrzeba, zeby spamietaé¢ potegi 2
modulo M.

Ciekawostka — gdybysmy mieli zapewnione, ze M jest
pierwsze, to moglibySmy to zadanie rozwiazaé¢ w stalej
pamieci. Ciag nalezaloby wtedy wezytywaé na biezaco,
a co do poteg 2 — najpierw obliczylibySmy najwieksza,
a potem dzielili ja przez 2 modulo M (rozszerzony
algorytm Euklidesa). Niestety, byloby to jednoczesnie
nieco wolniejsze rozwiazanie.

Filip WOLSKT



Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,

Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesigca n + 2. Szkice

umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
— lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
— przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Oceng¢ mnozymy przez wspotczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére

Termin nadsylania rozwigzan: 31 IIT 2009

nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
561 (WT = 1,25) i 562 (WT = 2,68)
z numeru 5/2008

Jerzy Witkowski Radlin 42,80
Marcin Kasperski Warszawa 42,50
Marek Prauza Poraj 39,95 liczb naturalnych (al, ..
Zbigniew Gali Kraké 39,34 ,
1gnle.w ialas rakow ) ) (bh R bn)7 7e
Andrzej Idzik Bolestawiec 38,42

Ruda élacska 35,24

Adam Woryna

http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z matematyki nr 573, 574
Redaguje Marcin E. KUCZMA

573. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n istnieje taki ciag arytmetyczny

., a,) oraz taki ciag geometryczny liczb naturalnych

by <ar<by<as < - - <b, 1 <a,_1<b, <a,.

574. W pewnym czworoscianie wszystkie sfery dopisane sa styczne do Scian

565. Z zalozen wynika, ze trojkaty ABC i AED sa podobne;

tak wiec
|AB| _|AC|  [ABC] <A0|)2

(1) AE| ~ [AD|" [AED] _ \|4D|

(XY Z] oznacza pole tréjkata XY Z). Warunek: ,,[AC D] jest
$rednig geometryczng [ABC| i [AED]” przepisujemy jako
zalezno$é¢ [ABC) : [ACD] = [ACD] : [AED]. Po pomnozeniu
stronami przez [ABC] : [ACD] i uwzglednieniu drugiej
réwnosci (1) warunek ten przybiera postaé

[ABC]\® _ [1AcCl\®

[ACD] ) ~— \|AD| )~
Skoro za$ [ABC] : [ACD] = |BP| : |PD|, uzyskany warunek
jest rownowazny zachodzeniu réwnosci
@) |[BP|  |AC)|

|PD| ~ |AD|

Nalezy wykazaé, ze proporcja (2) ma miejsce wtedy i tylko
wtedy, gdy [AP| = [AQ|.

Na potprostych AB™, AC™, AD™ zaznaczamy odpowiednio
takie punkty F, R, G, ze |AF| = |AE|, |AR| = |AQ)],

|AG| = |AC|. Skoro |AB| > |AE|, to punkt F' lezy miedzy
A1 B, apunkt D lezy miedzy A i G, i zadne z tych punktéw sie
nie pokrywaja. Punkty F', R, G sa wspélliniowe, jako obrazy
punktéw F, Q, C'w symetrii wzgledem dwusiecznej kata C AD.
Dyskutowany warunek ,|AP|=|AQ|”, czyli ,P = R”, jest
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czworo$cianu w srodkach okregéw wpisanych w te Sciany. Udowodnié, ze
czworoscian jest foremny.

Zadanie 574 zaproponowal pan Michal Kieza z Warszawy.
Rozwigzania zadai z matematyki z numeru 9/2008

Przypominamy tres¢ zadan:

565. Dany jest pieciokat wypukly ABCDE, w ktérym |XBAC| = |XEAD|, |XBCA| = |[XEDA],
przy czym |AB| > |AE|. Przekatne AC i BD przecinajg si¢ w punkcie P; przekatne AD i CE
przecinaja si¢ w punkcie Q. Dowie$é, ze odcinki AP i AQ maja jednakowa dlugos$é wtedy i tylko
wtedy, gdy pole tréjkata ACD jest $rednig geometryczng pél trojkatéw ABC i ADE.

566. Niech p bedzie liczbg pierwsza wigkszg od 3 i niech n = (47 — 1)/3. Wykazad, ze liczba
27"~1 _ 1 jest podzielna przez n.

wiec rownowazny wspotliniowosci punktow F, P, G — czyli
spelnieniu réwnoéci
3) |AF| ) |BP)| ' |DG| _
|FB| |PD| |GA|
(twierdzenie Menelausa dla tréjkata ABD).

Przeksztalcamy lewa strone (3), korzystajac w ostatnim
kroku z pierwszego zwiazku (1):

[AF| |BP| |DG| _ __|AE| _|BP| |AC|-|AD| _
[FB| ' |PD| " |GA| ~ [AB[—|AE] |PD| " JAC]
_(1AB| _\ " IBP| (|, _|AD|\ _|BP| |AD|
~ \[4E| [PD [AC| ) ~ [PD] " JACT

Otrzymana réwnosé dowodzi, ze istotnie warunki (2) i (3) sa
réwnowazne.

566. W mysl matego twierdzenia Fermata, liczba 3(n — 1) =
= 4P — 4 dzieli sie przez p. Zatem takze n — 1 dzieli sie
przez p; iloraz jest liczba parzysta (bo n jest nieparzysta).
Tak wiec n — 1 = 2kp dla pewnej liczby catkowitej k.

Oznaczmy: 27 — 1 = u, 2P + 1 = v; sa to liczby wzglednie
pierwsze. Z zalezno$ci
91 _ (9¢)2k — (u+1)** =1 (mod u)
(v —1)%" =1 (modv)
wnosimy, ze liczba 2"~ — 1 dzieli sie przez iloczyn uv = 3n,
wiec i przez n.
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Termin nadsylania rozwigzan: 31 III 2009

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
460 (WT = 1,75) i 461 (WT = 2,43)
z numeru 6/2008

Krzysztof Magiera Losiéw 26,16
Andrzej Idzik Bolestawiec 24,36
Radostaw Poleski Kotlobrzeg 22,24
Tomasz Wietecha Tarnéw 21,45

Zadania z fizyki nr 470, 471
Redaguje Jerzy B. BROJAN

470. Wagon o dtugosci [ jechal ze stalag predkoscia po torze poczatkowo
prostoliniowym, ktéry poczawszy od pewnego punktu przechodzi w tuk okregu
o promieniu znacznie wiekszym od [, bez przechylu bocznego. Wézki wagonu

sa rozmieszczone w odleglosdci d od jego érodka, ich rozmiary sa male, a masa
wagonu jest roztozona réwnomiernie wzdluz jego dtugosci. Niech F} bedzie
wartoscia sity poziomej dziatajacej na szyne ze strony pierwszego wozka po jego
wejsciu w tuk, gdy drugi wozek jeszcze poruszal sie po prostej, natomiast Fo

— warto$cig, tej sily, gdy caly wagon znalazl sie na tuku. Jesli F} = %FQ, to jaki
wynika stad wniosek na temat stosunku d do [?

471. Wzdluz osi pionowo ustawionej dtugiej zwojnicy wisi nié, a na nici — poziomy
pret z dwiema kulkami na koncach (rys. 1). Promief zwojnicy jest réwny r, liczba
zwojéw na jednostke jej dlugosci — n, dtugo$é preta — [, tadunek kazdej z kulek — g,
masa kulki — m, a mase samego preta mozna pominaé. Jedli ni¢ nie wywiera na pret
zadnego momentu sity, to jakim wzorem jest dana predkos$¢ katowa, jaka uzyska

wszystkich danych?

pret po wlaczeniu zasilania zwojnicy pradem stalym o natezeniu 17

Czy zjawisko to da sie praktycznie zaobserwowaé przy realnych wartosciach

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 9/2008

Przypominamy tresé zadan:

462. Dwa statki spoczywaja obok siebie na morzu. Jesli nie ma zadnego wiatru ani pradéw wody, to
czy oddzialywanie grawitacyjne spowoduje zblizenie do siebie statkéw (choéby bardzo powolne)? Czy
odpowiedz moze zalezeé¢ od rozkladu masy wewnatrz statkéw?

463. Kulisty balonik zawiera lekki gaz i dzigki temu unosi si¢ w powietrzu w stanie réwnowagi. Jego
powloka rozcigga si¢ sprezyscie, a energia sprezystoéci jest proporcjonalna do powierzchni balonika

(wtedy nadwyzka ci$nienia we wnetrzu jest odwrotnie proporcjonalna do promienia balonika — faktu
tego nie trzeba dowodzi¢). Jak zareaguje balonik

uniesie si¢ do géry, opadnie, czy pozostanie

w réwnowadze — gdy temperatura wzrosnie, pozostajac jednakowa wewnatrz i na zewnatrz? Jak

Rys. 2. Przekréj poprzeczny statkéw:

S — $rodek masy statku, S’ — érodek

masy wypartej wody.

462. Jesliby zastapic¢ statek taka sama masa wody, to
wypelnitaby wneke po wypartej wodzie réwno do jej
poziomu i w stanie réwnowagi dziatajaca na nia sita
wypadkowa bylaby réwna zeru. Zatem na pusta wneke
dziata taka sita ze strony otaczajacej wody, jakby byta

to ,masa ujemna” — odpychana przez pole grawitacyjne
(taki jest sens prawa Archimedesa). Stad w pewnym
uproszczeniu (wynikajacym z niesferycznego rozkladu masy)
kazdy ze statkéw mozna zastapi¢ jego masg umieszczong,

w srodku masy plus takg sama masa ujemng umieszczong,

w srodku masy wypartej wody, co w sumie daje pionowo
zorientowany ,.dipol grawitacyjny”. Oddziatywanie statkéw
na siebie jest suma dwdch silt przyciagajacych (masa
dodatnia dziala na dodatnia, ujemna na ujemna) i dwéch
odpychajacych (na krzyz). Jedli érodek masy S’ wypartej
wody lezy u obu statkéw na tej samej wysokosci, a srodek
masy statkéw S lezy powyzej S’ (tak jest najczesciej, zob.
rys. 2), to oddzialtywanie odpychajace pochodzi od mas
nieco bardziej odleglych od siebie, a ponadto te sity nie sa
skierowane poziomo, lecz ukosnie, wiec ich poziome sktadowe
sg mniejsze i przycigganie przewaza. Nietrudno wykazaé, ze
tak samo jest dla wszystkich przypadkow, gdy zwroty dipoli
sa zgodne, natomiast gdy jeden statek jest ,typu 17, a drugi
Ltypu 27 (rys. 2), to przewaza odpychanie.

463. Wprowadzmy oznaczenia: r — promien balonika,
V' — jego objeto$¢, n — liczba moli gazu wewnatrz, M — masa
molowa tego gazu, p — ci$nienie wewnatrz, M’ — masa
molowa powietrza, p’ — ci$nienie powietrza, m — masa
powtoki, o — wspélczynnik we wzorze na nadwyzke ci$nienia
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zareaguje na wzrost ci$nienia zewnetrznego? Jaki powinien by¢ zwiazek miedzy temperaturg
a ci$nieniem zewnetrznym, aby przy ich zmianie balonik pozostawal w réwnowadze? Powloka jest
cienka, a jej wlasciwodci sprezyste nie zmieniajg si¢ z temperatura.

p —p = o/r. Po skorzystaniu ze wzoru na gesto$é gazu
doskonatego ¢ = pM/RT warunek réwnowagi balonika
V(o' — 0) = m mozna przeksztalci¢ do postaci

(1) n(M'—M):m—i——?:m—&—

co po pomnozeniu obu stron przez przyspieszenie ziemskie
mozna interpretowaé jako rownowage ,czystej” sity wyporu
(po lewej stronie) i ciezaru powloki powiekszonego o wielko§é
wynikajaca z nadwyzki ci$nienia (po prawej). Réwnowazna
postacia tego rownania jest

onM’

pr+o’

Promien balonika zalezy od ci$nienia zewnetrznego

i temperatury zgodnie z réwnaniem III stopnia

/ o\4 3 _
(3) (p + T)gm‘ =nRT.

Nawet bez rozwiazywania tego rownania widzimy, ze
wzrost temperatury (bez zmiany p’) powoduje wzrost
promienia balonika, a stad spadek wartosci prawej strony
réwnania (2) — balonik si¢ uniesie. Wzrost cinienia
zewngetrznego (bez zmiany T') powoduje natomiast
spadek promienia 7, czyli spadek wartosci prawej strony
réwnania (1), co takze oznacza uniesienie si¢ balonika.
Jesli balonik ma pozosta¢ w rownowadze, to staty musi by¢
iloczyn p'r (z réwnania (2)), a podstawiajac r = const/p’
do (3), otrzymujemy szukany zwiazek miedzy cisnieniem
zewnetrznym a temperaturg

(2) n(M' —M)=m+

T}o/2 = const.
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Rozwigzanie zadania F 732.
Z warunku znikania momentéw sit
dzialajacych na ramke:

(m1 + ma)gla cosa = Blljlysina

otrzymujemy

N (m1 + ma)g
~ B

I ctg .

L. .}

Rozwigzanie zadania M 1230.

Dana 15-cyfrowa liczba a jest podzielna
przez 9, a wiec w jej zapisie dziesigtnym
wystepuje doktadnie dziewieé¢ jedynek.
Z kolei liczba ta nie jest podzielna
przez 10, a wigc cyfra jednosci liczby a
jest 1.

Niech a = z0y. Wtedy w zapisie
dziesietnym liczby = wystepuje mniej
niz dziewieé jedynek. Stad wynika, ze
liczba x nie jest podzielna przez 9.

Usuwajac 0 z zapisu dziesigtnego liczby
a = z0y, otrzymujemy liczbe b = zy.
Zatem jesli zapis dziesi¢tny liczby y

sktada si¢ z k cyfr, to a = 10° e + 4
oraz b = 10Fx + y. Woéwczas a — b =
=9.10%z, a poniewaz liczba x nie jest
podzielna przez 9, wiec obie liczby a i b
nie moga by¢ rownoczes$nie podzielne
przez 81. Wobec tego skoro liczba a jest
podzielna przez 81, to liczba b nie moze
by¢ podzielna przez 81.

Patrz w niebo

Okolo 15 pc od nas znajduje sie¢ w Rybach pewien bialy karzel (o symbolu
katalogowym G29-38), z wielu wzgledéw zwyczajny. Ma temperature 11800 K,
$rednice zblizong do érednicy Ziemi, mase okoto 0,7 masy Stonca i gestosé rzedu
tony na cm®. Emituje jednak nadmiernie duzo podczerwieni, pochodzacej zreszta
z rozmaitych temperatur, co moze oznaczaé, ze otacza go jakas goraca materia.
Nie znaleziono tam zadnego brazowego karta, pozostalo wiec sprawdzié, czy
moga za to promieniowanie by¢ odpowiedzialne drobne czastki obiegajace biatego
karta w réznych odleglosciach. Oceny wykazaly, ze pierscien skalnych okruchéw
zaczyna sie w odleglodci okoto 100000 km od karta i siega 7 razy dalej, miesci
sie wiec wewnatrz granicy Roche’a, czyli odleglosci, ponizej ktérej sity ptywowe
gwiazdy moglyby rozerwac jakas planetoide. Jest to sytuacja analogiczna do
przypadku pierscieni Saturna, ktore leza wewnatrz jego granicy Roche’a. To
prawdopodobnie czastki tego pierécienia Swieca w podczerwieni. Oceniono tez,
ze nawet pojedyncza duza planetoida bytaby w stanie dostarczy¢ ilosé materiatu
zapewniajaca obserwowane $wiecenie w podczerwieni.

Druga osobliwoscig omawianego biatego karla jest nadmiar ciezkich pierwiastkow
w jego atmosferze. Moglyby one pochodzié z planetoidy (lub kilku), ktéra
spadla na gwiazde i w ten sposob dostarczyla tych pierwiastkéw. Jest to

jednak zdarzenie malo prawdopodobne; méwiac obrazowo, w przestrzeni
miedzygwiazdowej jest ogromnie wiele miejsca i dlatego bardzo trudno jest

trafi¢ planetoida bezposrednio w gwiazde. Znaleziono jednak wytlumaczenie,

co prawda dosé¢ wymys$lne. Bialy karzel musial byé w przeszlosci czerwonym
olbrzymem. Jakiekolwiek jego planety, w miare utraty przezen masy, musialy
wedrowaé na obszerniejsze orbity. Wzajemne oddzialywanie tych planet
doprowadzito do skierowania ich na orbity chaotyczne, w szczegdlnosci

siegajace duzych odlegtosci od gwiazdy. Tam planety te zamieszaly otaczajacy
ja »zbiornik komet” | ktorego obecnosci mozna sie tam spodziewaé¢ chocby
dlatego, ze Stonce go ma (w postaci Obloku Oorta). Czesé unoszacych sie tam
okruchow musiata skierowaé si¢ wtedy ku gwiezdzie i, wpadajac do jej atmosfery,
spowodowala obserwowana nadobfitosé ciezkich pierwiastkéw.

Tomasz KWAST

Styczen

Zaczal sie Nowy Rok, zima i najdluzsze noce. Juz wezesnym wieczorem Droga
Mleczna taczy wschod z zachodem, a niemal w zenicie wida¢, moze nawet

w miastach, Wielkg Mglawice Andromedy — obiekt wladciwie jesienny. Jest to
najdalszy obiekt widoczny goltym okiem, a zarazem najblizsza galaktyka, M31.
W jej sasiedztwie znajduja sie przynajmniej dwa inne obiekty mglawicowe,

a do ich obejrzenia warto mie¢ lornetke. Sa to M33 w Tréjkacie (druga co do
jasnosci galaktyka, 5,8 mag) oraz M34 w Perseuszu (gromada otwarta gwiazd,
5,7 mag). Nie da si¢ tych symboli ,skompletowaé”, gdyz brakujaca tu M32 to
towarzyszaca M31 mala galaktyka eliptyczna o jasnosci 8,2 mag.

Rok 2009, choé¢ to Miedzynarodowy Rok Astronomii, bedzie wyjatkowo ubogi
np. w zaémienia. Za¢mienia Slonica beda dwa: 26 I (obraczkowe, widoczne na
Atlantyku, w poludniowej Afryce, poludniowo-wschodniej Azji i w Australii)

i 21/22 VII (catkowite, poludniowa i wschodnia Azja, zachodni i srodkowy
Pacyfik). Beda tez cztery zaémienia Ksiezyca, catkiem nieefektowne: czesciowe
31 XII i trzy polcieniowe (9 II, 7 VII, 5/6 VIII). Z jasnych gwiazd Ksiezyc
zakryje Antaresa 21 I, co bedzie wida¢ na Pacyfiku, w centralnej Ameryce
Potudniowej i na Atlantyku. Merkury znajdzie sie najdalej od Stonca 4 1

i mozna go szuka¢ w Koziorozcu na zachodnim niebie. Tego tez dnia Ziemia
znajdzie sie najblizej Stonca, czyli w perihelium. Z kolei 14 I Wenus znajdzie si¢
najdalej od Stonca i bedzie ja wida¢ w Wodniku, réwniez na zachodnim niebie.
Marsa nie widaé, bo jest, jak Stonce, w Strzelcu. Jowisz jest w Koziorozcu

i wezesnie zachodzi, i tylko Saturn we Lwie jest widoczny przez calg noc.
Pelnia Ksiezyca wypada 11 I, a néw 26 1. Okoto 3 I mozna spodziewaé sie
$rednio obfitego roju Kwadrantydow.
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Mata rzecz, a cieszy Joanna JASZUNSKA*

Niektére twierdzenia wydaja sie czasem tak proste i intuicyjnie oczywiste, ze

az mozna watpi¢ w ich przydatnos$é. Taka choéby nieréwnosé tréjkata (NT):
suma diugosci dwoch bokow trojkqta zawsze jest wieksza od dlugosci trzeciego
boku. Wszak kazdy wie, ze zamiast i8¢ wzdluz dwoch krawedzi trawnika, szybciej
jest przejé¢ na ukos. Oto kilka przyktadéw, ze nieréwnos¢ trojkata jednak bywa
przydatna, i to nie tylko w zadaniach geometrycznych.

1. Ktoéra z liczb jest wicksza: 2v/2 + 3v/5 czy v/897

R. Mozna, oczywiscie, rozwiazaé to zadanie obliczeniowo — podnoszac do kwadratu,
upraszczajac. . . Ale mozna tez spojrzeé¢ na rysunek 1 i wtedy, z NT oraz twierdzenia
Pitagorasa, wszystko staje si¢ jasne. O

2. Sarna chce i8¢ najkrotsza droga od ulubionej topoli do ulubionego
Swierka, a po drodze napié¢ si¢ wody ze strumienia. Topola i §wierk sa po
tej samej stronie strumienia. Jaka droga powinna i$¢ sarna?

R. Oczywiscie, sarna powinna iS¢ od topoli T prosto do miejsca wodopoju W,

a nastepnie prosto od W do swierka S. Aby wybra¢ optymalne W, sarna, stojac w T',
powinna upatrze¢ sobie drzewo U dokltadnie po przeciwnej stronie strumienia, niz

jest S, i skierowaé si¢ wprost na nie (rys. 2). Wtedy punkty T, W, U sa wspétiniowe.
Dla dowolnego innego W', z symetrii wzgledem strumienia oraz z NT dla ATUW’,
zachodzi TW' +W'S =TW' +W'U >TU =TW +WU =TW + WS, czyli droga
przez tak wybrane W jest najkrétsza mozliwa. O

3. Udowodnij, ze w dowolnym trdjkacie suma dlugosci érodkowych jest
mniejsza niz obwdd.

R. Oznaczmy przez ma, mpg, mc srodkowe trojkata ABC poprowadzone z odpowiednich
wierzchotkéw. Niech tréjkat A’C'B bedzie obrazem tréjkata ABC w symetrii érodkowej

J e
-

2
‘4 -

V'

wzgledem érodka M boku BC' (rys. 3). Wtedy punkty A, M, A’ sa wspétliniowe
i AA" = 2ma. Na mocy NT dla AAA'C uzyskujemy 2ma < AC + A'C = AC + AB.
Analogicznie 2mp < AB + BC oraz 2m¢ < AC + BC'. Dodajac stronami i dzielac

przez 2, otrzymujemy teze. O

Rys. 2

4. Na plaszczyznie danych jest 100 punktéw Ay, ..., Ajgo oraz okrag
c A o promieniu 1. Udowodnij, ze na tym okregu istnieje taki punkt B, ze

S BA; > 100.

R. Niech B;Bs bedzie pewna srednicg danego okregu. Wéwczas z N'T dla dowolnego ¢
zachodzi B1A; + B2 A; > B1Bs = 2. Dodajac stronami takie NT dla wszystkich 4,

otrzymujemy
100

i=1

100 100

Z(BlAi + B A;) = Z BiA; + Z B2 A; > 200.
i=1 i=1

A B Stad ktéras z dwoch liczb leiq B As, Elli(i B> A; musi by¢ réwna co najmniej 100.

Rys. 3

Przyjmujemy wtedy jako B odpowiedni z punktéw B, B2. O

5. Udowodnij nieréwnos$¢ a® + b + ¢ < (a + b+ ¢)(ab+ bc + ca), gdzie
a, b, ¢ sa dlugosciami bokéw pewnego tréjkata.

R. Nier6wnos¢ nietrudno przeksztatci¢ do postaci
a’(a—b—¢c)+b0*(b—c—a)+c*(c—a—b) — 3abe < 0.

Z NT wszystkie wyrazenia w nawiasach sa ujemne. Kwadraty dlugosci bokéw oraz abc sa

*Instytut Matematyczny PAN, Warszawa dodatnie, zatem calte wyrazenie po lewej stronie jest mniejsze od zera, co konczy dowod. O

Na koniec proponuje kilka zadan ,,domowych”.

6. W trapezie ABC D punkt M jest Srodkiem ramienia BC'.

Wykaz, ze woéwczas AM + MD > AB + CD.
7. Wewnatrz trojkata ABC o obwodzie 2p dany jest

punkt X. Wykaz, ze wowczas p < AX + BX +CX < 2p.

8. Udowodnij uogdélnienie NT: dowolna tamana
o koncach A i B jest dluzsza od odcinka AB.
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9. W czworokacie ABCD kat BAD jest prosty
i AB = AD. Udowodnij, ze BC +CD + DB > 2AC.

10. Znajdz najmniejsza wartos¢ wyrazenia

i\/a?wL(?il)Q

i=1
. . n o 2
dla ai,ag,...,a, >0, takich ze >, a; = n*.



