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Nie tylko arytmetyka i algebra postuguja
si¢ wyrazeniami. W logice zdaniowej
mamy do czynienia z wyrazeniami
zbudowanymi z operatoréw logicznych
takich jak koniunkcja A, alternatywa V,
negacja —, implikacja =, co do ktérych
reguly pierwszenstwa nie sg tak
powszechnie przyjete jak w arytmetyce.

Dziatania wystepujace w wyrazeniach
moga mieé rézng liczbe argumentéw.
Przykladem dzialania o jednym
argumencie jest np. zmiana znaku liczby
lub jej pierwiastkowanie, przykladem
za$ dziatania o liczbie argumentéw
réownej zero jest kazda konkretna liczba
traktowana jako statla.

* Instytut Podstaw Informatyki PAN

Notacja polska, czyli
beznawiasowa symbolika Lukasiewicza

Wyrazenia arytmetyczne zbudowane sa z liczb, zmiennych, znakéw dziatan

i nawiaséw. Nawiasy okreslaja kolejno$¢ wykonywania dziatan: dziatania
zamknigte w nawiasy wykonuje sie przed pozostalymi. Dodatkowe znane reguty
dotycza pierwszenstwa operacji: jesli nawiasy nie wskazuja innej kolejnosci,
mnozenie i dzielenie wykonuje sie przed dodawaniem i odejmowaniem itd.
Przykladem wyrazenia arytmetycznego jest ciag znakow

(1) 3%(4+b)+6xr—a
Regut pierwszenstwa mozna uniknaé, zamykajac wszystkie proste wyrazenia
w nawiasy, a wiec zapisujac (1) w postaci

(2) ((3# (4+b)) + (6% (V) — a),

czyniac jednakze to wyrazenie malo czytelnym. Aby uniknaé¢ wprowadzania
nawiasow i regul dotyczacych pierwszenstwa dzialan mozna wyrazenia zapisywac
w postaci graficznej. Wyrazenie (1) mozna np. przedstawié¢ w formie drzewa

tak jak na rysunku obok.

Jednak dwuwymiarowa reprezentacja jest niedogodna zaréwno w tekstach
pisanych, jak i w reprezentacji przeznaczonej do mechanicznego przetwarzania.
Okazuje sie, ze istnieja inne zasady opisu i obliczania wartosci wyrazen,
upraszczajace procedure obliczeniowa. Takie zasady zostaly juz w ubiegltym
stuleciu wprowadzone przez polskiego logika, Jana F.ukasiewicza (1878-1956).
Powstaly one na dtugo przed pojawieniem sie komputerow i dotyczyty rachunku
logicznego, a nie arytmetycznego. W nowoczesnej technice obliczeniowej
zwrdcono na nie uwage, widzac ich zwiazek z organizacja obliczen wszelkich
wyrazen algebraicznych. W Swiecie anglosaskim zasady te nosza nazwe Polish
notation, a w Polsce symboliki beznawiasowej. Wyrazenia napisane w tej
symbolice bedziemy nazywac krétko B-wyrazeniami. Jednym z B-wyrazen
odpowiadajacych wyrazeniu (1) jest ciag symboli

(3) —+*3 +4bx6+/za

Aby wyjasnié¢ sposéb tworzenia i rozumienia B-wyrazen, okreslimy najpierw
zasady ich budowy. Sa one nastepujace:

(b1) kazda zmienna i kazda liczba jest B-wyrazeniem;
(b2) jesli symbol ¢ jest znakiem dzialania o k argumentach (k > 0) oraz

€1, €2, ..., e sa B-wyrazeniami, to ,® e ez ... ex” jest B-wyrazeniem,;
(b3) wszystkie B-wyrazenia sa utworzone wedlug zasady (bl) lub (b2).

Warto$¢ B-wyrazen dla zadanych wartoéci zmiennych oblicza si¢ wedlug
nastepujacych regut: jesli B-wyrazenie jest liczba lub zmienna, to jej wartosc
jest wartoscia B-wyrazenia; jesli wartoSciami B-wyrazen ey, e, ..., e sa liczby
ni,No, ..., Nk, to wartos¢ B-wyrazenia @ ej es ... ej jest wynikiem dziatania
@ na liczbach ni,ns,...,nk. Obliczenie wartoéci B-wyrazenia polega na
kolejnym odszukiwaniu w nim podwyrazen wykonywalnych, tj. struktur postaci
@ nyng ... ng, w ktorych ny,no, ..., ng sa liczbami lub zmiennymi, a & jest
symbolem k-argumentowego dzialania, i zastepowaniu ich przez wyniki operacji
na wartosciach nq,no, ..., ng. W efekcie takiego postepowania otrzymujemy
koniec koncow pojedyncza liczbe, bedaca poszukiwang wartoscia wyrazenia.
Mimo, ze obliczenie warto$ci B-wyrazenia moze by¢ dokonane na wiele réznych
sposobow, warto$é ta jest wyznaczona jednoznacznie przez podane reguly.
Zauwazmy, ze:

. nawiasy w przyjetej symbolice sa niepotrzebne (stad jej nazwa);

. kazde wyrazenie arytmetyczne daje si¢ w niej opisac;

. umowa dotyczaca pierwszenstwa dziatan jest zbedna;

. obowiazuje tylko jedna reguta obliczania, wspodlna dla wszystkich dziatan.

=W N =

Jako przyklad rozwazmy obliczenie wartosci wyrazenia (3) dlaa=2,b=5
i x =9. Kolejne etapy tego obliczenia podane sa ponizej, a obliczane
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podwyrazenia wykonywalne sa podkreslone:

— 4+ %3445%6+/92
—+%39%x632
— 427182

— 452

43

tak wiec wartoscia wyrazenia (3) dla podanych wartosci
zmiennych jest liczba 43.

Dla usystematyzowania postepowania wybieramy
zazwyczaj metode polegajaca na kolejnym obliczaniu
ostatniego podwyrazenia wykonywalnego. Takie
podwyrazenie tatwo znalezé, gdyz jego pierwszym
symbolem jest ostatnie wystgpienie w analizowanym
wyrazeniu znaku operacji.

W praktyce komputerowej, ze wzgledu na przyjeta
kolejnosé czytania tekstu przez urzadzenia wejéciowe
komputeréw, przyjal sie sposéb zapisu wyrazen

w tzw. odwrotnej symbolice beznawiasowej (0 nazwie
anglojezycznej reverse Polish notation). Takie wyrazenia
nazwiemy R-wyrazeniami. Definiujemy je analogicznie
do B-wyrazen, z ta réznica, ze symbol dzialania pojawia
sie za argumentami, czyli uzywamy napiséw postaci

€1 €2 ... e @”. Nasze przykladowe wyrazenie ma

w tej symbolice postaé:

(4) 34b+ %6/ *x+a—

Obliczenie wartosci wyrazenia (4) dlaa =2,b=5ix =9
przebiega podobnie do obliczenia (3). Tym razem dla
znalezienia podwyrazenia wykonywalnego wystarczy
odszukaé pierwsze wystapienie znaku dzialania. Na tym
polega zaleta notacji odwrotnej: przy czytaniu kolejnych
znakéw R-wyrazenia latwiej jest znalezé pierwsze
wystapienie dzialania niz ostatnie, co wymagatoby
znajomosci calego wyrazenia jeszcze przed przystapieniem
do jego analizy. Zastepujac kolejno w obliczanym
wyrazeniu pierwsze wystapienia podwyrazen
wykonywalnych ich warto$ciami otrzymujemy:

3454 %69/ x+2—
39569/ % +2—
2169/« + 2 —
2763 % + 2 —
2718 + 2 —

45 2 —

43

Aby pokazaé, jak moze wygladaé¢ program komputerowy
obliczajacy wartos¢ wyrazenia arytmetycznego zapisanego
w odwrotnej symbolice beznawiasowej, wygodnie jest
dysponowaé pewnymi strukturami danych. Jedna ze
struktur jest wejécie, w ktérym dostepny jest tylko
pierwszy element, a operacje wez, usun, przenie$ odnosza
sie wylacznie do tego elementu. Druga struktura jest
wyjscie, do ktorego kolejne elementy mozna co najwyzej
dopisywaé (operacja poldz). Trzecia jest stos (ang. stack),
w ktorym dostepny jest tylko ostatni element. Wszystkie
operacje na stosie, takie jak poldz, usun, przenies,
poréwnagj, odnosza sie wylacznie do tego ostatniego
elementu stosu.

Procedura wyliczajaca warto$¢ wyrazenia zapisanego
w odwrotnej symbolice beznawiasowej bedzie korzystacé
jedynie z wejscia i stosu. Przyjmijmy, ze analizowane
wyrazenie zapisane jest na wejsciu, a stos danych jest
pusty. Procedura obliczenia wartosci R-wyrazenia
polega na powtarzaniu nastepujacych czynnosci az do
wyczerpania danych na wejsciu:

Jesli kolejnym elementem na wejsciu jest liczba,

przenie$ jg na stos danych; jesli jest nim znak dzialania
o k argumentach, usun ze stosu danych ostatnio zapisane
k liczb, wykonaj na nich to dziatanie, a wynik potoz na
stosie danych.

Proces obliczeniowy okreslony przez ten program dla
wyrazenia (3) przy a = 2, b =51 x = 9 przebiega
w sposéb przedstawiony ponizej:

Stos Wejscie
3454+%69 x4+ 2—
3 454 %69 x+2—
34 54 %69 %+ 2—
345 |+ %69/ x+2—

39 *x69*+2—

27 69*+2—

2716 |9/ x+2—
2169 | / %+ 2 —
276 3 | * + 2 —
2718 | +2 —

45 2 —

452 -

43

Thumaczenie klasycznych wyrazen arytmetycznych na
odwrotna postaé beznawiasowa okresla inna procedura
opisana ponizej. Procedura ta korzysta z wejscia,
wyjscia oraz ze stosu, tym razem gromadzacego
operacje (a nie dane, jak poprzednio). Poczatkowo
wejscie zawiera symbole klasycznego wyrazenia
arytmetycznego przeznaczonego do przettumaczenia,
wyjscie i stos sa puste. Ttumaczenie polega na
powtarzaniu nastepujacych czynnosci az do wyczerpania
wszystkich symboli na wejsciu i wszystkich symboli

ze stosu:

Jesli wejscie jest puste, a stos niepusty, przenies znak
dziatania ze stosu ma wyjscie; w przeciwnym razie wez
obiekt z wejscia; jesli jest to:

e zmienna bgdZ liczba — przenies jg na wyjscie;

e nawias otwierajgcy — przenies go na stos;

e symbol operacji o pierwszenstwie nizszym lub takim
samym jak ostatni znak zapisany na stosie — przenies
symbol ze stosu na wyjscie; w przeciwnym razie —
przenie$ symbol z wejscia na stos;

e nawias zamykajgcy — gdy ostatnim elementem stosu
jest znak dzialania, przenies go na wyjscie; gdy jest
nim nawias otwierajgcy, usun go ze stosu i usun
nawias zamykajacy z wejscia.

Po powtérzeniu powyzszych czynnosci az do uzyskania
pustego stosu i pustego wejécia, wyjécie zawieraé bedzie
R-wyrazenie réwnowazne pierwotnemu.



Przyklad ttumaczenia wyrazenia arytmetycznego w symbolice
klasycznej na wyrazenie w odwrotnej symbolice beznawiasowej
jest zilustrowany ponizej.

Wyjscie Stos Wejécie
3x(44+b)+6xy/x—a

3 x(44+b)+6xy 2 —a
3 * (44Db)+6x/x—a
3 * ( 44+b)+6*x/z—a
34 * ( +b)+6xy/z—a
34 x(+ |b)+6xvz—a
340 x(+ |)+6xy/2x—a
340+ * ( )+ 6%y 2x—a
3406+ * +6xy2—a
34b+ % +6xy2—a
34b+ % + 6% 2 —a
34b+ %6 + xy x—a
34b+ %6 + % vr—a
34b+ %6 +xy |x—a
34b+ %6z +xy/|—a
34b+ %6z 4/ + * —a
34b+ %6/ * + —a
34b+x6x+/ x+ —a
34b+x6x+/ x+ — a
34b+x6xz+/*+a -
34b+x6x+/*+a—

Na koniec warto zauwazy¢, ze symbolom
wyrazenia beznawiasowego odpowiadaja

w spos6b wzajemnie jednoznaczny wierzchotki
drzewa w reprezentacji graficznej tego
wyrazenia. Wynika stad, ze symbolika
beznawiasowa okresla sposéb przegladania
drzew wyrazen. Symbolice prostej odpowiada
przegladanie drzewa poczawszy od jego korzenia
i konczac na lisciach; symbolice odwrotne;j
odpowiada przegladanie drzewa poczawszy od
jego lidci, a koniczac na korzeniu.

Od Redakcji:

Podczas kompilacji programu zawierajacego wyrazenie
arytmetyczne budowane jest drzewo tego wyrazenia.

Na jego podstawie kompilator generuje ciag instrukcji
procesora obliczajacych to wyrazenie w kolejnosci
charakterystycznej dla odwrotnej notacji beznawiasowej
z uzyciem stosu do przechowywania posrednich wynikéw.
Odwrotna notacja polska jest stosowana w niektérych
kalkulatorach naukowych oraz uzywana przez PostScript,
jezyk grafiki komputerowej. Informacja o tym jest
niezbedna i czesto wystarczajaca do awaryjnego
poprawiania PostScriptowych plikéw graficznych za
pomocy zwyklego edytora bez uprzedniej znajomosci
tego jezyka. Niestety, standard ten jest wypierany przez
jego nastepce: PDF, do ktérego ze zwyklym edytorem
nie ma co podchodzié.

m Zadania Redaguje Ewa CZUCHRY

F 729. Odbiorniki radiowe mozna dostraja¢ do odbioru fal radiowych réznych
dhugosci, od fal dhugich do ultrakrotkich. Co zrobié, zeby dostroié¢ sie do

stacji nadajacej na falach o wiekszej dlugosci: zblizy¢, czy tez oddali¢ plytki
kondensatora, bedacego elementem obwodu drgajacego?

Rozwiazanie na str. 20

F 730. Jaka powinna by¢ optymalna czesto$¢ powtarzania impulséw radaru
podczas namierzania celu znajdujacego sie w odlegtoséci 15 km? Jaki jest zakres
odleglosci mierzalnych takim radarem?

Rozwiazanie na str. 24

Redaguje Waldemar POMPE

C
M 1225. Na kazdym polu szachownicy 10 x 10 napisano jedna z liczb
1,2,...,10. Okazalo sie, ze kazde dwie liczby napisane na polach majacych
wspdélny bok lub wspolny wierzcholek sa wzglednie pierwsze. Wykazaé, ze
pewna liczba wystepuje na szachownicy co najmniej 17 razy.
D Rozwiazanie na str. 17
M 1226. Punkt I jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC, a punkt D
I jest $rodkiem boku AC (rys.). Wykazaé, ze jezeli kat AID jest prosty, to
AC + BC = 3AB.
Rozwigzanie na str. 19
A B
M 1227. Ciagi z1,x2,... oraz yi,ya, . .. sa okre$lone przez warunki
1
-leg oraz xn+1:xn+xi dlan=1,2,...,
=15 O Yntl =y, +y, dan=12,....

Wykazaé, ze dla kazdej pary (k,!) liczb catkowitych dodatnich wyrazy xx iy,

sg rézne.
Rozwiazanie na str. 24
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Rys. 1. Promieniowanie wyemitowane
wzdluz normalnej do powierzchni
atmosfery ma do przebycia najmniejsza
grubo$¢ optyczng.

*Obserwatorium Astronomiczne,
Uniwersytet Warszawski

Pociemnienie brzegowe
Marcin KIRAGA®

Patrzac na Stofice przez lunete zaopatrzona w odpowiedni filtr (koniecznie!),
czy tez ogladajac zdjecia Stofica (przynajmniej niektére), mozna mieé
wrazenie, ze srodek jego tarczy jest jasniejszy niz brzeg. Nie jest to ztudzenie.
W promieniowaniu widzialnym stosunek jasnosci srodka tarczy Stonca do
jasnoéci na jego krawedzi zmienia sie od okolo trzech dla barwy czerwonej

do okolo oémiu dla barwy niebieskiej. Dokladna jego wartosé zalezy od
dlugosci fali, na ktérej prowadzimy obserwacje, lub od filtra, ktéry stosujemy.
Aby wythumaczy¢ zjawisko pociemnienia brzegowego najlepiej postuzy¢ sie
uproszczonym modelem atmosfery Stonica i zjawisk tam zachodzacych. Bedzie
interesowal nas $redni stan atmosfery, w ktérym pominiemy ruch materii
zwiazany z konwekcja, czy takie zjawiska jak plamy stoneczne.

Jezeli przyjmiemy, ze promieniowanie stoneczne ma charakter termiczny (co

w zakresie widzialnym jest dobrym przyblizeniem), to ilo$é energii emitowana
przez jednostkowa powierzchnie w jednostce czasu na jednostke diugosci fali (lub
jednostke czestosci) w jednostkowy kat brylowy bedzie tym wigksza, im wyzsza
jest temperatura osrodka.

Stonce jest kula gazowa i to, co widzimy jako jego powierzchnie, stanowi
obszar, z ktorego dochodza do nas fotony po raz ostatni oddzialujace z jego
materia. Wiekszos¢ promieniowania widzialnego pochodzi z warstwy o grubosci
kilkuset kilometréw, nazywanej fotosfera. Uzytecznym pojeciem jest gtebokosé
optyczna (7)), ktéra okresla prawdopodobiefistwo, z jakim foton o dtugosci
fali A wyemitowany w danej warstwie w kierunku obserwatora nie bedzie juz
oddzialywal z materia osrodka i moze by¢ bezposrednio zarejestrowany (jest ono
okreslone jako e~™). Przyrost glebokosci optycznej dr) zwiazany jest z gestoscia
czastek n na drodze fotonu, ich przekrojem czynnym o) i droga ds przebyta
przez promieniowanie zaleznoscia

dry = noyds.
Jak wida¢, glebokosé¢ optyczna jest wielkodcia bezwymiarowa, bo gestosé
czastek wyrazana jest ich liczba na metr szeScienny, przekrdj czynny w metrach
kwadratowych, a droga w metrach. Jezeli mamy osrodek o stalej gestosci
i temperaturze, to glebokos¢ optyczna bedzie w nim proporcjonalna do
odleglosci od Zrodla promieniowania. W rzeczywistosci przekrdj czynny na
oddzialywanie miedzy promieniowaniem a materia bardzo silnie zalezy od
dlugoséci fali tego promieniowania i od wlasnosci oérodka.

Grubos¢ fotosfery Stonica jest znacznie mniejsza niz jego promien i mozna

z dobrym przyblizeniem przyjaé, ze jest ona plaskoréwnolegla (tzn. wszystkie
jej wlasnosci beda zalezaly tylko od glebokosci). Promieniowanie emitowane

z pewnej warstwy wzdluz normalnej (tj. prostopadlej) do powierzchni atmosfery
ma na swojej drodze mniej materii, niz gdy jest emitowane pod pewnym katem
(rys. 1). Jezeli przyjmiemy, ze gleboko$é optyczna liczona wzdluz normalnej
wynosi 7y i ze warstwa gazu jest plaskoréwnolegta, to promieniowanie emitowane
pod katem 6 do normalnej bedzie miato do przebycia glebokos$¢ optyczna

réwna 7y /cosf (od tej pory bedziemy oznaczaé cosf przez p). W najprostszych
modelach opisujacych atmosfery gwiazd natezenie promieniowania mierzone
przez obserwatora odpowiada w przyblizeniu natezeniu, jakie jest emitowane

na glebokosci optycznej réwnej jeden. Gdy patrzymy na $rodek tarczy Stonca,
patrzymy prostopadle do jego powierzchni i fotony moga do nas dotrzec

z warstw glebiej potozonych, niz gdy patrzymy na fragment polozony blizej
brzegu. Jezeli patrzymy na powierzchnie Stonca pod katem 6 do normalnej

do jego powierzchni, to promieniowanie do nas dochodzace bedzie miato

w przyblizeniu takie natezenie, jak pochodzace z glebokosci optycznej p

liczonej wzdluz normalnej. Odleglto$¢ r od srodka tarczy Stonca fragmentu

jego powierzchni, na ktéry patrzymy pod katem 6, okreslona jest wzorem

r/R =+/1—p?, gdzie r to odleglto$é katowa od érodka tarczy, R to promien
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katowy tarczy Slonca (rys. 2). Jak widaé¢, w Slofce najglebiej mozemy zajrzeé,
9 patrzac na $rodek jego tarczy. Gdy obserwujemy fragment polozony blizej
krawedzi, dochodza do nas fotony emitowane w warstwach potozonych wyzej.
Poniewaz w fotosferze temperatura roénie z glebokoscia, wiec najwieksze
natezenie promieniowania w $wietle widzialnym obserwujemy na $rodku tarczy
N Stonica. Innymi stowy zjawisko pociemnienia brzegowego moze by¢ uznane za
dowdd, ze w fotosferze Stonca temperatura rosnie z gtebokoscia.

Oddzialywanie fotonéw z materia silnie zalezy od ich energii. W zwigzku

z tym glebokosé optyczna réwna jeden osiagana jest na réznych poziomach

w zaleznosci od dlugosdci fali na jakiej obserwujemy. W modelach atmosfery
Rys. 2. Gdy patrzymy na tarcze Stofica Sl(?ﬁca jako wzorcowa najcz@éc}iej.podaje sug gl(gl?okoéé optyczn,@ na dlugosci
w odleglosci r od jej $rodka, widzimy fali 500 nm. Warstwa gazu, ktérej wlasnosci mozemy poznawaé za pomoca
promieniowanie wyemitowane pod pomiaréw pociemnienia brzegowego na tej dtugosci fali, ma grubos¢ okoto
katem 6 wagledem normalnej do jego 200 km (pomiedzy 7y = 0,05 a 1,0). To, Ze z obserwacji trudno podaé wartosé
powierzehni. pociemnienia brzegowego dla mniejszych p, zwiazane jest z rozdzielczoscia

katowa naszych obserwacji. Jak wynika z zaleznosci r/R = /1 — p?,

pomiar natezenia promieniowania odpowiadajacego p = 0,05 powinien

zostaé wykonany okolto 1” od krawedzi (katowy promien tarczy Slonca to

w przyblizeniu 960”).

Dla promieniowania w zakresie widzialnym i nadfioletowym mozna

w przyblizeniu przyjaé, ze im mniejsza dhugosé fali, tym wiekszy przekréj

1 czynny na oddzialywanie z materia. W zwiazku z tym warstwy o gltebokosci
optycznej réwnej jeden dla promieniowania o barwie niebieskiej czy w nadfiolecie
beda lezaly powyzej warstwy o 7500 = 1. Na rysunku 3 przedstawione sa

profile pociemnienia brzegowego na Stonicu dla trzech dlugoéci fali w zakresie
widzialnym (400, 500 i 600 nm). Jak juz wspomnialem, w barwie niebieskiej

] pociemnienie brzegowe jest silniejsze niz dla promieniowania odpowiadajacego
barwie czerwone;j.

Natomiast obserwacje prowadzone w dalekim nadfiolecie (musialy by¢ one
B Y a— wykonane sponad ziemskiej atmosfery) daja juz inny wynik. Na przyklad
' R ' na fali 155,5 nm jasnos¢ powierzchniowa tarczy Stonca poczatkowo spada,
gdy oddalamy sie od jej srodka, ale od pewnej odlegltosci zaczyna rosnacé.
Rys. 3. Profile pociemnienia braegowego  ()znacza to, ze obserwujemy promieniowanie z warstwy gazu, ktéra ma
obserwowanego na Storicu dla trzech , .. ..
réimych dlugosci fal (linia ciagla w atmosferze Stofica najnizsza temperature, wynoszacag w przyblizeniu 4400 K.
X = 600 nm, linia kropkowana A = 500nm Minimalna temperatura panuje w warstwie, ktérej glebokosé optyczna 7500
i linia przerywana A = 400 nm). jest ponizej jednej tysiecznej (a wige niemozliwa do zmierzenia w pociemnieniu
brzegowym w $wietle widzialnym). Na jeszcze krotszych falach obserwowane
jest pojasnienie brzegowe. Wynika z tego, ze poczawszy od pewnego poziomu
temperatura atmosfery slonecznej zaczyna rosnaé. Goretsza warstwe gazu
(o bardzo malej juz gestosci), znajdujaca sie powyzej fotosfery nazywamy
chromosfera. Mozna ja dostrzec golym okiem w czasie catkowitego za¢mienia
Stonca. Obecnos$é chromosfery jest typowa dla gwiazd majacych, podobnie

jak Stonce, otoczke konwektywna.

Obserwacje pociemnienia brzegowego nie ograniczaja si¢ do Stonca, cho¢
oczywiscie w przypadku innych gwiazd nie sa az tak doktadne. Uwzglednienie
tego zjawiska jest konieczne w wielu sytuacjach. W przypadku gwiazd
za¢mieniowych ksztalt krzywej zmian jasnosci uktadu zalezy od pociemnienia
brzegowego jego sktadnikéw. Bardzo duze zainteresowanie towarzyszy
poszukiwaniu planet pozastoneczych. Jedna z metod badawczych sa pomiary
zmian jasnosci gwiazdy, powodowanych przejéciem planety na tle jej tarczy.
Precyzyjne pomiary zmian blasku podczas za¢mienia oraz wtasciwy model
pociemnienia brzegowego dla gwiazdy umozliwiajg dos¢ doktadne ustalenie
wzglednych rozmiaréw gwiazdy i planety. Pociemnienie brzegowe moze

by¢ réwniez mierzone w sposéb bezposredni dla gwiazd o najwigkszych
srednicach katowych takich jak np. Betelgeuse. Najdokladniejsze jak do

tej pory pomiary pociemnienia brzegowego dla innej gwiazdy niz Stonce
zostaly wykonane w czasie obserwacji zjawiska mikrosoczewkowania
grawitacyjnego.
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Trojkatne liczydlo Pascala
Kamil WOZNICA®

Wspdlcezynniki dwumianowe zapisane rzedami dla kolejnych wartosci n tworza
interesujaca strukture zwana trdjkgtem Pascala. Trojkat ten ma bardzo duzo
ciekawych wlasnosci; my poshuzymy sie nim jako liczydlem, za pomoca ktorego
udowodnimy kilka tozsamoéci kombinatorycznych. Dowody te sa niezwykle
proste i bardzo sugestywne, dlatego moga mieé¢ zastosowanie w dydaktyce
matematyki.

Opis liczydia

—1 0 1 3 4
0 1 Zacznijmy najpierw od opisu samego liczydla. Jest to
2 1 1 ograniczona od géry nieskonczona szachownica, ktorej wiersze
2 ponumerowane sa liczbami 0,1, 2,..., a kolumny od lewej
2 1 2 do prawej liczbami ..., —1,0,1,2,.... Rozmieszczone sa
7 1 3 1 na niej liczby trojkata Pascala w ten sposéb, zeby liczba (Z)
- znalazla sie w n-tym wierszu i k-tej kolumnie (rys. 1).
A 1 4 4 1 Liczby te nazwiemy wartosciami odpowiednich pél.
7, Zakreskowane pola na rysunku maja wartoéé 0.
Rys. 1 Sposéb przyporzadkowania polom ich wartosci okresla reguta rekurencyjna:
1. jedno wyrdznione pole Py najwyzszego rzedu szachownicy ma wartosé 1.
o ) Pozostale pola tego wiersza maja wartosc 0;
2. wartosci a, b, ¢ trzech dowolnych pél, polozonych tak jak na rys. 2, wiaze
c zalezno$é: ¢ = a + b.
Stawiajac pionki na planszy z rysunku 1 przeksztalcimy ja w liczydto
Rys. 2 kombinatoryczne. Pionki beda dwoch rodzajow: biate i czarne. Kazdy pionek

Rys. 3

|5
J

Rys. 4

*student, Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

czarny na polu o wartoéci s ma wartos¢ s, a bialy na tym samym polu
ma wartosé¢ —s. Uklad wigkszej liczby pionkéw przedstawia sume wartosci
wszystkich pionkéw.

Niech P(k,n) bedzie polem lezacym na przecieciu k-tej kolumny i n-tego wiersza
(k € Z, n € N). Jego wartoscia jest liczba (7). Uklad zlozony z p pionkéw
czarnych stojacych na polach P(k1,n1),...,P(kp,ny) oraz g pionkéw bialych
stojacych na polach P(kpi1,np11), ..., P(kptq, Nptq) 0znaczaé bedziemy

za pomoca formalnej sumy
n, p+q s
(AN J

Jj=p+1
Pola P(k;,n;) nie musza by¢ rézne, moga by¢ to réwniez pola o wartosci 0.

p
53
i=1

3

Wyrazenie S mozna interpretowa¢ na dwa sposoby: albo jako uktad pionkdéw,
albo jako wartos¢ liczbowa tego ukladu. Przed symbolami (’lzl) mozna dopisaé
wspotezynniki a; € Z, przyjmujac, ze jesli a; jest dodatnie, to a; (Z) oznacza
uklad a; czarnych pionkéw na polu P(k;, n;), natomiast jesli a; jest ujemne, to
chodzi o |a;| pionkéw bialych na tym samym polu.

Niech bedzie dany uktad U pionkéw. Mozna oczywiscie na wiele sposobéw
zmieni¢ ten uklad tak, by otrzymac uktad V o tej samej wartosci co U. Wérdd
wszystkich operacji U — V' o powyzszej wlasnosci wyrdznia sie bardzo proste
manipulacje pionkami, ktére bedziemy nazywacé operacjami elementarnymi:

1. zastapienie pary pionkéw czarnych, z ktérych jeden stoi na polu P(k,n),
a drugi na polu P(k + 1,n) jednym pionkiem czarnym stojacym na polu
P(k+1,n+1), co ukazane jest na rys. 3; oznaczmy te operacje przez fa,
gdzie A= P(k+1,n+1);
. manipulacja f; ! odwrotna do fa (rys. 4);
3. postawienie na dowolnym polu A pary przeciwnej: jednego pionka bialego
i jednego pionka czarnego lub zdjecie z dowolnego pola takiej pary pionkow.

[\



4. postawienie pionka na dowolnym polu o wartosci 0 lub zdjecie pionka
z takiego pola.

Analogiczne operacje definiujemy takze dla pionkéw biatych.

Czynnosciowe dowody tozsamosci kombinatorycznych

Dowody te beda polegaly na przeksztalcaniu za pomoca operacji elementarnych
odpowiednich uktadéw pionkéw (lewa strona tozsamosci) do innych uktadéw
(prawa strona tozsamosci). Bardzo wazna sprawa w zrozumieniu tych dowodéw
sg ich graficzne ilustracje. Po ich przeanalizowaniu kazdy bez wigkszego
problemu opisze kroki jakie nalezy wykonaé¢. Na ilustracjach obowiazuje zasada:
uktad pionkéw otoczonych pogrubiona ramka (jesli na rysunku jest taka ramka)
ma te samag warto$é¢, co uklad pionkéw poza ramka. Jedli na rysunku jest kilka
ramek, a wiec i kilka ukladow, to wszystkie one maja te sama wartosc.

Przejdzmy wiec do przykltadow.

%EF%@EF%@E{@%@%{%
7

Przyktad 1. (g) - (T) + (Z) (1) (Z) =0 (rys. 5).

Dowdd. Za pomoca operacji typu f;l zamienmy kazdy z pionkow ukladu, ktory
odpowiada lewej stronie tozsamosci, na dwa pionki w wierszu n — 1, a nastepnie
zdejmijmy z planszy wszystkie pary przeciwne (jest ich n) oraz oba pionki
stojace na polach zerowych P(—1,n — 1) i P(n,n — 1). Otrzymamy uktad pusty,
ktérego wartosé jest réwna 0. [J

‘n
.

Rys. 6

Przyktad 2. (g) + (T) + (Z) N (Z) — 2" (rys. 6).

Dowdd. Uklad pionkéw reprezentujacych lews strone réwnania oznaczmy
przez U,, a jego wartos¢ symbolem u,,. Za pomoca operacji f;l przesunmy
uktad U,, do wiersza n — 1 i zdejmijmy z planszy oba pionki z pdl zerowych.
Otrzymamy w ten sposob uktad 2U, ;. Stad mamy zwiazek u,, = 2u,_1.
Wiemy, ze ug = 1. A wigc mamy szereg geometryczny o pierwszym wyrazie
rownym 1 i ilorazie réwnym 2. Stad w,, = 2™. [

Przyktad 3. Niech n bedzie dowolng liczbg
naturalng, a ky, czescig catkowitq %n Wowczas
cigg (wy,), ktérego n-ty wyraz wynosi

7 @) () (7)o (U5)

() : n=0,1,2,..., jest ciggiem Fibonacciego.

Dowdd. Ustawmy k42 + 1 czarnych pionkéw na

\G!

liczydle w uklad W, 2 (rys. 7). Kazdy pionek z tego

n+1

uktadu przeksztatcamy za pomoca operacji fgl. Po

zdjeciu pionkéw z pél o wartosci zero otrzymujemy
dwauktady W, i W, 1. Mamy wiec tozsamos¢ wy, 12 =

Rys. 7

= W41 + Wy, ponadto wg = 1 oraz wy = 1. A wiec
ciag wg, wy, wa, . .. jest ciagiem Fibonacciego. O



k . .
Przyktad 4. (Z) =3 (j’) (Z_;) gdzie 0 < i < n.

j=0

Dowdd. Niech Uy bedzie uktadem zlozonym z jednego pionka na polu
A= P(k,n).

Wykonujemy operacje f;l i oznaczamy symbolem U; otrzymany uktad dwoch
pionkéw w wierszu n — 1. Nastepnie kazdy z pionkéw ukladu Uy za pomoca
tego samego przeksztalcenia zamieniamy na réwnowazna mu pare pionkow
w wierszu n — 2; otrzymamy w ten sposob uklad U,. Wyzej wymienione
operacje powtarzamy az do otrzymania uktadu U,,. Rysunek 8 pokazuje kilka
poczatkowych uktadow Uy, Uy, Us, ..., U,.

® | o o|eee e o] o |u

° .0. .0. ° Us

° o o |1y

° ° U,

n o Uy

Rys. 8

Wspélezynniki a; ;, oznaczajace liczbe pionkéw w j-tym polu uktadu U;, mozna
tatwo wyznaczy¢ zauwazajac zaleznosé:

Qj5 = Qi+1,5 + Qig1,5+41,
a zatem liczby pionkéw na polach ukladow U; tworzg odwrocony tréjkat

Pascala; to oznacza, ze
i
ai; =1 .).
Stad mamy szukana tozsamos¢:
Eo,. .
n i\ [n—i
= , dzie 0 <7 < n.
(k) Z; (a) (kj) seTs

Niektére skladniki tej sumy moga byé réwne 0. O

Po tak dokladnie opisanych przykladach nie powinno by¢ juz zadnego problemu
z dowodami tozsamosci (1) 1 (2):

n " n+j n+r+1
1 = lar=0,1,2,...
M) (k+1)+z( k ) ( k41 ) dlar =012,

Jj=0

2 (@)= () G2 G e ()

gdzien > k > 0.

Tlustracja do nich sa odpowiednio rysunki 9 i 10.

<A
=

n+r+1 ° n °

o e .mmm»
Sz

n+r

Rys. 9 Rys. 10

Polecam tez zajrzenie do artykulu Przemystawa Nowickiego Trdjkatne liczydlo
Pascala, Wiadomosci Matematyczne XXV (1983).
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Protokoél posiedzenia Jury XXX Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki

Jury Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki w sktadzie:

Antoni Leon Dawidowicz — przewodniczacy, Marcin Hauzer, Marek Kordos,
y Maria Lupa, Agnieszka Wojciechowska-Waszkiewicz, Jarostaw Wréblewski,

na posiedzeniu w dniu 2 lipca 2008 roku w Czestochowie, po wystuchaniu

prezentacji prac dopuszczonych do finalu, biorac pod uwage dobor tematu,

tres¢ pracy i sposéb jej prezentacji, postanowito:

1) przyznaé¢ zloty medal i nagrode pieniezna 1300 zl
ufundowana przez Ministerstwo Edukacji Narodowej oraz
kalkulator naukowy Casio ufundowany przez firme Zibi
Joachimowi Jelisiejewowi z I LO im. Adama
Mickiewicza w Bialymstoku za prace Nieréwnosci
miedzy $rednimi;

2) przyznaé dwa srebrne medale i nagrody pieniezne

po 1000 zt ufundowane przez Ministerstwo Edukacji
Narodowej oraz kalkulatory naukowe Casio ufundowane
przez firme Zibi

Marthcie Ubik z IT LO im. Kréla Jana III Sobieskiego
w Krakowie za prace Punkty charakterystyczne na
prostej Eulera

oraz

Adamowi Wyrzykowskiemu z Gimnazjum nr 8 w ZSO
nr 4 im. Cypriana Kamila Norwida w Olsztynie za prace
Podzielnosé liczb w poziomych rzedach trojkgta Pascala;

3) przyznaé dwa brazowe medale i nagrody pieniezne
po 700 zt ufundowane przez Ministerstwo Edukacji
Narodowej oraz kalkulatory naukowe Casio ufundowane
przez firme Zibi

Mikotajowi Binkowskiemu z IT LO im. Kréla Jana
ITT Sobieskiego w Krakowie za prace Combinatorial
Nullstellensatz w kombinatoryce przestrzennej

oraz

Jackowi Rzeniewiczowi z I LO im. Mikotaja
Kopernika w Gdansku za prace Numeryczne
rozwigzywanie problemow matematycznych;

4) wyrazi¢ podzigkowania i wreczy¢ dyplomy
honorowe oraz nagrody pieniezne po 400 zt
ufundowane przez Ministerstwo Edukacji
Narodowej nauczycielom-opiekunom laureatéw:
Michailowi Borsukowi, Andrzejowi Daszke,
Jackowi Dymelowi oraz Piotrowi Grzeszczukowi.

Ponadto wszyscy finalisci 1 opiekunowie prac otrzymali nagrody ksigzkowe
oraz rzeczowe ufundowane przez Wydawnictwo WNT, Gdanskie Wydawnictwo
Oswiatowe, Wydawnictwa Uniwersytetu Warszawskiego oraz firme Zibi.

podpisy Czlonkéw Jury

Regulamin Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki

1. Konkurs organizowany jest corocznie przez Zarzad
Gléwny Polskiego Towarzystwa Matematycznego i redakcje
miesiecznika Delta, przy poparciu Ministerstwa Edukacji
Narodowe;j.

2. W konkursie moga bra¢ udzial uczniowie wszystkich
typéw szkot.

3. Konkurs sklada si¢ z eliminacji i finatu.

4. W eliminacjach bierze udzial kazdy uczen, ktory

w terminie do 1 kwietnia przesle pod adresem redakcji
Delty jeden egzemplarz swojej pracy matematyczne;j.
Do pracy nalezy dotaczyé nastepujace informacje:

e adres prywatny autora,

e klasa, nazwa i adres szkoty;

e imie, nazwisko i adres opiekuna pracy.

(Mozna wypetnié¢ formularz ze strony
www.mimuw.edu.pl/delta.)

5. Praca powinna zawiera¢ samodzielny wktad ucznia

i pelng informacje o zrédtach, z ktorych korzystat jej autor.
Prace czysto kompilacyjne nie beda dopuszczone do finatu
konkursu.

6. Prace nadestane na eliminacje zostang ocenione

przez Jury Konkursu i kompetentnych recenzentéow.

Te sposrdéd prac, ktére spetniaja warunki konkursu, zostana
zakwalifikowane przez Jury do finatu. Final odbedzie sie

w trakcie dorocznej Sesji Naukowej Polskiego Towarzystwa
Matematycznego.

7. Zawiadomienia o zakwalifikowaniu do finalu zostana
przestane autorom prac i ich opiekunom przed koncem roku
szkolnego.

8. Finalici i opiekunowie ich prac otrzymaja od Zarzadu
Gléwnego PTM zaproszenia do udzialu w Sesji na koszt
Towarzystwa.

9. Final polega na wygtoszeniu (nie odczytaniu) przez
ucznia, podczas specjalnego otwartego posiedzenia Sesji,
referatu (trwajacego nie dluzej niz 15 minut) i wzieciu
udziatu w dyskusji na temat, ktéremu poswiecona byta
praca.

10. Rezultaty finatu oceni Jury Konkursu. Jury bedzie brato
pod uwage, oprécz merytorycznej wartosci pracy, rowniez
samodzielno$é i oryginalnosé ujecia tematu oraz przebieg
referatu i dyskusji. Jury przyznaje medale: zloty, srebrny,
brazowy i wyrdznienia oraz nagrody pieniezne ufundowane
przez Ministerstwo Edukacji Narodowe;.

11. Ogtloszenie wynikéw finalu nastepuje w trakcie Sesji
Naukowej Polskiego Towarzystwa Matematycznego. Medale
wrecza Prezes Towarzystwa. Wszyscy uczestnicy finatu i ich
opiekunowie otrzymuja dyplomy.

12. Wyniki konkursu i skrét zwycieskiej pracy beda
opublikowane w miesieczniku Delta.

13. Jury Konkursu jest powolywane przez Zarzad Gtéwny
PTM na wniosek Redakcji Delty.
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Tyczki zatopione w studni (1) Katarzyna DYMARA
Oto stare zadanie (rzekomo wymys$lone przez egipskich kaplanéw) o dwéch tyczkach,
ktére utknely w studni, krzyzujac sie¢ na ustalonej wysokosci. Niewiele mozna
w nim dokladnie obliczy¢, ale nietrudno zauwazy¢ rézne nieréwnoséci. Zapraszamy do
E poszukania ich uzasadnien. Wystarcza do tego elementarne twierdzenia z geometrii
3 gimnazjalnej, cho¢ czasem mozna ,pdjs¢ na tatwizne” i odwotaé sie do znajomosci
/ trygonometrii.
2 Dawno, dawno temu w starozytnym Egipcie do studni wpadl 2-metrowy drag,
1 a za nim 3-metrowy drag. Skrzyzowaly sie na wysokoéci 1 m od dna studni.
Poréwnaj podane liczby, dtugosci odcinkéw i pola tréjkatow, zastepujac wielokropek
znakiem réwnosci, nieréwnosci lub zapytania (jesli na podstawie danych nie da sie
D H A rozstrzygnaé, czy i jaka nier6wnos¢ zachodzi).
1° JAG| ... 1 6° |FG| ... 2 11° |AE| ... |[DF| 16° |BC| ... |DE| 21° |FG| ... 2|AG| 26° |AB| ... 2|AD|
2° |AG| ... 2  7° |AH| ... 1 12° |AG| ... |[FG| 17° |CF| ... |GH| 22° |DG| ... 2|GE|  27° Pagnm ... Ppcnu
3 |DG| ... 1 8 |AD| ... 2 13° |AG| ... |DG| 18° |AB| ... |AF|  23° |DH| ... 2|AH| 28° Pagp ... Poer
4° |DG| ... 2 9° |AB| ... 1 14° |AE| ... |AH| 19° |AB| ... |CD| 24° |DF| ... 2|GH|  29° Papc ... Pach
5° |AE| ... 1 10° |BC| ... 2 15° [DG| ... |FG| 20° |DF| ... |[DE| 25° |FG| ... 2|GH| 30° Papg ... Papr

(2)

Zanim w XIX wieku odczytano poprawnie egipskie
papirusy, powstato wiele btednych interpretacji
starozytnego pisma hieroglificznego. Nie wszystkie
zapisy odszyfrowano precyzyjnie i tak powstaty mity,
czasem sprytnie wykorzystane przez kolejne pokolenia
do whasnych (niekoniecznie niecnych) celéw. Oto stare
zadanie (rzekomo wymyslone przez egipskich kaptandw)
o dwoch tyczkach, ktére utknety w studni, krzyzujac sie
na ustalonej wysokosci.

Tyczki zatopione w studni

Dawno, dawno temu
w starozytnym Egipcie
do studni wpadt
2-metrowy drag, a za
nim 3-metrowy drag.

Malgorzata MIKOLAJCZYK

Stosujac twierdzenie Pitagorasa, obliczamy wysoko$ci,
na jakich opieraja sie obie tyczki. Dalej oznaczmy
przez x' i 2" czedci odcinka . Z podobienstwa tréjkatow
(jakich?) mamy:
x x x
skad 2’ = ———,
e V4 — a2
B T T
I V9—2a? V9 — a2
Wstawiajac te wyniki do réwnosci 2’ + 2"/ = x,
otrzymujemy:

TV
skad 2" =

x . x
Vi —z22 /9 — 22
Jest to réwnanie z jedna niewiadoma x. Dzielac obie
strony przez x i przeksztalcajac, dostajemy:

Va—22+/9—22 =\/4—22.1/9— 22

=x.

922 3 . ) Podnoszac dwukrotnie do kwadratu i dalej
Skrzyzowaly si¢ na przeksztalcajac, otrzymamy ostatecznie:
wysokoéci 1 m od 8 6 4 2
x® —22z° 4+ 1632~ — 4542° 4+ 385 =0
2 4—22 dna studni. Jaka byla o _ + ) ) N i
. szeroko$é tej studni? czyli rowpiaunle S‘,copnla' 6smego, ktore tatwo mozna
sprowadzi¢ do réwnania stopnia czwartego (jak?).
o o Wzory na rozwiazania takich réwnan odkryto dopiero
z w XVI wieku, a w XX wieku nauczono rozwiazywania
takich rownan komputery.
Oto rozwiazanie ,wyprodukowane” programem Maple. Szukane x jest rowne
1 V3 37 + (43525 +1200v/39)%/3 + 1225 /3 e (43525 4 1200+/39)2/3 + 1225 144//3
2 6 (43525 + 12001/39)2/3 + 1225

/43525 + 1200v/39 6

co w przyblizeniu daje x =~

Najdziwniejsza w tym zadaniu nie jest jednak odpowiedz,
ale... kuriozalne pytanie. Wszak budowniczowie
piramid, znani ze zdroworozsadkowego wykorzystania
geometrii do praktycznych probleméw, z tatwoscia
zmierzyliby szerokosé studni bez wrzucania do niej tyczek
i wyznaczania odlegtosci miejsca ich zetkniecia od dna.
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3/43525 + 1200v/39

37 +

}/43525 + 1200/39

1,2311857. .. (odradzamy sprawdzanie na kalkulatorze :).

Mamy tu zatem klasyczny przyktad mitu.
Prawdopodobnie zadanie to powstato duzo pdzniej,
sformulowane przez odkrywcow wzoréw na rozwiazania
rownan stopnia czwartego. Wymyslili oni opowiesé

o studni egipskiej, by rozpropagowaé swoj wynik i pokazaé
uzytecznosé podanych wzoréw. Ot, taki chwyt reklamowy.



Tyczki zatopione w studni (3)

Skoro zdemaskowaliSmy zadanie

o tyczkach wrzuconych

do studni i wiemy, ze nie pochodzi ono z autentycznych

egipskich papiruséw, sprébujmy
jego rozsadniejsza wersje.

©
I
8
|
w

<

sformutowac i rozwiazac

Dawno, dawno temu

w starozytnym

Egipcie (?) do studni

o znanej szerokoéci x
wpadl 2-metrowy drag,
a za nim 3-metrowy
drag. W jakiej
odlegltosci od dna
studni skrzyzowaly sie?

Jak poprzednio, korzystamy z podobienstwa trojkatow,

otrzymujac:
x’ T
— = ——, skad
Yy V44— a2 ¢
1
R skad

= xry
Nz
xr
2 = Y

Krzysztof OMILJANOWSKI

Poniewaz z’ + 2’/ = z, mamy:
x x
Y + Y
Va—22 9 — g2
skad dalej wyznaczamy y:
VA —2? 9 — a2
Y VA =12+ 9 — 22
W ten sposéb obliczyliémy y jako funkcje zmiennej x.

=T

)

Wykres tej funkeji wyglada nastepujaco:

v y= Vi—22-vV9—2?
4—22 +V9 -2
1
0,5F
0,5 1 1,5 2z
1,2311857...

Nie jest zaskoczeniem, ze jest to funkcja malejaca

i dla x bliskich 2 przyjmuje wartosci prawie réwne 0.
Zastanawiajace jest natomiast, ze dla bardzo waskich
studni (czyli dla x &~ 0) mamy y ~ 1,2.

Oczywiscie mozemy z tego wykresu odczytaé przyblizone

rozwiazanie poprzedniej wersji zadania o studni.

Konkurs polega na przedstawieniu
opracowania jednego z tematéw
zaproponowanych przez Jury (wraz

z bibliografia) lub tematu wlasnego
oraz — w przypadku zakwalifikowania
si¢ do finalu — krétkim, publicznym
zreferowaniu tego opracowania.

W roku 2008/9 zaproponowane przez
Jury tematy to: nietypowe funkcje,
jednowymiarowe uktady dynamiczne,
geometria w geografii, geometria

na powierzchniach, rézne metody

dowodzenia, pewnik Archimedesa, pewnik

wyboru, zbiezno$é ciggéw funkcyjnych,
utamki proste, iteracje, planimetryczne
zadania o wielu rozwigzaniach.

Sejmiki organizuje Pracownia Matematyki

Patacu Mtodziezy w Katowicach we

wspoélpracy z Uniwersytetem Slqskim;

www.pm.katowice.pl/pracownia
/matematyka

Wyniki XXV Ogélnopolskiego Sejmiku Matematykéow
Katowice—Wista, 5—8 VI 2008

Jury w skladzie: prof. dr hab. Maciej Sablik — przewodniczacy,

dr Marian Podhorodynski — zastepca przewodniczacego, dr Lech Bartlomiejczyk,

dr Tomasz Bielaczyc, dr Adrian Briickner, dr Wtodzimierz Fechner,

mgr Zywilla Fechner, dr Maria Gérnioczek, mgr Renata Kawa,

mgr Tomasz Kochanek, prof. dr hab. Mieczystaw Kula, dr Janusz Morawiec,
dr Katarzyna Osiak, dr Barbara Przebieracz, dr Beata Rothkegel,

mgr Marcin Serwecinski, dr Anna Szczerba-Zubek,

przyznalto

I miejsce Jackowi Rzeniewiczowi z I LO w Gdansku za prace

Numeryczne rozwigzywanie problemow matematycznych;

IT miejsce Gustawowi Sierzputowskiemu z [ LO w Bydgoszczy za prace
Graficzna interpretacja sum ciggow arytmetycznych;

IIT miejsce Tomaszowi Smolarczykowi z I LO w Pszczynie za prace
Kongruencje. Wlasnosci i zastosowanie;

IV miejsce Piotrowi Misce z IV LO w Sosnowcu za prace
O dwdch ciekawych ciggach, czyli cigg Fibonacciego i cigg Lukasa na bis;

V miejsce Angelice Musze z Palacu Mlodziezy w Katowicach za prace

Cykle Hamiltona w grafach.

W glosowaniu nauczyciele nagrodzili Jacka Rzeniewicza, a uczniowie
Jacka Rzeniewicza i Gustawa Sierzputowskiego.
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Maia deld

Wieloliscie

W poprzedniej Malej Delcie zajmowaliSmy sie jednym z okien

paryskiej katedry Notre Dame, ktore wyglada tak jak na rysunku 1.
PrzygladaliSmy sie geometrii tego okna i wiemy juz, w jaki sposoéb
narysowaé ostrotuki i wpisa¢ w nie okregi. Pozostalo nam wypelnienie
okregéw i najmniejszych ostrolukéw (rysunek 2).

W tym artykule zajmiemy sie wypelnieniem okregéw. Figury
geometryczne, ztozone z kilku tukéw, znajdujace sie wewnatrz tych
okregéw, nazywamy wielolisS¢émi. W najwiekszym okregu, na samej
gorze okna, znajduje sie szesciolié¢. W dwoch mniejszych okregach nizej
widzimy dwa czterolidcie. Innym wielolisciem, czesto wystepujacym

w sztuce gotyckiej, jest tréjlisé. Na rysunku nizej widzimy te trzy
wieloliscie: trojlisé, czterolisé i szedciolidé.

Rys. 1

Wieloliscie tworzymy z tukow okregéw kolejno stycznych zewnetrznie

o $rodkach w wierzchotkach wielokata foremnego. Chcemy przy tym,
by te okregi bytly styczne wewnetrznie do okregu o danym promieniu.
Przyjmijmy, Zze promien tego duzego okregu wynosi 1. Chcemy obliczy¢
promienie okregéw wewnetrznych oraz odlegtosci srodkéw tych okregow

od érodka duzego okregu.

Rys. 2
Zrébmy to najpierw dla trojliscia. Niech A, B i C beda srodkami malych
okregéw (rys. 3). Niech r bedzie dlugoscia promieni tych matych okregéw.
Niech O bedzie srodkiem duzego okregu i niech D bedzie punktem
stycznosci duzego okregu z malym okregiem o $rodku w punkcie C.
Zauwazmy, ze punkty A, B i C' sa wierzchotkami tréjkata réwnobocznego

“ o boku réwnym 2r. Odcinek OC' jest promieniem okregu opisanego na
AYA tréjkacie ABC. Wiadomo, ze promien okregu opisanego na trdjkacie

réwnobocznym jest réwny 2 wysokosci h tego trojkata. Mamy zatem:

)

27"2\/3:7'\/3’

o0 =2 V3

Rys. 3 3 3
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h =




Rys. 5

Rys. 6

Poniewaz
oC+CD=0D =1,

wiec otrzymujemy réwnanie z niewiadoma r:

27“?:/3 =1
Nietrudno rozwiazaé¢ to réwnanie:
3
r=——0 =2/3-3.
2v3+3
Stad dostajemy
OC =4 -2V3.

Wiemy juz, gdzie leza srodki matych okregéw i jakie sa promienie tych
okregéw. Mozna tez zauwazy¢, ze odcinki o dlugoéciach 2v/3 —3 i 4 — 23
mozna tatwo skonstruowaé¢ za pomoca cyrkla i linijki.

Zajmijmy sie teraz czteroliéémi. Srodki A, B, C' i D malych okregéw

o promieniu 7 sa teraz wierzcholtkami kwadratu o boku 2r (rys. 4).
Punkt E jest punktem stycznosci duzego okregu (nadal o promieniu 1)
z malym okregiem o srodku w punkcie D. Zauwazmy, ze odcinek OD,
bedacy promieniem okregu opisanego na kwadracie ABC D, jest potows
przekatnej tego kwadratu. Zatem

V2

OD = 5

Nastepnie
OD+DE=0F =1,
skad otrzymujemy réwnanie z niewiadoma r:
V2471 =1

Rozwiazaniem tego réwnania jest

1
=—— =V2-1.
" V241

Wreszcie

OD=2-V2.
Znéw nietrudno skonstruowaé za pomoca cyrkla i linijki odcinki
o dtugosciach v2 —11i 2 — V2.

Wiemy juz, gdzie leza Srodki maltych okregéw i umiemy te okregi
skonstruowaé. Dwa okregi naszego okna mozemy wiec juz wypelnic.
Zajmijmy sie teraz szesciolisémi. Srodki A, B, C, D, E i F malych
okregbéw sa teraz wierzchotkami sze$ciokata foremnego o boku 2r (rys. 5).
Stad wynika, ze trojkat AOF jest réwnoboczny, czyli
OF =2r.

Zatem

1=0G=0F+ FG =2r+r =3r,
skad otrzymujemy

To pozwala nam wrysowaé teraz wielolicie w puste okregi z rysunku 2.
Pozostaja do narysowania matle tuczki w najnizszych ostrotukach.
Zajmiemy sie tym w nastepnym numerze.

Matqg Delte przygotowal Wojciech GUZICKI
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Rys. 1. Fragment kraty Gaussa

wraz z warto$ciami pewnej funkcji
harmonicznej.

Rys. 3. Dwa przyktady operacji brania
otoczki wypuklej zbioru.

*student, Uniwersytet Szczecinski

O twierdzeniu Kreina—Milmana
Lukasz GRABOWSKI™

Jak brzmi zadanie?

Przez krate Gaussa rozumiemy zbiér punktéw na plaszczyznie o obu wspotrzednych
calkowitych. Punkty kraty Gaussa bedziemy zapisywaé jako pary wspolrzednych
(np. (a,b) lub (2,4)).

Przez funkcje harmoniczng rozumiemy funkcje rzeczywista f okreslong na
punktach kraty Gaussa, ktéra posiada nastepujaca wlasnosé: dla kazdego punktu
(a,b) kraty Gaussa zachodzi

fla+1,0)+ f(a—1,b)+ f(a,b—1)+ f(a,b+1)
() f@b)= S .
Innymi stowy, wartos¢ funkcji f w danym punkcie jest rednia arytmetyczna
wartosci funkeji f w punktach sasiednich.

Nazwa ,funkcja harmoniczna” nie jest zwiazana z tematem artykulu, a pochodzi
stad, ze funkcje o powyzszej wlasnoéci pojawiaja sie, gdy bada sie od strony
matematycznej rozklad dZzwieku (np. akordu gitarowego) na harmoniki (czyli
najprostsze, pojedyncze dzwigki).

Zadanie 1. Niech f bedzie funkcjg harmoniczng o wartosciach ograniczonych
przez 1 i —1. Dowiesé, Ze [ jest funkcjq stalq.

Zadanie to da sie (podobno) rozwiazaé¢ ,klasycznymi” metodami, tzn. poprzez
pracowita, ale ,szkolna”, analize wtasnosci funkcji f. Istnieje jednak rozwiazanie,
ktére da sie powiedzie¢ i zrozumie¢ w 20 sekund, ale ktore jest ,nieszkolne”:
polega na analizie wlasnoéci zbioru wszystkich funkcji harmonicznych. Zeby sie

z nim zapoznaé, trzeba najpierw przyswoié sobie kilka nietrudnych pojec.

Kilka nietrudnych poje¢ i pozornie niezwigzane
z poprzednim zadanie

Musimy niestety operowaé¢ wysokowymiarowymi przestrzeniami euklidesowymi,
tzn. uogdlnieniami zwyktej ptaszczyzny oraz zwyktej przestrzeni tréojwymiarowej.
Bedziemy zajmowaé sie przestrzenia n-wymiarowsg R, gdzie n jest pewna liczba
naturalna. Jezeli Czytelnik nie ma obycia z takimi przestrzeniami, to powinien
mie¢ przed oczyma plaszczyzne i przestrzen tréjwymiarowa. Punkty przestrzeni R”
to ,n-tki” liczb (a1, ..., a,); bedziemy je oznacza¢ wektorowo, np. p, ¢.

Podzbidér przestrzeni n-wymiarowej A C R™ nazywa sie wypuklym, jezeli wraz
z kazdymi swoimi dwoma punktami zawiera rowniez odcinek je taczacy.

a b ¢ d e
Gummamt =
y ) /,
< R [ — @000
/ N - \
N - <
Rys. 2. Przyklady zbioréw wypuklych: a) odcinek obustronnie domkniety, b) odcinek otwarto-domkniety,
c) wielokat bez brzegu, d) zbiér, ktérego brzeg tylko cz¢Sciowo do niego nalezy, e) otwarta pélprosta.

Zostawiamy Czytelnikowi rozwiazanie nastepujacego zadania.
Zadanie 2. Przekroj dowolnie wielu zbiorow wypuklych jest zbiorem wypukiym.

Punktem ekstremalnym zbioru wypuklego A C R™ nazywamy taki punkt p' € A,
ktory nie lezy wewngtrz zadnego odcinka o koncach w A. Zbiér wszystkich
punktéw ekstremalnych zbioru A oznaczamy Ext(A). Zbiér wypukly moze

nie mie¢ punktéw ekstremalnych (rys. 2c¢ i 2e), moze ich mie¢ kilka (rys. 2a, 2b
i 2d) lub mnéstwo (na przyklad kolo wraz ze swoim brzegiem). Otoczka wypukia
danego, niekoniecznie wypuklego, zbioru B C R™ to najmniejszy (w sensie
zawierania zbioréw) zbiér wypukly, ktéry zawiera B. Otoczke wypukla zbioru B
oznaczamy Conv(B) (od ang. convez, czyli wypukty).
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Rys. 4. Geometryczna interpretacja
funkcji liniowej R? — R.

To, ze F osiaga maksimum na zbiorze A
jest intuicyjnie jasne i wynika z tego,

ze A jest ograniczony i domkniety.
Czytelnik moze sprawdzié, ze oba te
zalozenia sg istotne — w przeciwnym
przypadku funkcja F' nie musiataby
osiggaé¢ maksimum na zbiorze A.

JestesSmy zainteresowani pytaniem ,kiedy otoczka wypukla zbioru
punktéw ekstremalnych zbioru wypuktego A jest réwna A?” (czyli ,kiedy
Conv(Ext(A)) = A?”). Przyklady pokazuja, ze nie dla wszystkich zbioréw
wypuklych A tak jest (w przypadku otwartej p6iprostej i kota bez brzegu
otoczka zbioru punktéw ekstremalnych jest zbiorem pustym; w przypadku
domknietej péiprostej otoczka zbioru punktéw ekstremalnych jest jednym
punktem). Sugeruja tez, ze by¢ moze da sie rozwiazaé takie zadanie.

Zadanie 3 [Mark Krein, David Milman, 1940]. Zaldzmy, Ze podzbidr A
przestrzeni R™ jest wypukly, domkniety i ograniczony. Wykazaé, Ze wowczas
Conv(Ext(A)) jest réwne A.

Intuicyjnie, patrzac na poprzednie przyktady, wiadomo, co to znaczy, ze zbior
jest domkniety. Sciélej, dany zbiér B C R™ jest domkniety, gdy spelniona jest
nastepujaca wlasnosé: jezeli {b:}fil jest ciagiem punktéw B, ktéry zbiega do
pewnego punktu ¢ w R”, to réwniez ¢ € B. Na rys. 2e latwo wskazaé ciag,
ktorego wszystkie elementy zawarte sa w otwartej potprostej, ale ktérego granica
juz do niej nie nalezy, bo jest ,brakujacym” koncem. W przypadku obustronnie
domknietego odcinka nie da si¢ wskaza¢ podobnego ciagu.

Zanim przejdziemy do rozwiazania zadania 3 potrzebujemy jeszcze jednego
pojecia: funkcja F : R™ — R nazywa sie liniowa, jesli dla kazdych dwoch
punktéw p, ¢ € R™ zachodzi F(p+ ¢) = F(p) + F(q) oraz dla kazdej liczby
rzeczywistej a zachodzi F(ap) = aF (p). Geometrycznie o niezerowej
funkcji liniowej mozna mysle¢, ze jest to wybor pewnej podprzestrzeni

(n — 1)-wymiarowej K, na ktoérej funkcja sie zeruje i prostopadtego do niej
wektora ¥, wzdluz ktérego funkcja rosnie i na ktérym funkcja przyjmuje
warto$é 1. Jest jasne, ze kazdy inny punkt p'jest suma wielokrotnosci
wybranego wektora, powiedzmy av, i jakiego$s wektora wyrdznionej
podprzestrzeni, powiedzmy k € K, wiec wartosé F(p) jest jednoznacznie
wyznaczona (rys. 4):

F(p) = F(k) + F(a?) = 0+ aF(7) = a.

Funkcje liniowe sa dla nas wazne ze wzgledu na nastepujace dwa zadania, ktére
Czytelnik moze samodzielnie rozwiazaé¢ (w tym celu dobrze jest zrobi¢ rysunki).

Zadanie 4. Niech dana bedzie funkcja liniowa F : R™ — R i niech r € R.
Wowczas

F'(r):={peR": F(p) =1}
jest zbiorem wypuklym i domknietym (ten zbidr to w rzeczy samej podprzestrzeri
(n — 1)-wymiarowa, jesli tylko funkcja F nie jest funkcjq zerowq).

Zadanie 5. Niech dana bedzie funkcja liniowa F : R™ — R i niech r € R. Ponadto
niech w R™ dany bedzie zbidr wypukly A. Zaléimy, ze F przyjmuje warto$é r

w pewnym punkcie zbioru A oraz nie przyjmuje wartosci wiekszej niz r w Zadnym
punkcie zbioru A. Rozwazmy zbiér AN F~Y(r). Zbior ten jest wypukly ze wzgledu
na zadanie poprzednie i zadanie 2. Dowie$é, ze kazdy punkt ekstremalny tego
zbioru jest takze punktem ekstremalnym zbioru A.

Rozwigzanie zadania 3. Wpierw zauwazmy, ze zbiér A spelniajacy warunki
zadania ma przynajmniej jeden punkt ekstremalny. Dowiedziemy tego przez
indukcje ze wzgledu na wymiar przestrzeni, w ktérej znajduje sie A. Jezeli

A C R, tzn. A lezy na prostej, to w A jest element najmniejszy i najwiekszy,
i sa one punktami ekstremalnymi (Czytelnik powinien uzasadnié, jak z zalozen
o zbiorze A wynika, ze ma on element najmniejszy i najwickszy — wszak tatwo
podaé przyklady zbioréw na prostej, ktére nie maja takich elementéw).

Zalézmy prawdziwosé tezy dla n — 1. Wezmy dowolna funkcje liniowg F': R™ — R
i zal6zmy, ze maksimum tej funkcji na zbiorze A to r € R. Zauwazmy, ze zbior
AN F~Y(r) réwniez jest ograniczony, wypukly i domkniety. Z drugiej strony,
F~1(r) to przestrzen (n — 1)-wymiarowa, a zatem z zalozenia indukcyjnego wynika,
ze AN F~1(r) ma przynajmniej jeden punkt ekstremalny. Z poprzedniego zadania
mamy, ze taki punkt jest punktem ekstremalnym dla catego A.
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Odcinek w R laczacy punkty

a = (al,aQ,...) ib= (bl,bQ,...)
definiujemy analogicznie jak

w przestrzeniach skonczenie wymiarowych
jako zbiér punktéw postaci ta + (1 — t)b
dla t € [0, 1].

Przystepujemy do wlasciwego rozwiazania. Zalézmy nie wprost, ze
Conv(Ext(A)) # A, zatem istnieje punkt a € A, ktdry jest poza Conv(Ext(A)).
Zauwazmy co nastepuje.

Fakt 1. Jest intuicyjnie jasne, Ze istnieje funkcja liniowa F, ktora w a przyjmuje
wartos¢ wiekszq niz w jakimkolwiek punkcie Conv(Ext(A)).

Powiedzmy dla przykladu, ze A jest podzbiorem plaszczyzny; skoro a nie nalezy
do Conv(Ext(A)), to mozna oddzielié¢ a od Conv(Ext(A)) jakas prosta [ (to jest
prawda, co wynika z wypuklosci Conv(Ext(A)), ale powinno sie to $cislej
uzasadni¢). Odpowiednia funkcje liniowa F' definiujemy, wybierajac prosta
rownolegta do [ przechodzaca przez poczatek uktadu wspotrzednych jako K

i wektor prostopadly taczacy prosta I z punktem a jako wektor ¢ (rys. 5).

Y Y
Conv(Ext(A))

l

Rys. 5. Konstrukcja funkcji liniowej, ktéra ,oddziela” Conv(Ext(A)) od a.

Niech r bedzie maksymalna wartoécia, jaka F' przyjmuje na zbiorze A. Tak jak
poprzednio, AN F~1(r) jest zbiorem wypuktym, ograniczonym i domknietym,
zatem ma, co wiemy z poprzedniego paragrafu, punkt ekstremalny, ktory jest
punktem ekstremalnym dla calego zbioru A (co wiemy z poprzedniego zadania).
Ale powyzszy fakt implikuje, ze F~1(r) N Conv(Ext(A)) = 0, co prowadzi do
sprzeczno$ci, bo pokazalidémy istnienie punktu ekstremalnego w A, ktory nie jest
elementem Conv(Ext(A)).

Tuningowana wersja zadania Kreina—Milmana

By rozwiazaé zadanie o funkcjach harmonicznych, musimy rozwazaé
nieskonczenie wymiarowa przestrzen R, ktorej elementy to nieskoniczone ciagi
liczb rzeczywistych (aq,as,...). Przestrzen ta jest, pod wzgledem formalnym,
bardzo podobna do przestrzeni R", ktore rozwazaliémy powyzej. Definicja
wypuklosci jest dokladnie taka sama jak w przypadku skonczenie wymiarowym.
Ograniczonosé podzbioréw — wlasnosé, ktorej nie definiowaliémy w przypadku
skoficzenie wymiarowym, bo byla intuicyjnie oczywista — definiuje sie
nastepujaco: podzbiéor B C R* nazywamy ograniczonym, jezeli jego obraz przy
rzutowaniu na dowolna o$ jest ograniczony (rzutowanie na, powiedzmy, piata
0§ to odwzorowanie R — R, ktére punktowi (a1, ag, as, . ..) przyporzadkowuje
wspélrzedna as). Definicja domknietosci podzbioru réwniez przenosi sie bez
zmian (choé trzeba wiedzieé, co to znaczy, ze ciag zbiega do jakiej$ granicy —
tak jak w przypadku ograniczonosci definiujemy to ,,po wspdlrzednych”: ciag
{an}22, zbiega do punktu g wtedy i tylko wtedy, gdy ciag rzutowan na dowolna
0§ zbiega do rzutowania g).

Zachodzi tez twierdzenie analogiczne do zadania 3.

Twierdzenie (Krein, Milman). Zaldzmy, ze A C R jest wypukly, domkniety
i ograniczony. Wowczas domkniecie zbioru Conv(Ext(A)) jest rowne A.

Domkniecie zbioru B definiuje sie — zgodnie z intuicja — przez dotaczenie do B
granic wszystkich ciggéw, ktérych elementy naleza do B. Twierdzenia dowodzi
sie tak samo jak skonczenie wymiarowego zadania powyzej, z jednym wyjatkiem:
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Rys. 6. Fragment kraty Gaussa
wraz z przykladowym, ,wezowym”
ponumerowaniem punktéw liczbami
naturalnymi.

Rozwigzanie zadania M 1225.
Dang szachownice¢ 10 X 10 podzielmy
na 25 kwadratéw Kq, Ko, ..., , Kos

o wymiarach 2 X 2.

Zgodnie z warunkami zadania, na polach
kwadratu K; umieszczono co najwyzej
jednag liczbe parzysta i co najwyzej jedna
liczbe podzielng przez 3. Zatem kazdy
kwadrat K; zawiera co najmniej dwie
sposrod liczb 1, 5, 7. Stad wynika, ze

na danej szachownicy znajduje sie¢ co
najmniej 50 liczb ze zbioru {1,5, 7}.
Wobec tego jedna z tych liczb wystepuje
co najmniej 17 razy.

fakt 1 nie jest juz intuicyjnie jasny (wszak nie mozemy rysowaé nieskorficzenie
wymiarowych obrazkéw). Jest on wrecz nieprawdziwy (cho¢ autor nie zna
przykladu to potwierdzajacego) i stad bierze sie réznica w sformutowaniu
twierdzenia — w nieskonczenie wymiarowym przypadku twierdzimy, ze
domkniecie Conv(Ext(A)) jest réwne A. Zatem odpowiedni paragraf dowodu
bedzie teraz wygladal tak.

»Przystepujemy do wlasciwego rozwiazania. Zalézmy nie wprost, ze domkniecie
zbioru Conv(Ext(A)) nie jest réwne A, zatem istnieje punkt a € A, ktéry jest
poza domknieciem Conv(Ext(A)). Zauwazmy co nastepuje.

Fakt 2. Nie jest intuicyjnie jasne, ale jest prawdziwe, Ze istnieje funkcja
lintowa F, ktora w a przyjmuje wartosé wiekszq niz w jokimkolwiek punkcie

domkniecia Conv(Ext(A)).”

Reszta przechodzi bez zmian (z wyjatkiem indukeji matematycznej, ktéra trzeba
zastapi¢ ,indukcja pozaskoniczong” — ale to jest tylko drobiazdzek).

Wisienka

Chcemy patrzeé¢ na funkcje okreslona na kracie Gaussa jak na element
przestrzeni R>. W tym celu numerujemy liczbami naturalnymi elementy kraty
Gaussa (rys. 6). To daje nam pozadane utozsamienie: funkcja f okreslona na
kracie Gaussa to punkt w R> o wspélrzednych (f(,,17), f(,27), f(,37),...).
Przy tym utozsamieniu zbiorowi funkcji harmonicznych ograniczonych przez
11 —1 odpowiada jakis$ zbior A.

Zadanie 6. Zbior A jest wypukly.

Wprost z okreslenia wynika, ze A jest ograniczony (bo na kazdej osi jest
ograniczony przez 1 i —1). Latwo tez rozwiazaé kolejne zadanie.

Zadanie 7. Zbior A jest domkniety.

Trzeba sprawdzié, ze jezeli ciag funkcji — czyli punktow zbioru A — jest
harmoniczny i ograniczony przez 1 i —1, to jego granica tez jest harmoniczna
i ograniczona przez 1 i —1. Czytelnik powinien zastanawiac si¢ nad tym tak
dtugo, az bedzie to, przynajmniej intuicyjnie, jasne jak Stonce.

Zatem do zbioru A mozemy zastosowaé twierdzenie Kreina—Milmana, by
wywnioskowaé, ze A jest domknieciem otoczki wypuklej zbioru swych
punktow ekstremalnych. Dla zakohczenia rozwiazania wystarczy rozwiazac
nastepujace zadanie.

Zadanie 8. W zbiorze A sq tylko dwa punkty ekstremalne. Jeden odpowiada
Sfunkcji stale rownej 1, a drugi funkcji stale réwnej —1.

Rzeczywiscie, réwnanie (*) definiujace funkcje harmoniczne pokazuje, ze f lezy
wewnatrz odcinka o koncach odpowiadajacych funkcjom s i ¢, gdzie

fla+1,0)+ f(a—1,b) + f(a,b—1) t(a,b) =

s(a,b) = 3 , fla,b+1),

bo
3 1
f= 15 + 4t.
Jedli f nie jest stala, to bez straty ogélnosci mozemy zalozy¢, ze
£(0,0) # f(0,1), stad funkcja ¢ nie jest réwna funkcji f, a stad dostajemy,
ze f nie jest punktem ekstremalnym. Z drugiej strony zauwazamy, ze jezeli f
jest funkcja stala i jednoczesnie punktem ekstremalnym, to musi by¢ wszedzie

rowna 1 albo wszedzie réwna —1.

To konczy rozwiazanie zadania, od ktérego wyszliSmy: wiemy, ze zbior
wszystkich funkeji harmonicznych jest domknieciem otoczki wypuklej dwoch
funkcji stalych, czyli domknieciem zbioru funkcji stalych o wartosciach

z przedziatu [—1, 1]. Teraz wystarczy zauwazy¢, ze granica ciagu funkcji staltych
tez jest funkcja stala.
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Rys. 1. Lédeczka z plasteliny ptywa
po powierzchni wody; p — plastelina,
n —nakretka, w — woda, s — stoik.

Rys. 2. Doswiadczenie Plateau, czyli kula
oleju ptywajaca catkowicie zanurzona

w mieszaninie wody i alkoholu; k — olej,

s —sloik, w — mieszanina wody z alkoholem.

Rys. 3. Nurek Kartezjusza wykonany
z fiolki od aromatu do ciast; f — fiolka,

w — woda.

Od prawa Archimedesa
do lodzi podwodnej

Stanistaw BEDNAREK

Grecki uczony Archimedes zajmowal sie gléwnie matematyka i fizyka. Zyl

w Syrakuzach na Sycylii w latach 278-212 przed nasza era. Na poczatek
powtérzmy spostrzezenie, ktére poczynit Archimedes podczas kapieli. W tym
celu zanurzmy catkowicie dton w naczyniu z chlodna woda, np. w garnku.

Co odczuwamy, oprécz tego, ze dlon jest mokra? Bez trudu stwierdzamy
dzialanie nacisku wody na dlon. Czujemy, ze nacisk ten jest wywierany na
nasza dlon ze wszystkich stron i stara sie jakby wypchnaé ja z wody. Jezeli dton
zanurzymy glebiej, to nacisk wzrasta. Sila starajaca sie wypchnaé nasza dlon
to sila wyporu. Jest ona skierowana pionowo ku gorze, a jej wartos¢ rowna sie
ciezarowi wody, a ogolniej cieczy, wypartej przez nasza dlon. To wlasnie jest
trescia prawa Archimedesa.

Do przeprowadzenia nastepnego do$wiadczenia potrzebne beda: plastelina,
drewniany klocek o rozmiarach 2—-3 cm, woda, stoik o pojemnosci 0,5 1

i metalowa kulka lub nakretka. Stoik napelniamy woda i wkladamy do niego
drewniany klocek. Co zauwazamy? Wyjmujemy klocek, dolewamy wody do
pelna i wkladamy do niej plasteline. Co dzieje sie z plasteling? Powtarzamy to
do$wiadczenie z metalowa kulka lub nakretka. Jakie sa jego wyniki? Okazuje sie,
ze drewno plywa w wodzie, a plastelina i metal w niej tona. Kazde z tych ciat
po wlozeniu do napelnionego stoika wypieralo z niego pewna ilosé¢ wody, ktéra
sie wylewala. Oznacza to, ze na kazde z tych cial po zanurzeniu w wodzie dziala
sita wyporu. W przypadku plasteliny i metalu sita wyporu jest jednak za mala,
zeby pokonac ich ciezar i umozliwi¢ ptywanie.

Wréémy do doswiadczenia z plasteling. Uformujmy z niej 16deczke o cienkich
Sciankach i polézmy na wodzie wypelniajacej stoik (rys. 1). Jak zachowuje sie
t6deczka? Co si¢ z nia stanie, kiedy wlozymy do niej kulke lub nakretke albo
kawalek plasteliny? Tym razem l6deczka z plasteliny, nawet po dodatkowym
obciazeniu kulka lub nakretka, ptywa w wodzie. Przeprowadzone doswiadczenia
pozwalaja nam wyciagnaé nastepujace wnioski dotyczace warunkéw plywania cial.
Jezeli $rednia gestosé ciala, czyli masa przypadajaca na jednostke objetosci, jest
mniejsza lub réwna gestodci cieczy, to cialo ptywa w cieczy. Jezeli natomiast srednia
gestosé ciala jest wieksza od gestosci cieczy, to wéwcezas cialo tonie w cieczy.

Cialem plywajacym niekoniecznie musi by¢ cialo stale — moze byé¢ nim

inna ciecz lub gaz. Przekonaja nas o tym nastepne do$wiadczenia. Do
przeprowadzenia pierwszego z nich potrzebne beda: stoik o pojemnosci 0,5 1,
woda, olej jadalny, denaturat i tyzeczka. Do stoika nalewamy wody, wypelniajac
okolo 2/3 jego objetosci. Nastepnie wlewamy do sloika kilka tyzeczek oleju
jadalnego. Obserwujemy, gdzie zbiera sie olej. Teraz do stoika dolewamy

powoli denaturatu i obserwujemy jego wplyw na zachowanie sie oleju. Jaki
ksztalt przyjmuje olej i gdzie zbiera si¢ on w miare zwigkszania si¢ zawartosci
denaturatu? Poczatkowo olej pozostawal na powierzchni wody. Zachowywal sie
tak dlatego, ze gestos¢ oleju jest mniejsza od gestosci wody i olej nie miesza

sie z woda. Mozna powiedzieé¢, ze olej ptywal na powierzchni wody. Z kolei
denaturat, zawierajacy gtéwnie alkohol etylowy, ma rowniez gestosé mniejsza
od gestosci wody, ale latwo sie z nia miesza. Przy pewnej zawartosci denaturatu
daje on z woda mieszaning o gestosci rownej gestosci oleju. Wowcezas olej tworzy
piekne, kuliste krople o $rednicy 2-3 cm, plywajace catkowicie zanurzone

w mieszaninie wody z denaturatem (rys. 2). Nazywa sie to dos§wiadczeniem
Plateau.

W celu przeprowadzenia drugiego z doswiadczen potrzebna bedzie plastikowa,
przezroczysta butelka od napojéow o pojemnoéci 1,5 1 z zakretka, woda,

fiolka od aromatu do ciast oraz strzykawka bez igly lub pipetka. Butelke
napelniamy woda. Fiolke takze napelniamy woda, ale tylko do polowy (rys. 3).
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Rozwigzanie zadania M 1226.

Przez punkt D poprowadzmy styczng do
okregu wpisanego w tréjkat ABC, rézna
od prostej AC, ktéra przecina bok BC
w punkcie E.

C

A B

‘Wowczas

A BAD + < ADE =

=2 (XIAD+ LIDA) =2-90° = 180°,
skad wynika, ze proste AB i DE sa
réwnolegle. Zatem punkt E jest $rodkiem
boku BC oraz DE = %AB.

Poniewaz w trapez ABED mozna wpisaé
okrag, wiec AB + DE = AD + BE.
‘Wobec tego %AB = %AC + %BC, skad
bezposrednio uzyskujemy teze.

Rys. 4. Nurek Kartezjusza
wykonany z zakraplacza
do oczu; r — rurka,

k — kapturek gumowy,

Uzywamy w tym celu strzykawki lub pipetki. Nastepnie wkladamy fiolke,
otworkiem do dotu, do butelki, ktéra zakrecamy. Fiolka powinna plywaé
prawie catkowicie zanurzona. Jezeli utonie, to znaczy, ze nalalidmy za duzo
wody. W ten sposéb fiolka stata sie nurkiem Kartezjusza. Sciskamy butelke
palcami u géry i obserwujemy zachowanie si¢ nurka. Zwracamy przy tym
uwage, jak zmienia si¢ poziom wody w nurku. Przestajemy Sciska¢ butelke

u gory, a w zamian Sciskamy ja u dotu. Stwierdzamy, ze niezaleznie od miejsca
Sciskania poziom wody w fiolce podnosi sie i nurek tonie. Gdy przestajemy
Sciska¢, powietrze wewnatrz nurka rozpreza sie wypierajac wode i nurek
ponownie wypltywa.

Woda wchodzi do nurka niezaleznie od miejsca $ciskania butelki, poniewaz
ciecze podlegaja prawu Pascala. Prawo to orzeka, ze ciS$nienie wywierane na
ciecz rozchodzi sie jednakowo we wszystkich kierunkach i jest prostopadte
do powierzchni cieczy. Dlatego mozemy przez nacisk na dolna cze$¢ butelki
wepchnaé¢ wode do nurka plywajacego u géry i spowodowaé jego zatopienie.
Powietrze, podobnie jak inne gazy, jest rozprezliwe i gdy ustanie nacisk na
butelke zwieksza swoja objeto$¢ wypychajac wode z nurka.

Na podobnej zasadzie jak nurek Kartezjusza zanurzaja sie i wynurzaja todzie
podwodne. Maja one specjalne zbiorniki, nazywane zbiornikami balastowymi.
Gdy zaloga chce zanurzy¢ 16dz, wéwcezas do zbiornikéw tych wpuszczana

jest woda. Srednia gestosé¢ todzi wzrasta powyzej gestosci wody i 16d7 tonie
zanurzajac sie glebiej. Checac wynurzy¢ 16dz, zatoga wttacza do zbiornikéw
balastowych powietrze, ktére wypycha wode. Srednia gestodéé lodzi staje sie
mniejsza od gestosci wody i 16dz wyplywa na powierzchnie.

Zblizajac sie ku koncowi, warto zwréci¢ uwage na to, ze nurka Kartezjusza
mozna wykonaé¢ réznymi sposobami. Jednym z nich jest wykorzystanie
zakraplacza do oczu obciazonego w dolnej czesci plastelina (rys. 4). Inny,
bardzo prosty sposéb to uzycie zapatki. Po silnym $ci$nieciu butelki woda jest
wciskana do poréw znajdujacych sie w drewnie, jego $rednia gesto$¢ wzrasta

i zapalka tonie. Gdy zwolnimy nacisk, zawarte w porach powietrze rozpreza
sie i usuwa wode, przez to Srednia gestosé zapalki maleje i wyplywa ona ku
gbrze. Zamiast w plastikowej butelce, nurka Kartezjusza mozna wykonaé

w stoiku. W tym celu stoik od géry nalezy zakry¢é gumowa blona przycieta ze
starego balonika lub z gumowej rekawiczki i obwiazaé nitka (rys. 5). Zamiast
Sciskaé¢ butelke bedziemy wywieraé¢ nacisk na gumowag membrane. Jezeli
mamy plastikowy mieszek stosowany do ochrony tabletek przed pekaniem, to
mozemy wykorzystaé¢ go do wykonania nurka Kartezjusza (rys. 6). Wystarczy
przyklei¢ dwa krazki z wodoodpornego materiatu i zamknaé¢ nimi otwory po obu
stronach mieszka.

Rys. 5. Przystosowanie stoika do
doswiadczen z nurkiem Kartezjusza;
m — gumowa membrana, s — stoik,

Rys. 6. Plastikowy mieszek
jako nurek Kartezjusza;
p — plytka wodoodporna,

n — nitka, w — woda. m — mieszek.

p — plastelina, w — woda.

Na koniec problem do samodzielnego rozwigzania. Dwa jajka kurze wlozono
do wody. Okazalo sie, ze jedno z nich ptywa, a drugie zatonelo. Czy mozna na
podstawie tego faktu stwierdzi¢, ktore jajko jest nieSwieze? Jak to uzasadnic?
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Rozwigzanie zadania F 729.

Aby dostroi¢ sie do danej stacji radiowej,
musimy zmienié¢ parametry uktadu
drgajacego tak, aby czestotliwos$é
wlasna drgan w tym ukladzie byta
réwna czegstotliwoéci fali radiowej,

ktéra odpowiada danej stacji.

Zatem aby przejs¢ do odbioru fal
dluzszych, nalezy zwigkszy¢ okres
drgan wlasnych obwodu drgajacego
A=cT = QWC\/m), czyli tym samym
zwigkszy¢ pojemno$éé kondensatora

w obwodzie — jest to prostsze od
manipulowania indukcyjnoscig cewki.
Pojemnosé kondensatora plaskiego jest
odwrotnie proporcjonalna do odlegtosci
miegdzy oktadkami, zatem aby zwigkszy¢
jego pojemnosé, nalezy zmniejszy¢
odlegto$é¢ miedzy plytkami.

Wzory i programy
Andrzej WALAT

Kilka lat temu kolega — Jan Dunin Borkowski — zapytal mnie: Czy licealista ma
szanse poradzi¢ sobie z nastepujacym zadaniem?

W Polsce jest 16 miast wojewddzkich. Co tydzien losujemy jedno z miast. Co jest
bardziej prawdopodobne: zdarzenie A, Ze po 16 takich losowaniach liczba miast

co nagmniej raz wylosowanych bedzie niewieksza niz 8 (polowa wszystkich miast),
czy zdarzenie przeciwne B, ze wylosujemy ich wiecej niz 87

Odpowiedzialem, ze owszem — ma. A w jaki spos6b? Mozna zaczaé od
analogicznego, ale prostszego problemu — przyjaé, ze liczba miast m i liczba
losowan [ jest mniejsza, np. m = [ = 4. To zadanie nietrudno rozwiazaé
postugujac sie grafem przedstawionym na rysunku. W polach wiersza n
(wiersze numerujemy od géry zaczynajac od 1) sa liczby méwiace, ile réznych
miast mozna wylosowaé po n losowaniach. Np. po trzech losowaniach liczba
wylosowanych miast moze by¢ réwna 1, 2 albo 3. Liczba na strzalce od pola @
w wierszu n do pola ¢ (albo i + 1) w wierszu n + 1 to prawdopodobiefistwo
zdarzenia, ze liczba miast wylosowanych po n 4 1 losowaniach bedzie réwna ¢
(albo i + 1), jesli w wyniku n losowan wylosowano ¢ réznych miast.

Stosujac tzw. prawa dodawan i mnozen mozna obliczy¢:

111 113 132 3 2 2 11 21
iTriti it it T o PB=1-PA) =
Zdarzenie, ze wylosujemy wiecej niz polowe miast jest prawie dwa razy

bardziej prawdopodobne. Cierpliwy Czytelnik moze obliczy¢, ze réwniez
w przypadku 6 miast i 6 losowan zdarzenie B wygrywa z A i to w jeszcze
wiekszym stosunku. Mozemy przypuszczaé, ze réwniez w przypadku 16 miast

i 16 losowan rozstrzygniecie bedzie podobne. Jak mozemy to sprawdzi¢?

Niech P(m,1,r) oznacza prawdopodobienstwo zdarzenia, ze w wyniku [ losowan
jednego z m miast wylosujemy 7 réznych miast. Zakladamy, ze m, [ i r to
dowolne dodatnie liczby catkowite spelniajace nastepujace ograniczenia: [ < m
oraz r < min(l,m). Rysunek podpowiada nastepujaca zaleznosé rekurencyjna:

l.dlar=1=1, P(m,l,r) =1,

2.dlar=1il>1, P(m,l,r) = P(m,l —1,r)/m;

3.dlar=1il>1, Pm,l,r)=Pm,l—1,r—=1)(m+1-=1)/m;

4. w pozostatych przypadkach
P(m,l,r)=P(m,l—1,r—1)(m+1—r)/m+ P(m,l—1,r)r/m.

Zapisem tych wzoréw w Logo jest nastepujaca procedura.

otop :m:1:r

jeslii:r=1:1=1 [wynik 1]

jesli :r = 1[wynik (p tm :1 -1 :r) / :m]

jesli :r=:1[wynik (p m:1-1:r-1) * (tm+1-:1) / :m]

wynik ((p cm:1-1:r-1) * tm+1-:r)+ (p:m:1-1:r)*:r)/ :m
juz

Przyda sie jeszcze funkcja pA dajaca w wyniku prawdopodobienstwo zdarzenia A
dla dowolnej parzystej liczby miast m = 2n.
oto pA :n
niech "w 0
powtérz :n [przyp "w :w+p 2 * :n 2 * :n npw]
wynik :w
juz
Mozemy teraz obliczy¢ prawdopodobienstwo zdarzenia A dla dziesigciu kolejnych
parzystych warto$ci m od 1 do 20. Po napisaniu polecenia
powtérz 10 [ (ps "lm=| 2 * npw "| p(A) = | pA npw)]

komputer wypisal:
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m=2p(A) =0.5
m=4p(A) =0.34375
m=6p(A) =0.251543

m=8p(A) =0.190102

m =10 p(A) = 0.146461
m=12p(A) = 0.114296
m =14 p(A) = 0.0900198
m =16 p(A) = 0.0713935
m =18 p(A) = 0.0569297
m =20 p(A) = 0.0455953

Dla m = 16 — jak w oryginalnym sformutowaniu zadania o losowaniu miast —
P(A) < 0.1. Na tym mogliby$émy zakonczy¢ badanie problemu, gdyby nie
jedno ale. Czytelnik, ktéry przepisal podane wyzej definicje funkcji p oraz pA
i wywolal polecenie powodujace wypisanie kolejnych dziesieciu wartosci

P(A) dlam od 2 do 20, musial zauwazy¢, ze komputer wypisal szybko
pierwszych 8 wynikéw, ale na wydrukowanie kolejnych wartosci dla m = 18
oraz szczegdlnie 20, trzeba juz bylo troche poczekaé. Obliczenie P(A) dla
kazdej kolejnej parzystej wartodci m trwa w przyblizeniu czterokrotnie diuzej.
Gdyby w Polsce bylo 50 miast wojewddzkich, to nigdy nie doczekalibySmy sie

odpowiedniego wyniku funkcji pA.

Alternatywne rozwigzanie problemu

Z kazdym wierszem grafu na rysunku, a takze podobnego
bardziej zlozonego grafu, mozna zwiaza¢ pewna zmienng
losowa — funkcje, ktéra przyjmuje losowo wartosci
liczbowe z okreslonymi prawdopodobienstwami.

Na przyktad z wierszem numer 2 wigzemy zmienng Ro

— liczbe réznych wylosowanych miast po dwdch
losowaniach. Zmienna Ry przyjmuje wartosci [1 2]

z prawdopodobienstwami [% %] Kolejna zmienna R3
przyjmuje wartosci [1 2 3] z prawdopodobienstwami

[%6 % %] OczywiScie zmienna Ry przyjmuje tylko
jedna wartos¢ 1 z prawdopodobienstwem 1. W tym
rozwiazaniu bedziemy operowali nie na pojedynczych
liczbach — wartosciach prawdopodobienstw, ale na
rozktadach prawdopodobienstw reprezentowanych

w postaci list liczb.

Zdefiniujemy funkcje, ktora dla dowolnej liczby
miast m oraz liczby losowan | < m wyznacza rozkltad
odpowiedniej zmiennej losowej R;.

oto rozktad :m :1

jesli :1 =1 [wynik [1]]

wy kolejny rozktad :m :1 -1

juz

Treéé tej definicji jest chyba zrozumiala. Dla

I = 1 wynikiem jest rozklad zdefiniowany przez
jednoelementowa liste [1]. Dla wiekszych | wynikiem jest
kolejny rozktad po rozktadzie [ — 1. Ale jak zdefiniowaé
funkcje, ktora wyznacza kolejny rozktad, majac dany
jakis aktualny rozktad?

oto kolejny :ar

niech "wl ilep :ar / :m

niech "w2 :ar - :wl

wynik (nap O :w2) + nak 0 :wl

juz

Tajemnicze ilep — to skrétowa nazwa operacji iloczyn
element razy pozycja, ktéra mnozy kazdy element listy
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liczb przez numer jego pozycji na liscie. Mozna ja
zdefiniowaé na przyktad tak:

oto ilep :11

jesli puste? :11 [wy []1]

wynik nak (ost :11) * (dtugos¢ :11) ilep bo :11
juz

Wynikiem operacji ilep dla danej listy kolejnych liczb
naturalnych [1 2 3 4 ...] bedzie lista kolejnych liczb
kwadratowych [1 4 9 16 ...

Kolejny rozklad wyznaczamy w nastepujacy sposob.
Tworzymy pomocniczy wektor (liste liczb) wq, dzielac
przez m wynik operacji ilep na danym aktualnym
rozkladzie. Tworzymy wektor we, odejmujac w; od
aktualnego rozkladu. Sumujemy ws z dopisanym na
koncu zerem oraz w; z zerem dopisanym na poczatku
i to jest wynik — kolejny rozktad.

Funkcje, ktora daje w wyniku prawdopodobienstwo
zdarzenia A dla danej parzystej liczby miast m = 2n,
mozna teraz zdefiniowa¢ w nastepujacy sposob.

oto prA :n

wynik sumaWycinka 1 :n rozktad 2 * :n 2 * :n

juz

oto sumaWycinka :p :k :listaliczb

jesli :p > :k [wynik O]

wynik (element :p :listaliczb) + sumaWycinka :p +
1 :k :listalLiczb

juz

Po napisaniu polecenia
powtérz 25 [ (ps "Im= | 2 * npw "| p(A) = | prA npw)]

na ekranie w ulamku sekundy pojawi sie 25 kolejnych
wartosci P(A) dla kolejnych parzystych wartosci m od 2
do 50. Dla m = 50 otrzymujemy P(A) = 0.00209116.

Na koniec zagadka dla dociekliwego Czytelnika: na czym
polega tajemnica tak znacznego przyspieszenia obliczen?



Rys. 1

Rys. 2

Rys. 3

Rys. 4

Rys. 5

Informatyczny kacik olimpijski (15) — straznik w muzeum

Wezmy wielokat, niekoniecznie wypukly, o bokach réwnoleglych do osi ukladu
wspotrzednych, majacy nastepujaca wlasno$é: przeciecie tego wielokata z dowolna
prosta pozioma (tj. réwnolegla do osi OX) jest jednym odcinkiem (rys. 1).

Wyobrazmy sobie, ze ten wielokat jest planem sali muzealnej. Jaka jest
najkrotsza Sciezka o tej wlasnosci, ze kazdy punkt sali mozna zobaczy¢

z ktoregos punktu Sciezki? Taka Sciezka, przemierzana tam i z powrotem, bedzie
optymalna marszruta dla straznika patrolujacego muzeum. Przyklad znajduje sie
na rysunku 2.

Gdyby plan muzeum byl, na przyklad, prostokatem, to wystarczylaby $ciezka
dtugosci zero. Schody zaczynaja sie, kiedy na planie sa ,winkle”, ktore
zastaniaja fragmenty muzeum. Pierwsze istotne spostrzezenie: interesuja nas,
tak naprawde, tylko winkle ekstremalne — czyli potozony najwyzej i najnizej na
planie (rys. 3). Sciezka musi mie¢ punkt w kazdym z tych obszaréw (bo inaczej
nie byloby widaé¢ niektérych ich fragmentéw), a to oznacza, ze bedzie z niej
widaé juz cate muzeum. Jedyny kruczek wiaze sie z winklami, ktére powoduja,
ze polaczenie géry i dotu muzeum moze wymagaé skrecania odpowiednio daleko
w lewo i w prawo. Wymusza to takze pewna ostrozno$¢ przy wyborze poczatku
i konca $ciezki.

Wiemy, gdzie znajduje sie poczatek i koniec éciezki — doktadniej, znamy odcinki,
na ktorych leza te dwa punkty (rys. 4). Jezeli cze$¢ takiego odcinka pokrywa
sie ze Sciana muzeum (jak na dole rys. 4), to ja ignorujemy, pozostawiajac tylko
cze$¢ w obszarze korytarza, bo lepiej bedzie zaczac $ciezke wlasnie od niej.

Z kolei jesli caly odcinek lezy na $cianie (u géry rys. 4), to pierwszy fragment
Sciezki poprowadzi z tego odcinka wzdtuz $ciany do jej rogu. Dalej wystarczy
szukaé Sciezki prowadzacej z tego rogu.

Pozostalo nam znalez¢ najkrotsza $ciezke miedzy zadanymi dwoma odcinkami
(lub punktami). Latwo wyobrazié¢ sobie jej ksztalt: bedzie to lamana, ktérej
wierzcholki leza na odcinku poczatkowym, odcinku konicowym i w rogach Scian
muzeumn.

Musimy zatem wiedzieé¢, czy dane dwa rogi muzeum ,widza sie nawzajem”. Jesli
tak, to mozemy miedzy nimi poprowadzi¢ bezposredni odcinek Sciezki. Musimy
tez wiedzie¢, czy dany rég muzeum jest widoczny z odcinka poczatkowego

lub koncowego. Przyjrzyjmy sie dokladniej tej sytuacji. Mamy dwa przypadki

— $ciezka do danego rogu prowadzilaby z ktérego$ z koncéw odcinka (wtedy

te kofice mozemy traktowaé jak rogi $cian muzeum), albo z jego punktu
wewnetrznego. Ten drugi przypadek oplaca sie tylko wtedy, kiedy Sciezka

moze prowadzi¢ idealnie prostopadle do odcinka. Chcemy zatem wiedzieé, czy

z danego rogu mozna poprowadzi¢ pionowa Sciezke do odcinka poczatkowego
lub konicowego. Warto tez upewnié sie, czy nie datoby sie¢ po prostu poprowadzié
pionowej Sciezki bezposrednio od poczatku do konca.

Przyda nam si¢ zbiér przeswitéw. Dla kazdej wspolrzednej y, na ktorej znajduje
sie jaki$ rog muzeum, wyznaczmy przeswit — odcinek, stanowiacy przeciecie
prostej poziomej z wielokatem (rys. 5). Dwa rogi widza si¢ nawzajem wéwczas,
gdy taczacy je odcinek przecina wszystkie przeswity pomiedzy nimi. Podobnie
mozna sprawdzi¢, czy istnieje $ciezka pionowa z rogu do odcinka poczatkowego
lub konicowego oraz czy od poczatku do konca da si¢ doj$é bezposrednio jednym
odcinkiem pionowym (jest tak, gdy wszystkie przeswity pomiedzy nimi oraz
odcinki poczatkowy i koficowy maja jakas wspdlrzedna & wspdlna).

I to by bylo na tyle — korzystajac z opisanych obliczen, mozemy dla kazdego
rogu (w kolejnosci rosnacych lub malejacych y) obliczyé¢ najkrétsza Sciezke

od odcinka poczatkowego do tego rogu, a na tej podstawie wyznaczymy
najkrotsza Sciezke, z ktérej wida¢ cale muzeum. Doprecyzowanie tego algorytmu
pozostawiam juz Czytelnikowi.

Filip WOLSKI
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Klub 44

Termin nadsylania rozwiagzan: 28 II 2009

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
458 (WT = 1,75) i 459 (WT = 3,25)
z numeru 5/2008

Jerzy Witkowski Radlin 36,12
Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 25,68
Krzysztof Magiera Losiéw 24,34
Radostaw Poleski Kolobrzeg 22,24
Andrzej Idzik Bolestawiec 20,18
Tomasz Wietecha Tarnéw 17,27

VE1-44

Termin nadsylania rozwigzan: 28 II 2009

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
559 (WT = 2,42) i 560 (WT = 1,82)
z numeru 4/2008

Jerzy Witkowski Radlin 42,80
Marcin Kasperski Warszawa 42,50
Marek Prauza Poraj 39,95
Andrzej Idzik Bolestawiec 36,08

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene¢ mnozymy przez wspolczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiagzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktoérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F'), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z fizyki nr 468, 469
Redagugje Jerzy B. BROJAN

468. Na dwéch jednakowych cienkich oléwkach polozono linijke (rys.) i powoli,
plynnym ruchem zblizano do siebie oléwki. Gdy zaznaczone wymiary osiagnely
podane wartodci, linijka przestalta sie $lizga¢ po prawym otéwku, a zaczeta po
lewym. Jaki wniosek na temat warto$ci wspolczynnikow tarcia kinetycznego fi
i statycznego fs mozna wyciagnac z tych danych?

— -
5 cm 10 cm 10 cm
— -—

469. Nadwyzka ci$nienia wewnatrz banki mydlanej jest (jak mozna wykazac)
odwrotnie proporcjonalna do promienia banki. Udowodni¢, ze molowe ciepto C
powietrza zawartego wewnatrz banki zawiera si¢ w przedziale

3
Cv+R<C<Cv+§R,

gdzie Cy jest cieplem molowym przy statej objetosci, a R — uniwersalna stala
gazowa. Powietrze nalezy uznac¢ za gaz doskonaly, a cidnienie zewnetrzne — za
state.

Zadania z matematyki nr 571, 572
Redaguje Marcin E. KUCZMA

571. Na jednym polu nieskoficzonej szachownicy (wypelniajacej cala
plaszczyzne) stoi pionek, pozostale pola sa wolne. Wykonujemy ciag ruchow.

W kazdym ruchu wybieramy pole zajete przez pionek i sasiadujace (majace boki
wspolne) z co najmniej dwoma polami wolnymi; usuwamy pionek z wybranego
pola i stawiamy pionki na dowolnych dwéch wolnych polach sasiednich.
Wykazaé, ze istnieje taki skonczony zbior pél Z, ze po dowolnej liczbie
wykonanych ruchéw co najmniej jedno z pél zbioru Z bedzie zajete. Podaé
przyktad takiego zbioru; im mniej pél w zbiorze Z, tym lepsze rozwiazanie.

572. Czy istniejg liczby naturalne a, d wzglednie pierwsze, d > a > 1, takie,
ze dla kazdej liczby naturalnej k£ mozna znalez¢ liczbe naturalna n, dla ktérej
a + nd jest k-ta potega liczby naturalnej?

Zadanie 572 zaproponowal pan Tomasz Choczewski ze Szczecina.
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Rozwigzanie zadania F 730.
Cazestotliwo$¢ powtarzania impulséw
powinna by¢ taka, aby echo docierato
miedzy wystanymi sygnatami. Czas
powrotu impulsu dla odlegtosci 15 km
wynosi 1074 s, zatem czestotliwosé

impulséw powinna wynosi¢ 5 kHz.
Radar z taka czestosciag powtarzania
impulséw mierzy odlegtosci od kilku do
prawie 30 km.

=/

)

(

Rozwigzanie zadania M 1227.
Przyjmijmy wbrew tezie, ze x), = y; = a.
Wszystkie wyrazy x; oraz y; sg dodatnie.
Ponadto kazda z liczb xp_1 1 y;—1 jest
dodatnim pierwiastkiem réwnania

x + 22 = a. Poniewaz a > 0, wigc
réwnanie to ma tylko jedno rozwiazanie
dodatnie. Stad zr_1 = y;—1. Kontynuujac
to rozumowanie dochodzimy do réwnosci
zp = y1 lub 21 = y, dla pewnej liczby
naturalnej p > 1 (réwnosé z1 = y1
oczywiScie nie jest spelniona).

Pierwszy przypadek (z, = y1) nie jest
mozliwy, bowiem

1
Tp > Tp—1 > ...> T :§>y14

Réwniez drugi przypadek (z1 = yp)
nie moze mieé¢ miejsca: w przeciwnym
razie liczba y, 1 bylaby dodatnim
pierwiastkiem réwnania

. 1
.2 —_ —
-+ g’

a wiec ygp—1 = i(—? +1/6). Otrzymalismy
sprzecznosé, gdyz wszystkie liczby y; sa
wymierne.

Patrz w niebo

O bardzo starych gwiazdach napisalem kilka sléw w Delcie 7/2008 — teraz
bedzie o bardzo starych galaktykach. W ich przypadku réwniez zréodtem
informacji jest (cho¢ nie tylko) gteboki przeglad nieba znany jako Sloan
Digital Sky Survey, w ktérym juz kilka lat temu znaleziono trzy kwazary

o przesunieciach ku czerwieni z = 6,1, 6,2 1 6,4. Zarazem za pomoca
Kosmicznego Teleskopu Hubble’a (HST) grupa astronoméw z Arizony
sfotografowala obszar nieba o rozmiarach nieco ponad 3’ w Pannie, gdzie
wykryto kilkadziesiat kwazaréw o z wickszym od 6. Zauwazmy tu, ze
przesuniecia ku czerwieni obiektow ledwo dostrzegalnych na zdjeciach z HST
okresla si¢ (niestety) jedynie na podstawie ich barwy. Rozszczepienie $wiatla
spowodowaloby bowiem, ze na jednostke powierzchni kamery padaloby o kilka
rzedow wielkosci mniej fotonéw niz w przypadku zdjecia bezposredniego i widmo
byloby po prostu niedostrzegalne. Wobec tego niektérymi z tych czerwonych
obiektow moga by¢ brazowe karty polozone w naszej Galaktyce. Trudno, co$
za co$. Badacze twierdza jednak, ze wiele z tych obiektéw lezy na granicy
bezposrednio obserwowalnego Wszech$wiata. Ocenia sig, ze jezeli ten badany
fragment nieba jest typowy, to na kazdym stopniu kwadratowym powinno
znajdowac sie 8000 mozliwych do zarejestrowania galaktyk o z wickszym od 6.

Obserwacje tych skrajnie odleglych galaktyk sa wazne z tego powodu, ze dzigki
nim zblizamy si¢ do odkrycia, jakie to obiekty zaczely $wieci¢ we Wszechswiecie
jako pierwsze. Bowiem gdy Wszechswiat wystygl po Wielkim Wybuchu, nastapita
tzw. Ciemna Era, gdy ekspandowal chtodny wodor i hel bez zadnych gwiazd.
Analiza rozkladu promieniowania reliktowego sugeruje, ze gdzies dla przesunieé
ku czerwieni miedzy 30 a 11 wodor zostal zjonizowany, czyli ze musiato pojawic sie
potezne zrédlo nadfioletu. Przypuszcza sie, ze byly to gwiazdy tzw. III populacji,
niezwykle masywne, jasne, zyjace bardzo krotko i tworzace najwczesniejsze
galaktyki, ktore zjonizowaly osrodek miedzygalaktyczny, gdy Wszech$wiat osiagnat
1,2 mld lat. Do dzi$ nie znamy zadnej takiej gwiazdy, a czy poznamy galaktyki?
Badacze z Arizony retorycznie pytaja: jesli nie zrobily tego te skrajnie odlegle

galaktyki, to kto?
Tomasz KWAST

Grudzien

Droga Mleczna wieczorami przebiega przez zenit od wschodu do zachodu.

Pegaz przesunal si¢ juz troche ku zachodowi, a niemal nad gtowa widzimy
Kasjopeje i Andromede. Najjasniejsza gwiazda Andromedy, alfa, tak pasuje

do Kwadratu Pegaza (jako jeden z jego wierzcholkéw), ze az dziwne, ze nalezy
jednak do Andromedy. Ale w przeszlosci zaliczano ja jednak do Pegaza —
chcialoby sie powiedzie¢: I komu to przeszkadzalo? W kazdym razie jest to gwiazda
spektroskopowo podwdjna, tzn. obserwuje si¢ okresowe przesuniecia jej widma
spowodowane ruchem wokot srodka masy wspélnego z niewidocznym towarzyszem.
Jest ona bialym olbrzymem o jasnosci 2,15 mag, a znajduje sie¢ w odleglosci 42 pc.
Oczywiscie nie sposéb, $ledzac Andromede chocéby tylko przez lornetke, nie zwrécié
uwagi na jedna z najblizszych galaktyk, M31, widoczna nieuzbrojonym okiem. Jest
ona naodleglejszym obiektem Wszech$wiata widocznym bez pomocy przyrzadéw
optycznych: jej odlegtoéé wynosi 690 kpc.

Wenus jest w Koziorozcu i wezesnie wieczorem zachodzi. Mars jest

w Wezowniku, jak Stonce, a wigec go nie wida¢. Jowisz jest w Strzelcu, za blisko
Stonca, by mozna go bylo wieczorem dostrzec. Jedynie Saturna, znajdujacego
sie w Lwie, mozna dos¢ wygodnie obserwowa¢, aczkolwiek wschodzi on dopiero
kolo péinocy. Pelnia Ksiezyca wypada 12 XII, a néw 27 XII. Ksiezyc zakryje
Wenus 1 XTI, ale bedzie to jeszcze w dzien, a Ksiezyc zaledwie cztery dni po
nowiu, a wigc blisko Stonca. Ksiezyc zakryje tez Antaresa 25 XII, ale zjawisko
bedzie widoczne z poludnia Afryki, oraz Jowisza 29 XII, co zobacza mieszkancy
Australii. Z przewidywalnych rojéw meteoréw okoto 12 XII mozna bedzie
obserwowa¢ do$¢ obficie pojawiajace sie Geminidy, a okoto 22 XII skromny

r6j Ursyddéw. Wreszcie 21 XII nastapi przesilenie zimowe i zarazem bedzie to

poczatek zimy. Wesolych Swi@t i szczesliwego Nowego Rokul!
T. K.
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Nagroda Nobla w dziedzinie fizyki

w 2008 roku zostala przyznana trzem naukowcom
zajmujacym sie teorig oddziatywan elementarnych. Sg nimi:
Yoichiro Nambu, Makoto Kobayashi i Toshihide Maskawa.
Pierwszego uhonorowano za odkrycie mechanizmu
spontanicznego naruszenia symetrii w fizyce subatomowe;j,
pozostatych dwéch — za odkrycie Zzrédla naruszenia symetrii
miedzy materia i antymateria, mozliwego wylacznie dla
trzech (lub wigcej) rodzin kwarkéw.

Fizyk, styszac, ze jaki§ uktad ma symetrie, wie, iz chodzi
0 to, ze mozna w tym ukladzie zmienié¢ to i owo, a i tak
uzyska si¢ te sama odpowiedz na dowolne, sensowne
fizycznie pytanie, co przy badaniu uktadu przed zmianami.
Nietrudno wyobrazié¢ sobie przyklad takiej zmiany —
mozna badany uklad przenie$¢ wraz z caly aparatura
pomiarowg w jakies inne miejsce (zmiana wspdirzednych
przestrzennych) lub, jesli potrafimy kontrolowaé stan
badanego uktadu, wykonaé¢ pomiar w dowolnej chwili
(zmiana wspoétrzednej czasowej). Inny, mniej oczywisty
przykltad stanowia symetrie wewnetrzne — zmiana wartosci
funkcji falowych czastek uktadu czy wrecz zamiana
jednych czastek na inne.

Wymyslenie, jakie symetrie wyjasniaja wyniki ogromnej liczby
doswiadczen badajacych wlasnoéci czastek elementarnych,
doprowadzito do zbudowania wspélczesnej teorii oddziatywan
noszacej skromne miano Modelu Standardowego. Teoria ta
zaklada m.in., ze kazdy z kwarkow, bedacych sktadnikami
protonéw, neutronéw i innych hadronéw, wystepuje

w trzech stanach, umownie nazywanych kolorami. Symetria
oddzialywan polega na tym, ze mozemy dowolnie zamieniaé
jedne kolory na inne, a nawet jedne kombinacje koloréw

na inne. Co wiegcej, mozemy to zrobi¢ w kazdym punkcie
czasoprzestrzeni z osobna (tzw. symetria lokalna) — bez
zmiany przewidywan teorii. Matematyczna sp6jnosé teorii
wymaga jeszcze wprowadzenia czastek o spinie 1 przenoszacych
oddzialywania, czyli gluonéw, i model jest gotowy. (Badanie
wlasnosci tego modelu przyniosto w 2004 r. Nagrode Nobla
D. Grossowi, D. Politzerowi i F. Wilczkowi.)

Podobnie opisywaé¢ mozna oddzialywania elektrostabe, czyli
rozwazane tacznie oddzialywania elektromagnetyczne oraz
rzadzace m.in. jadrowymi rozpadami beta oddzialywania
stabe. Tu symetria polega na dowolnej zamianie par
czastek, np. elektronu na odpowiednie neutrino i odwrotnie.
Czytelnik Wnikliwy moze w tym miejscu stusznie utyskiwad,
ze, o ile kwarka zielonego od czerwonego odréznié sie,

by¢ moze, nie da (woko6l nas kwarki wystepuja wytacznie

w stanach zwiazanych), to elektron od neutrina rézni

wiele wlasnosci: ma on przeciez tadunek elektryczny oraz
znacznie wigksza mase.

Powodem tych réznic jest wlasnie owo spontaniczne
naruszenie symetrii, ktérego prosty przypadek rozwazat
Nambu. Najkrocej méwiac, polega ono na tym, ze chociaz
oddzialywania opisywane sg w sposob $cisle symetryczny, to
stan o najnizszej energii, czyli proznia, juz tak symetryczny
nie jest. Prostym przyktadem ukltadu posiadajacego
omawiang wlasnos$¢ jest punkt materialny znajdujacy

sie w dwuwymiarowym polu energii potencjalnej danej
wzorem V (z,y) = A(z® + y* — R?)?. Najmniejsza warto$é tej
funkeji wynosi zero i osiagana jest dla kazdego punktu (z,y)
lezacego na okregu o promieniu R. Pomimo tego, ze energia
potencjalna nie zmienia sie przy obrocie wokét poczatku
uktadu wspélrzednych, obrét taki przeksztalca dany stan
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0 najnizszej energii na inny, naruszajac symetrie wyjsciowej
teorii (zauwazmy w szczeg6lnosci, ze przesuniecie punktu

z jednego minimum (z1,y1) do innego minimum (z2, y2)

nie wymaga dostarczenia energii do uktadu). Tym samym,
jesli nasz punkt materialny bedzie spoczywaé w punkcie
(R,0), stan ten wyrézni w oczywisty sposéb wspoélrzedng x,
mimo ze wyjsciowy potencjal traktowal obie wspoétrzedne na
rownych zasadach. A w teorii oddzialywan elektrostabych —
skoro sama proznia narusza ich symetri¢ — nic dziwnego, ze
np. elektron i neutrino wykazuja w takiej prézni zupetnie
inne, ,niesymetryczne” wlasnosci. W jezyku kwantowej
teorii pola, opisujacej oddziatywania elementarne, istnienie
nieskonczenie wielu stanéw o tej samej, najnizszej energii
interpretujemy jako istnienie bezmasowej czastki o zerowym
spinie, zwanej bozonem Nambu—-Goldstone’a. Jesli symetria
jest lokalna, musimy do teorii dotaczy¢ czastki przenoszace
oddzialtywania (dla oddzialywan elektrostabych sa nimi foton
oraz bozony W i Z); naruszenie takiej symetrii sprawia, ze
przynajmniej niektére z tych czastek staja sie masywne

i bozon Nambu—Goldstone’a ,ukrywa sie” jako dodatkowy
stan takiej czastki. (Za propozycje, ze oddzialywania
elektromagnetyczne i stabe opisywane sa jedng teorig ze
spontanicznie naruszona symetria, S. Glashow, A. Salam

i S. Weinberg otrzymali Nagrode Nobla w 1979 roku.)

Inny rodzaj naruszenia symetrii rozwazali Kobayashi

i Maskawa. Znali oni dane doswiadczalne pokazujace, ze
oddzialywania stabe czastek i antyczastek nie sa takie same,
a zatem przeksztalcenie zamieniajace wszystkie czastki na
ich odpowiednie antyczastki nie jest symetria. Co wiecej,
mamy tu do czynienia z jawnym, a nie spontanicznym,
naruszeniem symetrii, tzn. przeksztalcenie to nie jest w ogole
symetria oddziatywan fundamentalnych. Po co wigc méwié
tu o symetrii i jej naruszeniu? Otéz rézne wlasnosci czastek
i antyczastek przejawiaja sie w bardzo ograniczonej liczbie
procesow z udzialem czastek przenoszacych oddziatywania
stabe. Kobayashi i Maskawa opisali naruszenie symetrii
miedzy czastkami i antyczastkami w oddziatywaniach
stabych i wykazali, ze koniecznym tego warunkiem jest
istnienie co najmniej szesciu rodzajéw kwarkow (trzech tzw.
generacji po dwa kwarki o réznych tadunkach). W 1973 roku,
kiedy ta ich praca zostata opublikowana, byt to postulat
dosé¢ $mialy, jako ze liczba znanych kwarkéw byta o potowe
mniejsza, a ostatni, najciezszy z tej széstki, kwark top,
zostal odkryty dopiero ponad dwadziescia lat pdzniej.

Dzi$ kazdy teoretyk prébujacy napisacé teorie uogdlniajaca
Model Standardowy (a sa ku temu wazkie powody) musi
przede wszystkim odpowiedzie¢ na pytanie, jakie symetrie
ma owa teoria mieé oraz czy i jak sg one naruszone —
idac droga, przy wyznaczaniu ktérej tak wazna role
odegrali laureaci ostatniej nagrody. A w fazie uruchamiania
Wielkiego Zderzacza Hadronéw (Large Hadron Collider,
LHC) w CERN-ie, bezprecedensowego w swej skali
przedsiewziecia naukowego, ktérego jednym z celéow
jest doswiadczalne badanie, jak naruszona jest symetria
elektrostaba Modelu Standardowego, wybér Komitetu
Noblowskiego dostarcza pouczajacej wskazdéwki. Pokazuje on,
ze fizyka teoretyczna nie tylko stanowi narzedzie opisywania
i porzadkowania istniejacych danych doswiadczalnych, ale
potrafi takze rzucié¢ snop $wiatta w mrok niewiedzy, wiodac
do spektakularnych odkryé. Tych zaréwno Czytelnikom
Delty, jak i zaangazowanym w LHC naukowcom zZycze
jak najwiecej w nadchodzacym roku.

Krzysztof TURZYNSKI



