W finale XX Konkursu Prac Mlodych Naukowcow
Unii Europejskiej pierwsza nagrode zdobyla
Magdalena Bojarska

za prace Cykl Hamiltona w uogdlnionych grafach Halina. Wstepna
wersja pracy zostala wczesniej nagrodzona srebrnym medalem

w Konkursie Uczniowskich Prac z Matematyki, a jej streszczenie
mozna znalezé w Delcie 5/2008. Serdecznie gratulujemy!

Polska bierze udzial w KPMNUE od 1995 roku; wszyscy Polacy-matematycy

w europejskim finale byli laureatami KUPzM i wszyscy zdobyli nagrody (trzy II,
dwie IIT i jedno wyréznienie), co powoduje, ze Polska jest absolutnym liderem
wéréd mlodych matematykéw Unii Europejskie;j.
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Oto intrygujaca wlasnosé:

po hg-sortowaniu dowolnej
hi-posortowanej tablicy pozostaje
ona nadal hi-posortowana. Kazda
hi-posortowana i hs-posortowana
tablica jest tez (a1hi + azhs)-
-posortowana dla wszystkich
catkowitych nieujemnych a; i as.

Zlozono$é pesymistyczna algorytmu
Shella wiaze si¢ z liczbami Frobeniusa.
Dla danych calkowitych hi,..., hy

o najwiekszym wspdlnym

dzielniku 1 liczba Frobeniusa

g(h1, ..., hy) to najwicksza liczba
calkowita nieprzedstawialna w postaci
arhy 4+ ...+ anhy przy ai,...,an

calkowitych nieujemnych. Gdy n = 2,
g(hi,h2) = (hy — 1)(he — 1) — 1. Wzory
na g(hi, ha, hg) sa skomplikowane. Dla
n > 3 nie znamy ogdlnych wzoréw na
liczby Frobeniusa, ale potrafimy je
wyznaczaé algorytmicznie.

O sortowaniu Shella
Marcin CIURA®

Sortowanie przez proste wstawianie polega na tym, ze elementy sortowane dzieli sig¢
na czes¢ posortowana i nieposortowana. We wlasciwe miejsca czedci posortowanej
wstawia sie przylegajace do niej elementy czesci nieposortowanej. W ten sposob
czesé posortowana rosnie od jednego do wszystkich elementéow. Przyktad:
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Ten prosty pomyst stwarza jednak ogromne mozliwosci.

W 1959 roku Donald Shell opublikowal pierwszy algorytm sortowania, ktory
zarazem mial zlozono$é czasowa potencjalnie nizsza niz kwadratowa i dziatal
w miejscu, czyli bez osobnej tablicy na wynik. Kolejne przebiegi algorytmu
noszacego jego nazwisko polegajg na sortowaniu przez proste wstawianie elementéw
oddalonych o ustalona liczbe miejsc h, czyli na tak zwanym h-sortowaniu.

Ponizej zilustrowano przebieg sortowania metoda Shella z odstepami 5, 3, 1.
Pierwszy przebieg, czyli 5-sortowanie, sortuje osobno zawartos¢ kazdego

2 fragmentow (a1, ag, an), (a2, ar, a13), (a3, as), (a1, av), (a5, aro), na proyklad
fragment (a1, ag,ar1) zmienia z (62,17,25) na (17,25,62). Nastepny przebieg,
czyli 3-sortowanie, sortuje zawarto$é fragmentéw (aq,aq, az, ayo), (as,as,as,a11),
(as,ag, ag,arz). Ostatni przebieg, czyli 1-sortowanie, to zwykle sortowanie przez
proste wstawianie calej tablicy (aq,...,a12).

ay a2 a3 a4 as asg ary ag a9 a0 A1 @12

dane wejéciowe: 62 83 18 53 07 17 95 86 47 69 25 28
po 5-sortowaniu: 17 28 18 47 07 25 83 8 53 69 62 95
po 3-sortowaniu: 17 07 18 47 28 25 69 62 53 83 86 95
po l-sortowaniu: 07 17 18 25 28 47 53 62 69 83 86 95

Zauwazmy, ze fragmenty tablicy, na ktérych operuje algorytm Shella, sa
z poczatku krotkie, a pod koniec prawie uporzadkowane. Oba te przypadki
sprzyjaja sortowaniu przez proste wstawianie.

Kazdy ciag odstepéw zakonczony jedynka prowadzi do poprawnie sortujacego
algorytmu, ale ich zachowanie na tyle si¢ rézni, ze wlasciwiej byloby moéowié

o algorytmach Shella niz o jednym algorytmie. W tabeli na nastepnej stronie
zestawiono wiekszo$é¢ dotychczas opublikowanych propozycji ciagéw odstepdw.
Niektore z tych ciagéw maja malejace wyrazy zalezne od N, czyli rozmiaru
sortowanej tablicy. Inne to rosnace ciagi nieskonczone, z ktérych nalezy wziac¢
w odwrotnej kolejnoéci wyrazy mniejsze od N.

Jiang, Li i Vitanyi podali dolne ograniczenia na rzad sredniej ztozonosci
m-przebiegowego sortowania Shella: Q(mN+1/™) przy m < logy N i Q(mN)
przy m > log, N. Zatem algorytm Shella ma szanse dziala¢ w $rednim

czasie rosnacym jak N log N tylko z ciagami o liczbie odstepoéw rosnacej
proporcjonalnie do logarytmu dlugoéci sortowanych tablic. Nie wiadomo jednak,
czy taki optymalny rzad zlozonosci sredniej jest w ogdle osiagalny. Wiadomo
natomiast, ze zlozonos¢ pesymistyczna jest wyzszego rzedu: Poonen, Plaxton

i Suel dowiedli, ze ro$nie ona co najmniej jak Q(N log® N/(loglog N)?).

Gdy wniknaé¢ w szczegodly, luki w naszej wiedzy o algorytmie Shella okazuja

sie tak duze, ze $mialo mozna go nazwac¢ najbardziej tajemniczym sposrdd
wydajnych algorytmow sortowania. Ztozonosé pesymistyczna umiemy okreslaé
zaledwie dla kilku klas ciagéw odstepéw. O Sredniej liczbie operacji mamy tylko
niepraktyczne wyniki: Espelid wyznaczyl ja przy odstepach réwnych kolejnym
potegom dwdjki, Knuth rozpracowal sortowanie z dwoma przebiegami, Yao,

*Instytut Informatyki, Politechnika Slaska a potem Janson i Knuth — sortowanie z trzema przebiegami. Na podstawie
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Zestawienie propozycji ciagéw odstepow w algorytmie Shella

rzad zlozonosci

wyraz ogélny ciagu (k > 1) konkretne odstepy pesymistyczne] autor i rok publikacji
|N/2F | A | O(N?) [gdy N =2P]  Shell, 1959
2| N/2F+1] 41 214 +1,...,3,1  OWN¥?) Frank, Lazarus, 1960
2k 1 1,3,7,15,31,63, ... ©O(N3/2) Hibbard, 1961
2F+1 na poczatku 1 1,3,5,9,17,33,65, ... O(N3/?) Papiernow, Stasiewicz, 1965
kolejne liczby postaci 2P34 1,2,3,4,6,8,9,12, ... O(nlog® N) Pratt, 1971
(3% —1)/2, nie wigksze niz [N/3] 1,4,13,40,121, ... O(N3/2) Knuth, 1973
4k +3.2F1 1 1, na poczatku 1 1,8,23,77,281, ... O(N*/3) Sedgewick, 1982

I a, 1,3,7,21,48,112,... O(NeV3mG/DWN)  fneerni Sedgewick, 1985
gi‘{?i = |V/2k + VZE), g # (2 +1)/2) —k, ag=min{n €N: n > (5/2)7, Vp: 0< p < ¢ => nwd(ap,n) = 1}
9(4k—t —2k=1y 41, 4kl 6.2k 41 1,5,19,41,109 O(N*/3) Sedgewick, 1986
hy = max{|bhy_1/11],1}, hg = N L%j, L% L%H, ool ? Gonnet, Baeza-Yates, 1991
= 1,4,9,20,46,103, ... ? Tokuda, 1992
nieznany 1,4,10,23,57,132, ... ? Ciura, 2001

do$wiadczen odgadnieto jeszcze, ze $redni czas dzialania algorytmu z ciagami
Hibbarda i Knutha jest rzedu N°/4, a z ciagiem Gonneta i Baezy-Yatesa —
rzedu N(3 + Inln N)log N, ale aproksymacje $redniej liczby operacji czynione
kiedys dla innych ciagdéw zawodza przy tablicach liczacych miliony elementéw.
Zauwazono tez, ze $rednio najmniej porownan elementéw potrzeba, gdy
ilorazy kolejnych odstepow leza z grubsza miedzy 2,2 a 2,3 — dlatego ciagi
Gonneta i Baezy-Yatesa o ilorazie 2,2 i Tokudy o ilorazie 2,25 sprawdzaja sie
w praktyce — ale nie umiemy wyjasni¢, dlaczego minimum przypada wtasnie
w tym miejscu.

W sortowaniu szybkim mozna stosowaé¢  Qczywiscie, ciagi odstepow okreslone tak prostymi wzorami stanowig znikoma
algorytm Shella do krétkich podtablic,  cz0d¢ wszystkich mozliwosci. Ze wzgledu na liczbe préb, ktére trzeba by
a takze wtedy, gdy glebokos$¢ rekurencji k , . lezieni t ‘leps . d lo si
prackroczy zadany limit, aby zapobiec wykonac, empiryczne znalezienie po prostu najlepszego ciagu wydawato sie
patologicznemu spowolnieniu sortowania. niemozliwe nawet dla niewielkich tablic. Poszukiwanie ciagéw optymalizujacych
Dziala tak, na przyklad, popularny Srednia liczbe operacji mozna jednak znacznie przyspieszy¢ dzieki analizie
kompresor bzip2. . P P .
sekwencyjnej, gdzie, inaczej niz w zwyklych metodach statystycznych, liczba
prob z danym ciagiem odstepoéw — czyli zliczen operacji wykonanych przy
sortowaniu losowych permutacji — nie jest ustalona z géry. Wykonuje sie ich
tym mniej, im bardziej jednoznaczne daja wyniki. Dzigki temu mozna szybciej
wykry¢ zarowno ciagi, z ktérymi sortowanie dziala szybko, jak i te, z ktérymi
dziata wolno.

7 testow dla nieduzych tablic wynika, ze Srednig liczbe przestawien elementéw
minimalizuje ciag Pratta {2737}, a $rednia liczbe ich poréwnan — ciagi

w przyblizeniu geometryczne. Skupimy sie na poréwnaniach, bo to ich

liczba jest proporcjonalna do czasu dzialania rzeczywistych programow.

Od rozmiaru tablicy zalezg wieksze odstepy najlepszych ciaggéw, ale nie ich
poczatki — wszystkie dobre ciagi zaczynaja sie odstepami (1,4, 9), (1,4, 10),
(1,4,13) lub (1,5,11), a optymalne wartosci kolejnych odstepéw ustalaja sie
w miare wydtuzania sortowanych tablic. Dlatego poszukiwania mozna jeszcze
skrocié przez rozpatrywanie tylko ciagéw o niektérych poczatkach. W testach
prowadzonych dla tablic liczacych do kilku tysiecy elementéw znaleziono wiele
wydajnych ciagéw o zblizonej $redniej liczbie poréwnan elementow, sposrod
ktérych mozna poleci¢ na przyklad ciag 1, 4, 10, 23, 57, 132, 301, 701.
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Ponizszy wykres przedstawia $rednia liczbe poroéwnan elementéw w réznych
wariantach sortowania Shella, dzielona przez teoretyczne minimum, czyli log, N

Aby wykonaé ten wykres, do ciggu 22— T ~Pr7,1,
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Jak widaé, stosowanie tak zoptymalizowanych ciggéw odstepow daje znikomy
zysk, ale ciekawa i niewyjasniona kwestiag pozostaje, dlaczego ich wyrazy
przyjmuja takie, a nie inne wartosci oraz czy mozna je okresli¢ jawnym wzorem.

Lamigléwki bitowe

Jak pamietamy, komputery operuja na bitach
(przyjmujacych wartosci 0, 1), ale zwykle

nie przetwarzaja ich pojedynczo, lecz wigkszymi
grupami, np. stowami 8-, 16-, 32- czy 64-bitowymi.
Procesory i jezyki programowania, poza standardowymi
operacjami arytmetycznymi na liczbach catkowitych

(+, —, - itp.), udostepniaja tez operacje bitowe. Dzialaja
one tak, jakby 0 bylo wartoscia logiczna falsz, a 1 —
prawda. Na przyklad AND (koniunkcja) dziala tak:

0ANDO=0AND1=1AND0=0, 1AND1=1.

Z kolei OR (alternatywa) daje wynik 1, gdy cho¢ jeden
z argumentow jest jedynka. Negacja NOT zamienia
zera na jedynki i odwrotnie, zas XOR (od eXclusive
OR — alternatywa wykluczajaca) daje wartosé 1, gdy
jej argumenty sa rozne:

0XOR0=1XOR1=0, 0XOR1=1XOR0=1.

Operacje te stosuje si¢ zwykle nie do pojedynczych
bitow, ale do catych stéow, bit po bicie. Jedli, na
przyktad, pracujemy na liczbach oémiobitowych, to:
28 XOR 11 = 00011100 XOR 00001011
= 00010111 = 23.
Te wszystkie wyjasnienia sg po to, aby Czytelnik mogt

przystapi¢ do zadan, w ktorych przydadza sie zaréwno
operacje bitowe, jak i arytmetyczne.

rozwigzania w numerze

1. n-bitowa liczba calkowita moze reprezentowac
podzbidér zbioru n-elementowego: i-ty bit jest réwny 1,
gdy i-ty element nalezy do podzbioru, a 0 w przeciwnym
razie. Jak w tej reprezentacji obliczaé czes¢ wspolna

i sume dwbch podzbioréw? A dopelnienie zbioru?

2. Sprawdz, ze (a XOR b) XOR b = a dla dowolnych
liczb a i b (to niezwykle uzyteczna wlasnosé!). Kiedy
a XORb=07

3. Mamy dwie zmienne a i b, ktérych wartosci chcemy
zamieni¢ miejscami. Zwykle napisalibySmy

tmp :=a, a:=b, b:= tmp.
A jak poradzi¢ sobie bez pomocniczej zmiennej?

4. Autor Teorii Wszystkiego zapisal swoja teorie¢ w pliku
i chce go przekaza¢ dwém osobom tak, aby zadna z nich
nie mogta poznaé¢ ani rabka tajemnicy, ale aby obie
razem mogly odtworzy¢ caly plik i poznaé sekret. Jak

to zrobi¢? Wskazowka: mozna zacza¢ od wygenerowania
losowego ciagu bitéw o dlugosci takiej jak caly plik.

5. Napisz pojedyncza instrukcje, ktora sprawdzi, czy
dana liczba a jest potega dwdjki.

6. Napisz instrukcje obliczajaca maksymalna potege
dwojki, ktora dzieli dana liczbe a.

7. Jak wyznaczy¢ liczbe elementow zbioru,
reprezentowanego jak w zadaniu 1, wykonujac liczbe
operacji proporcjonalng do tej liczby elementéw?

Zebrali M.A. « F.W.



Jan Duns Szkot, De primo principio,
Traktat o pierwszej zasadzie. Przektad

i wstep Tadeusz Wtodarczyk. Biblioteka
Klasykéw Filozofii, Warszawa PWN 1988.

Uwaza si¢ (Wlodarczyk loco cit.), ze
miejscem urodzenia Scota byla osada
Duns w hrabstwie Barwick, polozona
niedaleko Edynburga. Okolo 1278-79
Scot wstapil do zakonu franciszkanskiego,
uzyskujac §wigcenia kaptanskie

w roku 1291. Studia teologiczne 1292-93
odbyt w Paryzu. Wykladal w rozmaitych
latach w Cambridge, Oksfordzie i Paryzu.

Edward Zielinski, Duns Szkot, Polskie
Towarzystwo Tomasza z Akwinu; artykutl
w Internecie.

Jan Duns Scot
(okolo 1265 — 8 listopada 1308)

Jerzy MIODUSZEWSKI

Najbardziej znanym dzietem Jana Dunsa Scota i jedynym tlumaczonym na
polski jest Traktat o pierwszej zasadzie (Biblioteka Klasykéw Filozofii, PWN
1988). Z zawartych tam subtelnych rozwazan, bedacych na pograniczu teologii
i logiki, staramy si¢ wydoby¢ wiedze, ktéra przylegalaby do naszej wiedzy
jako matematyka. Oczywiscie, nie chodzi o wiedze $cisle matematyczna, ale

o taka, ktéra jakos kazdego matematyka dotyczy, np. o taka, ktéra pozwala
na przebrnigcie przez filozoficzne umotywowania Dedekinda z Was sind und
was sollen die Zahlen, przez zadania Bolzany z Paradokséw nieskonczonosci,
chociaz juz niekoniecznie przez traktaty Leibniza. Autor niniejszego moze
odpowiedzie¢ za siebie, ale prébowal tez pomocy logikéw i ich ksiazek. Skutek
byt raczej skromny.

Duns Scot — Scotus — byt Szkotem z urodzenia, w Szkocji w wieku kilkunastu
lat odbyt nowicjat w zakonie franciszkanow, jego dalszy zywot przebiegal
przez uniwersytety Oksfordu i Paryza, a zakonczyl sie w Kolonii, gdzie

zmarl siedemset lat temu jako lector principalis Studium Generalnego
Zakonu. Bezkompromisowos$¢ nie pozwolita mu na zakorzenienie si¢ w jednym
miejscu i nigdzie poza nauka. Nauce stawial cel najwyzszy, chociaz ta,

w swej codziennosci, byla mu najzwyklejszym trudem umystu i pokonaniem
niedoskonaltosci myslenia, jakie sie napotyka, idac ku prawdzie i tylko
prawdzie.

W Traktacie o pierwszej zasadzie Duns Scot stawial sobie za cel dociekanie
praprzyczyny wszystkiego, poprzez rozwazanie przyczyn i skutkéw
partykularnych, ktére ukladaja sie w zbiér uporzadkowany (a moze raczej
tylko cze$ciowo) o pewnej specyficznej strukturze. Czy zatem jest to traktat

o zbiorach ze wspdlczesnej nam teorii mnogosci? Raczej nie, bo rozwazania
formalne nie sa dostatecznie oddzielone od jednoczesnych uwiklan aplikacyjnych
w rejonach teologii. Duns Scot byl §wiadom, jak wazne byloby to oddzielenie.
Chcial wiedzieé, co zawdzieczamy sprawnosci rozumu, a co wyzszemu
przekonaniu, kiedy przechodzi si¢ ku prawdom ostatecznym. Te okazuja sie
surowym sprawdzianem wczesniejszych subtelnych matematycznych rozwazan,
bo przeciez nie sam formalizm, ale jego stosowalnos¢ jest najwicksza zagadka
metafizyczna matematyki.

Nasuwa si¢ pytanie, czy Cantor znal Dunsa Scota? Ale odrzucamy je, jako
majace odpowiedz u biograféw Cantora, ktérzy nie upieraja sie przy tym,

by Cantor byt filozofem. Zreszta, zadna z jego prac ani zaden z jego licznych
listow nie przemawiaja za tym, by znal Dunsa Scota. By¢ moze znal Ockhama,
kontynuatora Scota, ktérego popularna ,brzytwa” znana jest kazdemu, ale

jest ona i u Scota, ktéry we wspomnianym Traktacie pisze w pewnym miejscu:
Pietnaste twierdzenie. Wielosci nigdy nie naleZy przyjmowaé bez koniecznosci.
Ale dodajmy, ze tego zdania byl juz w Fizyce Arystoteles.

Zasadnym pytaniem byloby nie to, co Cantor mniemalby o Scocie, ale co Scot
o teorii Cantora. Przypuszczalnie zrozumialby Cantora i nie oponowalby przeciw
jego drabinie liczb porzadkowych i zawartemu w niej tadunkowi formalnego
do$wiadczenia nieskonczonosci. Antynomie, ktora wienczy teorie Cantora, miat
i w swoim systemie, ale potrafil ja wytlumaczy¢. Praprzyczyna wszystkich
przyczyn jest, wedlug Scota, doskonala, jedyna i nieskonczona. Nie moze by¢
wiec zadna z przyczyn partykularnych, ktére same tych wlasnoéci nie maja.
Pozostawalo pytanie o jej istnienie. Tu zatrzymajmy sie¢, zanim zarzucimy

co$ Scotowi. Pomy$lmy o naszych mnogosciowych dowodach istnienia, ktére
polegaja na tym, ze majac dostatecznie poprawnie mys$lowo uformowany
system, nadajemy mu aktem woli nowa bytowosé, w istocie symbol, ktory
nazywamy zbiorem, co wchodzac w bieg myslenia i odczuwania teoretykow
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Cytat za Tadeuszem Swiatkowskim,

Czy tylko przyczynki, w tomie
Matematyka przelomu XIX i XX wieku.
Nurt mnogosciowy, Katowice 1992,

str. 111-120.

... wystarczy poprawié jakakolwiek
falszywa rozprawe matematyczng, aby
przekonaé sie, jak dalece mial [on]
racje. Kandydat zadaje sobie czesto
wiele trudu, aby znaleZé pierwsze
rownanie falszywe; z chwilg jednak, gdy
je otrzymal, jest juz dla niego drobnostkq
nagromadzié rezultaty najbardziej
zdumiewajgce, wsrod ktérych mogaq byé
nawet t prawdziwe.

Henri Poincaré, Science et Méthode,
Paris 1924.

Skrécony cytat za Stefanem Swiezawskim,
Dzieje europejskiej filozofii klasycznej,
Warszawa PWN 2000; Duns Szkot

str. 757-783.

teorii mnogosci, piszemy wyrézniona czcionka. Intelekt i wola oddzielone
od siebie, ale we wzajemnej relacji, byly tym, co w filozofii Scota najbardziej
dostrzegamy.

Moéwi sig, ze krytyczny wobec swoich konkluzji teologicznych Duns Scot
zauwazal w dalszych swoich dociekaniach niedostateczno$é¢ rozwinietego przez
siebie formalizmu do wyciagania wnioskow ostatecznych. Czym jednak rézni sie
od herezji wycofujacy sie z rozbudzonych oczekiwan sceptycyzm?

Duns Scot byt juz w czternastym wieku czczony jako sSwiety, ale dopiero

Pawel VI uwolnit dziela Scota od zarzutu herezji. Blogostawionym oglosil go Jan
Pawel II, a Benedykt X VI, jeszcze jako kardynal Ratzinger, glosil, ze wlasciwe
zadanie teologa polega na niesieniu pomocy w rozumieniu, co byloby najwyzsza
pochwala dla Scota, jesliby odnie$é¢ to do jego dziela, a mozna, bo sam pisal:
fides querens intellectum.

Czy czasopismo uwielbiajace matematyke skuteczng jest odpowiednim miejscem
dla Dunsa Scota, Ockhama, a tez dla Anzelma i Piotra Lombarda, kt6rych

Scot komentowal na wspomnianych stawnych uniwersytetach? Zapytajmy
wszakze, czym mogloby byé to odpowiednie miejsce? Polski Wydawca Traktatu
niewiele pomogt autorowi niniejszego tekstu w najprostszym nawet uchwyceniu
mys$li filozofa, ktéremu wspdlezesni nadali tytul Doktora Subtelnego, wiedzac

— jako profesjonalny filozof — Ze nie rozumienia szukamy na najwyzszych
szczytach filozofii.

Wielkie dokonania w dorobku mysli ludzkiej doznaja z biegiem lat, jedne
bezpowrotnego — oby nie calkowitego — uszczerbku, inne doznaja przetworzen,
w ktoérych staja sie nierozpoznawalne. Warstwa formalna Dunsa Scota zostata
juz dawno wchlonieta przez doktryne mnogosciowa. Zostaje jego skrzydlata
fraza o bytach niekoniecznych oraz poddana oczyszczajacym przerébkom
stynna teza jesli nie p, to z p wynika wszystko, dajaca okazje matematykom
do rozbudowywania anegdot, z ktorych jedna przytacza Andrzej Mostowski
w swojej Logice matematycznej (Warszawa—Wroctaw 1948), przypisujac ja
Poincarému. Czy teza ta nie znajduje sie miedzy wierszami wspomnianego
Traktatu, w ktérym jest mowa o hierarchii wéréd przyczyn? Autor niniejszego
nie moégl jej tam znalezé. Znani mu logicy nie pomogli mu w znalezieniu jej
zrodta w innych tekstach Scota.

Sa byty myslowe, powotane kiedy$ w przesztosci do istnienia, ktérych
kontynuacja sie urwata. Méwi sie nawet o konicu historii (autor zna ze styszenia
ksiazke Fukuyamy), frazie zwiastujacej okrutna prawde. W istocie, nie ma nic
bardziej nieokre$lonego niz istnienie, ktére wprawdzie ma przypadki oczywiste,
ale ogdélnie biorac mamy tylko sposoby istnienia. Duns Scot nie istnieje dla

nas na sposéb taki, w jaki istnial dla jemu wspolczesnych, ktérzy byli gotowi
umiera¢, badz usmierca¢ innych, za prawdy gloszone w swoich traktatach.
Duns Scot gdzies pisze: Intelekt jest stuzebny wobec woli, co znaczy, ze jest
stuzebny wobec czego$, co jest poza intelektem. Nie zyjemy tym, czym zyli
wspolczesni Scotowi i nie wymagamy od siebie pelnej z nim komunikacji.

Mial ja jeszcze Leibniz, traktujac o bytach koniecznych i niekoniecznych, ale
watpimy, ze Cantor.

Absurdem jest, pisze Scot, by cos bylo przyczyng siebie, a w innym miejscu,
ze jest niemozliwe, by rzecz zalezata istotowo od dwdch réznych natur, co za
kazdym razem ma sens w odpowiednim kontekscie, podobnie jak wszelkie
sentencje, ktére pozostawili nam po sobie filozofowie (z ktérych wiele
przeszlo w ludowe przystowia). Jesli styszymy zdanie, ze konieczne jest
istnienie jakiejs nauki ogolnej, ktora rozwaza transcendentalia, to dobrze
wiedzie¢, ze wypowiadal je Duns Scot, autor trudnego Traktatu. Wtedy
zatrzymamy sie nad tym zdaniem dluzej i wzmocnimy sie w przekonaniach
co do waznych dla naszego wieku transcendentaliéw, chociaz ogol dzieta Scota
wskazuje, jak bardzo dreczy¢ musialo go pytanie, dlaczego transcendencja,
jaka osiaga sie w teoriach formalnych, tak malo pomaga w odpowiedziach
na pytania zasadnicze?
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Obliczalnos$¢, rachunek lambda i liczby naturalne

Przypomnijmy, ze w poprzednim numerze
byla mowa o lambda-wyrazeniach,
czyli specjalnej notacji Axz.M stuzacej
do zapisu funkcji o argumencie z,
wykonujacej operacje M. Na przyktad
zamiast

f@)(y) =z+y
napisaliby$my

f = Xz yxz+y

*Instytut Matematyki,
Uniwersytet Warszawski

Stawomir KOLASINSKI*

Na poczatku XX wieku ludzie czesto zastanawiali sie¢ nad algorytmiczna
rozwigzalnoécia réznych probleméw. Nie bylo wtedy do konca jasne, co to
znaczy, ze jakis problem jest ,rozstrzygalny”. Postugiwano si¢ wtedy dos¢ metnym
pojeciem istnienia ,procedury o skoniczonej liczbie operacji”. Intuicyjnie chodzito
o0 to, czy istnieje powtarzalny ciag czynnosci, ktory zawsze prowadzi do poprawnych
wynikow. Sformalizowanie pojecia rozstrzygalnoéci zajelo matematykom troche
czasu. W latach 30. XX wieku pojawily sie dwie koncepcje: definiowalnosé

w rachunku lambda oraz obliczalno$é na maszynie Turinga. W 1937 roku Alan
Turing udowodnil, ze obie te koncepcje definiuja te sama klase problemdw.
Warto tutaj zaznaczy¢, ze rachunek lambda pojawil sie historycznie wczedniej niz
maszyna Turinga. Ta ostatnia ma jednak bardziej mechaniczna nature, co pozwolito
fizycznie ja zbudowaé. Pierwsze komputery byly po prostu przeniesieniem
abstrakcyjnej maszyny Turinga do $wiata rzeczywistego. Rachunek lambda jest
za to bardziej matematyczna konstrukcja, ktorej nie daje sie tak prosto zrealizowac
w $wiecie fizycznym.

Te dwa modele, rachunek lambda i maszyna Turinga, zapoczatkowaly dwa
sposoby myslenia o programowaniu (paradygmaty). Pierwszy model jest
abstrakcja programowania funkcyjnego, drugi imperatywnego. Niestety,
wszystkie zbudowane dotychczas komputery dzialaja jak maszyna Turinga,
przez co imperatywny sposob myélenia jest duzo szerzej rozpowszechniony
niz funkcyjny. Nalezy jednak pamigtaé, ze obydwa modele maja réwnie dtuga
historie i obydwu nalezy sie rownie wiele uwagi.

Przedstawimy teraz pobieznie sposdb, w jaki mozna zdefiniowa¢ obliczalnosé

w rachunku lambda. Po pierwsze, ustalmy, co chcemy obliczyé¢. Wszyscy wiemy,
ze w rzeczywistych komputerach wszystkie informacje reprezentowane sa za
pomoca jedynie dwoch liczb: zera i jedynki. Poniewaz pojemnosé pamieci
naszych komputeréw jest skonczona, wiec mozna zinterpretowaé calg zawartosé
pamieci jako bardzo, bardzo duza liczbe naturalna zapisana w systemie
dwdjkowym. Oznaczmy te liczbe n. Wyobrazmy sobie, ze uruchamiamy jakis
program (nazwijmy go P), ktory dziala przez chwile i si¢ konczy. Nasz program
pewnie zmienil zawarto$¢ pamieci komputera. Nowa zawarto$¢ mozemy znéw
zinterpretowaé jako liczbe naturalng n’. W ten sposob program P moze by¢
rozumiany jako funkcja na liczbach naturalnych P : N — N, taka ze P(n) =n’.
Znamy zatem odpowiedz na pytanie ,,Co chcemy oblicza¢?”. Chcemy obliczaé
funkcje f : N — N. Pozostaje pytanie ,,Co to znaczy, ze funkcja f da sie
obliczy¢?”. Odpowiedz jest prosta. Postulujemy, ze funkcja f jest obliczalna, jesli
istnieje lambda-wyrazenie F, ktére ja realizuje, czyli

Vn,m e N (f(n) =m <= Fn=m).

W poprzednim numerze Delty, w artykule Michata Skrzypczaka Wszystko

jest funkcjq, wykazano, ze kazda funkcja, ktéra da sie zaprogramowaé na
komputerze, moze byé¢ zapisana jako pewne lambda-wyrazenie. Byto to
jednak pokazane przy zalozeniu, ze mamy do dyspozycji liczby naturalne oraz
dziatania na nich. Wydaje si¢ to dos¢ naturalne, ale jesli chcemy udowadniaé
co$ o funkcjach obliczalnych, to dobrze byloby zredukowaé¢ do minimum liczbe
przypadkéw, ktore musimy rozpatrzyé. W czystym rachunku lambda wyrazenie
M moze by¢ tylko postaci M = P @, albo M = Az.P, albo musi by¢ zmienna
M = z. Korzystajac tylko z tych trzech mozliwosci, skonstruujemy liczby
naturalne oraz operacje arytmetyczne +, —, * i relacje =, <, >.

Liczby naturalne bedziemy reprezentowaé za pomoca tzw. numeratow Churcha.
Liczbe n € N przedstawimy jako funkcje na funkcjach, ktéra sktada swoj
argument ze sobg n razy. Sprébujmy wytlumaczy¢ to doktadniej. Numeral n

to funkcja, ktéra przyjmuje jako argument pewna funkcje f : N — N. W wyniku
daje nowa funkcje ¢ = n(f) : N — N, ktéra jest n-krotnym zlozeniem f,
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Anegdota glosi, ze wpadl na swéj
genialny pomysl u dentysty, gdy byt
znieczulony gazem rozweselajacym (N2O)
podczas usuwania zebéw madrosci.

Zauwazmy, ze nie mamy czego$ takiego
jak liczby ujemne, wigc pred 0 = 0.

A oto jak poréwnywaé liczby Churcha
za pomocy wyrazenia warunkowego typu
if-then-else oraz operatoréw i wartosci
logicznych zapisanych za pomoca
lambda-wyrazen w spos6b opisany we
wspomnianym artykule:
zero = An.n (Az.false) true
le = An.Am.zero (sub n m)

ge = An.A\m.zero (sub m n)

eq = An.Am.and (le n m) (ge n m)

czyli g(z) = f™(x). Symbolicznie mozna to zapisaé¢ nastepujaco:

n(f)(z) = () = f(f(... f(z)...).
N——
n
W rachunku lambda odpowiednie numeraly beda mialy postaé

0= \f.(Az.2)
L=Xff
2= M x.f (f x)
3= A x.f (f (fx) itd.
Na takich liczbach mozemy zdefiniowaé operacje dodawania i mnozenia:
add = dmAnAf.(Ax.(m f) (n f )
mul = AmAnAf.m (n f).
Sprawdzmy, jak to dziala.

(add 23) fz=(2f) B fx)
=2 (=)
=fGFF)))=57f=
(mul 32) fo=3(2Ff) =
=202 2f2)
(

2

f

N2 )
D ()
=G F ) =61

7 odejmowaniem nie pdjdzie nam tak prosto. Czytelnik moze sam sprobowaé
zdefiniowaé operacje poprzednika, czyli funkcje pred : N — N, taka ze pred(x) =
=z — 1, by przekonaé sie, ze nastrecza to trudnosci. W istocie byl to przez
pewien czas otwarty problem. Rozwigzanie znalazt student Churcha, Stephen
Cole Kleene. Do zrealizowania jego pomystu bedziemy potrzebowali dodatkowe;j
struktury danych — pary.

pair = Az \y.(Af.f z y)
fst = Ap.p (A\x.\y.x)
snd = A\p.p (Az.Ay.y) .
W ten sposéb pair A B koduje dwa lambda-wyrazenia A oraz B w jednym,
a operacje fst i snd wybieraja poszczegdlne wspdirzedne, na przyktad:
fst (pair A B) = (pair A B) (Az.\y.x)
= (Mf.f A B) (Az.\y.x)
= (Az.\y.x) A B=A.
Dla skrdcenia notacji przez (A, B) bedziemy oznaczaé pare, czyli
lambda-wyrazenie pair A B. Wygodnie tez bedzie pisa¢ nieformalnie

Ap1,p2).M, jesli zakladamy, ze argumentem definiowanej funkcji jest para.
Mozemy teraz skonstruowac funkcje poprzednika oraz odejmowanie:

pred = Am.Af A zx.fst (m (Ap.pair (snd p) (f (snd p))) (pair z x)) =
= dmAf A xfst (m (Mp1,p2).(p2, f p2)) (z,x))
sub = Am.An.n pred m.
Obliczmy dla przykladu pred 3.
pred 3 f z = fst (3 (A(p1,p2)-(p2, f p2)) (z, 7))
= fst (Mp1,p2)-(p2, f p2)) (Mp1,p2)-(P2, f P2))
((Mp1,p2)-(p2, f p2)) (2, 2))))
= fst ((Mp1,p2)-(p2, f p2)) (Mp1,p2)-(p2, f p2)) (@, f )))
= fst (A{p1,p2)-(p2, [ p2)) {f . f (f 2)))
=fst (f (fa),f(f(fa))=Ff(fa)=2[=.

Jesli dodamy do tego mozliwo$é poréwnywania liczb (patrz margines), to
zdefiniujemy pelna arytmetyke w czystym rachunku lambda. To juz wystarczy,
by wyrazi¢ wszystko, co jestedmy w stanie zaprogramowac.
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O pozytku z obrotéow

Izometria plaszczyzny euklidesowej nazywamy takie
odwzorowanie tej plaszczyzny w siebie, ktore nie zmienia
odleglosci miedzy punktami. Obroty, przesuniecia lub
symetrie osiowe to najprostsze przyklady izometrii.
Wéréd wszystkich izometrii mozemy wyréznié te, ktore
nie zmieniajg orientacji plaszczyzny, sa to tzw. izometrie
parzyste. Okazuje sie, ze jedynymi izometriami parzystymi
sq obroty lub przesuniecia.

7 tego stwierdzenia wynika w szczegolnosci, ze
zlozeniem dwdch obrotéw (o niekoniecznie jednakowych
srodkach) jest obrét lub przesuniecie, bowiem zlozenie
dwdbch izometrii parzystych jest izometria parzysta.
Mozna udowodnié¢ nieco doktadniejsza zaleznosé: Jesli

Waldemar POMPE

przez RS oznaczymy obrét wokol punktu X o kat o
(w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara),
a przez T, przesuniecie o wektor v, to

(1) RY o R =T,

gdy a + [ jest catkowita wielokrotnoscia kata 360°, oraz
dla pewnego punktu C

(2) R? o R§ = RSP,

w przeciwnym przypadku.

W niniejszym artykule nie bedziemy dowodzi¢
tych réwnosci. Pokazemy natomiast, jak mozna
je wykorzystaé¢ do odkrywania ciekawych, czesto
nieoczywistych zaleznosci geometrycznych.

Przyktad 1. Na bokach trojkgta ABC zbudowano po jego zewnetrznej stronie
trajkaty rownoramienne BCX, CAY, ABZ, przy czym BX = XC, CY = YA,
AZ = ZB (rys. 1). Niech

a=<IBXC, [=<xCYA,
Wowczas jesli o+ 8+~ = 360°, to miary katow trojkata XYZ przy wierzcholkach
X, Y, Z wynoszq odpowiednio %a, %ﬂ, %’y,

v =<IAZB.

Rozpatrzmy odwzorowanie R}, o R’f, o R%. Poniewaz a + 3+ v = 360°, wiec

zgodnie z powyzszym stwierdzeniem zlozenie to jest przesunieciem T, o pewien

Rys. 1

wektor v. Ponadto RS (B) = C, R}B, (C) = A oraz R),(A) = B, skad wynika, ze

T,(B) = B. Przesuniecie T, ma wiec punkt staly B, wobec czego T, musi by¢

identycznoscia.

Rys. 2

7Z przykltadu tego bezposrednio wynika kilka stynnych
twierdzen lub znanych zadan. Jednym z nich jest tzw.
twierdzenie Napoleona: Srodki trojkatow rownobocznych
zbudowanych na bokach dowolnego tréjkata (po jego
zewnetrznej stronie) sq wierzcholtkami tréjkgta
réwnobocznego. Dla dowodu wystarczy w powyzszym
przykladzie przyja¢ o = 8 = vy = 120°.

Przesledzmy zatem kolejne potozenia obrazu punktu X przy rozpatrywanym
zlozeniu (rys. 2). Oczywiscie, RS (X) = X, dalej oznaczmy przez U punkt
Re (X). Wtedy XY =UY oraz <XYU = 3. Rozpatrywane zlozenie jest
identycznoscia, a wigc musi byé spelniona zaleznosé R}, (U) = X. To z kolei
oznacza, ze XZ = UZ oraz < XZU = .

W efekcie uzyskujemy przystajace tréjkaty XYZ i UYZ (cecha bok-bok-bok),
przy czym X XY U = f oraz < XZU = ~. Stad otrzymujemy X XYZ = %ﬁ oraz
IYZX = %'y, a zatem rowniez < ZXY = %a. To konczy dowdd.

Inna ciekawa zaleznosé geometryczna uzyskujemy,
przyjmujac a = = 90° oraz v = 180°: Srodki kwadratéw
zbudowanych na dwdch bokach dowolnego trojkata

(po jego zewnetrznej stronie) oraz Srodek trzeciego boku
tego trojkqta sq wierzchotkams tréjkata prostokgtnego
rOWNOTAMIENNEGO.

Kagtem skierowanym miedzy prostymi k i | nazywamy taki kqt, o jaki nalezy
obrécic prostg k (w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara), aby
uzyskaé prostg réwnolegla do prostej l. Kat ten oznaczamy symbolem < (k,1).

Warto zwroéci¢ uwage, ze jest on wyznaczony z dokladnoscia do 180°,

B
W, w przeciwienstwie do kata skierowanego miedzy potprostymi, ktéry jest
wyznaczony z doktadnoscia do 360°.
c Pojecie kata skierowanego miedzy prostymi mozna wykorzysta¢ do opisu
konstrukeji punktu C' spelniajacego zaleznosé (2). Okazuje sie bowiem, ze
Rys. 3 punkt C' jest wyznaczony przez nastepujace warunki (rys. 3 1 4)
3) %(CA,AB) = orax %(AB,BC) = §~

*Instytut Matematyki,
Uniwersytet Warszawski
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Rys. 6

Rys. 7

Rys. 8

Przyklad 2. Na bokach AB, BC, CD, DA czworokgta
wypukiego ABCD zbudowano po jego zewnetrznej stronie
kwadraty o srodkach odpowiednio K, L, M, N. Wéwczas
odcinki KM i LN sq prostopadle i réwnej dlugosci (rys. 5).

Rozpatrzmy odwzorowanie R o R o R o RYY".
Zgodnie ze wzorami (1) i (2) odwzorowanie to jest
przesunigciem T,,. Z drugiej strony, punkt A jest
punktem stalym tego odwzorowania, skad bezposrednio
wnioskujemy, ze T, jest identycznoécia.

Niech P bedzie takim punktem, ze < (PK,KL) =
= (KL, LP) = 45° (rys. 6). Podobnie, niech @ bedzie
takim punktem, ze < (QM, MN) = <(MN,NQ) = 45°.
Wéwcezas wykorzystujac zaleznosci (2) i (3), uzyskujemy

RY o RY" = REY oraz RY oRYY = RlQSOO.
Wobec tego ztozenie Rgoo o R jest identycznodcia,
co z kolei oznacza, ze

RSO — Rgo :

czyli P = Q. Pozostaje zauwazy¢, ze obrét wokot
punktu P o kat 90° przeprowadza odcinek LN na

odcinek KM, skad wynika, ze odcinki te sa prostopadte
i rownej dhugosci.

Oba przyklady stanowiag znakomita ilustracje tego, jakie
mozliwoéci daje twierdzenie o skladaniu obrotow. Mozna
jednak odnies¢ wrazenie, ze stosuje si¢ ono jedynie

tam, gdzie pojawiaja sie trojkaty rownoramienne:

wtedy w naturalny sposéb mozemy wybraé¢ zaréwno
srodek, jak i kat obrotu. Na koniec pokazemy przyktad,
w ktérym nie wystepuja tréjkaty réwnoramienne,

a mimo to mozna efektywnie wykorzystaé¢ wzory (1)—(3).

Przyklad 3. Punkt P lezy wewngtrz czworokgta wypukiego ABCD), przy czym

XAPB + <CPD = 180°.
Niech a, b, ¢, d, bedg odpowiednio obrazami prostych PA, PB, PC, PD
w symetriach wzgledem dwusiecznych kgtéw X DAB, < ABC, < BCD, <CDA
(rys. 7). Wéwezas proste a, b, ¢, d przecinajq sie w jednym punkcie.
Przyjmijmy o = <(PA, AB), 8 = <(AB, BP), v = <(PC,CD), § = <(CD, DP)
oraz rozpatrzmy odwzorowanie R% o RQ(;Y ° RJZBB o R%* (rys. 8).
Ze wzoréw (2) i (3) wynika, ze odwzorowanie to jest réwne 1%2};’”‘s o R?DQJFQB .
7Z kolei z zalozenia X APB 4+ < CPD = 180° wnioskujemy, ze

a+f+vy+4d=180°.

Wobec tego rozpatrywane zlozenie jest identycznoécia.
Zatem identycznoscia jest takze przeksztalcenie R? o R%ﬁ oR%¥o R%S
(korzystamy tu z prostego faktu, ktéry méwi, ze jesli dla bijekeji f i g
odwzorowanie f o g jest identycznoscia, to takze odwzorowanie g o f jest
identycznoscia).

Niech @ bedzie punktem przeciecia prostych a i d, a S punktem przeciecia
prostych b i c. Wowcezas wykorzystujac zaleznosci (2) 1 (3), wnioskujemy, ze

R% o R% = RQQ‘HQ'JK oraz R o R} = RYT™.
Wobec tego Réﬁ 2, Ré‘”% jest identycznoscia, czyli
2842y _ p—28-2y
Ry =R, .

Stad uzyskujemy @ = S, co oznacza, ze proste a, b, ¢, d przecinaja sie w jednym
punkcie.

9



Rys. 1

Mota delld

Okna gotyckie

Poczawszy od drugiej potowy XII wieku w catej Francji, a pdzniej
takze w innych krajach, zaczety powstawaé liczne koécioty gotyckie.
Cechg charakterystyczna architektury gotyckiej byto bogate zdobnictwo
kamienne. Wielkie rzezbione portale i bogato zdobione okna to tylko
niektore z charakterystycznych elementéw tego stylu. Jedno z okien
paryskiej katedry Notre Dame wyglada tak jak na rysunku 1. Podobne
okna wystepuja w wielu innych kosciotach gotyckich; rysunek takiego
okna mozemy znalezé¢ takze na banknocie 20 euro. W tym artykule
przyjrzymy sie geometrii tego okna. Pierwsze, co sie rzuca w oczy, to
tuk ostry. Taki tuk jest jednym z najbardziej typowych elementéw
architektury gotyku. Jak przebiega jego geometryczna konstrukcja?

10



Rys. 2

Rys. 3

Rys. 4

Rys. 5

Klasyczny ostrotuk powstaje z dwoch tukéw okregu. Bierzemy poziomy
odcinek AB o dlugosci a (bedzie to ,podstawa” ostroluku), a nastepnie
z punktéw A i B zataczamy tuki o promieniu AB, przecinajace si¢

w punkcie C'. Widzimy te konstrukcje na rysunku 2. Tr6jkat ABC

jest, oczywiscie, tréjkatem réwnobocznym. W ten ostrotuk musimy
wpisa¢ dwa mniejsze ostrotuki i okrag styczny do czterech tukéow: dwoch
duzych tukéw AC i BC oraz dwoch tukéw o dwa razy mniejszych
promieniach.

Zacznijmy od wpisania dwoch mniejszych ostrotukéw. Niech D bedzie
$rodkiem odcinka AB. Z punktéw A i D zataczamy tuki o promieniu AD,
przecinajace si¢ w punkcie E; podobnie z punktéw D i B zataczamy tuki
o promieniu DB przecinajace si¢ w punkcie F'. Oczywiscie, trojkaty ADE
i DBF sa réwnoboczne. Mamy juz trzy ostrotuki (rysunek 3), musimy
teraz wpisaé okrag.

Jego srodek O oczywiscie lezy na osi symetrii okna, czyli na odcinku C'D.
Musimy tylko wiedzieé, jak wysoko on sie znajduje nad podstawg AB
(tzn. jaka dlugosé ma odcinek DO) oraz jak duzy jest promien tego
okregu. Aby sie tego dowiedzieé, skorzystamy z dwoch faktéw. Pierwszym
jest prosta obserwacja, ze punkt stycznosci dwoch okregdéw jest
wspotliniowy ze $rodkami tych okregéw. Drugim bedzie znane twierdzenie
Pitagorasa.

Niech wiec okrag o srodku w punkcie O bedzie styczny do tukéw AC,
BC, DE i DF (rysunek 4). Punkty stycznosci K i L sa wspdlliniowe

z punktami A i O. Odcinki AB i AL sa promieniami tego samego okregu;
zatem AL = AB. Podobnie odcinki AD i AK sa promieniami tego
samego okregu, a wiec AK = AD = §. Stad wynika, ze

KL:AB—AD:%.

Poniewaz odcinek KL jest érednica okregu o $rodku O, wiec promien
tego okregu jest réwny ¢. Stad zas wynika, zZe
3a
AO = —.
0 4
Teraz mozemy obliczy¢ dlugosé odcinka DO. W tym celu zastosujemy
twierdzenie Pitagorasa do tréojkata prostokatnego ADO:
9a®> a* 9a®—-4a®> 5a?
2 _ A2 _ 2_2¢ & _ g4 TEE 2%
DO”=A0" - AD 16 4 16 16°
czyli

av'b
DO = I
Wiemy juz, gdzie znajduje sie srodek O, znamy tez promien okregu,
wiec mozemy go narysowaé. Mozemy tez tatwo wyznaczy¢ $rodek tego
okregu konstrukcyjnie, za pomoca cyrkla i linijki. Dzielimy odcinek AB
na cztery réwne czesci i taczymy srodek D z punktem C. Nastepnie
zakreslamy z punktu A tuk okregu o promieniu 22; jest to dlugosé
odcinka od punktu A do srodka odcinka DB. Punkt przecigcia tego tuku

z odcinkiem CD jest wlasnie érodkiem O.

Teraz wewnatrz ostrotukéw AED i DF B powtarzamy t¢ sama
konstrukcje (rysunek 5). Mamy juz prawie kompletne okno. Pozostaje
tylko wypetnienie trzech okregéw i wnetrz najmniejszych ostrotukéw.
To jednak zrobimy nastepnym razem.

Matg Delte przygotowal Wojciech GUZICKI
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*Centrum Astronomiczne
Mikotaja Kopernika, PAN

Debata o pochodzeniu blyskéw gamma
Agnieszka JANIUK*

Blyski gamma sa znane astronomom od lat 60. ubiegltego wieku. Sa to bardzo
intensywne, chwilowe pojasnienia w zakresie promieniowania gamma (energie
fotonéw rzedu setek kiloelektronowoltéw), a po raz pierwszy zauwazono taki
blysk przypadkiem. Zostal on odkryty przez amerykanskiego satelite z serii
Vela. Seria ta stuzyla monitorowaniu zakazu przeprowadzania préb jadrowych
w Kosmosie. Obecnie wiemy, ze blyski gamma sa to zjawiska kosmiczne. Sa one
rejestrowane przez satelity badawcze.

Przetomem dla badan zwiazanych z bltyskami gamma byty dane zgromadzone
przez detektor BATSE (Burst and Transient Source Ezperiment), ktory

dzialal na pokladzie satelity Compton Gamma Ray Observatory w latach
1991-2000. Az do poczatku lat 90. panowal w nauce poglad, iz Zzrédtem blyskéw
sa niestabilno$ci zwiazane z polem magnetycznym na powierzchni gwiazd
neutronowych, znajdujacych sie w naszej Galaktyce. Innymi stowy, uwazano

ze blyski maja pochodzenie lokalne, a ich bardzo duza jasno$¢ obserwowana

nie jest niczym nadzwyczajnym, poniewaz promieniowanie przychodzi do nas

ze stosunkowo niewielkich odlegtodci.

Gléwna przestankg obserwacyjna, ktéra potwierdzala te hipoteze, byto
zarejestrowanie linii emisyjnych o energiach 20 i 40 keV, interpretowanych jako
linie cyklotronowe, zwiazane z polem magnetycznym o natezeniu 10'? G. Jednak
wielu astronoméw, w tym Polak Bohdan Paczynski, podwazalto istnienie tych
linii — a nalezy pamietaé, ze obserwacje prowadzone w zakresie rentgenowskim
sa obarczone bardzo duzymi bledami, w zwiazku z czym zdarza sie, ze jedni
obserwatorzy widza w danych co innego niz drudzy. Przede wszystkim jednak,
odrzucajac wspomniang hipoteze pochodzenia bltyskow, nalezalo zaproponowaé
inna, a wszystkie rozsadne mozliwosci prowadzily do zjawisk zachodzacych na
odleglosciach duzo wigkszych niz brzegi naszej Galaktyki. . .

Spektrograf detektora BATSE mial potwierdzié¢ istnienie linii cyklotronowych
i ostatecznie dowies¢ lokalnego pochodzenia blyskéw. Jak ogromne wigc bylo
zdziwienie spolecznoéci astronomicznej, gdy jesienia 1991 roku ogloszono
pierwsze wyniki: nie widac linii cyklotronowych, a na dodatek blyski sa
rozlozone na niebie izotropowo, zas$ stabych blyskéw jest wyraznie mniej niz
jasnych. Te ostatnie obserwacje okazaly sie bardzo wazne. Jesli w rozkladzie
btyskéw nie widzimy zadnego $ladu gromadzenia sie w plaszczyznie naszej
Galaktyki, ani w kierunku jej centrum, ani w ogdle zadnego zwiazku z naszym
w niej polozeniem, to najprawdopodobniej znajduja si¢ one daleko poza nia.
Nie byloby tak jedynie woéwczas, gdyby blyski znajdowaly sie bardzo, bardzo
blisko — znacznie blizej niz wynosi grubo$¢ dysku galaktycznego. Z kolei

ta ostatnia mozliwos¢ jest wykluczona ze wzgledu na wyrazny niedobér
btyskéw stabych.

Niedobor stabych blyskéw mozna opisaé¢ pewna charakterystyczna wielkodcia,

a mianowicie $rednia dla zaobserwowanej prébki (V/Viax), gdzie V' oznacza
objetos¢ obszaru wyznaczonego przez odlegtosé do blysku, a Vi,.x oznacza
maksymalna objetoé¢ obszaru, w ktérym moze znajdowaé si¢ btysk, aby byt

dla nas widoczny. Ten $redni stosunek wyznacza si¢ obserwacyjnie, znajac
czulosé detektora oraz zliczenia fotonéw podczas maksimum poszczegdlnych
blyskow. Jesli blyski, ktére zaobserwowal BATSE, bylyby rozlozone jednorodnie
w przestrzeni euklidesowej, to $rednie (V/Vi,.x) wynositoby dokladnie 0,5
(mozna to pokazaé przez proste calkowanie po objetosci). Dla blyskéw BATSE
okazalo sie jednak, ze zmierzona wielko$¢ jest bardzo rézna od 0,5 i wynosi
tylko okoto 0,32! Oznacza to, ze blyskéw stabych (czyli dalekich) widzimy mniej,
niz gdyby byly réwnomiernie roztozone w przestrzeni euklidesowej. Moze to
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oznaczaé, ze podobnie jak przy zliczaniu dalekich zrodet (galaktyki, kwazary),
a w odréznieniu od obiektéw lokalnych (gwiazdy, gromady gwiazd), widaé efekt
rozszerzania sie Wszech$wiata.

Pomimo tych bardzo mocnych przestanek za kosmologicznym pochodzeniem
blyskéw, wciaz liczna byla grupa zwolennikéw modeli lokalnych. W zwiazku

z goracymi polemikami, jakie wybuchaly na konferencjach i na tamach
czasopism, postanowiono rozstrzygnaé sprawe w formie otwartej debaty. Odbyla
sie ona w kwietniu 1995 roku w Smithsonian Institution w Waszyngtonie,

a jako gltowni oponenci zasiedli do niej wspomniany juz polski astrofizyk
Bohdan Paczynski, zwolennik hipotezy kosmologicznej, oraz Don Lamb,
przedstawiciel hipotezy lokalnej. Byto to w 75. rocznice historycznej debaty
stoczonej pomiedzy H. Curtisem a H. Shapleyem, ktora dotyczyla natury
mglawic spiralnych, o ktérych dzisiaj wiemy, ze sa odlegtymi galaktykami.
Debata owa zostata rozstrzygnieta definitywnie dopiero trzy lata pdzniej, przez
odkrycie ekspansji Wszechswiata przez Edwina Hubble’a. Podobnie w wypadku
btyskéw, po samej debacie problem wydawal si¢ nadal nierozstrzygniety:
publiczno$é podzielita sie glosami réwno po potowie. I podobnie jak wowczas,
rozstrzygniecie przyniosty obserwacje nastepnych lat. W maju 1997 roku zostata
po raz pierwszy dostrzezona (dla blysku GRB 970508) poswiata optyczna,
ktéra pozwolita na zmierzenie przesuniecia ku czerwieni, wskazujacego na
kosmologiczna odleglos¢ obiektu. Zadalo to definitywny cios hipotezie lokalne;j.
Kosmologiczne odleglosci czynia wiec z blyskow gamma jedne z najjasniejszych
obiektow we Wszech$wiecie.

C
N
P
s 1@
A M B

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 727. Jednorodne ciato zanurzone w wodzie wazy 0,85 N, a zanurzone w nafcie
0,95 N. Ile wynosi gestosé¢ tego ciata? Z jakiej moze by¢ ono substancji?
Rozwiazanie na str. 21

F 728. Jakie parcie na wrota $luzy wywiera woda zebrana w jej komorze?
Szerokos¢ wrét sluzy wynosi d, a woda wypelnia komore sluzy do glebokosci h.
Rozwiazanie na str. 24

Redaguje Waldemar POMPE

M 1222. Liczby catkowite a, b, ¢ sa takie, ze réwniez sumy

L +o4 2
—+-+4+—- oraz —+ -+ —
b ¢ b

sa catkowite. Udowodnié, ze |a| = [b] = |¢|.

Rozwiazanie na str. 20

M 1223. Dany jest trojkat ABC, w ktéorym AB < BC' < C'A (rysunek). Punkty
M i N sa odpowiednio $rodkami bokéw AB i BC. Punkty P i () sa punktami
stycznoéci okregu wpisanego w tréjkat ABC' odpowiednio z bokami AC i BC.
Odcinki PQ i M N przecinaja si¢ w punkcie S. Wykazaé, ze punkt S lezy

na dwusiecznej kata BAC.

Rozwiazanie na str. 21

M 1224. Na pewnym polu nieograniczonej szachownicy stoja cztery pionki.

W jednym kroku usuwamy pionek z wybranego pola P szachownicy, stawiajac
jednoczesnie po jednym pionku na dwa pola, ktére sasiaduja z gory i z prawej
strony z polem P. Rozstrzygnaé, czy mozna po skonczonej liczbie krokow
doprowadzi¢ do sytuacji, w ktérej na kazdym polu stoi co najwyzej jeden pionek.
Rozwiazanie na str. 22
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Poznajemy fizyczne podstawy lewitacji Stanistaw BEDNAREK

Rys. 1. Poduszkowiec wykonany

z balonika; b — gumowy balonik,

n — nié, r — rurka, k — krazek z tektury,
s — powierzchnia stotu.

Fot. 1. Lewitacja piteczki w strumieniu
powietrza z odkurzacza.

=

Rys. 2. Lewitacja piteczki w strumieniu
powietrza z suszarki do wloséw,

s — piteczka, p — powietrze, w — wylot
suszarki.

Od najdawniejszych czaséw ludzie marzyli o pokonaniu sity grawitacji

i swobodnym unoszeniu sie w powietrzu. Znalazlo to swoj wyraz w mitach,
basniach i legendach. Kt6z z nas nie styszal o Ikarze, czy latajacych dywanach
i miottach. W kontekscie tych opowieéci warto postawi¢ pytanie, jakie
mozliwosci lewitacji proponuje nam fizyka? Warto rowniez spréobowaé
odpowiedzie¢ na to pytanie.

Wspdlczesna fizyka zna i potrafi zrealizowaé nastepujace sposoby lewitacji:

w sprezonym powietrzu, w polu elektrostatycznym, akustyczna, optyczna

i w polu magnetycznym. Lewitacja w polu magnetycznym wystepuje w kilku
odmianach. Moze ona by¢ stabilizowana wigzami mechanicznymi, ruchem
obrotowym, aktywna regulacja pola, diamagnetykami lub zachodzi¢ w zmiennym
polu magnetycznym oraz w przypadku diamagnetykow lub nadprzewodnikdw.

Wyjasnimy przy okazji znaczenie stowa lewitacja. Pochodzi ono od lacinskiego
stowa levitas oznaczajacego lekkoéé. Obecnie oznacza ono unoszenie si¢ obiektu
bez kontaktu z podtozem. W dawnych czasach lewitacja nazywano zjawisko
parapsychologiczne (ktéremu ulegali np. Swieci) albo trik magiczny.

7 fizycznego punktu widzenia na lewitujacy obiekt dziata sila réwnowazaca sile
grawitacji. Nie ma przy tym bezposredniego kontaktu z obiektem. Jedynym
posrednikiem moze by¢ powietrze. Warunkiem koniecznym stabilnej lewitacji
jest ujemne sprzezenie zwrotne miedzy powodujaca je sila a wysokoscia, na
ktérej znajduje sie obiekt. Oznacza to, ze zwiekszenie wysokosci obiektu
powoduje zmniejszenie sily utrzymujacej obiekt.

Przyjrzyjmy sie teraz blize] wymienionym sposobom lewitacji i sprobujmy
niektére z nich zrealizowaé¢ w praktyce. Lewitacja w sprezonym powietrzu
spowodowana jest ciSnieniem powietrza na lewitujacy obiekt. Zostata ona
wykorzystana w pojazdach poruszajacych sie na poduszce powietrznej, tzw.
poduszkowcach. Pojazdy takie moga poruszaé¢ sie w dowolnie trudnym terenie

— plaszczystym, bagnistym oraz po wodzie. W szkolnej pracowni fizycznej mozna
spotkac tor lub stolik z poduszka powietrzna. W przyrzadach tych powietrze
wyplywa przez szereg malych otworkéw i utrzymuje lewitujacy obiekt, ktéry
moze poruszaé si¢ z minimalnym tarciem. Stolikiem z poduszka powietrzna jest
rowniez spotykany w salonach gier hokej powietrzny.

W warunkach domowych mozemy tatwo zbudowaé¢ model poduszkowca,
uzywajac do tego celu gumowego balonika (rys. 1). W szyjce balonika
umieszczamy sztywna, plastikowa rurke, np. kawatek rurki od dtugopisu

i obwiazujemy balonik nitka. Na koniec rurki nasuwamy krazek wyciety

z tektury lub kartonu o Srednicy okoto 10 cm. Po nadmuchaniu balonika

i umieszczeniu go nad powierzchnia stolu balonik lewituje przez kilkadziesiat
sekund. Réwniez tatwo mozemy osiagnaé¢ lewitacje lekkiej piteczki, o érednicy
kilku centymetrow, w strumieniu powietrza wyplywajacym z odkurzacza
(fot. 1). W tym celu wkladamy rure odkurzacza do jego wylotu powietrza.
Mozna to zrobi¢ tylko w przypadku odkurzaczy starszego typu, ktére maja
skupiony wylot powietrza. Zamiast odkurzacza mozemy wykorzystaé suszarke
do wloséw (rys. 2).

Stabilna lewitacja w polu elektrostatycznym napotyka znaczne trudnosci.
Wynikaja one z twierdzenia Earnshawa, ktére orzeka, ze dowolny statyczny
uktad tadunkéw elektrycznych lub biegunéw magnetycznych nie moze wytworzy¢
lokalnego minimum potencjatu i znajdowac sie w réwnowadze trwaltej. W tej
sytuacji rozwiazanie stanowi zastosowanie zmieniajacego si¢ pola elektrycznego.
Natezenie pola regulowane jest w zaleznosci od polozenia obiektu, tak zeby
wystepowalo wspomniane wczesniej ujemne sprzezenie zwrotne. Realizacja tej
idei wymaga uzycia skomplikowanych ukladéw elektronicznych.

Lewitacja akustyczna zostala po raz pierwszy zrealizowana w 1933 r. Do jej
urzeczywistnienia wykorzystano male prébki materii oraz fale ultradzwiekowa.
Prébki te unosity sie w wezlach fali stojacej bez kontaktu z innymi przedmiotami,
a ich pozycja byla precyzyjnie kontrolowana. Obecnie lewitacje akustyczna
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wykorzystuje sie w badaniach w stanie niewazko$ci na stacjach kosmicznych.
Uzyskanie lewitacji akustycznej wymaga dostepu do generatora ultradzwiekdw.

Zbudowanie laseréw o duzej mocy, pracujacych w sposéb ciagly, umozliwito
praktyczna realizacje lewitacji optycznej. W metodzie tej bardzo male czastki
moga stabilnie lewitowaé¢ utrzymywane przez silng wiazke $wiatta laserowego.
Okazuje sie bowiem, ze promieniowanie laserowe wywiera cisnienie, ktére moze
powodowaé znaczace efekty mechaniczne.

Ro6zne odmiany lewitacji magnetycznej zaczniemy poznawaé od najprostszej
/ w urzeczywistnieniu lewitacji stabilizowanej wiezami mechanicznymi. Do tego

m celu potrzebne beda dwa magnesy. Moga to by¢ magnesy pierscieniowe lub
magnesy bez otworéw w ksztalcie dyskow albo prostopadloscianéow. Magnesy
pierscieniowe mozna wymontowaé z uszkodzonych gloénikéw. Magnesy dyskowe
lub prostopadtoscienne uzywane sa do przytrzymywania kartek na tablicy
magnetycznej lub na lodéwce oraz w zatrzaskach meblowych.

0\

Majac magnesy w ksztalcie pierécieni, zbudujemy bardzo prosty przyrzad
zlozony z okraglej podstawki i drewnianego walca (rys. 3). Srednica walca

Rys. 3. Uklad do lewitacji z magnesami powinna by¢ o kilka milimetréw mniejsza od Srednicy otworéw w magnesach.
pierécieniowymi; m — magnes Podstawke taczymy z walcem za pomocg kilku gwozdzikéw lub kleju. Na walec
piericieniowy, w — walec drewniany, wkladamy jeden z magneséw, tak zeby znalazt sie na podstawce. Drugi

P ~ podstawka. z magneséw zblizamy do pierwszego biegunem jednoimiennym i réwniez
naktadamy na walec. Poniewaz bieguny jednoimienne odpychaja sie wzajemnie,
drugi magnes lewituje nad pierwszym, stabilizowany obecnoscia drewnianego
walca, ktéry zapobiega zepchnieciu magnesu na boki lub odwréceniu sig¢

i zblizeniu biegunami réznoimiennymi (fot. 2).

R

1

~

Fot. 2. Lewitujace magnesy pierscieniowe.

wnz

- Jezeli mamy magnesy bez otworéw, to zbudujemy przyrzad zlozony

z prostokatnej lub kwadratowej podstawki przycietej z kawaltka deseczki

(rys. 4). Wymiary tej podstawki powinny byé¢ o 1-2 mm wieksze od wymiaréw
Rys. 4. Uklad do lewitacji magneséw bez  ASHESU. Do podstawki z czterech stron przybijamy lub przyklejamy cztery
otworéw; m — magnes, | — prowadnica, kawalki listewki, stanowiace prowadnice dla magneséw. Jeden z magneséw
p — podstawka. uktadamy na podstawce, a drugi zblizamy do niego biegunem jednoimiennym.
Widzimy, ze drugi magnes zawisa nad pierwszym. Listewki zabezpieczaja drugi
magnes przed zepchnieciem na boki i zwrdceniem si¢ do pierwszego biegunami
réznoimiennymi.

Jedna z bardziej interesujacych odmian lewitacji magnetycznej polega na
m  stabilizacji ruchem obrotowym. Zostata ona wykorzystana w wynalezionej
w 1983 r. przez Roya Harringa w Stanach Zjednoczonych zabawce zwanej
N lewitronem. Lewitron sktada sie z duzego, ptaskiego magnesu umieszczonego
g w podstawce zabawki i magnetycznego baczka (rys. 5). Magnes i baczek zwrdcone
sa do siebie biegunami jednoimiennymi. Poczatkowo baczek ustawia sie nad
Rys. 5. Lewitron; m — magnes, b — baczek Imagnesem nha poziomej, niemagnetycznej plytce i wprawia w ruch obrotowy.
magnetyczny. Nastepnie ptytke si¢ usuwa, a baczek unosi si¢ nad magnesem, wirujac przez
2-3 minut. Tego rodzaju zabawke mozna czasami spotka¢ w sprzedazy lub
sprébowa¢ wykona¢ samodzielnie. Na zakonczenie nalezy wspomnieé, ze lewitacja
Patrs tes artykul o lewitronie w Delcie  11agnetyczna znalazla zastosowanie w technice, m.in. do budowy beztarciowych
11/2006. tozysk oraz pociggdéw poruszajacych sie na tzw. poduszce magnetycznej.
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O pani Kowalskiej, jej mierze i losowym spacerze

LoHo

— 2
2 2
— 6 2
6 8 2
— 20 10 2 —
20 | 30 | 12 2

Rozwigzanie zadania M 1222.

Oznaczmy: © = ¢, y = ’—L’ , 2= % . Wtedy

liczba = 4+ y + z jest calkowita oraz

xryz = 1. Réwniez liczba

oy +yz+ 2= zy + yz + zx :i +1+l
Yz z ) z

jest catkowita.

Rozpatrzmy wielomian

3 2

ft)y=t"—(z+y+2)t" +

+ (zy + yz + za)t — zyz.
Wielomian ten ma wspoétczynniki
catkowite oraz wymierne pierwiastki
x, y, z. Ponadto wspélczynnik przy t°
jest réwny 1, a wyraz wolny wynosi —1.
‘Wobec tego pierwiastkami wymiernymi
wielomianu f mogg by¢ jedynie liczby
1 lub —1. Zatem |z| = |y| = |z| = 1, skad
bezposrednio uzyskujemy teze.

Andrzej WALAT

Na poczatek wyjasnienie. W tytule chodzi o te pania Kowalska, z ktéra
romansowal nasz wielki poeta Adam Mickiewicz. Pisal on, jesli dobrze
zapamietatem szkolne lektury, ze czucie i wiara przemawiaja do niego silniej
niz medrca szkietko i... miara. Z pewnoscig wolal mie¢ do czynienia z zywa
pania Kowalska niz z jej miara. Ale réznice miedzy obiektem i jego miarg
wystepuja takze w wielu innych przypadkach. Zajmijmy sie, na przyklad,
spacerem losowym bedacym przedmiotem zainteresowania fizykow, poniewaz
jest to model waznych zjawisk fizycznych. W Feynmana wykladach z fizyki

jest to temat rozdziatu 6 t. 1 cz. 1 pt. Prawdopodobieristwo. Spacer zaczyna si¢
od ustawienia pionka na osi liczbowej w punkcie 0, nastepnie krok po kroku
rzucamy monete i zaleznie od wyniku przesuwamy pionek o jedna jednostke

w kierunku dodatnim albo ujemnym. Co mozemy powiedzie¢ o takim ruchu?
Feynman w paragrafie 6.3 stawia pytanie: Jak daleko érednio biorac oddali sie
pionek od punktu wyjscia po n ruchach, czyli jaka bedzie $rednia wartosé |D,,|?
I od razu stwierdza ,Wygodniej nam jednak bedzie oblicza¢ inna wielkodé, ktora
mozna uwazaé za miare odchylenia, mianowicie kwadrat przesuniecia |D,,|?”.
Po czym nastepuje piekny dowéd prostego wzoru: (D?) = n i w konsekwencji,
za miare $redniego odchylenia przyjmujemy D¢, = /1.

W terminologii rachunku prawdopodobienstwa ta miara nazywa si¢ odchyleniem
standardowym. Proponuje, zeby$my od tej chwili, troche inaczej niz

w podreczniku Feynmana, symbolem Dy, oznaczali Srednie odchylenie,

a symbolem o jego miare — odchylenie standardowe. Pozostaje ciagle otwarte,
niewygodne pytanie: jak bardzo rézni sie¢ tak obliczona miara $redniego
odchylenia (czyli odchylenie standardowe) od faktycznej $redniej wartosci
odchylenia, czyli od $redniej wartosci |D,,|? Nie znamy prostego wzoru,

ale mozemy poszukaé innego sposobu — na przyktad napisa¢ procedure
obliczania $redniego odchylenia. Sprobujmy. Rysunek przedstawia trojkat liczb.
Nazwijmy go STP, poniewaz jest on ,sklejeniem” dwéch polowek trojkata
Pascala. Liczby w wierszu n méwia, ile réznych wynikéw sekwencji n rzutéw
moneta prowadzi do okreslonej wartosei |D,,|. (Wiersze, tak jak w tréjkacie
Pascala, numerujemy od géry w dél, zaczynajac od zera). Na przyklad |Dy|

— odchylenie od 0 po czterech krokach — moze mie¢ wartosé 0, 2 lub 4. Do takich
odchylen prowadzi odpowiednio 6, 8 oraz 2 spoérdéd 16 réznych wynikéw
sekwencji czterech rzutéw moneta. Po podzieleniu [6 8 2] przez 16 otrzymujemy
liste [0.375 0.5 0.125] okreslajaca rozktad prawdopodobienstwa zmiennej |Dy.
Srednia wartoé¢ |Dy| jest réwna iloczynowi skalarnemu:

[024]-[0.375 0.5 0.125] = 1.5,
tak wiec Dg. = 0.750.

A jak to jest dla wigkszych n? Zauwazmy, ze wiersz STP o numerze n = 2k jest
suma swego rodzaju przesunie¢ w lewo i w prawo wiersza o numerze 2k — 1. Na
przyktad,

czwarty wiersz  [6 8 2] =1[0 6 2]+ [6 2 0],

szésty wiersz  [20 30 12 2] = [0 20 10 2] + [20 10 2 0].
Kazdy wiersz o numerze nieparzystym n = 2k + 1 mozna otrzymac przez
zsumowanie przesunie¢ wiersza o numerze 2k i zastapienie pierwszych dwéch
wyrazow ich suma. W bardzo podobny sposéb mozna obliczaé rozktady
kolejnych zmiennych |D,,| (wyniki identycznych operacji dzielimy dodatkowo
przez 2). Funkcje, ktéra majac dwie dane: liczbe naturalng n oraz rozklad
prawdopodobienstwa zmiennej |D,,|, wyznacza rozklad prawdopodobienstwa
zmiennej | D, 11|, mozna zdefiniowaé¢ w Logo w nastepujacy sposéb.

oto next :n :rpn
wynik (jezeli reszta :n 2 =0 [spr :rpn] [redukt spr :rpn]) / 2
juz
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Rozwigzanie zadania M 1223.
Proste M N i AC sa réwnolegte, wiec
tréjkaty PQC i1 SQN sa podobne.
Ponadto PC = QC, skad uzyskujemy
SN = QN.
Niech a = BC, b = CA, ¢ = AB oraz
oznaczmy p = (a + b+ ¢)/2. Wtedy

SN =QN = BN — BQ =

a b—c

=S ="

A zatem
MS =MN — SN =
b b—c c
= - — =—-=AM.
2 2 2
Stad {CAS = S ASM = < MAS, co

nalezalo wykazac.

w

Rozwigzanie zadania F 727.
Wazenie ciala zanurzonego w wodzie
daje wynik rowny réznicy sit ciezkosci
i wyporu:

P1 = Q — Fy wody,
gdzie P = 0,85 N, Q = mg,
a Fy wody = Pwody V' g- Analogicznie,
po zanurzeniu w nafcie mamy:

Py = Q — Fynafty-

Dzielac powyzsze réwnania stronami, oraz
podstawiajac p = m/V, otrzymujemy:
PL_ p— puoay
Py p— puasty
i stad:
= P2pwo(ly — Py Pnafty
Po wstawieniu warto$ci liczbowych
(Pnafty =~ 800 kg/m?) otrzymujemy
szukang gestos¢ ciata p ~ 2700 kg/m3
— prawdopodobnie jest ono zbudowane
z aluminium.

Wystepujace w tej definicji funkcje pomocnicze spr (suma przesuniec)
oraz redukt definiujemy w nastepujacy sposéb.

oto spr :lista
wynik (nap O :1lista) + (nak O :lista)
juz

oto redukt :lista
wynik nap (element 1 :lista) + (element 2 :lista) bp bp :lista
juz

Mozemy teraz zdefiniowaé funkcje, ktéra dla n > 0 wyznacza rozktad |D,,|.

oto rozktad :n

niech "r [1]

powtérz :n [przyp "r next npw :r]
wynik :r

juz

Zdefiniujemy jeszcze funkcje, ktéra wyznacza liste wartodci zmiennej |D,,|.

oto wartosci :n

niech "el reszta :n 2

niech "w (lista :el)

powtérz ilorazc :n 2 [przyp "el :el + 2 przyp "w nak :el :w]
wynik :w

juz

I wreszcie funkcje, ktéra daje warto$é érednia | D,,|, obliczajac odpowiedni
iloczyn skalarny.

oto Srednia :n
wynik ilSkal wartosci :n rozktad :n
juz

oto ilSkal :wl :w2

niech "il 0

niech "d dtugos¢ :wl

powtérz :d [przyp "il :il + (element npw :wl) * (element npw :w2)]
wynik :il

juz

Teraz po napisaniu polecenia powtérz 10 [ps (Srednia npw * npw) / npw]
otrzymamy stosunek wartosci sredniego odchylenia Dg. do odpowiedniego
odchylenia standardowego o dla dziesieciu kolejnych liczb kwadratowych.

.75

.820313
. 785522
.805901
. 792364
.801966
.T94774
.800351
.795892

O O O O O O O O O

Dla setnej liczby kwadratowej n = 10000 mamy Dg, ~ 79.7865 ~ 0.79790.

Okazalo sie, ze w przypadku spaceru losowego odchylenie standardowe jest

miarg $redniego odchylenia troche na wyrost. Suknia uszyta dla pani Kowalskiej

wedlug takiej miary bylaby na nia za luzna.
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Informatyczny kacik olimpijski (14) — stowa, slowa, stowa...

Mamy dany m-elementowy zbior stéw S nad t-literowym alfabetem oraz

liczbe n. Rozwazmy stowa (,hasta”), skladajace sie z n liter. Interesuja nas te
sposréd tych stéw, ktore zawieraja, jako podstowa, kazde ze stow z S. Ile jest
takich stéw—hasel? I jak je wyznaczy¢? Na przyklad, jesli S = {abc, cd} oraz

n = 5, to wszystkie dopuszczalne hasta to abced, cdabe oraz abedx i xabed, gdzie
x oznacza dowolng litere.

Jesli ktores stowo w S jest podstowem innego, to krotsze stowo mozna pominaé
w rozwazaniach — i tak musimy zagwarantowac, zeby w hasle znalazlo sie
dtuzsze stowo, a wraz z nim jego krotsze podstowo. Wystapienia stéw z S

w poprawnym hasle moga o siebie zahaczaé, ale nie zawieraja si¢ jedno

w drugim (w szczegdlnosci, zadne dwa podstowa nie zaczynaja sie i nie koncza
w tym samym miejscu).

Zacznijmy wiec od najprostszego rozwiazania — generowania wszystkich haset.
Rekurencyjnie generujemy kolejne litery, co zajmie czas rzedu n?, bo wlasnie
tyle jest stow dlugosci n o literach z t-literowego alfabetu. Na koniec musimy
jeszcze, dla kazdego hasta, sprawdzi¢, czy zawiera ono wszystkie stowa z S

— mozna do tego wykorzystaé wersje algorytmu Knutha—Morrisa—Pratta stuZgcg
do jednoczesnego wyszukiwania w tekscie wielu wzorcow. Polecam zapoznanie sig¢
z tym algorytmem w literaturze lub Internecie. O jego podstawowej wersji
pisaliSmy w Delcie 1/2008.

Jak ulepszy¢ ten algorytm? Zauwazmy, ze w kazdym wywolaniu rekurencji
pamietamy cale dotychczas wygenerowane stowo. Moze nie musimy? Na pewno
musimy znaé jego dlugo$é¢, musimy tez wiedzie¢, ktore stowa z S juz dotychczas
wystapily. Musimy jeszcze wiedzieé, jakie stowa z S sa ,otwarte” — tzn. moga
by¢ cze$ciowo zawarte w dotychczas wygenerowanym slowie, o ile dalsze litery

= beda pasowaly. Na przyktad jesli juz wygenerowalismy hellowo, to world
jest takim otwartym podstowem. Takich sléw moze by¢ kilka. Zeby jednak je
wszystkie scharakteryzowaé, wystarczy wybra¢ najdluzszy ,pasujacy prefiks”
— tj. najdhuzszy prefiks sposrod prefikséw podstow, ktére maja wystepowaé
ﬁ w calym slowie, ktéry jednoczesnie jest sufiksem aktualnie wygenerowanego
' ) stowa. Innymi slowy, wystarczy realizowaé¢ jednocze$nie wspomniany juz
Rozwigzanie zadania M 1224. algorytm KMP dla wielu wzorcow. Na przyklad, jesli S = {bedef,defgh, bedz},
Przyjmijmy, ze bok pojedynczego .. .z . . . . .
pola szachownicy ma dlugosc 1 oraz a juz wygenerowalidmy abced, to najdluzszym pasujacym prefiksem jest bed
$rodek kazdego pola szachownicy ma (choé samo d réwniez jest pasujacym prefiksem).

wspbélrzedne catkowite. Niech ponadto
grodek pola, na ktérym poczatkowo stoja W ten sposéb ograniczyliSmy liczbe mozliwych stanéw — czyli opiséw dotychczas
cztery pionki, ma wspélrzedne (0,0). wygenerowanego stowa — do iloczynu dlugosci hasta (n), liczby podzbioréw S
Kazdemu pionkowi stojacemu na polu, (2™; musimy pamigtaé, ktore stowa si¢ juz pojawily), oraz liczby réznych
ktérego érodek ma wspélrzsdni (m,n),  pasujacych prefikséw (ograniczone przez ml, gdzie | to maksymalna dlugosé
przyporzadkujemy liczbe 1/2 : slowa w S). Tak wiec liczba stanéw jest ograniczona przez nml2™.
Woéwezas z réwnosci

1 1 1 . . . . , .. .

+ = Co nam to wlasciwie daje? Ograniczamy liczbe wywolan rekurencii, bo jesli
2(m+l)+n 2m+(n+l) om+n y y )

wynika, 7 po wykonaniu kazdego kroku  trafimy do stanu, w ktérym juz bylismy (w poprzednim przyktadzie mégltby to

suma S liczb przyporzadkowanym by¢ stan opisujacy stowo bbed), to mozemy wykorzystaé juz obliczony wynik,

wszystkim pionkom stojacym poniewaz ,.cigg dalszy” generowania bedzie taki sam.
na szachownicy nie zmienia si¢. Zatem
poczatkowa konfiguracja czterech

pionkéw daje zaleznosé S = 4.

Teraz nalezy si¢ jeszcze zastanowic, ile czasu moze zaja¢ pojedynczy krok
rekurencji. Polega on na wydluzeniu juz wygenerowanego stowa kazda mozliwa
Gdyby po skoficzonej liczbie krokéw litera. A wiec ile trwa aktualizacja stanu pojedyncza litera? Tyle, co pojedynczy
na kazdym polu stal co najwyzej jeden . e . .
krok algorytmu KMP, z tym ze mamy do uwzglednienia jeszcze jeden czynnik.

pionek, to
o = Kiedy aktualizujemy pasujacy prefiks, to przegladamy coraz krétsze i krotsze
s < Z Z e = prefiksy, az natrafimy na taki, ktéry mozna wydtuzy¢ — czyli istnieje pasujacy
n=0 m=0 prefiks, rowny temu z dodang litera. W tym przypadku musimy sprawdzac

1 1 jeszcze jedno kryterium — czy ten wydluzony prefiks nalezy do jakiegos
- <§ : 2_) ‘ (E : 2) =4 stowa z S, ktére jeszcze sie nie pojawito. Musimy wiec skorzystaé z jakiejs
=0 m=0 reprezentacji podzbioréw zbioru S, na przyklad poprzez maski bitowe — ale
OtrzymaliSmy sprzecznosé, ktéra S . ..
dowodzi, ze po kazdym kroku pewne dwa §zCzegoly Jjuz w 1nnym miejscu tego numeru. . .
pionki stoja na tym samym polu. lezp WOLSKI
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Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Klub 44

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesigca n + 2. Szkice

rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch

lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi

przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,

umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Oceng¢ mnozymy przez wspotczynnik trudnosci danego zadania:

WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
® nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
_— Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
[

http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z matematyki nr 569, 570
Redaguje Marcin E. KUCZMA

Termin nadsyltania rozwigzan: 31 I 2009

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadain  569. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag o érodku O; odcinek AB jest

557 (WT Z:nll;i?e)ril535/82(§0ng =2.78) $rednica tego okregu. Proste AB i C'D przecinaja si¢ w punkcie P. Okregi
opisane na tréjkatach OBC' i OD A przecinaja sie w punktach O i Q). Dowies¢,

Janusz Olszewski Suwalki 45,24 .
Jerzy Witkowski Radlin 4280 %€ 0Q L PQ.
Marek Prauza Poraj 39,95
Marcin Kasperski Warszawa 38,26

Andrzej Idzik Bolestawiec 34,99

570. Znalez¢ wszystkie funkcje f, okreslone w zbiorze liczb rzeczywistych
nieujemnych, o warto$ciach w tym samym zbiorze, ciagte prawostronnie
Duziesigé pelnych okrgzen! w punkcie 0 i spelniajace nieréwnosé

Janusz Olszewski jest drugim uczestnikiem T+y
w calej historii ligi zadaniowej, ktéry f ﬁ > f(l’) + f(y) dla WSZyStkiCh x,y > 0.
rry

zdotlatl tego dokonadé.
Gratulujemy wytrwalosci i zachgcamy do

kontynuowania! Zadanie 570 zaproponowal pan Tomasz Tkocz z Rybnika.

Zadania z fizyki nr 466, 467
Redaguje Jerzy B. BROJAN

466. Stojacy na peronie pasazer wlaczyl stoper w chwili, gdy minat go przéd
hamujacego pociggu metra. Gdy minal go przéd drugiego wagonu, stoper
pokazal czas t; = 1,82, a gdy minal go przéd trzeciego wagonu, stoper pokazal
czas to = 4,05s. Jedli pocigg hamuje ze stalym przyspieszeniem, to w jakiej
chwili {3 minie pasazera przdéd czwartego wagonu?

Termin nadsytania rozwigzan: 31 I 2009

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
454 (WT = 1,75), 455 (WT = 1,00),
456 (WT = 1,84) i 457 (WT = 2,08)
z numeréw 3 i 4/2008

467. Chmura o ksztalcie dlugiego walca o promieniu R sktada sie z elektronéow
krazacych wokél osi walca w polu magnetycznym o indukcji B skierowanym
wzdtuz tej osi. Liczba elektronéw na jednostke objetosci n jest stata wewnatrz
Jerzy Witkowski Radlin 36,12 chmury, a na zewnatrz niej jest préznia. Znalez¢é mozliwe predkosci katowe w
Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 25,68 ghyroty chmury, oraz maksymalna wartoéé n, dla ktérej taki ruch elektronéw
Krzysztof Magiera FLosiow 22,59 1. .. L,
Radostaw Poleski  Kolobrzeg 21,89 Jest mozliwy (przy ustalonych pozostalych parametrach). Zatozy¢, ze predkosé
Andrzej Idzik Bolestawiec 20,18 elektronéw jest znacznie mniejsza od predkosci swiatta.

Rozwigzania lamigléwek bitowych

moga obliczyé (p XOR 1) XOR | = p. (To tylko poczatek bogatej teorii
wspoéldzielenia sekretéw).

1. Jesli zbiory A, B sa reprezentowane przez liczby a, b, to A N B jest
opisane przez a AND b (jedynka pojawi si¢ tam, gdzie byly jedynki
w obu zbiorach). Analogicznie a OR b to suma AU B, za§ NOT a

— dopelnienie zbioru A. Przy okazji, a XOR b odpowiada zbiorowi
AUB\ AN B.

5. Operacja a AND (a — 1) zeruje najmniej znaczaca jedynke w a,
pozostawiajac pozostale cyfry bez zmian. Zatem a jest potega dwojki,

gdy a AND (a — 1) = 0.
3. Jakkolwiek dziwnie by to nie wygladato, wystarcza instrukcje:

a :=a XO0R b 6. Tym razem musimy wyzerowaé wspélne bity liczb a i (a — 1), wiec
b :=a XOR b zastosujemy operacje XOR. Dokladny wynik to (a XOR (a — 1))/2.
a :=aX0R b

7. Korzystamy z zadania 5 i zerujemy po kolei jedynki w a:

4. Traktujemy plik jak dlugg liczbe¢ binarng p i generujemy
while a>0 do a := a AND (a-1).

losowa liczbe | tej samej dlugosci. Jednemu powiernikowi sekretu

przekazujemy [, a drugiemu p XOR l. Kazdy z nich ma w zasadzie
liczbe losowa, wigc nie moze odgadnaé chocby jednego bitu p. Razem
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Jedynek w a jest tyle, co obrotéw tej petli, i tyle tez operacji
wykonujemy.



w

Rozwigzanie zadania F 728.

Podzielmy objeto$é¢ wody w komorze na
n poziomych warstw, kazda o szeroko$ci
réwnej d i wysokosci = (tak ze nx = h).

Wtedy k-ta warstwa wody znajduje sie
na glebokosci kx i wywiera na wrota
Sluzy site Fi, = prS; pr = pwgka jest
cisnieniem hydrostatycznym wody na
tej gltebokosci, a S = zd jest polem
powierzchni, na ktérg dziala ta sita.
Catkowita sita dzialajaca na wrota jest

réwna sumie sit wywieranych przez kazda

z warstw:

F = E F;,»:pwga‘,zd E k.
k=1

k=1
Poniewaz Z::l k=mn(n+1)/2, wiec
F = pugz’d - n(n+ 1)/2.
Ale z = h/n, a dla duzych wartosci n
mozemy przyjaé, ze n(n + 1) ~ n?.

Ostatecznie wigc otrzymujemy:

F = pwgdh2/2.

Patrz w niebo

Poznawanie budowy naszej Galaktyki to robota zmudna i moze si¢ wydawacé
nieciekawa. W zasadzie polega na zliczeniach gwiazd (dostownie: liczeniu gwiazd
np. na serii zdjeé o réznych zasiggach) w rozmaitych kierunkach i odtwarzaniu
z tych zliczen przebiegu gestosci gwiazd z odlegloscia. Umozliwiaja to dwa catkowe
rownania Schwarzschilda, ktére autor wyprowadzil w 1912 roku. Nie jest to tak
calkiem banalne, bo trzeba tu umie¢ uwzgledni¢ ekstynkcje $wiatta w materii
miedzygwiazdowej, umie¢ uwzgledni¢ fakt, ze rozne obszary Galaktyki moga by¢
wypelnione gwiazdami réznych typéw itd. Ale gdy zna sie réwnania i metode ich
rozwiazywania, to dalsza praca jest rzeczywiscie rutynowa. I wlasciwie jej wigksza
czes$é zostala juz wykonana w XX wieku. Wiemy, jakie sa rozmiary Galaktyki,
wiemy, ze jest galaktyka spiralna typu Sb ze stabo zaznaczajaca sie poprzeczka
w samym centrum itd. Mozna by powiedzie¢, ze reszta to nieistotne szczegdly —
przynajmniej dopéki nie odkryje sie czegos zaskakujacego.

Odkryciom sprzyjaja z reguly nowe obserwacje. I wlasnie program obserwacyjny
SDSS (Sloan Digital Sky Survey) wykonany (opracowanie danych pewnie
jeszcze trwa) w obserwatorium Apache Point w Nowym Meksyku takich danych
dostarczyl. Docelowo maja one zawieraé jasnosci i barwy ponad 100 mln
gwiazd. Juz kilka lat temu jedna ekipa badawcza znalazta w katalogu SDSS tuk
zbudowany z dziesiatek tysiecy gwiazd w Jednorozcu i okolicach o niezwyktych
barwach, dowodzacych ich wielkiej odleglosci. Inna ekipa, pracujaca na
teleskopie Izaaka Newtona w La Palma na Wyspach Kanaryjskich, odkryta
rowniez tuk takich gwiazd, ktory wraz z pierwszym sugeruje, ze Galaktyke
otacza prawie w jej plaszczyznie pierscien gwiazd o promieniu okoto 18 kpc,
zawierajacy tyle gwiazd, ile jest np. w Malym Obloku Magellana. Pewne
obserwacje spektroskopowe pokazuja, ze gwiazdy tego pierscienia nie pasuja
sktadem chemicznym do gwiazd Galaktyki, co wszystko razem moze dowodzi¢,
ze nasza Galaktyka byta w odlegtej przesztosci kosmicznym kanibalem,

a pierscien jest resztka jakiejs malej galaktyki wchlonietej wtedy przez nasza.

A dlaczego odkrycie tego pierécienia nastapito tak niedawno? Wtasnie dlatego,
ze lezy on w plaszczyznie Galaktyki i jest skutecznie przestaniany przez jej dysk.

Tomasz KWAST

Listopad

W listopadowe wieczory wysoko na niebie (jeszcze wyzej niz Pegaz) znajduje
sie catkiem niepozorny gwiazdozbiér Jaszczurki (Lacerta). Prawdopodobnie
wiekszos¢ obserwatorow jest w stanie wskaza¢ jedynie w przyblizeniu okolice
nieba, gdzie Jaszczurka powinna si¢ znajdowaé. Gwiazdozbior ten wprowadzit
Heweliusz, gdyz w jego czasach byt to wlasciwie ,bezpanski” fragment

nieba, ktory nazwe zawdziecza podhuznemu ksztaltowi. Dopiero w XX wieku
gwiazdozbidér ten w jakims sensie zastynatl. Od dawna znany byl w nim

obiekt o katalogowej nazwie BL Lacertae, uznany za jedna z wielu gwiazd
zmiennych. Okazalo sie jednak, ze jest to aktywna galaktyka, ktérej — zgodnie
ze wspblczesng wiedza — nieregularne zmiany jasnosci (w skali dni) powoduje
struga materii biegnaca w kierunku Ziemi z predkoscia bliska predkosci swiatta.
Podobne obiekty zostaly od tego prototypowego obiektu nazwane lacertydami.

Wenus i Jowisz sa w Strzelcu i planety te wida¢ wieczorami na poludniowym
zachodzie. Mars jest w Wadze — jak Stonce, a wiec go nie wida¢. Saturn jest na
granicy Lwa i Panny, wschodzi wiec w drugiej potowie nocy. Pelnia Ksiezyca
wypada 13 XI, a néw 27 XI. Ksiezyc wyjatkowo w tym miesiacu nie zakryje
Antaresa ani zadnego innego obiektu (np. planety) widocznego nieuzbrojonym
okiem. Zadnych zaémien tez nie bedzie, ale mozna spodziewaé sie trzech rojéw
meteoréw: okoto 7 XI bedzie maksimum stabego roju Taurydéw, 15 XI srednio
obfitego roju Leonidow, a 23 XI bardzo stabego roju Andromedydéw. W sumie
wiec w listopadzie niewiele bedzie sie dziato na niebie. Zreszta w listopadzie

na ogdél i tak jest pochmurnie. . .
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Ciekawe wlasnosci
(nie)zwyklych substancji

Nieuchronnie zbliza si¢ zima. Nie wszyscy uwazaja

ja za najpiekniejsza pore roku. Stosunek do zimy

jest funkcja wieku i stopnia zafascynowania réznego
rodzaju formami bialego szalenstwa. Jednak nawet
niezainteresowani Smiganiem wola, zeby zima, jak juz
musi by¢, byla prawdziwa zima ze $niegiem, lekkim
mrozem i najlepiej stoncem. Zwlaszcza jezeli wybieraja
si¢ na zimowy urlop w, nie najwyzsze przeciez, nasze
géry. Chcialoby sie z jak najwiekszym wyprzedzeniem
przewidzieé, czy nie czeka nas tam padajacy nie tylko
w dolinach deszcz.

Niestety, wystarczajaco precyzyjne prognozy pogody,
przygotowywane z kilkudniowym wyprzedzeniem,
rzadko sg czytelne dla laika. Mozna znalez¢é mapki,

na ktérych jest zaznaczony rodzaj opadéw [1]. Jezeli
jednak chcemy poréwnac te przewidywania z innymi,
to w przypadku braku rozréznienia miedzy Sniegiem

a deszczem mozna uzy¢ map temperatury na wysokosci
odpowiadajacej przewidywanemu ci$nieniu 850 hPa
(mapki takie zazwyczaj maja nazwe, w ktérej wystepuja
litera T i liczba 850). Na tych mapach izoterma 0°C
rozgranicza obszary, w ktorych z chmur bedzie padac
deszcz, od tych, gdzie powinien padac¢ $nieg. W tym
drugim, pozadanym przypadku, o ile interesujacy nas
obszar lezy na wysokosci, powiedzmy, 800 m n.p.m.

lub wyzej, mozna mieé¢ uzasadniona nadzieje, ze Snieg
w locie nie zamieni sie w deszcz, nawet jezeli w dolinach
przewidywana jest temperatura znacznie powyzej

zera. Bywa nawet tak, jak mialem okazje obserwowad
w Szczawnicy w czasie 11 zawodéw poprzedniej edycji
Narciarskiego Pucharu Warszawy. Snieg zamienial sie
w rzesisty deszcz kilkadziesiat metrow ponizej szczytu
Palenicy. Na podszczytowych wyciagach Szafranowki
mozna wiec bylto spokojnie jezdzi¢, ale to szczedcie
trudno bylo sobie wyobrazi¢, moknac przy dolnej stacji
wyciagu krzeselkowego. A poniewaz prawie nikt na sam
dét nie zjezdzal, wigec nawet nie bylo kogo zapytac.

W kazdym razie, jezeli temperatura na wysokosci
odpowiadajacej cisnieniu 850 hPa jest ujemna, to nawet
niskie chmury sa zbudowane z krysztatkéw. Natomiast
wysokie chmury pierzaste sktadaja si¢ z krysztatkéw
nawet w lecie. Drobiny te moga by¢ réznych rozmiaréw
i réznych ksztaltéw. Czasami pozwala to na obserwacje
ciekawych zjawisk optycznych, z ktérych najczesciej
spotykane to halo i stonca poboczne [2].

Okazuje sie, ze ksztalty 1 wielkosé krysztatkéw,

z ktérych zbudowane sa chmury wysokie, sa istotnym
i jednoczesnie stabo znanym czynnikiem wplywajacym
na bilans energetyczny naszej planety. Od znajomosci
tych parametréw zalezy oszacowanie ilosci energii
stonecznej odbijanej przez chmury.

Do niedawna nie udawalto si¢ zdoby¢ informacji na
temat bardzo matych krysztalkow o mikronowych
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rozmiarach. Sytuacje zmienili naukowcy z Uniwersytetéw
w Hertfordshire i Manchesterze, budujac urzadzenie,
ktore potrafi okresli¢ ksztalt i wielko$é¢ nie na podstawie
zdjeé, bo taka metoda ma ograniczenia zwigzane

ze zdolnoscia rozdzielcza, tylko detalicznie mierzac
rozproszone $wiatto. Pomiary sg porownywane

z modelowymi obliczeniami oraz sygnatem pochodzacym
od krysztaltkow o znanych rozmiarach i ksztattach.
Wykonano dwie wersje urzadzenia. Jedna stuzy

do pomiaréw w warunkach laboratoryjnych lub we
wnetrzu samolotu wykonujacego lot badawczy, a druga
bedzie podczepiona do skrzydel samolotu i umozliwi
przeprowadzenie wtasciwych badan. Naukowcy

maja nadzieje, ze uda im sie wyeliminowac jedna

z niewiadomych procedury modelowania klimatu.

Nie jest to jedyna nie do konca poznana wlasciwosé
lodu. Jestesmy przyzwyczajeni, ze krystaliczna woda
przejawia symetrie szesciokrotna, ktéra mozemy
obserwowaé, podziwiajac platki $niegu. Okazuje sie,

ze w ekstremalnie niskiej temperaturze 16d tworzy sie
inaczej. Naukowcom z Sandia National Laboratory

w Livermore udalo si¢ zbada¢ strukture procesu
powstawania lodu w bardzo niskiej temperaturze za
pomoca tunelowego mikroskopu skaningowego. Gléwna
trudnoscia bylo bardzo niskie przewodnictwo elektryczne
badanej struktury. Okazuje sie, ze w bardzo niskiej
temperaturze tworzy si¢ 16d amorficzny. Jezeli warstwa
jest grubodci rzedu 1 nm, to na platynowej plytce
tworza sie wyspy amorficznego lodu. Dopiero przy
grubosci rzedu 5 nm ptaszczyzna zaczyna sie¢ wypelniac,
a l6d, narastajac, tworzy spiralne wzory. Krystaliczna
postaé¢ lodu pojawia sie dopiero przy temperaturze okoto
120 K, ale jest to posta¢ kubiczna, a nie heksagonalna.
Ta ostatnia pojawia sie dopiero przy temperaturze

okoto 160 K.

Podobnego funkcjonalnie urzadzenia, mikroskopu

sit atomowych, uzyli naukowcy z Uniwersytetu
Columbia w Nowym Jorku. Ich celem byto zbadanie
wytrzymalosci grafenu, czyli jednoatomowej grubosci,
heksagonalnej siatki atoméw wegla. Grafen, obok
fullerenow, czyli wieloScianéw utworzonych z wegla,
oraz obok nanorurek, czyli rurek utworzonych

z heksagonalnej siatki weglowej, jest materiatem,

z ktérym naukowcy i inzynierowie wiaza bardzo duze
nadzieje. Jezeli chodzi o mechaniczna wytrzymatosé
pojedynczej siatki weglowej, to nadzieje te zostaty
wlasnie powierdzone. Grafen okazal si¢ kilkaset razy
bardziej wytrzymaly niz dotychczasowi rekordzisci.

Opracowanie opartych o nanoweglowe struktury
smaréw odpowiednich do sztucznego $niegu tworzonego
z optymalnie dobranych krysztalkéw to, byé¢ moze, tylko
kwestia czasu. W tym sezonie wolalbym jednak polegac
na naturalnym $nieznym puchu.

Piotr ZALEWSKI

[1] http://www.westwind.ch/?page=gfs3
[2] http://www.mimuw.edu.pl/delta/artykuly/deltal294



