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Wszystko jest funkcja

Nie kazdy sposoéb programowania polega na wydawaniu
komputerowi polecen. Jak mozna inaczej konstruowaé
algorytmy? W tym artykule przedstawimy przejscie
przez programowanie funkcyjne do rachunku lambda.

Na poczatek rozwazmy prosty program, obliczajacy
silni¢ danej liczby naturalnej n:

wynik =1

while n > 0 do
wynik = wynik xn
n:=n-—1

Dla kazdego, kto ma pewne obycie z programowaniem,
powyzszy kod jest zrozumialym i naturalnym sposobem
obliczania n!. Taki sposob pisania programéw nazywamy
programowaniem imperatywnym.

Jednak jesli sie nad tym zastanowié¢, to postepujemy
tu w sposéb sztuczny. Po co méwié komputerowi,
jakie ma wykona¢ operacje, by wyliczy¢ silnie —
lepiej powiedzie¢ mu, czym silnia jest. Stad rodzi si¢
alternatywne podejscie do programowania:

function silnia(n) =
if n =0 then
1
else
n * silnia(n — 1)

Takie podejscie nazywamy programowaniem
deklaratywnym. Zamiast opisywaé operacje i ich
kolejno$é¢, definiujemy pojecia matematyczne (liczby,
funkcje, ...). Zauwazmy, ze zdefiniowana powyzej
funkcja silnia nie zwraca wartodci (na przyklad
poleceniem return), tylko jest wartoscia. Jesli
spojrzymy na matematyczng definicje n!, okaze sie, ze
jest to wlasciwie to samo, tylko zapisane symbolami,
zamiast slowami:

gdy n =0,
gdy n > 1.

Jesli dany jezyk programowania
funkcyjnego (oznaczmy go F) udostepnia
rozsadny zbiér typéw danych (liczby,
listy, drzewa, ... ), to wszystkie
programy, jakie da si¢ napisa¢ w spos6b
imperatywny (na przyklad w jezyku
C czy Pascalu), da sie réwniez napisaé
funkcyjnie w F. Przykladem takiego
jezyka funkcyjnego jest OCaml.
funkcyjnie:

Michat SKRZYPCZAK ™

*student,

Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski

Jeszcze inny przyklad:

let nwda b =
if b = 0 then
a
else
if a > b then
nwd (a —b) b
else
nwd a (b—a)

Szczegdlnym rodzajem programowania deklaratywnego
jest programowanie funkcyjne. Zakladamy tam, ze
funkcje sa réwnie dobrymi warto$ciami, jak na przyklad
liczby, a wiec moga by¢ argumentami i warto$ciami
innych funkcji. Mozemy, na przyktad, napisa¢:

letfrxy = 2z2-y+1

definiujac tym samym funkcje, ktéra bierze argument
x i zwraca funkcje o jednym argumencie y i wartosci
zy + 1. Takiej funkcji mozemy podaé argumenty:

leta= f27

co nazywamy aplikacjg. W efekcie wartoscia a bedzie 15.
Mozemy tez podaé tylko pierwszy argument:

letg= f3

(tzw. czesciowa aplikacja), definiujac tym samym nowa
funkcje g, ktérej matematyczny zapis to g(y) = 3y + 1.
Nic nie stoi na przeszkodzie, aby zdefiniowa¢ funkcje,
ktoérej zadaniem jest sktadanie funkcji dostarczonych
jako argumenty:

let compose f g =
function x — f (g 2)

Tutaj uzyliSmy konstrukcji zwanej funkcjg nienazwang.
Korzystajac z poprzednich definicji, mozemy, na
przyktad, napisa¢:

let h = compose (function z — 12-z) (f 3)

Jak wida¢, otrzymaliSmy w ten sposob funkcje
h(y) =12- (3y +1).

Warto w powyzszych przyktadach samodzielnie przeliczy¢, jak dziataja
zdefiniowane funkcje i czy zwracaja dobre wyniki. Zauwazmy, ze definicja
funkcji nwd jest rekurencyjna. Okazuje sie, ze za pomoca rekurencji mozna
realizowa¢ wszelkie znane z programowania imperatywnego petle.

Sprobujmy teraz wyekstrahowaé z programowania funkcyjnego sama jego istote
i przyjrzeé sie blizej, co naprawde powinnismy umieé¢ zrobié¢, aby programowad

e Zdefiniowaé funkeje, ktéra dla argumentu x obliczy jakas wartosé e (zalezna
od z). Oznaczamy taka konstrukcje symbolicznie Az.e.

e Obliczy¢ wartosé funkcji f dla jakiego$ argumentu y. Te czynnos$é nazywamy
aplikacjg (funkcji) i zapisujemy f y.

e Operowac na jakich$ typach danych, powiedzmy, liczbach naturalnych.
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Jest to po prostu jeszcze jedna notacja.
Mozna napisa¢ f(z)(y) = z + y, mozna:

letfzy = z+vy,

a odpowiednie wyrazenie w rachunku
lambda ma postadé:

f = Az \y.z+y.
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Od tego miejsca zakltadamy, ze wyrazenia
logiczne w jezyku arytmetyki, takie jak
na przyklad a < 3, ,wyliczaja si¢” do
zdefiniowanych obok lambda-wyrazen
true i false. Na przyktad:

((021) Azxz+1) Ae.x+2) 7=
(false (Az.x + 1) (Az.x +2)) 7=
((Aer.Xez.e2) (Az.xz+1) Az.x+2)) 7=
(Az.x+2)7=09.

Rozwigzanie zadania M 1219.
Zauwazmy, ze f(x) = (x + 6)% — 6.
Zatem podstawiajac f(x) w miejsce z,
uzyskujemy f(f(z)) = (z + 6)* — 6.
Kontynuujac, otrzymujemy
FUESE@)))) = (= +6)* —6.
Zatem jedynymi rozwigzaniami danego
réwnania sg liczby © = —6 £+ S%A

Wyrazenia powstale z powyzszych konstrukcji bedziemy nazywadé
lambda-wyrazeniami. Przyklad najprostszego z tych wyrazen to Ax.z. Oznacza
ono funkcje identycznosciowa, ktora bierze jaki$ argument i go zwraca. Wobec
tego (Az.x) 25 = 25.

Funkcjom z poprzedniej strony odpowiadaja nastepujace, bardziej
skomplikowane przyktady lambda-wyrazen:

f=X Xz yx-y+1
compose = Af\g.\x.f (g x)

g=13

h = compose (A\z.12-2) g

Rachunek lambda zostal wprowadzony przez Alonzo Churcha i Stephena Cole’a
Kleene’go w latach trzydziestych zeszlego stulecia, z powoddéw, o ktorych bedzie
mozna poczyta¢ w nastepnym numerze Delty. Stanowi on formalna podstawe
programowania funkcyjnego.

Pewnych rzeczy nam jeszcze brakuje. Czesto korzystaliSmy z formuly
if-then-else, a nie ma odpowiadajacej jej lambda-konstrukcji. Zastanéwmy sie,
jak mogtaby ona wygladac. Instrukcja if ma trzy czesci: wyrazenie logiczne b
oraz dwie klauzule e; i es. Wybor jednej z nich jest uzalezniony od prawdziwosci
warunku b. A zatem warunek logiczny b mégltby by¢ funkcja dwuargumentowa,
swybierajaca’ jeden z dwoch argumentéw do wykonania. Wtedy wartosci
logiczne powinny by¢ zdefiniowane jako:

true = )\61 ./\62.61

false = )\61./\62.62

Teraz formule if b then e; else ey zapiszemy jako lambda-wyrazenie

b €1 €9
W zaleznoéci od tego, czy b jest prawda, czy nie, cale wyrazenie bedzie rowne
e1 albo es. W tym ukladzie jako lambda-wyrazenia mozna tez zdefiniowaé
podstawowe funkcje logiczne:

or = \bj.\by.by true by
and = A\by.\bs.b; by false
not = \b.b false true

W tym momencie mozemy juz bardzo duza klase wartosci (w tym funkcji)
zapisaé jako lambda-wyrazenia. Jednak brakuje nam rekurencji. Nie mozna
przeciez wstawi¢ lambda-wyrazenia w nie samo, kazde lambda-wyrazenie musi
by¢ skonczone. Problem ten rozwigzujemy poprzez tzw. operator punktu stalego.
Powiedzmy, ze po raz kolejny chcemy zdefiniowaé¢ funkcje silnia, tym razem jako
Tambda-wyrazenie. Mozemy postapi¢ nastepujaco.

o pierwsze, definiujemy funkcje F', ktéra otrzymawszy jako argument funkcje f

czaca n! dlan =0,1,2,...,k — 1, zwréci funkcje liczaca n! dla argumentow

=0,1,2,...,k:

F=XfAn.(n=0)1(n-f(n-1)).

auwazamy, ze (niezaleznie od tego, czym jest f):
o (F f) n, zwraca n! dla n =0,
o (F (F f)) n, zwraca n! dlan =0,1,
o (F (F (F f))) n, zwraca n! dlan=0,1,2,
° ...

Warto sprawdzi¢ powyzsze stwierdzenia dla kilku poczatkowych krokéw. Gdyby
udalo nam sie ,nieskoniczenie wiele razy ztozy¢ F”, uzyskaliby$my funkcje
liczaca silnie dla wszystkich liczb naturalnych.
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Obliczymy dla przykladu wartosé
(Y F) 3:

(YF)3=F (Y F)3
=@B<DN1Ex(Y F)2)

=3 (F (Y F)2) Zauwazmy, ze

=3x(2< )12+ (Y 1)) Y

=3x(2x%(F (Y F) 1))
=3+2x (1<) 1Y F)O0))
=3%x2%x1=6=3!

Uwaga: ,nieskonczone ztozenie”

zostalo oczywiscie sprytnie ukryte.

W wyrazeniu na Y wystepuja bowiem
funkcje (z oraz Az. F (z x)), ktére sa
swoimi wlasnymi argumentami. Nie
stwarza to jednak problemu — zwréémy
uwage, ze juz wczesniej wyszliSmy poza
$ciste, matematyczne znaczenie stowa
»funkcja”, nie troszczac sie, na przyktad,
o zdefiniowanie dziedziny: argumentem
funkcji Az.xz moze byé réwnie dobrze
liczba 25, funkcja Ay.2y, jak i jakikolwiek
inny obiekt. W kazdym przypadku
wyrazenie Az.x ma sens i jego wartoscig

jest dostarczony argument. programowania.

Typy i tautologie

Rachunek lambda w swych zalozeniach mial by¢
systemem formalnym lezacym u podstaw calej
matematyki. Dopiero gdy ten program zawi6dt,
wykorzystano powstaly formalizm do zdefiniowania
funkcji obliczalnych. PézZniej okazalo sie, ze po
odpowiednim wzbogaceniu moze stuzy¢ takze swojemu
pierwotnemu celowi. Przyjrzymy sie teraz zwiazkom
rachunku lambda z logika i rozumowaniem.

Wiemy juz, ze lambda-wyrazenie postaci Ax.M
reprezentuje pewna funkcje f(xz). Lambda-wyrazenie M
nalezy wtedy interpretowaé jako definicje tej funkc;ji,
czyli po prostu algorytm, ktory ja oblicza. W jezykach
programowania zwykle nadajemy argumentom typy oraz
okreslamy typ wyniku. W jezyku C napisalibySmy np.

int f(int x) { return 5*x; }

definiujac funkcje f : int — int (dla nieprogramistow:
int = 7).

W takim przypadku bedziemy moéwili, ze typem

funkcji f jest int — int. Interesuja nas tutaj tylko takie
wyrazenia, w ktorych wszystkie zmienne sa zwigzane

z pewng lambda, czyli na przyklad Az.\y.y x, ale nie
Ay.y x. Poniewaz lambda-wyrazenia sg funkcjami, to
powinnidémy méc im takze nadaé pewne typy.

Wezmy dla przyktadu wyrazenie Ax.x, czyli funkcje
identyczno$ciowa. Argument & w tym przypadku moze
by¢ dowolnego typu. Nazwijmy ten typ «. Typ wyniku
musi by¢ taki sam jak typ zmiennej x, czyli tez a.

W takim razie typem wyrazenia Ax.z jest po prostu
a— a.

Rozwazmy nieco trudniejszy przyklad \y.(Az.x).
Niech y bedzie pewnego typu 3, a = typu a. Wiemy juz,

3

Efekt ten uzyskamy za pomoca specjalnego — ,magicznego” lambda-wyrazenia,
nazywanego operatorem punktu stalego:

Y = \F.(\x.F (z z)) (\x.F (z x))

F=0z F (z z)) (Az. F (z ))

Czyli mamy to, czego szukaliSmy: Y F jest ,nieskonczenie wiele razy zlozonym
F” | wiec szukang funkcja silnia.

*x Kk Kk

Podsumowujac, zdefiniowaliémy formalny system, w ktorym za pomoca
zaledwie kilku konstrukeji mozemy programowac. Jednoczesnie daje on poreczna
notacje shuzaca do definiowania i postugiwania sie funkcjami. A dzieki swojej
prostocie pozwala stosunkowo prosto wnioskowac¢ o wlasnoéciach tego jezyka

ze Ar.x ma typ a — «, wiec Ay.(Az.z) bedzie typu
8= (a—a).

Wezmy teraz wyrazenie Az.(Ay.y z). Jedli x jest typu «,
to y musi by¢ funkcja, ktéra przyjmuje argument
typu «a. Nie wiemy, jakiego typu jest warto$é¢ zwracana
przez funkcje y, wiec nazwiemy ten typ 6. W takim
razie y bedzie typu a — 3. W ten sposéb mozemy nadaé
wyrazeniu A\x.(Ay.y x) typ

o= ((a — ) — B).
Jako ¢wiczenie Czytelnik moze sprawdzi¢, ze typem
wyrazenia Az.A\y.Az.(x z) (y z) jest

(@—= (B —=7) = (= B) = (a =)

Nie kazdemu lambda-wyrazeniu da sie nadac typ.
Na przyktad wyrazenie Az.z = nie ma zadnego typu.

Zauwazmy, ze jeSli zinterpretujemy ,,—” jako znak
implikacji, to nasze typy stang sie formutami logiki
zdaniowej (czyli takiej, w ktérej nie ma kwantyfikatorow
Vi 3). Okazuje sie, ze wszystkie formuly, jakie
moga w ten sposéb powstaé, sg tautologiami!

W szczegdlnosci nie istnieje lambda-wyrazenie np. typu
(o — B) — 3, bo taka formula nie jest tautologia.
Lambda-wyrazenie danego typu 7 mozemy zatem
traktowaé jako dowdd prawdziwosci formuty 7. Daje
nam to ciekawy sposéb dowodzenia, ze dana formuta 7
jest tautologia. Wystarczy znalezé¢ lambda-wyrazenie
M typu 7. Co ciekawe, dla formul zawierajacych
koniunkcje A, alternatywe V oraz kwantyfikatory

Vi d tez istnieja ,rachunki lambda” o takiej

wlasnosci, ze kazda formuta, ktora jest typem jakiegos
lambda-wyrazenia, jest tez tautologia.

Stawomir KOLASINSKI



Notacja

Z — zbior liczb catkowitych,

N — zbidr liczb naturalnych 1,2, ...,

P — zbidr liczb pierwszych:

2,3,5,7,11, . . ..

x|y — x jest dzielnikiem y,
tzn. 3d € Z(d - ¢ = y),

ord, (x) € Z — wyktadnik przy p

w rozktadzie dodatniej liczby wymiernej =
na iloczyn catkowitych poteg liczb

pierwszych: z =

liczb a,b € Z.

Wszystkie wyniki w niniejszym artykule

peP
gcd(a, b) — najwigkszy wspélny dzielnik

p

ordp(2) .

sg klasyczne i dobrze znane.

Rozwigzanie zadania M 1220.
Oznaczmy przez P punkt symetryczny do
punktu M wzgledem punktu A (rys.).

Woéwecezas proste DM i CP sa réwnolegtle,
a punkt M jest srodkiem odcinka PE.
Na mocy réwnoséci PM = EM = CM
punkt M jest §rodkiem okregu opisanego
na tréjkacie PEC, skad wynika, ze

L PCE = 90°. Zatem proste DM i CE

sa prostopadte.

M

Dzielniki Fermata Wtodzimierz HOLSZTYNSKI

1. Wstep

Dzielniki Fermata to wigksze od 1 dzielniki liczb Fermata F(n) := 22" + 1
dlan=0,1,.... Zatem F(0) =3,F(1) =5,F(2) = 17,.... Liczby niebedace
dzielnikami Fermata nazywamy niedzielnikami Fermata.

Kazde dwie rézne liczby Fermata sa wzglednie pierwsze (Goldbach). Dlatego
dzielnik Fermata jest dzielnikiem tylko jednej liczby Fermata.

Na to, zeby liczba postaci 2F + 1 byla pierwsza, konieczne jest, zeby k bylo
postaci 2". Fermat przypuszczal, iz warunek ten jest takze dostateczny, czyli

ze kazda F(n) jest pierwsza. Jest tak dla n = 0,1, 2, 3,4, ale Euler wykazal

(co Fermat przegapil), ze F(5) jest zlozona. Potem udowodniono zlozonosé
nastepnych kilku liczb Fermata, a o zadnej nowej nie pokazano, ze jest pierwsza.
Chocby dlatego warto zajac sie dzielnikami Fermata: dawni mistrzowie
koncentrowali si¢ na kolejno ustalonej liczbie Fermata, i szukali jej dzielnikow;
w niniejszym artykule bedziemy skupiaé si¢ na kolejno ustalonej liczbie pierwszej
i sprawdzaé, czy jest ona dzielnikiem jakiejkolwiek liczby Fermata (wigkszosé
liczb pierwszych odrzucimy).

2. Okresowos¢ liczb Fermata mod p

Liczby Fermata sa nieparzyste. Poczatkowe dwie nieparzyste liczby pierwsze,
315 sa liczbami Fermata, a wiec dzielnikami Fermata. A 77 Nalezy sprawdzi¢
nieskoniczenie wiele podzielnosci 7|F(n). A jednak uczynimy to w skonczonej
liczbie krokow. Skorzystamy ze wzoru rekurencyjnego:

(1) Fin)=Fn-1)—-1)>%*+1 dlan=1,2...

Rozpatrzmy ciag liczb Fermata mod 7, albo ogdlniej mod p, dla dowolnego
p=2,3,....Jezelik <niF(k)=F(n)modp, to F(k+1)= F(n+ 1)modp
(na mocy wzoru rekurencyjnego), wiec ciag F'(k), F'(k 4+ 1), ... bedzie mial
okres n — k. Ale klas mod p jest tylko p. Wiec F (k) = F(n) modp dla
pewnego k oraz n, speliajacych 0 < k < n < p. Zatem p dzieli jedna z liczb
F(0),...,F(p —1), albo nie dzieli zadnej liczby Fermata:

Twierdzenie 1. Jezelip > 1 oraz p|F(n), to p > n.

Dla wygody rachunkowej wprowadzmy B(n) := 22", skad B(n) = (B(n — 1))?
dlan=1,2,...,0raz F(n) = B(n) + 1 dlan=0,1.... Sprawdzmy, czy 7 jest
dzielnikiem Fermata:

n 011
B(n)mod 7
F(n)mod7

— nie jest. (W ten sposob prosty program komputerowy moze blyskawicznie
znalez¢ wszystkie dzielniki Fermata, ktoére przez trzy wieki mozolnie odkrywali
matematycy w przedkomputerowych czasach.)

3. Dzielniki Fermata mod 4

Niech p|F(n) dla n > 0. Wtedy kongruencja x? = —1mod p ma rozwigzanie, na
przyklad  := B(n — 1) = F(n — 1) — 1. Dla p pierwszego oznacza to, na mocy
twierdzenia Eulera, ze p = 1 mod 4.

Twierdzenie 2. Wszystkie pierwsze dzielniki Fermata p przystajg do 1 mod 4,

z wyjgtkiem p = 3.

Tak wiec 315 sa liczbami Fermata, 7 oraz 11 = 3mod 4, wiec nie sa dzielnikami,
i dopiero liczba pierwsza 13 znowu ma szanse by¢ dzielnikiem Fermata —
sprawdzmy:

n
B(n)mod13 |2 |4 (3| 9 |3
F(n)mod13 |3 |5 (4] 10

— nie jest.



Juz Buler wiedzial, ze kazdy dzielnik 4, Zastosowanie Malego Twierdzenia Fermata (MTF)
pierwszy liczby Fermata F'(n) daje

reszte 1 z dzielenia przez 2"+, Niech p|F(n) dla p € P, skad 22" = 1mod p. Takze 2°~! = 1modp (MTF), wiec

a pod koniec XIX wieku E. Lucas 2% = 1modp dla k := gcd(2"*!, p — 1); zauwazmy, ze wéwczas k | gorda(p—1),
pokazal, ze jest to prawdziwe takze

dla modutu 2"+2. Niedawno Kzizek, Twierdzenie 3. Jezeli p € P jest dzielnikiem Fermata, to 22" = lmodyp dla
Luca i Somer (J. Number Theory t := ords (p _ 1); wiec p < 22t .

97, 2002, 95-112) pokazali, ze suma

odwrotnosci dzielnikéw pierwszych Czyni to algorytm poszukujacy dzielnikéw Fermata znacznie efektywniejszym.
wszystkich liczb F'(n) jest zbiezna. Wsréd pierwszych p = 1 mod 4, po niedzielniku 13 i pierwszej liczbie Fermata
Wiele dalszych informacji, acznie 17, nastepnym kandydatem na dzielnik Fermata jest p := 29 = 7-22 + 1. Ale

z wynikami poszukiwan numerycznych,

mozna znalezé na stronie internetowej

WWW 2t — d ; ead : i
.prothsearch.net/fermat.html Teze 2¢ = 1modp (tw. 3) mozemy przepisa¢ w postaci p|F(t) — 2.

Wiadystaw Narkiewicz Ale 7 réwnania (1) otrzymujemy:

22" =16 < 29, wiec 29 nie jest dzielnikiem Fermata.

(2) F(t)—2:tl:[F(k) dlat=1,2...
k=0

Zatem twierdzenie 3 mozemy réwnowaznie napisaé tak.

Twierdzenie 4. Jezeli p € P jest dzielnikiem Fermata, to p|F(s) dla pewnego
s <orda(p —1).

Poniewaz F'(s) jest pierwsza dla s < 5, to otrzymujemy wniosek.

Twierdzenie 5. Jedyne pierwsze dzielniki Fermata p, dla ktorych
orda(p — 1) < 6, to liczby Fermata F(s) dla s < 5.

5. Wyliczenia (bez komputera)

W $wietle twierdzenia 5 pozostali nam do badania kandydaci ze zbioru

{p € P: p=1mod64}, czyli liczby pierwsze wystepujace w ciagu
arytmetycznym 64 -a + 1. Dla a = 2mod 3 oraz a = 1 mod 5 otrzymujemy
wyrazy zlozone, wiec mozna ograniczy¢ sie do a =0,3,4,7,9,10,12,13 mod 15.
Sporo wérdd nich jest pierwszych: 193,257,449, 577,641,769, ... (dla

a =13 = —1mod 7 otrzymujemy wyraz podzielny przez 7; dla a := 15
otrzymujemy 961 = 312). Sprawdzmy kolejnych kandydatéw p. Dzieki
twierdzeniu 3, ponizsze tabelki rozciagaja sie tylko po s = orda(p — 1) — 1.

Dla p := 193 = 26 .3 + 1 mamy: Kolej na 577 = 2% -9 + 1:
s 0Oj1)1213)1 4715 s o(1(21] 3 | 4|5
B(n)mod193 | 2 | 4| 16 | 63 | 109 | 108 B(n)mod577 | 2 | 4| 16 | 256 | 335 | 287
F(n)mod193 | 3 |5 |17 | 64 | 110 | 109 F(n)mod577 | 3|5 | 17| 257 | 336 | 288

Wiec 193 jest niedzielnikiem. Nastepnie 257 = F(3). C . o7 i

Popatrzmy na p — 449 — 26 -7 4 1: Znowu niedzielnik, 577. Pora na p := 641 =2 -5+ 1:
s 01 2 3 4 5

B(n)mod641 | 2 | 4] 16| 256 | 154 | 640

F(n)mod641 |3 |5 |17 [ 257 | 155 | 0

s ol1l2] 3] 415
B(n)mod449 | 2 | 4 | 16 | 256 | 431 | 324
F(n)mod449 | 3 | 5| 17 | 257 | 432 | 325

Liczba pierwsza 449 jest niedzielnikiem. Dzielnik! DowiedliSmy przy okazji, ze F(5) jest zloZona:
Twierdzenie 6. (Euler)
6A1|F(5).
Sprébujmy 769 = 28 - 3 + 1; rutynowy poczatek tabeli (s = 0, 1,2) pomijamy:
s 3 4 |51 6 7

B(n)mod 769 | 256 | 171 | 19 | 361 | 360
F(n)mod 769 | 257 | 172 | 20 | 362 | 361

Niedzielnik. Pokazalismy, ze jedynymi dzielnikami Fermata < 1000 sa liczby
Fermata 3,5,17,257 oraz liczba 641.

5



Droga Mleczna nad Doling Smierci, Kalifornia (wg Astronomy Picture of the Day).

W krainie galaktyk

Ciagnacy sie przez cale niebo pas sSwietlny, jaki widzimy
w pogodne noce, nosi nazwe Drogi Mlecznej. Tak
starozytni Grecy nazwali twér, jaki wedlug mitologii
mial powstaé z rozlanego po niebosklonie mleka, ktérym
uspiona przez Zeusa Hera karmita malutkiego Heraklesa.
Od greckiego stowa Galazias, oznaczajacego Droge
Mleczna, pochodzi nazwa Galaktyka.

Przez wiele stuleci obserwatorzy nieba zastanawiali
sie, czym w istocie jest Droga Mleczna, i nawet wsréd
Starozytnych nie byta odosobniong opinia, iz jest to
zbiorowisko gwiazd tak stabych, ze nierozréznialnych.
Jednak dopiero w 1610 roku obserwacje teleskopowe
Galileusza pokazaly niezbicie, ze 6w Swietlisty pas
sklada si¢ z osobnych gwiazd.

Wyobrazenie sobie i wykonanie mapy uktadu
gwiezdnego, do ktoérego sami nalezymy, nie jest latwe.
Od XVIII wieku astronomowie zaczeli uwazaé, iz
widoczny na niebie okalajacy nas pas $wiadczy o tym,
ze Ziemia (i Slonce) znajduje si¢ w systemie wielu
gwiazd o ksztalcie plaskiego dysku. (W 1750 roku
Thomas Wright zasugerowal, ze Droga Mleczna jest
obracajacym sie dyskiem zbudowanym z gwiazd, gazu
i pytu, a hipoteze te potwierdzity obserwacje Williama
Hershela w 1785 roku.)

Dokladniejsze okreslenie ksztaltu i rozmiaréw naszej
macierzystej Galaktyki wymaga wykonania zliczen
gwiazd w réznych kierunkach i dopasowania najlepszego
modelu przestrzennego. Ponadto, obserwujac odlegte
galaktyki, mozemy przyja¢ zalozenie, ze nasza ma
ksztalt podobny do nich. W ten sposéb wyjsciowy
model ksztaltu Galaktyki musi uwzglednia¢ istnienie
kilku skladnikéw: cienkiego dysku, w ktérym gestosé
gwiazd wykltadniczo maleje z odlegtoscia od centrum,
ponadto centralnego zgeszczenia, w ktérym gwiazdy sa
gesto upakowane w obszarze o ksztalcie sferoidy, oraz
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rozlegtego kulistego obszaru, tzw. halo, otaczajacego
dysk. Przy zadanych parametrach modelu, takich

jak rozmiary dysku czy gestos¢ centralna, mozemy
przewidzie¢ liczbe gwiazd o pewnej jasnosci,
obserwowanych w pewnym kierunku. Nalezy przy tym
wzia¢ pod uwage tzw. ekstynkcje, czyli pochtanianie
promieniowania gwiazd przez pyl znajdujacy sie

w Galaktyce. Powoduje on ostabienie obserwowane;j
jasnoéci gwiazdy, co w konsekwencji moze prowadzic¢
do blednego wyznaczenia odleglosci, wickszej od
rzeczywistej. Z tego wzgledu np. na poczatku XX
wieku zawyzano znacznie warto$¢ promienia dysku
(ekstynkcja jest najwieksza w jego plaszczyZnie, podczas
gdy w kierunku biegunéw Galaktyki nie ma az takiego
znaczenia).

Badajac rozktad gwiazd w odlegtosci kilku kiloparsekow
od nas, stwierdzamy obecnos¢ kilku ramion spiralnych:
w jednym z nich znajduje sie Stonce. Opréocz tego
struktura spiralna Galaktyki widoczna jest w rozkladzie
materii miedzygwiazdowej, np. obtokéw wodoru. Cecha
ta pozwala nam zaliczy¢ Droge Mleczna do klasy tzw.
galaktyk spiralnych, podobnie jak nasza najblizsza
sasiadke, galaktyke Andromedy, i wiele innych.

Historycznie, odlegle galaktyki byly przez diugi

czas ,wrzucane do jednego worka” z innymi tzw.
obiektami mglawicowymi. Francuski astronom Charles
Messier (1730-1817), twérca wydanego w 1784 roku

i popularnego do dzi$ katalogu takich obiektow,
umiescil w nim 103 odkryte przez siebie kosmiczne
struktury widoczne na niebie jako rozmyte plamki,
ktére w odréznieniu od komet (to ich poszukiwaniem
przez cale zycie zajmowal sie¢ Messier) nie zmieniaja
na niebie swojego potozenia. Ze wzgledu na to, ze
dysponowal bardzo prymitywnym jak na dzisiejsze czasy
teleskopem, nie byl w stanie rozréznié¢ wsréd swych
obiektow galaktyk, i znalazly si¢ tam réowniez gromady
gwiazd, mglawice emisyjne, mglawice planetarne



czy pozostalosci po supernowych (obiekt Messiera
M1 to tzw. Mglawica Krab, pozostalo$¢ po eksplozji
supernowej z 1054 roku).

Dopiero w XX stuleciu, dzieki skonstruowaniu wielkich
teleskopdw, otrzymano dokladne zdjecia obiektéw

Messiera, nalezace do najpiekniejszych widokéw znanych

ludzkosci. Sam twoérca katalogu mégt natomiast jedynie
domyslaé sie prawdziwej natury i odleglosci najdalszych
z odkrytych ,mglawic”. Wspoélczesny mu filozof,
Immanuel Kant (1724-1804), autor koncepcji tzw.
wszech$wiatéw wyspowych, wpadl na niezwykly na
owe czasy pomysl, ze mgtawice spiralne sa osobnymi
y,wszech$§wiatami”, podobnymi do naszej Drogi
Mlecznej. Przez dtugi czas nie byto jednak zadnego
obserwacyjnego potwierdzenia tego pogladu, a uczeni
podzielili sie na zwolennikéow Kanta i zwolennikow
Laplace’a, gloszacego, ze mglawice sa raczej niewielkimi
wirujacymi dyskami, w ktérych powstaja planety.

W zwigzku z tym we Wszech$wiecie jest tylko jedna
galaktyka (nasza), a on sam jest stosunkowo maly.
Spor ten rozstrzygnely dopiero obserwacje Edwina
Hubble’a (1889-1953), ktéry za pomocy teleskopu na
Mount Wilson w Kalifornii zaobserwowal gwiazdy
zmienne typu cefeid w mglawicy Andromedy (obiekt
M31 w katalogu Messiera). Na podstawie zaleznosci
miedzy okresem zmiennosci a jasnoscig absolutna tego
typu gwiazd (odkrytej przez Henriette Leavitt w 1912
roku) i poréwnujac te jasno$é z ich jasnoscia widoma,
mozna bylo wyznaczy¢ odlegltos¢ do galaktyki, w ktérej
znajdowala sie cefeida.

Okazalo sie, ze mglawica Andromedy z cala pewnoscia
nie lezy w obrebie Drogi Mlecznej. Co wiecej, jak
obecnie wiemy, mglawica Andromedy jest najblizsza
galaktyka spiralna rozmiaréw naszej Galaktyki i jej
towarzyszka, a ponadto zblizaja si¢ one do siebie

z predkoscia okoto 100 km/s. Wraz z galaktykami
satelickimi, M32 i M110, Wielkim i Malym Obtokiem
Magellana oraz kilkudziesiecioma (okoto 30)
galaktykami kartowatymi, tworza tzw. Grupe Lokalna.

Sa powiazane grawitacyjnie, i pokonujac prawo globalnej

ekspansji, zgodnie z ktérym galaktyki rozbiegaja

sie w tempie proporcjonalnym do ich wzajemnej
odleglosci (prawo Hubble’a), Grupa Lokalna porusza
sie w Kosmosie jako catosé.

Edwinowi Hubble’owi, oprocz wyznaczenia odleglosci
innych galaktyk i odkrycia wspomnianego prawa
ekspansji Wszech§wiata, zawdzieczamy inna bardzo
uzyteczng rzecz. Jest to system klasyfikacji galaktyk,
opracowany na podstawie ich cech morfologicznych
(rysunek). W systemie tym galaktyki podzielone sa
na dwa gléwne typy: spiralne i eliptyczne, co — jak
sama nazwa wskazuje — oznacza obecnos¢ ramion
spiralnych lub ich brak. Dodatkowo, poszczegdlne
podtypy charakteryzuja si¢ badz to ré6znym stopniem
splaszczenia elipsoidy, badz ciasnoScia nawiniecia
ramion, jak rowniez obecnoscig lub brakiem laczacej
je poprzeczki. Poza tym galaktyki, ktérych ksztalt
nie przypomina niczego i nie miesci sie w zadnym
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z ustalonych typow, okreslane sa jako nieregularne
(takie sg np. Obloki Magellana). Ta rozmaitosé typéw
galaktyk, sklasyfikowanych jedynie na podstawie zdje¢,
by¢ moze ma uzasadnienie ewolucyjne.

Galaktyki eliptyczne nie maja okreslonej wewnetrznej
struktury, zawieraja bardzo niewiele gazu i pylu, a w ich
sktad wchodza gltéwnie stare, matomasywne gwiazdy.
Gwiazdy te poruszaja sie chaotycznie w obrebie
galaktyki, praktycznie nie zderzajac sie, a ich predkosci
sg okreslone przez mase catego uktadu. Galaktyki
spiralne, zbudowane podobnie jak Droga Mleczna

z kilku sktadnikéw (jadro, zgrubienie centralne,
ramiona, halo), zawieraja natomiast znaczne ilosci
pyhu i gazu miedzygwiazdowego, a gwiazdy wchodzace
w sklad ramion sa mlode, masywne i gorace (dzieki
czemu nadaja im niebieski odcien na fotografii).
Splaszczony ksztalt dysku tych galaktyk dowodzi, ze
wiruja one wokél wlasnej osi. Gwiazdy nalezace do
jadra maja chaotyczny rozktad predkosci, podobnie
jak w galaktykach eliptycznych, natomiast gwiazdy
podsystemu plaskiego (dysku) poruszaja si¢ po mniej
wiecej kotowych orbitach.

Przypuszczalnie wszystkie galaktyki powstaly z oblokéw
gazu wypelniajacego mtody Wszechswiat, tworzacych
sie w miejscach lokalnych zaburzen gestosci materii.
Gdy masa takiego obszaru przekroczyta pewng wartoscé
krytyczna, zaburzenia narastaly lawinowo z powodu
niestabilno$ci grawitacyjnej, prowadzac do uformowania
sie protogalaktyki. To, jaki bedzie typ powstatej
galaktyki, zalezalo od warunkow poczatkowych obloku,
takich jak jego masa, gesto$¢, temperatura, moment
pedu, co decydowalo o tym, gdzie i jak szybko beda
tworzy¢ sie gwiazdy. Jesli gwiazdy w protogalaktyce
powstaly w stosunkowo krotkim czasie w calej objetosci
obloku, zuzywajac do swej budowy prawie wszystek gaz,
to w efekcie powstala galaktyka eliptyczna. W galaktyce
spiralnej natomiast gwiazdy powstaly poczatkowo

tylko w niewielkim obszarze tworzacym jadro. Reszta
wirujacego obloku byta zbyt rzadka, aby proces
gwiazdotwérezy mogl zachodzi¢ wydajnie, a w wyniku
rotacji oblok ten zaczal stopniowo przybieraé ksztatt
dysku. Dysk ten zawiera nadal znaczna ilo$¢ gazu,

a gwiazdy rodza sie najintensywniej w jego ramionach
spiralnych, powstalych prawdopodobnie w wyniku
lokalnych zaburzen grawitacyjnych.

\akwk'x spiralne zwykte
gaot™

galaktyki
soczewkowate

galaktyki eliptyczne

Salajes .
Vi spir alne przegrodzone

Liczba przy galaktykach eliptycznych to 10(a — b)/a, gdzie a i b to
osie elipsy; mala litera przy galaktykach spiralnych oznacza stopien
rozbudowania ramion.



Powierzchnie: zajecia praktyczno—techniczne

Piotr PRZYTYCKI"

Rys. 3

Rys. 4

*Instytut Matematyczny PAN

Wstegq Mébiusa nazywamy powierzchnie z brzegiem (rysunek la) otrzymana
z prostokata w wyniku sklejenia jednej pary jego przeciwleglych bokéw w sposob
zaznaczony na rysunku 1b.

Zauwazmy, ze brzeg wstegi Mobiusa jest pojedyncza krzywa zamknieta.

W przyszlosci potrzebna nam bedzie nastepujaca obserwacja: odcinajac od
wstegi MoObiusa cienki pierscien, przylegajacy do jej brzegu, otrzymujemy znowu
wstege Mobiusa (patrz rysunek 1c).

C

t Y4 Y

Rys. 1

Torusem nazywamy powierzchnie bez brzegu otrzymang z prostokata (lub
innego réwnolegltoboku) przez sklejenie dwoch par przeciwlegltych bokéw
w sposéb zaznaczony na rysunku 2a. W, przyrodzie” torus pojawia sie
m.in. jako powierzchnia detki samochodowej albo amerykanskiego paczka
(rysunek 2b).

b
a

i

\
o

\

Rys. 2

Jaka powierzchnie otrzymujemy, sklejajac trzy pary przeciwlegtych bokéw
szesciokata foremnego, w sposoOb zaznaczony na rysunku 37 Jesli wykorzystamy
szesciokatng siatke na plaszczyznie, to przekonamy sie, ze otrzymujemy torus.
Mianowicie, dzielimy szeSciokat na cztery czesci (patrz rysunek 4) i przeklejamy
je zgodnie z siatka, otrzymujac rownoleglobok z odpowiednimi sklejeniami.

Ten artykut jest poswiecony dowodowi nastepujacego lematu, ktory jest
waznym elementem klasyfikacji powierzchni. Zainteresowanym zastosowaniem
tego lematu do twierdzenia klasyfikacyjnego polecamy rozdziat 12.4 ksiazki
R. Engelkinga i K. Siekluckiego Geometria i topologia, czeé¢ II. Tych, ktérzy
z ponizszym lematem sie juz zetkneli, zachecamy do poréwnania naszego
dowodu z dowodem, ktory znaja.

Lemat. Po wycieciu z torusa kola i przyklejeniu do otrzymanej powierzchni
wzdluz brzegu wstegi Mobiusa otrzymamy te samaq powierzchnie, co po wycieciu
ze sfery trzech kol © wklejeniu na ich miejsce trzech wsteg Mobiusa.

Dowdd. Krok I. Zauwazmy, ze powierzchnia otrzymana ze sfery przez
wyciecie trzech kot i wklejenie na ich miejsce trzech wsteg Mobiusa powstaje

z sze$ciokata foremnego po sklejeniu jego bokéw w sposéb przedstawiony

na rysunku 5a: trzy wstegi Mobiusa zaznaczone sa na rysunku 5b (gdzie kazdy
bok szesciokata zostal podzielony na trzy odcinki réwnej dlugosci).

a b

Rys. 5

Pozostawiamy Czytelnikowi przekonanie sie, ze po usunieciu tych trzech wsteg
Mobiusa dostajemy sfere z wycietymi trzema kotami.
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tu
doklejamy

wstege
Mobiusa

Rys. 7

M B E

Krok II. Dzielimy sze$ciokat z poprzedniego kroku (rysunek 5a) na trzy czesci
jak na rysunku 6a i sklejamy je wzdluz fragmentéw ich brzegu pochodzacych

z brzegu wyjéciowego szesciokata. Rezultat dwdch z tych klejen widzimy

na rysunku 6b (jedna z czesci odwréciliémy na druga strong). Po wykonaniu
trzeciego klejenia otrzymujemy wstege Mobiusa, na ktérej brzegu zaznaczono,
ktore fragmenty nalezy sklei¢, by otrzymaé¢ wyjSciowa powierzchnie, patrz
rysunek 6c.

Krok ITI. We wstedze Mobiusa, otrzymanej w poprzednim kroku, rozwazamy
teraz cienki pierscien przylegly do brzegu. Dzieki obserwacji z poczatku artykulu
powierzchnia, ktéra badamy, powstaje z tego pierscienia przez doklejenie do
jednej sktadowej jego brzegu wstegi Mobiusa i sklejenie drugiej sktadowej jego
brzegu tak, jak brzegu wstegi Mobiusa z rysunku 6¢, patrz rysunek 7. Jesli ten
rysunek poréwnamy z rysunkiem 3, to stwierdzimy, ze nasza powierzchnia jest
torusem, z ktérego wycieliSmy kolo i zastapiliSmy wstega Mobiusa, co koncezy
dowdd.

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 725. Po przejsciu wiazki neutronéw przez plaska ptytke o grubosci 1 mm,
wykonang z kadmu, ich liczba zmniejszyta sie o 15 %, a predko$é nie zmienila
sig. Jaka cze$¢ wiazki neutronow przejdzie przez plytke z kadmu o grubodci

8 mm?

Rozwiazanie na str. 15

F 726. Promien $wiatla o natezeniu I pada na plaskoréwnolegta plytke
prostopadle do jej powierzchni. Znalez¢ natezenie Swiatta po przejéciu przez te
plytke. Wspolezynnik odbicia swiatla jest réwny R.

Rozwiazanie na str. 24

Redaguje Waldemar POMPE

M 1219. Niech f(z) = 2* + 12z + 30. Rozwiaza¢ réwnanie
FUSFF()))) =0,

Rozwigzanie na str. 2

M 1220. W tréjkacie ABC dlugosé srodkowej CM jest réwna dlugosci

boku AB (rys.). Punkt D jest symetryczny do punktu C wzgledem punktu A.
Punkt E jest symetryczny do punktu M wzgledem punktu B. Wykazaé, ze
proste DM i CE sa prostopadle.

Rozwigzanie na str. 4

M 1221. Rozstrzygnaé, czy istnieje taka liczba catkowita dodatnia n, ze
wypisujac cyfry liczby n w odwrotnym porzadku, uzyskamy liczbe 3n.
(Rozpatrujemy zapis dziesietny liczby n.)

Rozwiazanie na str. 14
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Mota delld

Latwe zadania od mmm

1. Ile jest okregdéw przechodzacych przez dany punkt A? Nieskoriczenie wiele.
A ktére punkty moga by¢ srodkiem takiego okregu? Kazdy poza A. Ile jest
okregéw stycznych do danej prostej a? Tez nieskonczenie wiele, a srodkiem
takiego okregu moze by¢ kazdy punkt nielezacy na a. A ile jest okregow
stycznych do danego okregu o? Rowniez nieskorniczenie wiele, tym razem
srodkiem moze by¢ kazdy punkt z wylaczeniem $rodka okregu o. To bylo za
tatwe. Wezmy si¢ wobec tego za dwa obiekty — punkty, proste czy okregi.

2. Przez dwa dane punkty A i B rowniez przechodzi nieskonczenie wiele
okregéw, ale tym razem $rodkiem takiego okregu moze by¢ tylko dowolny
punkt symetralnej odcinka AB (rys. 1). Okregéw stycznych do dwéch danych

B prostych réowniez jest nieskonczenie wiele — ich $rodki wypelniaja dwusieczne

katéw wierzchotkowych utworzonych przez te proste, gdy one przecinaja sie
(z wyjatkiem owego punktu przeciecia (rys. 2)), lub prosta polowiaca pas

a b ograniczony przez te proste, gdy sa one réwnolegle (rys. 3). Srodki nieskonczenie
wielu okregéw przechodzacych przez dany punkt A i stycznych do danej
prostej a sa tak samo odlegte od tego punktu, jak od tej prostej — figura
utworzona z takich punktéw to parabola (znana tez jako wykres funkcji
kwadratowej; rys. 4), gdy A nie lezy na a, lub prosta z wylaczeniem punktu A
w przeciwnym przypadku (rys. 5). Figura, jaka tworzy nieskonczenie wiele
srodkéw okregéw przechodzacych przez dany punkt A i stycznych do danego
okregu o, to hiperbola (podobna do wykresu odwrotnej proporcjonalnosei —
Rys. 2 réznica odleglosci od dwéch punktéw jest stala; rys. 6), gdy punkt lezy na
zewnatrz kola wyznaczonego przez o — lub elipsa (suma odlegloéci od dwoch
punktéw jest stala), gdy lezy wewnatrz (rys. 7). Oczywidcie A nie moze byé
srodkiem okregu o (chyba ze umoéwilibysmy sie, iz okrag jest styczny do siebie
samego). Natomiast, gdy A bedzie lezal na o, sytuacja bedzie podobna do tej
z rysunku 5.

Rys. 1

Rys. 5 Rys. 6. OX — AX =r =AY — OY. Rys. 7. AX +0X =r.
Nie trzeba si¢ tez specjalnie natrudzi¢, by zauwazy¢, ze pozostate dwa przypadki
nie wnosza niczego nowego (rys. 8 i rys. 9).

Jak widaé¢, gdy wystepuje okrag i prosta
(lub dwa okregi), mozna okrag zastapic
punktem, przesuwajac prosta o dlugosé
jego promienia (lub zmniejszajac tak
promien drugiego okregu).

Rys. 8. Zamiast dla o i a rozwiazujemy zadanie Rys. 9. Zamiast dla o1 i 02 rozwiazujemy
dla Oia'. zadanie dla O7 i 0'2.
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Czytelnik Wyrafinowany oczywiscie wie,
ze w tych ostatnich przypadkach dogodnie
jest postuzy¢ si¢ inwersja wzgledem
okregu. Kazda taka konstrukcja da si¢
przelozy¢ na standardowg konstrukcje
cyrklem i linijka, cho¢ wtedy moze to

byé bardzo skomplikowana operacja.

O inwersjach pisaliSmy np. w Delcie
4(407)/2008.

http://www.mmm.uni.wroc.pl

Roéznica. Kazdy widzi, ze okregdw w pierwszym przypadku jest wiecej

niz w drugim, cho¢ teoria mnogosci upieralaby sie, ze tyle samo. Roznice

mozna wyrazi¢, méwiac, iz w drugim przypadku mamy do czynienia z rodzing
dwuparametrowg, co po ludzku oznacza, ze gdy zazadamy, aby okrag spelniajacy
nasze warunki przechodzil jeszcze przez jakis dodatkowy punkt, to okregéw
takich bedzie co najwyzej dwa. W pierwszym przypadku mogloby by¢ ich wiecej.

Konstrukcja. Co wiecej, taki okrag mozna skonstruowac, cho¢ ani paraboli, ani
hiperboli, ani nawet elipsy (z wyjatkiem okregu) cyrklem i linijka nakresli¢ si¢
nie da.

Gdy do dwoch punktow A i B dodamy trzeci P, nielezacy na prostej AB, to
okrag przechodzacy przez te punkty kazdy potrafi nakresli¢ — jego $rodek to
punkt przecigcia symetralnych bokéw trojkata ABP.

Gdy do dwoch przecinajacych sie w punkcie O prostych a i b dodamy punkt P,
to przez ten z katéw wierzchotkowych, w ktérego wnetrzu lezy P, prowadzimy
dwusieczna d i prosta OP, nastepnie rysujemy dowolny okrag styczny do a i b
(rys. 10); oznaczmy jego srodek przez S, a jego punkty przeciecia z OP przez @
i R. Punkty przeciecia d z poprowadzonymi z P rownoleglymi do QS i do RS
beda $rodkami szukanych okregéw. Czytelnik zapewne potrafi sprawdzié, ze tak
jest, oraz rozwiazaé problem, gdy P lezy na dwusiecznej lub na ktérejs z danych
prostych. Gdy proste a i b sa rownolegle, prosta d jest prosta polowiaca pas
(rys. 11), a przez P prowadzimy réwnolegla do d.

Teraz do punktu A i prostej a dotaczamy punkt P. Tu konstrukcja okazuje
sie bardzo podobna do poprzedniej (wrecz identyczna). Gdy symetralna d
odcinka AP przecina a w punkcie O, rysujemy dowolny okrag o srodku na
d i dalej postepujemy jak w poprzedniej konstrukeji (rys. 12). Podobnie
analogiczna jest konstrukcja w przypadku, gdy d i a sa réwnolegle (rys. 13).

I teraz zaskoczenie. Dotad byto naprawde latwo. Tymczasem gdy dany jest
punkt i okrag (A i 0), znalezienie okregu stycznego do o i przechodzacego

przez A i przez dodatkowo dany punkt P wymaga bardzo skomplikowanych
konstrukeji. Podamy tu konstrukcje jedynie w (szczesliwym) przypadku, gdy
symetralna d odcinka AP przecina o. Oznaczmy jeden z punktéw przeciecia
przez K. Rysujemy okrag p o érodku K przechodzacy przez A i P oraz prosta n,
zawierajaca wspolna cieciwe o i p. Stosujac poprzednia konstrukcje, znajdujemy
dwa okregi przechodzace przez A i P oraz styczne do n odpowiednio w punktach
Li M. Proste KL i KM przecinaja o dodatkowo w punktach X i Y. To

sa punkty stycznosci z o szukanych okregéw z i y (rys. 14). Jedli chcemy je
narysowacé, przetnijmy proste OX i OY z d — otrzymamy $érodki S i T okregdéw
przechodzacych przez A i P oraz stycznych do o.

Rys. 14

Ale dlaczego (i czy na pewno) to jest dobrze? Poprzednio uzasadnienie nie
nastreczalo specjalnych trudnosci, a teraz trudno o jakas intuicje. I co zrobic,
gdy d nie przecina o7
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Fatamorgana w miniaturze
Maciej LISICKI*

“student, Wydzial Fizyki, Uniwersytet Warszawski

Rozterki stonecznego dnia

Fatamorgana, zwana tez mirazem, jest zjawiskiem
bardzo powszechnym, nie tylko na pustyniach,

ale rowniez w wielu innych miejscach. Wystarczy
tylko stoneczny dzien i stosunkowo staby wiatr, by
obserwowa¢ miraze na drogach, dachach samochoddéw,
a nawet na domowych parapetach.

Ogoélnie fatamorgana nazywamy zjawisko ugiecia
promieni $wiatta w niejednorodnym optycznie
o$rodku. W cieply dzien stonce nagrzewa podloza

do temperatury znacznie wyzszej niz powietrze nad
nimi. W konsekwencji oddaja one ciepto warstwom
powietrza, ktére nagrzewaja sie niejednorodnie
(cieplejsze sa warstwy nizsze). Zmiana temperatury
warstwy powietrza wiaze si¢ ze zmiana jej wlasciwosci
optycznych, w szczegdlnosdci wspdlczynnika zalamania.
Otrzymujemy oérodek, w ktorym wystepuje pewien
rozklad wspélezynnika zalamania (aby ten rozklad
byl stabilny, wazny jest brak wiatru). Najlatwiej jest
ten efekt zaobserwowac nad asfaltowymi drogami,
szczegoblnie podczas podjezdzania pod gorke. Mozemy
woéwczas zaobserwowaé efekt ,mokrej jezdni”: wydaje
nam si¢, ze jezdnia daleko przed nami jest pokryta
woda, w ktorej odbija si¢ niebo.

Miraz i fatamorgana

Zjawisko fatamorgany mozemy wyjaéni¢ za pomoca
zakrzywionego biegu promieni $wietlnych. Swiatlo od
odleglego obiektu moze wtedy dociera¢ do nas wiecej niz
jedna droga. Obserwator dostrzega wtedy dodatkowy
obraz (obrazy) dalekiego planu, przy czym w zaleznosci
od rozkladu temperatury mozna mieé¢ do czynienia

z réznymi odmianami tego zjawiska. Dodatkowy obraz
powstaje pod lub nad rzeczywistym obiektem.

Mozemy podzieli¢ wszystkie obserwowane miraze

ze wzgledu na potozenie obrazu na gérne, dolne

i wladnie fatamorgany. Bieg promieni w kazdym
przypadku jest inny, bo inny jest rozktad wspélczynnika
zalamania. Gdy wspélczynnik zalamania maleje

z wysokoscia, jak np. nad powierzchnig morz albo
jezior lub czasami na pustyni, obserwujemy miraz
gérny (ang. exterior mirage; rys. 1). W przypadku,

gdy wspolezynnik zalamania ro$nie z wysokoscia,

co jest najczesciej spotykana sytuacja (np. na

drogach, pustyniach), obserwujemy miraz dolny

(ang. inferior mirage; rys. 2). Gdy z kolei zaleznogé
wspotcezynnika zalamania od wysokosci jest dana
bardziej skomplikowana zaleznoscia, obserwujemy
fatamorgane, czyli miraz zlozony, tworzacy wielokrotne,
zmienne obrazy.
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Rys. 1. Bieg promieni $wietlnych w mirazu gérnym. Szeroko$é katowa
obrazéw jest mocno zwigkszona w celu poprawienia czytelnosci
rysunku.

Rys. 2. Bieg promieni $wietlnych w mirazu dolnym. Szeroko$é katowa
obrazéw jest mocno zwigkszona w celu poprawienia czytelnosci
rysunku.

Swiatlo w optycznie niejednorodnych
osrodkach

Zobaczmy, jak rozchodzi sie Swiatto w takich
niejednorodnych o$rodkach. Na poczatek podzielimy
osrodek na k poziomych warstw, potem dokonamy
przejécia k — oo. Warstwy majag réozne temperatury 75,
a zatem rozne wspotezynniki zatamania n;. Rozpatrzmy
przejscie promienia $wiatta z warstwy i-tej do

(i + 1)-ej padajacego na granice warstw pod katem a;,

a zalamanego pod katem ;1. Mozemy napisaé¢ dla tego
zalamania rownanie:

n; sin QO = N1 sin Q4.
Mozemy napisa¢ podobne réwnanie dla kazdego

przejscia miedzy dwiema warstwami, a stad
otrzymujemy wielkos¢ stalg dla kazdego zalamania:

n sin o = const.



Czyli, chociaz wspoélczynnik zalamania zmienia sie

wraz z wysokoscia, to iloczyn n - sin o dla kazdej
trajektorii promienia $wiatla pozostaje staly. Jesli teraz
bedziemy dazyli do zera z grubosdcia warstw (czyli do
nieskonczonosei z ich liczba), otrzymamy krzywoliniowa
trajektorie promienia Swiatlta. W takim osrodku
wspblczynnik zatamania bedzie funkcja wysokosci, tj.

n = n(y). Niech teraz n(y) sin« = m, gdzie m jest stala.
Jej sens fizyczny jest nastepujacy — jest to wartosé
wspbélczynnika zalamania w punktach, w ktorych

sina = 1, czyli promien jest rownolegly do osi poziome;j.
Na skutek niejednorodnodci czeéé¢ Swiatta bedzie nadal
biegta po zakrzywionej trajektorii. W mirazu dolnym

i wiekszosci mirazy gornych promienie zmienig przy tym
kolejno$é. Dlatego obserwujac miraz, mamy wrazenie
ogladania obrazu odbitego od lustrzanej powierzchni.

Sprébujemy opisaé ksztalt trajektorii promienia
Swietlnego, przechodzacego przez osrodek, w ktérym
wspbélczynnik opisany jest pewna funkcja wysokosci.
Scislej méwige, bedziemy szukaé ksztaltu krzywej

y = y(x). Oczywiscie mamy geometryczna zaleznosé (jak
na rysunku 3):

dr £
d_y =tga.
Jednoczesnie tg o = ﬁ oraz sina = % Stad
otrzymujemy:
dr m
ay i) — e

Jedli zatem bedziemy mieli dany rozklad wspolczynnika
zalamania z wysoko$cia, bez trudu lub z duzym trudem
(zaleznie od stopnia jego skomplikowania) znajdziemy
trajektorie promienia $wietlnego w osrodku. Dla

n(y) = no tor bedzie, oczywiscie, prosta.

Rys. 3. Tor promienia $wietlnego, wpadajacego pod katem a do
niejednorodnego osrodka. Zaznaczono réwniez przyktadowe granice
warstw, na ktérych promien $§wietlny zalamuje sig.

Problemem pozostaje dla nas okreslenie, jak zalezy
wspbélczynnik zatamania od wysokosci. Jako$ciowe
rozwazania doprowadzaja nas do wniosku, ze im wyzsza
jest temperatura powietrza, tym nizsza jest jego gestosé
i tym nizszy wspoélczynnik zalamania. Przedstawione
powyzej rozumowanie daje szerokie pole do popisu dla
twércow symulacji komputerowych, ktérych wyniki
moga by¢ imponujace, a przy tym stanowig wazne
narzedzie do badania toru promieni Swietlnych dla
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réznych rozkladéw wspotezynnika. Znakomity przyktad
Czytelnik moze znalezé w pracy, ktorej autor modeluje
miraze widziane nad powierzchnig morza, Sledzac

tor promieni dla réznych rozktadéw temperatury
powietrza [3].

Na podbéj krainy mirazy, czyli zabawy
doswiadczalne

Istnieje bardzo prosty sposéb pokazania zakrzywionej
trajektorii promienia swietlnego w optycznie
niejednorodnym osrodku. Wystarczy w tym celu na
dno akwarium wypelnionego woda (bez ryb!) wsypaé
znaczng ilo$¢ soli kuchennej i pozostawi¢ na kilka
dni. W akwarium wytworzy sie roztwor o stezeniu
soli zaleznym od wysokosci nad dnem. Konsekwencje
mozemy zobaczy¢, przepuszczajac promien lasera
przez roztwor (zdjecie 1 na okladce). Zjawisko to jest
nadzwyczaj widowiskowe, a wrecz zadziwiajace —
$wiatlo rozchodzi sie po krzywych!

Do demonstracji zjawiska mirazu w powietrzu w pelnej
krasie potrzebny jest, niestety, ciezszy sprzet. Mozna
jednak najpierw uzy¢ prostego uktadu doswiadczalnego,
ktory pozwoli zauwazy¢ realny efekt. Wystarczy
podgrzaé plyte aluminiowa lub stalowa na kuchence
gazowej. W naszym przypadku ptytka miata wymiary
20 x 20 cm i grubosé 0,5 cm (zdjecie 2 na okladce).
Wazne jest, by plytka byla odpowiednio gruba, aby
nie ulegala deformacji. Powierzchnie ptytki pokrylismy
piaskiem kwarcowym, aby uniknaé¢ odbi¢ swiatta od
powierzchni metalu i zapewni¢ w miare jednorodne
nagrzanie naszej ,,pustyni”. Nastepnie podgrzewalismy
plyte palnikiem gazowym. Otrzymany obraz pokazuje
jednak tylko gléwna ceche zjawiska mirazu, tzn.
powstawanie dodatkowych obrazéw obserwowanych
przedmiotéw (zdjecie 3 na okladce).

Przyszedl czas na wspomniany wczesniej ciezki sprzet.
Do stworzenia sztucznej pustyni wykorzystujemy

plyte aluminiowa o wymiarach 200 x 50 cm i gruboéci

3 mm. Pokrylidmy ja piaskiem kwarcowym. Do
obserwacji zjawiska przy tak malych odlegtosciach

plyta musiala by¢ dokladnie wypoziomowana (u nas

za pomocy 8 statywéw), a piasek wygltadzony. Nastepnie
podgrzewaliémy uklad za pomoca palnikéow gazowych
(zdjecie 4 na okladce).

Stosunkowo szybko dalo sie zaobserwowaé efekt
mirazu (zdjecia 5 i 6 na okladce). Pomiedzy piaskiem
a gorami na horyzoncie wytworzyla si¢ warstwa,

w ktorej odbijaly sie géry. Warstwa ta dziata jak
powierzchnia cieczy, np. jeziora, w ktérym odbijaja sie
nadbrzezne gory. Stad efekt mirazu jest tak zwodniczy
na pustyniach. Oczywiscie, w naszym eksperymencie
mamy do czynienia z duzo wyzszymi temperaturami
(a przede wszystkim duzymi réznicami temperatur),

a jednoczesnie duzo mniejszymi odlegloéciami niz w
rzeczywistych sytuacjach, niemniej jednak pozwala to
na obserwacje tego niesamowitego zjawiska w dos¢ tatwy
i wygodny sposéb.



Inspiracja do opracowania tego problemu byto [1] E. Khular, K. Thyagarajan, A.K. Ghatak A note on mirage

zadanie na XVIII Turniej Mlodych Fizykéw. formation, Am. J. Phys., Vol. 45, No. 1, 01. (1977);
utor wraz ze szkKoln ruzyna z im. S. 2] R.W. Wood, Some experiments on artificial mirages an
Aut kolng druzyna z XIV LO S R.W. Wood, S ficial d
Staszica w Warszawie reprezentowali PO].SkQ na torn.ad?es, Phil. Mag. Vol. 47,‘No. 287, 04. (1899); tlumaczenie
Mi@dzynarodowym Turnieju MlOdyCh FlZykéW rosyjskie w , Iskusstvennye mirazhi”, Kvant 10, (1971).
W SZW&jC&I‘ii w 2005 gdzie ZdObyh nagrod@ 111 [3] E.Trénkle, Simulation of inferior mirages observed at the Halligen
)

Sea, Applied Optics, Vol. 37, No. 9, pp.1495-1505 (1998).

miejsca i na XVII MTMF w Australii w 2004 r., gdzie
zajeli I miejsce. Opiekunem druzyny byl mgr Stanistaw
Lipinski.

Twierdzenie abe dla wielomianéw
Jerzy BROWKIN *

Bedziemy rozpatrywali wielomiany o wspolczynnikach liczbowych. Wielkie
twierdzenie Fermata dla wielomianéw moéwi, ze jezeli pewne niezerowe
wielomiany f, g, h nie maja wspélnego dzielnika réznego od stalej i spelniaja

gt =,
gdzie n > 3, to wszystkie one sa stale.

ﬂ Twierdzenie abc jest uogdlnieniem wielkiego twierdzenia Fermata dla

wielomianéw. Niech
Rozwigzanie zadania M 1221.

k k l l m m
Oznaczmy przez a pierwsza, a przez (1) F:fll '---'fTT, G:gf ~...~g;, H:hll ht t,
b ostatnig cyfre¢ w zapisie dziesigtnym
liczby k-cyfrowej n. Poniewaz liczba 3n

jest takze k-cyfrowa, wigc liczba a réwna (2) fl; e fr; 1y s Gss h1,..o hy
sig 1, 2 lub 3. Ponadto

gdzie

sa dowolnymi niezerowymi wielomianami, a wyktadniki ky,..., k., [1,..., s,

a 10" <n < (a+1) 10" X ' °
o mi,...,my sa liczbami naturalnymi.
k—1 k—1 . . . . s s . . . . . . .
b 10777 <3n < (b+1)-1077 . Twierdzenie abc dla wielomianéw méwi, ze jezeli wielomiany F, G, H
Stad w szczegdlnosci otrzymujemy spelniaj@ rownanie
b+1)-10""" > 3n > 3a- 10"
<)+ ) n > 3a (3) F + G _ H7
oraz . . ’ . . Y . .
b-10"" < 3n < 3(a+1). 105" nie maja wspolnego dzielnika réznego od stalej oraz suma stopni

wielomianéw (2) nie przekracza najwiekszego ze stopni wielomianéw F, G, H,

czyli b+ 1 > 3a oraz b < 3a + 3. | X
to wielomiany F, G, H sa stale.

Zauwazmy ponadto, ze cyfrg jednosci
liczby 3b jest liczba a. Podstawiajac Dowod twierdzenia abe nie jest trudny. Podamy najpierw pewne wlasnosci

=1,2,3, d bezposrednio, o . ) :
¢ T SprawcEaiy Dezposieo, pochodnej wielomianu, ktére beda wykorzystane w dowodzie. Zachodza wzory:
ze warunek ten nie da si¢ pogodzié¢

p Seiarni ! / k\/ __ /. k—1
Z ()trzyula./n}ynu lller(')VV'llOb(,l'dllllA UthkaITd (pq) = p q + pq 5 (p ) = kp p .
sprzeczno$é¢ dowodzi, ze opisana w tresci kv P .
zadania liczba nie istnieje. Wobec tego p- (p ) = kp P Podobnie

k

!
k1 k ki1—1 k ko—1
(pfpf) = kipipy' T Py’ + kephpy' ps?

i stad
i
(p1p2) - (p'flpé“z) = (kwpip2 + kap1ph) - (P p5?).
Ogodlniej, dla wickszej liczby czynnikéw mamy
!
(pr... pn)- (p’fl ~---~pf{‘) =P - (p’fl ~---~pf{‘),
gdzie
(4)  Pi=Fkipipa-.. - potkepipsps o Put kP PaoaDy,

Inaczej méwiac, dla dowolnego wielomianu P zapisanego w postaci
P:p’fl-...-pﬁ" mamy

*Instytut Matematyczny PAN (5) POP/ =P P,
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L...]

Rozwigzanie zadania F 725.

Po przejsciu przez kazdy milimetr
grubosci kadmu liczba neutronéw spada
0 15 %. Zatem po 8 milimetrach ich

liczba spadnie do: (0,85)% = 0, 27, czyli
27 %.

gdzie Py =py - ... ppn, a wielomian P; jest okreslony wzorem (4). Zauwazmy, ze
stP’ = stP — 1, i wobec tego z (5) wynika, ze stP; = stPy — 1.
Jezeli wielomian P jest stala rézng od zera, to przyjmujemy Py =1, P, = 0.
Wtedy réwniez wzér (5) zachodzi.
Teraz przystepujemy do dowodu twierdzenia abc. Bez zmniejszenia ogélnosci
mozemy przyjaé, ze wielomiany F, G, H podane w twierdzeniu spelniaja

stF > stG > stH.
Przypuéémy, ze nie wszystkie wielomiany F, G, H sa stale. Wtedy stF > 0.

Obliczajac pochodne obu stron réwnosci (3), otrzymamy

F'+G =H.
Zastosujemy do tej réwnosci wzér (5) przy P = F,G i H. W tym celu
pomnozymy obie jej strony przez wielomian FoGoHy, gdzie na mocy (1)
(6) Fr=fi-..-fo, Go=g1-...-gs, Ho=hy-... - h.

Mamy wiec
FoF' - GoHy + GoG' - FyHy = HyH' - FyGl,
i korzystajac z (5) oraz (3), otrzymamy
WF-GoHy+ G1G - FoHy = H1H - FoGy = H1 F - FyGo + H1G - FyGy.
Przenosimy wyrazy zawierajace F' na jedna strone, a wyrazy zawierajace G na
druga:
(7) F(F1GoHy — H1FyGy) = G(H1 FoGy — G1FoHyp).

Z zalozenia i wzoru (3) wynika, ze wielomiany F i G nie maja wsp6lnego
czynnika réznego od stalej. Wobec tego z (7) otrzymujemy, ze wielomian F jest
dzielnikiem wielomianu H, FoGo — G1FoHy.

Wiemy, ze stG7; = stGg — 1 i stHy = stHy — 1. Wobec tego stopnie wielomiandéw
H,FyGo i G1FyHp sa réwne st(FyGoHp) — 1, a stopien ich r6znicy nie
przekracza tej liczby.

7 powyzszego wynika, ze stF < st(FoGoHp) — 1 < st(FoGoHp). Jest to sprzeczne
7z zalozeniem twierdzenia, poniewaz na mocy (6) wielomian FyGoHy jest
iloczynem wielomianéw (2).

Uzyskana sprzecznosé¢ dowodzi, ze wielomiany F, G, H sa stale.

Uwagi i pytania.

1. Twierdzenie abe dla wielomianéw udowodnil (w inny sposéb) W.W. Stothers
w 1981 roku.

2. Gdzie w dowodzie wykorzystaliSmy przyjete zalozenie, ze nie wszystkie
wielomiany F, G, H sa stale ?

3. O wielomianach niezerowych fi,..., f, niczego nie zakladaliémy. Na przyktad
ani tego, ze sa nierozkladalne, ani ze nie maja wspoélnych czynnikow réznych

od stalej, itp. Sa to zupelnie dowolne niezerowe wielomiany, by¢ moze state. To
samo dotyczy wielomianéw ¢gq,...,gs 1 hi,..., hy.

4. Pozostawiam dla Czytelnika jako latwe zadanie wyprowadzenie wielkiego
twierdzenia Fermata dla wielomianow z twierdzenia abc.

5. Z twierdzenia abc wynika tez nastepujace twierdzenie:

Jezeli liczby naturalne k, m,n sa wicksze od 2, a wielomiany f i g nie sa stale
i nie maja wspolnego dzielnika réznego od stalej, to dla zadnego wielomianu h
nie zachodzi réwnosc

Wyprowadzenie tego wniosku z twierdzenia abc réwniez pozostawiam dla
zainteresowanych Czytelnikéw jako niezbyt trudne zadanie.
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Rys. 1. Striangulowany wielokat;

kolorem wyrézniono tréjkaty i odcinki
odgrywajace role w lemacie Spernera.

2 2 1 0
ANEVANEYANEYAN
0&d1 1¥0 odé&1 1%o0

Rys. 2. Ilustracja dowodu lematu
Spernera.

1

*Instytut Informatyki UW

Kolorowanie wielomianéow
Tomasz IDZIASZEK *

Lemat Spernera. Narysujmy na ptaszczyznie wielokat i dokonajmy jego
triangulacji, czyli podzialu na tréjkaty, ktére moga stykac sie z innymi
tréjkatami wspolng krawedzia lub wsp6lnym wierzcholkiem (jak na rysunku 1).
Wierzcholki tych trojkatow ,,pokolorujemy”, tzn. kazdemu z nich przypiszemy
jego ,kolor” — liczbe ze zbioru {0, 1, 2}.

Wyréznijmy trojkaty, ktore maja wierzcholtki wszystkich trzech koloréw. Jesli
poruszajac si¢ po obwodzie tréjkata przeciwnie do ruchu wskazowek zegara
widzimy liczby w kolejnosci 0, 1, 2, to mamy do czynienia z tréjkatem ,dodatnio
zorientowanym”. Oznaczmy liczbe takich trojkatéw przez 17, natomiast liczbe
tréjkatéw ,ujemnie zorientowanych” przez T-_.

Interesowac nas tez beda krawedzie na brzegu wielokata. Jezeli wierzchotki
takiej krawedzi maja kolory x i y (przy czym kolor # ma wierzchotek, ktéry
napotykamy najpierw, gdy poruszamy si¢ po obwodzie wielokata przeciwnie do
ruchu wskazéwek zegara), to taka krawedz nazwiemy zy. Wyrdznimy krawedzie,
ktore maja kolory 0 i 1. Krawedzie 01 nazwiemy ,,dodatnio zorientowanymi”,
natomiast krawedzie 10 beda ,,ujemnie zorientowane”. Ich liczbe oznaczymy,
odpowiednio, przez K i K_.

Ciekawy lemat (znany jako skierowana wersja lematu Spernera) podaje zaleznosé
miedzy tym, co musi si¢ dzia¢ wewnatrz takiego striangulowanego wielokata, a
tym, co sie dzieje na jego brzegu — mianowicie

(%) T, -T_ =K, - K_.

Dowdd lematu jest bardzo prosty. Przetnijmy kazda z krawedzi 01 1 10
prostopadlym wektorem (w kierunku takim, jak na rysunku 2) i utwérzmy

z tych wektoréw graf. Graf ten sklada si¢ ze skierowanych Sciezek. Kazda $ciezka
zaczyna sie w ujemnie zorientowanym trojkacie lub na dodatnio zorientowanym
odcinku, natomiast konczy sie w dodatnio zorientowanym tréjkacie lub na
ujemnie zorientowanym odcinku. Liczba poczatkéw (T- + K ) musi by¢ réwna
liczbie konicow Sciezek (T4 + K_), co dowodzi réwnosci (x).

Liczby zespolone. O liczbach zespolonych (ich zbiér bedziemy oznaczaé
przez C) mozemy mysleé¢ jak o wektorach (postaci [a,b]) na plaszezyznie.

Na liczbach tych mozemy wykonywac¢ dziatania. Dodawanie wykonuje sie
dokladnie tak samo jak dodawanie wektoréw. Aby zdefiniowaé¢ mnozenie,
potrzebne sg nam dwa pojecia. Argumentem liczby zespolonej z nazywamy
kat, ktéry tworzy ona z wektorem [1,0] i oznaczamy go przez arg z. (Argument
jest dany z dokladnoscia do 2w, tzn. jezeli ¢ jest argumentem z, to ¢ £ 27

tez. W dalszym ciggu ta niejednoznacznos¢ nie bedzie nam przeszkadzala.
Przyjmujemy takze, ze arg0 = 0.) Modulem liczby zespolonej z nazywamy
dlugosé wektora reprezentujacego z i oznaczamy go przez |z|. Latwo zauwazy¢,
ze arg z 1 |z| jednoznacznie wyznaczaja liczbe z.

Wynikiem mnozenia dwoéch liczb z; i 2o jest liczba zespolona z o argumencie
arg z; + arg zo i module |z1| - |22].

Teraz, gdy umiemy juz dodawac¢ i mnozy¢, mozemy zdefiniowaé¢ wielomian
zmiennej zespolonej (analogicznie jak wielomian zmiennej rzeczywistej):
wielomianem stopnia n zmiennej zespolonej z bedziemy nazywaé funkcje

w: C — C dana wzorem

1

w(z) = anz" + an—12"" "+ ...+ a1z + ao,

gdzie ag, . . ., a, sa liczbami zespolonymi oraz a,, # 0.
Zasadnicze twierdzenie algebry glosi, ze kazdy wielomian dodatniego stopnia
zmiennej zespolonej ma co najmniej jeden pierwiastek. Jest wiele dowoddéw

tego waznego twierdzenia, ale lemat Spernera pomoze nam je udowodnié
w zaskakujaco elementarny sposob.
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Rys. 3. Kolorowanie wielomianu z.

Rys. 4. Kolorowanie wielomianu 22,

Rys. 5. Kolorowanie wielomianu 22 — 1.

2

Rys. 6. Kolorowanie wielomianu 25— 1.

Rys. 7. Ilustracja dowodu zasadniczego twierdzenia
algebry. Kolorowanie wielomianu z2 — i. Poza
wielokagtem W wielomian wyglada jak 22,

Kolorowanie. Ustalmy wielomian w(z). Przez kolorowanie wielomianu
nazwiemy kolorowanie plaszczyzny zespolonej C trzema kolorami 0, 1, 2
w zaleznosci od argumentu liczby zespolonej w(z). Kolor k-ty otrzymaja liczby

ze zbioru
2n(k+1)
=)
Tak pokolorowana plaszczyzng (rys. 3) oznaczmy przez C, ().

2
{z eC: %k <argw(z) <

Popatrzmy na kilka przyktadéw. Jesli wielomian w(z) bedzie stopnia 0,

to cala plaszczyzna bedzie jednokolorowa. Jesli wielomian bedzie postaci

w(z) = z + [a, b], to plaszczyzna bedzie podzielona na trzy przystajace katy

o wsp6lnym wierzchotku w punkcie (—a, —b). Bedzie to wygladalo tak samo jak
na rysunku 3, tylko punkt zbiegu koloréw bedzie lezal gdzie indziej.

Aby pokolorowaé wielomian w(z) = 22, siegniemy do definicji mnozenia liczb
zespolonych. Mamy arg 22 = 2 arg z, zatem jesli punkt z dostal kolor 0, to
Zh Cargz < 2”(?1) lub 2”(?3) <argz < w. Analogiczne rozumowanie
w przypadku koloréw 1 i 2 prowadzi nas do wniosku, ze C,2 jest podzielona na
sze$é przystajacych katéw o wierzchotkach w punkcie (0,0) (patrz rysunek 4).

Nietrudno si¢ przekonaé o tym, ze kolorujac w(z) = 2", bedziemy musieli
namalowac¢ 3n przystajacych katéw. Beda one mialy kolejno kolory 0, 1, 2, 0,
1, 2 itd.

Do tej pory szto nam latwo, ale juz w przypadku wielomianu 22 — 1 napotykamy
klopoty. Z pomoca komputera mozemy wygenerowaé kolorowanie tego i innych
wielomianéw (rysunki 5 i 6, a takze okladka). Obserwujac obrazki, mozemy
doj$¢ do dwdch wnioskdw:

1. Latwo na rysunku znalezé¢ zera wielomianu. Sa to dokladnie te punkty,

w ktorych zbiegaja sie wszystkie trzy kolory.

2. Niech w(z) bedzie wielomianem stopnia n. Im dalej od punktu (0,0), tym
bardziej kolorowanie w(z) przypomina kolorowanie 2.

Pierwszy z wnioskéw wynika z ciaglosci w(z). Dla dowodu drugiego zauwazmy,
ze przy |z| — oo mamy wz(f — a,, zatem poza dostatecznie duzym kolem B

o érodku w punkcie (0,0) C,,(.) bedzie wygladalo prawie jak C.».

Wiemy zatem, co si¢ dzieje poza duzym kolem B, tym bardziej wiemy tez,

co sie dzieje poza dowolnym wielokatem wypuklym W zawierajacym to koto.
Nie wiemy jednak, co sie dzieje w jego wnetrzu, ale sprobujemy to odgadnad,
badajac jego brzeg. Do tego przyda nam sie lemat Spernera. Dokonajmy
triangulacji wielokata W i pokolorujmy jego wierzchotki. Kolorowanie bedzie
wyznaczone przez C, ;) (patrz rysunek 7). Jedli trojkaty sa dostatecznie mate,
to na brzegu pojawia sie tylko krawedzie 00, 01, 11, 12, 22 i 20.
Krawedzi 01 jest dokladnie n (znowu przy zalozeniu dostatecznie
drobnej triangulacji), zatem K = n.

Analogicznie, brak krawedzi 10 powoduje, ze K_ = 0 i prawa
strona réwnania (x) jest réwna n. Wynika z tego, ze T > n,
zatem w wielokacie W istnieje trdjkat trojkolorowy.

Zdefiniujmy teraz taki ciag triangulacji 71,7, ..., ze

$rednica najwickszego trojkata w 7;, dazy do 0 przy

k — oco. W triangulacji 73 znajdziemy tréjkolorowy tréjkat

o wierzchotkach 2Y, z} i 27 (punkt 2 ma kolor ). Poniewaz
ciag punktéw zg jest ograniczony przez wielokat W, wiec na
podstawie twierdzenia Bolzano-Weierstrassa mozna z niego
wybraé¢ podciag zbiezny Zl(c)z — 24. Z tego, co powiedzieliSmy

o $rednicach, wynika, ze podciagi z,il i z,%l réwniez sa zbiezne do
tej samej granicy 2.

Wida¢ zatem, ze w punkcie z, zbiegaja si¢ wszystkie trzy kolory,
zatem w(zy) = 0, co konczy dow6d zasadniczego twierdzenia
algebry.
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Elektryzujemy ciala Stanistaw BEDNAREK

Rys. 1. Ruch naelektryzowanej puszki;
p — puszka po napoju, r — plastikowa
rura, s — powierzchnia stotu.

C Or—

N J

Rys. 2. Budowa elektroskopu; d — drut
miedziany, f — pasek folii aluminiowej,
t — stoik typu twist-off, z — zakretka
stoika, k — klej epoksydowy, s — kulka
z folii aluminiowej.

Zapewne wielu z nas pamieta wykonywane w szkole doSwiadczenia, polegajace
na elektryzowaniu cial. W doswiadczeniach tych pocieralismy o tkanine jakis
przedmiot wykonany z plastiku, np. dlugopis, grzebien czy linijke. Po potarciu
przyciagal on skrawki papieru, wlosy i inne drobne ciala wykonane z tworzyw
sztucznych. Pierwszy raz podobne doswiadczenie wykonal grecki uczony Tales
z Miletu w VI wieku przed nasza era. Pocieral on kawalki bursztynu o tkanine
i zauwazyl jego przyciagajace dzialanie. Bursztyn po grecku to elektron i stad
pochodzi nazwa elektrycznosc.

Nasze dzisiejsze do$wiadczenia beda polegaly na bardziej interesujacych
przypadkach elektryzowania cial. Do ich przeprowadzenia potrzebne beda:
metalowa puszka po napoju, plastikowa rura o $rednicy 3—4 cm i dlugosci ok.
0,5 m, nitka, gumowy balonik, tasma klejaca, plastikowa linijka, stoik z zakretka,
kawalek drutu miedzianego o dtugoéci ok. 20 cm i srednicy 1-2 mm, kawalek folii
aluminiowej, szybkowiazacy klej epoksydowy, np. Poxipol, nozyczki.

Do wykonania pierwszego doswiadczenia uzyjemy puszki po napoju i plastikowej
rury. Puszke kladziemy na rownej powierzchni stolu. Plastikowa rure trzymamy
reka za jeden koniec. Drugi koniec rury pocieramy o jakas tkanine, np. o rekaw
swetra lub marynarki. Potarty koniec rury zblizamy do puszki, ustawiajac

go do niej réwnolegle (rys. 1). Co zauwazamy? Odsuwamy rure od puszki.

Jak zachowuje sie puszka? Ustawiamy rure z drugiej strony puszki. Okazuje

sie, ze rura przyciaga puszke, ktora zaczyna toczy¢ sie za rurg podczas jej
oddalania. Po ustawieniu rury z drugiej strony puszki réwniez obserwujemy
przyciaganie.

Zaobserwowane efekty wyjasniamy nastepujaco. Podczas pocierania rury pewna
liczba elektronéw przechodzi z tkaniny na rure. W wyniku tego rura uzyskuje
nadmiar elektronéw i staje sie naelektryzowana ujemnie. Ladunek rury wytwarza
wokot niej pole elektryczne. Pole to dziata na swobodne elektrony znajdujace

sie w metalu, z ktérego zrobiona jest puszka. Elektrony zostaja odepchniete

do czesci puszki znajdujacej sie dalej od rury. Czes¢ puszki bedaca blizej rury
elektryzuje si¢ dodatnio i jest przyciagana przez ujemne tadunki rury. Skutkiem
tego puszka toczy sie za rura. Elektryzowanie si¢ puszki w polu elektrycznym
rury nazywamy indukcja elektrostatyczna.

Drugie doswiadczenie bedzie polegalo na naelektryzowaniu balonika. W tym
celu balonik nadmuchujemy i zawiazujemy nitka, pozostawiajac jej wolny koniec
o dlugosci ok. 10 cm. Nadmuchanym balonikiem pocieramy o jakas tkanine,

np. o wlasne ubranie. Trzymamy balonik za nitke i zblizamy go do pionowej
powierzchni mebla lub Sciany. Obserwujemy zachowanie si¢ balonika. Prébujemy
puscié nitke. Co dzieje sie z balonikiem? Podobnie jak rura, balonik zostal
naelektryzowany w wyniku pocierania o tkanine. Pole elektryczne balonika
indukuje tadunki przeciwnego znaku w przedmiotach, do ktorych zblizamy
balonik. Skutkiem tego balonik jest przyciagany do pionowych powierzchni.
Przyciaganie to moze by¢ tak silne, ze balonik zawisnie bez trzymania za nitke.

Do wykrywania naelektryzowanych cial stuzy przyrzad zwany elektroskopem.
Zbudujemy teraz prosty elektroskop. W tym celu ostrym koncem nozyczek
wykonujemy niewielki otwér w $rodku zakretki stoika (rys. 2). Przez ten

otwoér przekladamy kawalek drutu miedzianego z usunigta izolacja. (Izolacje
emaliowa usuwamy drobnoziarnistym papierem Sciernym, a izolacje plastikowa
zestrugujemy nozem.) Drut mocujemy do zakretki za pomoca szybkowiazacego
kleju epoksydowego. Dolny koniec drutu dwukrotnie zaginamy pod katem
prostym. Z cienkiej folii aluminiowej odcinamy pasek o szerokoéci 1 cm

i dlugosci 6-8 cm. Pasek skladamy na pél i zawieszamy na dolnym koncu drutu,
a nastepnie koniec drutu zaginamy, tak zeby przytrzymywat pasek. Zamykamy
stoik zakretka. Z pozostalej folii aluminiowej formujemy kulke i wciskamy ja na
gbérny koniec drutu.

Dotknijmy teraz kulki konicem linijki potartej o dowolna tkanine. Co
zaobserwujemy? Jak zachowaja sie paski folii potocznie nazywane listkami
elektroskopu? Dlaczego tak sie dzieje? Widzimy, ze paski ulegly rozchyleniu.
Jest tak dlatego, ze tadunki elektryczne sptywaja z kulki elektroskopu na paski
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Rys. 3. Elektryzowanie cial przez szybkie
rozdzielenie; I — linijka, ¢ — tasma klejaca.

Rys. 4. Elektryzowanie strumienia
wody; k — kran, w — strumien wody,
g — naelektryzowany grzebien lub linijka.

i elektryzuja je ladunkami tego samego znaku, czyli ladunkami jednoimiennymi.
Fadunki te odpychaja sie wzajemnie, co powoduje rozchylenie listkow
elektroskopu.

Okazuje sie, ze dla spowodowania rozchylenia listkéw nie musimy dotykaé kulki
elektroskopu — wystarczy zblizenie naelektryzowanego ciala. Zeby to sprawdzié,
dotykamy palcem kulki elektroskopu, powodujac przez to jego uziemienie,

czyli odprowadzenie do ziemi tadunkéw elektrycznych. Nastepnie zblizamy
naelektryzowang linijke do kulki elektroskopu. Listki powinny sie rozchyli¢.

Po oddaleniu linijki listki powinny opasé. Ten sposéb elektryzowania nazywamy
elektryzowaniem nietrwalym przez indukcje.

Sprobujemy teraz naelektryzowadé elektroskop przez indukcje w sposéb trwaly.
Na poczatek uziemiamy elektroskop, dotykajac jego kulki — listki powinny
opasé. Nastepnie elektryzujemy linijke przez pocieranie i zblizamy ja do kulki
elektroskopu, nie dotykajac jej — listki powinny sie rozchyli¢. Trzymajac
linijke w poblizu kulki ponownie uziemiamy elektroskop, co powoduje, ze
listki opadaja. Teraz najpierw rozlaczamy uziemienie, zabierajac palec z kulki
elektroskopu, a nastepnie odsuwamy linijke. Okazuje sie, ze listki elektroskopu
rozchylaja sie i pozostaja w tym stanie przez wiele minut. Czytelnikom
pozostawiamy szczegbdlowe wyjasnienie tego sposobu elektryzowania. Dla
utatwienia odpowiedzmy na pytanie, jaka role spelnia ponowne uziemienie
elektroskopu?

Zeby naelektryzowaé cialo, niekoniecznie musimy je pociera¢. Wystarczy
szybkie rozdzielenie cial. Dla sprawdzenia tego sposobu wykonajmy nastepujace
doswiadczenie. Kawalek tasmy klejacej o dlugosci ok. 15 cm przyklejamy do
linijki, pozostawiajac gérny kawalek nieprzyklejony (rys. 3). Palcami jednej

reki trzymamy linijke za gérny koniec, a palcami drugiej reki chwytamy
nieprzyklejony kawalek tasmy. Energicznym ruchem pociagamy za tasme
odrywajac ja od linijki. Linijke i tasme przykladamy kolejno do kulki
elektroskopu, sprawdzajac ich naelektryzowanie.

Elektryzowane ciato niekoniecznie musi by¢ w stalym stanie skupienia. Moze
ono by¢ ciecza. Latwo sie o tym przekonaé, wykonujac na zakonczenie jeszcze
jedno doswiadczenie. Odkrecamy troche kran z woda, tak zeby woda plyneta
cienkim, nieprzerwanym strumieniem (rys. 4). Strumiefi powinien by¢ tak cienki,
jak to tylko mozliwe — minimalne przykrecenie kranu powinno powodowacé jego
przerwanie i powstanie kropli. Grzebien lub linijke elektryzujemy przez potarcie
ich tkaning i zblizamy do strumienia wody. Co dzieje sie ze strumieniem?
Widzimy, iz strumien wyraznie odchyla si¢ w kierunku naelektryzowanego
przedmiotu.

LoHo

O odwracaniu z6lwia ogonem
Andrzej WALAT

»Nie odwracaj kota ogonem” mdéwimy do kogo$, kto przektamuje rzeczywistosc,
burzac lub odwracajac naturalny porzadek rzeczy. Takie postepowanie czesto
uwazamy za niewlasciwe w zyciu i nauce. Ale i w zyciu, i w nauce bywa ono
bardzo owocne. W tym artykule bede odwracal zétwia ogonem. Poréwnam
rézne rozwiazania dwoch zadan geometrycznych z konkurséw matematycznych
dla gimnazjalistéw Wstega Mébiusa organizowanych przez Zoliborski Oddzial
Stowarzyszenia Nauczycieli Matematyki: rozwiagzania tradycyjne i rozwigzania
zZotwiowe.

Zadanie 1. Rysunek 1 przedstawia lamana, ktorej dwa boki AG oraz DH sa
réwnolegle. Oblicz sume katow «, 3, v oraz 6.

Rozwigzanie tradycyjne. Rysujemy odcinek prostopadly do bokéw AG oraz
DH (jak na rysunku 2). Otrzymujemy szesciokat, ktéry ma katy wewnetrzne
«, B, 7, § oraz dwa katy proste. Ze wzoru na sume katow wewnetrznych
n-kata wypuklego: a+ 8+ v+ d + 180° = (6 — 2) - 180°, a wobec tego:
a+G+v+0=3-180° = 540°.
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130°

125°

150°

Rys. 4

55° (kat przylegly)

Rys. 5

50° (kat przylegly)

100° — 55° = 45° (kat zewnetrzny)

Rozwigzanie Z6lwiowe. Z6tw, ktéry zaczyna wedréwke w punkcie G, zeby dojsé
do drugiego konca tamanej H, musi po drodze wykonaé cztery obroty w prawo,
kolejno o kat: 180° — o, 180° — 3, 180° —  oraz 180° — §. W sumie obréci si¢
0 180°, poniewaz pierwszy i ostatni odcinek tamanej bedzie pokonywal, idac

w przeciwnych kierunkach. Wobec tego:

(180° — ) + (180° — B) + (180° — ) + (180° — 4) = 180°
i po przeksztalceniu tej réwnosci otrzymujemy ten sam co poprzednio wynik:
a+ B4y + 5 =540°.

Zadanie 2. Jaka miare ma kat x na rysunku 47
Rozwigzanie tradycyjne ilustruje rysunek 5.

Rozwigzanie Zolwiowe wymaga troche mniej rachunkéw. Brzeg wielokata na
rysunku 4 jest sladem wedréwki zétwia wykonujacego nastepujaca sekwencje
polecen:

naprzéd :a prawo 125 naprzéd :b lewo :x naprzdd :c prawo 130 naprzdd :d
prawo 150

gdzie wartoSciami parametrow a, b, c oraz d sa dlugosci odpowiednich bokéw
czworokata, za$ wartoécig parametru x — szukana miara kata. Zélw obchodzac
czworokat, wykonuje w sumie jeden pelny obrét o 360 stopni, tzn. 125° — x +
+130° 4 150° = 360°. Stad = = 45.

Komentarz. W zétwiowym rozwiazaniu zadania 2 korzystamy z twierdzenia

Calkowity obrdt zélwia poruszajgcego sie wzdtuz zwyklej (tzn. bez przecied)
krzywej zamknietej wynosi 360°.

Jest ono intuicyjnie tak bardzo oczywiste, ze naturalnie nie czujemy potrzeby,
by je dowodzié¢. Przyjmujemy je za pewnik. Ale czy to jest uprawnione?

Z6tw obchodzac okrag, niewatpliwie wykonuje pelny obrét o 360° (powtérz
360 [naprzéd 1 prawo 1] — ale czy to jest procedura rysowania okregu?).

A biegacz, ktéry pokonuje jedno okrazenie biezni skladajacej sie z dwoch
potokregéw i dwoch odeinkéw prostoliniowych? A nasz kierowca Formuly 1
Robert Kubica, kiedy pokonuje jedno okrazenie krzywoliniowego zamknigtego
toru Monza? Czytelnikom, ktérzy czuja potrzebe glebszej analizy i uzasadnienia
naszego pewnika, polecam rozdzial pt. Topologia krzywych Zotwiowych

w ksiazce Harolda Abelsona i Andrea Di Sessy Geometria Zétwia. Tymczasem
zajmiemy sie jeszcze jedna jego konsekwencja. Zoétw, ktéry wedruje po brzegu
dowolnego n-kata wypukltego i wraca do punktu i kierunku wyjsciowego,
wykonuje w sumie pelny obrét o 360°, bedacy suma n obrotow o katy:

180° — a1, 180° — axa, . .., 180° — av, gdzie aq, g, . . ., au, to odpowiednie katy
wewnetrzne wielokata.

Wobec tego: (180° — 1) + (180° — o) + ... + (180° — ) = 360°.

Po przeksztalceniu tej rownosci otrzymujemy znany
wzér na sume katéw wewnetrznych dowolnego wielokata
wypuklego:

a1t as+ ... +a, =(n—2)-180°.
(A jak to jest z wielokatami, ktére nie sa wypukle?)

180° — (507 + 30°) = 100° W tradycyjnych szkolnych podrecznikach geometrii

zwykle najpierw, korzystajac z wlasciwosci katow
30° (kat przylegly) naprzemianlegltych i odpowiednich, dowodzi sie faktu A,
ze suma katow wewnetrznych dowolnego tréjkata jest
réowna 180°. Nastepnie, korzystajac z A, dowodzi sie B
— twierdzenia o sumie katow wewnetrznych dowolnego
wielokata. W naszej geometrii A jest konsekwencja B,
bo tréjkat jest szczegdlnym przypadkiem wielokata.
W ten sposéb odwrécilismy kota (NIE, NIE — zélwia)
ogonem.
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Informatyczny kacik olimpijski (13) — drzewo potegowe

Ap, < ... < A,

Zgodnie z obietnica z zeszlego miesiaca w tym odcinku zajmiemy si¢ znanym
problemem i jego ,alternatywnym” rozwiazaniem. Naszym zadaniem jest

znalezienie w danym ciggu liczb naturalnych Ay, ..
rosnacego, czyli podciagu postaci Ag,, . .

., A, najdhuzszego podciagu

Ay, gdzie k1 < ... <k, oraz

m

Pokazemy, jak metoda programowania dynamicznego znalez¢ dlugosé takiego
podciagu. W tym celu przegladamy kolejne wyrazy ciagu A. Jesli przez «

oznaczymy biezacy wyraz, to zeby zaktualizowa¢ nasz stan wiedzy o rosnacych
podciagach w dotychczasowym prefiksie, chcielibysSmy zapytac¢ , jaki jest
najdluzszy podciag rosnacy konczacy sie w x?”. Innymi stowy ,,jaki byl do tej
pory najdluzszy podciag rosnacy, konczacy sie wartoscia mniejsza od x?”.

Do odpowiedzi na takie pytania przydataby si¢ nam
struktura danych, ktéra radzi sobie z nastepujacymi
zapytaniami dotyczacymi pewnej tablicy V[1...N]:

e Podstaw V[i] :==1

e Podaj maksimum z wartosci V[1],V[2],..., V[i].

W naszym problemie Vi] bedzie dlugoscia najdluzszego
dotychczas podciggu rosnacego konczacego sie

liczba i. Tablica V' musi mieé¢ tyle pdl, ile wynosi
najwiekszy wyraz ciagu. Alternatywnie, mozna zaczaé
od przeindeksowania ciggu tak, aby jego wyrazy byty
liczbami od 1 do n — zajmie to czas potrzebny na
sortowanie, czyli O(nlogn).

Struktura, ktora zaraz opiszemy, nazywana jest drzewem
potegowym. Wykorzystuje sie w niej tablice W[l ... N].
Dodatkowo oznaczmy przez f(k) najwieksza potege
dwdjki dzielaca k. W pomocniczej tablicy W bedziemy
przechowywaé wartodci:
Wi} = Vil

max
i— ()<<

Na przyklad dla nieparzystych ¢ mamy W{i| = Vi,
dla i parzystych, ale niepodzielnych przez 4 —

Wi] = max(V[i — 1], V[i]), itd. (patrz rysunek)
7 1 2 3 4 5 6 7 8
G 1 2 1 4 1 2 1 8

Drzewo potggowe dla n = 8: u géry przedzialy w V, za ktére
sodpowiadaja’ poszczegdlne pola tablicy W. Obliczajac maksimum
z V[1],...,V][6], odczytujemy pola o indeksach 6 i 6 — f(6) = 4.
Zmieniajac V[3], bedziemy musieli uaktualnié¢ pola o indeksach 3,

34 F(3) =414+ f(4) =8.

Obliczenie max(V[1],V[2],...,V][i]) wyglada tak:

wynik == —o0

Dopdki i > 0:
wynik := max(wynik, Wi])
i=i— f(i)

Poprawnoéci tej procedury raczej nie trzeba dowodzié.
A co z jej czasem wykonania? Zauwazmy, ze
f(i— f(@)) > f(i) dla dowolnego dodatniego 1.
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Faktycznie, gdy rozpiszemy ¢ binarnie, widzimy, ze
operacja i := i — f(i) wybiera najmniej znaczacy bit
ustawiony na 1 i zamienia go w 0. Tym samym petla
obraca si¢ O(logi) razy (co szacuje si¢ przez O(log N)).

A jak wyglada aktualizacja tej struktury? Zal6zmy,

ze zmieniamy warto$é¢ V[i]. Przez ji, ja, ... oznaczmy
wszystkie indeksy spelniajace j — f(j) <4 < j (sa to
wszystkie pola w W, ktére musimy zaktualizowac).
Wyznaczymy je kolejno. Zalézmy, ze f(41) < f(j2) < ...
(wszystkie f(ji) sa parami rézne, dlaczego?). Kolejne
spostrzezenie — w przedziale od j — f(j) + 1 do j nigdy
nie ma takiego j', ze f(j5) > f(Jj). Z tego z kolei wynika,
ze réwniez ji < jo < .... Jedli wiec oznaczymy przez g(z)
najmniejsze takie y, ze y — f(y) < x < y, to okazuje sie,
ze (ji,j2,---) = (J1,9(j1), 9(9(j1)), - . .) Co wiecej, i < ju,
oraz na pewno i nalezy do zbioru pél, ktére musimy
zaktualizowaé¢. W takim razie j; musi by¢ rowne i.

Pozostaje nam jeszcze wyznaczyé g(x). UstaliliSmy juz,
ze na pewno f(g(x)) > f(z). Najmniejszym kandydatem
na g(x) jest wiec x + f(z). Ale skoro f(z + f(x)) > f(x),
tox+ f(x) — flz+ f(x) <z <ax+ f(z) - a wiec

9(z) =z + f(2)

Ostatecznie aktualizacja wyglada bardzo prosto i takze
zajmuje czas O(log N):

Dopdki i < N:
W i) := max(W{i], )
i:=1i+ f(i)

Uwaga przydatna podczas implementacji tego

algorytmu: f(i) = w (gdzie & to bitowy ,xor”).

Warto w tym momencie dodaé, ze drzewo potegowe
mozna stosowaé na wiele innych sposobéw — tablica
W moze przechowywacé inne funkcje od elementéw
V],...,V[i — f(i) + 1], na przyklad sume
> VI

i~ f(i)<j<i
Majac taka strukture, umiemy aktualizowaé¢ V oraz
szybko odpowiada¢ na pytania o sumy liczb z komérek

od a do b w V. Co wiecej, takie rozwigzanie mozna
uog6lni¢ na wiecej wymiardw.

Filip WOLSKT



Klub 44

Skroét regulaminu

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspotczynnik trudnosci danego zadania:

WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére

Termin nadsytania rozwigzan:
31 XII 2008

nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktoérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
452 (WT = 3,63) i 453 (WT = 1,23)
z numeru 2/2008
Jerzy Witkowski — Radlin 36,24

punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z fizyki nr 464, 465

Andrzej Nowogrodzki — Chocianéw 25,68 Redaguje J@TZy B. BROJAN

Radostaw Poleski
Krzysztof Magiera
Andrzej Idzik
Ryszard Wozniak

— Kotlobrzeg 21,89

— Bolestawiec 13,51
— Krakéw 12,74

~ Losiéw 17,10 464. Cienki pierécien o promieniu r jest naladowany réwnomiernie roztozonym
tadunkiem elektrycznym. W ktérym miejscu dipol elektryczny (uklad dwdch

bardzo duzych ladunkéw polozonych w ustalonej, bardzo malej odleglodci) moze

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 6/2008

460. W jednym naczyniu mamy 150 g wody o temperaturze 100°C,
a w drugim naczyniu — 50 g wody o temperaturze 20°C, réwnej
temperaturze otoczenia. Jesli pozostawimy calg goraca wode

w pierwszym naczyniu, to po minucie jej temperatura spadnie do
95°C. Chcemy po 5 minutach czekania uzyskaé¢ 200 g wymieszanej
wody o najnizszej mozliwej temperaturze. Jak nalezy postepowaé —
pozostawi¢ calg goragca wode w pierwszym naczyniu i wymieszaé na
koricu, czy cze$¢ goracej wody przelaé¢ od razu do drugiego naczynia?
Jesli to drugie, to ile wody trzeba przela¢ na poczatku? Tempo

460. Pominmy dla uproszczenia wszystkie jednostki,
oznaczmy przez T» nadwyzke temperatury w drugim
naczyniu nad otoczeniem, a przez m — mase przelanej na
poczatku goracej wody. Po przelaniu mamy wiec (50 + m)
wody o nadwyzce temperatury Tpoc. = 7’:;8500. Zgodnie

z podanym zalozeniem odptyw ciepta w ciagu czasu dt¢
wynosi aT>dt, a z drugiej strony nalezy go przyréwnaé¢ do
wyrazenia — (50 + m)cdTs, gdzie a — stala, a ¢ — cieplo
wlasciwe. Rozwiagzaniem tego rownania rézniczkowego jest

at
T2 = Tpocz exp <m)

i analogicznie dla pozostatej czeséci goracej wody

at
T]_ = SOeXp (—m) .

Dla samej goracej wody po 1 minucie nadwyzka wynositaby
T35 = 80 exp(—a/150c¢), a poniewaz jest ona dana (T3 = 75°),
wigc mozna ja wprowadzi¢ do powyzszych wzorow zamiast
nieznanej wielkosci . Po 5 minutach nadwyzki temperatury
naczyn beda réwne

150

T2 = Tpocz (%) "

Koncowa temperatura catoéci wynosi
20° + (T2(50 + m) + T1 (150 — m))/200

150

T3 T50-m 2

Ty =80( —= .
o (80)
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pozostawaé w réwnowadze w polu tego pierécienia?

465. W dlugim przewodniku prostoliniowym, znajdujacym sie w prézni,

ptynie prad o natezeniu I. W polu magnetycznym tego przewodnika porusza

sie elektron, przy czym w chwili poczatkowej jego odleglos¢ od przewodnika
wynosila r1, jego predkos¢ miala wartosé v, a kierunek predkosci byl réwnolegly
do przewodnika, ze zwrotem zgodnym ze zwrotem pradu. Jaka (maksymalnie)
odleglo$¢ ry od przewodnika osiagnie elektron?

Przypominamy tres¢ zadan:

odptywu ciepta od naczynia do otoczenia jest proporcjonalne do
réznicy temperatur i nie zalezy od ilo$ci wody w naczyniu. Pominaé
pojemno$¢ cieplng samych naczyn.

461. W kubku, ktérego wewnetrzna powierzchnia jest walcem,
znajduja si¢ dwie kule. Suma Srednic kul jest wieksza od wewnetrznej
$rednicy kubka. Czy mozliwe jest, ze kule nie wypadng z kubka
odwréconego do géry dnem?

Obliczenia numeryczne wykazuja, ze najnizsza wartos$é

tej koficowej temperatury, réwna 56,1°C, otrzymamy po
przelaniu na poczatku goracej wody w ilosci m = 80 g. Warte
odnotowania sa nastepujace fakty, ktére mozna uzasadni¢ nie
tylko jako wynik analizy numerycznej:

a) przy zwiekszeniu czasu stygniecia (a pozostatych danych
niezmienionych) optymalna ilo$¢ przelanej na poczatku
goracej wody sie zmniejsza,

b) gdy stosunek poczatkowej ilosci goracej wody do ilosci
zimnej sie zmniejsza, optymalna ilo$¢ przelanej wody takze
sie zmniejsza, az przy pewnej wartosci tego stosunku okazuje
sig, ze lepiej jest jej nie przelewaé wcale.

461. Nie jest to mozliwe. Aby sie o tym przekonad,
wystarczy rozwazy¢ sity styczne (tarcia), dziatajace na kule
(rysunek). Réwnowaga kazdej z kul ze wzgledu na obroty
wymaga, aby dwie dzialajace na nig sity styczne mialy
jednakowe wartosci (z przeciwnym momentem wzgledem
srodka), natomiast z III zasady dynamiki wynika jednakowa
warto$¢ tych sit dla obu kul. Jak widaé z rysunku, zwroty

sit tarcia dziatajacych ze strony Scian bylyby przeciwne, co
oznacza brak wypadkowe]j sily pionowej mogacej réwnowazy¢
ciezar kul.



Klub 44 Zadania z matematyki nr 567, 568
Redaguje Marcin E. KUCZMA

® 567. Dla kazdej liczby calkowitej n > 2 wyznaczyé wszystkie pary (a,b) liczb

rzeczywistych, dla ktorych istnieje funkcja ciaglta f: R — R, spelniajaca
- réwnanie
o

FUfC..f(@)...))=azx+b dla zeR.

—_————
n
Termin nadsytania rozwigzan: 568. Niech kq, ko, ..., k, oraz m beda liczbami catkowitymi wigkszymi od 1.
31 XIT 2008 Zakladamy, ze liczba m jest wzglednie pierwsza z kazda z liczb k;. Wykazaé, ze
Czoléwka ligi zadaniowej rownanie
Klub 44 M xlfl+x§2++xﬁ":ym
po uwzglednieniu ocen rozwiagzan zadan . X . X X
555 (WT = 1,72) i 556 (WT = 1,95) ma rozwigzanie w liczbach catkowitych dodatnich x1, 22, ..., 2, y.
z numeru 2/2008 . . .
) Zadanie 568 zaproponowal pan Witold Bednarek z FLodzi.
Jerzy Cislo — Wroctaw 47,39

Tomasz Tkocz  — Rybnik 45,40
Jerzy Olszewski — Suwaltki 41,06
Jerzy Witkowski — Radlin 40,56 Przypominamy tres¢ zadan:
Marek Prauza — Poraj 39,95

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 6/2008

563. Liczby calkowite k, m, n spelniajg réwnanie
Szesé pelnych okrazen — to podwéjna m k2 4 m?
norma Weterana. Jerzy Cislto jest —
siodmym uczestnikiem Ligi, ktéry taka
dubeltowa norme wypelnit.

n k2 + n?

oraz warunek: k2 + m? + n? jest liczbg pierwsza. Dowie$é, ze m = n.

Za$ Tomasz Tkocz jest nowym (110.) 564. W prostokacie o bokach dtugoéci a, b poprowadzono skoriczong liczb¢ odcinkéw réwnolegltych

cztonkiem Klubu 44 (M). do jego bokéw. Odcinki moga sie przecinaé, zaden nie zawiera si¢ w boku prostokata, a suma ich
dtugoéci jest réwna d. Udowodnié, ze wérdod czesci, na ktére odcinki dzielg prostokat, istnieje taka,

ktoérej pole jest nie mniejsze niz
2ab 2
a+b+d ’

563. Niech liczby k, m, n oraz p = k? + m? + n? spelniaja zadane warunki.
W réwnaniu mamy w mianowniku liczbe n # 0. Roéwniez m # 0 (bo dlam =0
dostajemy k = 0, p = n?, sprzeczno$é). Przeksztalcamy réwnanie do postaci

(mn — k*)(n —m) = 0.
Przypusémy, ze m # n. Wowezas mn = k2, skad
p=m?+mn+n®=(m+n)>—mn=(m+n)*-k*=
r =m+n—k)(m+n+k).
Liczba p jest pierwsza, wiec jeden z czynnikéw ostatniego iloczynu musi by¢
réwny £p. Ale
Im+n+k| <|m|+n|+|kl<m?+n?+k?=p
i w konsekwencji kazda z tych nieréwnosci slabych musi byé¢ réwnoscia. To
znaczy, ze |m| = |n| = |k| = 1. Skoro za$ mn = k? >0, tom =n (= £1).
Przypuszczenie, ze m # n, doprowadzito do sprzecznosci.

564. Poprowadzone odcinki dziela prostokat na W; mozna nakry¢ prostokatem o wymiarach x; X y;.
wielokaty W1,..., W, o bokach poziomych i pionowych; Zatem S; < z;y; < (z; +vi)?/4. Stad z; +y; > 2V/5;,
przy tym niektore fragmenty tych odcinkéw moga wobec czego

znaj.dovyaé §i@ we Wn(—gicrzach wielokatow W;, nie' , a+btd>atbte— lsz _ Z(zl ) >
rozcinajac ich. Odrzuémy te fragmenty z rozwazan 2

i oznaczmy przez e sume dlugosci pozostalych czesci > 9 Z \/E

odcinkéw; oczywiscie e < d.
Niech S, bedzie polem najwiekszego z wielokatéw W;.

A : ” Wowczas

amy réwnosé ab:zsizz /Si-~/5i<*/5m'zw/5i<

Zpi = 2a+ 2b+ 2e,
+b+d

bowiem dlugosci odcinkéw (tych ich fragmentéw, <VSm - arore

, L . 2
ktore pozostaly w rozwazaniach) wchodza do tej sumy
dwukrotnie, a dlugosci bokéw prostokata — tylko raz. b 9
Niech 2z; bedzie dlugoscia poziomej czesci obwodu Sy > (L) )
wielokata W;, a 2y; dlugoscia czesci pionowej. Wielokat atb+d

Przyjmijmy, ze wielokat W; ma pole S; oraz obwdod p;.

1 ostatecznie
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Rozwigzanie zadania F 726.
Natezenie $wiatta przechodzacego przez
plytke bez odbi¢ wynosi
I, = Ip(1 — R)?,

z dwukrotnym wewnetrznym odbiciem

Iy = Io(1 — R)*R™.
Zatem calkowite nate¢zenie §wiatla po
przejsciu przez pltytke wynosi:
I=I(1-R?*01+R*+R* +..)=

210(171?)2

tqd T = Io—— 1
Sty —[]1+R4

1—-R2’

Patrz w niebo

Milosnik astronomii z Oklahomy, Leon Stuart, 15 listopada 1953 roku chciat
sprawdzi¢ dzialanie swojej nowej kamery, fotografujac Ksiezyc. Na jednym
ze zdje¢ zauwazyl jaskrawy punkt blisko srodka tarczy Ksiezyca. Zdjecie to
opublikowal w Journal of the International Lunar Society, mogl to bowiem
by¢ obraz upadku meteorytu na powierzchnie Ksiezyca (o ile oczywiscie nie
artefakt).

Leon Stuart zmarl w 1969 roku, tymczasem zdjecie obudzilo zainteresowanie
ponad 50 lat po odkryciu, gdy postanowili wziaé sie za nie m.in. pracownicy
NASA/JPL. W tym czasie dysponowano juz ogromna liczba zdje¢ Ksiezyca
wykonanych przez sonde Clementine. Skrupulatny ich przeglad doprowadzit do
odkrycia w miejscu podejrzanego punktu swietlnego bardzo mlodej jasnej plamy
o $rednicy okolo 1,5 km miedzy kraterami Schroter i Pallas. Dowodem mtodosci
obiektu jest jego barwa, wyraznie bardziej niebieska niz otaczajacego go gruntu

ksiezycowego, poddanego dtugiemu dzialaniu wiatru stonecznego. Sam krater
zostal oceniony na 200 m $rednicy, a przyczyna jego powstania mogtby by¢
spadek bryly o rozmiarach 20 m. Podobno nawet zgadzaloby sie to z jasnoscig
punktu na jedynym istotnym dla sprawy zdjeciu wykonanym przez Stuarta.
Uderzenie takiej bryly w grunt Ksiezyca mialoby energetycznie odpowiadaé
wybuchowi okoto p6t megatony TNT.

Mimo wszystko sprawa nie zostala wyjaéniona do konca. Mianowicie Stuart

podal, ze blysk trwal 8 s. Tymczasem specjalidci orzekli, ze gdyby kula
ognista, ekspandujaca z predkoscia — powiedzmy — 10 km/s, byla widoczna

tak dlugo, powinna towarzyszy¢ powstaniu krateru o rozmiarach co najmniej
80 km. W ogodle blyski na Ksiezycu bywaly obserwowane, np. w 1999 roku
podczas aktywnosci roju Leonidow — ale byly to wszystko blyski trwajace przez
milisekundy. Za to na negatywie Stuarta dopatrzono si¢ stabego halo wokoét

jasnego punktu, co znowu mogloby by¢ sladem pierscienia rozbiegajacych sie

stopionych skat.

Krétko méwiac, jest wlasciwie tyle samo argumentéw za, co przeciw realnosci

upadku meteorytu na Ksiezyc 15 XI 1953. Jest to wiec przyklad, jak wilasciwie
blahe, jednostkowe wydarzenie moze zmusié¢ do pracy sporo ludzi, jak
wyrafinowane argumenty moga sta¢ za lub przeciw uznaniu zjawiska za realne

i — co gorsza — wynik jest do konca wysoce niepewny. Czasami podkreslamy
znaczenie amatorskich obserwacji (wielkich teleskopéw i wybitnych zawodowcdw
jest liczba ograniczona, a Wszech$wiat ogromny), ale z jednostkowymi
obserwacjami zawsze sa klopoty. Pojawily sie nawet glosy, ze przyszli astronauci
mogliby odwiedzié¢ krater (dla ktérego proponuje si¢ nazwe, oczywiscie, Stuart)

i zbada¢ zjawisko z tak bliska, jak to tylko mozliwe.

Pazdziernik

Ryba Poludniowa (o ktérej bylo juz na tamach Delty,
ale nie zaszkodzi przypomnied) jest gwiazdozbiorem
niezbyt ciekawym dla amatora, moze dlatego, ze

jest to gwiazdozbiér maly i trudny do zobaczenia.

W sprzyjajacych warunkach jego najjasniejsza gwiazda,
Fomalhaut (1,16 mag), wznosi si¢ zaledwie na 8°

nad poludniowym horyzontem. Mozna jednak mieé¢
satysfakcje, zobaczywszy gwiazde kiedys bardzo wazna,
gdyz byla to jedna z czterech tzw. gwiazd krélewskich.
Pozostate to: Regulus (alfa Lwa), Aldebaran (alfa
Byka) i Antares (alfa Skorpiona). Ich krélewskosé
polegata na tym, ze pojawienie si¢ kazdej z nich na
wieczornym niebie oznaczato nastanie nowej pory roku.
Oczywiscie, miato to jakis sens w krajach polozonych
blizej réwnika, bo w Polsce, nawet dzis, chyba mato kto
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wie, ze Fomalhaut od czasu do czasu w ogdle widac.
Jest to goracy olbrzym ciagu gléwnego o temperaturze
10 000 K i znajduje sie w odlegtosci 7 pc.

Merkury znajdzie sie najdalej od Stonica 22 X i mozna
go szuka¢ rano na wschodnim niebie. Wenus, jak i Mars
sa w Wadze i widac je, cho¢ krétko, po zachodzie
Stonca. Jowisz jest w Strzelcu i widaé go tez dosé
krotko wieczorem. Saturn jest we Lwie i widaé go
przed wschodem Slonca. Pelnia Ksiezyca wypada 14 X,
a néw 28 X. Ksiezyc w pazdzierniku zakryje Antaresa
dwukrotnie: 4 X, co bedzie widaé¢ z potudnia Afryki

i z Australii, oraz 31 X, co z kolei zobacza mieszkancy
centrum Ameryki Poludniowej. Z przewidywalnych
rojéw meteoréw w pazdzierniku mozna prébowaé
zobaczy¢ dwa skromne: Giacobinidy okoto 9 X

i Orionidy okotlo 20 X.



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Na sze$cédziesieciolecie Instytutu Matematycznego PAN

W grudniu biezacego roku minie 60 lat od momentu
powstania Instytutu Matematycznego PAN.

Projekt Instytutu opracowali juz w roku 1945 Karol
Borsuk, Stanistaw Mazur i Kazimierz Kuratowski,
nawiazujac do przedwojennych planéw Polskiego
Towarzystwa Matematycznego. Sytuacja matematyki

w Polsce byla wtedy bardzo trudna. W wyniku wojny
straciliémy okoto 50% kadry naukowej, a powstala

luka pokoleniowa nie dawata perspektyw szybkiego
wyréwnania strat (liczba twoérczych matematykéw
wyksztalconych w czasie wojny na podziemnych
uczelniach liczyla zaledwie kilka oséb). Ponadto przez
ponad 5 lat byliSmy odcieci od kontaktow z rozwijajaca
sie takze w czasie wojny matematyka Swiatowa
(uniwersytety dzialaly nawet w okupowanych krajach
zachodnich, nie méwiac o krajach wspolpracujacych

z Niemcami). Biblioteki matematyczne byly spalone lub
rozkradzione, a drukarnie naukowe prawie nie dziataty.

W tej niezwykle trudnej sytuacji naszym aktywem
byty znakomite tradycje matematyki polskiej z okresu
dwudziestolecia miedzywojennego, ktore sktanialy
srodowiska matematyczne na $wiecie do udzielania nam
réznorodnej pomocy, a dla nas byty przyktadem, ze
zaczynajac niemal od zera, mozna wiele dokonac.

Nowo powstaly Instytut mial siedzibe w budynku
Towarzystwa Naukowego Warszawskiego przy

ulicy Sniadeckich 8 oraz oddzialy w Krakowie

i we Wroclawiu (dzisiaj ma on jeszcze oddzialy

w Gdansku (Sopocie), Katowicach, Lodzi, Poznaniu
i Toruniu). Dyrektorem Instytutu zostal Kazimierz
Kuratowski, a wicedyrektorami Stanistaw Mazur

i Hugo Steinhaus. Wkrétce pracownikami Instytutu
stali sie niemal wszyscy aktywni matematycy polscy,
poza wymienionymi uprzednio byli to m.in. Wactaw
Sierpinski (przewodniczacy Rady Naukowej) oraz

Stanistaw Gotab, Franciszek Leja, Jerzy Lo$, Edward
Marczewski, Jan Mikusinski, Andrzej Mostowski,
Wiadystaw Orlicz, Witold Pogorzelski, Czestaw
Ryll-Nardzewski, Kazimierz Urbanik i Tadeusz
Wazewski. Wielu wybitnych matematykéw polskich
zrobilo tu doktoraty i habilitacje. W poréwnaniu

z okresem miedzywojennym tematyka badawcza zostata
znacznie rozszerzona. W Instytucie powstal pierwszy
polski komputer (lampowy).

Swoje apogeum kadrowe Instytut osiagnal w latach
szes¢dziesiatych XX wieku. W latach siedemdziesiatych
potrzeby srodowiska matematycznego w Polsce
sktonily kierownictwo Instytutu do zmniejszania

liczby pracownikéw stalych na rzecz pracownikéw
zatrudnionych czasowo w celu odciazenia od pracy
dydaktycznej na czas wykonywania projektu
badawczego, uzyskiwania stopnia lub pisania
monografii.

Instytut jest bardzo dobrym miejscem dla prowadzenia
intensywnej pracy naukowej, réwniez ze wzgledu
na posiadanie jednej z najlepszych na swiecie bibliotek
matematycznych. Studia doktoranckie i staze naukowe
odbywaja tu nie tylko matematycy polscy. Instytut
prowadzil w Warszawie praktyki dla studentéw
wyzszych lat uniwersytetow i politechnik. Konkursy
na czasowe stanowiska badawcze przeprowadza Instytut
co roku. Biorg w nich udzial réwniez goscie zagraniczni.
Instytut prowadzi dziatalno$é wydawnicza (wydaje 9
czasopism o zasiegu miedzynarodowym oraz Dziela
Zebrane matematykéw polskich), zajmuje sie takze
organizowaniem konferencji miedzynarodowych
i krajowych. Znane sa juz na $wiecie Miedzynarodowe
Centrum im. Stefana Banacha w Warszawie,
organizujace takie konferencje od poczatku lat
siedemdziesiatych, oraz mlodszy osrodek konferencyjny
w Bedlewie pod Poznaniem.

Wiestaw ZELAZKO

VII Ogélnopolska Sesja K6t Naukowych Fizykéw (7-10 listopada 2008)

jest w tym roku organizowana przez Studenckie Koto Fizyki
Uniwersytetu Warszawskiego (SKFiz UW) i odbedzie si¢
na Kampusie Ochota w Warszawie.

Jest to coroczna konferencja, w ktérej biora udziat

aktywni studenci fizyki i pokrewnych kierunkéw z calego
kraju. OSKNF odbywa sie co roku w innym miescie,

a organizacja zajmuja si¢ studenckie kota naukowe dziatajace
na miejscowych uczelniach. Konferencje te zyskaly sobie
dobra stawe dzieki doskonalej organizacji i ciekawym
wystapieniom.

Os$ konferencji maja stanowié referaty uczestnikéw zwigzane
z prowadzong, dziatalnoscig naukowa. Kwalifikacja nastapi
na podstawie oceny jakos$ci merytorycznej nadestanych
streszczen. Odbedzie sie rowniez sesja posterowa, na ktérej
zostang zaprezentowane zaréwno projekty indywidualne, jak
i prowadzone w ramach két naukowych. VII OSKNF bedzie
uswietniona wyktadami wybitnych naukowcow.
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Tematyka wystapien powinna by¢ zwigzana z szeroko pojeta
fizyka (czysta oraz stosowana w innych naukach i inzynierii).
Ewentualne inne tematy musza by¢ przedstawione w sposéb
interesujacy i zrozumiaty dla studenta fizyki. Planowana
liczba uczestnikow to 80 oséb, a optata konferencyjna nie
przekroczy 150 zl. Przewidywany czas jednego wystapienia
to 20-30 min.

Przewidywane jest wydanie ksigzki abstraktéw.

Po dalsze informacje zapraszamy na strone VII OSKNF,
http://skfiz.fuw.edu.pl/vii-osknf

Studenckie Kolo Fizyki
Uniwersytetu Warszawskiego
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