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Moéwiac nieco inaczej, $rednia wygrana
w tej grze jest réwna zeru. Zajmiemy si¢
ta kwestig ponizej.

Warto$é¢ oczekiwana EX zmiennej
losowej X o rozkladzie dyskretnym,
czyli przyjmujacej np. skonczenie
wiele wartoéci 1, z2,...
z prawdopodobienstwami wynoszacymi
odpowiednio p1, p2,..., pn, gdzie p; >0
dlai=1,2,...,n oraz

pr+p2+...+pn=1

jest réwne

7m'n.

EX =piz1 +p2z2+... +Pnn.

Wariancja D?X zmiennej losowej X
przyjmujacej skonczenie wiele wartosci
x1, T2,..., Ty 2 prawdopodobienstwami
wynoszacymi odpowiednio p1, pa2, ..., Pn
(spelniajacymi te same zalozenia,

co przy opisie warto$ci oczekiwanej)

jest warto$cig oczekiwang kwadratu
odchylenia zmiennej losowej od jej
wartosci sredniej i jest réwne D2X =
=E(X —EX)? =pi(z1 — EX)? +
+pa(ze — EX)? 4+ ... + pn(zn — EX)2.
Wariancje zmiennej losowej X oznacza sie
tez czesto symbolem o2 (X).

*Instytut Matematyki Stosowanej
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Inwestowanie na gietdzie,
czyli czy warto mierzy¢ ryzyko?
Mariusz BARYLO™

Zapewne kazdy z Czytelnikow bylby w stanie wytlumaczyé, co intuicyjnie
rozumie pod pojeciem ryzyka. Jezeli jednak zapytalibyémy, jak to ryzyko
zmierzy¢, to okaze sie, ze nie jest wcale tatwo udzieli¢ na to pytanie prostej
odpowiedzi (chyba ze Czytelnik juz o ktéryms ze sposobéw mierzenia ryzyka
styszal). Naukowcy od lat zajmuja sie tym problemem i wcigz powstaja coraz to
nowsze i bardziej wyrafinowane miary ryzyka.

Oczywiscie najpierw musimy sprecyzowaé, jakim konkretnie ryzykiem chcemy sie
zajmowac. Innym rodzajem ryzyka jest np. ryzyko zwiazane ze spadkiem kursu
akcji, a zupelnie innym ryzyko bankructwa firmy i zapewne réznymi metodami
nalezaloby prébowaé te ryzyka szacowac.

Aby zapoznac sie z jednym ze sposobdéw mierzenia ryzyka, rozwazmy
nastepujacy przyklad. Wyobrazmy sobie, ze Ania proponuje nam gre (nazwijmy
ja gra A) polegajaca na tym, iz rzucamy raz symetryczna (uczciwa) moneta

i jesli wypadnie orzel, to dostajemy zlotowke, natomiast jesli wypadnie reszka,
to my placimy Ani zlotéwke. Jest to tzw. gra sprawiedliwa, gdyz szanse
wygranej Ani i nasze sa réwne. Czytelnik zapewne zgodzilby sie po krétkim
namysle zagra¢ z Ania w taka gre — wida¢, ze mozemy sie wzbogaci¢ o zlotéwke,
a jesli nawet przegramy, to nic szczegélnie strasznego sie nie stanie. Stracimy
przeciez tylko ztotéwke! Mozemy wigc $mialo powiedzieé, ze gra proponowana
przez Anie jest malo ryzykowna.

Dos$é podobna gre proponuje nam Bartek (nazwijmy ja gra B). Réwniez
rzucamy raz symetryczng moneta i jesli wypadnie orzel, to dostajemy 1000 zt,
jesli zag wypadnie reszka, to 1000 zt ptacimy Bartkowi. I ta gra jest sprawiedliwa
— przeciez szanse wygranej sa dla kazdego z grajacych takie same! Czy jednak
Czytelnik zgodzilby sie na zagranie w taka gre, gdyby nawet Bartek bardzo
nalegal?

Podejrzewam, ze nie! Zadajmy sobie wiec pytanie, dlaczego? Co rozni te gry?
Co sprawia, ze jedna z nich wydaje si¢ ,niegrozna”, w druga zas zagralibySmy
juz bardzo niechetnie? Bez watpienia czujemy, ze gra proponowana przez
Bartka niesie ze soba duzo wieksze RYZYKO — mozemy co prawda wiele zyskad,
ale rowniez bardzo duzo straci¢. Jak jednak porownaé ryzyka, wiazace sie

z tymi grami? Wyznaczmy najpierw $rednie wygrane w kazdej z gier. Wygrana
w grze A jest zmienna losowa (oznaczmy ja przez X ), przyjmujaca dwie
wartosci: 1 z prawdopodobienstwem % (jest to szansa wyrzucenia orta w rzucie
symetryczng moneta) oraz —1 (strate rozumiemy jako ujemna wygrana) réwniez
z prawdopodobienstwem % (szansa wyrzucenia reszki). Zatem $rednia wygrana
w tej grze bedzie wartoscia oczekiwana zmiennej losowej, oznaczajacej wygrang
w grze A. Wynosi wiec ona EX = % 14 % - (=1) = 0. Analogicznie wyznaczamy
$rednia wygrang w grze B. Jest to wartosé oczekiwana zmiennej losowej Y,
przyjmujacej warto$¢ 1000 z prawdopodobienstwem % oraz warto$¢ —1000
rowniez z prawdopodobiefistwem 1. Zatem EY = 1 -1000 + 3 - (—1000) = 0.
Widzimy stad, ze wielko$¢ Sredniej wygranej nie rozréznia w zaden sposéb
naszych gier (méwi ona tylko, jak juz wczes$niej zaznaczyltem, ze obie gry

sa sprawiedliwe). Kolejna miara, odnoszaca sie do zmiennych losowych, jest
wariancja. Jest to jedna z tzw. miar rozproszenia. Obliczymy teraz wariancje
wygranej w grze A. Jest ona réwna D?X = 1-(1-0)2+1.(-1-0)?=1.
Wariancja wygranej w grze B wynosi za§ D?Y = % - (1000 — 0)2 +

+ % - (=1000 — 0)% = 1000 000. Mamy wiec cos, co wyraznie odréznia nasze

gry! Gra A ma wariancje malutka, gra B za$ olbrzymia. Jednak po chwili
refleksji widzimy, ze wariancja, jak na miare ryzyka zwigzanego z naszymi grami,
jest nieco ,przesadna’. Gdyby wyciagnaé pierwiastek z wariancji wygranych,
otrzymalibySmy tzw. odchylenie standardowe (oznacza sie je symbolem DX lub
0(X)), wynoszace odpowiednio 1 i 1000. Widzimy wiec, Ze jest to w naszym
przypadku calkiem niezla miara ryzyka! Nie do$é, ze dla malo ryzykownej
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Jezeli na poczatku ustalonego okresu
dana akcja miata notowanie Cj, a na
koncu C}, to stopg zwrotu w tym okresie
nazywa si¢ stosunek zysku (moze on

by¢ ujemny!) z zakupu tej akcji do
poczatkowego jej kursu (zakladamy,

ze kursy uwzgledniaja juz ewentualne
wyplacane dywidendy). Stopa zwrotu
jest zatem réwna R = C"c;pcp. Warto
zauwazy¢, ze stopa zwrotu moze

mieé warto$é¢ dowolnie duza, jednak
najmniejsza jej wartoscia jest —1, co
odpowiada sytuacji, gdy notowanie
akcji na koncu interesujacego nas okresu
wyniesie 0, czyli stracimy wszystkie
zainwestowane pieniagdze.

Jezeli w wybranym okresie historycznym
mamy wyznaczonych n stép zwrotu,
wynoszacych kolejno R1, Ra, ..., Ry,

to oczekiwang stope zwrotu z inwestycji
w dang akcje w tym okresie liczymy jako
warto$¢ oczekiwang zmiennej losowej,
przyjmujacej n wartoéci Ry, ..., Ry

z réwnymi prawdopodobienstwami %
Czytelnicy znajacy podstawowe pojecia
statystyki matematycznej zauwaza,

ze jest to oczywiscie tzw. estymator
nieobcigzony wartosci oczekiwanej

stopy zwrotu. Mamy wigc wzor

R=1 E::1 R: (méwiac prosciej,
historyczna oczekiwana stopa zwrotu
jest zwyktla Srednig arytmetyczng
poszczegblnych stép zwrotu). Odchylenie
standardowe stép zwrotu szacujemy zas

n
1 —
. E (R; — R)2,
n—1
t=1

gdzie R jest wyznaczong wczesniej
oczekiwang stopg zwrotu (jest to
jeden z kilku uzywanych estymatoréw
odchylenia standardowego).

ze wzoru

gry A przyjmuje malg warto$é, a dla bardzo ryzykownej duza, to jeszcze te
wartosci sa akurat réwne mozliwej stracie lub zyskowi (tak dobrze jest tylko dla
tak prostej gry symetrycznej).

Mielismy sie jednak zajmowacé gieldg i ryzykiem tam wystepujacym, zatem czas
przejéé do ryzyka, zwigzanego z akcjami. Kazdy, kto styszal o gieldzie, wie,

ze najbardziej typowym zajeciem inwestoréw jest kupowanie i sprzedawanie
akcji wybranych spélek, notowanych na gieldzie. Inwestorzy staraja sie to robié
w ten sposéb, aby oczywiscie zyska¢ mozliwie duzo. Niektérzy obserwuja tylko
zmiany kurséw akcji i staraja sie wybieraé takie spotki, ktére np. w ostatnim
czasie zaczynaja zyskiwaé na wartosci i maja nadzieje, ze ta tendencja bedzie
sie utrzymywala w najblizszej przysztodci; inni czekaja na moment, kiedy akcje
jakiej$ spélki znacznie spadna i je kupuja, liczac na wzrost ich wartosci... Sa

to najprostsze sposoby, wymagajace jedynie obserwacji zmian stop zwrotu.
Oczywiscie, wymyslono rozmaite sposoby przewidywania, kiedy warto dana akcje
kupié, a kiedy sprzeda¢ (sa to metody nalezace do tzw. analizy technicznej).
My jednak przyjrzymy sie jeszcze innemu podejéciu do inwestowania na
gietdzie. Bedzie to spojrzenie na akcje nie tylko pod katem stopy zwrotu, ale
uwzgledniajace tez ryzyko.

Jakie ryzyko wiaze sie z zakupem akcji? Oczywiscie, niebezpieczenstwo spadku
ich wartosci! Nasuwa sie wiec pytanie, jak mozna by zmierzy¢ to ryzyko?
Przypomnijmy sobie, jak wygladala sytuacja z grami, proponowanymi przez
Anie i Bartka. Ryzykowna byla ta gra, ktéra charakteryzowala sie duza
potencjalng strata, czyli dla ktérej odchylenie mozliwych wynikow gry od
wartosci $redniej byto duze. Podobnie rzecz si¢ ma z akcjami: za bardziej
ryzykowng uznamy te, ktéra wykazywala w przesztoéci wieksze wahania,

gdyz wystepuje woéwczas wigksze niebezpieczenstwo, ze rowniez i teraz, po jej
zakupie, zmieni ona gwaltownie swa warto$é (oczywiscie, dla kupujacego grozny
jest tylko spadek wartosci akcji; niespodziewany duzy wzrost jest tylko milg
niespodzianka...). Moze wiec sprébowaliby$my uzy¢ poznanej przez nas miary
ryzyka — odchylenia standardowego — rowniez i do oceny ryzyka inwestowania
w akcje? Okazuje sie, ze jest to nienajgorszy pomyst i czesto tak wlasnie sie
postepuje. W tym celu nalezy najpierw wybraé¢ pewien interesujacy nas okres
historyczny (np. tydzien, miesiac, kwartal, rok, pieé¢ lat, itp.). Potem oszacowaé
tzw. oczekiwang stope zwrotu na podstawie danych historycznych o stopach
zwrotu w poszczegdlnych chwilach (np. dniach, tygodniach, itp.) wybranego
okresu. Teraz mozemy juz obliczaé ryzyko akcji, rozumiane jako odchylenie
standardowe stép zwrotu.

Zalézmy, ze w przeciggu ostatnich dwoch miesiecy cotygodniowe dane na temat
kurséw dwdch spolek ksztaltowaly sie nastepujaco.

X | 21,60
Y | 22,40

22,12
23,60

20,10
23,90

22,40
23,45

24,90
23,10

25,65
22,95

25,10
23,80

26,75
25,70

Mozemy wyznaczy¢ wiec stopy zwrotu w kolejnych tygodniach. Obliczamy

je tak, jak to zostalo wczesniej opisane, np. stopa zwrotu dla spétki X

w pierwszym tygodniu wynosi Ry = W = 0,024074, itd. W ten sposéb
dostajemy ciag tygodniowych stép zwrotu dla obu spélek (podajemy je

w procentach, jak sie to zwykle robi)

X | 2,4074
Y | 5,3571

—9,1320
1,2712

11,4428
—1,8829

11,1607
—1,4925

3,0120
—0,6494

—2,1443
3,7037

6,5737
7,832

Oczekiwana stopa zwrotu z inwestycji w akcje spétki X w wybranym przez nas
okresie dwéch miesiecy wynosi wiec 3,3315% (jest to srednia arytmetyczna
liczb z pierwszego wiersza powyzszej tabeli). Natomiast ryzyko tej inwestycji
(rozumiane jako odchylenie standardowe stép zwrotu) wynosi

1
7—-1

g =

(R; — 0,033315)2,

7
=1

t

gdzie za R; wstawiamy kolejne stopy zwrotu w poszczegdlnych tygodniach.
Wynosi ono 7,3471%. Oczekiwana stopa zwrotu z inwestycji w akcje spétki YV
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Jezeli w wybranym okresie historycznym
mamy wyznaczonych n stép zwrotu,
wynoszacych kolejno R1, Ra,..., Rn, to
semiodchylenie standardowe stopy zwrotu
z inwestycji w dang akcje w tym okresie
obliczamy ze wzoru

o = nil tznl: ((Rt—l_z)f)z,

gdzie R jest wyznaczong wczesniej
oczekiwang stopa zwrotu, zas

(Rtiﬁ)fz{Rt—R gdy R: — R <0,
0 gdy Ry — R > 0.

Obszerne (i do$¢ zaawansowane od strony
matematycznej) oméwienie znanych miar
ryzyka zawiera praca Choosing a Right
Measure of Risk: A survey, Christian S.
Pedersen, Stephen E. Satchell, 1999, do
ktorej odsylam Czytelnikéw, ktérym
nieobce jest pojecie calki.

w wybranym przez nas okresie dwoch miesiecy wynosi za$ 2,0415%, a ryzyko
liczone analogicznie jak w poprzednim przypadku jest réwne 3,7591%. Widzimy
wiec, ze co prawda w wybranym przez nas historycznym okresie inwestycyjnym
akcje spétki X mialy wieksza stope zwrotu niz akcje spétki Y, jednak odchylenie
standardowe stop zwrotu akcji spotki X jest wieksze. Do inwestora wiec

nalezy decyzja, czy wybraé akcje, charakteryzujace si¢ wieksza historyczna
stopa zwrotu, ale i wiekszym ryzykiem, czy tez zgodzi¢ si¢ na nieco mniejsza
stope zwrotu w zamian za mniejsze ryzyko. Niestety, w rzeczywistosci tak
wlasnie najczedciej bywa — im wyzsze stopy zwrotu osiagane przez akcje, tym
wieksze ryzyko sie z nimi wiaze. Na szczeScie istnieja metody porownywania

i wyboru waloréw ,lepszych” w pewnym okre$lonym sensie, jednak w tym
artykule nie bedziemy si¢ juz nimi zajmowac ... Zastandéwmy sie jednak nad
powiazaniem ryzyka inwestowania w akcje z odchyleniem standardowym stopy
zwrotu. Wiadomo, ze odchylenie standardowe jest tym wieksze, im wieksze jest
odchylenie poszczegdlnych stop zwrotu od ich wartosci éredniej. Niezaleznie od
tego, czy jest to odchylenie w gére czy w dot! Dla inwestora, jak juz wczesniej
wspomnialem, niebezpieczne jest tylko odchylenie w dét (spadek kursu akeji),

a odchylenie w gére jest wrecz korzystne! Nie nalezaloby wiec go chyba doliczaé
do wyrazenia, majacego mierzy¢ ryzyko ... To wlasnie rozumowanie uzasadnia
sensownos¢ wprowadzenia nowej miary ryzyka, zwanej semiodchyleniem
standardowym. Jezeli teraz obliczymy semiodchylenia standardowe w naszym
przypadku, to wyniosg one: 5,5719% dla stopy zwrotu sp6tki X oraz 2,4401%
dla stopy zwrotu spotki Y. Widzimy wiec, ze w nowym sensie inwestycja w akcje
sp6tki X réwniez niesie ze soba wigksze ryzyko (jednak odpowiednie wielkosci
sa mniejsze, gdyz uwzgledniliémy przy mierzeniu ryzyka jedynie spadki kursu
akcji).

Okazuje sie, ze mozna wprowadzaé wiele rozmaitych miar ryzyka, ktadacych
nacisk na rézne aspekty samego pojecia ryzykownoéci. Nie istnieje w zwiazku

z tym jedna, uniwersalna i dobra we wszystkich zastosowaniach miara ryzyka.
Widzimy jednak, iz nalezy podczas inwestowania zwraca¢ uwage nie tylko

na osiagane stopy zwrotu, ale i na ryzyko z tymi wynikami zwigzane. Jeden

z dzialéw matematyki finansowej, zwany analiza portfelowa, zajmuje sie
wlasnie, miedzy innymi, problemem wyboru inwestycji w takie walory, by (przy
uwzglednieniu pewnych zaleznosci miedzy tymi walorami) uzyskaé¢ mozliwie duza
stope zwrotu przy mozliwie minimalnym ryzyku. Jak jednak takiego wyboru
dokonad, to juz temat na osobna opowiesc. . .

Rys. 1
E D
F C
Rys. 2 A B

Redaguje Fwa CZUCHRY

F 723. Rozkladane zawieszenie na lampke (rys. 1), ktére ma ciezar @Q, jest zbudowane
z jednorodnych pretéw, potaczonych przegubowo. Wyznaczyé sile naprezenia nici
rozpietej miedzy punktami O i M.

Rozwigzanie na str. 17

F 724. Kula drewniana o masie M lezy na cienkiej podstawce. Lecacy z dotu pionowo
do géry pocisk o masie m oraz chwilowej predkosci v trafia kule centralnie i przebija
ja. Kula unosi si¢ przy tym na wysoko$é h. Na jaka wysoko$¢ nad podstawke wzniesie
sie pocisk?

Rozwiazanie na str. 18

Redaguje Waldemar POMPE

Ponizsze zadania pochodzg z IIT Olimpiady Gimnazjalistow.

M 1216. Czy mozna tak przecigé szeScian ptaskim cieciem na dwie bryly o réwnych
objetosciach, aby w przekroju otrzymac pieciokat? Odpowiedz uzasadnij.
Rozwiazanie na str. 8

M 1217. Punkt S lezy wewnatrz szesciokata foremnego ABCDEF (rys. 2).
Udowodnij, ze suma pdl tréjkatow ABS, CDS, EF'S jest rowna potowie pola
szesciokata ABCDEF.

Rozwigzanie na str. 19

M 1218. Czy wierzcholki 20-kata foremnego mozna tak ponumerowaé liczbami
1,2,...,20, aby uzy¢ wszystkich tych liczb oraz aby dla kazdych czterech kolejnych
wierzchotkéw suma ich numeréw byta mniejsza od 43 7 Odpowiedz uzasadnij.
Rozwigzanie na str. 18
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Inmm z wizyta w Delcie LiCZby na j‘%ZykaCh

http://www.mmm.uni.wroc.pl

Czy to, jakiego jezyka uzywamy, ma wplyw na to, jak liczymy? A moze

jest na odwrét: jezyk odzwierciedla tylko nasz sposéb pojmowania liczb
i techniki liczenia? Okazuje sie, ze to, co jest naturalne w liczeniu dla

innym jezykiem.

-
(o g(

uzytkownikéw jednego jezyka, wcale nie musi by¢ takie dla os6b moéwiacych

g Policzalne i niepoliczalne

Mozemy policzy¢ dowolne przedmioty, zwierzeta, ludzi, policzalne sg tez krzyki,
podskoki, czyli wszystko, co jest w jaki$ sposob ograniczone przestrzennie lub

-

czasowo. Inaczej jest np. z zelazem, czernia czy dobrocia. Do policzenia takich
obiektow uzywane sa specjalne ,pojemniki stowne”, jak: trzy sztaby zelaza, dwie

probki czerni, kilka dowodow czyjejs dobroci. Wydaje sie to dos¢ logiczne, tylko
dlaczego np. w jezyku angielskim sand, wood, hope (piasek, drewno, nadzieja)
sa niepoliczalne, podobnie jak po polsku, ale juz information czy furniture
(informacje, meble), ktére sa niepoliczalne po angielsku, w polskim policzymy
bez problemu? Dlaczego Polak moze zostawi¢ na automatycznej sekretarce trzy
informacje, a Anglik musi three pieces of information (doslownie: trzy sztuki

informacji)?

Pojedyncze i mnogie

W wiekszosci jezykéw latwo rozpoznaé, czy moéwimy

o jednym, czy o wiekszej liczbie egzemplarzy czegos,
innymi stowy, czy uzywamy liczby pojedynczej, czy
mnogiej. Réznica miedzy zdaniami: Mam kota i Mam
koty jest oczywista. Gorzej, jesli powiemy Mam drzwi
lub Mam spodnie — wtedy dokladnego znaczenia mozna
domysli¢ sie tylko z kontekstu. W jezyku polskim

nie mamy tez osobnych konstrukeji gramatycznych
informujacych, o ile doktadnie obiektéw chodzi.

W tym celu uzywamy liczby mnogiej i konkretnego
liczebnika. Istnieja jednak jezyki, w ktorych oprécz
liczby pojedynczej i mnogiej wyrézniona jest liczba
podwdjna, uzywana, gdy mamy do czynienia z dwoma
egzemplarzami czego$ (np. po stowensku méwimy

lipa = lipa, lipi = dwie lipy, lipe = wiecej niz dwie
lipy), liczba potréjna — tzw. trialis, poczwdrna —
kwadralis i wreszcie tzw. paukalis — gdy chodzi o kilka
egzemplarzy (wiecej niz 2 i najczesciej nie wiecej

niz 5). Bywa tez na odwrét, np. w japonskim wigkszosé
rzeczownikéw nie ma liczby mnogiej (up. zdanie
Kitte-wo kudasai oznacza: poprosze o znaczek, jak

i poprosze o znaczki).

Kres rachunkow

To, co jest wspolne we wszystkich jezykach, to
skonczony system liczebnikowy. Oznacza to, ze w danym
jezyku mozemy liczy¢ kolejno tylko do pewnego
momentu i dalej juz nie. Na przyklad w jezyku polskim
(i wiekszosci jezykéw europejskich) takim najwyzszym
liczebnikiem jest decylion, czyli 100 (i cho¢ istnieja
nazwy na jeszcze wieksze liczby, np. centylion, czyli
1019 to nie ma nazw na wszystkie liczby mniejsze od
niego). W japoniskim najwyzszym liczebnikiem jest
muryoutaisuu = 1088, Istnieja jednak jezyki, gdzie
system liczebnikowy jest uproszczony, a najwigksza
wyrazalna w nich liczba to np. 4 (araukanski jezyk
guana), 2 (jezyk australijski worora) albo zgola 1
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(brazylijski jezyk botokudo). Rekordowy pod tym
wzgledem jest amazonski jezyk piraha, gdzie nie ma
w ogole stow oznaczajacych liczby.

W jezykach o ubogim systemie liczebnikéw widac
rozmaite proby rozszerzania mozliwoéci tych systeméw.
W australijskim jezyku mullukmulluk niemajacym
liczebnikéw okreslenie liczby 20 w dostownym
ttumaczeniu to reka-jedna-jedna-stopa-stopa, czyli
5+5+5+5, podobnie w indianskim jezyku juczi do
tworzenia liczebnikéw wykorzystuje sie inne slowa tego
jezyka, np. liczbe 100 oznacza stowo droga, 1000 to duza
droga, a 1000000 to duza stara droga.

Co liczymy?

W niektérych jezykach liczenie jest bardzo
skomplikowane, bo trzeba wiedzieé, jakiego typu sa
przedmioty, ktére chcemy policzy¢, zeby w ogdle moc to
zrobi¢. W jezykach tych pojawiaja sie tzw. klasyfikatory,
czyli specjalne czastki, ktore dolacza sie do liczebnika

i ktére informuja, do jakiej kategorii naleza liczone
przedmioty. To troche tak, jakbysmy po polsku méwili:
Mam dwa-male zwierze chomiki (gdyby chomik zaliczal
sie do kategorii malych zwierzqt) czy Gdzie sq¢ moje
trzy-okragly przedmiot pitki?. Taka sytuacja wystepuje
znowu np. w jezyku japonskim, gdzie sie mowi Watashi
no ie ni wa terebi ga ichidai mo arimasen (co znaczy

w moim domu nie ma ant jednego telewizora, gdzie terebi
to telewizor, ichi — jeden, dai — klasyfikator oznaczajacy
klase samochody i inny sprzet).

Pot biedy, jesli w jezyku klasyfikatoréw jest niewiele,
jak np. w australijskim jezyku warlpiri, gdzie wszystkie
obiekty dzieli si¢ na to, co mozna i czego nie mozna
zjes¢, albo w jezyku majanskim celtala, gdzie klasy

sa trzy (tek — rodliny, tul — ludzie, koht — zwierzeta)

i méwimy as-tek he — trzy drzewa i a$-tul winik —

troje ludzi, ale np. japonski i koreanski uzywaja okoto
300 klasyfikatoréw.



Zadania lingwistyczne

Na koniec proponujemy kilka zadan dotyczacych liczebnikoéw. Pochodza one z olimpiad lingwistyki matematyczne;j.

1. Oto kilka liczebnikow w jezyku starohawajskim:

2=lua, 3=kolu, 5=lima, 6=ono, 7=hiku, 11=umi-kumama-kahi, 49=iako me ka iwa,
57=iako me ka umi-kumama-hiku, 490=lau me ka lua iako me ka umi, 5000=mano me ka lua lau me ka lima iako.
Zapisz po starohawajsku: 17, 89, 286, 4845.

Starohawajski jest przodkiem hawajskiego, uzywanym na poczatku II tysigclecia n.e., kiedy to polinezyjscy podréznicy odkryli i skolonizowali

archipelag Hawajow. Wspoélczesnie hawajskiego, mimo ze jest tam obok angielskiego jezykiem urzedowym, uzywa zaledwie kilkuset starszych
rdzennych Hawajczykdéw.

2. Oto kilka liczebnikow zapisanych w jednym z jezykow Majow:

32=hun kal yete la ka, 47=ka kal yete uuk, 56=ka kal yete la uak, 60=0s kal, 98=kan kal yete la uasak,
181=Dbolon kal yete hun, 300=la ho kal, 333=la uak kal yete la os.
Zapisz w tym jezyku liczby 43, 72, 100, 139, 355, 360.

3. Oto kilka liczebnikéw mansyjskich:

8=nollow, 15=atxujplow, 49=atlow nopel ontollow, 50=atlow, 99=ontolsat ontollow,
555=xo0tsatn xotlow nopel at, 900=ontollowsat, 918=ontollowsat nollowxujplow.
a) Podaj polskie nazwy nastepujacych liczebnikéw: atsatn at, fiolsat nopol x6t, ontollowsatn ontollowxujplow.

b) Zapisz po mansyjsku: 58, 80, 716.

Jezyk mansyjski nalezy do grupy ugryjskiej rodziny jezykéw uralskich. Méwi nim okoto 3000 oséb na Syberii Zachodniej.

4. Oto kilka wyrazen liczebnikowych w jezyku joruba:

3=eta, 11=okan l-ewa, 22=¢ji l-ogun, 37=eta din ogun eji,
66=cerin din ewa din ogun erin, 93=eta l-ewa din ogun arun, 135=arun din ogun eje.
a) Jakie to liczby: erin l-ogun eje, arun din ewa din ogun eta.

b) Zapisz w jezyku joruba: 1, 7, 12, 53, 99.

Jezykiem joruba postuguje si¢ ponad 20 milionéw ludzi, gtéwnie w Nigerii, gdzie jest jednym z najpowszechniejszych sposréd ponad
500 uzywanych i jednym z 9 jezykéw oficjalnych. Nalezy do nigero-kongijskiej rodziny jezykowej obejmujacej wicksza czesé Afryki.

Rozwiazania zadan 1-4 sa na stronie 19.

A teraz sprébuj sam

5. W pewnym jezyku Q wyrazy ,a”’ i ,y” odpowiadaja mnozeniu i dodawaniu (nie wiemy, ktéry ktéremu
dzialaniu). Oto kilka dzialan wraz z wynikami (wszystkie liczebniki stojace po lewej stronie znakéw réwnosci
oznaczaja liczby mniejsze od 10):

arkdos a fan = fanarkdos, arkdos y dosefan = fanpondos, arkdos y fanpondos = benfanados,
pondos y pondos = doseben.

a) Jakimi liczebnikami w jezyku Q sa: benfan, arkbenados, bendoseben, ponbendosefan?

b) Zapisz w jezyku Q liczby: 1, 6, 11, 12, 18, 24, 26, 30.

¢) Zapisz w Q najwicksza taka liczbe naturalna, ktorej posta¢ da si¢ odtworzy¢ na podstawie danych zadania.

6. W staroindyjskich tekstach matematycznych i astronomicznych liczby zapisywano literami. Ten system zapisu
opracowal w V wieku stynny hinduski matematyk Ariabhata. Oto kilka przykladéw (litery starego indyjskiego
alfabetu dewanagari zapisano tu alfabetem lacinskim, w przyblizeniu oddajac wymowe):

2=kMa, 4=gla, 1l=ta, 15=na, 21=pa, 100=ki, 205=pak"i, 1101=kati, 1304=g"adi, 2305=nabi,
10500=niku, 130024=b"adu, 150400=g"inu, 220013=dap™u, 240000=b"u.
a) Podaj, jakimi liczbami sa w zapisie Ariabhaty: da, tu, tak"u, g"agi, kapigu.

b) Zapisz w systemie Ariabhaty liczby: 1, 22, 2405, 120025.

¢) Czy przez ta i da Ariabhata oznaczal liczby 6 1 8, czy 16 1 187

7. Goérnotuzyczanie, naréd mieszkajacy w Niemczech nieopodal Nysy Luzyckiej, postuguja sie jezykiem bardzo
podobnym do polskiego.

a) Zapisz cyframi liczby podane w jezyku gérnotuzyckim: dwésée styrnace, séséstow sydomdzesat, tysac tiista a
Styrcedi, triasésdzesat, wosom tysac pjec¢stow a jedynadzewjecdzesat.

b) Zapisz po gérnotuzycku: 15, 482, 3637.
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Mota delld

Najprostszy (?) komputer

Jak mato wystarczy mie¢, zeby moc programowac? Oto kurs programow
licznikowych dla tych, ktorzy znaja i tych, ktorzy nie znaja sie na
programowaniu.
Program licznikowy to cigg instrukcji. Operuja one na zmiennych
(licznikach), ktére moga przyjmowaé wartosci naturalne (0,1,2,...).
Dopuszczalne instrukcje to:

X ++  — zwieksza wartosé licznika X o 1

X ——  — zmniejsza wartos¢ licznika X o 1 (nic nie robi, jesli X = 0)

X:=0 —ustala X na0

instrukcja sterujaca:
jesli X =0 skocz do wybranego miejsca w programie
oraz, dla porzadku, instrukcja stop, konczaca prace programu.

Komputer wykonujacy programy licznikowe mozna wyobrazi¢ sobie jako
zestaw stoséw, na ktérych leza kamyczki (kazdy stos to jeden licznik).

Mozna oprézni¢ stos lub zdja¢ albo dotozy¢ kamyk. Sterowanie pozwala
skoczyé¢ do innej instrukeji pod warunkiem, ze testowany stos jest pusty.

Czy z tak ubogim arsenalem instrukcji jesteSmy w stanie cokolwiek
zaprogramowac? Spdjrzmy na przykitad na taki program:
U:=0
A: jeSli Y =0 skocz do S
Y -
X ++
jesli U = 0 skocz do A
S: stop

Licznik U ma zawsze wartos¢ 0 i jest potrzebny tylko po to, aby polecenie
skoku do A bylo wykonywane zawsze (bezwarunkowo). Taka sztuczka
z wgtupim” licznikiem U bedziemy sie czesto postugiwaé.
Powyzszy program zdejmuje po jednym kamyku z Y i doktada po jednym
kamyku do X tak dlugo, dopdki sg jeszcze kamyki w Y. Na koncu stos YV
bedzie pusty, mozna wiec mysle¢ o tym programie jako o ,przelozeniu
stosu Y na X”. Zeby skrécié¢ nieco nastepne programy, bedziemy cala te
konstrukcje zapisywaé¢ w skrocie X < Y.
Przy kopiowaniu wartos$¢ licznika Y , ginie”. Jesli nie chcemy zgubié tej
wartosci, wystarczy, ze postuzymy sie dodatkowym licznikiem Z, ktory
tymczasowo przechowa warto$¢ Y, a na koncu ja odtworzy:

U:=0,7Z:=0
A: jesli Y =0 skocz do S

Y -

X ++

Z++

jesli U =0 skocz do A
S:Y —Z

stop



Rozwigzania na stronie 24.

PrzejdZzmy do operacji arytmetycznych. Umiemy juz dodaé licznik Y do
X (jak?). Odejmowanie jest réwnie proste: zalézmy, ze chcemy policzyé
X -Y (gdzie X >Y):
U:=0
A: je§li Y =0 skocz do S
Y -
X _
jesli U = 0 skocz do A
S: stop
Réznica bedzie zapisana w X (oczywiscie, gdybysmy chcieli, mogliby$my
skopiowaé¢ dane wejsciowe X i Y do nowych licznikéw sposobem
opisanym wczedniej i przeprowadza¢ dzialanie na kopiach, nie gubigc X
i Y podczas obliczen). Mnozenie bedzie odrobine bardziej skomplikowane:
U:=0,Z2:=0,T:=0
A: jesli X =0 skocz do S
X _
B: jesli Y =0 skocz do C
Y - _
Z++
T+ +
jesli U = 0 skocz do B
C:Y T
jesli U = 0 skocz do A
S: stop

Wewnetrzna petla (B) zwieksza Z o Y, réwnoczesnie zapamietujac Y

w T. Potem warto$¢ Y jest odtwarzana. Calo$é jest powtarzana X razy.
Wynik jest zapisany w liczniku Z.

A teraz troche zadan do samodzielnej pracy:

1. Napisz krétszy program, ktéry mnozy X przez 2.

2. Napisz program obliczajacy maxz(X,Y) dla danych licznikéw X i Y.
3. Napisz program, ktéry dla danych dwdéch licznikéw M i N oblicza
iloraz I ireszte R z dzielenia M przez N. Postaraj sie nie uzywaé
zadnych licznikéw poza M, N, I, R oraz ,gtupim” U.

4. Napisz krotszy program, ktéry dzieli X przez 2...

5. ...1 wykorzystaj swoj pomyst do napisania programu, ktéry sprawdza,
czy X jest potega dwdjki (odpowiedZ — 1 jesli tak, 0 jesli nie — zapisz

w specjalnym liczniku A).

Zadanie na jesienne wieczory. Wymysl inne, pomystowe (i krétkie)
programy licznikowe realizujace rézne operacje. A jesli umiesz
programowaé w innym jezyku, napisz interpreter programéw licznikowych
(czyli program, ktéry wezytuje z pliku tresé programu licznikowego i go
wykonuje).

Programy licznikowe nie sa moze nadzwyczaj uzyteczne ani szybkie, ale
za to mozna sie nimi dobrze bawié¢. Jednak nie o sama zabawe chodzito
ich twércom. Widzielidmy juz, ze za pomoca licznikow mozna zrealizowaé
operacje arytmetyczne, przypisania, petle, a wiec catkiem sporo réznych
konstrukeji programistycznych. Okazuje sie, ze kazdy program obliczajacy
pewien wynik na podstawie dostarczonych danych, ktory da sie napisaé
w ,powaznym” jezyku programowania (Pascalu, C czy Logo), mozna tez
zapisa¢ w jezyku programéw licznikowych. Maja one zatem taka sama
site wyrazu jak prawdziwe komputery (temu stwierdzeniu mozna nadaé
bardzo $cisly, matematyczny sens). A na poczatku na to nie wygladato,

prawda?
Maltqg Delte przygotowal Michatl ADAMASZEK



Co liczy komputer
Andrzej WALAT

LoH,

Faktycznie komputer przetwarza zapisy cyfrowe, tj. sekwencje zer i jedynek,
Odpowiedz na pytanie: Co liczy komputer? zalezy od tego, jak zinterpretujemy
te zapisy i dzialania. Zilustruje to na przykladzie. Zalézmy, ze mamy proste

urzadzenie liczace (minikomputer) wyposazone w dwa uklady: czterobitowy
sumator i réwniez czterobitowy multiplikator. Jesli na wejscia sumatora (lub
multiplikatora) podamy dwa stowa czterobitowe, ktére naturalnie mozemy
interpretowaé jako binarne zapisy dwéch liczb catkowitych z zakresu od 0 do
15, to na wyjsciu dostaniemy czterobitowy zapis ich sumy (iloczynu) modulo

L...]

Rozwigzanie zadania M 1216.
OdpowiedZ: Nie mozna.

Niech a bedzie plaszczyzng dzielaca
szescian na dwie bryly o réwnych
objetosciach. Niech z kolei 3 bedzie
plaszczyzna, ktéra przechodzi przez
srodek szeScianu i jest rownolegla do
plaszczyzny a. Kazda plaszczyzna
przechodzaca przez $rodek symetrii
sze$cianu rozcina go na dwie przystajace
bryty, a wiec na bryly o réwnych
objetosciach. Wobec tego plaszczyzna (3
réwniez dzieli sze$cian na dwie bryty o Sposéb;
réwnych objetosciach, a zatem objetosé
czesci szescianu zawartej pomiedzy oto specKod 'n
plaszczyznami o i 8 musi by¢ réwna 0.
Stad wynika, ze plaszczyzna o musi .
juz

oto wartoscKodu :k

przechodzié przez $rodek szescianu.

Przekroj szescianu plaszczyznag o jest
wigc wielokatem majgcym Srodek
symetrii, a wigc wielokatem o parzystej
liczbie bokéw. Zatem nie istnieje przekrdj

wynik :d

szes$cianu spelniajacy warunki zadania.
juz

16. Mozemy wiec uzywac naszego komputera jako urzadzenia do wykonywania
dziatan arytmetycznych na nieujemnych liczbach catkowitych nie wigkszych
niz 15. Ale stowa czterobitowe mozna tez interpretowaé jako zapisy liczb
calkowitych z zakresu od —5 do 10. Do zamiany liczb z tego zakresu na

ich czterobitowe zapisy bedziemy uzywali specjalnego kodu — nazwijmy go
specKodem. Zeby wyznaczy¢ specKod liczby n, obliczamy reszte z dzielenia tej
liczby przez 16 i zapisujemy ja w postaci czterech bitow. SpecKodem liczby —5
jest czterobitowy zapis liczby 11 tj. 1011. Majac dany czterobitowy specKod k
jakiej$ liczby, mozemy wyznaczy¢ jej wartos¢ réwniez w bardzo prosty sposob:
zamieniamy zapis dwojkowy k na liczbe dziesietna d (w zwykly sposéb) i jesli
d > 10, odejmujemy 16. Te zaleznosci mozna zdefiniowa¢ w Logo w nastepujacy

wynik czterobitowo reszta :n 16

niech "d decymalnie :k
jesli :d > 10[przyp "d :d - 16]

Wyobrazmy sobie, ze Bill interpretuje czterobitowe stowa jako zwykte dwodjkowe
zapisy liczb, natomiast Alicja, ktéra nie lubi standardowych interpretacji,
traktuje je jako specKody liczb z zakresu od —5 do 10. Stowa 1101 oraz 1110 to
wedlug Billa zapisy liczb 13 oraz 14, a wedlug Alicji to specKody liczb —3 oraz
—2. Po podaniu ich do sumatora otrzymamy wynik 1011, ktéry Bill zinterpretuje

Literatura: Agnieszka Miedlar, Jak liczy

komputer, Delta 6/2008. 11 —16 = —5.

Dla takich samych danych multiplikator da wynik

0110, ktory zaréwno Bill, jak i Alicja odczytaja

jako zapis liczby 6. Dla obojga z nich bedzie to
poprawny wynik mnozenia, poniewaz 13 - 14 = 6 mod 16,
a jednocze$nie —3 - —2 = 6. Réwniez dla innych danych
zaréwno Alicja, jak i Bill otrzymaja poprawne wyniki
dodawania i mnozenia (modulo 16) liczb z odpowiednich
zakresow. Wynika to po prostu z wladciwosci dziatan
arytmetycznych modulo n i to spostrzezenie dotyczy nie
tylko naszego skromnego czterobitowego minikomputera.
Jego o$miobitowy odpowiednik Bill uznalby zapewne

za maszynke do wykonywania obliczen arytmetycznych
na liczbach z zakresu [0...255], ale dla Alicji mégtby to
by¢ komputer dzialajacy w innym zakresie, na przyktad
[—85...170]. Czasem taki zakres, w ktérym jest dwa
razy wiecej liczb dodatnich niz ujemnych, mégtby

by¢ przydatny. Gdyby Alicja wybrala inny zakres
[—128...127], w ktérym jest prawie tyle samo liczb
dodatnich co ujemnych, to jej specKod bylby identyczny
z bardzo popularnym kodem uzupelnien do 2, o ktérym
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jako zapis liczby 13 + 14 mod 16 = 11, natomiast Alicja jako specKod liczby

pisala w Delcie Agnieszka Miedlar. R6zne drogi moga
prowadzi¢ do kodu uzupelnien do 2, a czasem okazuje
sie, ze aby zrozumie¢, jak liczy komputer, wystarczy
znajomo$¢ wladciwosei dziatan arytmetycznych
modulo n.

Czytelnikom, ktérzy lubia empiryczne weryfikacje
teoretycznych uzasadnien, proponuje zbudowanie

w Logo modelu czterobitowego sumatora

i multiplikatora, czyli zdefiniowanie funkcji o nazwie
sumator (multiplikator), ktéra dla danych
czterobitowych zapiséw liczb z zakresu od 0 do 15

daje w wyniku czterobitowy zapis ich sumy (iloczynu)
modulo 16. Umozliwi to sprawdzenie, czy faktycznie ta
maszynka dziala poprawnie réwniez w arytmetyce Alicji.
Po napisaniu polecenia

pisz wartosé¢Kodu multiplikator kodLiczby -3
kodLiczby -2

na ekranie tekstowym powinien pojawi¢ si¢ wynik: 6.



limpiada

Zadania I stopnia
Olimpiady Fizycznej, Astronomicznej i Matematycznej
oraz Olimpiady Matematycznej (Gimnazjalistow
2008/2009

LVIII OLIMPIADA FIZYCZNA
ZADANIA ZAWODOW I STOPNIA

Rozwiazania zadan I stopnia nalezy przesyta¢ do Okrggowych Komitetéw Olimpiady Fizycznej w terminach: cze$¢ I — do 15 pazdziernika
br., czesé I1 — do 15 listopada br. O kwalifikacji do zawodéw II stopnia bedzie decydowaé¢ suma punkté$w uzyskanych za rozwigzania zadan czesci

I i II. Szczegdty dotyczace regulaminu oraz organizacji Olimpiady mozna znalezé w broszurze i na afiszu rozestanych do szkét srednich oraz

na stronie internetowej http://wuw.kgof.edu.pl.

CZESC 1 (termin wysylania rozwiazan — 15 pazdziernika 2008 r.)

Uwaga: Rozwiagzania zadan nalezy zamie$ci¢ w kolejnosci zgodnej z ich numeracja. Wszystkie strony pracy powinny by¢é ponumerowane.
Na kazdym arkuszu nalezy umiesci¢ nazwisko i imi¢ oraz adres autora pracy. Na pierwszym arkuszu pracy dodatkowo nalezy podaé¢ nazwe, adres

szkoly i klase oraz nazwisko i imi¢ nauczyciela fizyki.

Podaj i krétko uzasadnij odpowiedz. Za kazde z 15 zadan mozna otrzymaé¢ maksimum 4 punkty.

1. Rozwazmy walec staczajacy si¢ po torach przedstawionych
na rysunku 1. W obu przypadkach jest to ten sam walec,
poczatkowe i konicowe potozenia srodka masy sa odpowiednio
takie same, walec poczatkowo spoczywa, a toczy sie bez
poslizgu i nie podskakuje po drodze. W ktérym przypadku

w potozeniu koncowym walec ma wigksza energie kinetyczna
ruchu obrotowego? W ktérym przypadku w potozeniu
konicowym walec ma wieksza predkos¢ liniowa? Tarcie toczne
i opér powietrza pomijamy.

Rys. 1

2. Druzyny startuja w zawodach na przecigganie liny.
Jak powinni ustawi¢ si¢ zawodnicy: od najwyzszego

do najnizszego (patrzac od druzyny przeciwnej), czy
odwrotnie, aby szansa na zwyciestwo byta wieksza?
Zaktadamy, ze wspélczynnik tarcia butéw o podloze jest
dla kazdego z zawodnikéw taki sam. Przyjmij, ze kazdy
z zawodnikéw trzyma ling w 2/3 swojej wysokosci.
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3. Lina jest przewieszona przez nieruchomy walec (rys. 2).

7 jednej strony jest przymocowany klocek o masie m = 1kg,
z drugiej ciaggniemy pionowo w dét z sitg F' = 10N. W tym
przypadku przyspieszenie klocka wynosi a1 = 5 m/sQ.
Nastepnie line zawinieto dodatkowo jeden raz na walcu. Ile
wynosi przyspieszenie a2 klocka w tym przypadku, jesli za
wolny koniec liny ciggniemy ponownie z sitg, F' = 10 N?

najpierw 1/4 nawiniecia
pgjt’én 1+1/4 nawi ni%ccia

Rys. 2

Miedzy klockiem a podlozem nie ma tarcia, jest jednak
niezerowe tarcie miedzy lina a walcem. Lina jest cienka,
wiotka, niewazka i nierozciagliwa. Powierzchnia walca jest
taka sama w kazdym miejscu.

Wskazéwka: Zalézmy, ze napre¢zenie z jednego koica liny wynosi Ny,
a z drugiego — Na. Jedli naprezenie z jednego konica wzrosnie k razy
(gdzie k jest dowolna liczba), to réwniez naprezenie z drugiego korica
wzrosnie k razy.



4. Z odlegtosci x = 1 m zrobiono zdjecie $wiecacemu
przedmiotowi. Czas naswietlania wynosit Ty = 1/10s.
Nastepnie miedzy aparat a przedmiot wstawiono akwarium
o takich rozmiarach, ze tylna Scianka niemal dotykata
przedmiotu, a przednia niemal dotykata obiektywu aparatu.
Potem zmieniono ogniskowa aparatu tak, zeby obraz
przedmiotu na matrycy mial taka sama wielkos¢ jak
poprzednio. Jaki powinien by¢ czas naswietlania 7> w tym
drugim przypadku, aby jasno$¢ przedmiotu na zdjeciu byta
taka sama jak poprzednio?

Przyjmij, ze érednica d otworu przystony obiektywu oraz
czulo$é matrycy aparatu sa w obu przypadkach takie

same. Pomin odbicie $wiatta na granicach osrodkéw oraz
pochtanianie i rozpraszanie swiatta w wodzie. Procz
przedmiotu nie ma zadnych innych zrédet swiatta. Przedmiot
byl maty i znajdowal sie na osi optycznej aparatu. Przy
obrocie przedmiotu o maty kat (rzedu d/z) wyglad
przedmiotu i natezenie Swiatta dochodzacego do obiektywu
nie ulega zauwazalnej zmianie. Wartosci pozostatych danych,
potrzebnych do rozwigzania zadania, wyszukaj w tablicach.

5. Trzy osoby chca sie dostaé szosg z punktu A do punktu B
odlegtego o s = 50 km. Maja dwuosobowy motocykl, ktéry
rozwija predkosé 60 km/h bez wzgledu na to, czy jedzie

nim 1 czy 2 osoby. Tylko pierwsza z tych oséb ma prawo
jazdy; druga idac szosa porusza si¢ z predkoscia vi = 4km/h,
a trzecia — z predkoscig v2 = 6 km/h.

Jaki jest najkrétszy czas, w ktérym wszystkie te trzy osoby
dotra do celu swojej podrézy?

6. Rozwazmy przedstawione na rysunkach dwa uktady
identycznych zaréwek. Kazda z zarowek jest zwykls zaréwks,
o (skutecznym) napieciu znamionowym 230V i mocy 40 W.
W obu przypadkach caltkowity prad (skuteczny) I, ptynacy
przez uklad, jest réwny 40/230 A. W ktérym przypadku

w pokoju bedzie jasniej, tzn. ktéry uktad emituje wiecej
Swiatta?

I=40/230 A R I=40/230 A
a) b)

Rys. 3
Rozwaz dwa przypadki:

i) Teoretyczny przypadek, w ktérym pomijamy zaleznos$é
oporu wldkna zaréwki od temperatury.
ii) Przypadek rzeczywisty z wléknem wolframowym.

W razie potrzeby skorzystaj z informacji zawartych
w dostepnych ci zrédtach.

7. Na poziomym stole przykrytym cienkim obrusem
spoczywa jednorodna kula. Nagle szarpiemy za obrus,
wyciagajac go spod kuli. Opisz jako$ciowo zachowanie kuli
od momentu, kiedy zetknie sie z powierzchnia stotu (w tym
podaj, czy kula stoczy si¢ ze stotu, a jesli tak, to w ktora
strone).

Przyjmij, ze nie wystepuje tarcie toczne i opér powietrza.
Stol jest na tyle duzy, ze kula przestaje sie slizgaé po stole,
zanim z niego spadnie. Wspoélczynnik tarcia kuli o obrus
wynosi f1 = 0,4, a kuli o stét — fo = 0,2.

8. Uktad optyczny sktada si¢ z polaryzatora liniowego,
bloku skrecajacego plaszczyzne polaryzacji $wiatta (patrz
dalej) oraz lustra (rys. 4). Promien $wiatta przechodzi

przez polaryzator, nastepnie przez blok skrecajacy
plaszczyzne polaryzacji swiatta, odbija sie od lustra

i poprzez blok skrecajacy ptaszczyzne polaryzacji Swiatta
wraca do polaryzatora. Czy mozna tak dobraé grubosé
bloku d, aby powracajaca wiazka byta catkowicie wygaszona
przez polaryzator?
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Swiatto i
>

-
> N -

blok skrecajacy
ptaszczyzne
polaryzacji Swiatta

pol ar)'/zator lustro
liniowy

Rys. 4
Rozwaz nastepujace przypadki:

a) blok skrecajacy plaszczyzne polaryzacji $wiatla jest
kuweta z roztworem sacharozy (kat skrecenia ptaszczyzny
polaryzacji jest réwny a = ked, gdzie c jest stezeniem
roztworu, d — grubo$cig warstwy, przez ktérg przechodzi
promieni, k — stala);

b) blok skrecajacy plaszczyzne polaryzacji Swiatla jest
substancja skrecajaca te plaszczyzne pod wplywem pola
magnetycznego réownoleglego do wiazki swiatta (kat skrecenia
plaszczyzny polaryzacji jest réwny a = vd 7 - B, gdzie B

jest wektorem indukcji zewnetrznego pola magnetycznego,

71 — kierunkiem biegu promienia, d — gruboscia warstwy,
przez ktéra przechodzi promien, v — stalg zalezng od rodzaju
materialu).

9. Wozek o catkowitej masie m = 10 kg znajduje si¢ na réwni
pochytlej o kacie nachylenia o = 30°. Wozek jest przywiazany
do stupka wiotka, nierozciagliwg ling dtugosci I = 1 m (patrz
rysunek 5). Jaka najmniejsza sita, w ktérym punkcie uktadu
przytozonag i w jakim kierunku nalezy podzialaé, aby (wolno)
przesunaé wozek w gére réwni na odlegtosé a = 0,01 m?

Nie wystepuje opdr toczenia przy przesuwaniu wozka w gore
(lub w dét) réwni, ale wozek nie przesuwa sie na boki.

Jedli sita potrzebna do przesuniecia zmienia si¢ w trakcie
przesuwania, podaj maksymalna wartos$¢ tej sity.

Rys. 5

10. Rozwazmy dwie metalowe powloki w ksztalcie sfer.
Pierwsza z nich jest natadowana tadunkiem @, a druga jest
obojetna elektrycznie. W jakiej sytuacji jest mozliwe, aby
w wyniku zetkniecia tych powlok caly tadunek z pierwszej
powloki przeplynal do drugiej powloki? A moze jest to
niemozliwe?

Zakladamy, ze nie wystepuja zadne zewnetrzne pola
elektryczne.

11. Mijaja sie dwie relatywistyczne czarownice lecace
na identycznych miottach (rys. 6).

Rys. 6

W ukladzie czarownicy A dtugo$é miotty czarownicy B
wynosi Ig, a w uktadzie czarownicy B dlugosé miotty
czarownicy A wynosi [4. Czy mozliwe jest, aby la # Ig?
A jedli tak, to jaka jest najmniejsza predkosé wzgledna



czarownic, przy ktorej moze byé la =1/2,lp =1/3 , gdzie
jest dtugoscia miotlty w jej ukladzie odniesienia?

Przyjmij, ze rozmiary poprzeczne miotel sg duzo mniejsze od
ich dlugosci.

12. Drut jest nawinigty na torus o promieniach R; i Ra,
gdzie Ry > Ri. Oblicz indukcje pola magnetycznego

w $rodku uktadu S (patrz rysunek 7), jesli przez drut pltynie
prad I, a liczba zwojéw wynosi N. Zwoje sa nawinigte

na torus bardzo gesto i tworza, tylko jedna warstwe.

Rys. 7

13. Zrobiono dwa zdjecia tym samym aparatem, ale przy
innych dlugosciach ogniskowej (rys. 8).

Rys. 8

Ktore ze zdjeé jest zrobione przy wigkszej ogniskowej?
Na obu zdjeciach na pierwszym planie widaé¢ te sama
latarnie.

14. W klasycznym filmie ,Planeta Malp” zaloga statku
kosmicznego powrdcita na Ziemie po przebyciu drogi 300
lat $wietlnych (liczonej w uktadzie Ziemi) w ciagu 1,5 roku
swojego czasu zycia. W tym czasie na Ziemi uptyneto 2000
lat. Czy, pomijajac wzgledy techniczne, jest to mozliwe?
Przyjmij, ze przez niemal caly czas podrézy statek poruszal
sie ruchem jednostajnym.

15. Osoba o masie m = 70 kg wbiega na najwyzsze pietro
wiezowca, znajdujace si¢ na wysokosci 200 m. Przyjmij, ze
energia przemian chemicznych w organizmie w 25% zamienia
sie na prace, a pozostata cze$é¢ jest oddawana w postaci
ciepla.

a) Oblicz, o ile wzrostaby temperatura ciala tej osoby, gdyby
nie oddawala ciepta otoczeniu. Przyjmij, ze ciepto wtasciwe
ciala czlowieka jest réwne cieptu wlasciwemu wody.

b) Metoda, jaka stosuje organizm czlowieka, aby uniknaé
przegrzania, jest pocenie. Pot ulega odparowaniu,
pobierajac ciepto z ciata. Zakladajac, ze temperatura ciata
w rozwazanym przypadku nie podwyzszyla sie, a cale
wydzielone ciepto zostalo zuzyte na odparowanie potu,
oblicz, ile potu odparowato.

CZESC 1I (termin wysylania rozwigzan — 15 listopada 2008 r.)

Uwaga: Rozwigzanie kazdego zadania powinno by¢ napisane na oddzielnym arkuszu papieru podaniowego. Na kazdym arkuszu nalezy
umiesci¢ nazwisko i imie oraz adres autora pracy, a takze nazwe, adres szkoly i klase oraz nazwisko i imi¢ nauczyciela fizyki. Do pracy

nalezy dotaczy¢ koperte zaadresowana do siebie.

ZADANIA TEORETYCZNE

Za kazde z trzech zadan mozna otrzymaé maksimum 20 punktéw.

T1. Na sztywnej i nieruchomej p6tkuli o promieniu R
stoi jednorodny prostopadtoscian o wysokosci L oraz
podstawie o wymiarach 2a na 2b (patrz rysunek 1).
Prostopadtoscian styka sie¢ z pétkula doktadnie w srodku
podstawy, a podstawa jest pozioma. Dla jakich wysokosci
prostopadloscianu takie ustawienie jest stanem réwnowagi
trwalej?

Podstawa prostopadloécianu nie §lizga sie po powierzchni
poétkuli.

Uwaga: Dla malych katéw a: cosa = 1 — a?/2, sina = a.

Rys. 1 o

T2. Sztywny drut o masie m jest wygiety w ksztalcie

litery U (patrz rysunek 2) i sklada sie z trzech
prostoliniowych fragmentéw dlugosci a kazdy. Drut jest
zawieszony za konce tak, ze moze si¢ swobodnie wahaé¢ wokét
poziomej osi.

Konice drutu sg podtaczone nieruchomymi przewodami
poprzez diode do kondensatora o pojemnosci C'. Catosé
znajduje sie w stalym, jednorodnym polu magnetycznym
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o indukcji §7 prostopadlym zaréwno do osi obrotu, jak

i do kierunku pola grawitacyjnego. Drut wychylono o kat
/2 od pionu i puszczono swobodnie. Jakie bedzie napiecie
na kondensatorze po dluzszym czasie wahania si¢ drutu?
Wspoélczynnik liczbowy mozesz podaé w przyblizeniu,

na podstawie wykresu odpowiedniej funkcji.

C <]
/‘ 0§ obrotu

a

Rys. 2

Pomin opér powietrza oraz tarcie w miejscu zawieszenia
drutu. Przyjmij, ze energia, ktéra zostanie zgromadzona
w kondensatorze, i straty energii przy przeplywie pradu
sg pomijalnie mate w poréwnaniu z energia wahan drutu.
Pomin indukcyjno$é obwodu.

Podaj wynik liczbowy dla B = 0,1 T, m = 0,2kg, a = 0,3m,
C = 1075 F. Przyspieszenie ziemskie g ~ 10 m/s>.

T3. Postanowiono zbudowaé samochéd napedzany silnikiem
na sprezone powietrze. W takim samochodzie sprezone
powietrze ze zbiornika rozpreza sie¢ w silniku (ktéry moze
by¢ bardzo skomplikowanym urzadzeniem), a nastepnie
wylatuje do otoczenia. Przyjmijmy, ze zbiornik na powietrze
jest walcem o dlugosci [ = 2m i promieniu r = 0,2 m,



zakonczonym poétkulami i ze poczatkowe cidnienie powietrza
w zbiorniku wynosi p = 30 MPa. Temperatura powietrza

w zbiorniku jest réwna temperaturze otoczenia to = 17°C.
Ciénienie atmosferyczne jest réwne pg = 100 kPa.

Zaktadajac, ze silnik moze osiagnaé maksymalng mozliwa
teoretycznie sprawnosé, oblicz, jaka droge moze przeby¢ ten
samochdd po jednym napelnieniu zbiornika. Przyjmij, ze
praca mechaniczna wykonana przez silnik tego samochodu
jest taka sama, jak praca mechaniczna wykonana na tej
samej drodze przez silnik samochodu spalinowego
zuzywajacego 51 benzyny na 100 km. Zaldz, ze sprawnosé
silnika spalinowego wynosi 30%.

Wzory, ktére moga by¢ przydatne:

(i) praca wykonana przez gaz doskonaly w trakcie
rozprezania adiabatycznego
) R/(cv+R)

w=2,v |1 (12
cv yos

(ii) ciepto dostarczane do gazu doskonatego w trakcie
przemiany izotermicznej Q = p1Vi In IE; gdzie p1 i Vi sg

2
poczatkowymi cisnieniem i objetoscia gazu, a p2 — ci$nieniem
konicowym, cy — molowym cieptem wlasciwym przy stalej
objetosci, R — uniwersalng stala gazowa.

ZADANIA DOSWIADCZALNE

Przestaé nalezy rozwigzania dwéch (i tylko dwéch) zadan dowolnie wybranych z trzech podanych zadan
doswiadczalnych. Za kazde zadanie mozna otrzymaé maksimum 40 punktéw.

D1. Wspélczynnik zalamania oleju jadalnego
Masz do dyspozycji:

e olej jadalny,

e naczynie z matowym ptaskim dnem, wykonane
z nieprzezroczystego materialu (np. garnek o $rednicy
10-15 cm),

e wskaznik laserowy,

e linijke,

e papier milimetrowy,

e nozyczki,

e zaciemnione pomieszczenie.

Jesli wiazke $wiatta laserowego skierowaé na dno naczynia
wypelnionego do pewnego poziomu olejem, to mozna
zaobserwowad, ze wokoél jasnego punktu na dnie, na ktéry
pada promien $wiatta laserowego, tworzy si¢ mniej
oswietlony obszar w ksztalcie kota. Wykorzystujac to
zjawisko, wyznacz wspoétczynnik zatamania oleju jadalnego
wzgledem powietrza.

Uwaga: Wykonujac pomiary, zachowaj szczegdlng ostroznosé! Uwazaj,
aby odbita wiazka $wiatta laserowego nie trafila w oczy!

D2. Gwizdzaca butelka
Masz do dyspozycji:

e plastikowa butelke o pojemnosci 1,5-2 1 z szyjka
o walcowym ksztalcie i dtugosci ok. 3 cm,

e naczynie o znanej pojemnosci, znacznie mniejszej niz
pojemnoéé butelki,

e komputer z karty dzwigkows, mikrofonem
i oprogramowaniem umozliwiajacym wykorzystanie
komputera jako oscyloskopu z pamiecia,

e wode.

Dmuchajac nad otworem butelki, mozna sprawi¢, ze
z butelki zacznie wydobywaé sie dzwigk.

1. Wypemiajac butelke woda, wyznacz zaleznosé
czestotliwoscei tego dzwieku od objetosci powietrza zawartego
w butelce. Wykonujac pomiary, zawsze prébuj wydobyé

z butelki dzwigk o mozliwie najnizszej czestotliwosci.
Wykonaj wykres tej zaleznosci dla mozliwie szerokiego
zakresu objetosci.
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2. Zbadaj czy uzyskang do$wiadczalne zalezno$é mozna
przedstawi¢ w postaci potegowej:

V «@
= O —_—
r=h(3)
gdzie fo, Vo, a — pewne stale.
Uwaga: Do pomiaréw mozesz wykorzysta¢ program winscope.exe
dostepny na stronie Olimpiady Fizycznej: http:/www.kgof.edu.pl/ lub
wykorzystaé program Oscyloskop dostepny na pltycie CD dotaczonej
do podrecznika J. Blinowski, W. Zielicz, Fizyka z astronomiq.
Ksztalcenie w zakresie rozszerzonym, tom. I, WSiP, Warszawa 2002
(i 2003, II wydanie).

D3. Tarcie nitki o probéwke

Statki cumuje sie do nabrzeza, owijajac line wokét pachotka
cumowniczego. Jako model tej sytuacji rozwazamy nitke
owinieta wokél probéwki (patrz rysunek). Zdefiniujmy
parametr v = N1 /Na, gdzie N1 i N2 oznaczaja naprezenia
na dwoch koncach nitki.

Niech I' oznacza maksymalna warto$¢ parametru -y, przy
ktérym nitka nie slizga si¢ po probdwece.

Masz do dyspozycji:

e 3 jednakowe proboéwki,

e 3 statywy z uchwytami,

e linijke,

e nitke,

e 50 spinaczy biurowych.

Wyznacz zaleznos¢ parametru I' od kata nawiniecia
nitki. Sprawdz, czy zaleznos$¢ te mozna opisa¢ réwnaniem
Ty = e!?, gdzie p — pewna stala.

Wskazdwki:

1. Mozesz wykorzystaé¢ nawijanie nitki na wigcej niz jedng probdéwke.
Catkowity kat nawiniecia jest wéwczas réwny sumie katoéw nawiniecia
na poszczegdlne probéwki.

2. Zadbaj o czystosé nitki i probéwek.

— kat owiniecia

probéwka/

Rys. 3 (kotek cumowniczy)



PIERWSZA SERIA

1. Wyznaczona z obserwacji temperatura efektywna Jowisza
wynosi 135 K. Przyjmujac, ze albedo planety wynosi

a = 0,45, oblicz moc dodatkowego, wewnetrznego zrédla
energii cieplnej planety, potrzebnego do uzyskania tak
wysokiej temperatury.

Jaka bytaby temperatura efektywna Jowisza, gdyby

do planety nie docierala energia stoneczna?

Jako dodatkowe dane przyjmij: promien Jowisza

Ry =71,4-10" m, odleglosé¢ Jowisza od Stofica ay = 5,2 AU,
moc promieniowania Stofica Lo = 3,83 - 10%° W.

2. Pole magnetyczne w obszarze paséw van Allena

ma warto$¢ okoto 30 puT. Oblicz czestotliwosé fal
elektromagnetycznych, jakich nalezy sie spodziewaé z tego
obszaru.

W rozwiazaniu rozpatrz jedynie elektrony, protony oraz jony
O, ktére m. in. znajdujg si¢ w obszarze tych paséw.

Masy i tadunki tych elementéw wyszukaj samodzielnie.

3. Jasnoéci absolutne gwiazdy supernowej I typu i calej
galaktyki moga by¢ poréwnywalne. Przyjmujac takie
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zalozenie, oblicz jasno$¢ obserwowana odleglej galaktyki,
w ktérej wybuchta supernowa I typu, jesli przed wybuchem
jasno$¢ obserwowana tej galaktyki wynosita 20 magnitudo.

4. W tabeli podano wspétrzedne geograficzne wybranych
miejscowosci w Polsce:

szerokosé geogr. | dtugosé geogr.
Jastrzebia Goéra 54°50’ N 18°07' E
Suwatki 54°06’ N 22°56" E
Swinoujécie 53°55’' N 14°15" E
Ustrzyki Gérne 49°07' N 22°40" E
Zakopane 49°18' N 19°57" E
Zgorzelec 51°09’ N 15°01" E

Podaj, w ktoérej z tych miejscowosci w ciggu roku nastapi:
1) najwczesniejszy wschod Storica,

) najpdzniejszy wschod Stonca,

) najwczesniejszy zachdd Storica,

4) najpézniejszy zachéd Storica,

) najdtuzsza noc,

6) najkrétsza noc.

Podaj pelne uzasadnienie odpowiedzi.

ZADANIA OBSERWACYJNE

Rozwigzanie zadania obserwacyjnego powinno zawieraé: dane
dotyczqce przyrzqdéw uzytych do obserwacgji i pomiaréw, opis
metody i programu obserwacyji, standardowe dane dotyczgce
przeprowadzonej obserwacji (m.in. date, czas, wspdlrzedne
geograficzne, warunki atmosferyczne), wyniki obserwacyi i ich
opracowanie oraz ocene dokladnosci uzyskanych rezultatow.
W przypadku zastosowania metody fotograficznej nalezy
dotgczyc negatyw lub fotografie albo wydruk komputerowy
zdjecia.

1. Wykonaj zdjecie dowolnie wybranego obszaru sfery
niebieskiej, dowolnym aparatem fotograficznym z dowolnym
obiektywem. Na wykonanym zdjeciu zidentyfikuj gwiazdy
fotografowanego obszaru sfery niebieskiej. Znajdz taka pare

gwiazd, ktéra pozwoli okresli¢é maksymalna, uzyskang,

na zdjeciu, rozdzielczo$é. Wyznacz zasieg zdjecia. Poréwnaj
uzyskane wyniki z rozdzielczoscig, i zasiegiem obliczonymi
ze wzoréw. Przedyskutuj uzyskane wyniki.

2. Za pomoca gnomonu wyznacz moment poludnia
prawdziwego. Opisz dokladnie sposéb pomiaru. Nastepnie
oblicz moment poludnia prawdziwego dla tej samej daty

i miejsca obserwacji oraz poréwnaj z wynikami pomiaru.
Przedyskutuj uzyskane wyniki. Do rozwigzania dotacz
fotografie gnomonu.

3. Jako rozwiazanie zadania obserwacyjnego mozna réwniez
nadestaé opracowane wyniki innych wlasnych obserwacji
prowadzonych w ostatnim roku.

Rozwigzanie jednego zadania obserwacyjnego nalezy nadesltaé wraz z rozwigzaniami drugiej serii zadan

zawodo6w I stopnia — do dnia 12 listopada 2008 r.

INFORMACJE REGULAMINOWE

1. Olimpiada Astronomiczna jest organizowana dla uczniéw
szkot ponadgimnazjalnych.

2. Zawody olimpiady sa tréjstopniowe. W zawodach

I stopnia (szkolnych) kazdy uczestnik rozwiazuje dwie serie
zadan, w tym zadanie obserwacyjne. Rozwiazywanie zadan
zawodéw II stopnia i I1I stopnia odbywa sie w warunkach
kontrolowanej samodzielno$ci.

3. W pierwszej serii zadan zawod6éw I stopnia nalezy
nadestaé, do 13 pazdziernika 2008 r, rozwigzania 3 zadan
dowolnie wybranych przez uczestnika sposréd zestawu
zawierajacego 4 zadania.

4. Uczniowie, ktérzy przysla rozwigzania zadan pierwszej
serii, otrzymaja do konca pazdziernika biezacego roku

13

tematy drugiej serii zadan. Zadania obydwu serii beda
roéwniez umieszczane na stronie internetowej olimpiady:
http://planetarium.chorzow.net.pl

5. Rozwiazanie zadania obserwacyjnego nalezy przestaé wraz
z rozwigzaniami zadan drugiej serii zawodéw

I stopnia, do 12 listopada 2008 r. Decyduje data stempla
pocztowego. Nadestanie rozwigzania zadania obserwacyjnego
jest warunkiem koniecznym dalszego udziatu w olimpiadzie.

6. W przypadku nadestania rozwigzan wigkszej liczby zadan
z danego zestawu do klasyfikacji zaliczane beda rozwigzania
ocenione najwyzej (po trzy zadania z kazdej serii i jedno
zadanie obserwacyjne).



7. Rozwiazania zadan zawodéw I stopnia nalezy przestaé za
posrednictwem szkoly pod adresem:

KOMITET GELOWNY OLIMPIADY ASTRONOMICZNEJ
Planetarium élqskie

41-500 Chorzéw, skr. poczt. 10

w terminach podanych w p. 3 i 5. Decyduje data stempla
pocztowego.

8. Rozwiazania zadan powinny by¢ krétkie i zwiezle,

ale z wystarczajacym uzasadnieniem. W przypadku
polecenia samodzielnego wyszukania danych nalezy podaé
ich zrédlo. Jako dane traktuje sie réwniez podrecznikowe
stale astronomiczne i fizyczne.

9. Rozwiazanie kazdego zadania nalezy napisac¢

na oddzielnym arkuszu papieru formatu A-4. Kazdy arkusz
oraz wszelkie zataczniki (mapki, wykresy, tabele itp.) nalezy
podpisa¢ imieniem i nazwiskiem. W nagtéwku zadania

o najnizszej numeracji nalezy umiesci¢ dodatkowo: peina
nazwe szkotly, jej adres, klase i jej profil oraz adres prywatny
(z kodami pocztowymi).

Dodatkowo do rozwigzan pierwszej serii zadan nalezy
dolaczyé na osobnej kartce nastepujace informacje: imie

i nazwisko, rok urodzenia, nazwa szkoty wraz z jej imieniem,
adres szkoly (z kodem pocztowym i nazwa wojewodztwa),
klasa, profil klasy, adres prywatny (z kodem pocztowym),
nazwisko nauczyciela fizyki z astronomia i ewentualnie
opiekuna przygotowujacego do olimpiady.

10. Zawody II stopnia odbedg si¢ 14 stycznia 2008 r.
Zawody III stopnia odbeda si¢ w dniach od 6 do 9 marca
2008 r.

11. Powiadomienia o zakwalifikowaniu do zawoddw
kolejnych stopni otrzymaja jedynie uczniowie awansujacy.
12. O uprawnieniach w przyjmowaniu na wyzsze uczelnie
laureatéw i finalistéw olimpiady decyduja senaty uczelni.
Informacje na ten temat sa umieszczane na ich stronach
internetowych.

ZALECANA LITERATURA

e obowiazujace w szkotach podreczniki do przedmiotéw
$cistych;

e H. Chrupata, M.T. Szczepanski, 25 lat olimpiad
astronomicznych;

e Zadania olimpiad astronomicznych XXVI-XXXV (w dwbch
czedciach);

e H. Chrupata, J. Kreiner, M. Szczepanski, Zadania
z astronomit z rozwigzaniami;

e J.M. Kreiner, Astronomia z astrofizyka;

e D. H. Levy, NIEBO - Poradnik uzytkownika;
e E. Rybka, Astronomia ogdlna;
e Stownik szkolny — Astronomia — praca zbiorowa,

e Encyklopedia szkolna — fizyka z astronomiq — praca
zbiorowa;

e atlas nieba;
e obrotowa mapa nieba;

e czasopisma: Delta, Fizyka w Szkole, Swiat Nauki,
Urania — Postepy Astronomii, Wiedza i Zycie.

IV OLIMPIADA MATEMATYCZNA
GIMNAZJALISTOW

Zawody stopnia pierwszego Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistéw polegaja
na rozwiazywaniu przez uczniéw siedmiu zadan. Uczestnicy moga korzystaé z ksigzek,
konsultowaé si¢ z nauczycielem, jednak musza rozwigzywaé zadania samodzielnie.

Nie jest konieczne rozwigzanie wszystkich zadan. Uczen, ktéry rozwiaze czes$¢ z nich,

takze moze zostaé¢ zakwalifikowany do zawodow stopnia drugiego.

Rozwiazania poszczegblnych zadan nalezy zapisa¢ jednostronnie na oddzielnych
arkuszach formatu A4. Na kazdej kartce z rozwiazaniem nalezy podaé nastepujace
informacje: w prawym gérnym rogu numer zadania, w lewym gérnym rogu dane
uczestnika: imie i nazwisko, adres domowy, adres e-mail, nazwa i adres szkoly, klasa.

Rozwiazania zadan nalezy przestaé¢ do koordynatora okregowego, wlasciwego
terytorialnie dla szkoly. Adresy koordynatoréw, informacje o kwalifikacji do zawodéw
stopnia drugiego, zadania z poprzednich edycji OMG oraz inne biezace informacje
mozna znalez¢é w Internecie pod adresem www.om.edu.pl/omg

Zachecamy Gimnazjalistéw do wziecia udzialu w zawodach.

Uwaga: Poczawszy od tegorocznej edycji, uczniowie przesylaja swoje prace
bezposrednio do koordynatora, bez uprzedniej oceny rozwiazan przez nauczyciela

matematyki.

Terminarz IV Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistéw

e termin przestania rozwiazan zadan zawodéw I stopnia do koordynatora okregowego:
27 pazdziernika 2008 r. (decyduje data stempla pocztowego)

e termin zawodéw II stopnia: 17 stycznia 2009 r.

e termin zawodéw III stopnia: 14 marca 2009 r.
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ZAWODY STOPNIA PIERWSZEGO
1 wrzeénia 2008 r. — 27 pazdziernika 2008 r.

1. Wyznacz w zaleznoéci od parametru a liczbe rozwigzan
uktadu réwnan
lz| +yl =1
lz| +a=y

2. Dany jest prostopadtoécian o podstawie kwadratowe;.
Przekatna tego prostopadloscianu ma dtugosé d, a jego pole
powierzchni jest réwne b. Oblicz sume diugosci wszystkich
krawedzi prostopadloscianu.

3. Dany jest kwadrat ABC'D o boku 1 oraz prosta ¢
przechodzaca przez jego srodek. Niech a, b, ¢, d oznaczaja,
odpowiednio odlegltosci punktéw A, B, C, D od prostej £.
Wykaz, ze

A+ +lE+dE=1.

4. Wyznacz wszystkie takie pary (a,b) dodatnich liczb
catkowitych, ze liczba a + b jest liczba pierwsza oraz liczba
a® + b? jest podzielna przez 3.

5. W tréjkacie ABC' dwusieczna kata AC B przecina bok
AB w punkcie D. Dtugoéci bokéw BC i AC sa réowne
odpowiednio a i b, a dtugo$é odcinka C'D jest réwna d.
Wykaz, ze

2ab

a+b’
6. Kazdy punkt plaszczyzny pokolorowano na niebiesko
lub czerwono. Udowodnij, ze istnieje tréjkat prostokatny
rownoramienny, ktérego wierzchotki sa tego samego koloru.

d<

7. Czy istnieje taki wieloscian, ktérego rzuty prostokatne
na pewne trzy plaszczyzny sa odpowiednio czworokatem,
szesciokatem i osmiokatem? OdpowiedZz uzasadnij.

LX OLIMPIADA MATEMATYCZNA
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I SERIA

1. Na niektérych polach szachownicy rozmiaru m x n
ustawiono wieze. Wiadomo, ze dowolna wieza znajduje sie
w polu razenia co najwyzej dwoch innych wiez.
Wyznaczyé, w zaleznosci od m, n > 2, najwieksza liczbe wiez
na szachownicy, dla ktérej taka sytuacja jest mozliwa.
2. Dana jest liczba catkowita n > 2. Niech r1, ro, 73, ...,
rn—1 beda odpowiednio resztami z dzielenia liczb

1, 142, 14243, ..., 142+...+(n—1)

przez n. Znalezé wszystkie takie wartosci n, ze ciag
(r1,72,73,...,7n—1) jest permutacja ciagu (1,2,3,...,n —1).

3. Okrag wpisany w trojkat ABC jest styczny do bokéw
BC, CA, AB odpowiednio w punktach D, E, F. Punkty
M, N, J sa odpowiednio srodkami okregéw wpisanych

w trojkaty AEF, BDF, DEF. Dowie$¢, ze punkty F i J
sa symetryczne wzgledem prostej M N.

4. Udowodnié, ze dla dowolnych nieujemnych liczb
rzeczywistych a, b, ¢ prawdziwa jest nieréwnosé

4(Va3b® + Vb33 + Veda3) < 4 + (a+ b)®.

II SERIA

5. Dla kazdej liczby catkowitej n > 1 wyznaczy¢ najwigksza
mozliwa liczbe réznych podzbioréw zbioru {1,2,3,...,n}

o nastepujacej wlasnosci: Dowolne dwa z tych podzbioréw
albo sg rozlaczne, albo jeden z nich zawiera sie w drugim.

6. Dany jest tréjkat ABC, w ktéorym AB = AC. Na
pétprostych AB™ i AC™ obrano odpowiednio takie punkty
K i L lezace poza bokami trdjkata, ze

4-BK -CL = BC?.
Punkt M jest érodkiem boku BC. Proste KM i LM
przecinaja po raz drugi okrag opisany na tréjkacie AKL
odpowiednio w punktach P i Q. Wykazaé, ze proste PQ
i BC' s rownolegte.
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7. Ciag liczb catkowitych fo, fi, fo,
warunki: fo =0, fi =1,

fn = fnfl + fn72

Znalez¢ wszystkie wielomiany W o wspétczynnikach
catkowitych, majace nastepujaca wlasnosé: Dla kazdego
n=0,1,2,... istnieje taka liczba calkowita k, ze W (k) = fx.

8. Przekatne podstawy ABCD ostrostupa ABCDS
przecinaja si¢ pod katem prostym w punkcie H, bedacym
spodkiem wysokosci ostrostupa. Niech K, L, M, N beda
rzutami prostokatnymi punktu H odpowiednio na $ciany
ABS, BCS, CDS, DAS. Dowiesé, ze proste KL, MN i AC
sa réwnolegte lub przecinaja si¢ w jednym punkcie.

... jest okreslony przez

dlan=2,3,4,....



III SERIA

9. Dana jest tablica 2008 x 2008. Dwaj gracze na przemian
wykonuja ruchy, z ktérych kazdy polega na wybraniu biatego

11. Udowodnié, ze dla dowolnych liczb catkowitych
k > m > 1 spelniona jest nieréwnosé

albo czarnego pionka i postawieniu go na wybranym wolnym YEl k
polu. Wygrywa ten, ktérego ruch doprowadzil do powstania
ciagu 5 kolejnych pionkéw tego samego koloru w linii
pionowej, poziomej lub ukosne;j.

W < E
12. Dana jest liczba pierwsza p. Po lewej stronie tablicy
napisano liczby 1, 2, 3, ..., p — 1, za$ po prawej stronie
liczbe 0. Wykonujemy ciag p — 1 ruchdw, z ktérych kazdy
przebiega nastepujaco: Wybieramy jedna z liczb napisanych
po lewej stronie tablicy, dodajemy ja do wszystkich
pozostalych liczb na tablicy, po czym wymazujemy wybrana
liczbe.

Zbadaé, czy istnieje strategia dla gracza rozpoczynajacego
gre zapewniajaca mu zwyciestwo.

10. Punkt P jest $rodkiem krétszego tuku BC okregu
opisanego na tréjkacie ABC, w ktérym <« BAC = 60°. Punkt
M jest srodkiem odcinka taczacego srodki dwdch okregdw
dopisanych do danego tréjkata, stycznych odpowiednio

do bokéw AB i AC. Wykazaé, 7 PM = 2- BP. Rozstrzygnaé, dla jakich wartosci p mozna w kolejnych

ruchach wybiera¢ liczby w taki sposob, by liczba pozostata
na tablicy po wykonaniu wszystkich ruchéw byta podzielna
przez p.

Rozwigzania powyzszych zadati (kazde na osobnym arkuszu, pisane jednostronnie) nalezy wyslaé listem poleconym pod adresem komitetu
okregowego Olimpiady wlasciwego terytorialnie dla szkoly, najpéiniej dnia 3 pazdziernika 2008 r. — I seria, 3 listopada 2008 r. —
II seria, 3 grudnia 2008 r. — III seria (decyduje data stempla pocztowego). Rozwigzania przestane w terminie pézniejszym nie bedq
rozpatrywane.

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje mozna znalezé w internecie pod adresem: www.om.edu.pl

ADRESY KOMITETOW OKREGOWYCH OLIMPIADY MATEMATY CZNEJ

Dla wojewédztwa pomorskiego: KOOM — Instytut Matematyki Uniwersytetu Gdanskiego, ul. Wita Stwosza 57,

80-952 Gdansk.

Dla wojewédztwa glaskiego: KOOM — Instytut Matematyki Uniwersytetu Slaskiego, ul. Bankowa 14, 40-007 Katowice.
Dla wojewédztwa matopolskiego: KOOM — Instytut Matematyki Uniwersytetu Jagielloniskiego, ul. Reymonta 4,

30-059 Krakow.

Dla wojewddztwa lubelskiego i podkarpackiego: KOOM — Oddzial Lubelski Polskiego Towarzystwa Matematycznego,

pl. Marii Sktodowskiej-Curie 1 (Wiezowiec Fizyki), 20-031 Lublin.

Dla wojewédztwa tédzkiego i wietokrzyskiego: KOOM — Wydziat Matematyki Uniwersytetu Lédzkiego, ul. Banacha 22,
90-238 Lodz.

Dla wojewddztwa wielkopolskiego: KOOM — Wydzial Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Adama Mickiewicza,

ul. Umultowska 87, 61-614 Poznan.

Dla wojewddztwa lubuskiego i zachodniopomorskiego: KOOM — Uniwersytet Szczecinski, Instytut Matematyki,

ul. Wielkopolska 15, 70-451 Szczecin.

Dla wojewédztwa kujawsko-pomorskiego i warminsko-mazurskiego: KOOM — Wydzial Matematyki i Informatyki
Uniwersytetu Mikotaja Kopernika, ul. Chopina 12/18, 87-100 Torur.

Dla wojewddztwa mazowieckiego i podlaskiego: KOOM — Instytut Matematyczny PAN, ul. Sniadeckich 8, 00-956 Warszawa.
Dla wojewddztwa dolnoslaskiego i opolskiego:

KOOM - Instytut Matematyczny Uniwersytetu Wroctawskiego, pl. Grunwaldzki 2/4, 50-384 Wroclaw.

ADRESY KOMITETOW OKREGOWYCH OLIMPIADY FIZYCZNEJ

KOOF w Bialymstoku, ul. Lipowa 41, 15-224 Bialystok (woj. podlaskie, powiaty: ketrzynski, mragowski, piski, gizycki,
olecko-gotdapski, elcki).

KOOF w Czestochowie, Al. Armii Krajowej 13/15, 42-201 Czestochowa (woj. opolskie, woj. $wietokrzyskie, powiaty:
czestochowski, ktobucki, lubliniecki, myszkowski).

KOOF w Gdansku, ul. Narutowicza 11/12, 80-952 Gdansk-Wrzeszcz (woj. pomorskie, woj. warminisko-mazurskie

z wylaczeniem powiatéw: ketrzyniskiego, mragowskiego, piskiego, gizyckiego, olecko-gotdapskiego, etckiego).

KOOF w Gliwicach, ul. Bolestawa Krzywoustego 2, 44-100 Gliwice (woj. katowickie z wylaczeniem powiatéw:
czestochowskiego, ktobuckiego, lublinieckiego, myszkowskiego).

KOOF w Krakowie, ul. Reymonta 4, 30-059 Krakéw (woj. matopolskie).

KOOF w Lublinie, pl. Marii Sktodowskiej-Curie 1, 20-031 Lublin (woj. lubelskie).

KOOF w Lodzi, ul. Pomorska 149, 90-236 £6dz (woj. todzkie).

KOOF w Poznaniu, ul. Umultowska 85, 60-780 Poznan (woj. wielkopolskie).

KOOF w Rzeszowie, ul. Reytana 16A, 35-310 Razeszéw (woj. podkarpackie).

KOOF w Szczecinie, ul. Wielkopolska 15, 70-451 Szczecin (woj. zachodnio-pomorskie, woj. lubuskie).

KOOF w Toruniu, ul. Grudziadzka 5, 87-100 Torun (woj. kujawsko-pomorskie).

KOOF w Warszawie, ul. Koszykowa 75, 00-662 Warszawa (woj. mazowieckie).

KOOF we Wroctawiu, pl. M. Borna 9, 50-205 Wroctaw (woj. dolnoslaskie).
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Informatyczny kacik olimpijski (12) — najdtuzszy wspdlny podciag inaczej

W tym kaciku przyjrzymy sie z troche innej perspektywy bardzo znanemu

zadaniu.

Mamy dane dwa ciagi, Ay, ..

., A, oraz By, ..., B,,. Zadanie polega na

znalezieniu najdtuzszego wspolnego podciggu tych dwoéch ciagoéw, czyli

Rozwigzanie zadania F 723.
Zatézmy, ze ni¢ wydluzyla sie o Al.
Wtedy caty uklad opusci si¢ o 3Al,

a érodek cigzkosci o 3Al. Praca
wydatkowana na przesuniecie srodka
cigzkodci jest réwna pracy rozciggnigcia
nici, czyli

3
EQAI = NAI.
Otrzymujemy stad, ze

Nﬁ:’,Q
=@

. A; i By, B, ..

najdhuzszego ciagu, bedacego jednoczesnie podciggiem A i B.

Wielu Czytelnikéw zapewne zna juz rozwiazanie. Oblicza si¢ w tym celu
tablice T', taka ze T; ; jest dlugoscia najdiuzszego wspélnego podciagu
fragmentow Aq, Ao, ..
W przeciwnym przypadku, jesli A; = By, to 15 ; = Tj—1,j—1 + 1. W konicu, jesli
nie zachodzi zaden z poprzednich przypadkéw, to T; ; = max(T; j—1,Ti—1,;)-

W ten sposéb, po wykonaniu O(nm) krokéw, otrzymujemy wartosé¢ Ty, .

Jedli najpierw obliczymy pierwszy wiersz tablicy T', nastepnie drugi itd. (lub,
analogicznie, najpierw pierwsza kolumne, potem druga itd.), to bedziemy siegaé
do komérek obliczonych najwyzej m (lub n) krokéw temu — a wiec zlozonosé

., Bj. Jeslii =01ub j =0, to Tj; = 0.

pamieciowa mozemy ograniczy¢ do O(min(n,m)).

FLatwo poszlo! No dobrze, a teraz zmienmy wariant. Zalézmy, ze mamy
gwarancje, iz zaden element nie wystepuje wiecej niz k razy ani w A, ani w B.
Mozemy oczywiscie pozostaé¢ przy naszym rozwiazaniu. Ale mozna tez znalezé

lepsze!

Gdzie tak naprawde w poprzednim rozwiazaniu dzieje
sie cala ,magia” — innymi slowy, w ktérym momencie
tak naprawde odnajdujemy fragmenty ciagéw, ktore

do siebie pasuja? Oczywiscie wtedy, gdy dodajemy
jedynke — czyli w momencie, kiedy wykonujemy operacje
T;; =Ti—1,j—1 + 1. Gdyby pomina¢ ten jeden krok,

to jedynym, co by$my robili, bytoby ,przepisywanie”
dotychczas uzyskanych wynikéw do kolejnych komorek
tablicy.

Ograniczenie liczby wystapien tego samego symbolu
daje tez ograniczenie liczby wykonan operacji

T;; = Ti—1,—1 + 1. Jedli wybierzemy okreslone i, to
ile jest takich j, dla ktérych wykonamy ten krok?
Oczywiscie k, poniewaz wykonujemy go tylko wtedy,
gdy A; = B;. A wiec, globalnie, skoro 1 <7 < n, to
liczba takich krokéw w calym przebiegu algorytmu
jest ograniczona przez kn (jesli z kolei oszacujemy

z ,drugiej strony” — tj. zapytamy, ile jest takich 4
dla okreslonego j, ze A; = Bj, to otrzymamy drugie
ograniczenie, km).

Jakie zadanie z kolei spelnia reszta obliczen?
Powiedzmy, ze para indekséw (i, j) jest pasujgca,

jesli A; = Bj. W pozostalych krokach — w pewnym
sensie — kojarzymy pary pasujgce (i,j) w ciagi rosnace
(il,jl), (ig,jg), ..., czyli takie, ze i1 <19 < ..., oraz

71 < jJo < .... W oryginalnym problemie takich par byto
duzo — dokladniej, mogto ich byé nawet nm, jesli na
wszystkich pozycjach w obu ciggach znajdowalby sie
ten sam element. Sprobujemy wykorzysta¢ ograniczenie
ich liczby, aby przyspieszy¢ algorytm.

Na poczatek nalezaloby wyznaczyé¢ wszystkie pary
pasujgce. Mozna to robi¢ na wiele sposobow —

jednym z nich jest wrzucenie indekséw do kubetkow
odpowiadajacych elementom ciagdéw (mozna to zrobié,
przegladajac raz kazdy z ciagdéw). Potem w kazdym
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kubelku taczymy indeksy z ciagu A z kazdym indeksem
w ciagu B.

Naszym celem jest ustawienie jak najwiekszego
podzbioru par pasujgcych w ciag rosnacy.
W szczegdlnosci, jedli wezmiemy tylko pierwsze
wspolrzedne tych par, to tez musza one tworzy¢ ciag
rosnacy. Uporzadkujmy wiec pary wedlug pierwszej
wspolrzednej. Teraz szukamy takiego podciagu tych
par, zeby roznily si¢ na pierwszych wspotrzednych, i aby
drugie wspotrzedne tworzyly ciag rosnacy. W tym celu
zmienmy jeszcze troche sposéb uporzadkowania par —
niech

(i1,71) < (i2,J2) <= i1 <id2V (i1 = i2 A j1 > j2.)
Taka relacja na pewno porzadkuje pary rosnaco
wedlug pierwszej wspélrzednej. Co wiecej, jesli (iq, ja)
poprzedza w tym porzadku (ip, jp) 1 jo < Jb, to TéWniez
iq < ip. W takim razie, po posortowaniu par pasujgcych
wzgledem tak zdefiniowanego porzadku szukamy
podciagu par, ktéry spekia tylko jeden warunek —
drugie wspélrzedne maja tworzy¢ cigg rosnacy. Tym
samym sprowadziliémy nasz problem do problemu
znajdowania najdtuzszego podciggu rosnacego.

Dla problemu znajdowania najdtuzszego podciagu
rosnacego ciggu @ istnieja znane algorytmy, dzialajace
w czasie O(||@Q] log||@Q]|) (o tym problemie byla tez
mowa w Logomotywach, Delta 7/2008). W naszym
przypadku daje to czas O(k min(n, m)log(k min(n,m)))
— co, dla odpowiednio malych k, jest ulepszeniem

w stosunku do O(nm). W kolejnym odcinku oméwimy
jeden z takich algorytméw. Bedzie on wykorzystywat
ciekawa, prosta do zaimplementowania strukture
danych, przydatna nie tylko w tym, ale i w wielu innych
zadaniach.

Filip WOLSKI



Zmodyfikowane wielomiany i twierdzenie Erdosa
Czeslaw BAGINSKI*, Edmund R. PUCZYEOWSKI**

*Wydzial Informatyki, Politechnika Nierzadko zdarza sie, ze elementarnie brzmiace twierdzenie matematyczne ma
Bialostock . y . o L :

tatostocka skomplikowany dowdéd wymagajacy rozwazenia pewnej liczby szczegélnych
“*Instytut Matematyki, Uniwersytet przypadkéw. I chociaz samo twierdzenie moze by¢ piekne i mie¢ wiele waloréw,

Warszawski ucigzliwy nudny dowdd to piekno moze zamazywaé. Na szczeScie, czasami

cala skomplikowana kombinatoryke mozna wyeliminowaé zrecznie dobrang
algebraiczng konstrukcja. W niniejszej notce chcielibyémy to zademonstrowaé
na przykladzie dowodu nastepujacego twierdzenia Erdésa.

Jezeli p jest liczbg pierwszq, to z dowolnego zbioru 2p — 1 liczb catkowitych mozna
wybrac p liczb, ktorych suma jest podzielna przez p.

W dowodzie wykorzystamy pewne zmodyfikowane wielomiany dwéch zmiennych,
ktoére teraz opiszemy. Na poczatek, przez Z, oznaczmy zbiér liczb 0,1,...,p—1
i wprowadZmy w nim operacje dodawania i mnozenia:

a ® b= reszta z dzielenia a + b przez p,

a ®b = reszta z dzielenia a - b przez p.

& Wiasnosci tak okreslonych dzialan sa podobne do wlasnosci zwyklych dzialan
Rozwigzanie zadania F 724. dodawania i mnozenia liczb (sa one np. przemienne i laczne). W jakims$ sensie
Pocisk wzniesie si¢ na wysokosé .. . . . , .
; sa one nawet prostsze. Na przyklad, niejednego ucznia moze ucieszy¢ to, ze
u . . . .
H=o dla dowolnych a,b € Zj, (a @ b)P = a? & bP. Odnotujmy tez, ze w Z,, zachodzi

1 (p—1) =0. W efekcie p — 1 oznaczamy przez —1.

gdzie u to predkos$é pocisku po przebiciu
kuli. Z prawa zachowania pedu mamy, ze

Przez G oznaczymy zbiér wszystkich jednomianéw dwoch zmiennych z i vy,

mu =my = MV =mv — My/2gh, ktorych stopien ze wzgledu na kazda ze zmiennych nie przekracza p — 1,

zatem " tzn. G = {2%y7 : 0<i,j < p—1}. W zbiorze tym wprowadzamy zwykla
u=v— —1/2gh operacje mnozenia jednomianéw, ale w trosce o to, by iloczyn dwéch dowolnych
Stad otrzymujemy, ze: elementéw z G nalezal do G, wyktadniki redukujemy modulo p. Innymi stowy
(v— M \/Qg_h)z przyjmujemy, ze zP = 1 = yP. Oczywiscie przyjmujemy takze 2° = 3% = 1.
= T Nietrudno zauwazy¢, ze dla dowolnego g € G, jesli g # 1, to ¢" = 1 wtedy i tylko

wtedy, gdy p dzieli n.

Teraz przez Z,|G] oznaczymy zbiér wszystkich wielomianéw zmiennych z i y,
o wspoétczynnikach nalezacych do Z,, ktérych stopnie ze wzgledu na kazda

ze zmiennych nie przekraczaja p — 1:
ﬁ p—1
Rozwigzanie zadania M 1218. ZP[G] = { E aijzzyj DA € Zp}.
OdpowiedZ: Takie ponumerowanie nie i,j=0
istnieje.

Takie wielomiany mozemy dodawac i mnozy¢, tak jak dodaje si¢ i mnozy
zwykle wielomiany liczbowe, tyle, ze wprowadzamy dodatkowsa regule, ze jesli
w wyniku mnozenia pojawia sie jednomiany 2*3', gdzie wykladniki k& lub

Zalézmy, ze kolejne wierzchotki 20-kata
foremnego sa ponumerowane liczbami
ai,az,...,a. Wtedy

a1 + az + as + as < 42 l sa wieksze od p — 1, to najpierw takie wyktadniki redukujemy modulo p,
az +as +as +as < 42 a nastepnie w otrzymanym wielomianie redukujemy wyrazy podobne. Ponadto
) o wspolezynniki wielomianéw mnozymy i dodajemy wedlug regul dzialan w Z,,.

az0 + a1 + a2 + az < 42

Dodajgc nieréwnosci () stronami,

Dzialania okreslone w Z,[G] maja wlasnosci podobne do podstawowych
wlasnosci dziatan na wielomianach o wspétczynnikach liczbowych. Tutaj jednak

uzyskujemy zaleznosé . , . . . , . L,
iloczyn dwdéch niezerowych wielomianéw moze by¢ rowny zero.

4-(a1+az2+...+az)<20-42,
ktéra z kolei jest réwnowazma nieréwnosci W zbiorze Z,[G] rozwazmy zbiér w(G) wszystkich wielomianéw postaci
4-(1+2+...4+20) < 20-42, p—1 o
(i — , ,
czyli 840 < 840. > aii(z'y 1). Zauwazmy, ze

1,j=0
Wobec tego al zpat é
obec ego‘d?y .rvo71.)‘1 rywane o $kyl 1= (.’L’k o 1)yl + yl 1=
ponumerowanie istnialo, w nieréwnosciach 3 k1N ] 9 -1
(%) musza zachodzi¢ réwnosci. Stad = ((E — 1)(1 +rx+x°+...+x )y + (y — 1)(1 + Yy + Yy + ...+ Y ) =
w szczegdlnosei uzyskujemy = (.17 — 1)@ + (y — 1)6

Grtaxtastar=atastant s, (ly odpowiednich a, B € Z,[G]. Wynika stad, ze jeéli a, ..., a, € w(G), to

li a; = as. Otr li$ $¢, . , . . . .
iy wezysthie lisby ar e, am s (L7 +++” Qn jost suma elementow postaci (& —1)™(y —1)"¢, gdzie m, 7 sq liczbami
yz 2y St 48 1,d2,...,020 5 . . . . . e e . . .
réime. calkowitymi nieujemnymi takimi, ze m 4+ r = n oraz ¢ € Z,[G]. Zauwazmy takze,
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ze (x —1)P =aP — 17 =0 = (y — 1)P, a zatem jesli m > p, to
(x—1)™=(y—1)™ =0. Jedli teraz aq, ..., a1 € W(G), to

Qp Qg ... Qp_1 =0.
Rzeczywiscie, po uwzglednieniu postaci czynnikéw i ich wymnozeniu, iloczyn po
lewej stronie tej réwnosci stanie sie suma elementéw postaci (z — 1)™(y — 1)"¢,
gdzie m + r = 2p — 1. Zatem albo m > p, albo r > p, co oznacza, ze kazdy
skladnik tej sumy jest réwny zero.

Wyposazeni w te wiedze¢ mozemy przystapi¢ do dowodu twierdzenia Erdosa.

% S A Zalézmy wiec, ze ni,na, ..., Nn2p—1 53 danymi liczbami catkowitymi. Mozemy je
C zastapic ich resztami modulo p i zalozy¢, ze sa one nieujemne i nie przekraczaja

p — 1. Niech

g1 ="y, go =2y, ... g1 =2a"* "y
2 Oczywiscie g1 — 1,92 — 1,...,92p-1 — 1 € w(G).
[ 4

pb Zatem (g1 —1)(g2 — 1) - ... (g2p—1 — 1) = 0. Rozwijajac lewg strone tej
i réwnosci, otrzymamy wielomian, ktory jest suma —1 oraz jednomianéw
/ postaci £g;, ... gi,, gdzie k nie przekracza 2p — 1. Zauwazmy, ze w sklad
/ wyrazu wolnego tego wielomianu wchodza oprécz —1 jednomiany, dla ktérych
/ 9i1Gis * - - -+ 9i, = 1. Poniewaz jest on réwny 0, wiec dla pewnego k oraz
il,ig,...,ik takich, ze 1 < k,il,ig,...,ik < 2p— ]., mamy gi, Giy * -« Gy, = 1.
To za$ oznacza, ze x™i Tzt Fricyk — 1 W efekcie g™ Tzt i = 1
oraz y* = 1. Z tych réwnosci wynika, ze k oraz n;, +n;, + ... +n;, sa
podzielne przez p. Poniewaz jednak 1 < k < 2p — 1, wiec k = p. Zatem suma,
Ngy + Ny + ...+ ng,, p sposrdd liczb ny,na, ..., n2p_1 jest podzielna przez p
i dowéd zostal zakonczony.

Rozwigzania zadan lingwistycznych
1. umi-kumama-hiku, lua iako me ka iwa, hiku iako me ka ono, mano me ka lua lau me ka iako me ka lima.

2. Z analizy przykladéw mozna doj$é do tego, ze jezyk ten postuguje sie systemem dwudziestkowym (inne mozliwe bazy —
widaé, ze w gre wchodza tylko dzielniki szesédziesiatki — tatwo wykluczy¢). Liczebniki ,n-nascie” z zadania sa tworzone jako
10(la”)+n. Dwudziestki (,kal”) z rzedem jednosci laczy wyraz yete. Zatem: 43=ka kal yete o8, 72=08 kal yete la ka,
100=ho kal, 139=uak kal yete la bolon, 355=la uuk kal yete la ho, 360=la uasak kal.

3. Mansyjskie nazwy liczebnikéw tworzone sa w nastepujacy sposob:

5 at 50 atlow

6 x0t 60 xOtlow

8 nollow 80 nolsat

9 ontollow 90 ontolsat
10+ « a-xujplow 100« a-sat
10(8—1) + « (1083) nopel « 100(6 — 1) + « (1008)-n «
90 + « 90« 900 4+ o 900

a) 405, 76, 819; b) xdtlow nopel fiollow, fiolsat, nollowsatn xotxujplow.

4. Nazewnictwo liczebnikéw bazuje na systemie dwudziestkowym (ogun X = 20 - X). Rzedy wymieniane sa w kolejnosci
rosnace] (jednosci, dziesiatki/dwudziestki). Liczby postaci 10(2n + 1) wyraza sie jako ewa din ogun (n + 1). Do/od pelnych
dziesiatek dodaje sie (I-) jednosci do 4 lub odejmuje (din) od 1 do 5. Zatem: a) 144, 45; b) okan, eje, eji l-ewa din ogun eta,

okan din ogun arun.

Rozwigzanie zadania M 1217.

Niech a bedzie dtugoscia boku szeiciokata ABCDEF. Woéwczas [ABCDEF) = $a*V/3, gdzie [F]
oznacza pole figury F.

Niech P bedzie punktem przeciecia prostych EF i AB, Q punktem przecigcia prostych AB i CD,

a R punktem przeciecia prostych CD i EF. Kazdy z tréjkatéw PFA, QBC, RDE jest réwnoboczny
o boku dlugosci a. Wobec tego tréjkaty SAB, SPA i SBQ majg réwne pola — kazdy z nich ma
podstawe dlugosci a i jednakowa wysoko$é opuszczong na te podstawe. Zatem [ABS]| = %[PQS] .
Analogicznie uzyskujemy réwnosci

[CDS] = %[QRS] oraz [EFS] = %[RPS].

Poniewaz tréjkat PQR jest réwnoboczny o boku 3a, wiec na mocy otrzymanych zaleznodci

uzyskujemy

[ABS] + [CDS] + [EFS] = %([PQS] + [QRS] + [RPS]) = %[PQR] = % . <3u)4~\/§ = %[ABCDEF].
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Badamy figury Lissajous
Stanistaw BEDNAREK

Obserwacja pewnych zjawisk fizycznych moze by¢ okazja, przy ktérej doznajemy
niezapomnianych wrazen estetycznych. Przyktadem takich zjawisk sa drgania
zlozone, powstajace w wyniku zsumowania wektorowego dwoch drgan prostych,
odbywajacych si¢ wzdtuz kierunkéw prostopadiych. Tory ruchow ciata

wykonujacego te drgania zlozone sa fascynujacymi liniami, ktére od nazwiska
ich odkrywcy, francuskiego fizyka zyjacego w latach 1822-1880, nazywane sa

figurami Lissajous.

Zeby otrzymaé figury Lissajous, potrzebne beda: wskaznik laserowy, tasma
klejaca, dwa brzeszczoty pitki do metalu, dwie srubki M5 x 35 z nakretkami,
klocek drewniany o rozmiarach 30 x 30 x 40 mm, nozyczki, punktak, mtotek,
kombinerki, linijka, wiertarka elektryczna z wierttem o Srednicy 5 mm, imadto
lub $ciskacz stolarski i plastelina.

Prace rozpoczniemy od przygotowania brzeszczotéw.
Bedzie ono polegato na wywierceniu w kazdym
brzeszczocie siedmiu otworéw o érednicy 5 mm
rozmieszczonych na jego osi co okoto 35 mm (rys. 1).

7 otw. @5 co 35 mm

 CEUmCHCHTHECRCRTR )

Rys. 1. Rozmieszczenie otworéw na brzeszczocie pitki do metalu.

W tym celu najpierw rysujemy o$ brzeszczotu

i zaznaczamy na niej polozenia otworéw, w ktérych
punktakiem wykonujemy wglebienia. Brzeszczot
mocujemy w imadle lub przyciskamy Sciskaczem
stolarskim i we wglebieniach wiercimy otwory.
Poshugujac sie wiertarka elektryczna, nalezy zachowac
szczegblng ostrozno$é. Mlodsi Czytelnicy powinni
skorzystaé przy tym z pomocy osoby dorostej. Mozna
zrezygnowaé z wiercenia dodatkowych otworow

i wykorzystaé tylko otwory wyciete fabrycznie na
koncach brzeszczotéw, ale wowcezas nie bedziemy mogli
zmieniaé czestotliwosci drgan przez zmiane dlugosci
drgajacej czedci brzeszczotu.

Nastepnie wiercimy dwa wzajemnie prostopadle otwory
o $rednicy 5 mm w klocku drewnianym, zgodnie
z rysunkiem 2.

ﬂ @5 E

40

Rys. 2. Wyglad klocka do polaczenia brzeszczotow.

W otwory na koncach brzeszczotéw wkladamy srubki
M35, a nastepnie Srubki te wktadamy do otwordw

w klocku i przykrecamy brzeszczoty nakretkami do
klocka (rys. 3).
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Rys. 3. Sposéb potlaczenia brzeszczotéow; k — klocek, s — §rubka,
n — nakretka, b — brzeszczot.

Wskaznik laserowy owijamy kilka razy tasma klejaca
przy wcisnietym przycisku, tak zeby swiecit on w sposéb
ciagly. Nastepnie przykladamy wskaznik laserowy

do brzeszczotu piltki do metalu w poblizu jego konica

i przyklejamy do tego brzeszczotu przez kilkakrotne
owiniecie tasma. Wskaznik powinien swieci¢ w kierunku
od klocka. Uzywajac wskaznika laserowego, nalezy
zachowa¢ daleko idacg ostrozno$c¢ i nie kierowaé jego
promienia bezposrednio do oka. Nie nalezy rowniez
kierowaé¢ promienia na blyszczace przedmioty, od
ktorych promien ulega odbiciu i moze trafi¢ do oka.

Jezeli mamy Sciskacz stolarski, to przymocowujemy nim
wolny koniec brzeszczotu do stolu w pozycji poziome;j

(rys. 4).

s/ b k b w P

Rys. 4. Poziome zamocowanie brzeszczotéw za pomoca $ciskacza;
k — klocek, b — brzeszczot, s — Sciskacz stolarski, w — wskaznik
laserowy, p — promien lasera.



Woéwczas figury Lissajous bedziemy mogli obserwowac
na pionowej Scianie, na ktéra pada promien wskaznika
laserowego. Majac dostep do imadta, mozemy wolny
koniec brzeszczotu zamocowaé w pozycji poziomej albo
pionowej. Po zamocowaniu pionowo promien wskaznika
laserowego bedzie padal na sufit i tam bedziemy mogli
obserwowaé figury Lissajous (rys. 5).

A

.

T

Rys. 5. Pionowe zamocowanie brzeszczotéw za pomocg imadtla,
i — imadlo, pozostale litery majg takie samo znaczenie, jak w opisie
rys. 4.

Przy zamocowaniu poziomym figury Lissajous
zobaczymy na pobliskiej $cianie, podobnie jak przy
zamocowaniu za pomocy $ciskacza.

W celu wytworzenia figur Lissajous jedna reka
naciskamy na klocek i w ten sposéb uginamy
zamocowany brzeszczot. Druga reka naciskamy wskaznik
laserowy, uginajac pozostaly brzeszczot. Puszczamy
swobodnie oba brzeszczoty, ktére pod dziataniem sit
sprezystosci wykonuja drgania w kierunkach wzajemnie
prostopadtych, wprawiajac wskaznik laserowy w ruch
zlozony. Promien tego wskaznika kresli figury Lissajous
na Scianie lub suficie.

W zbudowanym przez nas ukladzie mozemy zbadac
wplyw réznych czynnikéw na ksztalt otrzymywanych
figur Lissajous. Najlatwiej jest pokazaé wplyw
amplitudy, czyli maksymalnego wychylenia ciala
drgajacego z potozenia réwnowagi. W tym celu

jeden z brzeszczotéw uginamy bardziej niz drugi

i oba puszczamy swobodnie. Okazuje sie, ze wzrost
amplitudy powoduje wydluzenie toru ruchu wskaznika
laserowego. W przypadku, gdy czestotliwosci drgan

sg jednakowe, amplitudy réwne, a réznica faz, czyli
roznica poczatkowych katéw odchylenia wynosi zero,
figura Lissajous staje sie odcinkiem linii prostej,
nachylonym pod katem 45° (rys. 6a). Przy jednakowych
czestotliwosciach i amplitudach, ale réznicy faz réwnej
90° figura Lissajous jest okregiem (rys. 6b). Jezeli
natomiast réznica faz bedzie inna, to figura Lissajous
stanie si¢ elipsa (na rysunku 6¢ réznica jest réwna 45°).
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Rys. 6.

Whplyw czestotliwosci na ksztalt figur Lissajous
mozemy bada¢ dwoma sposobami. Pierwszy z nich
polega na zmianie czestotliwosci drgan przez

zmiane dlugoéci drgajacej czesci brzeszczotu. Jego
realizacja odbywa si¢ przez odkrecenie srubek M5,
wlozenie ich w otwory znajdujace si¢ dalej od koncéw
brzeszczotéw i ponownym dokreceniu nakretek (rys. 7).
W tym przypadku obowiazuje prawidlowosé, ze

im krétsza drgajaca cze$é brzeszczotu, tym wyzsza

jest jej czestotliwosé drgan. Drugi sposéb zmiany
czestotliwosci polega na zwigkszeniu masy drgajacej
czesci brzeszezotu. Mozna to osiggnaé w prosty sposob
przez oblepienie brzeszczotu w odpowiednim miejscu
plastelina (rys. 7). W tym przypadku obowiazuje
prawidlowo$é, ze im wieksza masa i im dalej od
punktu zamocowania brzeszczotu si¢ ona znajduje, tym
mniejsza jest jego czestotliwosé drgan.

P b s kn b P

= ::'_l.'l_lfz TT T T
2Jo-o- ditdlo -0y
T

Rys. 7. Sposéb potaczenia brzeszczotéw dla uzyskania zmiany
czestotliwosci; k — klocek, s — srubka, n — nakretka, b — brzeszczot,
p — plastelina.

Przy réznych czestotliwoéciach drgan ksztalt figur
Lissajous staje sie bardziej skomplikowany. Jezeli
czestotliwosci znacznie réznig sie, wowczas obserwuje
sie elipse podlegajaca ciaglej deformacji i ksztalt

figur Lissajous ulega rozmyciu. Gdy jednak stosunek
czestotliwosci réwny jest stosunkowi niewielkich liczb
naturalnych, np. 1:2, 2:3, to woéwczas powstaja krzywe
wykazujace interesujaca prawidlowosé. Stosunek liczby
punktéw stycznosci tych krzywych do bokéw opisanego
na nich prostokata réwna sie stosunkowi czestotliwosci
drgan (rys. 8). Prawidlowos$é ta pozwala wyznaczy¢
stosunek czestotliwosci na podstawie wygladu figury
Lissajous. Jezeli znana jest jedna z czestotliwo$ci,
wéwcezas mozna tatwo obliczyé druga. Wynika stad, ze
figury Lissajous maja nie tylko znaczenie estetyczne, ale
réwniez praktyczne.

Rys. 8. Figury Lissajous uzyskane dla réznych czestotliwosci drgan.



Klub 44

Skroét regulaminu

Termin nadsytania rozwigzan:
30 XI 2008

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspotczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
450 (WT = 3,25) i 451 (WT = 1,15)
z numeru 1/2008
Radostaw Poleski — Kotobrzeg 21,89
Krzysztof Magiera — Losiéow 16,00

i w ktoérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z fizyki nr 462, 463

Redaguje Jerzy B. BROJAN

462. Dwa statki spoczywaja obok siebie na morzu.

Jedli nie ma zadnego wiatru ani pradéw wody, to czy
oddzialywanie grawitacyjne spowoduje zblizenie si¢
statkéw (choéby bardzo powolne)? Czy odpowiedZ moze
zaleze¢ od rozkladu masy wewnatrz statkow?

463. Kulisty balonik zawiera lekki gaz i dzieki temu
unosi si¢ w powietrzu w stanie rownowagi. Jego
powloka rozciaga sie sprezyscie, a energia sprezystosci
jest proporcjonalna do powierzchni balonika (wtedy
nadwyzka ciSnienia we wnetrzu jest odwrotnie

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 5/2008

458. W jednorodnym polu magnetycznym o indukcji B = 0,208 T
biegna elektrony po linii srubowej (helisie). Rzut helisy na plaszczyzne
prostopadla do pola jest okregiem o promieniu r = 0,755 mm,

a czestotliwosé krazenia po tym okregu wynosi f = 5,77 GHz.

Ile wynosi skok helisy? Jaka jest dokladnosé¢ wyniku, jesli kazda

z podanych wielkodci jest znana z doktadnoscia do jednosci w ostatniej
podanej cyfrze? Masg i tadunek elektronu wziagé z tablic.

458. 7 przyréwnania silty Lorentza do sity dosrodkowej
wynika wzor na czestotliwosé krazenia elektronu
eB eB
= = /1 — v2/c2
f 2mm,  2wm vi/e,
gdzie m, jest ,masa relatywistyczng” (termin czesto
spotykany, lecz chyba niezupelnie poprawny). Stad

2
V=02 402 = & (1_ (27rfm> )7
eB

gdzie oznaczyliSmy prostopadta do pola sktadowa predkosci
jako v1, a réwnolegly jako ve. Dana warto$¢ promienia helisy
r pozwala wyznaczy¢ sktadowa v = 27 fr. Skok helisy s jest
dany wzorem s = voT = v2/f. Podstawiajac v z powyzszych
wzorbéw, otrzymujemy

2 2

s = (%) (1 — (27;]271) ) — (2nr)?.
Przyjmujac m = 9,108 - 103! kg oraz e = 1,602 - 10~ C,
znajdujemy s w granicach od zera do okoto 8 mm —
minimalng warto$¢ otrzymujemy w wyniku podstawienia
B =0,207 T, f = 5,78 GHz, a maksymalna dla przeciwnych
odchylen. Doktadno$é wyniku jest bardzo niska, gdyz
dana wartos¢ f jest tylko nieznacznie mniejsza od wartosci
nierelatywistycznej 5,82 GHz (otrzymanej z podstawienia
my =m), co w koficowym wzorze znajduje odbicie w tym,
ze odejmujemy od jedno$ci wielko$¢ nieznacznie od niej
mniejszg.
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proporcjonalna do promienia balonika — faktu tego
nie trzeba dowodzi¢). Jak zareaguje balonik - uniesie
sie do gory, opadnie, czy pozostanie w réwnowadze
— gdy temperatura wzrosnie, pozostajac jednakowa
wewnatrz i na zewnatrz? Jak zareaguje na wzrost
cisnienia zewnetrznego? Jaki powinien by¢ zwiazek
miedzy temperaturg a ciSnieniem zewnetrznym, aby
przy ich zmianie balonik pozostawal w réwnowadze?
Powloka jest cienka, a jej wladciwosci sprezyste nie
zmieniaja sie z temperatura.

Przypominamy tres¢ zadan:

459. Nad cieczg dielektryczng na wysokosci H umieszczono tadunek
punktowy, a w wyniku tego poziom cieczy pod tadunkiem podniést
sie na wysoko$é h (przy czym h < H). Na jaka wysoko$é podniesie
si¢ poziom cieczy, gdy podwoimy H? Rozmiary naczynia sg duze, tak
ze z dala od tadunku poziom cieczy pozostaje staly. Mozna przyjac
zalozenie upraszczajace: pole nad ciecza jest takie, jakby wszedzie
wokét tadunku byto tylko powietrze, a pole w cieczy — takie, jakby
cala przestrzen byta nia wypelniona.

459. Zgodnie z przyjetym zalozeniem wielko$é¢ D = epe, E
nie zalezy od tego, jaka czes¢ przestrzeni zajmuje ciecz,
i pozostaje réwna
D =Q/r*
(a w obszarze istotnym dla powstania ,gorki” jest réwna

Q/HZ). Energia pola elektrycznego na jednostke objetosci
wynosi

1 9 D
Zeoe E? = ,
2606 2e0er

zatem wprowadzenie cieczy o statej dielektrycznej e,
powoduje zmniejszenie tej energii o wielkos¢ proporcjonalng
do kwadratu D. Objetos¢ ,gorki”, przez ktora nalezy
pomnozyé¢ powyzsze wyrazenie, jest proporcjonalna do h®
(dalsze wnioski beda zreszta stuszne dla dowolnej zaleznosci
potegowej). Z drugiej strony, wzrost energii grawitacyjnej
cieczy jest réwny tej objetosci pomnozonej przez pgh/2
(jesli srodek masy ,gbrki” jest na wysokosci h/2; wartosé
utamka 1/2 znéw nie ma istotnego znaczenia) — zatem
proporcjonalny do h*. Caltkowita energia E. zalezy wiec od
h zgodnie ze wzorem

E.(h) = Ah* — BR®.
Ustalenie wysokosci h wynika z warunku minimum
catkowitej energii, skad otrzymujemy, ze h jest
proporcjonalne do B. Z kolei B jest proporcjonalne —
jak napisaliémy wyzej — do kwadratu D, czyli do 1/H4.
Podwojenie H spowoduje 16-krotny spadek wartosci h.



Klub 44 Zadania z matematyki nr 565, 566
Redaguje Marcin E. KUCZMA

® 565. Dany jest pieciokat wypukly ABCDE, w ktérym |<BAC| = |[<EAD],
|<BCA| = |x<EDA|, przy czym |AB| > |AE|. Przekatne AC i BD przecinaja
— sie w punkcie P; przekatne AD i CE przecinaja sie w punkcie . Dowiesc,
® ze odcinki AP i AQ maja jednakowa dtugo$é wtedy i tylko wtedy, gdy pole
trojkata AC'D jest érednia geometryczna pél tréjkatéw ABC i ADE.

566. Niech p bedzie liczba pierwsza wieksza od 3 i niech n = (47 — 1)/3.

Termin nadsyltania rozwigzan: PR _ . .
i nadsylana rozwiazal Wykazaé, ze liczba 27~ — 1 jest podzielna przez n.

30 XI 2008
Zadanie 566 zaproponowal pan Pawel Najman z Jaworzna.
Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 5/2008
Przypominamy tres¢ zadan:
561. Ciagg nieskonczony ag, a1, az, ... jest okreslony wzorem 562. Punkt D lezy na boku BC tréjkata ABC, w ktérym
rekurencyjnym |AB| = |AC|. Punkt F' lezy na okregu opisanym na tréjkacie ACD,

wewnatrz tréjkata ABC. Okrag przechodzacy przez punkty B, D, F
przecina bok AB w punkcie E. Dowie$é, ze

|CD| - |EF| +|DF| - |AE| = |BD| - |AF|.

dans1 = (ao+ a1 +az+...+a,)> =1 dlan=0,1,2,... ;
wyraz poczatkowy ag jest dowolng liczbg z przedziatu (—1;1).

Wykazad, ze szereg nieskonczony ao + a1 +az +az + ... jest
zbiezny. Czy jego suma jest liczbg wymierna? (odpowiedZ moze zalezeé
od ag).

561. Liczby sn =ao+ai1+az+...+an (n=0,1,2,...), czyli sumy czesciowe
rozpatrywanego szeregu, spelniaja zaleznosé rekurencyjna 4(sn+1 — sn) = s2 —1,
ktorg przepisujemy jako

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 M sn+1 = f(sn),

po uwzglednieniu ocen rozwiagzan zadan

553 (WT = 1,51) i 554 (WT = 1,87)  8d7€
z numeru 1/2008 f( ) n z? -1
x) =2 .
Grzegorz Karpowicz — Wroctaw 45,47 4
Pawel Kubit — Krakéw 44,26 Nalezy wykazaé zbiezno$é ciagu (s»).
Jerzy Cisto — Wroctaw 43,72
Tomasz Tkocz ~ Rybnik 41,73 Wykresem funkcji f jest parabola o wierzchotku (—2, —5/4), przechodzaca przez
Marek Prauza — Poraj 38,23 punkty (—1,—1) i (1,1). Funkcja wypukla f jest wiec na przedziale (—1;1) rosnaca
Jerzy Olszewski — Suwatki 37,39 i odwzorowuje ten przedzial w siebie, a jej wykres wewnatrz tego przedziatu lezy
Jerzy Witkowski — Radlin 36,89

ponizej prostej y = x:
Grzegorz Karpowicz — nowa twarz w . .
Klubie 44. Pawel Kubit za$ zalicza ze(-L1) = fl)e(=L1), flz) <=z

czwarty rundg. Skoro so = aop € (—1;1), to z réwnosci snt+1 = f(sn) przez indukcje wynika, ze
wszystkie liczby s, leza w przedziale (—1;1), a przy tym sp41 < s, . Zatem ciag
(sn) jest malejacy i ograniczony, wiec zbiezny. Jego granica s musi spetniaé réwnanie
s = f(s) wraz z oszacowaniem s < ap < 1. Jedyna taka liczba jest s = —1 (wartosé
niezalezna od ag) — liczba wymierna.

562. Niech K bedzie drugim (poza F') punktem przeciecia prostej AF z okregiem
przechodzacym przez punkty B, D, F'; lezy on po przeciwnej stronie prostej BD niz
punkt F', wiec |« KBD| = |« KFD|. Czworokat AFDC jest wpisany w okrag; zatem
|« KFD| = |<ACD)|. Z uzyskanych zaleznosci wynika, ze BK|AC, co daje réwnosé
pol [ABC| = [AK(]. Stad
[ABC] — [ADC] = [AKC] — [ADC],
czyli
[ABD] = [ADK] + [CDK)]
— czyli
|BA|-|BD|-sin ABD = |AK|-|FD|-sin KFD +|CD| - |BK]| - sin KBC.

Wystepujace w ostatniej réwnosci katy sa rowne, wiec ich sinusy stanowia wspélny
czynnik, ktéry mozna opuscié.
Okrag opisany na czworokacie BK F'E wyznacza wraz z siecznymi AB i AK pare
trojkatéw podobnych: AAEF ~ AAK B. Otrzymujemy proporcje

|AF| |AE| |EF|

|AB| ~ |AK|  |KB|’
Mnozymy poprzednig réwnosé (juz bez sinuséw) przez wspélng warto$é tych trzech
ilorazéw i dostajemy teze zadania:

|AF|-|BD| = |AE|-|FD|+ |CD|-|EF|.
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Rozwigzania niektérych zadan z Malej Patrz W niebo

Delty.

1. Najblizsza (poza Stoficem) gwiazda jest, jak wiemy, Proxima Centauri. Jest to
U:=0,Y:=0 lezacy w odlegltosci 1,29 pc czerwony karzel o widomej jasnosci 11 mag, typu

As j}‘zéli X = 0 skoczdo § M5.,5, o temperaturze 3000 K i emitujacy mniej niz 0,0001 energii emitowanej
v _: _,__ przez Stonce. Gwiazd tego rodzaju jest w Galaktyce mnéstwo, ale ich niska
Y + + jasnos¢ bardzo utrudnia szczegdlowe obserwacje. Wskutek tego niemozliwe jest

Jesli U = 0 skoczdo A poréwnanie z wysoka dokladnoscia ich teoretycznych modeli z obserwacjami.

§: stop A jest o co walezyé, gdyz pojawily sie glosy, ze niektore czerwone karlty maja
Um0 R0 Te—0 rozmiary wieksze niz przewidywane przez modele. Niestety, nawet najblizsza

A: jesli N = 0 skoczdo B Proxima ma $rednice katowa rzedu milisekundy tuku.
J;[Sl_l JY = 0 skocado 5 Do pomiaru tak malych katéw konieczne sa metody interferometryczne (patrz
N—— artykul o rozdzielczo$ci obrazéw w Delcie 7/2008). Takie katy mozna by
R+ 4 zmierzy¢ w $wietle widzialnym za pomoca teleskopu co najmniej stumetrowego.
jesli U = 0 skoczdo A X . ., . . ,

BT+ I prawie dalo sie to zrobié¢ (na poczatku XXI wieku)! Takich teleskop6w
N« R oczywiscie nie ma, ale udalo sie wykorzysta¢ dwa 8,2-metrowe teleskopy

jesli U = 0 skoczdo A

— w Chile w ESO jako fragmenty teleskopu o lustrze takim jak dzielaca te
: stop

teleskopy odleglos$é, wynoszaca troche ponad 100 m (o analogicznych chwytach
(Co sig stanie pray probie dzielenia przez  gtosowanych w radioastronomii tez wspomniatem w lipcowej Delcie). Ponadto
N = 07 Czy ma to sens?) i .. . . .

obserwacja zostala dokonana w podczerwieni (tj. na fali diuzszej od fal

5. widzialnych). W kazdym razie érednice Proximy oceniono na 1,03 milisekundy
U:=0,D:=0,A:=0 . . L, . .
jesli X = 0 skoczdo N tuku z btedem ponizej 0,1 milisekundy. Przy dobrze znanej odleglosci gwiazdy

A X — — pozwolilo to ocenié¢ jej rzeczywiste rozmiary na 0,14 érednicy Stonca, lub
J;Sj_‘ f = 0 skoczdo T 1,4 érednicy Jowisza. Badacze maja nadzieje, ze w najblizszych latach takie

B X — — interferometryczne obserwacje w $wietle widzialnym stang sie obserwacjami
D++ rutynowymi, a ich dokladno$¢ siegnie utamka procentu. Na liscie celow badaczy
J)‘;Sh X =0 skoczdo N znajduja sie juz inne czerwone karty, stabsze nawet od Proximy.
jesli X = 0 skoczdo C Tomasz KWAST
jesli U = 0 skoczdo B

C: X —D
jesli U = 0 skoczdo A

T: A+ +

N: stop

Wrzesien

Droga Mleczna przechodzi wieczorem niemal przez zenit i nad glowami
mamy wtedy fabedzia. Niedaleko na potudniowy zachdd od niego jest bardzo
niepozorny gwiazdozbiér Strzaly. Najjasniejsza gwiazda Strzaly, gamma, ma
jasno$¢ 3,71 mag. Jest pomaranczowym olbrzymem polozonym w odlegtosci
90 pc. Droga Mleczna pozornie dzieli si¢ tam na dwa pasma gwiazd, a dlatego
pozornie, gdyz to miedzy tymi pasmami warstwa materii miedzygwiazdowej
przestania gwiazdy lezace dalej. Strzala wiec to obszar gesto wypelniony
gwiazdami i do tego jeszcze materia miedzygwiazdowa. Zaskakujace jest

w tej sytuacji, ze widaé¢ tam gromade kulista (M71 lub NGC 6838). O takich
gromadach wiemy, ze otaczaja nasza Galaktyke, ale ta akurat gromada nie
znajduje sie poza Galaktyka, lecz w niej, bo w odleglosci zaledwie 3,1 kpc. Jej
$rednica to w przyblizeniu 10 pc (katowa — ponad 10 minut tuku), a jasnosé
wynosi 8,1 mag, mozna ja wiec dostrzec przez niewielka lunete.

Wigkszoé¢ planet nadal znajduje sie¢ w poblizu Stonca. Wprawdzie Wenus i Mars
sa juz w Pannie (Slofice jest we Lwie), ale to ciagle bardzo blisko i planety te sa
praktycznie niewidoczne. Saturn jest we Lwie, wiec ,tym bardziej” go nie widaé.
Widaé jedynie Jowisza (w Strzelcu) w pierwszej polowie nocy. Merkury znajdzie
sie najdalej od Stonca 11 IX i mozna prébowaé go szukaé po zachodzie Stonca.
Pelnia Ksigezyca wypada 15 I1X, a néw 29 IX. Ksiezyc zakryje Antaresa 7 IX,

co bedzie widoczne w Australii, w Polinezji i na potudniowym krancu Ameryki
Poludniowej. Zadnych przewidywalnych rojéw meteoréw we wrzesniu nie bedzie,
za to na pewno 22 IX nastapi rownonoc jesienna i zacznie si¢ astronomiczna
jesien.

T. K.
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CO MOZNA ROBIC PO FIZYCE
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i wiele innych

20-26 wrzesnia 2008, ul. Hoza 69, Warszawa, festiwal-nauki.fuw.edu.pl

Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Nagle — gwizd! Nagle — Swist!
Para — buch! LHC — w ruch!

Pamietam z dziecinstwa magiczny obraz wjezdzajacej
na stacje lokomotywy, ktéry obserwowalem, stojac
na niskim peronie, czyli majac oczy na wysokosci osi
jej wielkich kot. Byt to fascynujacy widok. Potezny,
harmonijny, niepowstrzymany, rytmicznie dudniacy
mechanizm spowity para.

Niestety, pociagi nie zawsze odjezdzaja zgodnie

z rozkladem. Dotyczy to w szczegdlnosci pociagdw
kursujacych pod ziemia. Nie, nie bede si¢ znecal nad
warszawskim metrem. Mniej wiecej te sama Srednice
i dtugosé (obwdd — 27 kilometréw) ma wykopany

20 lat temu pod Genewsg tunel, w ktorym w latach
dziewieédziesiatych ubieglego wieku dziatal LEP —
Wielki Zderzacz Leptonéw. Zanim rozpoczela sie jego
konstrukcja, zaplanowano umieszczenie w tym samym
tunelu Wielkiego Zderzacza Hadronéw — LHC.

Poczatkowo méwiono o uruchomieniu LHC jeszcze

w ubiegltym stuleciu. Pomyst ten byt jednak kompletnie
nierealistyczny. W rozkladzie jazdy najdluzej
utrzymywal sie rok 2005, ale w koncu termin ten
zmieniono na bezpieczne ,juz za rok”. Opodznienie
projektu nie dziwi. Od poczatku bylo jasne, ze zaréwno
samo LHC, jak i budowane réwnolegle detektory maja
zanizony budzet. A troche do zbudowania bylo i to

nie chodzi nawet o ogrom projektu, ale o stopien jego
technologicznego zaawansowania.
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Przypomnijmy jedynie, ze w LHC, w prozni
doskonalszej niz w kosmosie oraz w temperaturze
nizszej niz w kosmosie, krazy¢ beda przeciwbieznie,
rozpedzone do energii 7 TeV, pociagi protonow
rozdzielone interwatem 25 ns. Caltkowita energia
kinetyczna protonow odpowiadaé¢ bedzie polowie energii
rozpedzonego TGV. W miejscu przecie¢ przeciwbieznych
wiazek ich rozmiary beda mikronowe. W kazdym
przecieciu oddzialywaé bedzie okoto 20 par protonow.
Zanim produkty oddzialywan opuszcza detektory,
nastapia kolejne przeciecia wiazek protonow.

I w konicu przyszta chwila, ze ,,juz za rok” sie skonczyt.
W momencie gdy to pisze, wszystko wskazuje na to,

ze w chwili gdy ukaze sie ten numer, LHC juz bedzie
dziatato. Trudno przewidzie¢, jak bardzo owocny okaze
sie rozruch, ale nie nalezy spodziewaé sie odkry¢ (choé
calkowicie ich wykluczy¢ réwniez nie mozna).

Odpowiedzi na pytania: czego mozna si¢ spodziewaé,
dlaczego LHC nie spowoduje konca Swiata,

czyli (prawie) wszystko, co ,zawsze chciales wiedzied

o LHC, ale wstydzile$ sie zapyta¢”, bedzie mozna
poznaé dzieki wydarzeniu: Wielki Zderzacz
Hadronéw — jak to dziata?, ktore odbedzie si¢

w dniach od 15 do 24 listopada w budynku Wydzialu
Fizyki Politechniki Warszawskiej (zobacz: jtd.edu.pl).

Zapraszam, zapewniajac, ze LHC jest nie mniej
fascynujace od lokomotywy, cho¢ nikt jeszcze nie napisal
o nim tak wspaniatego wiersza.

Piotr ZALEWSKI



