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Miara waznoSci
Krzysztof DIKS™

Czy zastanawiales si¢, drogi Czytelniku, dlaczego wyszukiwarka
wyswietla adresy stron bedacych odpowiedzia na Twoje zapytanie
wlasnie w takiej, a nie innej kolejnosci? Zanim zaczalem pisa¢ te krétka
notke, zazadatem od wyszukiwarki google.pl odpowiedzi na pytanie
,matematyka”. Pierwszych pie¢ adreséw do stron, ktére otrzymatem

w odpowiedzi, to (1) www.matematyka.org, (2) www.matematyka.pl,
(3) www.math.edu.pl, (4) pl.wikipedia.org/wiki/Matematyka,

(5) www.freewebs.com/podmatematyka.

Google ,pochwalil si¢”, ze wybral je sposréd 2 810 000 kandydatéw. Dlaczego
wlasnie te uznano za najwazniejsze? Jaka jest miara waznosci strony? Okazuje
sie, ze podstawa analizy waznosci stron w Google jest analiza polaczen w grafie
Internetu. Graf Internetu jest grafem skierowanym, w ktérym wezlami sa strony,
a krawedzie odpowiadaja dowigzaniom pomiedzy stronami — strona zawierajaca
adres internetowy innej strony jest poczatkiem krawedzi, a strona o danym
adresie jej koncem. Czy mozna na podstawie grafu Internetu powiedzie¢, ktére
strony sa wazniejsze, a ktére mniej? Strona wazna to strona interesujaca. Strona
interesujaca to taka, do ktérej latwo dotrzeé, poniewaz wiele innych stron na nia
wskazuje. Na dodatek wiele sposrdd stron wskazujacych na wazna strone tez jest
waznych i interesujacych, itd. Larry Page i Sergey Brin, tworcy Google, wyrazili
to matematycznie w nastepujacy sposob.

Zalézmy, ze mamy n stron Sp, Sa, ..., S,. Niech w(S;) bedzie liczba rzeczywista
dodatnia mierzaca waznosc strony S;. Wowczas zadamy, zeby

’LUSj
ws)= 3 4

S;eWe(S;)

gdzie We(S;) to zbidr stron zawierajacych adres strony S; (czyli zbiér
poczatkéw krawedzi prowadzacych do S;), zas |\S;| jest liczba odno$nikéw
(krawedzi) wychodzacych ze strony S;. Wzér ten oznacza, ze waznosé strony
mierzy sie waznoscia stron na nia wskazujacych. Jezeli przyjmiemy na poczatek,

ze wszystkie strony sa jednakowo wazne i dla kazdej z nich w(S;) = %, gdzie
n to liczba wszystkich stron, to wazno$é¢ stron mozna obliczyé za pomoca

nastepujacej metody iteracyjnej:

werr(Si) = Y wrs(,sf)
S;eWe(S;) J
Na powyzszy proces mozna spojrzeé jak na bladzenie losowe po grafie Internetu.
Rozpoczynamy z dowolnej strony, a nastepnie z kazdej ogladanej strony ruszamy
losowo do jednej ze stron, do ktérych adresy umieszczono na tej stronie. Jesli
nasz proces bedziemy powtarzali bardzo dtugo, to pewne ze stron bedziemy
ogladali czesciej niz inne. Strony ogladane czesciej sa wazniejsze.

Niestety, moze si¢ zdarzy¢, ze serfujac po stronach, natrafimy na takie, z ktorych
nie ma wyjscia, np. strony zawierajace zdjecia. W takim przypadku zakladamy,
ze w nastepnym kroku wybierzemy losowo dowolng ze stron w Internecie. Teraz
nasz proces iteracyjny wyglada nastepujaco:

W41 (5;) = Z wTS(”Sf) + Z wkff])
S;eWe(S;) J S,eK
gdzie K oznacza zbiér wszystkich stron koncowych, czyli takich, ktore nie
zawieraja dowiazan do zadnych innych stron. Jeste$my juz blisko algorytmu
Google ustalania miary waznosci stron.

Brin i Page obserwujac zachowanie uzytkownikow Internetu, zauwazyli, ze
czasami porzucaja oni biezace przeszukiwanie i rozpoczynaja nowe od (losowo)
wybranej strony. Dlatego zmodyfikowali swdj proces iteracyjny, wprowadzajac
parametr o o wartosci z przedziatu (0,1).
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W kazdej iteracji z prawdopodobienstwem « aktualne przeszukiwanie jest
kontynuowane, natomiast z prawdopodobienstwem 1 — « rozpoczynane jest nowe
przeszukiwanie. Ostatecznie postac¢ kazdej iteracji jest nastepujaca:

W41 (Sl) =«

wi(S;)
2. ﬁ%| i

S;eWe(S:)

n

Z @ +(1_a)zwk(5j)

n
S;eK Jj=1

Bardziej doswiadczeni Czytelnicy pewnie juz spostrzegli, ze nasz proces
iteracyjny jest procesem stochastycznym zbieznym do stacjonarnego rozktadu

",

Mebibajty i teraflopsy

Takze w $wiecie komputeréw postugujemy sie réznymi
miarami. Podstawowa jednostka mierzaca ilos¢ danych
jest bajt (B). Jest to porcja danych zlozona z 8 bitéw
(b), a wiec mogaca przechowaé 28, czyli 256 réznych
wartosci. Takze wieksze uklady pamieciowe buduje sie

z cegielek o wielkoéciach bedacych potegami dwojki,

a nie dziesiatki (nie znajdziemy komputera majacego
500 MB pamieci, za to 512 MB — owszem). Poniewaz
jednak pewne potegi liczb 2 i 10 réznia sie bardzo
nieznacznie (np. 2% = 1024 ~ 1000 = 10%), wiec przyjeto
sie¢ uzywac przy mierzeniu pojemnosci tych samych
przedrostkéw SI, ktore znamy z systemu dziesietnego.

I tak méwimy, na przyklad, o 1 kB (kilobajcie), majac
na mysli 1024 B, a nie 1000 B. Podobnie, 1 MB oznacza
zwyczajowo 229 = 1 048 576 bajtéw, czyli o 4,86%
wiecej niz 10° bajtéw. Przy przedrostku T (tera) réznica
siega prawie 10%.

Oczywiscie, z punktu widzenia pedanta takie uzycie
przedrostkéw to blad, dlatego powstal nowy zestaw
przedrostkéw dla mnoznika 1024. I tak mamy kibibajty
(1 KiB=1024 B), mebibajty (1 MiB=1024 KiB),

dalej gibibajty (GiB), tebibajty (TiB), pebibajty
(PiB). .. Tak wiec m6j komputer ma 512 MiB, a nie
512 MB pamieci. Jak wszyscy wiemy z doswiadczenia,
ta nomenklatura péki co nie zyskata popularnosci

i wyglada na to, ze nadal w kontekstach zwigzanych

z komputerami krélowaé beda przedrostki dziesietne
uzywane w roli binarnych.

prawdopodobienstwa. Celem kolejnych modyfikacji procesu bylo zapewnienie
wlagnie takiej zbieznosci. Koncowy rozklad prawdopodobienstwa odpowiada
mierze wazno$ci stron.

Oczywiscie, jest jeszcze wiele pytan, ktore pozostaja bez odpowiedzi: Jak szybko
powyzszy proces zbiega do koncowego rozktadu? Jak dobiera¢ parametr o?

W jaki sposob przeprowadzaé obliczenia na grafie Internetu, ktory w chwili
obecnej liczy blisko 100 000 000 domen?

Odpowiedzi na te pytania to juz inna historia. Wszystkich zainteresowanych
odsytam do wspanialej ksiazki autorstwa Amy N. Langville i Carla D. Meyera,
Google’s PageRank and Beyond: The Science of Search Engine Rankings.

Innym waznym parametrem jest predkosé, ktora
podaje si¢ w Hz. Jesli, na przyklad, procesor ma
predkos$¢ 1 GHz, to znaczy, ze bramki logiczne w tym
procesorze moga zmieniaé¢ stan 10° razy na sekunde.
Nie jest to bardzo miarodajna informacja, poniewaz
rozne instrukcje wykonuja sie w réznej liczbie cykli,
a nowe technologie budowy procesoréw (superskalarne,
wektorowe, wielordzeniowe) pozwalaja na upakowanie
kilku operacji w jednym cyklu. Jeszcze mniej sensu
ma ta jednostka w odniesieniu do farm obliczeniowych
zlozonych z wielu maszyn czy superkomputerow,
wykonujacych, na przyktad, obliczenia z zakresu
biomedycyny lub prognozowania pogody. Predkos$é
maszyn uzywanych do masowego przeprowadzania
takich obliczen mierzy sie najczesciej we FLOPS-ach,
czasem w MIPS-ach. Te skroty oznaczaja, odpowiednio,
FLoating-point Operations per Second, czyli liczbe
wykonywanych operacji zmiennoprzecinkowych
na sekunde, oraz Milion Instructions per Second,
czyli miliony operacji na sekunde. Najszybsze
superkomputery na $wiecie osiggaja wydajnosé rzedu
setek TFLOPS, czyli setek bilionéw (10'2) operacji
arytmetycznych na sekunde. Z kolei rozproszony projekt
obliczeniowy Folding@Home (symulacje zwijania
aminokwaséw), w ktérym bierze udzial okolo 250 000
procesoréw w komputerach oraz — uwaga! — konsolach
do gier z calego Swiata, przekroczy! bariere 1 PFLOPS
(petaFLOPS, 10! operacji na sekunde). Nowoczesny
komputer domowy ma w tych jednostkach moc rzedu
kilku GFLOPS (10Y operacji).

Michat ADAMASZEK



Miara informacji
Eryk KOPCZYNSKI*

*Instytut Informatyki, Uniwersytet
Warszawski

Jak wiadomo, komputery traktuja wszystkie dane, na ktérych dzialaja, jako
ciagi bitéw, z ktérych kazdy moze mieé¢ dwie wartosei (0 lub 1). Przykladowo,
ten tekst jest zapisany w ten sposob, ze kazdej z liter i pozostalych znakéw
odpowiada ciag 8 bitéw. Daje to 28, czyli 256 mozliwoéci, co w zupetnoéci
wystarcza do zapisania wszystkich potrzebnych znakéw. Jednak w rzeczywistosci
réznych znakéw wystepujacych w tekscie jest mniej. Problem jest wiec taki: jak
zapisac tekst tak, zeby na kazda jego litere przypadalo jak najmniej bitow?

Zalézmy dla przykladu, ze w naszym alfabecie sg 3 litery: A, B i C.
Najprostszy sposob kodowania jest nastepujacy — kazda z liter kodujemy
ciagiem dwoch bitow, powiedzmy A = 01, B = 10, C = 11. Ten sposéb zapisu
(nazwijmy go (1)) daje 2 bity na kazda litere.

Latwo zauwazy¢, ze powyzszy kod da sie poprawié: jesli pierwszym bitem
kodu litery jest 0, to juz nie musimy pisa¢ drugiego bitu 1. Jesli zalozymy,

ze nasze litery wystepuja tak samo czesto, to okaze sie, ze nasz nowy sposéb
zapisu (2) uzywa 5/3 = 1,666... bitow na kazda litere (co trzecia litera
wymaga tylko jednego bitu). Sa tez mozliwe bardziej skomplikowane kody.
Czytelnikowi zostawiamy kodowanie (3) o ,efektywnosci” 8/5 = 1,6 bitéw na
litere (podpowiedz: kodujemy bloki 5 znakow).

Teraz zwré¢my uwage na powyzsze zalozenie: litery wystepujg tak samo
czesto. A co, jesli, na przyklad, litera A wystepuje z prawdopodobienstwem
1/2, a B i C z prawdopodobienstwem 1/4? W sposobach zapisu (1) i (3)
nic sie nie zmienia, ale sposéb (2) jest teraz w stanie uzywaé $rednio tylko
2o1+1.24+1.2=3/2=15bitéw na litere!

Jaka jest najmniejsza mozliwa $rednia liczba bitéw potrzebnych do

zapisania ciggu znakéw, ktére wystepuja (niezaleznie) z podanym rozkladem
prawdopodobienstwa? Odpowiedzi na to pytanie dostarcza teoria informacji
Shannona: najmniejsza mozliwg $rednia liczba bitéw na jeden znak jest entropia
rozktadu prawdopodobienstwa, zadana wzorem

H=— Y plog,ps,
i=1,...,n
gdzie p1, ..., pn sa prawdopodobienstwami kolejnych znakéw.

Przykladowo, entropia naszego pierwszego rozkladu (3 litery z réwnym
prawdopodobiefistwem) wynosi log, 3 = 1, 58496.... (Jesli wymyslony przez
Czytelnika sposéb kodowania 5 znakéw w 8 bitach jest taki sam, jak Autora,
to latwo go poprawiaé, zblizajac si¢ do granicy.) Entropia naszego drugiego
rozkladu (A wystepuje 2 razy czedciej) to 1,5, czyli nasz sposéb kodowania jest
optymalny. Czytelnikowi zostawiamy obliczenie entropii rozkladu, w ktérym sa
dwie litery, A i B, przy czym B wystepuje bardzo rzadko — powiedzmy, raz na
210 liter — i znalezienie odpowiedniego sposobu kodowania, ktéry pozwoli nam
sie zblizy¢ do otrzymanej entropii, np. wymagajacego érednio 12 bitéw na 219
znakow.

Entropie mozna rozumieé¢ jako pewnego rodzaju miare informacji, w naszym
przypadku informacji niesionej przez 1 znak w naszym alfabecie. A teoria
informacji, poza oméwiona wyzej kompresja, ma réwniez zastosowanie w innych
dziedzinach informatyki (kryptografia — jak zaszyfrowaé tekst, by osoba
podgladajaca nie dostala na jego temat zadnej informacji; generowanie liczb
pseudolosowych) i nie tylko (np. fizyka, badanie jezyka naturalnego)...

Rozwigzanie zadania F 721.
Z zalozenia o calkowitym zwilzaniu szkla przez wode¢ wynika, ze promien krzywizny warstwy wody

miedzy plytkami jest réwny polowie grubosci warstwy wody: R = [/2. Zatem nadwyzka ci$nienia
zewnetrznego dziatajacego na plytki wynosi
a2«
p = E = T

Wobec tego sita potrzebna do oderwania plytek wynosi
. 2«
F =pS = 7

2am
gdzie powierzchnia ptytek S = % Stad F' = :;;n ~ 800 N.
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Pole i objetosé
Marek KORDOS

W numerze poswieconym mierze nie sposéb pominaé
tych pierwszych, czyli zwyktych miar geometrycznych
(zwazmy, ze geometria ma miare w swojej nazwie).
Wydaje sig, ze wiemy o nich wszystko, bo przeciez
stykaliémy sie z nimi niemal od zeréwki. Okazuje si¢
jednak, ze i na ich temat mozna postawi¢ pytania

o nieoczywistych odpowiedziach.

Rozwazymy tu dwa takie pytania. Pierwsze z nich to:
czy polem prostokqta musi byé iloczyn dlugosci jego
bokow?

Piszac szerzej: czy mozna byloby, bez rezygnacji

z naturalnych wtasnoéci miary, tak zdefiniowaé pole,
by przyjmowalo ono jakie$ inne wartosci? W oczywisty
sposob to samo pytanie mozna postawi¢ odnosnie
objetosci prostopadloscianu.

Moze od razu spiszmy te naturalne wlasnosci miary.

I. Figury przystajace maja réwne miary.

II. Jesli dwie figury maja wspolny co najwyzej brzeg,
to miara ich sumy jest rowna sumie ich miar.

IIT1. Miara kostki jednostkowej (kwadratu, szescianu)
jest rowna 1.

IV. Miara kazdej figury jest nieujemna.

W szkole poznajemy wzory na miary réznych figur
plaskich i przestrzennych. Drugie pytanie to:

czy do Scistego obliczania pol wielokqtow i objetosci
wielo$cianow konieczna jest jakas wyzsza matematyka?
Wyrazajac si¢ precyzyjniej: czy odpowiednie wzory
mozna uzyska¢ elementarnie, to jest bez uzycia jakichs
poje¢ zwiazanych z nieskonczonodcia (ciagu, szeregu,
granicy itp.)?

Dla niedoceniajacych tych pytan dodajmy, ze pelne

odpowiedzi na nie matematycy uzyskali na poczatku
XX wieku, czyli dopiero sto lat temu. Droga wiodla

przez réwnania funkcyjne.

Znakomity artykul o réwnaniach funkcyjnych autorstwa Marka Kuczmy zamiesciliémy w Delcie 1(37)1977;
w tym tekscie jest wiele zapozyczen z tego artykulu.

Roéwnanie Cauchy’ego

W badaniu probleméw zwiazanych z miara kluczowsa role
odgrywa réwnanie funkcyjne, zwane réwnaniem Cauchy’ego.
Réwnanie funkcyjne to problem, w ktérym poszukujemy
nie liczby, ale funkcji spelniajacej okreslone warunki.

W przypadku réwnania Cauchy’ego chodzi o nastepujacy
warunek:

(1) flx+y) = f(x) + f(y),

dla dowolnych rzeczywistych x i y.

Oczywiscie, kazdy bez trudu wskaze rozwiazanie tego
réwnania: sa to funkcje postaci f(z) = a - dla dowolnej
stalej a. Augustyn Cauchy, ktéry odkryt znaczenie tego
réwnania w teorii miary, zauwazyl, iz nie umie odpowiedzieé¢
na pytanie, czy jest to rozwiazanie jedyne. Odpowiedz

na takie pytanie przyszta dopiero w 1903 roku, a do jej
sformutowania potrzebne byly nieistniejace w czasach
Cauchy’ego (pierwsza polowa XIX wieku) pojecia
matematyczne.

Zacznijmy rozwiazywaé to rownanie. Bez trudu stwierdzamy,
ze
f(0) = f(0+0) = £(0) + £(0), f(0)=0.
Podobnie, indukcyjnie dowodzimy dla dowolnego a, ze
fla-n)=n-f(a), bo
fla-(k+1)) =f(a-k)+ f(a) = k- fa) + fla) =
=(k+1) - f(a)

Dalej f(%) = % - f(a), bo
o=t 2) = 5(2)
Wreszcie f(—a) = —f(a), bo
f(a) + f(~a) = fla—a) = (0) = 0.

Podsumowujac, dla dowolnej liczby wymiernej w (i dowolnej
liczby rzeczywistej a) mamy wiec

(2) fw-a)=w- f(a).
4

czyli

Oznaczajac f(1) = o, mamy

(3) fw)=a-w.

Okazuje si¢ jednak, ze w tym miejscu trop si¢ konczy — nie
ma sposobu, by na tej podstawie okresli¢ konkretna wartosé
f(x) dla niewymiernego x.

Mozemy jednak mysleé tak: oznaczmy f(v/2) = 3. Wowczas
na mocy (2) otrzymamy f(wv/2) = w - 8, co wigcej — wobec
(1) — dla dowolnych wymiernych w i v

fw+ov2) = f(w)+ fovV2) =a-w+ - v.
Oczywiscie, dla a = 8 otrzymamy zwykta funkcje liniows,
ale nie musimy czyni¢ takiego zalozenia — /2 nie jest liczba
wymierng, wiec nie nastapi kolizja w warunkiem (3). Co
wiecej, postepowanie to mozemy kontynuowaé, deklarujac
kolejno wartosci funkcji f dla nowych wartoéci — nowych, to
znaczy takich, ktérych nie da sie¢ uzyskaé przez kombinacje
liniowg, liczb, dla ktérych wartosci funkcji zadeklarowalismy
juz wezesniej (w powyzszym przypadku kolejna liczba, dla
ktorej obierzemy dowolnie wartosé funkcji f, musi by¢ liczba
niedajaca sie przedstawié¢ w postaci w 4+ vy/2 dla wymiernych
w i, np. 7).

Powstaje pytanie, czy postepowanie to daje sie

rozszerzy¢ tak, by okresli¢ wartosci f dla wszystkich liczb
rzeczywistych. Odpowiedz nie jest oczywista, bo przez
kolejne przytaczanie coraz nowych liczb nie da sie dojechaé
,do konica” (liczb rzeczywistych jest nieprzeliczalnie wiele).
Jednak silne srodki teorii mnogosci (np. pewnik wyboru)
pozwalaja na taka operacje — wykonal ja jako pierwszy
Georg Hamel (ciekawych odsylam do hasta baza Hamela).
Nam jednak dalej wystarczg rozwiazania réwnania (1)
uzyskane taka metoda, jak dla liczb postaci w + vv/2,
uzyta tylko skoniczong liczbe razy, czyli okreslone tylko dla
niektérych liczb. Wspomnijmy, iz okazalo sie, ze wszystkie
rozwigzania réwnania Cauchy’ego, poza liniowym, sa
bardzo paskudnymi funkcjami: nie sa ciagle, ani w zadnym
przedziale monotoniczne itd.



ay a2
Rys. 1

Rys. 2

Nie watpie, ze Czytelnik bez wickszych

by

ba

klopotéw rozszerzy to rozumowanie tak,

by okazalo sie, ze jedyna mozliwo$é
dla objetosci prostopadloscianu to
m(a, b, c) = abe.

Pole prostokata

Z podanej na poczatku wtasnosci I miary wynika, ze pole prostokata jest
funkcja dlugosci jego bokéw (bo gdy dwa prostokaty maja réwne boki, to sa
przystajace). Oznaczmy te funkcje przez m(a,b), gdzie a i b to dlugosci bokdéw.
Poniewaz podzial prostokata odcinkiem réwnoleglym do jego bokéw (rys. 1) daje
nam dwa prostokaty, wiec mamy — na mocy II — réwnanie funkcyjne

m(a,b) = m(ay,b) + m(az,b).
Ustalmy na pewien czas b i oznaczmy m(p,b) =: gp(p). Mamy zatem

gv(ar + az) = gp(a) = go(a1) + go(az)
— funkcja g, spelnia réwnanie Cauchy’ego. Wobec tego mozemy skorzystacé
z uzyskanych wyzej wzoréw: mamy dla wymiernego a
gr(a) = a(b) - @, przy czym na mocy III «(1) = 1.

Powtarzajac rozumowanie ze wspomnianego artykutu Marka Kuczmy, rozwazmy
funkcje h(x) := gp(x) — a(b) - & — wykazemy, ze jest ona stala i dla kazdego x
rowna 0.
1° h spelnia rownanie Cauchy’ego:

Wz +y) = go(x+y) —a®) - (= +y) =go(x) + go(y) —a(b) -z —alb) -y =

= g(x) — a(b) -z + g(y) — a(b) -y = h(x) + h(y).
2° h jest okresowa z okresem 1:
h(z + 1) = h(z) + h(1) = h(z) + gp(1) — gp(1) - 1 = h(z).
3° h jest ograniczona z dotu; tu skorzystamy z niewykorzystanej dotad
wlasnosci IV — w naszych oznaczeniach glosi ona, ze dla > 0 mamy
gv(z) > 0, w szezegdlnosci a(b) > 0. Na mocy 2° wystarczy rozpatrzyé wartosci
przyjmowane przez funkcje w przedziale (0; 1):
h(z) = gp(x) —a(b) -2 > 0— a(b) -z > —alb).
4° Dla kazdego x jest h(x) = 0. Przypuéémy, ze znalezliSmy w przedziale (0; 1)
taka liczbe p, ze h(p) # 0. Zatem h(p) < 0 lub h(p) > 0. W pierwszym przypadku
zauwazamy, ze wobec 1° i (3) mamy h(n - p) = n - h(p), co pozwala przez dobdr
odpowiednio duzego n uczynic¢ te liczbe dowolnie mata, co jest sprzeczne z 3°.
W drugim przypadku zauwazmy, ze wéwczas h(1 — p) jest mniejsze od zera,
bowiem, wobec 1°,
h(p) + (1 —p) = h(p+1—p) = h(1) =0.
Powtarzajac poprzednie rozumowanie, stwierdzamy, ze teraz h(n(1 — p)) moze
by¢ dowolnie male. Zatem w kazdej sytuacji dochodzimy do sprzecznosci, czyli
nasze przypuszczenie bylo bledne — funkcja h jest stale zerem, skad mamy
wniosek, ze
dla dowolnego =  gp(x) — a(b) - & = h(x) =0,

czyli dla dowolnego  mamy gy(x) = «(b) - z.

Powréémy do prostokata. Wiemy teraz, ze jego pole to
m(a,b) = gp(a) = a(b) -a, gdzie «(l)=1.

Skorzystajmy z tego, ze prostokat mozna podzieli¢ na dwa prostokaty réwniez
odcinkiem réwnoleglym do drugiej pary bokéw (rys. 2). Wtedy bedzie

m(a, by + b2) = m(a,b1) + m(a,bs),
czyli

a(by +b2) - a=ab) - a+ albs) - a.
Biorac np. a = 1, otrzymujemy

a(by 4 b2) = a(by) + a(bs)

— funkcja « spelnia réwnanie Cauchy’ego! Wobec tego stosuje si¢ do niej
przeprowadzone przed chwila rozumowanie, co daje, dla pewnej statej A

a(z) =A-z, awobec a(l) =1 mamy a(z) = x.
Ostatecznie wiec wykazalisSmy, ze musi by¢
m(a,b) = a(b) - a = ab.



Rys. 3

Pole wielokata, objetos¢ wieloscianu

W Malej Delcie jest dowod, ze dowolny wielokat mozna pociaé na czesci,

z ktérych ulozy sie prostokat (a nawet kwadrat) — méwimy, ze dowolny wielokat
jest rownowazny przez pociecie z prostokatem. Stad sposéb obliczania pola
dowolnego wielokata jest wyznaczony jednoznacznie. Powstaje pytanie, czy
mozna dowolny wieloScian pociaé¢ na skonczona liczbe mniejszych wielo$cianéw,
z ktorych ulozy sie prostopadlo$cian. Metody takiej nie przekazali nam
Starozytni, ale i potem nie umielisémy jej znalezé, az w 1900 roku David
Hilbert umiescil pytanie, czy to w ogdle da si¢ zawsze wykonac¢, w rzedzie 23
najwazniejszych probleméw na nadchodzacy wiek XX. Odpowieds przyszia
szybko — jeszcze w tym samym 1900 roku Max Dehn udowodnil, ze nie jest to
mozliwe.

Dokladniej, Dehn wskazal, ktore pary wieloScianéw nie sa rownowazne przez
pociecie. Pigédziesiat dziewie¢ lat pézniej Jean Paul Sydler uzupetnil ten dowéd,
wskazujac, ze wszystkie inne pary juz sa rownowazne przez pociecie. Okazuje sie,
ze réwniez w tej sprawie interweniuje réwnanie Cauchy’ego.

Kluczem do sprawy jest niezmiennik Dehna. Dla dowolnego wielo$cianu W
obliczamy go tak. Numerujemy wszystkie jego krawedzie I; (od 1 do n) i tym
samym numerem oznaczamy katy dwuscienne «; przy tych $cianach. Bierzemy
nastepnie jakas funkcje f spelniajaca réwnanie Cauchy’ego i na dodatek
spelniajaca warunek f(m) =0 (a wiec takze f(w - 7) = 0 dla dowolnej liczby
wymiernej w) — taka funkcje nazywamy funkcjg Dehna. Niezmiennik Dehna dla
funkcji f to liczba

Df(W) =1 - f(Oq) + 1y - f(OéQ) + .oty f(ozn)
Twierdzenie Dehna orzeka:
Jesli wieloSciany sq rownowazne przez pociecie, to ich wszystkie niezmienniki
Dehna sq réwne (wszystkie, to znaczy dla dowolnej funkeji Dehna).

Na pomyst takiego niezmiennika wpasé jest trudno, natomiast udowodnié
twierdzenie Dehna juz trudno nie jest.

Wystarczy wykazaé, ze wartos¢ dowolnie ustalonego niezmiennika Dehna dla
wielo$cianu W jest réwna sumie tych samych niezmiennikoéw wieloScianéw,
na ktore go potniemy. W tym celu rozwazmy wszystkie krawedzie wszystkich
wielo$cianéw uzyskanych z pociecia. Niektére z nich (niech taka bedzie np.
krawedz k z wieloscianéw W1, ..., W,,, gdzie katy dwuscienne przy niej to
odpowiednio aq, ..., a,,) znajdowaly sie we wnetrzu wielodcianu W — jedli tak,
to teraz w sumie niezmiennikdéw k nie wystapi, bo

k-floa)+. + k- flam) =k (fla) +... + flam)) =

=k-flar+...+am)=k-f(2r)=0

— przeciez ta krawedz byla ,otoczona” wieloScianem W. Podobnie nie wystapi
w sumie niezmiennikow zadna nowa krawedz, ktéra lezala we wnetrzu $cian
wieloscianu W — tutaj katy zsumuja si¢ do 7. Tak wiec w sumie niezmiennikéw
Dehna wielo$cianéw, na jakie pocieliSmy wieloécian W, wystapia tylko
fragmenty krawedzi wieloscianu W, przy czym (rozumujemy podobnie jak
poprzednio) przy kazdym takim fragmencie /;, (gdzie, powiedzmy, j =
=1, 2,..., m) krawedzi I; wystapi po zsumowaniu funkcja calego kata «;.
Bedziemy wigc mieli

Ly - floa) + .o+ by, - floa) = (L + o4 ) - flos) =1 - f (i)
Ale przeciez niezmiennik Dehna wieloscianu W to wlagnie suma takich wyrazen.

Tak wiec, jesli znajdziemy taki niezmiennik Dehna, ktéry przyjmuje inng
wartos$¢ dla wieloscianu Wi niz dla wieloscianu Wy, bedzie to dowdd, ze

nie sg one réwnowazne przez pociecie. A oto przyktad: czworoscian Q)

z rysunku 3 (naroze szeScianu) nie jest réwnowazny przez pociecie z zadnym
prostopadloécianem. Udowodnimy to.

Najpierw zauwazmy, ze wszystkie niezmienniki Dehna dla prostopadtoscianu sa
réwne 0 — istotnie, wszystkie katy dwuscienne prostopadloscianu sa proste,
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Rys. 4

czyli réwne %, a dla kazdej funkcji Dehna f mamy f(%) = 0. Wystarczy
wiec wskazaé taki niezmiennik, ktory dla @ przyjmuje wartos¢ niezerows.
Niezmienniki () maja postaé

3-1-f(g)+3-\/§-f(w)=3\/§-f(w),

gdzie ¢ to kat dwuscienny przy dtuzszych krawedziach czworoscianu. Powstaje
wobec tego pytanie, czy istnieje taka funkcja Dehna, ktora dla ¢ jest rézna od
zera.

W czesci pos$wigconej réwnaniu Cauchy’ego stwierdziliSmy, ze wartos¢ funkcji
f mozemy obraé¢ dowolnie wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ nie jest wymierna
wielokrotnoscia 7 (bo na razie tylko dla wymiernych wielokrotnosci 7 mamy
zadane wartosci f).

Okazuje sie, ze spostrzezenie (ktére zapewne nie sprawi ktopotu Czytelnikowi),
iz cosp = \/L? wystarcza, aby to udowodni¢. Najpierw zauwazmy, ze:

cosnp = %, gdzie ay, jest liczbg calkowitq niepodzielng przez 3.

Dowdd jest indukcyjny. Dla n = 1 zgadza sie: a; = 1. Dla n = 2 mamy
-1
3 9
czyli tez dobrze: ao = —1. Teraz krok indukecyjny: ze znanego wzoru mamy

cos2p =2cos? p — 1 =

cos(n + 1)p 4 cos(n — 1) = 2 cos ¢ - cosnp,
a wobec tego
_2.L. O 20, — 3,1
U VR Ve e
a wiec tez dobrze — mianownik sie zgadza, a liczba 2a,, — 3a,,—1 nie dzieli si¢
przez 3, skoro a,, si¢ nie dzieli.

cos(n+ 1)p

Teraz juz tatwo dowodzimy, ze ¢ nie jest wymierna wielokrotnoscig w. Gdyby
bowiem bylo przeciwnie, to znaczy gdyby dla catkowitych p i ¢ bylo

= Z—jw, czyli 2pm = 2qp,
q

to mielibysmy
a
1 = cos2pm = cos2qp = %,
co jest niemozliwe, bo as, przez 3 si¢ nie dzieli.

Zatem mozemy wybraé sobie funkcje Dehna f przyjmujaca dowolnie obrana
przez nas wartosé¢ dla ¢, np. 1. Otrzymamy wéwcezas D(Q) = 3v/2, co wobec
twierdzenia Dehna dowodzi, ze nie da sie pocia¢ @ na takie wielosciany,

z ktorych da sie usktadaé prostopadtoscian.

Moral z tego taki, ze jedli ktos nam pokazuje sposéb na uzyskanie wzoru na
objetos¢ czworoscianu %hP bez jakiegos$ przejscia graniczmego, to nas oszukuje
(choé, by¢ moze, robi to bardzo sprytnie).

Twierdzenie Sydlera z kolei glosi, ze
Jesli wielo$ciany majq wszystkie niezmienniki Dehna rowne, to sqg rownowazne
Przez Pociecie.

Nie bedziemy go dowodzili, ale proponujemy Czytelnikowi wynikajace z niego
zadania.

1. Wykazad, ze czworoscian z rysunku 4 jest réwnowazny przez pociecie
z prostopadloécianem.

2. Znalezé¢ odpowiedni rozktad.

3. Wykazaé, ze kazdy graniastostup jest rownowazny przez pociecie
z prostopadlodcianem (mozna analitycznie, ale mozna tez sprytnie wykorzystaé
twierdzenie Bolyaia—Gerwiena z Malej Delty).
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Rys. 1

Rys. 3

Mota delld

Zabawy z miarg

Tangram to stara chinska zabawa, polegajaca na ukladaniu zadanych
figur z siedmiu klockéw, utozonych na rysunku 1 w kwadrat.

Y
')

Rys. 2

- .
4

Rysunek 2 ukazuje (w réznych pozach) zajaczka, utworzonego z tych
klockow.

Oczywiscie, pole kwadratu jest réwne polu zajaczka, Scislej, wielokata

w ksztalcie zajaczka. Dlaczego? Poniewaz obie figury skladaja sie

z przystajacych czesci, ktére w kazdej z nich stykaja sie tylko brzegami.
Wiemy, ze figury przystajace maja rowne pola, oraz ze jesli figura sktada
sie z mniejszych figur, ktére stykaja sie tylko brzegami, to pole calej
figury jest sumg pdl owych mniejszych figur sktadowych.

Mozna ten fakt wyrazi¢ inaczej: kwadrat i zajaczek maja réwne pola,
gdyz pocielismy kwadrat na kawalki, z ktérych utozyliémy zajaczka.
Nasuwa sie w takim razie naturalne pytanie odwrotne: czy, majac dwie
figury o réwnych polach, mozemy pociaé¢ jedna z nich na kawalki, tak aby
mozna z nich byto ztozy¢ druga figure?

Na poczatek sprobujmy naszych sit na dwoch prostokatach o réwnych
polach, ale réznych bokach (rysunek 3): |AB|-|BC| = |EF|-|FG|, przy
czym |EF| # |AB| # |FG| (wiec i |EF| # |BC| # |FG|). PoprowadZmy
odcinek taczacy lewy gérny wierzchotek A pierwszego prostokata

z prawym dolnym wierzchotkiem G drugiego prostokata. Oznaczajac
odpowiednie punkty przeciecia tak jak na rysunku 3, stwierdzamy,

ze trojkaty ABK i HFG sa przystajace (Dlaczego? Tu moze si¢
przydaé¢ warunek réwnosci pél, a nawet znajomos¢ twierdzenia Talesa).
Przesuwajac zatem ten drugi wzdluz odcinka AG (a tréjkat KCG na
przystajacy do niego tréjkat AFEH), pokryjemy caly prostokat ABC D
kawatkami sktadajacymi sie na prostokat EFGD.
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Rys. 5

Rys. 6

Vab

Rys. 7

Rys. 8

Jest tylko jeden szkopul. Przeciez nie zawsze odcinek AG przetnie dolny
prostokat z lewej strony punktu J. Aby tak bylo, musi byé spelniony
warunek |EF| < 2|AB|. Ale c¢6z prostszego, jak pociaé prostokat, ktéry
tego warunku nie spelnia, na taki, ktéry go spelnial Wystarczy powtarzaé
ciecie pokazane na rysunku 4 az do skutku.

/:\

Rys. 4

Tak wiec kazdy prostokat mozna tak pociaé, zeby z kawatkow ztozyé
dowolny inny prostokat o tym samym polu.

Mozemy teraz zajaé sie dowolnymi wielokgtami. Zapewne Czytelnik
zgodzi sie, ze jesli potrafimy pociaé¢ kazdy z dwoch wielokatow o tym
samym polu na kawalki, z ktérych mozna zlozyé jeden (sila rzeczy,

taki sam dla obu) kwadrat, to potrafimy takze pocia¢ jeden z tych
wielokatéw, tak by z otrzymanych kawaltkéw zlozyé drugi. Zajmiemy sie
zatem pocieciem wielokata na kwadrat. Zauwazmy, ze:

1. kazdy wielokat mozna pociaé¢ na tréjkaty (rysunek 5);

2. kazdy trojkat mozna pociaé na kawalki, z ktérych da sie utozyé
prostokat (rysunek 6) ...

3. ... a kazdy prostokat mozna pociac¢ tak, by ztozy¢ z niego dowolny
inny prostokat o tym samym polu — na przyklad kwadrat (rysunek 7).

W ten sposob udalo nam sie pokroi¢ wielokat, od ktérego zaczeliSmy
zabawe, na pewna liczbe kwadratéw o lacznym polu réwnym polu tego
wielokata. ChcieliSmy jednak otrzymaé jeden kwadrat. Przywolajmy wiec
na pomoc twierdzenie Pitagorasa, ktére pozwala z dwéch kwadratow
zrobié¢ jeden o tym samym polu. Jak? Pokazuje to rysunek 8.

Mamy zatem brakujace ogniwo:

4. 7z otrzymanych kwadratéw mozna zlozy¢ jeden kwadrat, ktérego pole
jest rowne polu wyjsciowego wielokata.

Nazwijmy dwa wielokaty rownowaznymi przez pociecie, jesli jeden z nich
mozna pociaé na kawatki, z ktérych mozna ztozy¢ drugi. Udowodnilidmy
nastepujace twierdzenie, znane od poczatkéw XIX wieku.

Twierdzenie Bolyaia—Gerwiena. Dwa wielokaty sa rownowazne przez
pociecie wtedy i tylko wtedy, gdy maja réwne pola.

Chcialoby sie powiedzie¢: nic bardziej naturalnego. Jakze mogloby
by¢ inaczej? Okazuje sie jednak, ze problem znacznie sie komplikuje,
gdy przejdziemy do przestrzeni trojwymiarowej. W poczatkach XX
wieku wykazano, ze istnieja bryly tréjwymiarowe (na przyktad, dwa
czworos$ciany) o réwnych objetosciach, takie ze zadnej z nich nie
mozna otrzymac z drugiej przez pociecie (tym razem, na ,kawalki”
trojwymiarowe). Ale to juz zupelnie inna sprawa (patrz artykut na
stronie 6).

Maltqg Delte przygotowal Wiktor BARTOL



Symbol 2N oznacza zbiér wszystkich liczb
naturalnych parzystych.

Kazdy podzbiér zbioru X mozna
utozsamié z funkeja f : X — {0,1},
przyjmujacg warto$¢ 1 na elementach,
ktére do podzbioru nalezg, i warto$¢ 0 na
pozostalych.

Sam zapis X = {zo,z1,...} juz wskazuje,
ze zbiér X jest przeliczalny. W takiej
notacji x, to element przyporzadkowany
liczbie naturalnej n.

*Instytut Matematyki, Uniwersytet
Warszawski

Miara licznoSci Leszek KOLODZIEJCZYK ™

Jednym z podstawowych sposobéw mierzenia zbioru jest liczenie jego elementdw.
Liczenie ma jednak jasny sens tylko dla zbioréw skonczonych. Wiadomo, co

to znaczy, ze jaki$ zbiér ma 5, 31 czy 1612 elementéw. W przypadku zbioréw
nieskonczonych sytuacja jest natomiast znacznie mniej oczywista. Czy zbiorowi
nieskonczonemu da sie w ogdle przypisaé liczbe elementéw sensowniej niz przez
uznanie, ze wynosi ona zawsze ,nieskonczonos¢”?

Punktem wyjscia do poszukiwania odpowiedzi jest nastepujaca obserwacja:
zbiory X 1Y mozna uznaé za réwnoliczne, jesli istnieje bijekcja f: X — Y,
czyli taka réoznowartosciowa funkcja z X w Y, ktorej zbiorem wartosci jest
cale Y. Okazuje sie, ze jest to bardzo trafna definicja rownolicznosci, mimo

ze w zastosowaniu do zbioréw nieskonczonych prowadzi do zaskakujacych
wnioskow. Zbior nieskonczony moze byé, miedzy innymi, réwnoliczny ze swoim
wlasciwym podzbiorem: przykladowo, zbiory @Q, N i 2N sa réwnoliczne.

Gdy dwa zbiory skonczone sa rownoliczne, to jest tak dlatego, iz istnieje

taka liczba naturalna n, ze oba zbiory maja po n elementéw. Chcieliby$my
rowniez zbiorom nieskonczonym przyporzadkowaé takie kanoniczne obiekty,
ktore wskazywalyby na to, ze dany zbior nalezy do danej klasy rownolicznosci.
Okazuje sie, ze nasz cel da sie¢ zrealizowac: z kazdym zbiorem X mozna zwiazaé
pewien zbiér card(X), réwnoliczny z X, w taki sposdb, ze card(X) = card(Y')
dokladnie wtedy, gdy X i Y sa réwnoliczne. Dla X skonczonego n-elementowego
card(X) jest po prostu liczba naturalna n, identyfikowana ze zbiorem

{0,...,n — 1}. Zbiér card(X) nazywamy moca zbioru X (a czasem liczba
elementéw X), a wszystkie mozliwe moce nazywamy liczbami kardynalnymi.
Liczby kardynalne oznaczamy najczesciej literami k, A.

Definiujemy: £ < A wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja réznowartosciowa
z k w A (azatem, card(X) < card(Y') doktadnie wtedy, gdy X jest réwnoliczny
z podzbiorem Y'). Zachodzi oczekiwany, ale bardzo wazny fakt: jesli k < A

i A<k, to Kk =\ (twierdzenie Cantora—Bernsteina). Mozemy wiec przyjaé:

Kk < X wtedy i tylko wtedy, gdy kK < A ik # A

Czytelnik bez watpienia zauwazyl, ze nie podaliSmy definicji card(X). Bylo to
zaniedbanie celowe: zdefiniowanie liczb kardynalnych, a zwlaszcza wyjasnienie
sensu definicji, to proces dos¢ zmudny. Z naszego punktu widzenia wazniejsza
od dokladnej definicji jest zreszta struktura liczb kardynalnych. Okazuje sie

na przyklad, ze dla dowolnych zbioréw X, Y zachodzi card(X) < card(Y') lub
card(Y) < card(X), a ponadto w kazdym niepustym zbiorze liczb kardynalnych
istnieje najmniejsza. Najwiekszej liczby kardynalnej nie ma, o czym sie wkrétce
przekonamy. Najmniejszymi sa liczby kardynalne skoniczone, czyli po prostu
liczby naturalne. Najmniejsza liczba nieskonczona jest moc zbioru liczb
naturalnych, oznaczana symbolem Ng. Zbiory réwnoliczne z N nazywamy
przeliczalnymi. Nastepna po Ng liczba kardynalng jest. . .ale o tym za chwile.

Na liczbach kardynalnych mozna wykonywaé niektére szkolne dziatania
arytmetyczne: dodawanie, mnozenie, potegowanie. Jesli k¥ i A sa liczbami
kardynalnymi, to x + A jest moca sumy dwu roztacznych zbioréw, z ktorych
jeden ma moc k, a drugi \; - A jest moca iloczynu kartezjanskiego zbioru mocy
K i zbioru mocy \; wreszcie k* jest mocg zbioru wszystkich funkcji ze zbioru
mocy A\ w zbiér mocy k. W szczegdlnoéei, 2* jest moca zbioru wszystkich
podzbioréw zbioru mocy A.

Dodawanie i mnozenie liczb nieskonczonych to wyjatkowo proste operacje.

Jedli choé jedna z liczb k, A jest nieskoficzona, to kK + A = k - A = max(k, \).
Pokazmy dla przykladu, ze Ro - Rg = Rg. Jedli X = {zp,21,...} 1Y ={vo,v1,...}
sa zbiorami przeliczalnymi, to funkcja f: X x Y — N zadana wzorem
fUxn,ym)) = w + m jest bijekcja miedzy X x Y a N. Czytelnik by¢
moze zechce nie tylko uzupelni¢ szczegdly tego rozumowania, ale i zastanowic
sie nad ,geometrycznym sensem” funkcji f (chodzi o ponumerowanie liczbami
naturalnymi macierzy o przeliczalnie wielu wierszach, z ktorych kazdy jest
przeliczalny).
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Przypisujac kazdemu elementowi x
zbioru X jednoelementowy podzbiér
{z}, stwierdzamy réwnolicznosé zbioru
X ze zbiorem jego jednoelementowych
podzbioréw.

7 nieréwnosci 2 > A wynika, ze — jak
juz wspominaliSmy — nie ma najwigkszej
liczby kardynalnej. Nawiasem moéwiac,
jest to w pewnym sensie jedyny powdd,
dla ktérego musi istnie¢ wigcej niz
jedna nieskonczona liczba kardynalna.
»W pewnym sensie” znaczy tyle: jesli

ze standardowej listy aksjomatéw teorii
mnogosci skresli¢ aksjomat méwiacy,

ze dla kazdego zbioru istnieje zbiér
wszystkich jego podzbioréw, to pozostata
teoria jest niesprzeczna ze zdaniem
»wszystkie zbiory nieskonczone sa
réwnoliczne”.

Rozwigzanie zadania M 1214.
Oznaczmy przez O punkt przeciecia
dwusiecznych katéw AED i BCD.

D
AN
E
c
A ]
A B

Wykazemy, ze punkt O lezy na
dwusiecznych katéw BAE, ABC i CDE,

co zakonczy rozwigzanie zadania.

Proste OC i OF sg symetralnymi
odpowiednio odcinkéw BD i DA,

a wigc punkt O jest srodkiem

okregu opisanego na tréjkacie ABD.
Zatem OA = OB = OD. Wobec

tego tréjkaty AOE i DOE sa
przystajace (cecha bok-bok-bok), skad
A EAO = S EDO = «. Analogicznie
otrzymujemy < CBO = < CDO = (3.
Ponadto <OAB = <OBA = ~. Stad
korzystajac z danych w tresci zadania
réwnoéci katéw, wnioskujemy, ze

a = 3 = ~. Zaleznoéci te z kolei dowodza,
ze punkt O lezy na dwusiecznych katéw
BAE, ABC i CDE.

Z potegowaniem liczb kardynalnych nie jest juz tak prosto. Udowodnimy,

ze juz 2> musi byé¢ zawsze ostro wieksze od A. Dowdd 2} > X jest latwy,
wystarczy zatem sprawdzié, ze zaden zbiér X nie moze byé¢ réwnoliczny

ze zbiorem wszystkich podzbioréw X, oznaczanym przez P(X ). Przypusémy, ze
f: X — P(X) jest bijekcja i rozwazmy zbidr Y ={z € X : = ¢ f(x)}. Oczywiscie
Y € P(X), a zatem istnieje taki x € X, ze f(x) =Y. Zapytajmy teraz, czy

z € Y. Chwila zastanowienia pozwala stwierdzi¢, ze kazda z dwu mozliwych
odpowiedzi prowadzi do sprzecznosci.

Tak wiec, funkcja wykladnicza 2* zawsze zwicksza swéj argument. Dalej
jednak sprawy staja sie bardziej zagmatwane. Oznaczmy nastepna po Ng

liczbe kardynalna przez X, i zadajmy naturalne pytanie: czy 280 = R;?
Pozytywna odpowiedz, w ktora wierzyl Cantor, nazywa sie hipoteza continuum,
CH (,continuum” bywa czasem okresleniem zbioru liczb rzeczywistych,

a card(R) = 2%°). Problem rozstrzygniecia hipotezy continuum byt pierwszy

na stynnej lidcie probleméw otwartych przedstawionej przez Hilberta na
Miedzynarodowym Kongresie Matematykéw w 1900 r.

A zatem: czy 2% = N;? W 1938 r. Kurt Godel pokazal, ze przy zalozeniu
niesprzecznosci zwyklych aksjomatéw teorii mnogosci niesprzeczna z nimi jest
nie tylko CH, ale nawet tak zwana uogdélniona hipoteza continuum, GCH,
czyli zdanie méwigce, ze dla kazdej nieskoniczonej \, 2* jest nastepna liczba
po A. Metoda Gdédla polegala na wybraniu z uniwersum wszystkich zbioréw
ytylko tych, ktérych istnienie jest wymuszone przez aksjomaty” (tzw. zbioréw
konstruowalnych) i pokazaniu, ze w tak ograniczonej strukturze GCH jest
spelniona. W 1963 r. natomiast Paul Cohen wprowadzil tzw. metode forcingu
(ktéra dla odmiany polega na dodawaniu nowych elementéw do istniejacych
struktur) i za jej pomoca udowodnil, ze réwniez negacja C'H jest niesprzeczna
z aksjomatami.

Hipoteza continuum jest wiec nierozstrzygalna: nie da si¢ jej ani udowodnié,
ani obali¢ w oparciu o standardowo przyjmowane aksjomaty. Interpretacja tego
rezultatu jest sporna. Dla jednych zamyka on problem, a moze $wiadczy nawet
o tym, ze C'H jest pozbawiona wartosci logicznej czy .z przyczyn zasadniczych
niejasna”. Dla innych C'H pozostaje wartym badania problemem, rodzacym
m. in. pytania o ewentualne nowe aksjomaty.

Tak czy inaczej, wynik Cohena zamknal pewna epoke w dziejach teorii

liczb kardynalnych: podstawy pojeciowe teorii byty juz dawno ustalone,

a jej najstynniejszy problem otwarty okazal si¢ nierozstrzygalny. Z drugiej
jednak strony, stworzone przez Cohena metody spowodowaly bujny rozwoj
teorii mnogosci, umozliwiajac rozwiazanie wielu klasycznych probleméw oraz
postawienie (i rozwiazanie) wielu nowych. Na zakonczenie wspomnijmy wiec
pokrétce o dwu kierunkach badan, ktéore odegraly znaczaca role w ostatnich
kilku dziesiecioleciach.

Skoro wiadomo juz bylo, jaki jest status C H, wazne stawalo si¢ ogblne pytanie
o mozliwe zachowanie funkcji 2*. Do$é szybko odkryto, ze dla ,typowych”
liczb kardynalnych (w tym dla wszystkich liczb nieskoniczonych, ktére sa
bezposrednimi nastepnikami innych liczb) dowolnosé¢ jest prawie catkowita.

W. Easton udowodnit w 1970 r., ze dla takich liczb dowolny przebieg funkcji
wykladniczej zgodny z dwoma elementarnymi warunkami (funkcja 2* musi by¢é
niemalejaca i spetnia¢ pewne wzmocnienie warunku 2* > \) jest niesprzeczny
z aksjomatami. W szczegolnosci, na nieskonczonych argumentach funkcja
wykladnicza nie musi by¢ $cisle rosnaca. Dla ,nietypowych” liczb (tzw.
singularnych) dowolnosé przebiegu funkcji wykladniczej jest znacznie mniejsza.
Tu badania trwaly duzo dluzej i nie przyniosty eleganckiego ogdlnego wyniku
w rodzaju twierdzenia Eastona.

Inny wazny przedmiot badan to tzw. duze liczby kardynalne. Mdéwiac

w uproszczeniu, duza liczba to taka, ktéra ma pewne wlasnosci kombinatoryczne
sprawiajace, ze musi by¢ ,znacznie wieksza” od liczb ja poprzedzajacych (mniej
wiecej w takim sensie, w jakim liczba Vg jest znacznie wigksza od wszystkich
liczb skoniczonych). Przykladem stosunkowo malych duzych liczb kardynalnych
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sa liczby nieosiagalne, tj. takie s, ze ilekro¢ A < &, to réwniez 2* < x, a ponadto
zaden zbiér mocy k nie jest suma mniej niz x zbioréw mocy mniejszej niz .

Duze liczby kardynalne maja do$é¢ specyficzny status logiczny. Mozna pokazaé,
ze ich nieistnienie jest niesprzeczne ze zwyklymi aksjomatami teorii mnogosci,
oczywiscie zakladajac niesprzecznos¢ samych aksjomatéw. Domniemujemy, ze
istnienie duzych liczb kardynalnych jest réwniez niesprzeczne z aksjomatami,
ale tego dla odmiany nie mozna udowodnié¢ — w przeciwnym przypadku
popadlibySmy w sprzecznos¢ z drugim twierdzeniem Goédla. Mimo to wielu
badaczy zajmujacych sie teoria mnogosci ma dos$¢ przychylny stosunek do
aksjomatéw o istnieniu duzych liczb. Co wiecej, aksjomaty takie bywaja
wykorzystywane i w gléwnonurtowej matematyce (np. w geometrii algebraicznej
i topologii algebraicznej uzywa sie¢ czasem liczb nieosiggalnych w postaci tzw.
uniwerséw Grothendiecka). Niewykluczone, ze ktéres z tych aksjomatéw zostana
kiedy$ powszechnie przyjete, cho¢ na pewno nie odbedzie sie to bez kontrowersji.

Jak mierzymy odleglosci kosmiczne?
Tomasz KWAST

Jedng z najwazniejszych, jesli nie najwazniejsza umiejetnosciag astronoma jest
umiejetnos$é mierzenia (wyznaczania) odleglodci obserwowanych obiektéw.

Bez poznania odleglosci obiektu dyskusja o jego fizycznej naturze jest
bezprzedmiotowa. Wszak np. z daleka gwiazda jasna (méwimy: o duzej jasnosci
absolutnej) bedzie wygladaé tak, jak slaba z bliska. Slonce 1 Ksiezyc maja
niemal identyczne rozmiary katowe, ale Stonce jest 400 razy dalej, a wiec tylez
razy wieksze, jest wiec zapewne cialem o zupelnie innej naturze niz Ksiezyc
itd. Jak doszlo do poznania odleglosci cial, z ktorych tylko nieliczne najblizsze
czlowiek zdotal osiagnac?

Odleglosci cial najblizszych mierzy sie ,najuczciwiej” w tym sensie, ze nie trzeba
do tego zadnych zalozen, np. co do natury danego ciata. Pominmy metody
laserowe i radarowe ze wzgledu na ich do$¢ ograniczone mozliwosci. Standardowo
natomiast korzysta sie (korzystalo) z tego, ze badany obiekt, ogladany z dwdch
miejsc, jest widoczny w nieco réznych miejscach tta. W przypadku oczu nazywa
sie to efektem stereoskopowym. W zasiegu kilkudziesieciu metréw automatycznie
rozrozniamy, co jest blizej, a co dalej. Jezeli oczy sztucznie rozsuniemy na
wieksza odleglosé, np. budujac dalmierz, to stereoskopowe widzenie siegnie

kilku kilometréw. Mierzy sie tu kat miedzy kierunkami na obiekt z jednego

i drugiego ,oka”. Znajac baze, czyli rozstaw oczu (lub obiektywéw dalmierza,
lub dwéch obserwatoriéw), mozna na podstawie prostej geometrii ocenié
odleglo$¢ obserwowanego obiektu. Kat, pod jakim z obiektu byloby widaé
promien Ziemi, nazywa sie¢ paralaksa geocentryczna tego obiektu. Jej znajomosé
jest rownowazna znajomosci odleglosci ciata.

W ten sposéb zmierzono odleglosci stosunkowo bliskich cial: Ksiezyca, planet,
planetoid. Metoda ta do gwiazd nie siega, bo Ziemia jest za mata. Udato sie
jednak wykorzystaé fakt, ze w odstepie pél roku Ziemia przemieszcza sie do
miejsca odleglego o $rednice okolostonecznej orbity od miejsca startowego. A jest
to — jak by nie bylo — 300 mln km. Taki ,rozstaw oczu” umozliwil zmierzenie
tzw. paralaks heliocentrycznych wielu gwiazd. Okazalo sie (w 1838 roku), ze
paralaksa heliocentryczna (dokladniej: to kat, pod jakim z gwiazdy byloby
widaé¢ promien ziemskiej orbity) najblizszej gwiazdy jest katem mniejszym od
sekundy tuku. Dlatego pomiaru tego dokonano tak pézno. Gwiazdy okazaly sie
znacznie bardziej odlegle, niz si¢ dwczesnym astronomom zdawato. Odleglosé
odpowiadajaca paralaksie heliocentrycznej réwnej 1” to tzw. parsek (pc; tatwo
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zgadnad, skad sie ta nazwa wzigla). Wynosi on ponad
200 000 j.a. (tj. promieni ziemskiej orbity), albo

w przyblizeniu 3 x 106 m, albo 3,26 roku éwietlnego.
Z powierzchni Ziemi mierzono paralaksy do 0,01
sekundy tuku, czyli odlegtosci gwiazd do 100 pc.
Satelita Hipparcos (od ang. High Precision Parallax
Collecting Satellite) byl w stanie mierzy¢ paralaksy
do 0,001 sekundy tuku (bo spoza atmosfery), a wiec
odleglosci do 1 kpc.

Dalej geometria nie siega, bo orbita Ziemi jest za mala.
Ale przy okazji tych pomiaréw poznano cechy fizyczne
mnoéstwa gwiazd, w szczegdlnosci ich jasnosci absolutne.

Bo jasno$¢ obserwowana m, ktora mierzy sie przy kazdej

okazji, zalezy od jasnosci absolutnej M i odleglosci
gwiazdy r wedlug wzoru

m— M =5logr—5
(odleglodé jest tu wyrazona w parsekach). Jezeli
dla wielu gwiazd zmierzy¢ odleglosci za pomoca
paralaksy, to majac ich jasnosci m, mozna wyznaczy¢
ich jasnosci absolutne M i sporzadzi¢ np. diagram
Hertzsprunga-Russella, co zostalo zrobione na poczatku
XX wieku. Przyjmujac, ze odlegle gwiazdy sa takie,
jak w poblizu Stonca, mozna wzér wykorzystaé
inaczej. Teraz znajac M na podstawie widma gwiazdy
(i m jak zawsze — z pomiaru jasno$ci), oblicza sie
odleglos¢ r gwiazdy. Nazywa si¢ to wyznaczeniem
paralaksy spektroskopowej (bo M okresla sie
z widma). Domy$lamy sie, ze ten w zasadzie latwy
sposob wyznaczania odlegltos$ci komplikuje materia
miedzygwiazdowa. Wzor powyzszy jest stuszny, jezeli
przestrzen miedzy obiektem a obserwatorem jest pusta,
czyli gdy nie ma po drodze od obiektu strat sSwiatla.
Wiadomo, zZe te straty sa i wiadomo, jak je uwzglednié.
Jednak nie bedziemy sie tg sprawa tu zajmowac.

Przytoczony tu wzér mozna zastosowaé do dowolnych
kosmicznych Zrodet swiatta, jezeli tylko skadinad znamy
ich moc, czyli jasnos¢ absolutna. Wzér ten zaowocowal
wyznaczeniem odleglosci pobliskich galaktyk na
podstawie pomiaru jasno$ci réoznych wybranych gwiazd
w tych galaktykach (cefeid, nowych, supernowych).
Wreszcie m i M moga w tym wzorze rownie dobrze
oznaczaé jasno$é (obserwowang i absolutna) calej
galaktyki, gdyz z obserwacji ich gwiazd udalo si¢ oceni¢
jasnoéci absolutne niezbyt odleglych galaktyk.

Natura podsunela inny niezalezny sposéb oceniania
odleglosci galaktyk. Edwin Hubble na poczatku XX
wieku odkryl mianowicie, ze im odleglejsza (sadzac

po jasnosci m) jest galaktyka, tym szybciej od nas sie
oddala. Predkosci (radialne) wyznacza sie na podstawie
obserwowanego przesuniecia widma galaktyki. Bowiem
zjawisko Dopplera powoduje, ze wszelkie linie w widmie
oddalajacej sie galaktyki wypadaja nieco bardziej

ku czerwieni, niz gdyby obserwowana galaktyka nie
poruszala sie. Przyczyna tej ,ucieczki galaktyk” jest
ekspansja calego Wszechéwiata, a w kazdym razie tak
ja zinterpretowano i o tym przekonana jest wiekszo$¢
astronoméw. Sam Hubble stwierdzit (w 1929 roku)
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proporcjonalno$é¢ predkosci ucieczki v, do odlegtosci r
galaktyki:

v, = Hr,
gdzie H jest wspotczynnikiem proporcjonalnosci,
nazwanym pdézniej stalg Hubble’a.

7 czasem prawo Hubble’a z odkrycia stato sie
narzedziem do wyznaczania odleglosci galaktyk. Mierzy
sie owo przesuniecie ku czerwieni

z = (/\ — Ao)/Ao = ’UT/C,
gdzie A\ oznacza obserwowana dlugosé fali, a A\ dlugosé
fali, gdyby galaktyka byla nieruchoma. Ono ostatecznie
okresla odlegtos¢ r, ale... Otéz przeliczenie z na
predkosc i dalej na odleglosé jest tak proste jedynie
dla niezbyt wielkich z, v, i r. Dla duzych wartosci —
po pierwsze — nalezy stosowaé wzory zgodne z teorig
wzglednosci (bo jesli nie, to duze z dawaloby predkosé
galaktyki wicksza od predkosci $wiatla, a obecnie
obserwuje sie galaktyki, ktérych z = 7), po drugie —
sposob przeliczania z na odlegtosé zalezy od modelu
Wszech$wiata (np. charakteru ekspansji), wreszcie
— po trzecie — dla obiektow odleglych pojawiaja
sie problemy z samym zdefiniowaniem odlegtosci.
Bo przeciez dobrze by byto, zeby katowe rozmiary
obiektu byly odwrotnie proporcjonalne do jego
odleglodci, a zarazem strumien jego promieniowania
byt odwrotnie proporcjonalny do kwadratu odlegtosci
(bylaby to tzw. odleglos$é fotometryczna). Tymczasem
we Wszechdwiecie, ekspandujacym i ,powyginanym”
przez pole grawitacyjne zawartej w nim materii, nie
ma takiej uniwersalnej odlegltoéci. Najczescie] méwi
sie o odlegtosci fotometrycznej, bo w zasadzie mozna
ja okresli¢ na podstawie jasnosci m galaktyki, o ile
zna si¢ niezbedne parametry Wszech$wiata. Zeby
uniknaé¢ tych dylematéw, za odleglos¢” uwaza sie po
prostu zmierzong warto$¢ z; w kazdym razie tak robia
obserwatorzy, zostawiajac interpretacje teoretykom.

Tlustracja zaleznosci z od jasnoéci obserwowanej

m galaktyk nazywa si¢ diagramem Hubble’a.
Dopasowywanie teoretycznych przewidywan do tego
diagramu pozwala na testowanie konkurencyjnych
modeli Wszechswiata. Niestety, obserwacje skrajnie
odlegtych galaktyk sa trudne, a ich wyniki niepewne.
A przeciez Wszechéwiat rozcigga sie poza

z = 7. Gdzie$ tam w niezbadanych dotad obszarach
(zeby nie powiedzieé¢ patetycznie — otchlaniach),
odlegtych od nas o gigaparseki, powinny znajdowaé
sie protogalaktyki, kwazary, zgeszczenia materii,

z ktérych promieniowanie reliktowe juz bez przeszkod
do nas dotarto, miejsca, gdzie z protonéw i elektronéw
powstal pierwotny wodér. Promieniowanie reliktowe,
odpowiadajace w przyblizeniu z = 1000, obserwujemy,
ale nie sposéb dzi§ przewidzieé, czy obszary posrednie
(10 £ 2 <£1000) lub jeszcze dalsze (z > 1000) zostana
kiedykolwiek poznane obserwacyjnie, czy siegniemy do
nich tylko teoria.

Odleglosciom kosmicznym po$wiecona byla Delta
10/2001.



przykltad prostej rzeczywistej R, do ktérej w tym artykule ograniczymy nasze
rozwazania. Takie uogdlnienie, czyli wlasnie miara, ma wiec by¢ funkcja m,
okreslona na pewnej rodzinie A podzbioréw prostej (tych, ktére z jej pomoca
; dadza si¢ ,zmierzy¢”) i przypisujaca im wartosci rzeczywiste nieujemne oraz
400. Oczywidcie, chcieliby$my przy tym, zeby malto skomplikowane zbiory,
np. odcinki, nalezaly do rodziny A i miara m przypisywala im ich dlugosci.
\,__/' Ponadto, miara zbioru nie powinna zaleze¢ od jego potozenia na prostej, tzn.
miara zbioru nie powinna sie zmieni¢ po jego przesunieciu; méwimy wowczas, ze
m jest niezmiennicza na przesuniecia. Wreszcie, miara sumy dwéch roztacznych
( zbioréw powinna by¢ réwna sumie ich miar; méwimy wowczas, ze funkcja m
— jest skonczenie addytywna. Z uwagi na zastosowania w teorii catki i rachunku
prawdopodobienstwa zada sie od miary wiecej: miara sumy dowolnego ciaggu
zbioréw, z ktérych kazde dwa sa rozlaczne (czyli zbioréw parami rozlgeznych),
rowna jest sumie miar tych zbioréw; te wlasnoéé miary nazywamy przeliczalng
addytywnosciq.

)
Zbiory niemierzalne Piotr ZAKRZEWSKI"
Korzenie teorii miary siegaja tak podstawowych pojeé, jak dlugosé (np.
odcinka), pole (np. kola) i objeto$é (np. kuli). Wraz z rozwojem matematyki
konieczne stato sie¢ uogélnienie tych pojeé¢ w taki sposob, zeby dalo sie
wzmierzy¢” coraz bardziej skomplikowane podzbiory danej przestrzeni — na

\
\

W roku 1902 Lebesgue wprowadzit pojecie miary, powszechnie uznawane za
satysfakcjonujace narzedzie, pozwalajace ,mierzy¢” zbiory, pojawiajace sie
w analizie matematycznej. Miara Lebesgue’a okreslona jest na rodzinie £

Przykiadem zbioru niemierzalnego zbioréw mierzalnych w sensie Lebesgue’a, ktora jednak nie obejmuje wszystkich
w sensie Lebesgue’a jest tzw. zbior dzbiord tei: istniei bi . . I ie Leb 0. C . .
Vitaliego. Ma on dokladnic jeden element POZDIOTOW prostej: istnieja zbiory niemierzalne w sensie Lebesgue’a. Co wigcej
wspélny z kazdym przesunieciem t +Q,  — 1 to jest znacznie bardziej zaskakujace — dla dowolnej miary m o dziedzinie

gdzie t € R, zbioru liczb wymiernych Q. A (spelniajacej powyzsze warunki) istnieje zbiér taki A C R, ze A & A.
Wynika to z nastepujacego twierdzenia o paradoksalnym rozkladzie przedzialu,
udowodnionego przez Banacha i Tarskiego w roku 1924. Przedzial [0, 1] mozna

podzieli¢ na parami rozlgezne zbiory Ag, A1, As,... w taki sposdb, Ze pewne ich
przesuniecia to + Ao, t1 + A1, to+ Ao, ... tez sq parami rozlgczne i w sumie dajg
Gdyby wszystkie zbiory A; nalezaly przedzial [0,2]. Oczywiscie, takie ,cudowne podwojenie dlugosci” nie byloby
do A, to uzyskalibyémy sprzecznoéé mozliwe, gdyby wszystkie zbiory A; nalezaly do A — co najmniej jeden z nich
w nastgpujacy sposob: jest wiec niemierzalny wzgledem m.
1=m([0,1]) = m(U Ai) = Nie istnieje zatem miara, ktora mierzylaby wszystkie podzbiory prostej,
ien przypisujac odcinkom ich dtugoéci i spelniajac zarazem warunki przeliczalnej
o oo addytywnosci oraz niezmienniczosci na przesuniecia. Sytuacja jest jednak inna,
- Z m(A;) = Z mts + A;) = jesli decydujemy sie na ostabienie ktoregos z tych warunkow.
i=0 =0 I tak, w roku 1923 Banach udowodnil, ze istnieje niezmiennicza na przesunigcia

i skoriczenie addytywna funkcja m, okreslona na rodzinie P(R) wszystkich
—m((Juws+40) = mito.2) =2 e ywna funica m, o na rodzinie | .
podzbioréw prostej i przypisujaca kazdemu zbiorowi, nalezacemu do L, jego
miare Lebesgue’a (czyli przedluzajgca miare Lebesgue’a).
7Z kolei, jesli rezygnujemy z niezmienniczo$ci na przesuniecia, to mozna
L ) ) . rozwazaé hipoteze, ze istnieje przeliczalnie addytywna miara okreélona na
Wigcej o hipotezie continuum mozna . . . . .. .
przcczytaé w artykule Miara licznodci P(R) i przedtuzajaca miare Lebesgue’a. Hipoteza taka, eliminujaca w pewnym
na str. 10. sensie problem zbioréw niemierzalnych, jest bardzo ciekawa, a jej konsekwencje
stanowiag zywy przedmiot badan. W szczegdlnosci, pociagga ona za soba negacje
pewnych innych hipotez, dotyczacych wszystkich podzbioréw prostej, w tym, jak

Aksjomat wyboru méwi, ze dla dowolnej  pokazali Banach i Kuratowski w roku 1929, hipotezy continuum.
rodziny zbioréw niepustych, parami Wehodzi . b ii zbiord li . ‘i Ni .
roztacznych, istnieje zbior majacy chodzimy tu wigc w obszar teorii zbioréw, czyli teorii mnogosci. Nie powinno

7 kazdym ze zbioréw tej rodziny to budzi¢ zdziwienia, skoro rozwazania dotycza wszystkich podzbioréow prostej
dokladnie jeden element wspdlny. — to wlasnie od aksjomatéw teorii mnogoéci zalezy, istnienie jakich zbioréw
uznajemy. W szczegoélnosci, w roku 1970 Solovay pokazal, ze za istnienie zbiorow
niemierzalnych w sensie Lebesgue’a odpowiedzialny jest tzw. aksjomat wyboru.
Rezygnujac z aksjomatu wyboru, mogliby$Smy radykalnie pozby¢ sie problemu
zbioréw niemierzalnych, przyjmujac po prostu, ze kazdy podzbiér prostej
jest mierzalny w sensie Lebesgue’a. Poniewaz jednak aksjomat wyboru jest
“Instytut Matematyki, Uniwersytet niezbednym narzedziem w wielu dzialach matematyki, takie rozwiazanie jest nie
Warszawski do przyj(;cia.
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Pomiar
kwantowy
Fwa CZUCHRY

Uklad kwantowy jest opisywany tak zwanym stanem kwantowym uktadu — jest
to obiekt matematyczny zawierajacy pelna informacje o uktadzie. Nie wszystkie
parametry opisywane przez stan kwantowy moga by¢ zmierzone — te, ktore da
sie wyznaczy¢ za pomoca pomiaru, nazywa sie obserwablami. Moze to byé np.
ped czy potozenie. W mechanice kwantowej obserwable sa reprezentowane przez
operatory, ktérymi mozna podziala¢ na stan uktadu kwantowego.

Uklad kwantowy znajduje sie w stanie wlasnym operatora danej obserwabli,
jesli w wyniku dzialania tego operatora na stan kwantowy otrzymujemy jedna
okreslong liczbe charakteryzujaca ten stan. Liczba ta jest wtedy wynikiem
pomiaru.

Moze sig¢ jednak zdarzy¢ i tak, ze uklad nie bedzie w stanie wlasnym danego
operatora. Mozna wtedy stan kwantowy tego uktadu zapisaé¢ w postaci

sumy stanéw wlasnych, pomnozonych przez wspolczynniki okreslajace
prawdopodobienstwo znalezienia sie ukladu w danym stanie wlasnym. Jesli na
takim uktadzie przeprowadzimy pomiar kwantowy, otrzymamy wynik liczbowy,
bedacy wspotcezynnikiem stojacym przy jednym ze stanéw wlasnych, oraz
zmiane stanu uktadu, ktoéry zostanie zredukowany do tego jednego konkretnego
stanu wlasnego. Na przyklad, w przypadku pomiaru polaryzacji fotonu,

o ktorym wiemy, ze jest on z pewnym prawdopodobienstwem spolaryzowany
pionowo, a z pewnym poziomo, otrzymamy jedna z tych dwu wartoéci. Jesli
wynik pomiaru wskaze na polaryzacje pozioma, to od tej chwili foton bedzie
sie znajdowal w stanie polaryzacji poziomej, i kazde nastepne sprawdzenie tego
faktu da taki sam wynik.

Pomiar kwantowy jest zatem czyms wiecej niz pasywna operacja dostarczajaca
informacji o stanie ukladu — taka, jaka jest pomiar klasyczny. Wynikiem

jego dzialania sa dwa rezultaty: klasyczny wynik pomiaru oraz dodatkowo
przeksztalcenie samego uktadu poddawanego pomiarowi. Co wiecej, nie jest to
operacja deterministyczna: mozemy mieé kilka ukladow o takim samym stanie
poczatkowym, a w wyniku pomiaru otrzymaé rézne wartosci liczbowe oraz

rézne stany przyjmowane przez ten uklad. Na przyklad, w wyniku pomiaru
wspomnianej polaryzacji fotonu mozemy otrzymac zaréwno polaryzacje pionowa,
jak i pozioma.

Z modyfikacja stanu kwantowego przez pomiar wigze si¢ zasada nieoznaczonosci,
mowigca, ze nie da sie wyznaczy¢ jednocze$nie dwoch wielkoéci fizycznych

o réznych stanach wtasnych, np. pedu i potozenia lub energii i czasu. Mierzac
polozenie fotonu, powodujemy, ze jego stan kwantowy redukuje sie do stanu
wlasnego operatora polozenia. Nie jest to jednak stan wlasny operatora pedu

i nie mozna jednoznacznie okresli¢ jego wartosci. Aby uzyska¢ jednoznaczng
warto$¢ pedu, trzeba w procesie pomiaru przeksztalcié¢ stan fotonu (juz
zredukowany do stanu wlasnego polozenia) w stan wlasny pedu, ale badamy
wtedy juz inny stan kwantowy niz ten poczatkowy, niezaburzony pierwszym
pomiarem.

Wspomniane wlasnosci pomiaru kwantowego moga budzi¢ gleboki intuicyjny
sprzeciw, nic dziwnego, ze poswiecono mu wiele dyskusji i rozwazan. Sa tez
jednak i pozytywne strony aktywnego charakteru tego procesu. W rozwijajacej
sie ostatnio dynamicznie kwantowej teorii informacji — znajdujacej zastosowanie
w kwantowej kryptografii czy budowie komputera kwantowego — pomiar
kwantowy odgrywa bardzo wazna role, czasami wrecz dokonuje sie pomiaru
tylko po to, aby przeksztalci¢ stan ukladu, nie otrzymujac o nim zadnej
informacji.

- Rozwigzanie zadania F 722.

Postepujac analogicznie jak w poprzednim zadaniu, otrzymujemy
2«
l

gdzie [ jest gruboscia krazka rteci, a S = mr? jego polem. Mamy tez, ze

F=pS=2"35,

m 271'2;)047’4

= > istad F = ~ 800 N.
r

m
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Rys. 1

Odlegtosé, ktora nie jest metryka
Andrzej WALAT

Wiele lat temu ulozylem zadanie na Warszawski Konkurs Informatyczny dla
uczniéw osmioletniej wéwczas szkoly podstawowej, ktére miato nastepujaca
tredc.

Napisz procedure o nazwie dywan, ktora rysuje losowsa liczbe n < 18 malych
krzyzykéw o boku 20 pikseli i losowych kolorach rozrzuconych losowo na tle
kwadratu o boku 400 pikseli, jak na rysunku 1. Krzyzyki moga sie styka¢ bokami
lub rogami, ale nie moga na siebie nachodzi¢. Nie mogg réwniez wystawaé poza
obszar kwadratu.

W tym artykule omoéwie przyktadowe rozwiazanie zadania, ktérego istotnym
elementem bedzie zdefiniowanie miary, ktéra moze postuzy¢ do oceny: czy
jaki$ dowolny punkt lezy wystarczajaco daleko od srodkéw juz istniejacych
krzyzykéw, zeby mozna w nim bylo umiesci¢ $rodek kolejnego krzyzyka.
Rozwiazanie sklada sie z kilku krétkich procedur. Treéé¢ glownej procedury ma
tylko dwa wiersze.

oto dywan

narysujKolorowyKwadrat

narysujKrzyzyki losowalistaKrzyzykéw losowa 18
juz

W pierwszym wierszu jest polecenie narysowania kolorowego kwadratu
o zadanych rozmiarach. Oczywiscie, nie jest to polecenie pierwotne Logo i musi
byé¢ zdefiniowane.

W drugim wierszu jest polecenie narysowania krzyzykéw z losowej listy

o dlugosci bedacej losowa liczba naturalng mniejsza niz 18. Kluczowym
elementem w tej konstrukeji jest funkcja o nazwie losowalistaKrzyzykoéw,
ktora dla danej liczby naturalnej n generuje losowa liste n punktéw bedacych
srodkami nienachodzacych na siebie krzyzykow. Jesli n = 0, to wynikiem
funkcji jest lista pusta. W przeciwnym przypadku wynikiem jest odpowiednie
przedtuzenie listy n — 1 elementowej o jeden losowy punkt. Mozna to zapisac
w Logo w nastepujacy sposob.

oto losowalistaKrzyzykéw :n

jesli :n =0 [wynik [1]

wynik przediuzenie losowalistaKrzyzykéw :n - 1 losPkt

juz

W powyzszej definicji korzystamy z dwéch funkeji pomocniczych. Wynikiem
funkcji 1osPkt jest losowo wybrany punkt z wnetrza kwadratu, lezacy

w odpowiedniej odleglosci od brzegu, aby krzyzyk o srodku w tym punkcie nie
wychodzit poza kwadrat.

oto losPkt
wy [-170 -170] + losowa [341 341]
juz

Funkcja przedtuzenie dla danej listy 1Pkt srodkéw niekolidujacych ze soba
krzyzykéw oraz punktu p daje w wyniku przedluzenie tej listy o punkt p, jesli
nie koliduje on z punktami na liscie, albo o jaki$ inny losowo wybrany punkt
niekolidujacy z punktami na lidcie.

oto przediuzenie :1Pkt :p

jesli brakKolizji? :p :1Pkt [wynik nap :p :1Pkt]

wynik przediuzenie :1Pkt losPkt

juz

Musimy jeszcze zdefiniowaé funkcje logiczng brakKolizji?, ktérej wynikiem
jest prawda, w przypadku, gdy dany punkt p nie koliduje z zadnym punktem na
danej liScie 1Pkt, albo — w przeciwnym przypadku — falsz.
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Rys. 2

oto brakKolizji? :pkt :1Pkt

jesli puste? :1Pkt [wynik "prawdal

jesli odlegtosé :pkt pierw :1Pkt < 3 [wynik "fatsz]

wynik brakKolizji? :pkt bp :1Pkt

juz

I tu wreszcie odwolujemy sie do funkcji odlegtosé. Punkt p1 koliduje

z punktem p2, gdy odlegto$¢ p1 od p2 jest mniejsza niz 3. Ale nie chodzi w tym
przypadku o zwykla odleglosé euklidesowa, tylko o odleglos¢ zdefiniowanag

w nastepujacy sposob.

oto odlegtos¢ :pl :p2
wynik (ilorazc abs ((pierw :pl) - (pierw :p2)) 20)

+ ilorazc abs ((ost :pl) - (ost :p2)) 20
juz
Przyjmujemy, ze dla danych dwoch punktéow pl i p2 ich odlegloéé to suma
ilorazow catkowitych réznic ich odpowiednich wspélrzednych przez dtugo$é boku
krzyzyka 20.

Rysunek 2 przedstawia kolo o promieniu 3, tj. zbiér punktéw, ktérych odleglosé
od punktu zaznaczonego kropka jest mniejsza niz 3.

FLatwo sprawdzié, ze jest to wlasnie to, o co nam chodzi. Jesli umiescimy krzyzyk
w zaznaczonym Ssrodku, to juz w zadnym innym punkcie zacieniowanego obszaru
nie mozna umiescié¢ $rodka innego krzyzyka, natomiast kazdy punkt poza tym
obszarem jest akceptowalny.

Na koniec jeszcze jedna uwaga. Scistym matematycznym odpowiednikiem
potocznego pojecia odleglosci jest pojecie metryki. Metryka to funkcja M, ktora
kazdej parze punktéw pl, p2 pewnej przestrzeni X przyporzadkowuje nieujemna
liczbe rzeczywista M(p1l,p2) spelniajaca nastepujace warunki.

M(p1,p2) =0 < pl =p2
M(p1,p2) = M(p2,p1)
M(p1,p2) + M(p2,p3) >=M(p1,p3).

Nasza odlegtos¢ spetnia tylko jeden z trzech aksjomatéw metryki, pomimo tego
jest bardzo uzyteczna miara pozwalajaca stwierdzaé, czy dwa punkty sa za
blisko, czy wystarczajaco daleko.

W aneksie do tego artykulu na stronie WWW Delty jest pelny zestaw procedur
stanowiacych kompletne rozwiazanie zadania i jeszcze kilku uwag odnoszacych
sie do pytan, jakie moze nasuwaé przedstawiony powyzej problem i jego
rozwiazanie, na przyklad: skad sie wziela w tresci zadania magiczna liczba 187
I czy mozna ja zamieni¢ na jakas inna liczbe — powiedzmy, 257

Rozwigzanie zadania M 1213.
Wykazemy, ze taki podzial nie jest mozliwy. W tym celu wystarczy udowodnié, ze liczby 14 - 14 = 196
nie mozna przedstawi¢ w postaci 10a + 27b, gdzie a, b sa liczbami catkowitymi nieujemnymi.

Z zaleznosci 196 = 10a + 27b wynika, ze cyfra jednosdci liczby 27b jest 6. Jednak wtedy cyfra jednosci
liczby b wynosi 8. Stad w szczegdlnosci otrzymujemy b > 8. Wobec tego 196 > 27 - b > 27 - 8 = 216.
Uzyskalidmy sprzecznos$é, ktéra dowodzi, ze zagdany podzial nie jest mozliwy.

Rozwigzanie zadania M 1215.

- Przypus$émy, ze 3a # 2b i przyjmijmy n = |3a — 2b|. Wtedy n > 0, a wiec liczby an + 2 oraz bn + 3

majg wspélny dzielnik d > 1. Zatem liczba d jest takze dzielnikiem liczby
3(an +2) — 2(bn + 3) = n(3a — 2b) = +n”,
oraz liczby
(an+2)—(bn+3) =n(a—>b) — 1.

Uzyskalismy sprzecznoéé, poniewaz liczby +n? i n(a — b) — 1 sa wzglednie pierwsze: kazdy dzielnik
pierwszy p liczby n? jest takze dzielnikiem liczby n, a wigc p nie moze by¢ dzielnikiem liczby
n(a — b) — 1. Wobec tego 3a = 2b.

17



Informatyczny kacik olimpijski (11) — szukamy pola arealu

WezZmy macierz Ag réwna

zgodnie ze wzorem:

11
w=(i )

i zdefiniujmy rekurencyjnie ciag macierzy, z ktérych kazda nastepna powstaje

A, A,
T )

Zatem A; jest wymiaru 4 x 4, A; — 8 x 8 i tak dalej. Kontynuujac dostawianie
macierzy, w ten sposob otrzymamy nieskonczong macierz, ktéra oznaczamy As.

Zdefiniujmy areal jako spéjny (w sensie sasiedztwa wzdluz bokdéw, nie tylko
w wierzchotkach), maksymalny (tj. niedajacy sie powiekszy¢) zbiér pél macierzy
o tych samych wartosciach. W naszym zadaniu mamy dane wspolrzedne pola

w macierzy Ao (wiersze i kolumny numerujemy od 0). Nalezy obliczy¢ rozmiar
arealu zawierajacego to pole (mozliwe, ze jest on nieskonczony).

Gléwnym problemem w tym zadaniu jest wyobraznia —
najpierw nalezy wyobrazi¢ sobie, jak wlasciwie wyglada
macierz A, potem trzeba wyobrazaé¢ sobie ksztalty

i rozmiary arealow.

~Wyciety” z Ao kwadrat o boku 2 (zawierajacy

pole (0,0)) jest réwny macierzy Ag. Jesli kwadrat
bedzie mial bok 4, to bedzie réwny A;, itd. Co wiecej,
wszystkie pola (0,4) oraz (i,0) maja w Ao, warto$é +1.

Jak wiec wygladaja arealy? Na pewno jest jeden areal
nieskoniczony, zawierajacy punkt (0,0) — chocby dlatego,
ze naleza do niego wszystkie pola (0,14) oraz (i,0).
Wezmy teraz areal, do ktérego nalezy punkt (7, j). Niech
i,7 < 2", dla pewnego n. Wtedy pole (i, j) nalezy do
A, —1 (poniewaz wymiar tej macierzy to 2" x 2™). Ale
kiedy tworzymy A,,, to na wszystkich polach (2", z)
i(z,2"), dla 2 < 2", laduje wartos¢ 1. W takim razie
albo caly poszukiwany areal zawiera sie w A,_1, albo
taczy z tym samym arealem, do ktérego nalezy (0,0).
Jest wiec tylko jeden areal nieskonczony.

Mamy juz pewien zbidr spostrzezen, sprébujmy wiec
podejéé do rozwiazania zadania. Definicja Ao, jest
rekurencyjna — skorzystajmy wiec z tej samej techniki.
Niech polem, ktorego arealu poszukujemy, bedzie pole
(,7). Na poczatek znajdzmy takie n, ze i,j < 2™. Nasze
obliczenia mozemy zamknaé¢ w macierzy A,,_1, poniewaz
(zgodnie z poprzednimi stwierdzeniami) pole (4, j)
bedzie albo naleze¢ do jedynego nieskonczonego arealu,
albo jego areal bedzie w calosci zawarty w A,,_1.

Na poczatek sprawdzmy, do ktorej ¢wiartki macierzy
Ap—1 nalezy (i,7), i dla tej éwiartki wywolajmy
poszukiwania rekurencyjnie (tj. wezmy i’ =i mod 2"~
j'=jmod 2"t n' =n—1).

Wyréznijmy pewne rodzaje arealow, z ktérymi mamy
do czynienia przy obstudze podmacierzy kwadratowej
w A Niektore z nich nie stykaja sie z krawedziami
tej macierzy — takie arealy sa ,zamkniete” i nie zostana
juz powigkszone. Pozostale mozemy podzieli¢ na cztery
klasy:

18

A — areal zawierajacy lewy gérny rég
B — areal zawierajacy pole(a) na ,dolnej” krawedzi
macierzy

C — areal zawierajacy pole(a) na ,prawej” krawedzi
macierzy

D - areal spelniajacy B oraz C.

a

Macierz Az. W obszarach obwiedzionych linig czarng znajdujg sie
wartoéci +1, a kolorowg —1. Zakreskowane arealy sg juz zamkniete.

Wynikiem funkcji rekurencyjnej bedzie wartosé pola
wraz z typem arealu w podmacierzy, do ktoérego to

pole nalezy. I to juz nam wystarczy, bo z tych danych
mozemy odtworzy¢ wartos¢ pola i typ jego arealu
wzgledem dwukrotnie wickszej macierzy. Na przyktad,
jesli wywolanie rekurencyjne dla prawej-dolnej ¢wiartki
dato w wyniku wartosé¢ 1 w areale typu A, to wzgledem
wiekszej macierzy jest to pole o warto$ci —1 typu D.
Podobnie trzeba obshuzy¢ inne przejscia.

W trzech przypadkach — gdy w lewej-gérnej ¢wiartce
otrzymamy —1 dowolnego typu, w prawej-gérnej
¢wiartce otrzymamy 1 typu B, lub w lewej-dolnej
¢éwiartce otrzymamy 1 typu C — mozemy zakonczy¢
dalsze obliczenia. Wowczas otrzymujemy areal
zamkniety, ktory zawiera sie calkowicie w aktualnej
macierzy.

Tym razem ¢wiczeniem dla Czytelnika pozostanie
stwierdzenie, z ilu pél wlasciwie ten zamkniety areal sie

sklada. ..
Filip WOLSKI



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

25-wyrazowy postep arytmetyczny liczb pierwszych

Wkroétce po znalezieniu przeze mnie pierwszego znanego 24-wyrazowego

postepu arytmetycznego liczb pierwszych w styczniu 2007 r. Raanan Chermoni
zaoferowal mi pomoc w dalszych poszukiwaniach poprzez zaprzegniecie do pracy
dostepnych mu komputeréw.

Wspéblpraca ta zaowocowala siedmioma dalszymi przyktadami postepow
24-wyrazowych, a 17 maja 2008 r. komputery Raanana ustanowily nowy rekord
w postaci pierwszego znanego 25-wyrazowego postepu arytmetycznego ztozonego
z liczb pierwszych:

apn = 6171054912832631 + 366384 - 234 - dla n=0,1,2,...,24,
gdzie 234 =2-3-5-7-11-13-17-19 - 23 = 223092870.

Najwiekszy wyraz postepu to asq = 8132758706802551, a kazdy z wyrazdéw ma

16 cyfr.

Dane zebrane w czasie poszukiwan wskazuja, ze nie mozemy méwié¢ ani

o szczesciu, ani o pechu. Postep 25-wyrazowy pojawil sie po z grubsza takim
czasie, po jakim $rednio nalezaloby go oczekiwaé, biorac pod uwage wydajnosé
programu i dostepna moc obliczeniowa.

Jarostaw WROBLEWSKI

Zainteresowanych §ledzeniem rezultatéw zwiazanych z postepami
arytmetycznymi liczb pierwszych odsylam na strone

http://hjem.get2net.dk/jka/math/aprecords.htm

Superstar uchwycona w kadrze

Utrwalenie bardzo rzadkiego zdarzenia wymaga fartu.
Przypadki takie zdarzaja sie coraz czesciej, bo coraz
wiecej potencjalnych obserwatorow ma odpowiednie
wyposazenie, np. telefon komérkowy z wbhudowana
kamera.

Liczba podgladaczy kosmosu réwniez stale rosnie,
jednak obserwacji z 9. stycznia br. mogly dokonaé
tylko dwa satelitarne obserwatoria promieniowania
rentgenowskiego Swift i Chandra. Szczescie mieli
astronomowie uzywajacy pierwszego z nich. Udato
im sig, po raz pierwszy w historii, obserwowaé
wybuch supernowej od samego poczatku [1]. Tego
dnia wykonywana byla obserwacja innej supernowej
SN 2007uy znajdujacej sie¢ w tej samej galaktyce
NGC2770. O godzinie 13:32:49 UT, w odleglosci
katowej okolo 1,5’ od SN 2007uy zarejestrowano
poczatek bardzo jasnego blysku rentgenowskiego
XRO 080109, ktorego intensywnos¢ narastala przez
okolo 70 sekund, a nastepnie wykladniczo malala
przez dalsze 300 sekund. Nie zarejestrowano ani
jednoczesnego btysku gamma, ani jednoczesnego
optycznego lub nadfioletowego odpowiednika.
Zmnajdujacy sie na poktadzie Swifta teleskop UVOT
(Ultraviolet/Optical Telescope) wykryl poswiate,
ale ponad pdéltorej godziny pdzniej.
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Niecale dwie doby po6zniej, za pomoca oSmiometrowego
teleskopu Gemini North, przeprowadzono pierwsze
badania spektroskopowe odpowiednika. Uzyskano m.in.
potwierdzenie, ze supernowa wybuchta w galaktyce
NGC2770. Ze wzgledu na brak wodorowych linii
spektralnych i stabe linie krzemowe jej typ okreslono
jako Ibc. Otrzymala ona nazwe SN 2008D. Biorac pod
uwage caly, niezwykle bogaty material obserwacyjny,
uznano, ze prekursorem wybuchu byta gwiazda
Wolfa-Rayeta otoczona gazem rozdmuchanym silnym
stalym wiatrem gwiazdowym. Tego typu gwiazdy sa
rowniez podejrzewane o powodowanie blyskow gamma,
ale w tym przypadku stwierdzono zwykty, sferycznie
symetryczny, nierelatywistyczny wybuch. Prace [1]
konczy szacowanie czestosci wykrywania podobnych
wybuchoéw za pomoca urzadzenia monitorujacego

cale niebo w promieniach rentgenowskich. Takich
przypadkéw powinno byé kilkaset rocznie. Ich
wykrycie pozwoliloby nie tylko na glebsze zrozumienie
mechanizmu wybuchu supernowych, ale réwniez
ulatwiloby wydobycie z tla sygnaléw neutrinowych i fal
grawitacyjnych generowanych przez te kataklizmy.

Piotr ZALEWSKI

[1] An extremely luminous X-ray outburst at the birth of
a supernowa, A.M. Soderberg i inni, Nature 453(22/05/2008)469



Wyznaczamy wspoOtczynnik lepkosSci cieczy

(1)

Stanistaw BEDNAREK

Ruch dowolnego ciala w cieczy napotyka opor, ktory zalezy od ksztaltu

i wielkosci ciala, jego predkosci oraz rodzaju cieczy. Parametrem
charakteryzujacym rodzaj cieczy w sposob ilosciowy jest wspolczynnik lepkosci.
Wspéblezynnik ten decyduje réwniez, jaka objetosé cieczy przeptynie przez rurke
o danym promieniu przy okreslonej réznicy cisnien i w zadanym czasie. Zeby
obliczy¢ te objetos¢ AV, nalezy skorzystaé ze wzoru Hagena—Poiseuille’a:

Tt ApAt

AV —
v 8ln

We wzorze tym r oznacza promien wewnetrzny rurki, [ jej dlugosé,
Ap — réznice ciSnien na koncach rurki, At — czas przepltywu, natomiast
7 jest wspolczynnikiem lepkosci, ktéry postaramy sie dzisiaj wyznaczy¢

doswiadczalnie.

Do przeprowadzenia doswiadczenia potrzebne beda: przezroczysta butelka, np.
od wody mineralnej o pojemnosci 1,5 | z zakretka, dwa dlugie kawalki rurki do
picia napojow, woda, olej roslinny, linijka z podziatka milimetrowa lub lepiej
suwmiarka, szybkowiazacy klej epoksydowy, np. Poxipol, niewielkie kartonowe
pudetko od soku o pojemnosci 200 ml, stoper, plastelina.

,,,,,,,,,,,,,,,, IZT

Wyglad butelki Mariotte’a do wyznaczania wspélczynnika lepkosci
cieczy: b — przezroczysta butelka plastikowa, z — zakretka, p — stlomka
(rurka) pionowa, s — stomka dolna, k — klej, h — wysoko$¢ dolnego
konica stomki pionowej nad osig dolnej stomki, I — dlugosé¢ dolnej
stomki, » — promienn wewnetrzny tej stomki.

W plastikowej zakretce od butelki wiercimy niewielki
otwér. W ten otwér wktadamy stomke do napojow.
Otwoér powinien by¢ tej wielkosci, zeby stomke mozna
bylo doséé ciasno przesuwaé¢ w zakretce. Nastepnie
wiercimy niewielki otwér w bocznej Sciance w poblizu
dna butelki. W tym otworze umieszczamy druga stomke.
Miejsce przejécia stomki przez otwér uszczelniamy
szybkowiazacym klejem epoksydowym. Zwracamy przy
tym uwage na to, zeby slomka ustawiona byta poziomo.
Wylot poziomej stomki zamykamy niewielkim korkiem
z plasteliny.

W ten sposéb przygotowaliSsmy tzw. butelke Mariotte’a.
Jej zaleta jest to, ze przez pewien czas predkosé
wyplywu cieczy z butelki jest stala. Do butelki
nalewamy prawie do petna wody. Butelke zamykamy
zakretka z przechodzaca przez nia stomka i ustawiamy
na dowolnej podstawce tak, zeby mozna bylo podstawic¢
naczynie na wode pod wylot poziomej stomki. Gdy
podstawimy to naczynie, wyjmujemy plastelinowy korek
i obserwujemy wyplyw wody. Predkosé tego wyplywu
jest stata tak dtugo, az poziom wody w butelce opadnie
ponizej dolnego konca pionowej stomki przechodzacej
przez zakretke.

Mozna latwo wykazac, ze wartos¢ tej predkosci wyraza sie wzorem

(2)

v = +/2gh,

gdzie g jest przyspieszeniem ziemskim. Predkos¢ wyplywu wody mozemy
regulowaé przez przesuniecie pionowej stomki w zakretce. Im wyzej bedzie
znajdowal sie koniec tej stomki, tym wieksza bedzie predko$¢ wyplywu, ale tym
krocej predkos$é ta bedzie stala.

Wréémy teraz do wspolezynnika lepkosci. Wzor (1) przeksztatcamy do postaci

(3)

Tt ApAt
8IAV

Wystepujaca we wzorze (3) réznica ciSnien Ap wyraza sie wzorem

Dla wody p = 1000 kg/m?, (4)
dla oleju p = 920 kg/m?>.
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Ap = pgh,

w ktérym p oznacza gestos$é cieczy.



Po podstawieniu wzoru (4) do wzoru (3) otrzymujemy réwnanie
B mrt pghAt

5 R =
() = gAY
z ktoérego mozna obliczy¢ wspotezynnik lepkosci 7).

Z réwnania (5) wynika, ze lepko$é silnie zalezy od wewnetrznego promienia
dolnej stomki. Dlatego promien ten nalezy zmierzy¢ mozliwie jak najdokladnie;j.
Najlepiej byloby uzy¢ do tego celu suwmiarki. Wowczas doktadnosé pomiaru
wynositaby co najmniej 0,1 mm. Jezeli nie dysponujemy suwmiarka, to
pozostaje nam kilkakrotny pomiar linijka i obliczenie $redniej arytmetyczne;j.

Dtugosé [ dolnej stomki oraz wysokos$¢ h dolnego konica pionowej stomki

nad osia dolnej stomki tatwo zmierzymy linijka. Pozostaje nam jeszcze do
zmierzenia objeto$¢ AV wody, ktora przeplynela przez dolng stomke i czas At
jej przeptywu. Do pomiaru objetoéci wykorzystamy kartonowe pudetko od soku,
ktére pozbawiamy gérnej pokrywki tak, zeby nie zmienié¢ jego pojemnosci. Puste
pudetko podstawiamy pod wylot dolnej stomki. Butelke uprzednio napelniamy
woda. Wyjmujemy plastikowy korek z wylotu dolnej stomki. Stoperem mierzymy
czas, w ktérym woda wypetni pudetko.

Po wykonaniu pomiaréw wszystkich wielko$ci wystepujacych we wzorze (5)
podstawiamy ich wyniki do tego wzoru i obliczamy wspotczynnik lepkosci 7.
Poréwnujemy obliczong warto$¢ z podanym w tablicach fizycznych wynikiem
dla wody: n = 1,0021 - 1073 (Ns)/m? (w temperaturze 18°).

Po catkowitym opréznieniu butelki z wody napelniamy ja olejem roslinnym

i powtarzamy pomiar czasu wyplywu dla okreslonej objetosci oleju
wypelniajacego podetko od soku. Ponownie podstawiamy wyniki do wzoru (5)

i obliczamy wspdlczynnik lepkosci oleju. Poréwnujemy obliczong wartosé z
wynikiem podanym w tablicach fizycznych dla oleju: n = 84 - 10~3 (Ns)/m?.

Na koniec zastanéwmy sie, jakie czynniki wplywaja na rozbieznosé lub zgodnosé
uzyskanych przez nas rezultatéw z wynikami podanymi w tablicach fizycznych.

Redaguje Fwa CZUCHRY

F 721. Kropla wody o masie m = 0,4 g zostala umieszczona migdzy dwiema ptaskimi
i réwnolegtymi ptytkami szklanymi, catkowicie zwilzalnymi woda. Jaka jest sila
przyciggania miedzy tymi plytkami, jesli znajduja sie one w odlegltosci I =2-10"* cm?
Wspélcezynnik napigcia powierzchniowego wody wynosi o = 0,073 N/m.

Rozwiazanie na str. 3

F 722. Miedzy dwiema ptaskimi ptytkami szklanymi umieszczono 8 graméw rteci.
Jaka site nalezy przyltozy¢ do gornej ptytki, aby rte¢ miata postac¢ krazka jednakowej
grubosci o promieniu r = 10 cm? Zaktadamy, ze rte¢ w sposéb doskonaly nie zwilza
szkta, tzn. kat miedzy brzegiem powierzchni rteci a szklang plytka jest rowny zeru.
Wspélcezynnik napigcia powierzchniowego rteci wynosi o = 0,5 N/m.

Rozwigzanie na str. 15

Redaguje Waldemar POMPE

M 1213. Rozstrzygnaé, czy kwadrat o wymiarach 14 x 14 mozna rozciaé¢ na prostokaty
o wymiarach 2 x 5, 1 x 10 oraz 3 x 9.
Rozwigzanie na str. 17

M 1214. Dany jest pieciokat wypukly ABCDE, w ktérym BC = CD, DE = EA oraz
XFEAB = <xABC = <CDE (rysunek). Wykazaé, ze w pieciokat ABC DE mozna wpisaé
okrag.

Rozwiazanie na str. 11

M 1215. Dane sa liczby calkowite dodatnie a, b o nastepujacej wtasnosci: dla kazdej
liczby catkowitej dodatniej k liczby ak + 2 oraz bk + 3 nie sg wzglednie pierwsze.
Udowodnié, ze 3a = 2b.

Rozwigzanie na str. 17
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Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skroét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspotczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktoérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Rys. 1 Redaguje Jerzy B. BROJAN
Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 4/2008 Przypominamy tres¢ zadan:
456. W plaskim naczyniu polozono walec i nalano cieczy z jednej 457. Pan Nowak wybiera si¢ samochodem na urlop na potudnie
jego strony do wysokosci réwnej Srednicy walca, a innej cieczy nalano i namawia do tego samego znajomych. Ma w tym pewien interes —
z drugiej strony do wysokosci réwnej promieniowi walca (rys. 1). oczekuje pewnego wydluzenia doby, a wiec wydluzenia wakacji (przy
Przepltyw cieczy wokél podstaw walca jest uniemozliwiony barierami, niezmienionej cenie noclegéw!). Udalo mu sie zebraé grupe 20 rodzin,
ktére nie przeszkadzajg walcowi toczy¢ si¢ w lewo lub w prawo. ktérym skutecznie przedstawil przewage Grecji nad Norwegiag jako
Jesli gestosé walca jest réwna p, w opisanej sytuacji pozostaje on miejsca letniego wypoczynku. O ile wydluzy sie doba wskutek tej
w réwnowadze, a jego nacisk na dno naczynia jest réwny polowie wyprawy?
jego cigzaru, to ile wynosi gesto$é cieczy z lewej strony walca, a ile —
z prawej?
456. Rozwazmy przecieta pionowo poléwke walca w naczyniu, do ktérego nalano z obu
stron jednakowej cieczy (rys. 2). Latwo wykazaé, ze sity dzialajace wzdluz osi poziomej
na taka potéwke si¢ réwnowaza (inaczej wypadkowa mozna by zaprzac do napedu
perpetuum mobile). Dlatego pozioma sktadows sity Fip.. wywieranej na walec od
lewej strony mozna obliczy¢ tak, jakby dziatata na Scianke pionowa. Poniewaz ci$nienie
zmienia sie proporcjonalnie do glebokoéci, wigc powierzchnig Scianki 2rh pomnozymy
Rys. 2 przez ci$nienie w potowie glebokosci, réwne pigr :

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
448 (WT = 2,65) i 449 (WT = 3,25)
z numeru 12/2007

Konrad Kapcia — Czestochowa 41,36
Jerzy Witkowski — Radlin 34,65
Radostaw Poleski — Kolobrzeg 20,97
Krzysztof Magiera — Losiow 14,85

Epoz - 2Plg7'2h7
gdzie r — promien walca, h — jego wysokos$¢ (tu dtugosé), p — gestosé cieczy z lewej
strony. Podobny argument zastosowany do ¢wiartki walca pozwala obliczyé¢ pozioma
sktadowsg sity wywieranej na walec od prawej strony

1 s
Fppoz = P h.
Widzimy, ze walec nie bedzie si¢ toczyt w zadna strone, jesli p, = 4p;.
Aby obliczy¢ sktadowa pionowa Fipion sily dziatajacej z lewej strony, rozwazmy walec
zanurzony obustronnie w jednakowej cieczy. Sita wyporu réwna jest ciezarowi wypartej
cieczy, a z drugiej strony jest ona réwna 2Fjp0n (z symetrii). Stad

1
Epion = §pl g7TT2h-

Do wyznaczenia Fjpion nalezy analogicznie rozpatrzy¢ site wyporu dziatajaca na dolng

potéwke walca. Wynikiem jest 1
2

Fppion = Zﬂpgm" h

Skoro nacisk walca na dno naczynia jest réwny polowie jego ciezaru P, to

1 R 1 1 1
§P:Flpion+Fppion7 Cth §P: §Pl+ pr

Zatem pr = (1/3)p, pp = (4/3)p-
457. Zgodnie z zasada zachowania momentu pedu

(I +mr)wr = (I +mr3)ws
gdzie I jest momentem pedu Ziemi, m — taczna masa samochodéw wraz z pasazerami
i bagazem, r1 = Rcos p1 — przyblizona odlegtoscia Polski od osi Ziemi (R — promien
Ziemi, p1 — szerokosé geograficzna), r2 — analogiczng odlegtosciag dla Grecji, wi i wa —
predkosciami katowymi. Szukane wydtuzenie doby jest dane wyrazeniem

AT =Ty — Ty — 2r 2w ~ T m(r3 —ri) _7 mR?(cos? g2 — cos® gpl).
w2 w1 I I
Podstawiamy 71 = 24 h ~ 8,6 - 10* s, m ~ 30 ton = 3 - 10* kg, R = 6,4 - 10° m,
01 A 52°, o ~ 38°, I ~ 8-10°" kg - m? (wg tablic astronomicznych). Otrzymujemy
AT ~ 3-107'¢ 5. No c6z, jesli to nie wystarcza, mozna zawrzeé taktyczny sojusz
z Amerykanami i Chinczykami. . .
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Klub 44
®

Redaguje Marcin E. KUCZMA
Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 4/2008

Przypominamy tres¢ zadan:

czterech polach, bedacych naroznikami prostokata o bokach réwnoleglych do krawedzi planszy.

559. Na wolnych polach kwadratowej planszy o rozmiarach n X n dwaj gracze na przemian stawiajg
—
— pionki (nierozréznialne). Wygrywa gracz, po ktérego ruchu znajda sie cztery pionki na dowolnych

Rozstrzygnaé¢ (w zalezno$ci od n), ktéry z graczy ma strategie zwycieska — rozpoczynajacy czy jego

przeciwnik.

om+1

560. Znalez¢é wszystkie liczby rzeczywiste m, dla ktérych nieréwnosé (sinz)™ tgz > = jest

spelniona dla z € (0;7/2).

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
551 (WT = 4,00) i 552 (WT = 1,19)
z numeru 12/2007
Pawel Kubit — Krakéw 43,21
Grzegorz Karpowicz — Wroctaw 42,39
Jerzy Cislo — Wroctaw 40,34
Tomasz Tkocz — Rybnik 38,96
Jerzy Witkowski — Radlin 36,89

nastepujace warunki:

559. Gdy n = 1, nikt nie moze wygraé. Dalej zaktadamy, ze n > 1. Rzad pionowy
(kolumne) lub poziomy (wiersz), ktérego wszystkie pola sa wolne, nazwiemy pustym.
Przypusémy, ze w pewnym momencie niezakoriczonej gry sytuacja na planszy spelnia

(a) liczba pustych wierszy jest parzysta oraz liczba pustych kolumn jest parzysta;

(b) jesli w pewnym wierszu [kolumnie] co najmniej dwa pola sa zajete, to sa one
jedynymi zajetymi polami w swoich kolumnach [wierszach].

Taka sytuacje bedziemy nazywaé strategiczng.

Zadanie 551 okazalo sie¢ ,nieskoriczenie
trudne” (WT= max). Calg wine¢ za ten
stan rzeczy ponosi redaktor ligi: tresé
zadania w numerze 12/2007 zostala
podana z bledem — w jednym miejscu

Z warunku (b) wynika, ze gracz G, do ktérego nalezy ruch, nie jest w stanie
w tym ruchu wygraé. Zajmuje jakie$ pole p. Wskazemy taktyke dla gracza G’ (jego
przeciwnika), rozwazajac trzy przypadXki.

zamiast i mialo byé 1. W numerze 4/2007 1°. Jezeli pole p lezy na przecigciu wiersza i kolumny, ktére do tego momentu byty

tre$é¢ ,,przypomniano” z tym samym
btedem, po czym podano rozwigzanie
innego zadania — tego zamierzonego.

puste, to G’ zajmuje pole lezace na przecigciu innego wiersza i innej kolumny, ktére
nadal sa puste (a istnieja, w mysl warunku (a)). Liczba pustych wierszy oraz liczba

pustych kolumn zmniejszaja si¢ o 2. Nowa sytuacja jest znow strategiczna.

Céz mozemy powiedzieé¢ Czytelnikom
oprécz solennego Przepraszamy?

Od dwo6ch Czytelnikéw dostaliSmy listy

z interesujacymi komentarzami. Wrécimy
do nich w rocznym omoéwieniu.

2°. Jezeli pole p lezy na przecieciu wiersza i kolumny, ktore przed ruchem gracza G
byty niepuste, to jest ono — po ruchu G — jednym z trzech zajetych naroznikéw
pewnego prostokata; pole w czwartym narozniku jest wolne (co wynika z warunku (b));
zajmujac teraz to pole, gracz G’ wygrywa.

3°. Jezeli pole p lezy na przecigciu pustej (do tej pory) kolumny & i niepustego
wiersza w (lub odwrotnie; przyjmijmy, ze wlasnie tak), to rozwazamy podprzypadki:

3.1°. Gdy istnieje kolumna rézna od k, w ktorej zajete s
dwa pola — w tym jedno w wierszu w — to (podobnie jak
w przypadku 2°) te dwa pola wraz z polem p sa trzema
naroznikami prostokata, w ktérego czwartym narozniku
jest wolne pole (warunek (b)); zajmujac to pole, gracz G’
wygrywa.

3.2°. Gdy wszystkie zajete pola wiersza w sa jedynymi
zajetymi polami w swoich kolumnach, wéwczas korzystamy
znéw z warunku (a), zapewniajacego, ze przed ruchem G
istniala jeszcze co najmniej jedna pusta kolumna. Gracz G’
zajmuje pole w tej kolumnie, w wierszu w. Liczba pustych
wierszy nie zmienia sig, liczba pustych kolumn zmniejsza sie
o 2. Powstata sytuacja i tym razem jest strategiczna.

Gracz G’ moze wigc uniknaé¢ porazki, stale lokujac gracza G
w sytuacji strategicznej, dopdki nie zdarzy sie przypadek 2°
lub 3.1° — co musi nastapié¢, bowiem gra jest skoniczona

i prostokat na planszy pojawi¢ si¢ musi.

Gdy n > 1 jest liczbg nieparzysta, gracz rozpoczynajacy
zajmuje na starcie dowolne pole i tworzy sytuacje
strategiczna, stawiajac przeciwnika w roli gracza G. Stosujac
nastepnie opisane postepowanie, rozpoczynajacy zapewnia
sobie zwyciestwo. Gdy zas n jest liczba parzysta, to juz
sytuacja wyjsciowa (pusta plansza) jest strategiczna i role
sie odwracaja — rozpoczynajacy przegrywa.

560. Zalézmy, ze m jest taka liczba, dla ktorej badana
nieréwnosé

: m—+1
(1) (smax) > cosx
x
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zachodzi dla wszystkich z € (0;7/2). Wiadomo, ze

sinz =z — (2°/6) + o(x®) przy x — 0+. Jedli wiec d jest
dowolna liczba wieksza od 6, to dla = dodatnich, bliskich 0,
mamy sinz < x — (2®/d). Ponadto, cosz > 1 — (22/2) dla
x > 0. Zatem

x? sinz\ ™! 22\" m+1 5 2
1—— 1—— =1—-—2ua"+
<( ax) < z° 4+ o(z”)

2

przy x — 0+. Stad 2(m + 1) < d dla kazdego d > 6, czyli
2(m+1) <6, czylim < 2.

Wykazemy, ze i na odwr6t, jesli m < 2, to nieréwnosé

(1) zachodzi dla € (0;7/2). Gdy m < 2, to

(sinaz/z)™ ! > (sina/x)?; wystarczy wiec udowodnié
nieréwnosé¢ (1) dla wykltadnika m+1 = 3. Mozna ja wowczas
przepisa¢ w postaci

to )3
(2) % >z° dla z € (0;7/2)
— lub réwnowaznie:
t

Funkcja f(t) =t (1 + t2)71/3 — arctgt, okreslona dla ¢t > 0
i ciaggta w punkcie 0, ma pochodna

foy =+ (1 Lo +t2)1/3> > 0.

Zatem f(t) > 0 dla ¢ > 0, co dowodzi nieréwnosci (3)
i rébwnowaznej jej nieréwnosci (2).

Odpowiedz: Szukane liczby m to wszystkie liczby m < 2.



Patrz w niebo

Poglad, ze czarne dziury powstaja w wyniku zapasci jadra masywnej gwiazdy,
obecnie wydaje sie juz dobrze ugruntowany. Zapasci tej towarzyszy zreszta
eksplozja supernowej, ktorej wszakze nie mozna mie¢ na zawotanie. Mozna
natomiast posrednio wnioskowac¢ o zajsciu eksplozji w przeszlosci, obserwujac
—uwaga! — ruch, i to nawet nie samej czarnej dziury (bo jej nie wida¢), lecz
gwiazdy towarzyszacej czarnej dziurze. Takich uktadow podwdjnych jest malo,
mimo to dostarczyly posredniego dowodu na katastroficzne powstawanie
czarnych dziur, co obecnie wydaje sie wywazaniem otwartych drzwi. A bylo to
tak.

W polowie lat 1990. przebadano szczegbéltowo poltozone w Skorpionie

Zrédlo promieniowania rentgenowskiego i gamma (a wigc zawierajace
najprawdopodobniej czarng dziure) o numerze katalogowym GRO J1655-40.
Stwierdzono, ze porusza sie ono ku Ziemi z wyjatkowo wielka predkoscia

140 km/s. Zarazem polozenie tego obiektu zostalo precyzyjnie okreslone
dwukrotnie za pomoca Teleskopu Hubble’a w odstepie szeéciu lat, co dalo
wynik 5,2 milisekund tuku na rok. Te dane, wraz z ocena odleglosci obiektu,
doprowadzily do wniosku, ze porusza si¢ on wzgledem Galaktyki po silnie
eliptycznej orbicie, co jest nietypowe dla obiektow nalezacych do dysku
Galaktyki. Jedyna przyczyna zmiany oczekiwanej orbity kolowej na eliptyczna
mogt byé, wedlug badaczy, wybuch supernowej. By¢ moze wybuch byl nie
calkiem symetryczny, ale nie jest to wazne, gdyz nawet wybuch symetryczny,
ktéremu przeciez towarzyszy gwaltowny ubytek masy wybuchajacej gwiazdy,
moze spowodowaé gwaltowne przesuniecie sie srodka masy uktadu, takie ze
zacznie sie on poruszaé po orbicie mocno odbiegajacej od dotychczasowej. Warto
tu zwréci¢ uwage, ze eksplozja nie prowadzi do rozerwania uktadu podwodjnego.
Najwazniejsze, ze teraz dane astrofizyczne (np. ukazujace w widmie zwyklego
skladnika linie pierwiastkéw mozliwych do powstania tylko podczas wybuchu)
oraz przedstawione tu dane kinematyczne skladaja sie na spdjny obraz uktadu
podwéjnego GRO J1655-40.

Tomasz KWAST
Sierpien
W sierpniowe wieczory wysoko na niebie wida¢ Herkulesa. Jego gwiazdy nie
sa specjalnie jasne, ale z pomoca mapki nieba bez trudu mozna go wyrdznic
z tta. Jego pémocna czesé w Polsce nigdy nie zachodzi, a w czesci potudniowe;j
znajduje sie alfa gwiazdozbioru. Jest to w istocie uktad trzech gwiazd. Jasniejsza
z nich jest zmienng poétregularna, o rozmiarach niemal 700 razy przekraczajacych
rozmiary Stonca, zatem jej Srednica siega — uwagal — okraglo miliarda
kilometréw. Drugi sktadnik jest tez olbrzymem, a obiega go trzeci, bardzo staby.

Caly uktad lezy w odleglosci 210 pc. Ku Herkulesowi biegnie Stonce z calym
uktadem planetarnym z predkoscia 20 km/s wzgledem okolicznych gwiazd.

Widocznosé planet jest teraz wyjatkowo zla. Slonice jest we Lwie i w tym samym
gwiazdozbiorze sa tez Wenus, Mars i Saturn. Wida¢ jedynie Jowisza, ktéry

jest akurat w Strzelcu, a wiec wieczorem jest dosé¢ nisko nad poludniowym
horyzontem. Mamy za to Droge Mleczna przecinajaca niebo od péinocy na
poludnie, a w niej mnéstwo gromad otwartych, ktére mozna podziwiaé nawet
przez lornetke. Now Ksiezyca bedzie w sierpniu dwukrotnie: 1 i 30 VIII, pelnia
16 VIII. Podczas pierwszego nowiu (1 VIII) nastapi (przed poludniem) catkowite
zaCmienie Stonca, co zobacza mieszkancy péinocnej czesci Ameryki Potnocnej,
péinocnej Europy i pélnocnej Azji. Podcezas pelni (16 VIII) nastapi wieczorem
czesciowe zaémienie Ksiezyca, co jest zjawiskiem malo widowiskowym. Ksiezyc
ponadto 10 VIII zakryje Antaresa, co bedzie wida¢ w centrum Ameryki
Poludniowej i na potudniowym krancu Afryki. Gdyby nie skupienie sie planet
przy Stoncu, to 13 VIII mozna by widzie¢ zblizenie Wenus i Saturna na utamek
stopnia. Okoto 12 VIII mozna spodziewac si¢ Perseidéw, jednego z najobfitszych
rojéw meteorow.

T. K.
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Klasy migsnosci tusz wieprzowych
w klasyfikacji EUROP:

S powyzej 60% migsnosci
E 55-60% migsnosci
U 50-55% migsnosci
R 45-50% migsnosci
O 40-45% migsnosci
P ponizej 40% miesnosci

Wiadomo$é
w portalu http://ceny.rolnicy.com,
wtorek, 16 pazdziernika 2007:

W ostatnim czasie nadal taniejg tuczniki.
Obecnie placi si¢ érednio 3 ztote 30
groszy za kilogram zywca. Dodatkowo
dociera do Polski import péltusz.

1. tuczniki wg wagi bitej cieptej zt/kg
S 4,90-5,30

E 4,75-5,00

U 4,55-4,75

R 4,30-4,35

O 3,80-4,05

P 3,40-3,85

Calkowanie po tuszy  Jerzy TYSZKIEWICZ

Chce dzis napisa¢ o pewnej odmianie tréjwymiarowej catki Riemanna, ktora jest
calka po tuszy. Wypadaloby najpierw zdefiniowaé¢ najwazniejsze pojecia, ktore
pojawia sie w artykule. Pochodza one z Rozporzadzenia Rady EWG Nr 3220/84
z 13 listopada 1984 r., z pdézniejszymi zmianami.

Tusza wieprzowa oznacza cialo ubitej $wini, wykrwawione i wypatroszone,
cale lub podzielone wzdluz linii Srodkowej, bez jezyka, szczeciny, racic,
genitaliow, ttuszczu okolonerkowego, nerek i przepony.

Zawarto$é chudego miesa w tuszy wieprzowej to iloraz catkowitej masy
czerwonych miesni poprzecznie prazkowanych, pod warunkiem, ze mozna
je oddziela¢ nozem, do wagi tuszy.

Problemem, ktorego rozwiazaniu zamierzamy si¢ przyjrzeé, jest kwestia
obliczania zawartosci chudego miesa w tuszach, co ma znaczny wplyw na ich
warto$¢ rynkowa. Jest to zwiazane z klasyfikacja EUROP, réwniez wprowadzona
we wspomnianym Rozporzadzeniu — dane na marginesie.

Zdefiniujmy dwie funkcje okreslone na danej tuszy wieprzowe;j:

ciezar wlasciwy tuszy w punkcie z, gdy punkt z jest polozony w miesie chudym

m(z) = {0,

i

w przeciwnym przypadku

c(x) = ciezar wlasciwy tuszy w punkcie x.

Miesnosé tuszy wyrazona jest wowczas stosunkiem

[ Jiusza™ 4V
I s e @V

ktorego postaé uzasadnia nasze zainteresowanie catkowaniem po tuszy.

Interesujace jest tylko obliczanie catki w liczniku, bo te¢ z mianownika wyznacza
sig, wazac tusze, co jest duzo prostsze niz odwolanie si¢ wprost do definicji. Jesli
chodzi o te z licznika, to matematycznie problem jej obliczenia ma oczywiste
rozwiazanie: nalezy, zgodnie z przepisem definicji Riemanna, tusze dzieli¢ na
coraz mniejsze kawaltki, rozsortowujac je na chude migso i reszte. Dla kazdego
podzialu nalezy obliczyé¢ sume calkowa Darboux, ktéra, jak tatwo sie przekonaé,
jest réwna dokladnie wadze kawalkéw zakwalifikowanych jako mieso chude.

W zasadzie powinnidmy robi¢ tak w nieskoniczonosé, ale racjonalny prawodawca
zwolnil nas z tego obowiazku w definicji chudego migsa, postanawiajac zaliczy¢
do niego tylko te kawalki, ktore dadza sie oddzieli¢ nozem od innych sktadnikéw
tuszy. Zatem po uzyskaniu kawatkéw o dostatecznie matych rozmiarach
liniowych (np. 1 mm) mozemy by¢ pewni, ze waga wycietego dotychczas chudego
miesa jest doktadnie tym, czego szukaliSmy i calka zostala obliczona.

Tu jednak milosnicy golonki zakrzykng ze zgroza, bo po takiej procedurze oceny
miesnosci tusz w puktach skupu ich ulubione danie odeszloby w niepamiec,
wyparte catkowicie przez kotlety mielone.

W obronie tradycji kuchni europejskiej nalezato wiec podjaé kroki w celu
znalezienia nieniszczacych metod catkowania po tuszy, cho¢by byty one

tylko przyblizone. Aktualnie dopuszczone do uzytku jest kilka takich metod,
opartych na wykonywaniu od kilku do kilkudziesieciu pomiaréw za pomoca albo
ultrasonografu, albo specjalnej dlugiej igly ze skanerem rejestrujacym barwe
otoczenia na koncu. Srednia wazona wynikéw tych pomiaréw jest oficjalnym
wynikiem catkowania. Wagi w stosownym wzorze sa urzedowo zatwierdzane

w kazdym kraju czlonkowskim UE zgodnie ze specjalnymi procedurami,

a panstwo zawiadamia Komisje Wspolnot Europejskich w drodze protokotu

o postaci stosowanego wzoru i jego uzasadnieniu.

W ten to sposéb problem catkowania (po tuszy) znalazl swoje miejsce

w przepisach prawa, a zwiazane z nim wzory matematyczne wymagaja
przeprowadzania procedur prawnych dla swego obowiazywania. O czym pewnie
Euklidesowi sie nie $nito.
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