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Historia utamkéw Fareya, zwanych tez ciggami Fareya, zaczeta sie w 1816
roku. Wtedy to John Farey — brytyjski geolog interesujacy si¢ matematyka —
zauwazyl pewne ciekawe wlasnosci, badajac utamki z przedziatu [0, 1] o malych
mianownikach. Niestety nie potrafil udowodni¢ tego, ze jego obserwacje daja
sie uogdlnic¢ dla utamkéw o wigkszych mianownikach. Z drugiej strony nie
udalo mu si¢ znalezé kontrprzyktadu pokazujacego, ze zauwazone wlasnosci sa
jedynie dzietem przypadku. Aby rozwiaé¢ swoje watpliwosci wystal do redakeji
Philosophical Magazine list, w ktérym poinformowat o swoim odkryciu, liczac
na pomoc czytelnikéw. List zostal przettumaczony na francuski i wystany
Cauchy’emu, ktéry udowodnil hipotezy stawiane przez Fareya. Nieco pozniej
okazalo sie, ze juz w 1802 roku C. Haros odkryl i udowodnil to, co czternascie
lat p6zniej zauwazyt Farey.

Przyjrzyjmy si¢ teraz owym wlasnosciom, o ktorych Farey napisal w swoim
liscie do Philosophical Magazine. Niech F,, bedzie rosnacym ciagiem utamkow
nieskracalnych z przedziatu [0, 1] o mianownikach nie wigkszych od n — taki ciag
bedziemy nazywaé n-tym ciggiem Fareya. Pierwsze cztery takie ciagi wygladaja
nastepujaco:

1 11 1121 1112 1
= 95_ 3F2: 93_5_ 3F3: Qa_a_a_a_ ;F4: 9,_’_’_’_,§,_
11 1°2°1 1'3°2°3"1 1'4°3°'2°3 41

Niech ¢ i § to kolejne utamki w n-tym ciggu Fareya. Wtedy prawdziwe sg

nastepujace stwierdzenia:
1. bc —ad =1.
2. Jezeli bedziemy zwigkszac n, to pierwszym utamkiem jaki trafi miedzy ¢ i §

. (atc
bedzie (b+d§.

Chociaz wlasnosci zauwazone przez Fareya wygladaja na pierwszy rzut oka
zaskakujaco, to okazuje si¢, ze maja one stosunkowo prosta interpretacje
geometryczna. Opiera sie ona na okregach Forda — konstrukcji opisanej przez
Lestera R. Forda w artykule w American Mathematical Monthly w 1938 roku.
Okregi Forda to okregi styczne do prostej OX, ktorych srodki leza w punktach
(p/q,1/2¢%), gdzie p/q to oczywiscie utamek w postaci nieskracalne;.

Zadajmy sobie teraz pytanie: co okregi Forda maja wspélnego z utamkami
Fareya? Aby na nie odpowiedzie¢, narysujmy dwa okregi Forda styczne do
prostej OX w punktach £ i %, a naste¢pnie zrzutujmy srodek mniejszego z nich
na ten promien wigkszego, ktéry jest prostopadly do prostej OX (rys. 1). Teraz
sprawdzmy co jest potrzebne do tego, by narysowane okregi mogly by¢ styczne
do siebie. Z posiadanych informacji o okregach Forda wynikaja nastepujace
réwnania:

AB = -(1/v* —1/d*), BC =c/d— a/b.

1
2
Twierdzenie Pitagorasa daje nam AC? = AB? + BC?. Aby okregi byly styczne
potrzebna jest réwno$é: AC = $(1/b* + 1/d?). Po kilku przeksztalceniach
okazuje sie, ze okregi sa styczne wtedy i tylko wtedy, gdy bc — ad = 1.

Z réwnania be — ad = 1 wynikaja réownania: (b + d)c — (a 4+ ¢)d = 1 oraz
(a+¢)b— (b+ d)a = 1, ktére pozwalaja udowodni¢ w analogiczny sposéb jak

wyzej, ze okrag Forda styczny do prostej OX w punkcie EZIE; jest styczny do

obydwu okregéw juz narysowanych (rys. 2).

Aby zobaczy¢, ze okregi Forda istotnie mozna uznaé za rozwiazanie problemu
sformulowanego przez Fareya nalezy odwolaé si¢ do wlasnodci inwersji. Inwersja
wzgledem okregu o srodku w punkcie O i promieniu r to przeksztalcenie,

w ktérym obrazem punktu A jest taki punkt A’, ktéry lezy na polprostej OA
oraz spelia warunek OA - OA’ = 72 (rys. 3). Jezeli do plaszczyzny dorzucimy
jeden punkt ,w nieskonczonosci”, to mozemy przyjaé, ze O przechodzi na ten
dodatkowy punkt, a jego obrazem przy inwersji jest O.
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Rys. 4. Czarne figury sa wzajemnie
swoimi obrazami wzgledem kolorowych
okregow.

Inwersja ma kilka interesujacych wlasciwosci. Przede wszystkim inwersja ztozona
z drugg inwersja wzgledem tego samego okregu daje identycznosé. Poza tym
przeksztalca ona figury styczne na figury styczne. Kolejna pozyteczna wlasnosé
to zachowanie inwersji wzgledem prostych i okregéw — jezeli figura (prosta, lub
okrag) zawierala srodek okregu, wzgledem ktérego dokonano inwersji, to jej
obrazem bedzie prosta, a jesli nie zawierala, to jej obrazem bedzie pewien okrag
(rys. 4). Inna wlasnoscia inwersji jest konforemnosé, ale ta wlasnos$é nie bedzie
nam potrzebna.

Narysujmy dwie proste: y = 0 oraz y = 1. Nastepnie narysujmy rodzine okregéw
stycznych do obydwu powyzszych prostych w punktach, ktérych wspétrzedna

x jest calkowita (nazwijmy ja rodzina S) oraz jeden duzy okrag o $rodku

w punkcie (0,0) i promieniu 1 (wzgledem tego okregu bedziemy dokonywaé
inwersji). Efektem jest rys. 5.

JOOVON OO

Rys. 5

Rozpatrzmy teraz dwa przeksztalcenia: L(z) =  + 1 oraz I(x) = 1/x.
Przeksztalcenia te opisuja co dzieje sie z pierwsza wspolrzedng punktu
stycznosci okregu stycznego do prostej OX odpowiednio przy przesunieciach

o wektor (1,0) i przy inwersji wzgledem okregu o $rodku w punkcie (0, 0)

i promieniu 1. Dzigki wypisanym wcze$niej wlasno$ciom inwersji mozemy
stwierdzi¢, ze obrazami okregéw z rodziny S po zadziataniu dowolnym zlozeniem
przesunieé i inwersji beda okregi styczne do prostej OX i do innych okregow
stycznych do prostej OX (rys. 6).

Rys. 6

Latwo zauwazy¢, ze powyzsze okregi beda styczne do prostej OX w punktach
(x,0) takich, ze x jest liczba wymierna. Mozna zadaé pytanie: Czy liczba = musi
spelnia¢ jaki$§ dodatkowy warunek poza wymiernoécia, by istnial okrag styczny
do prostej OX w punkcie (z,0) zgodny z powyzsza konstrukcja? Okazuje sie,

ze nie — kazda liczba wymierna ma ,swdj” okrag styczny. Aby to udowodnié
wystarczy pokazaé, ze kazda liczbe wymierna mozna wyrazi¢ za pomoca
ztozenia funkcji L oraz I, gdzie punktem startu jest liczba zero. Pokazemy to

na przyktadzie liczby 9/14:

Z=0+3) "= (1+ (1+g)*1)‘1 _ <1+ (1+ (4 %)1)_1)1 )
_ <1+ (1+ (1+(4)1)1)_1)1 - <1+ (1+ (1+(4+0)1)1)_1)1

Algorytm polega na odejmowaniu od danej liczby jej czesci catkowitej,

a nastepnie odwracaniu czesci utamkowej i powtarzaniu tych dwoch operacji,
az do otrzymania zera. Poniewaz poczatkowa liczba ma skonczony licznik

i mianownik, a w kolejnych krokach algorytm pracuje nad utamkami o coraz
mniejszych mianownikach, to powyzszy proces dla kazdej liczby wymiernej na
pewno sie zakonczy. Co wiecej przesledzenie kolejnych krokdéw powyzszego
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algorytmu od konca wstecz pozwala skonstruowaé

0 1
1 0 okrag styczny w punkcie (z,0) za pomoca
\ / przesunieé oraz inwersji, zaczynajac od okregu
% stycznego w zerze.
Uwazny Czytelnik z pewnoscia domysla sie juz,
co powyzsza konstrukcja okregéw stycznych do
1 2

prostej OX ma wspolnego z utamkami Fareya

Forda, co wynika z pokazanych wczesniej

2 1
i okregami Forda. Oczywiscie skonstruowane
W powyzszy sposOb okregi sa wlasnie okregami
1 2 3 3

wlasnosci oraz faktu, ze okregi styczne do

z udowodnionych wczeéniej wlasnosci tychze

3 3 2 1
prostej OX w punktach (z,0) dla z calkowitych
/ \ / \ / \ / \ maja promienie réwne 1/2. Z faktu, ze kazda
liczba wymierna ma swoj okrag Forda oraz
1 2 3 3 4 5 5 4
4 5 5 4 3 3 2 1

okregéw wynikaja pozytywne odpowiedzi na
/\ /\ /\ /\ /\ /\ /\ /\ postawione przez Fareya pytania.

4 5 5 4 5 7
5 7 8 7 7 8 7 5 45

Rys. 7

Bibliografia:

John Conway, Richard Gay, Ksiega liczb,
WNT, 2004
http://www.cut-the-knot.org/proofs/
fords.shtml
http://www.cut-the-knot.org/blue/
Farey.shtml

http://www.cut-the-knot.org/blue/
Stern.shtml
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Piszac o utamkach Fareya oraz okregach Forda
nalezy wspomnieé, ze zagadnienie to ma takze
inng interesujaca interpretacje, a mianowicie
drzewo Sterna—Brocota. Jest to algorytm generujacy liczby wymierne w sposéb
mechaniczny za pomoca zwigkszania licznika i/lub mianownika (pomijamy
powtérzenia) jak to pokazano na rys. 7.

708
1 3 3 2

Na zakonczenie warto wspomnie¢ o pewnych wnioskach zwiazanych z sama
historia opisanego powyzej odkrycia. Pokazuje ono, ze historia jako nauka,

a w szczegodlnosci historia matematyki nie jest nauka sprawiedliwa — wszakze ten
artykul poswiecony byl  ulamkom Fareya”, a nie ,ulamkom Harosa”. Poza tym
okazuje sie, ze nie trzeba by¢ wielkim matematykiem, by zosta¢ zapamietanym.
Najtrafniej oddaje to komentarz Hardy’ego: Farey is immortal because he failed
to understand a theorem which Haros had proved perfectly fourteen years before.

m Zadania

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 717. W szczelnej kolbie znajduje sie woda o temperaturze 0°C. Po odpompowaniu

z kolby powietrza cata woda zamarzta lub wyparowata. Jaka cze$¢ wody wyparowata?
Przyjaé, ze nie bylo doptywu ciepla z zewnatrz, ciepto parowania wody w temperaturze
r =0°C to 2,54 - 10® J/g, a ciepto topnienia lodu A = 3,35 - 10® J/g.

Rozwiazanie na str. 6

F 718. 100 g lodu o temperaturze 0°C umieszczono w naczyniu nieprzewodzacym
ciepta i poddano cignieniu 6 - 107 Pa. Jaka cze$é lodu roztopi sie? Przyjaé, ze
podwyzszenie cignienia o 1,39 - 107 Pa sprawia, ze temperatura topnienia lodu obniza
sie 0 1°C. Cieplo wlasciwe lodu wynosi ¢ = 2,100 J/(g - 1°C).

Rozwiazanie na str. 15

Redaguje Waldemar POMPE

M 1207. Rozstrzygnaé, czy istnieje taka liczba catkowita dodatnia n, dla ktérej liczba
7" — 1 jest podzielna przez 6" — 1.
Rozwiazanie na str. 15

M 1208. Na przyjeciu spotkalo sie n oséb. Okazalo sig, ze zadnych dwdch znajomych
nie ma wspélnego znajomego. Ponadto kazdych dwéch nieznajomych posiada doktadnie
dwdch wspdlnych znajomych. Wykazac, ze wszystkie osoby obecne na przyjeciu maja
taka sama liczbe znajomych.

Rozwiazanie na str. 24

M 1209. Dane sg prosta k oraz punkty A i B lezace po tej samej stronie prostej k
(rysunek). Na prostej k wyznaczy¢ taki punkt X, dla ktérego warto$¢ wyrazenia
AX? + BX? jest najmniejsza.

Rozwigzanie na str. 24
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Jak liczy komputer

Kazdy poczatkujacy programista — wiecej, kazdy
poczatkujacy uzytkownik tego znakomitego liczydta
jakim jest komputer — zastanawia sig, jak to

sprytne urzadzenie rozréznia liczby 1 w jaki sposéb
przeprowadza na nich obliczenia. Odpowiedz na to
pytanie jest prosta, komputer przechowuje wszystkie
liczby w postaci binarnej. Rolg kompilatora jest
odpowiednie przekonwertowanie naszych zapiskéw na
jedyny zrozumialy dla komputeréw jezyk zer i jedynek.
Jak w praktyce realizowana jest ta konwersja? To
pytanie wymaga juz dtuzszych wyjaénien. Nasze
rozwazania rozpocznijmy od abstrakcyjnego pojecia
liczby. Kazdemu znane sa liczby naturalne, rzeczywiste
itp. Nas interesowaé¢ beda systemy liczbowe, czyli
zbiory regul okreslone w celu jednolitego zapisywania

i nazywania liczb.

System pozycyjny jest ztozonym systemem
liczbowym, w ktérym liczby zapisywane sa

w postaci ciagéw cyfr umieszczonych na pozycjach
ponumerowanych kolejno od 0 (rozpoczynajac od prawej
strony). Kazdej pozycji w ciagu przyporzadkowana jest
pewna warto$¢ liczbowa, tzw. waga pozycji (wyjatek
stanowi system znak-modul, o czym pdzniej). Cyfra
znajdujaca sie na danej pozycji okresla wielokrotnosé
wagi tej pozycji. Do zapisu liczby w systemie
pozycyjnym o podstawie p, uzywamy doktadnie p cyfr
0,...,p— 1. Jak doskonale wiemy, w przypadku systemu
podstawie p = 10 (system dziesietny), ciagi liczbowe
skladaja sie z cyfr nalezacych do zbioru {0, 1,...,9}.

Przypuéémy, ze dany jest n-cyfrowy ciag

Cn—1Cn—2 . ..c1¢o bedacy zapisem liczby w systemie
pozycyjnym o podstawie p. W celu lepszej ilustracji
spéjrzmy na ponizsza tabele:

pozycja [n—1|n—-2| .| 1 0
cyfra Cn—1 Cn—2 C1 Co
waga Wp—1 Wy —2 .. w1 wo

w ktorej ¢; € {0,...,p — 1}. Pozycji i przyporzadkowana
jest waga w;. Wartos¢ tak zapisanej liczby wyznaczamy
jako sume wielokrotnosci wag pozycji, co mozemy

zapisa¢ w postaci:
n—1
E C; - W;
i=0

Np. w systemie dziesietnym ciag cyfr 321 oznacza
3-10%2+2-10" +1-10°

Sprobujmy teraz zapoznaé sie z kilkoma powszechnie
stosowanymi systemami pozycyjnymi: naturalnym kodem
binarnym, zapisem znak-modul, kodem uzupelnien do

1 oraz nieco bardziej szczegdlowo z kodem uzupelnien

do 2. Zasadnicza réznica omawianych systeméw
zwigzana jest z okre$leniem wag poszczegdlnych pozycji,
co wplywa na zakres reprezentowanych w systemie liczb,
ale o tym za chwile.

Naturalny kod binarny (Natural Binary Code)
to nic innego, jak odkryty przez Chinczykéw ponad

4
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4 tys. lat temu, a rozpowszechniony w wieku XVIII
przez Leibniza system binarny. Jest to pozycyjny
system liczbowy o podstawie p = 2, w ktorym do zapisu
liczb, zgodnie z wlasnosciami systemu pozycyjnego,
uzywa sie jedynie cyfr 01 1. Waga i-tej pozycji

w ciagu cyfr jest 2°. Za sprawa Claude’a Shannona
oraz Konrada Zuse system binarny stal si¢ podstawa
dziatania wspotczesnych maszyn cyfrowych, w ktorych
do reprezentacji dwoch cyfr 0 i 1 wykorzystano

roznice napieé elektrycznych. Shannonowi, ojcu teorii
informacji, zawdzieczamy réwniez powstanie pojecia bit
(skrét od ang. binary digit), okre$lajacego najmniejsza
jednostke informacji, czyli w praktyce po prostu cyfre
0 lub 1. n-bitowy ciag w naturalnym kodzie binarnym
pozwala na reprezentacje liczb z zakresu [0, 2" — 1].

pozycja [n—1|n—-2| ... 1] 0
bit b1 | bn—o | ... | b1 | bo
waga | 2n L[ 2n"2 | . [20 ]2

Jesli ciag b,,—1b,—o ... b1bg jest liczba zapisana
w naturalnym kodzie binarnym, to jej wartosé¢ jest

rowna: 1
g b; -2
i=0

Na przyktad liczba 57 w systemie dwojkowym
to 111001, wiec jej oSmiobitowa reprezentacja
w naturalnym kodzie binarnym to 00111001.
Dodajmy, ze 8 bitéw to bajt, a w komputerach stosowane sa

zazwyczaj liczby o dlugoséciach n = 8,16, 32 i 64 bitéw. We wszystkich
przykladach bedzie si¢ pojawial najkrétszy format 8-bitowy.

Kolejnym etapem byto stworzenie systemu
umozliwiajacego prosta reprezentacje nie tylko

liczb naturalnych, ale réwniez liczb calkowitych.
Najprostszym systemem wykorzystujacym n bitéw
do zapisu liczb z zakresu [—2"71 41,2771 — 1]

jest tzw. zapis znak-modut (SM — Signed
Magnitude). I tak, wszystkie bity w ciagu, poza
najstarszym (ostatnim bitem poczawszy od prawej
strony), interpretowac bedziemy jako liczbe zapisana
w naturalnym kodzie binarnym i nazywaé¢ modulem
liczby, a ostatni bit bedzie bitem znaku. Jezeli liczba
jest dodatnia, to bit znaku przyjmuje wartosé 0, jezeli
ujemna — warto$¢ 1. Dysponujac oSmioma bitami

(n = 8), mozemy zapisa¢ na nich wszystkie liczby
calkowite z przedziatu [—127,127].

Ciag bp—1b,—2...b1by w zapisie znak-modul odpowiada

zatem liczbie:
n—2
(_1)1)71,—1 . <Z bl . 21)
i=0

Na uwage zastuguja dwie szczegdlne wlasnosci systemu
znak-modul. Uwazny Czytelnik zwrdcil z pewnoscia
uwage na fakt, iz bit znaku w reprezentacji znak-modut
nie posiada wagi, a jego warto$é, jak sama nazwa
wskazuje, decyduje jedynie o znaku liczby. Zauwazmy
réwniez, iz w zapisie znak-modul mamy dwa sposoby
reprezentacji 0: jako 10000000 oraz 00000000.



Dla wprawy mozemy na przyklad zapisa¢ w 8-bitowym
systemie znak-modut liczbe —13:

bit br | bo | bs | ba | b3 | b2 | b1 | bo

wartos$é 1 0Ol0]0]|1 1101
waga | +/— |20 25 [ 24|23 22|21 [20

Kolejnym etapem na drodze do opracowania
koncepcyjnie prostego i latwego z punktu widzenia
przeprowadzania operacji arytmetycznych zapisu liczb
catkowitych, byto opracowanie tzw. kodu uzupelnien
do 1 (U1, 1C — One’s complement). W tym
systemie waga najstarszego bitu jest réwna —2" ! + 1.
Wobec tego ciag bitéw b,_1b,_o ...b1byg w kodzie Ul
oznacza liczbe:

n—2
bno1- (=27 N 1)+ Y b2
1=0

Zakres liczby zapisanej na n bitach w kodzie uzupekien
do 1 jest taki sam jak zakres n bitowej liczby w zapisie
znak-modut i wynosi [72"_1 +1,2n 7 — 1]. Ponownie
pojawia si¢ jednak problem dwodch reprezentacji zera

w postaci ciggdéw 00000000 oraz 11111111.

Reprezentacje liczby dodatniej w kodzie Ul wyznaczamy
standardowo. Natomiast w celu zapisania w formacie

Ul liczby ujemnej wyznaczamy rozwiniecie dwéjkowe

jej modutu, w razie potrzeby uzupetniajac bitami

o wartosci 0 do ustalonej dtugoéci formatu, po czym
zamieniamy wszystkie bity wyznaczonego ciagu na
przeciwne. Liczbe —13 zapiszemy wiec tak:

bit by be | bs | ba | b3 | ba | b1 | bo
wartosé 1 1 1 1 0 0 1 0
waga | 2741|2625 |24 [ 2322|220

Kod uzupelnien do 2 (U2, 2C — Two’s
Complement) jest w chwili obecnej
najpopularniejszym zapisem liczb catkowitych.

Ze wzgledu na tatwo$¢ wykonywania operacji
arytmetycznych jest podstawa funkcjonowania
wspolczesnych komputerow, co sklania nas do
poswiecenia mu szczegdlnej uwagi. Koncepcja kodu
uzupetnien do dwéch przypomina naturalny kod binarny
i kod Ul. Waga i-tej pozycji jest 2, wyjatek stanowi
waga najstarszego bitu (bitu znaku), ktéra przyjmuje
wartogé —2" 1. Wartodcia ciagu zapisanego w tym
kodzie jest wiec

n—2
bno1- (=274 ) b2
1=0

Stosujac kod U2, na n bitach mozemy reprezentowaé
liczby calkowite z zakresu [—2"71 271 — 1], a zatem
mamy dodatkowa liczbe ujemna. Rozwiazany zostat
przy tym problem podwdjnej reprezentacji zera.

Nazwa systemu jest zwigzana ze szczegdlna zaleznoscig
miedzy reprezentacja danej liczby z i liczby przeciwnej
—x. Z wyjatkiem x = 0 suma tych reprezentacji (jesli
potraktujemy ciagi bitéw jako liczby dodatnie) jest
zawsze réwna 2". Wynika stad praktyczny przepis
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na wyznaczanie w systemie U2 liczby przeciwnej:
najpierw negujemy wszystkie bity danej liczby,

a nastepnie dodajemy do wyniku liczbe 1. Sprawdzmy:
negacje bitu mozna zapisa¢ jako przeksztalcenie

b; — 1 — b;, zatem w wyniku opisanej procedury
otrzymujemy liczbe:

(1= bpe1)2" (1 - )20+ 1

= (b1 20 2 h,20) —2n 20 L 2n 2]
= —(=bpo12" N+ 0 127

czyli faktycznie liczbe przeciwna do poczatkowe;j.

Mozemy wyznaczy¢ reprezentacje naszej ulubionej liczby
—13:

bit by | bs | bs | ba | b3 | ba | by | bo
wartosé 1 1 1 1 0 0 1 1
waga | —27 (262> |22 23|22 |2t |20

Kod uzupelnien do 2 zyskal swoja popularnosé
dzigki prostym zasadom przeprowadzania operacji
arytmetycznych. Dodawanie i odejmowanie w systemie
U2 jest analogiczne do wykonywania dzialan w zwyklym
systemie dwdjkowym. Pojawiajace si¢ przeniesienia
poza bit znaku mozemy zwyczajnie zignorowac. Oto
przyktad:
57 00111001
+ (=13) 11110011
= 44 00101100

Do tego tatwo zanegowaé liczbe (o czym bytla juz
mowa), zatem za darmo mamy tez odejmowanie.
Ogromnie upraszcza to budowe uktadow
odpowiedzialnych za operacje arytmetyczne

w procesorach. Dla porownania, w systemie znak-modut
musimy prowadzi¢ obliczenia jedynie na modutach liczb,
a nastepnie na podstawie okreslonych regul ustalana jest
warto$¢ bitu znaku. Takze w systemie Ul nie jest az tak
prosto: na przyktad nie moglibyémy dodaé¢ w ten sposéb
do zera (zapisanego jako 11111111) liczby 1 (00000001),
bo wynikiem bytoby 00000000, czyli... zero. W systemie
U2 mamy za to zjawisko tzw. przewijania licznika,
bedace zmora niejednego programisty. Sytuacja taka ma
miejsce, gdy do najwickszej liczby dodatniej w naszej
reprezentacji (01111111) dodamy liczbe 1 (00000001).
W efekcie otrzymamy najmniejsza reprezentowalna
liczbe ujemna (10000000). Liczba ujemna moze tez byé
wynikiem dodawania dwoch duzych liczb dodatnich.

Podsumowujac, przedstawiliSmy pokrotce
najpowszechniejsze systemy reprezentacji liczb
catkowitych stosowane w maszynach obliczeniowych

i komputerach. Niektore z nich jedynie zaistniaty

w Swiecie komputeréw (np. system znak-modul

w komputerach IBM 7090) inne, jak kod uzupelnien
do 2, ciagle przezywaja okres swojej Swietnosci.

W tym momencie powinno sie pojawié¢ pytanie ,A co
z liczbami rzeczywistymi?”. Otéz w przypadku liczb
rzeczywistych mamy do czynienia z tzw. systemami
zmiennopozycyinymi, ale to juz zupetnie inna historia...
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Rozwigzanie zadania F 717.

Aby bilans ciepta byl zachowany, ciepto
potrzebne do parowania moze powstac
jedynie kosztem ciepta wydzielonego
podczas zamarzania wody, tzn.

Ami = rma, gdzie A i r to odpowiednio
cieplo topnienia lodu i parowania wody,
a mq oraz msz to masy wody, ktéra
zamarzla/wyparowala. Zatem stosunek
masy wody, ktéra wyparowala ms do
calkowitej masy wody znajdujacej sig
w kolbie mi + m2 jest réwny:

mo

- ~0,1.
A+7r

m1 + meo

*student, Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki, Uniwersytet
Warszawski

Nierownosci na obrazkach
Marcin PILIPCZUK *

Nierownosci bywaja zaskakujace i nieraz trudno sie domysli¢, dlaczego miatyby
by¢ prawdziwe. Pokazemy pokrotce, ze niejedng nieréwnosé da sie¢ ,zobaczy¢” i,
na obrazku, nagle wszystko wydaje sie oczywiste.

Wigkszoéé Czytelnikéw zna zapewne nieréwnos$é Jensena. W wersji podstawowej
moéwi ona, ze jesli f : R — R jest funkcja wypukla, to dla dowolnego n
naturalnego, dla dowolnych z1,z9, ...z, € R oraz dla dowolnych wag
ti1,ta,...,t, > 0 o sumie 1, zachodzi:

Ztif(xi) > f <Z ti$i> .
i=1 i=1

Na poczatek pokazemy, ze ta nierownosé jest oczywista. Przypomnijmy, ze
funkcja wypukla f to taka funkcja ciagla, ze zbiér punktéw nad wykresem
A={(z,y) : f(z) <y} jest zbiorem wypuklym. Zauwazmy, ze dla kazdego

1< < npunkt X; = (25, f(z;)) € A. Wobec tego, jesli w punkcie X; polozymy
wage t;, to érodek ciezkosci wag tez bedzie nalezal do A. Ten $rodek ma
wspoélrzedne:

X = zn:tiXi = <zn: til'i, iﬁﬁ%l‘») .
i=1 i=1 i=1

Skoro punkt X jest nad wykresem funkcji f, to

f <Z ti$i> < Z%’f(%‘)-
i=t =1

Koniec dowodu. Calo$é¢ przedstawia rysunek 1.

Z nieré6wnoscia Jensena mozna juz bardzo duzo. Przykladowo, rozwazmy
wariant zwyklej nieréwnoéci srednich méwiacej, ze dla dowolnych 0 < p < ¢, dla

dowolnego n naturalnego, dla dowolnych ay, ..., a, > 0 zachodzi:
1 1
1< Y 1< !
<a2“f> <<;Z“3 '
i=1 i=1

Na rysunku lub rézniczkujac latwo zobaczyé, ze funkcja f(x) = zr jest wypukla
dla z > 0. Zastosujmy nieréwnos¢ Jensena dla x; = a?, powyzszej funkcji f i wag
t; = % Otrzymamy:

1 n 1 n %
q P
w2z (52‘%’) '
i=1 1=1
Podnoszac obie strony do potegi %, otrzymamy zadana nier6wnosc.
Prawie tak samo dowodzimy klasycznej nieréwnosci Cauchy’ego méwiaca, ze dla
dowolnego n naturalnego i dla dowolnych aq, ..., a, > 0 zachodzi nieréwnos¢:

n

Hai < %iai.
i=1

i=1
Zauwazmy, ze funkcja f(z) = —Ina jest funkcja wypukla dla x > 0. Zastosujmy
nier6wnosé¢ Jensena dla tej funkcji, dla liczb z; = a; 1 wag t; = % Otrzymamy,
po przemnozeniu obu stron przez —1:

1 — 1 —
- E Inz; < lnﬁ E ;.
=1 =1

Dzialajac na obie strony rosnaca funkcja e®, otrzymamy teze.

Teraz zastanéwmy si¢ nad troche innym problemem. Wezmy okrag

o promieniu 1. Ktéry z tréjkatéw wpisanych w niego ma najwiekszy obwod?
Intuicja podpowiada, ze pewnie réwnoboczny, tylko jak to uzasadni¢? Jesli
a, 3,7 beda katami w tym trojkacie, to z twierdzenia sinuséw obwod bedzie
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przez —1:

A
C

Rys. 2

1 1
g(sina—i—sinﬁ—l—sin'y) < sin <§ (a+ﬁ—|—7)> T

wynosi¢ 2sina + 2sin § + 2sin . Zauwazmy, ze na odcinku [0, 7] funkcja
f(z) = —sinz jest wypukla, zastosujmy wiec nieréwnosé Jensena dla tej funkcji,
n =3, wag t; = % i zmiennych «, 3,~. Otrzymamy, po przemnozeniu obu stron

V3
372

Patrzac na obrazkowy dowdd nieréwnosci Jensena, tatwo zobaczy¢, ze rownosé
zachodzi tylko dla tréjkata réwnobocznego.

Pozostawmy juz nieréwnosé Jensena i na koniec sprobujmy udowodnié

sobrazkowo” nastepujaca nieréwnosé: dla dowolnych a, b, ¢ > 0 zachodzi:

\/(12 —ab+ b2+ \/b2 —be+c? > \/a2+ac+02.
WezZmy na plaszczyznie punkty X, A, B, C tak, by:

o | XA|l=ua,|XB|=0, |XC|=c¢
o |[XAXB| = o |[«BXC|= & |[<AXC| = %’r

Wéwezas, z twierdzenia cosinuséw, mamy: |AB| = va? — ab + b2,
|BC| = Vb%2 —be+ 2 i |AC| = va? + ac + ¢?, wigc nasza nieréwnosé to

nier6wnosé tréjkata w tréjkacie ABC.

Czarne swiatlo

W typowym doswiadczeniu, demonstrujacym zjawisko
ugiecia $wiatla, na siatke dyfrakcyjna pada waska
wiazka uformowana przez odpowiednia szczeling.
Szczelina ta stanowi zrédlo $wiatla odwietlajace

wiele szczelin siatki. Patrzac z drugiej strony siatki
widzimy obrazy tego zrédla w postaci uktadu prazkéw.
Srodkowy prazek powstaje dzicki $wiattu, ktére

nie doznaje ugiecia. Najjasniejsze z symetrycznych
bocznych prazkéw sa efektem ugiecia tj. maksimami
interferencyjnymi pierwszego rzedu.

Na co dzien dyfrakcje mozna zauwazy¢, obserwujac
latarnie Swiecace za oknem przestonietym cienka lecz
gesto tkana firanka lub prze$witujace przez tkanine
parasola. (Mamy wtedy do czynienia z dwuwymiarowa
siatka dyfrakcyjna, ktora daje obrazy latarni utozone
w dwuwymiarowa siec.)

7 oczywistych przyczyn wspomniane obserwacje czyni
sie, gdy na dworze jest ciemno. Natomiast spogladajac
przez firanke w dzien, mozna zauwazy¢ inne zjawisko
zwigzane z dyfrakcja $wiatta. Jesli na tle jasnego nieba
widoczny jest jaki§ wydluzony obiekt (np. stup anteny
na odlegltym dachu, przewdd elektryczny, cienka gataz
itp.) to widaé¢ go wyraZnie jako ciemny ksztalt, ktéremu
po obu bokach towarzysza bledsze obrazy utozone
symetrycznie jak prazki dyfrakcyjne. Catos¢ wyglada
tak, jakby obserwowany obiekt byl Zrédlem ,czarnego
Swiatta” | ktére doznaje ugiecia przy przejéciu przez
firanke.

Zeby przeanalizowaé to zjawisko jakosciowo,
rozwazmy siatke dyfrakcyjna, przez ktora ogladamy
$wiecacy ekran. (Rozmiary katowe ekranu musza byé
wieksze niz rozmiary katowe dostrzegalnego obrazu
dyfrakcyjnego.)

*Instytut Fizyki, Politechnika Lédzka

Grzegorz DERFEL ™

Swiatlo pochodzace z takiego rozciaglego 7rédla pada
na siatke z réznych kierunkéw. Patrzac przez siatke,
widzimy jasne jednolite tlo (tak jak widzimy niebo przez
firanke). Sposréd wszystkich promieni wydzielmy te,
ktére pochodza z waskiego paska polozonego naprzeciw
nas i zbadajmy ich wktad do catego jasnego obrazu.
Aby nabra¢ wyobrazenia o tym wkladzie, rozwazmy
wiazke promieni padajacych na siatke. Wiazka ta ulega
ugieciu takiemu samemu jak $wiatlo pochodzace od
szczeliny w do$wiadczeniu Younga, tj. daje obrazy
wyrdznionego paska w postaci prazkow wystepujacych
pod odpowiednimi katami. Takie prazki pochodzace

od wszystkich paskéw skladaja sie na jednolity obraz
Swiecacego ekranu.

Jedli rozciagle zrédlo Swiatla przestoniete jest
nieprzezroczysta przeszkoda o szerokosci katowej

takiej, jak omawiany waski pasek, to promienie

z przestonietego obszaru nie dochodza do siatki.

W konsekwencji, w obrazie ogladanym przez siatke
brakuje odpowiadajacych im prazkéw, co narusza
jednolitos¢ tta. W miejscach, w ktérych brakuje prazkow
natezenie $wiatla o danej barwie jest mniejsze. Oznacza
to, ze obserwujemy ciemne obrazy przeszkody. Maja

one posta¢ ciemnych prazkow, zupelnie tak, jakby
przeszkoda byla zZréodiem fal widocznych jako ,czarne
Swiatto”. Jesli ekran $wieci $wiattem bialym, to prazki
sa teczowe, przy czym uktad barw jest odwrotny

niz w przypadku zwyklego ugiecia $wiatla bialego
pochodzacego od szczeliny, tzn. czerwony prazek
pojawia si¢ pod katem ugiecia mniejszym niz prazek
niebieski. Mozna to uja¢ stwierdzeniem, ze widziany
przez siatke ciemny obiekt na jasnym tle jest negatywem
obrazu jasnego zrédta, co przedstawia umieszczona na
okladce para fotografii.



Zliczamy inwersje Michal ADAMASZEK

Bedziemy badaé¢ permutacje zbioru {1,...,n}, czyli réznowartosciowe ciagi
dtugosci n o wyrazach z tego wtasdnie zbioru. Na przyklad ciag:

[alv az,as, aq, as, aG] = [65 37 45 27 15 5]
jest permutacja zbioru {1,2,3,4,5,6}.

Spoéjrzmy teraz na dowolna pare pozycji w takim ciagu. Niektére z nich sa

w ,dobrej” kolejnosci, tzn. a; < a; dla ¢ < j, a niektére wrecz przeciwnie. Pary
(ai,a;), ktére sa w zlej kolejnosci, czyli dla i < j zachodzi a; > a;, nazywamy
twersjami. W przyktadowej permutacji zapisanej powyzej w inwersji sa

pary (6,3), (6,4), (6,2), (6,1), (6,5), (3,2), (3,1), (4,2), (4,1) oraz (2,1).

Jest ich razem 10. Wlasnie ta warto$¢ — taczna liczba inwersji — jest wazna
charakterystyka permutacji, ktéra chcemy nauczy¢ sie obliczac.

Czytelnicy o bardziej algorytmicznym podejsciu do zycia moga poczué sie
bardziej usatysfakcjonowani inna definicja. Przypu$émy, ze traktujemy powyzszy
zapis permutacji jako tablice, ktéra chcemy posortowaé rosnaco. Laczna liczba
inwersji w permutacji to wowczas liczba zamian elementow, jakich dokona
algorytm sortowania bgbelkowego. Przypomnijmy bowiem, ze algorytm ten
zamienia zawsze sasiednie elementy, likwidujac przy tym doktadnie jedna
inwersje.

CEAD

Zanim przystapimy do zliczania inwersji, mala obserwacja wstepna. Dla danych
dwdch liczb naturalnych z, y zdefiniujmy ciag:
Tk—1 Yrk—1
(:EanO) = (:an) oraz (x]wyk) = (\‘ 2 J ; \‘ 2

Na przyklad, startujac od pary (59, 52) otrzymamy kolejno:

Autorem przedstawionego tutaj
algorytmu zliczania inwersji jest prof.

J) dla k> 1.

Wojciech Rytter z Instytutu Informatyki
Uniwersytetu Warszawskiego.

Bez problemu zauwazamy, ze jesli x > y, to najpierw
bedziemy otrzymywaé pary (x, yx), w ktérych zy > yp,
nastepnie pary, w ktérych z = yi, az wreszcie od
pewnego momentu stale pare (0,0). Zastanéwmy sie,

co dzieje sie w ostatnim kroku [, w ktérym x; > y;.

Przede wszystkim, jesli > y + 2, to |5 > [4]. Wobec
tego w rozwazanym kroku [ musimy mie¢ doktadnie
x; = y; + 1. Przypudémy teraz, ze y; jest nieparzyste,

czyliyp = 2p+ 1, 1 = 2p + 2. Wowczas:

T =p+1l, Y1 =0p,
a zatem wciaz x;4+1 > Y141, €O jest sprzeczne z wyborem
[ jako ostatniego indeksu o takiej wlasnosci. Z kolei jesli
yi jest parzyste (y; = 2q, 1 = 2¢+ 1), to z111 = ¢ = Y41,
czyli wszystko gra. Reasumujac, mozemy stwierdzié, ze:

e jesli x > y, to istnieje dokladnie jeden indeks 1, dla
ktorego x; = y; + 1 oraz y; jest parzyste.

Teraz algorytm zliczania inwersji w permutacji
mamy juz prawie za darmo. Zademonstrujmy go na
przyktadzie permutacji

[6,3,4,2,1,5].
Znajdujemy wszystkie pary (a;,a;), w ktérych i < 7,
a; = aj + 1 oraz a; jest parzyste. W naszym przypadku
jest jedna taka para, (3,2). Dzielimy wszystkie wyrazy
ciggu przez 2 (catkowitoliczbowo):
(3,1,2,1,0,2]
i powtarzamy wyszukiwanie par: tym razem sa cztery
pary (3,2), (3,2), (1,0) oraz (1,0). Dzielimy przez 2:
1,0,1,0,0,1].

(59,52) — (29,26) — (14,13) — (7,6) — (3,3) — (1

,1) — (0,0) — ...

Tutaj mamy 5 par postaci (1,0). W kolejnym kroku
dostaniemy same zera i zakonczymy prace. Zatem
wszystkich inwersji jest 5+ 4 + 1 = 10. Poprawnos¢ tego
algorytmu wynika oczywidcie z ostatniej obserwacji:
kazda pare, ktora jest inwersja, zliczymy doktadnie

raz, mianowicie w ostatnim kroku, w ktérym miedzy
wyrazami na rozwazanych pozycjach wcigz ma miejsce
nieréwnosé ostra.

Pozostaje pytanie, jak zaimplementowac¢ pojedyncza
iteracje algorytmu, to znaczy zliczanie w zadanym ciagu
[a;] wszystkich par ¢ < j, dla ktérych a; = a; + 1 oraz

a; jest parzyste. Wystarczy w tym celu, przegladajac
tablice od lewej, zlicza¢ w osobnej tablicy wystapienia
kolejnych wartosci, a napotykajac parzyste a; sprawdzac
dodatkowo, ile razy pojawila si¢ dotychczas liczba

a; + 1. Jedna faza wymaga wiec O(n) operacji, a faz
jest dokladnie [log, n].

W tym eleganckim i pomystowym algorytmie
wykorzystywalidémy wtasnoéci liczb catkowitych.

Mozna zapytac, jak wyglada algorytm znajdowania
liczby inwersji w dowolnym ciagu poréwnywalnych
elementow, na przyktad liczb rzeczywistych lub napiséw.
Innymi stowy pytamy, jak znalezé liczbe inwersji ciggu
w modelu obliczen, w ktérym dopuszczalne sa jedynie
pytania postaci ,czy a; > a;?”. Mozna to zrobi¢ takze
w czasie O(nlogn), co pozostawiamy Czytelnikowi
jako zadanie. Moze si¢ przyda¢ struktura danych, ktora
pozwala wstawi¢ nowy element oraz znalezé liczbe
elementéw wickszych od danego w czasie O(logn).



Maia delld

Czy to moze by¢ wieloscian?

Przewaznie rysujemy wielosciany w ten sposob, ze nakrelone sa tylko
ich krawedzie, a doktadniej — rzuty ich krawedzi na plaszczyzne rysunku.
Dla wigkszej plastycznodci rysunku rzuty krawedzi potozonych z tytu
przerywamy, gdy biegna za krawedziami polozonymi z przodu. Kazdy
wie, ze rzut nawet mocno pogietego drutu na plaszczyzne moze by¢
odcinkiem — z tego wynika, iz nie mozna mie¢ pewnosci, ze nawet taki
rysunek, jak obok, to rysunek szescianu. Ale wiemy, ze to MOZE BYC
rysunek szescianu. Natomiast kazdy przyzna, ze nie istnieja wieloSciany,
ktorych rysunki moglyby wygladaé tak, jak nizej.

Kazdy to przyzna, ale gdyby kto$ uparty znienacka zapytat, dlaczego, to
jak mogtaby wyglada¢ odpowiedz?

Pozostawiam sformutowanie tej odpowiedzi Czytelnikom, natomiast
proponuje zadania, w ktérych odpowiedz nie jest juz tak oczywista
(choé, by¢ moze, Czytelnik Przenikliwy bedzie ja znal od razu). Prosze
rozstrzygnaé, ktory z poniZszych trzech rysunkow moze byc¢ rysunkiem
wielo$cianu.

DI

Dla tych, ktorzy beda mieli chwile wahania, jak zabraé sie do tego
zadania, proponuje jako wskazowke .. .kolejne zadanie: w ktorym
z punktow prostej k lezy czwarty wierzcholek gornej podstawy
narysowanego obok graniastostupa?

I jeszcze przypomne:

e nieréwnoleglte proste przecinaja sie wtedy i tylko wtedy, gdy leza na
jednej ptaszczyznie,

e dwie rozne plaszczyzny, majace punkt wspélny, maja wspolng prosta.
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Oto rozwiazania:

Proste AB i PQ leza na jednej ptaszczyznie i nie
sa rownolegle, wiec przecinaja sie¢ w punkcie X,
podobnie BC' i QR w punkcie Y. Punkty X i Y
leza na plaszczyznie dolnej i gbérnej podstawy,
wiec lezy na nich cata prosta XY. Jej punkty

V i W przeciecia odpowiednio z prostymi AD

i CD leza odpowiednio na $cianach ADP i CDR
graniastostupa. Zatem w prostych VP i WR
zawierajg sie brakujace boki gérnej podstawy,

a ich przeciecie jest jej poszukiwanym czwartym
wierzchotkiem (uwaga! prosta k wcale nie byla nam
potrzebna).

F,

B
Zakladamy, ze wszystkie Sciany poza, by¢ moze,
EFGH sa wielokatami, czyli w szczegdélnosci sa
plaskie. Wéwczas proste AB 1 EF, BC i FG oraz
CD i GH przecinaja sie odpowiednio w punktach
P, @ oraz R. Gdyby wielokat EFFGH byt ptaski,
punkty te lezalyby na jednej prostej. Skoro tak
nie jest, rysunek obok nie moze przedstawiac

wielo$cianu.
H

Zalézmy, ze $ciany ABCD, ADEF i BCEF sa
wielokatami, a wiec sg plaskie. Wéwcezas punkt

P przeciecia prostych AD i BC lezy na kazdej

z nich. Skoro tak, to prosta PF przecina zaréwno
CFE (jako lezaca na BCEF), jak tez DE (jako
lezaca na ADEF). Stad wszystkie punkty leza na
jednej ptaszczyznie i rysunek obok nie przedstawia

wielo$cianu.

H
E

P

Jedli wszystkie Sciany poza, ewentualnie, EFGH
beda wielokatami, to okaze sie, ze i EFGH
moze by¢ wielokatem, bo wszystkie przeciecia
odpowiednich dolnych i gérnych krawedzi leza
na jednej prostej. Zatem rysunek obok moze by¢
rysunkiem wielo$cianu.

W ten sposob wszystkie zadania zostaly rozwiazane
i nie potrzeba byto do tego nic wiecej poza
wyobraznia.

Czytelnik Wnikliwy zapyta pewnie, czy uprawnione bylo przyjmowanie zatozenia, ze prawie
wszystkim narysowanym wielokatom odpowiadaja w rzeczywistosci wielokatne $ciany. Otéz
mozna tak robi¢ w sytuacji, gdy do trzech punktéw (ktére zawsze lezg na jakiejs plaszczyznie)
dobieramy czwarty, niezwigzany zadnymi dodatkowymi warunkami, poza tym, ze wiemy, gdzie
wypada jego rzut na kartke rysunku. Jeszcze raz podkreslam — nie mozemy wnioskowaé, ze

na tym czy innym obrazku jest wieloScian, w uprawniony sposéb mozna jedynie stwierdzié, ze

MOZE tak by¢.
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Zadania I stopnia
Olimpiad 2008/2009 J§
, . beda opublikowane {4

w Delcie 9/2008

Wyniki LI Olimpiady Astronomicznej 2007 /2008

W LI Olimpiadzie Astronomicznej wzigto udziat 122
uczestnikow reprezentujacych 15 wojewddztw.

Zawody drugiego stopnia odbyly sie w dniu 14 stycznia
2008. Oto niektére zadania (sposrdd czterech):

2. Planetoide o promieniu R = 100 km obiega w odlegtosci
d = 1000 km ksiezyc o promieniu 7 = 25 km. Oblicz
prawdopodobienstwo zakrycia gwiazdy przez ksiezyc
planetoidy dla miejsca obserwacji, w ktérym zachodzi

zakrycie gwiazdy przez planetoide. W tym celu przyjmij, ze:

e zaréwno planetoida, jak i jej ksiezyc sa kulami;

e potozenie ksiezyca wzgledem planetoidy ma charakter
losowy, oczywiscie w granicach wynikajacych z powyzszych
danych.

4. Opisz mozliwie doktadnie obserwowane z Marsa przejscie
Ziemi przed tarczg Stonca. Podaj, jakie muszg zaistnieé
warunki, aby doszto do takiego zjawiska.

Zawody trzeciego stopnia odbyly si¢ w dniu 8
marca 2008 i uczestniczyto w nich 14 uczniéw (choé
zakwalifikowalo si¢ 18). Oto niektére zadania (sposroéd
szesciu):

2. Czy z terenu Polski (jest ona polozona miedzy 40°00’
a 54°50" szerokosci péinocnej i miedzy 14°07’ a 24°09’
dtugosci wschodniej) mozna bylo zaobserwowaé zach6d
Wenus w drugiej potowie nocy 10/11 maja 2007 roku?
OdpowiedZ uzasadnij rachunkiem, przyjmujac

agy = 3710,0™;  bgy = +17°44,

aw = 6"12,8™; Sw = +26°00".
Jakie warunki o charakterze astronomicznym powinny
by¢ spelnione, aby takie zjawisko (tzn. zachéd Wenus w
drugiej potowie nocy) mozna byto zaobserwowaé z mozliwie
najmniejszej szerokosci geograficznej pétkuli péinocnej?

11

4. Od pewnego czasu mierzy si¢ promieniowanie kosmiczne
o ekstremalnie wysokich energiach pojedynczych czastek.
Panuje jednak do$¢ powszechne przekonanie, ze istnieje
granica tej energii. Granica ta wynika stad, ze natadowana
czastka (a czastki tego promieniowania sa naladowane)

o odpowiednio duzej energii bedzie jg szybko tracié¢

na generacje par e /e~ w wyniku zderzen z fotonami
promieniowania tta. Oszacuj wartos¢ tej granicznej energii,
zaktadajac, ze czastka promieniowania kosmicznego jest
proton.

Oto koncowa klasyfikacja:
Laureaci wg uzyskanych rezultatéw

Piotr Polesiuk, I LO im. Ignacego Paderewskiego,
Waltbrzych;
Maciej Smigielski, ZSO Gimnazjum i Liceum Akademickiego,
Torun;
Joanna Bogdanowicz, XIII LO, Szczecin;
Piotr Godlewski, VI LO im. Jana Kochanowskiego, Radom;
Patryk Pjanka, VIII LO im. Marii Sktodowskiej-Curie,
Katowice;
Witold Swiatkowski, XIV LO im. Polonii Belgijskiej,
Wroctaw;
Grzegorz Gajda, I LO im. Mikotaja Kopernika, ¥.6dz;
Aleksander Kubica, V LO, Bielsko-Biata;
Pawel Swaczyna, Salezjafiskie LO, Swietochtowice;

pozostali Finalisci j.w.

Michal Wojtaszek, V LO im. Augusta Witkowskiego,

Krakéw;
Adam Ciesielski, V LO im. Augusta Witkowskiego, Krakow;
Pawet CWiQka, IT LO im. Mikolaja Kopernika, Mielec;
Wojciech Smutek, I LO im. Mikotaja Kopernika, Kotobrzeg;
Pawel Wrébel, ZSO, Swidnica.



hh{
OLIMPIADA
INFORMATYCZNA

laureaci I miejsca

1. Jarostaw Blasiok (VIII Liceum Ogdlnoksztalcace,
Katowice, 476)

2. Marcin Koscielnicki (I LO im. Juliusza Slowackiego,
Chorzéw, 444)

3. Marcin Andrychowicz (XIV LO im. Stanistawa
Staszica, Warszawa, 441)

laureaci II miejsca

4. Maciej Klimek (IT Liceum Ogdlnoksztalcace, Gorzéw
Wilkp., 396)

5. Maciej Andrejczuk (I LO im. A. Mickiewicza,
Bialystok, 383)

6. Tomasz Kleczek (V LO im. Augusta Witkowskiego,
Krakéw, 344)

7. Lukasz Marecik (IIT LO im. Adama Mickiewicza,
Tarnéw, 328)

8. Marek Rogala (Ogdlnoksztalcace Liceum Jezuitéw,
Gdynia, 307)

laureaci IIT miejsca

9.—11. Mateusz Litwin (IIT LO im. Marynarki Wojennej
RP, Gdynia, 299)

Jonasz Pamula (V LO im. Augusta Witkowskiego,
Krakéw, 299)

Anna Piekarska (XIV LO im. Polonii Belgijskiej,
Wroctaw, 299)

12. Adam Polak (V LO im. Augusta Witkowskiego,
Krakéw, 291)

13. Przemystaw Mazur (II Liceum Ogdlnoksztalcace,
Krakéw, 287)

14. Mirostaw Michalski (ITT LO im. Marynarki Wojennej
RP, Gdynia, 285)

15. Adam Iwaniuk (VI Liceum Ogoélnoksztalcace,
Bialystok, 282)

16. Tomasz Kociumaka (V Liceum Ogolnoksztalcace,
Gliwice, 268)

17. Bolestaw Kulbabifiski (I LO im. Stefana
Zeromskiego, Kielce, 266)

18. Wiktor Jakubiuk (Dulwich College, Londyn, 264)

Wyniki XV Olimpiady Informatycznej 2007 /2008

W dniach 1-5 kwietnia 2008 w Sopocie odbyly sie zawody III stopnia
jubileuszowej, 15 Olimpiady Informatycznej. W finale wzigto udziat 72
zawodnikéw, ktorzy w ciagu dwoch dni mieli do rozwigzania w sumie pieé zadan
programistycznych. Komitet Gléwny przyznal 20 tytutow laureata oraz 17
wyréznien. Oto nagrodzeni zawodnicy (w nawiasach szkola oraz liczba zdobytych
punktéw na 500 mozliwych):

19. Robert Obryk (V LO im. Augusta Witkowskiego,
Krakow, 256)

20. Michal Stachurski (I LO im. Mikolaja Kopernika,
Jarostaw, 255)

finaliSci z wyrdznieniem

Jakub Tlatka (XIV LO im. Stanistawa Staszica,
Warszawa), Wojciech Baranowski (IIT LO im.
Marynarki Wojennej RP, Gdynia), Jakub Pachocki
(IIT LO im. Marynarki Wojennej RP, Gdynia),

Jakub O¢wieja (V Liceum Ogdlnoksztalcace,
Bielsko-Biata), Adam Chrabaszcz (I LO im. B.
Nowodworskiego, Krakéw), Piotr Leszczynski (I LO
im. Marii Konopnickiej, Suwalki), Dominik Dudzik (V
LO im. Augusta Witkowskiego, Krakéw), Radostaw
Burny (LO im. St. Malachowskiego, Plock), Adam
Karczmarz (LO im. KEN, Stalowa Wola), Michal
Iwaniuk (XIV LO im. Stanistawa Staszica, Warszawa),
Barttomiej Wisniewski (IIT LO im. Marynarki Wojennej
RP, Gdynia), Michatl Sapalski (V LO im. Augusta
Witkowskiego, Krakéw), Joachim Jelisiejew (I LO im.
A. Mickiewicza, Bialystok), Jakub Adamek (V LO im.
Augusta Witkowskiego, Krakéw), Lukasz Wolochowski
(III LO im. Marynarki Wojennej RP, Gdynia), Mateusz
Baranowski (IIT LO im. Marynarki Wojennej RP,
Gdynia), Maciej Debski (Gimnazjum nr 59, Warszawa)

Do ekip na zawody miedzynarodowe powolani zostali:

e na Miedzynarodowa Olimpiade Informatyczna
10’2008 w Egipcie oraz na Olimpiade Informatyczna
Krajéw Europy Srodkowej CEOI’2008 w Niemeczech:
Jarostaw Blasiok, Marcin Koscielnicki, Marcin
Andrychowicz, Maciej Klimek (rezerwowi: Maciej
Andrejczuk, Tomasz Kleczek)

e na Baltycka Olimpiade Informatyczna BOI'2008

w Polsce: Jarostaw Btlasiok, Tomasz Kleczek, Mateusz
Litwin, Anna Piekarska, Adam Polak, Adam Iwaniuk
oraz druga druzyna w skladzie: Tomasz Kociumaka,
Wiktor Jakubiuk, Jakub Tlatka, Jakub Pachocki, Jakub
Oéwieja, Adam Karczmarz (rezerwowi: Michal Twaniuk,
Barttomiej Wisniewski)

Czlonkowie wszystkich ekip oraz wszyscy finalisci
niebedacy w klasie maturalnej wezma ponadto
udzial w corocznym obozie naukowo-treningowym
im. Antoniego Kreczmara w Nowym Saczu.

Zadania oraz inne informacje mozna znalezé pod adresem http:/www.oi.edu.pl.
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Wyniki LVII Olimpiady Fizycznej 2007/2008

Do finalu tegorocznej Olimpiady Fizycznej zakwalifikowaty
sig 73 osoby. Bardzo trudne okazaly si¢: zadanie
doswiadczalne oraz trzecie zadanie teoretyczne. Nie mniej
niz potowe mozliwych do zdobycia punktéw za zadanie
doswiadczalne uzyskato zaledwie osiem os6b. Tylko dwie

z nich nie zostaly laureatami, za to tréjka staneta na
podium. Eksperymentalny wysitek pozostatych nie przyniést
nikomu wiecej niz jedna piata mozliwych do uzyskania
punktéw.

W miare dobrze z trzecim zadaniem teoretycznym poradzily
sobie tylko cztery osoby. Wéréd nich byli zdobywcy
pierwszego i drugiego miejsca.

Komus$ spoza komitetu organizacyjnego olimpiady trudno
jest stwierdzi¢, czy klopoty finalistéw byly zamierzone.

W kazdym razie spowodowaly wykorzystanie wyjatku

w regulaminie, pozwalajacego na ustalenie progu koniecznego
do uzyskanie tytulu laureata w wysokosci innej niz czeéé
catkowita dwodch trzecich sredniej arytmetycznej trzech
najlepszych wynikéw. Bez przyjecia innego progu laureatéw
bytoby tylko szesciu. ,,Winowajcami” byli zdobywcy
pierwszych dwéch miejsc.

Jak widaé, nadal trudno jest wyuczy¢ sie rozwiazywania
zadan olimpijskich. Przynajmniej w stopniu pozwalajacym
na zajecie czotowych miejsc. Niemniej jednak, po raz kolejny
zawody zdominowali uczniowie z kilku szkoét skupiajacych
mlodziez z uzdolnieniami do przedmiotéw Scistych. Ponad
potowa uczestnikéw finatu przyjechala z zaledwie pieciu
miast: z Krakowa — 12. (4. laureatéw, jedno liceum),

z Warszawy — 9. (3. laureatéw, jedno liceum), z Lodzi — 8.
(4. laureatéw, dwa licea), z Wroctawia — 7. (2. laureatéw,
dwa licea), z Rybnika — 4. (1 laureat, jedno liceum).
Pozostali finaliSci samotnie lub parami (4 przypadki)
reprezentowali swoje szkoly. Zespotowo najskuteczniejsi
okazali sie uczniowie z Torunia: obaj zostali laureatami.

Tylko cztery miasta moga pochwali¢ si¢ finalistami z wiecej
niz jednego liceum. Pocieszajace moze by¢ to, ze zwyciezca,
ktoéry jako jedyny wykonal bardzo dobrze zadanie
doswiadczalne, nie pochodzi ani ze szkoly wysysajacej
talenty z miasta bedacego osrodkiem akademickim, ani

w ogble z takiego miasta. W dominujacych liceach jest po
kilku nauczycieli mogacych cieszy¢ sie z dotarcia ich uczniéw
do finatu.

Tresci zdan II etapu oraz finalu mozna znalezé na
stronie Komitetu Gtéwnego Olimpiady Fizycznej
http://info.ifpan.edu.pl/kgof. Dla 0s6b pragnacych
wzigé udzial w nastepnej edycji przydatna moze okazaé
si¢ wyszukiwarka zadan dostepna na stronie Oddziatu
Szczecinskiego: http://wuw.of .szc.pl/.

Laureaci w kolejnosci zajetych miejsc:

1. Grzegorz Kepisty

I LO im. Generata Jozefa Bema, Ostroteka

nauczyciel: mgr Anna Maksimowska

2. Robert Obryk

V LO im. Augusta Witkowskiego, Krakéw

nauczyciel: mgr Tomasz Zajac

3. Jacek Jendrej

IIT LO im. Unii Lubelskiej, Lublin

nauczyciel: mgr Beata Niewczas

4. Piotr Godlewski

VI LO im. Jana Kochanowskiego, Radom

nauczyciel: mgr Marek Golka
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5. Lukasz Mazurek
XIV LO im. Stanistawa Staszica, Warszawa
nauczyciel: mgr Stanistaw Lipinski

6. Maciej Pietrzak
XIV LO im. Stanistawa Staszica, Warszawa
nauczyciel: mgr Robert Stasiak

7. Grzegorz Gajda

I LO im. Mikotaja Kopernika, £.6dz
nauczyciel: mgr Andrzej Sperka

8. Andrzej Stasiak

I LO im. Mikotaja Kopernika, ¥.6dz
nauczyciel: mgr Andrzej Sperka

9. Witold Swigtkowski

XIV LO im. Polonii Belgijskiej, Wroctaw
nauczyciel: mgr Marian Bak

10. Patryk Drobinski

VI LO im. Jana i Jedrzeja Sniadeckich, Bydgoszcz
nauczyciel: mgr Piotr Malinowski

11. Tomasz Boczkowski

VIII LO im. Adama Mickiewicza, Poznan
nauczyciel: mgr Halina Szalaty

12. Lukasz Marszalek

I LO im. Mikotaja Kopernika, Krosno
nauczyciel: mgr Grzegorz Depczynski

13. Lukasz Krakowiak

IV LO im. Tadeusza Kosciuszki, Torun
nauczyciel: dr Dariusz Graczyk

14. Jakub Konieczny

V LO im. Augusta Witkowskiego, Krakéw
nauczyciel: mgr Tomasz Zajac

15. Piotr Szyperski

IIT LO im. Adama Mickiewicza, Wroctaw
nauczyciel: mgr Pawel Zigba

16. Karol Grzybowski
XIV LO im. Stanistawa Staszica, Warszawa
nauczyciel: dr Elzbieta Zawistowska

17. Aleksander Kubica
V LO Bielsko Biala
nauczyciel: mgr Ewa Gajda

18. Wiktor Pilewski
IV LO im. Tadeusza Kosciuszki, Torun
nauczyciel: dr Dariusz Graczyk

19. Przemystaw Bienias
I LO im. Mikotaja Kopernika, £.6dz
nauczyciel: mgr Andrzej Sperka

20. Marcin Dohnalik
V LO im. Augusta Witkowskiego, Krakéw
nauczyciel: dr Dagmara Sokotowska

21. Piotr Olejniczak
I LO im. Mikotaja Kopernika, £.6dz
nauczyciel: mgr Piotr Mateja

22. Dawid Pustulka
V LO im. Augusta Witkowskiego, Krakéw
nauczyciel: mgr Ryszard Zapala

23. Jan Wréblewski
IT LO im. Andrzeja Frycza Modrzewskiego, Rybnik
nauczyciel: mgr Grzegorz Lopatka



Informacje o przebiegu LIX Olimpiady Matematycznej

W zawodach stopnia pierwszego wzieto udziat 1087 uczniéw,
do zawodéw stopnia drugiego zakwalifikowano 537 uczniéw,
a do zawodow stopnia trzeciego — 125 ucznidéw.

Komitet Gléwny Olimpiady Matematycznej na posiedzeniu
w dniu 11 kwietnia br. postanowit przyznaé¢ 19 osobom
tytul laureata i nagrody pierwszego, drugiego, trzeciego

i czwartego stopnia oraz wyr6znit 15 uczestnikéw. Nagrody
im. Andrzeja Makowskiego za najlepiej zredagowane
poprawne rozwiazanie jednego z zadan otrzymali Jacek
Jendrej (zad. 4) i Przemystaw Mazur (zad. 6).

Laureatami zostali (w nawiasie podano liczbe uzyskanych
punktéw na 36 punktéw mozliwych):

Nagroda stopnia pierwszego

Przemystaw Mazur (36) uczen klasy drugiej IT LO im.
Kréla Jana III Sobieskiego w Krakowie, nauczyciel: Jacek
Dymel.

Nagrody stopnia drugiego
Jakub Konieczny (32) uczen klasy trzeciej V LO
im. Augusta Witkowskiego w Krakowie, n.: Bogustaw
Kraszewski, Ryszard Gruca.
Karol Zebrowski (32) uczen klasy trzeciej XIV LO im.
Stanistawa Staszica w Warszawie, n.: Edward Stachowski,
Jerzy Konarski, Wojciech Martys.
Jacek Jendrej (31) uczen klasy trzeciej III LO im. Unii
Lubelskiej w Lublinie, n.: Jézef Tymicki.

Nagrody stopnia trzeciego
Szymon Majewski (26) uczen klasy trzeciej XIV LO im.
Stanistawa Staszica w Warszawie, n.: Michal Krych, Tomasz
Zukowski, Edward Stachowski.
Radostaw Burny (24) uczen klasy trzeciej LO im.
Marszatka Stanistawa Matachowskiego w Plocku, n.: Olga
Wojgienica.

Jakub Oéwieja (23) uczen klasy drugiej V LO
w Bielsku-Bialej, n.: Bogustaw Gardas, Tomasz Szymczyk.
Damian Orlef (21) uczen klasy trzeciej Gimnazjum nr 3
w Zabrzu, n.: Roman Drohojowski.

Nagrody stopnia czwartego
Patryk Drobinski (18) uczen klasy drugiej VI LO
w Zespole Szkét Ogoélnoksztatcacych nr 6 im. Jana i Jedrzeja
Sniadeckich w Bydgoszczy, n.: Mieczystawa Warzbaka.
Maciej Dulgba (18) uczeni klasy drugiej Gimnazjum nr 49
we Wroctawiu, n.: Stefan Mizia, Stanistaw Bus.
Joachim Jelisiejew (18) uczen klasy trzeciej I LO im.
Adama Mickiewicza w Bialymstoku, n.: Piotr Grzeszczuk,
Iwona Bujnowska.
Adam Kanigowski (18) uczen klasy trzeciej IV LO im.
Tadeusza Kosciuszki w Toruniu, n.: Henryk Pawlowski.
Michatl Kawiak (18) uczen klasy trzeciej XIV LO im.
Stanistawa Staszica w Warszawie, n.: Michal Krych, Tomasz
Zukowski, Edward Stachowski.
Tomasz Kociumaka (18) uczen klasy drugiej V LO im.
Andrzeja Struga w Gliwicach, n.: Florian Brom, Joanna
Magzur.
Aleksander Kubica (18) uczen klasy trzeciej V LO
w Bielsku-Bialej, n.: Tomasz Szymczyk.
Konrad Winiarski (18) uczen klasy trzeciej I LO im.
K. Brodzinskiego w Tarnowie, n.: Krzysztof Horbacewicz.
Karol Konaszynski (17) uczen klasy drugiej XIV LO im.
Polonii Belgijskiej we Wroctawiu, n.: Stanistaw Bus$, Stefan
Mizia.
Daniel Malinowski (17) uczen klasy drugiej VIII LO
im. Marii Sklodowskiej-Curie w Katowicach, n.: Renata
Suchanek, Krystyna Skornik.
Yukasz Mazurek (17) uczen klasy trzeciej XIV LO im.
Stanistawa Staszica w Warszawie, n.: Jerzy Konarski,
Wojciech Martys, Edward Stachowski.

Komitet Gléwny Olimpiady Matematycznej dzigkuje wszystkim, ktérzy pomagali laureatom i wyrdznionym uczniom w przygotowaniach
do zawoddéw. Sa to, oprocz nauczycieli uczacych w szkole, nastepujace osoby: Sylwia Antoniuk, Irena Brzozowska, Przemystaw Chojecki,
Stawomir Dinew, Zywomir Dinew, Aleksander Dobrzycki, Krzysztof Dorobisz, Nadbor Drozd, Irena Duleba, Lech Duraj, Maciej Gawron,
Witold Jarnicki, Michal Jastrzebski, Joanna Jaszunska, Piotr Jedrzejewicz, Grzegorz Kapustka, Michal Kapustka, Tomasz Kobos,
Dorota Kolany, Lev Kourliandtchik, Michal Matuszczyk, Bogustaw Merdas, Michal NiedZwiedZ, Robert Paluba, Henryk Pawlowsks,
Michal Pilipczuk, Maciej Sokotowski, Urszula Swianiewicz, Tomasz Szumny, Stawomir Smiarowski i Maciej Zdanowicz.

Informacje o przebiegu III Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistow

W zawodach stopnia pierwszego wzieto udzial 666 uczniéw,
do zawodéw stopnia II zakwalifikowano 517 uczniéw, a do
zawodéw stopnia trzeciego — 124 ucznidw.

Komitet Gtéwny Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistéw
na posiedzeniu w dniu 8 marca br. postanowil przyznaé

85 osobom tytul laureata pierwszego, drugiego, trzeciego

i czwartego stopnia. Tytul laureata pierwszego stopnia
otrzymali nastepujacy zawodnicy, ktérzy zdobyli 30 punktéw
na 30 mozliwych:

Adam Chudziak uczen klasy trzeciej Spotecznego
Gimnazjum ,DWOJKA” nr 45 w Warszawie ,

n.: Beata Stepniewska.

Tomasz Ciesla uczen klasy trzeciej Gimnazjum nr 10 im.
Jana Kochanowskiego w Chorzowie , n.: Joanna Palka.

Wojciech Nadara uczen klasy drugiej Gimnazjum

nr 42 z Oddziatami Dwujezycznymi w Warszawie ,

n.: Elzbieta Jabtonska.

Damian Orlef uczen klasy trzeciej Gimnazjum nr

3 w ZSO nr 11 w Zabrzu , n.: Roman Drohojowski

i Michal Matuszczyk.

Roman Stasinski uczen klasy trzeciej Publicznego
Gimnazjum z Oddzialami Dwujezycznymi

w Strzelcach Opolskich , n.: Ilona Hajduk.

Piotr Szefler uczen klasy trzeciej Gimnazjum
Akademickiego w Toruniu , n.: Zbigniew Bobinski,

Adam Makowski i Anna Gotebiewska.

Adam Wyrzykowski uczen klasy trzeciej Publicznego
Gimnazjum nr 8 w Olsztynie , n.: Regina Pirogowicz.
Michatl Zajac uczen klasy drugiej Publicznego Gimnazjum
nr 2 im. Janusza Korczaka w Brzesku , n.: Bogumita Styrna.

Zadania oraz pelne wersje komunikatéw z obu olimpiad mozna znalezé w Internecie na stronach: www.om.edu.pl oraz www.om.edu.pl/omg
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Rozwigzanie zadania F 718.

Z warunkéw zadania, przy ci$nieniu
6-107 Pa temperatura topnienia lodu
spadnie o AT = —4,35°C. Léd topnieje,
dopodki cala jego masa nie ochtodzi sie¢ do
temperatury —4,35°C. Z bilansu energii
mamy, ze

cm AT

my = ~ 1,72 g.

-]

Rozwigzanie zadania M 1207.
Przypus$émy, ze 6™ — 1| 7" — 1. Liczba
6™ — 1 jest podzielna przez 5, wiec liczba
7™ — 1 musi by¢ takze podzielna przez 5.
Jesli przez k oznaczymy liczbe catkowita
nieujemny, to

7 = 49%% = (=1)?) = 1 (mod 5).
Zatem

74+ =2 (mod 5),
742 = 4 (mod 5)
oraz

743 = 3 (mod5).

Wobec tego liczba 7" — 1 jest podzielna
przez 5 wtedy i tylko wtedy, gdy n = 4k.
Jednak wtedy liczba 6™ — 1 = 6*F — 1 jest
podzielna przez 62 —-1=235,a wigc takze
przez 7. OtrzymaliSmy sprzecznosé, gdyz
liczba 7™ — 1 nie jest podzielna przez 7
dlan > 1.

O obrotach Tomasz KWAST

Uktad Stoneczny poréwnuje sie do precyzyjnego mechanizmu, w ktorym
wszystko chodzi jak w zegarku. Rzeczywiscie, dzigki poznaniu praw mechaniki
potrafimy przewidzie¢ polozenie planet na niebie, ich konfiguracje (zlaczenia,
opozycje), zjawiska wéréd nich (zaémienia, zakrycia), pojazdy kosmiczne trafiaja
do celu itd. Gdyby jednak popatrzeé¢ z daleka na Uklad Stoneczny, dostrzeglo by
sie nieco zabawna réznice miedzy nim a prawdziwym zegarkiem: tryby ze swej
natury obracaja si¢ w strony przeciwne, a w Ukladzie Stonecznym wszystko
(powiedzmy uczciwie — prawie wszystko) obiega Slonice i obraca sie w te sama
strone. W te sama strone obraca sie tez Storice. Obserwator umieszczony

w okolicy Gwiazdy Polarnej widzialby w kazdym razie, ze wszystkie planety
(wraz z Plutonem, gdyby kto$ mial watpliwosci) obiegaja Stofice w kierunku
przeciwnym do ruchu wskazowek zegara. Inaczej: normalny prawoskretny
korkociag obracany zgodnie z ruchem planet wkrecalby sie w przestrzen ku
Gwiezdzie Polarnej. Ten ruch nazywa si¢ ruchem prostym.

7 obrotami planet i z obiegami satelitow nie jest juz tak elegancko. Tu bez slowa
,prawie” nie obejdzie sie. Faktem jest, ze prawie wszystkie planety obracaja sie
w kierunku prostym (cho¢ ich osie nie zawsze sa prostopadle do plaszczyzny
orbity) i prawie wszystkie satelity obiegaja swoje planety tez w kierunku
prostym. Ale wlasnie sg wyjatki. I tak Wenus obraca si¢ zdecydowanie

w kierunku wstecznym, w przeciwienstwie do Urana i Plutona, ktorych osie
obrotu leza niemal w plaszczyznie orbit. Oczywiscie formalnie mozna orzec, czy
ich obrot jest prosty czy wsteczny, ale nie bedziemy sie zaglebia¢ w szczegoty.
Dlaczego tak jest? Jak dotad nikt tego nie wie, choé sa rozmaite przypuszczenia.
Gléwnie podejrzewa sig, ze kiedys dana protoplaneta doznala zderzenia z innym
masywnym obiektem. Réwniez czedé satelitow obiega swoje planety w kierunku
wstecznym. Jowisz ma takie cztery: Pasiphae, Sinope, Carme, Ananke; Saturn
jednego: Phoebe; Neptun jednego: Trytona. Satelity Urana i Plutona obiegaja
swoje planety w ich plaszczyznach réwnikowych, a wigc niemal prostopadtych
do plaszczyzny orbity. Przypuszcza sie, ze satelity wsteczne sa obiektami
przechwyconymi, czyli niezwigzanymi genetycznie z planeta, cho¢ porzadnie
problem ten nie jest rozpracowany.

Poza obracaniem sie w jedna lub druga strone jest jeszcze trzecia mozliwosé:
obiekt w ogole sie nie obraca. Tylko ze teraz trzeba sprecyzowac, wzgledem
czego sie nie obraca (w przypadku przedstawionych powyzej ruchéw nie bylo
to konieczne). Otéz jest duzo satelitoéw, nie obracajacych sie wzgledem wlasnej
planety. Podkredlmy: satelita musi obiega¢ planete, bo gdyby nie, to spadiby, ale
obracaé si¢ nie musi! Tak np. gotym okiem widaé¢, ze nasz Ksiezyc jest takim
wlasnie cialem: zwrocony jest ku Ziemi stale ta sama sama strona. Oznacza
to, ze tak naprawde obraca sie w tym samym tempie, co obiega Ziemie. Méwi
sie wtedy, ze jest satelita synchronicznym. Innych satelitéw synchronicznych
jest w Ukladzie Stonecznym tak wiele, ze wladciwie tatwiej jest wymienié¢
niesynchroniczne. Przy Jowiszu na pewno nie jest synchroniczna Himalia, przy
Saturnie Hyperion i Phoebe, przy Uranie Oberon i przy Neptunie Nereida.

O wielu satelitach nie wiadomo na sto procent, do ktoérej klasy je zaliczy¢.

A uklad Plutona to chyba jeszcze inna klasa. Mianowicie jego Charon jest
synchroniczny, ale Pluton tez zwrécony jest ku Charonowi stale tg sama
strona. Jest to wiec para podwojnie synchroniczna. Z innych dziwolagdéw warto
wspomnie¢ Phobosa, blizszego z dwoch satelitow Marsa. Jest to w zasadzie
normalny synchroniczny satelita o ruchu prostym, tylko ze obiega on swoja
planete po tak ciasnej orbicie, a wiec tak szybko, ze wyprzedza obrot planety.
Wskutek tego wschodzi tam na zachodzie i zachodzi na wschodzie. Na Ziemi tak
zachowuja sie tylko satelity sztuczne.

Mamy wigec w Uktadzie Slonecznym wyrazne regularnosci i sporo wyjatkow.
Chyba nie nalezy si¢ temu dziwi¢, gdyz Uklad Stoneczny nie jest modelem, tylko
realnym obiektem, ktéry powstal, rzecz jasna, zgodnie z prawami przyrody, ale
prawa te dopuszczaja niestychana rozmaitos$é zjawisk.
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Wytwarzamy ferrofluidy i zawiesiny ferromagnetyczne

sie inna metoda.

Ferrofluidy sa zawiesinami bardzo drobnych czastek
magnetycznych o rozmiarach 10~7-107° m w cieczy,
np. w oleju lub nafcie, zwanej ciecza dyspersyjna.

W czastkach tych wystepuje uporzadkowanie
momentéw magnetycznych. Sa to czastki jedno- lub
wielodomenowe, dlatego ich zawiesina ma wlasciwosci
ferromagnetyczne. Zawiesiny ferromagnetyczne skladaja
sie ze znacznie wigkszych czastek ferromagnetycznych

o rozmiarach rzedu 0,1 mm rozmieszczonych w bardzo
lepkich cieczach, np. w oleju cedrowym.

Zar6éwno w ferrofluidach jak i zawiesinach
ferromagnetycznych gestosé czastek jest wieksza

od gestosci cieczy dyspersyjnej, dlatego czastki maja
tendencje do opadania na dno naczynia, czyli do
sedymentacji. Ponadto, czastki maja tendencje do
taczenia sie, czyli do agregacji. Czastki o wiekszych
rozmiarach szybciej opadaja na dno. Zeby zapobiec
agregacji i sedymentacji, czastki w ferrofluidach
pokrywa sie warstwa substancji powierzchniowo
czynnej, uniemozliwiajacej zblizanie sie czastek do
siebie. W zawiesinach ferromagnetycznych sedymentacji
zapobiega bardzo duza lepko$¢ cieczy dyspersyjne;.

Wytworzenie stabilnego ferrofluidu nie jest

specjalnie trudne i mozna tego dokonaé¢ w szkolnej
pracowni chemicznej lub w domowym laboratorium.
Do wytworzenia ferrofluidu nie sa tez potrzebne trujace
ani trudno dostepne substancje, dlatego warto podjac
prébe. W tym celu nalezy przygotowac roztwér 11,2 g
siarczanu zelazawego (FeSOy4 - TH20) w 300 ml wody
destylowanej oraz roztwor 22,2 g chlorku zelazowego
(FeCls - 6H20) réwniez w 300 ml wody destylowane;j.
Temperatura roztworéw powinna wynosi¢ okoto 20°C.

Oba roztwory zlewa si¢ do szklanego naczynia
i mieszajac szklana bagietka szybko dodaje 60 ml
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Stanistaw BEDNAREK

Ferrofluidy i zawiesiny ferromagnetyczne stanowia wytworzona przez czlowieka
grupe materialéw o niespotykanych dotychczas w przyrodzie wlasciwosciach.
Dzieki polaczeniu w jednym materiale wlasciwosci ciektych i ferromagnetycznych
znajduja wiele réznorodnych zastosowan — od prostych uszczelek po uktady do
bezposredniego przetwarzania energii cieplnej na energie mechanicznag, mogace
pracowaé w elektrowniach jadrowych i nowe sposoby aplikowania niektérych
lekarstw. Dlatego warto poznaé sposoby otrzymywania ferrofluidéw i zawiesin
ferromagnetycznych oraz zastosowania tych niezwyklych materiatéw. Warto
takze w miare swoich mozliwosci sprobowacé wytworzy¢ je samodzielnie.

Wszystkie znane dotychczas substancje ferromagnetyczne to ciala stale. Za
wystepowanie ich wlasciwosci ferromagnetycznych ,,odpowiedzialna” jest
szczegbdlna struktura, polegajaca na uporzadkowaniu momentéw magnetycznych
atomow lub czasteczek w mikroobszarach zwanych domenami. Powyzej
temperatury, zwanej temperatura Curie, substancje te traca swoje wlasciwosci
ferromagnetyczne, poniewaz energia chaotycznych ruchéw cieplnych jest na

tyle duza, ze niszczy strukture domenowa. Dla wszystkich ferromagnetykow
temperatura Curie jest znacznie nizsza od temperatury topnienia, np. dla
zelaza temperatura Curie wynosi 767°C a temperatura topnienia 1535°C. Nie
mozna wiec wytworzy¢ cieczy ferromagnetycznej przez stopienie ferromagnetyka
wystepujacego poczatkowo w postaci ciala stalego i trzeba w tym celu postuzy¢

stezonego roztworu wodorotlenku amonu (NH4OH).
Mieszaning nalezy pozostawi¢ w spokoju na czas

2 godzin w celu ustania sie. W wyniku tego w gérnej
czedci naczynia zbierze sie prawie przezroczysty roztwor,
ktoéry trzeba ostroznie usuna¢ za pomoca lewara
wodnego lub pipety. Pozostala metna zawiesina powinna
mie¢ objetosé okoto 160 ml. Zawiera ona wytracone
czastki magnetytu i bedzie wykorzystywana do dalszej
obrébki.

Do zawiesiny, przy ciaglym mieszaniu, dodaje si¢ 6 g
kwasu oleinowego (C13H37COOH) i 90 ml dowolnego
oleju roslinnego. Naczynie z mieszanina wstawia si¢

do wigckszego naczynia z wrzaca woda i na otrzymanej
w ten sposéb tazni wodnej ogrzewa przez 30 minut.

7 mieszaniny wydziela sie ferrofluid w postaci warstwy,
ktoéra zlewa sig lub zbiera pipeta. Otrzymany ferrofluid
stanowi zawiesine czastek magnetytu w oleju roslinnym
otoczonych stabilizujacg warstewka kwasu oleinowego.

Sktadniki potrzebne do wytworzenia opisanego
ferrofluidu bez wigkszych trudnosci mozna znalezé

w szkolnym gabinecie chemicznym lub zakupi¢

w sklepie z odczynnikami chemicznymi. W przypadku
trudnosci ze zdobyciem kwasu oleinowego, mozna

go zastapi¢ innym wyzszym kwasem tluszczowym,

np. stearynowym lub palmitynowym albo trzy razy
wigksza masa szamponu do wloséw lub ptynu do mycia
naczyn. Zastosowana przez nas metoda wytwarzania
ferrofluidu, polegajaca na wytracaniu czastek magnetytu
z mieszaniny roztworéw przez jej zalkalizowanie, nazywa
sie metoda polikondensacji chemicznej.

Ferrofluidy wykazuja szereg bardzo interesujacych
wlasciwoéci, z ktorych najbardziej charakterystyczna
i dajaca sie najlatwiej zaobserwowaé jest wyrazne



oddzialywanie z polem magnetycznym. Umieszczony

w niejednorodnym polu magnetycznym ferrofluid jest
wciggany do obszaru najsilniejszego pola. Wtasciwosé
ta umozliwia zastosowanie cieczy ferromagnetycznych
do budowy tozysk i uszczelek. Jedna z waznych ich zalet
jest to, ze nie ulegaja one zuzyciu.

Gdy do naczynia z ferrofluidem wrzucimy kulke
wykonang ze szkla lub nieferromagnetycznego metalu,
np. miedzi lub mosiadzu, to kulka zatonie, poniewaz jej
gestosé jest wieksza od gestosci ferrofluidu (fot. 1.a).

Fot. 1. Wypieranie szklanej kulki z ferrofluidu; a) przed umieszczeniem
w polu magnetycznym kulka tonie i jest niewidoczna, b) po
umieszczeniu w niejednorodnym polu magnetycznym wytwarzanym
przez magnes w ksztalcie litery C kulka wynurza si¢ z ferrofluidu.

Jezeli teraz umiedcimy to naczynie w niejednorodnym
polu magnetycznym, to kulka wyptynie, gdyz na
ferrofluid podziala dodatkowa sita w kierunku dna
naczynia a kulka praktycznie nie oddzialuje z polem
(fot. 1.b). W konsekwencji ferrofluid dziata na kulke
wieksza sita wyporu, powodujaca wypychanie kulki ku
gorze.

Wocigganie ferrofluidu w obszar silniejszego pola
magnetycznego mozna wykazac¢ rowniez w innym
do$wiadczeniu. Gdy w szerokim naczyniu z ferrofluidem
umieszczony jest prostoliniowy przewodnik, tak zeby
przechodzit prostopadle do powierzchni swobodnej
ferrofluidu, to po przepuszczeniu przez niego pradu
elektrycznego ferrofluid wzniesie si¢ wokét przewodnika
tworzac efektowna kolumne (fot. 2).

Fot. 2. Ferrofluid umieszczony w naczyniu, przez ktére przechodzi
przewodnik z plynacym pradem, wznosi sig¢, tworzac efektowng
kolumne wokél przewodnika.
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Wzniesienie ferrofluidu spowodowane jest jego
wciaganiem w obszar silniejszego pola, ktory znajduje
sie blizej przewodnika.

Niejednorodne pole magnetyczne, oddzialujac

na zawieszone w cieczy czastki ferromagnetyczne
powoduje ich ruch. Poruszajace sie czastki dzieki
sitlom lepkosci wprawiaja w ruch czasteczki cieczy
dyspersyjnej, co w koncowym efekcie skutkuje ruchem
ferrofluidu jako calosci. Jezeli pole magnetyczne bedzie
zmienialo si¢ w czasie z niezbyt duza czestotliwoscia,
to réwniez ferrofluid bedzie poruszal si¢ z ta sama
czestotliwoscia. Wlasciwosé ta znalazla zastosowanie
w budowie przetwornikéw elektroakustycznych

i elektromechanicznych z ferrofluidem.

W silnych polach magnetycznych obserwuje sie

efekt nazywany zestaleniem ferrofluidu. Polega on

na tym, ze rozproszone czastki ferromagnetyczne
ulegaja namagnesowaniu i przyciagaja si¢ wzajemnie.
Rezultatem tego jest tworzenie sie skupisk czastek
najpierw w postaci igiel a nastepnie widkien i kolumn
ztozonych z tych igiel. Skupiska te widoczne sa réwniez
na powierzchni ferrofluidu (fot. 3).

Fot. 3

Czastki zostaja jakby uwiezione wzdtuz linii pola,

a wraz z nimi, dzieki sitlom lepkosci, utrzymywana jest
rowniez ciecz dyspersyjna. Powoduje to znaczny wzrost
lepkosci ferrofluidu, ktéry zachowuje sie jak cialo state
o niezerowym module sztywno$ci.

Nadszed! czas, zeby zajac¢ sie zawiesinami
ferromagnetycznymi. Struktura tych zawiesin

w przypadku braku pola magnetycznego przedstawiona
jest na rysunku 1. Widzimy tutaj czastki
ferromagnetyczne f oraz znacznie mniejsze od nich
czastki przewodzace prad elektryczny g.

Rys. 1. Struktura zawiesiny ferromagnetycznej nie umieszczonej
w polu magnetycznym; f — czastki ferromagnetyczne, g — czastki
przewodzace, ¢ — ciecz dyspersyjna.



Oba rodzaje czastek sa chaotycznie rozmieszczone

w cieczy dyspersyjnej ¢ o bardzo duzej lepkosci.
Wytworzenie takiej zawiesiny jest znacznie prostsze
niz wytworzenie ferrofluidow. Caly proces wytwarzania
sprowadza si¢ do zmieszania obu rodzajéw czastek

z ciecza dyspersyjna.

Jako czastki ferromagnetyczne zastosujemy opitki
zelazne. Opitki takie mozna znalezé w gabinecie
chemicznym lub otrzymaé¢ samodzielnie przez spitowanie
np. gwozdzi pilnikiem. Czastkami przewodzacymi

prad elektryczny sa czastki pytu grafitowego. Pytu
takiego uzywa sie do wyrobu smaru grafitowego.

Latwo mozna otrzymac go samodzielnie przez

zmielenie rysika z miekkiego otéwka. W roli cieczy
dyspersyjnej zastosujemy olej cedrowy, uzywany podczas
obserwacji mikroskopowych, lub sztuczny miéd. W celu
wytworzenia zawiesiny ferromagnetycznej odmierzamy

6 czesci objetosciowych opitkow zelaznych, 3 czesci
objetosciowe pylu grafitowego i 6 czesci objetosciowych
oleju cedrowego lub sztucznego miodu. Oba rodzaje
czastek starannie mieszamy z ciecza dyspersyjna.

Jedna z interesujacych wlasciwosci otrzymanej zawiesiny
ferromagnetycznej jest ujemny magnetoopér, czyli
zmniejszanie sie oporu elektrycznego po umieszczeniu
zawiesiny w polu magnetycznym. Zeby zbadad
magnetoopdr, wykonamy komoérke wypelniona zawiesina
ferromagnetyczna (rys. 2).

RPNy,
o) o 2/ o/ k

Rys. 2. Komérka z zawiesing ferromagnetyczng do badania
magnetooporu; r — rurka izolacyjna, z — zawiesina ferromagnetyczna,
p — elektroda, k — koncéwka.

W tym celu potrzebna bedzie plastikowa rurka r

o $rednicy okoto 2 cm i dlugosci 4-5 cm. Rurke

te napelniamy zawiesina ferromagnetyczna z po
czym zamykamy dwoma metalowymi krazkami p,
stanowigcymi elektrody. Krazki te przyklejamy do
koncow rurki. Do elektrod przylutowujemy kawaltki
drutu stanowigce koncowki k, przeznaczone do
polaczenia komorki z omomierzem.

Po umieszczeniu komoérki w polu magnetycznym
zachodzg zmiany w strukturze zawiesiny, polegajace na
uporzadkowaniu czastek ferromagnetycznych wzdtuz
linii pola magnetycznego (rys. 3).

Rys. 3. Struktura zawiesiny ferromagnetycznej umieszczonej
w jednorodnym polu magnetycznym o indukcji B; znaczenie symboli
jest takie samo, jak na rys. 1.

Ustawione w tancuchy czastki wykazuja mniejszy opor
elektryczny, niz czastki rozmieszczone w zawiesinie
chaotycznie. Zalezno$¢ oporu elektrycznego od

indukcji przylozonego pola magnetycznego przedstawia
rys. 4.

5
4
) =
=
S ~=
2
1
0 10 20 30 40
B [mT]

Rys. 4. Zalezno$é oporu elektrycznego zawiesiny ferromagnetycznej R
od indukcji przylozonego pola magnetycznego B.

Interesujacym faktem jest zmniejszenie sie oporu po
wylaczeniu pola — przyczyne tego stanowi utrzymywanie
sie czesciowo uporzadkowanej struktury zawiesiny.
Niezbedne do pomiaru magnetooporu pole magnetyczne
tatwo mozna uzyskaé przez zblizanie do komérki
magnesu trwalego.

Losowe drogi z6lwia

Andrzej WALAT

W majowym numerze Delty przedstawilem dwa rozwiazania zadania

LoH,

na WKI.

o kolorowaniu pdl szachownicy z Warszawskiego Konkursu Informatycznego.
W tym artykule oméwie rozwiazanie innego (ale, jak sie okaze, niezupelnie)
zadania, ktére réwniez (w troche innym sformulowaniu) zaproponowalem kiedy$

Zadanie. Rysunek przedstawia prostokatny wycinek planu miasta. W jednym
rogu siatki ulic znajduje sie dom zétwia, a w przeciwleglym szkota. Czerwonym
kolorem zaznaczona jest jedna z wielu drég o minimalnej dlugosci z domu zétwia

do szkoty.
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szkola

%]

dom

Napisz procedure losowaDroga :n :m :b, ktéra rysuje na ekranie prostokatna
siatke ulic o rozmiarach n x m, i wykresla na niej czerwonym kolorem losowo
wybrana droge o minimalnej dlugosci od domu zétwia do szkoly. Zakladamy,
ze: n to rozmiar pionowy siatki (w naszym przykladzie 6), m to rozmiar
poziomy siatki (w przykladzie 4), a b to dlugo$é boku jednej kratki w punktach
ekranowych.

Rozwiazanie. Gléwna procedura rozwiazania ma jak zwykle bardzo kréotka
tresé.

oto losowaDroga :n :m :b
narysujSiatke :n :m :b
narysujDroge losowyPlan :n :m :b
juz

Pierwsze polecenie powoduje narysowanie siatki o danych rozmiarach i dtugosci
boku oczka. Drugie — narysowanie drogi wedtug losowo utworzonego planu.
Kluczowym elementem rozwiazania jest zdefiniowanie funkcji losowyPlan,

ktéra dla danych rozmiaréw siatki tworzy odpowiedni plan drogi w postaci
stowa sktadajacego sie z n liter p (idZ na pdinoc) oraz m liter w (idz na wschod).
Planem drogi na rysunku jest stowo ppwpppwwpw. Wydaje sie, ze najlepszym,
najbardziej sprawiedliwym, sposobem rozstrzygania, czy nalezy wykonaé kolejny
ruch na péinoc, czy na wschéd (w wypadku, gdy sa jeszeze dwie mozliwodei) jest
rzucenie monety. Jesli wypadnie orzel (0), to na pdlnoc, a jesli reszka (1), to na
wschod. Mozemy zatem zdefiniowaé funkcje losowyPlan w nastepujacy sposéb.

oto losowyPlan :n :m

jesli :n =0 [wynik krotka :m "w]

Q jesli :m =0 [wynik krotka :n "p]
wynik jezeli losowa 2 =0
[nap "p losowyPlan:n - 1 :m]
[nap "w losowyPlan:n :m - 1]

juz
W tresci tej procedury wystepuje wywolanie
pomocniczej funkcji, ktorej wynikiem jest stowo
utworzone przez k-krotne powtérzenie danego znaku.

oto krotka :k :znak
jesli :k =0 [wynik "]
wynik nap :znak krotka :k - 1 :znak
juz
Po napisaniu polecenia

powtérz 20 [pisz losowyPlan 6 4]
komputer wypisze na ekranie 20 stéw utworzonych
losowo z 6 liter p i 4 liter w. To moze sugerowac, ze
nasze rozwigzanie jest poprawne, ale jesli powtorzymy
ten sam eksperyment wiele razy, to by¢ moze
zauwazymy, ze gdyby z6lw wedrowal do szkoly na
podstawie planéw wygenerowanych przez procedure
losowyPlan, to pewnymi drogami chodziltby czesciej,
a innymi znacznie rzadziej. Procedura losowyPlan dla
danych rozmiaréw siatki 6 x 4 generuje plan wwwwpppppp
7 czestoscia % . % : % . % = 11—6, plan ppppppwwww
7 czestoscia 6%1, a plan drogi na rysunku 1 ppwpppwwpw
z czestoscia 2% = 5% Zo6tw chodzilby ta drogg $rednio
raz na dwa lata. To mogloby mu sie nie podobaé.
Sprobujmy zmienié¢ sposéb wyboru kolejnego ruchu
w taki sposéb, by szanse wylosowania p oraz w byty
proporcjonalne do liczby ruchéw n oraz m, jakie trzeba
jeszcze wykonaé odpowiednio w kierunku na poéinoc oraz
na wschod i sprawdzié¢ efekty tej zmiany. W tym celu
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wystarczy zastapi¢ trzecie (i ostatnie) polecenie w tresci
procedury losowyPlan w nastepujacy sposéb.

wynik jezeli losowa :n+ :m< :n
[nap "p losowyPlan:n - 1 :m]
[nap "w losowyPlan:n :m - 1]

Po tej zmianie funkcja losowyPlan bedzie generowala

plan wwwwpppppp z czestoscia % . % . % . % =2 ﬁ, )

plan ppppppwwww z czestoscia 15§ 5 %" 55 = 3105
a plan drogi na rysunku 1 ppwpppwwpw z czestoscia

6 5.4 4. 3.2, 3.2, 1__1
10°9°8°'7°6°5°2°3°27 210

A ile jest réznych drég od domu zétwia do szkoty na
rysunku?

Komentarz. Powr6émy teraz do zadania z majowego
numeru Delty, ktére polegato na tym, by na
szachownicy, ktora ma n poél, k losowo wybranych

pol pomalowaé na czerwono, a pozostate n — k na
czarno. Nie trudno zauwazy¢, ze mozna w tym celu
najpierw utozy¢ plan, na przyktad, w postaci stowa
utworzonego losowo z k liter r (red) oraz n — k liter b
(black), a potem odpowiednio wedlug planu pomalowaé
pola. Litera r na pozycji ¢ oznacza, ze odpowiednie pole
numer 7 ma by¢ czerwone, a litera b — ze ma by¢ czarne.
To uzasadnia uwage na poczatku artykutu, ze zadania
o malowaniu szachownicy i losowych drogach zélwia nie
sg tak calkiem inne.
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T of the Sky
Znajdz szczegdl, ktérym réznig sig
powyzsze zdjecia.

Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Blysk wszech czaséw

Dziewigtnastego marca o godzinie 6:12:47 UT kamery polskiego eksperymentu
70 of the Sky, umieszczone w Las Campanas Observatory w Chile, rozpoczely
dziesigciosekundowa ekspozycje, na ktorej automatycznie rozpoznana zostata
nowa gwiazda w gwiazdozbiorze Wolarza. Po dwoch sekundach, w tym samym
punkcie nieba, obserwatorium kosmiczne SWIFT zarejestrowalo btysk gamma
nazwany GRB 080319B.

Wygenerowany automatycznie alert spowodowal skierowanie wielu urzadzen
wlasnie w ten punkt. Cze$¢ nie musiata prawie wcale sie przesuwadé, gdyz pot
godziny wczesniej, w odleglosci zaledwie 10°, SWIFT zarejestrowal inny blysk
GRB 080318A (ogdltem w ciagu jednej doby zarejestrowano rekordowa liczbe
pieciu blyskéw gamma). Wéréd urzadzen o duzej rozdzielczosci czasowej blysk,
jeszeze w czasie narastania (przed otrzymaniem alertu wygenerowanego przez
SWIFT), zarejestrowaly teleskopy RAPTOR i TORTORA. Z opublikowanych
pozniej orientacyjnych krzywych blasku wynika, ze blysk narastal okolo

10 sekund do jasnosci obserwowanej 5,6 magnitudo, a nastepnie gast przez kilka
minut.

Fakt zarejestrowania optycznego odpowiednika GRB 080319B zostatl
natychmiast rozpowszechniony w postaci obiegowych zawiadomien, co
spowodowalo zainteresowanie prawdziwych gigantéw. Juz po godzinie Very
Large Telescope w Chile sprawdzil, ze blysk pochodzil z galaktyki odlegtej

o 7,5 miliarda lat $wietlnych! A przeciez przez chwile mégt byé¢ dostrzezony
nawet golym okiem! Byl to najpotezniejszy wybuch zaobserwowany kiedykolwiek
przez czlowieka. Wydarzyt sie, zanim powstal Uklad Stoneczny. ..

Obserwacja odpowiednika optycznego blysku gamma przed pojawieniem sig
alertu z satelity jest potwierdzeniem nowatorskiej koncepcji eksperymentu

T0 of the Sky. Aparatura jest jeszcze nadal prototypowa, wiec mozna méwic

o0 szczesciu zwiazanym z ogladaniem przez kamery wladciwego kawalka nieba.
Aparatura docelowa, ktora ma by¢ niedlugo zamontowana na Wyspach
Kanaryjskich, bedzie skladata sie z dwbch zestawdw, po 16 kamer kazdy,
umieszczonych w odleglosci 150 km. Jej pole widzenia bedzie obejmowaé prawie
cale widoczne niebo, czyli tytulowe 7 steradianéw. Zaden mozliwy do zobaczenia
blysk nie bedzie moégt sie ukryé¢.

Analiza przypadku GRB 080319B bedzie trwata kilka miesiecy, ale niemal

od samego poczatku jeden z najwazniejszych wynikow jest oczywisty. Po raz
pierwszy stwierdzono, ze btysk widoczny w promieniowaniu gamma jest zgodny
w czasie (z dokladnos$cia do 10 sekund) z jego optycznym odpowiednikiem.

Informacja ta pozwala na odrzucenie niektérych hipotez dotyczacych genezy
tego typu zjawisk. Dominuje obecnie przekonanie, ze zarejestrowane zjawisko
jest wybuchem supernowej (hipernowej) zakoficzone powstaniem czarnej dziury.
Nie wiadomo jednak, dlaczego przypadek GRB 080319 byt tak jasny.

Pojawita si¢ koncepcja nazwania tego wydarzenia Przypadkiem Clarke’a dla
uczczenia zmarltego kilka godzin wczesniej autora Odysei Kosmicznej. Nie wiem,
czy nie bardziej odpowiednie bytoby powiazanie tego wyjatkowego zjawiska

z osoba Bohdana Paczyniskiego, ktory byt promotorem koncepcji ogladania
calego nieba w czasie rzeczywistym realizowanej przez T of the Sky.

Nie wiadomo, jak wiele blyskéw zarejestruje polska aparatura. Wiadomo, ze ich
Swiatlo juz zmierza do nas z krancéw Wszechswiata.

Piotr ZALEWSKI
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Informatyczny kacik olimpijski (9) — zliczamy Sciezki

W kolejnym kaciku olimpijskim zmierzymy sie z takim
zadaniem:

Mamy dany nieskierowany graf prosty G (bez petli
i wielokrotnych krawedzi). Zadaniem jest obliczenie
liczby Sciezek prostych dlugosci k£ w tym grafie.

Zadanie to ma wiele podobnych wersji — liczba k moze
by¢ ustalona, zamiast $ciezek prostych mozemy liczyé
cykle proste (dla przypomnienia: $ciezka prosta nie
przechodzi przez zaden wierzcholek wiecej niz raz, cykl
prosty podobnie), itd.

Najprostsze rozwiazanie jest do$¢ oczywiste — bedziemy
explicite poszukiwaé takich $ciezek. Z kazdego
wierzcholka bedziemy uruchamiaé¢ algorytm DF'S,

z zadaniem szukania $ciezek dtugosci k, z kazdego
nastepnika bedziemy szukaé¢ Sciezek dlugosci k — 1
itd. Wchodzac do wierzchotka bedziemy go zaznaczaé
jako odwiedzony (zeby nie powtarzaé¢ wierzchotkéw
na $ciezkach), a wychodzac — z powrotem jako
nieodwiedzony (zeby rozréznié np. Sciezki v, x, w, . ..
iv,y,w,...). Taki algorytm jest bardzo prosty do
zapisania, zuzywa niewiele pamieci, niestety jego
zlozonoéé czasowa jest rzedu nFtl.

Zeby go usprawnié¢, rozwazmy poszczegdlne wartosci k.

Dla k = 2 pozostanmy przy rozwiazaniu o zlozonosci
O(n?). Na potrzeby pézniejszych rozwazai zamiast
korzystaé z algorytmu DFS, obliczymy tablice T5, taka,
ze To[a, b] jest liczba Sciezek prostych prowadzacych z a
do b o dlugosci 2 o ile a # b, a jesli a = b, to Tx[a, b] jest
liczba cykli prostych o dlugosci 2 przechodzacych przez
a (czyli, de facto, liczba krawedzi wychodzacych z a).
Wtedy rozwigzaniem jest suma ) _, Ta[a, b], za$ tablice
T5 obliczamy oczywidcie w sposéb nastepujacy:

Tola,b) = ZTla - Ti[e, b],

gdzie T1]a, b] jest réwne 1, jesli z a do b istnieje krawedz,
za$ 0 w przeciwnym przypadku.

Ten sam sposéb rozumowania przyspiesza juz nam
o rzad wielko$ci rozwiazanie problemu dla k& = 3. Znajac
Ty, obliczamy Ty w czasie O(n?), natomiast

Ts(a,b] = Tila,d] - (T, b] — Ti[a, b]).
c#b
Dlaczego odejmujemy Ti[a, b]? Wszystko wyjasnia
ponizszy rysunek:
b c

A

a
Wraz ze zwiekszajaca sie dtugoscia Sciezki,
i utatwieniami ktore stosujemy, pojawiaja sie $ciezki
ktore nie sa proste, a ktore maja taka strukture,
ze mogliby$my je przypadkiem policzy¢, gdyby$my
napisali po prostu T1[a, ¢ - T»[c, b]. Podobnie bedzie
w nastepnym przypadku.
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Kiedy k = 4, narzuca si¢, zeby$my skorzystali dwa razy
z tablicy 15, a wiec napisali co$ takiego:
Tyla,b] = ZTgac Ts[c, b]
c#a,b
Pojawia si¢ jednak podobny problem jak w poprzednim
przypadku, przedstawiony na rysunku:

(na pewno?).

a Cc

d b

Mozemy sobie z nim poradzi¢ na dwa sposoby:

e Od wartosci Tyla, b] odejmijmy jeszcze sume
>dzap ila,d] - Ti[d,b] - (deg(d) — 2). Zmienna d
odpowiada wierzchotkowi d z rysunku. W ten sposéb
odejmujemy kazdy taki przypadek.

e Pozostawmy tablice Ty taka, jaka jest: dopuszcza

ona pewne Sciezki nie-proste, ale nas interesuje liczba
Sciezek prostych dlugosci 4 w calym grafie. Wtedy
odpowiedzia bedzie, jak w poprzednich przypadkach,
suma ., Ty[a, b], pomniejszona o liczbe ,rozetek”

w grafie (takich wlasnie, jak na rysunku), réwna

o deg(d)'(deg(d);1)'(deg(d)_2). Dzielimy przez 2, a nie
przez 6, poniewaz kazda ,rozetke” odejmujemy 3 razy —
przy liczeniu Sciezek z a do b, z a do ¢ iz ¢ do b.

Tym samym dochodzimy do ostatniego przypadku,
ktoérym sie zajmiemy — k = 5. Tutaj rozwazania staja
sie do$¢ skomplikowane. Poprawnym rozwiazaniem
jest zastosowanie podobnych rozwazan jak wczesniej,
zaczynajac od napisania

Tsla,b] = ZTgac Ts[c, b]

Tutaj jednak pojawia si¢ wiele przypadkow specjalnych,
ktére nalezy odjaé. Oto niektére z nich:

(na pewno?).

c a b
VR N2
N VR

a ™y ™ ¢

Najlatwiej tym razem postapi¢ podobnie, jak

w przypadku drugim w rozwiazaniu dla k = 4 — tablice
T5 pozostawié taka, jaka jest, a przypadki szczegolne
zliczaé globalnie dla catego grafu.

Czytelnikowi, ktéry chcialby si¢ zmierzy¢ z doktadnym rozwigzaniem,
i implementacja powyzszych zadan dla k = 4 i k = 5, polecam zadania

E - ,Piaty wymiar” i G — ,Autostrady” z Akademickich Mistrzostw
Polski w Programowaniu Zespotowym 2007.

Polecam rowniez zastanowienie sie nad podobnym
podejsciem do innych zadan tej samej klasy —
wymienionych na wstepie lub np. do nastepujacego
problemu: Mamy dany zbior punktow na plaszczyinie,
z ktorych Zadne 3 nie sq wspotliniowe. Ile tworzg one
wypuklych czworokqtow?

Filip WOLSKI




Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,

Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

®

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice

rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi

. przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali
od 0 do 1 z doktadnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspoiczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére

Termin nadsylania rozwiazan:
31 VIII 2008

nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie na stronie

Czoltéwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiagzan zadan
547 (WT = 1,04) i 548 (WT = 2,24)
z numeru 10/2007
Marian -
Lupiezowiec  Zebrzydowice 43,55

Pawel Kubit — Krakow 41,03
Grzegorz Karpowicz — Wroctaw 39,78
Krzysztof Dorobisz — Krakéw 39,72
Jerzy Cisto — Wroctaw 37,73
Tomasz Tkocz — Rybnik 36,35

563. Liczby catkowite k, m, n spelniajg réwnanie m_
n

http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z matematyki nr 563, 564
Redaguje Marcin E. KUCZMA

k2 +m?
k2 4+ n?

oraz warunek:

k? +m? + n? jest liczbg pierwsza. Dowiesé, ze m = n.

564. W prostokacie o bokach dtugoéci a, b poprowadzono skoriczong liczbe odcinkéw
roéwnolegltych do jego bokéw. Odcinki moga sie przecinaé, zaden nie zawiera sie w boku
prostokata, a suma ich dlugosci jest réwna d. Udowodnié, ze wsrod czesci, na ktére

odcinki dzielg prostokat, istnieje taka, ktérej pole jest nie mniejsze niz

( 2ab )2
a+b+d)

Zadanie 564 zaproponowal pan Tomasz K. Kujawa z Wroctawia.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 2/2008

555. Niech n bedzie liczbg parzysta. Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe
naturalna k o tej wlasnosci, ze w kazdym k-elementowym podzbiorze
zbioru {1, 2,3,...,3n} znajduja si¢ liczby z,y (niekoniecznie rézne),
ktérych suma albo réznica jest rowna n.

555. Niech n = 2m. Wykazemy, ze jesli K jest
k-elementowym podzbiorem zbioru {1,...,3n}, przy czym
k > 3m + 1, to istnieja takie liczby z,y € K, ze x +y=n
lub x —y =n.

Wystarczy w tym celu wziaé pod uwage m — 1 par
{1,2m—1}, {2,2m—2}, ..., {m—1,m+1}
oraz 2m par
{2m+1,4m~+1}, {2m+2,4m+2}, ..., {4m,6m};

razem 3m — 1 par. Elementy kazdej pary z drugiej serii
réznig sie o 2m (czyli n); za$ w kazdej parze z pierwszej
serii suma elementéw wynosi 2m. Gdy zbiér K zawiera
ktorakolwiek z tych par, to mamy teze.

Przypusémy wiec, ze tak nie jest; wowczas z kazdej pary co
najwyzej jeden element wchodzi do K. Jezeli zbiér K liczy
wiecej niz 3m elementéw, to musza w nim by¢ co najmniej
dwie liczby, niewystepujace w tych parach. Jedynymi takimi
liczbami sa: m oraz 2m; obie muszg znalezé sie w K. Biorac
r =y =m, mamy x + y = n; zatem i w tym przypadku zbiér
K ma wtasnosé, o ktéra chodzi.

Natomiast zbiér k-elementowy, gdzie k < 3m, juz tej
wlasnosci mie¢ nie musi. Przyktad: zbiér

Ko={1,2,..., m—1}U{2m} U {4m+1,...,6m};
dla dowolnych x,y € Ko mamy =+ y # 2m, x —y # 2m.

Odpowiedz: minimalna liczno$¢ zbioru o rozwazanej
wlasnosci jest réwna %n + 1.
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Przypominamy tres¢ zadan:

556. Dana jest liczba rzeczywista a > 0 oraz liczba catkowita n > 0.
Udowodnié¢, ze najwigksza mozliwa wartosé iloczynu zi1xa ... xn,
ktérego czynniki x; sa liczbami naturalnymi spelniajacymi warunek

1+ ...+ x, < a, wynosi L%J . Lﬂj L%J .

556. lloczyn x122 ...z, przyjmuje tylko skonczenie wiele
warto$ci, wiec istnieje wérdéd nich wartosé maksymalna M.
Niech z1,..., 2z, beda liczbami naturalnymi o sumie

Z zi < a, dla ktérych z122. ..z, = M; mozna przyjaé,

ze z1 = zi = zn dla wszystkich i. Oczywiscie Z zi = |a]
(gdyby ta suma byta niewigksza od |a| — 1, to zwigkszajac
z1 o 1 dostaliby$my nowy ,dobry” ciag n liczb naturalnych,
o iloczynie wiekszym od M).

Ponadto z1 — z» < 1 (gdyby ta réznica wynosita co
najmniej 2, wéwczas zastepujac z1 przez z1 — 1, a zp,
przez z, + 1, dostalibySmy nowy ,dobry” ciag, o iloczynie
wigkszym od M).

Zapiszmy liczbe |a| w postaci gn + r (dzielenie z reszta);
q, v > 0 caltkowite, r < n. Z uzyskanych wczesniej
warunkéw wynika, ze w ciagu (z1,...,2n) jest n —r
liczb réwnych ¢ oraz r liczb rownych ¢ 4+ 1. Zatem
M=zizs...2. =q¢" "(¢+1)".

Oznaczajac a— |a] =§ (0 <0 < 1), otrzymujemy réwnosci

at+k (gn+r+90)+k +r+k+5
n n —d n
dla k=0,1,...,n—1,
{aJrkJ_ +{r+k+5J_{q+O dla k<n—r,
n —d n “lg+1 dla k>n—r,
i ostatecznie
n—1 n—r—1 n—1
a+k a+k a+k
[[[==]- 1T |5~ I [~

k=0 k=0 k=n—r

=q"""(q+1)" =M.
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Zadania z fizyki nr 458, 459
Redaguje Jerzy B. BROJAN

460. — Za goraca jest ta kawa, zaczekam pare minut, az sie ochtodzi — powiedziat

— Albo niech doleje Pan sobie mleka, bedzie chtodniejsza — zaproponowata Elzbieta. —
Akurat pozostato go troche w filizance.

— Zrobie jedno i drugie, boli mnie jezyk — zdecydowal Andrzej.

— Najlepiej niech Pan najpierw zaczeka, a potem dobierze mleka — wtracit sie
Krzysztof. — Kawa szybciej stygnie, gdy jest goraca.

— To prawda, ale mozna tez czes¢ kawy wlaé¢ od razu do mleka — powiedziata Elzbieta.

— Wtedy beda stygnac¢ dwa naczynia, a nie jedno. Potem zleje Pan oba do jednej

filizanki.
Ktoéra osoba ma racje — Krzysztof, czy Elzbieta? Jesli
Elzbieta, to ile kawy trzeba przela¢ na poczatku? Jaka
najnizsza temperature calosci mozna osiagnac? Wystarczy
rozwigzanie numeryczne, przy nastepujacych wartosciach
danych: masa kawy 150 g, jej temperatura poczatkowa
100°C, masa mleka 50 g, temperatura mleka (réwna
temperaturze otoczenia) 20°C, czas stygniecia 5 minut.
Ciepto wladciwe kawy i mleka jest jednakowe, a tempo
odptywu ciepta do otoczenia nie zalezy od ilosci ptynu

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 2/2008

452. Maty cigzarek wisi na nici o dlugoéci [ i kolysze si¢ z amplituda
katowa . Aby rozkotysaé go mocniej, wprawiamy punkt zawieszenia
w ruch harmoniczny o amplitudzie b i odpowiednio dobranej
czestotliwosci oraz fazie. Jakag maksymalng amplitude katowag oy
cigzarek moze osiggnac po czasie t7 Wystarczy odpowiedZ przyblizona,
dla malej wartosci b, a duzej (znacznie wigkszej od okresu drgan)
wartoéci t. Obie amplitudy wahan — poczatkowa ag i koncowa ay
452. a) Jesli amplituda katowa jest réwna «, to

w przyblizeniu malych wychylen wspétrzedna pozioma
polozenia ciezarka zalezy od czasu zgodnie ze wzorem

x = lasinwt. Wspétrzedna pozioma sity pochodzacej od
punktu zawieszenia jest wiec opisana wyrazeniem

F =ma; = —mlaw?sinwt = —mgasin wt
W przyblizeniu wzér ten obowiazuje takze dla ruchomego
punktu zawieszenia, pod warunkiem, ze te ruchy sa
niewielkie (mate b). Rozkotysanie wahadla wymaga
dostarczenia mu energii, zgodnie ze wzorem

dE/dt = P = Fuv

gdzie v jest predkodcig punktu zawieszenia. Widzimy,

ze energia jest przekazywana najszybciej wtedy, gdy
czestotliwo$é ruchu punktu zawieszenia jest réwna
czestotliwodei wahan (warunek rezonansu), a faza predkosci
jest zgodna z faza sity i przeciwna do fazy wychylenia
wahadla, tzn. v = —bwsin wt. Srednig wartoécig funkcji
sin® wt jest %, zatem usredniona po jednym okresie moc P
jest réwna

1
Py = Emgabw.

Przyréwnujemy Pi do dE/dt, gdzie d¢ jest jednym okresem
wahan lub jego wielokrotnoscia (jest to jednak czas na
tyle krétki, aby amplituda « nie zmienita si¢ znaczaco).
Podstawiamy energi¢ drgan F = %mgla2 i rozwigzujemy
réwnanie, dochodzac do wyniku
B bwt

a1 = ao + 7
b) Oznaczmy przez ¢ chwilowa wartos¢ kata odchylenia
wahadta od pionu, a przez 2 — predkosé katowa wahadta.
Wielkosci te zaleza od czasu wedlug wzoréw
Q= de = aw cos wt.

dt

Silta napiecia nici F' jest suma odpowiedniej sktadowej

p = asinwt,
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W naczyniu, jest proporcjonalne do réznicy temperatur

i takie, ze jesli poczatkowo pozostawimy kawe w catosci,
to po minucie jej temperatura spadnie do 95°C. Pominaé
pojemno$é cieplng samych naczyn.

461. W kubku, ktérego wewnetrzna powierzchnia jest
walcem, znajduja sie¢ dwie kule. Suma $rednic kul jest
wigksza od wewnetrznej srednicy kubka. Czy mozliwe jest,
ze kule nie wypadng z kubka odwréconego do géry dnem?

Przypominamy tresé¢ zadan:

— sg niewielkie. Zadanie ma dwa warianty, w ktérych punkt
zawieszenia porusza si¢ wzdluz prostej: a) poziomej, b) pionowej.

453. Koc elektryczny zawiera dwa obwody oporowe i przelacznik
mocy grzania o 4 pozycjach. Jesli minimalna moc wynosi P; = 50 W,
a maksymalna Py = 300 W, to jakie sg wartosci dwéch posrednich
wartosci mocy?
sity cigzkosci i sity odsrodkowej
2

F = mgcosp +mQl.
Jej pionowa sktadowa Fy otrzymamy mnozac F' przez cos ¢,
a po podstawieniu powyzszych wyrazen na ¢ i {2 mamy

F, = mgcos” (asin wt) + ma’w?l cos® wt cos(a sin wt)

Jak poprzednio, nalezy obliczy¢ srednig moc przekazywang
wahadtu przez ruchy punktu zaczepienia, czyli usrednié¢ po
czasie wyrazenie P = F,v. Réwnowagowa (stala) wartosé
F, = mg si¢ wtedy wyzeruje, a z reszty nalezy — zgodnie
z zatozeniem o niewielkiej warto$ci amplitudy wychylen «
— zachowa¢ wyrazy najnizszego rzedu wzgledem «, tzn.
kwadratowe. Wynikiem jest

F, = mg(1 + o cos 2wt).
Widag¢, ze tym razem nalezy wybra¢ czestotliwosé
drgan punktu zawieszenia réwng 2w, zgodnie ze wzorem
v = 2bw cos 2wt. Srednia moc wynosi Ps, = mgbwa?,
a rozwigzaniem réwnania rézniczkowego Pi = dE/dt jest
a1 = ape”t’!. Oczywiscie tym razem wzrost amplitudy
moze nastgpi¢ tylko pod warunkiem niezerowej wartosci
poczatkowe;j.

453. Maksymalna moc wystapi wtedy, gdy obwody zostana
dotaczone do sieci réwnolegle, a minimalna — gdy zostana
dotaczone szeregowo. Oznaczajac ich opory jako R i R,
a napiecie zrédta jako U mamy
U’ 11
P AU (R )
W wyniku przeksztalcenia tych réwnan otrzymujemy

P—U—Q—E(P—\/P2—4PP)—63W
2= f =3\ i 1Py ) =

U’ 1 5
P=" = (P4 + /P —4P1P4) — 237 W.

Wyniki te obowiazuja przy zaltozeniu, ze opory maja wartos$é
stala (niezalezna od temperatury).



Rozwigzanie zadania M 1208.
Oznaczmy przez X osobe, ktora

ma najwieksza liczbe znajomych
réwng k. Niech X1, X2,..., X beda

znajomymi, natomiast Y1, Y, ..., Y, 1
nieznajomymi osoby X. Wéwczas zadne
dwie osoby X;, X; nie znaja si¢ — w
przeciwnym razie (X;, X;) bytaby

parg znajomych majacych wspélnego
znajomego X . Wobec tego kazda para
(X1,X2),(X1,X3),...,(X1, X)) ma
wérdd gosci Y; dokladnie jednego
wspdélnego znajomego.

Ponadto pary (X1, X;) oraz (X1, X;)
nie moga mie¢ tego samego wspdélnego
znajomego Y wsréd oséb Y; —

w przeciwnym razie para nieznajomych
(X,Y) mialaby co najmniej trzech
wspélnych znajomych: X1, X;, X;.
Zatem osoba X7 ma doktadnie k
znajomych.

Analogicznie dowodzimy, ze kazda
z 0s6b Xo, X3,..., X} ma dokladnie k
znajomych.

Niech Y bedzie jedng z oséb

Yi1,Y2,..., Y, —1. Wowczas para
nieznajomych (X,Y) ma wspdlnego
znajomego X;. Przeprowadzajac powyzsze
rozumowanie i zast¢pujac osobg X

osobg X;, dochodzimy do wniosku,

ze osoba Y takze ma doktadnie k
znajomych. To konczy rozwigzanie
zadania.

Rozwigzanie zadania M 1209.
Uzupelnijmy tréjkat AX B do
réwnolegltoboku AX BY'.

Wéwcezas na mocy reguly réwnolegtoboku
uzyskujemy

2AX° 4+ 2BX* = AB® + XY>.
Zatem oznaczajac przez C $rodek odcinka
AB otrzymujemy

- - 1 -
AX? 4+ BX? = EABZ +20X°2.

Wobec tego wartosé AX? + BX? jest
najmniejsza wtedy i tylko wtedy, gdy
dlugosé odcinka C'X jest najmniejsza.

To oznacza, ze szukanym punktem X jest
rzut prostokatny punktu C' na prosta k.

Patrz w niebo

Liczne obrazy planetoid, uzyskane do dzi$ przez sondy kosmiczne z bliska,
ukazuja szare, nieregularne i pokryte kraterami bloki skalne. Tymczasem

od dziesigcioleci astronomowie wiedza, ze ciala te réznia si¢ barwa. Barwa

i zdolno$¢ odbijania $wiatla (albedo) staly sie zreszta podstawa dla réznych
systemow klasyfikacji planetoid. Na przyktad obiekty tworzace wewnetrzng czesé
pasa planetoid sa lekko czerwiensze od obiektéw zewnetrznej czesci. Do dzis
specjalisci wyrdznili okoto 30 tzw. rodzin planetoid. Rodzine tworzy zbidr
planetoid majacych takie same niektére elementy orbit, np. taka sama wielka
potos lub nachylenie orbity do ptaszczyzny ekliptyki. Wierzymy, ze obiekty
nalezace do ustalonej rodziny powinny tez mie¢ te sama barwe.

Dotychczasowe obserwacje rzeczywiscie dowodzity podobienstw barw planetoid
w obrebie rodziny. Nowsze obserwacje pochodza z ogromnego przegladu

nieba Sloan Digital Sky Survey, zawierajacego polozenia, jasnosci i barwy

okolo pol miliarda gwiazd i galaktyk. Barwy sa w nim podane w pieciu
zakresach, od bliskiej podczerwieni do nadfioletu, zostaly pomierzone za pomoca
2,5-metrowego teleskopu stojacego w Apache Point Observatory w Nowym
Meksyku (USA). Przy okazji w przegladzie tym znalazlo sie wiele planetoid.

Tak powstal ogromny material obserwacyjny, w ktérym stalo sie mozliwe
precyzyjne rozréznianie rodzin planetoid na podstawie samej barwy obiektow, co
wyprobowano na ponad 6600 obiektach o znanych elementach orbit. Okazalo sig,
ze jezeli nawet nie mozna rozrézni¢ rodzin na podstawie elementéw, to mozna to
zrobi¢ na podstawie analizy barw. Dlatego, wedlug badaczy, barwa planetoid
stala sie niezwykle czulym wskaznikiem nalezenia do rodziny. Szczegdlnie
efektownym sukcesem bylo wykrycie w rodzinie Koronis ,,podrodziny” 39
planetoid, ktérych przeéledzenie ruchu w przesztosci doprowadzito do wniosku,
ze najprawdopodobniej sa one fragmentami wiekszego obiektu rozbitego 5,8 mln
lat temu — czyli w kosmicznej skali dopiero co. Dalsze prace sa w toku.

Tomasz KWAST

Czerwiec

W czerwcowe wieczory stosunkowo blisko zenitu bywa Mala Niedzwiedzica. Ten
niewielki gwiazdozbioér jest jednak czesto rozpoznawany, gdyz jego najjasniejsza
gwiazda jest Gwiazda Polarna, wskazujaca, z odchyleniem 1°, polozenie
polnocnego bieguna nieba. Tak wiec prowadzac nawigacje za pomoca Gwiazdy
Polarnej trzeba ten fakt uwzgledni¢, gdyz zabtadziwszy na morzu o 1° mozna
trafi¢ do niewlasciwego panstwa. Gwiazda Polarna jest pulsujaca gwiazda
zmienna, konkretnie cefeida. Jej zmiany jasnosci sa jednak tak mate (od 2,12
do 2,26 mag), ze bez przyrzadéw pomiarowych wlasciwie ich sie nie zauwazy.
Jest gwiazda 12 000 razy jasniejsza od Stonca, ma trojke towarzyszy i znajduje
sie w odleglosci 330 pc. W Malej Niedzwiedzicy nie ma ciekawych obiektéw,
ktérymi moglby sie zainteresowaé¢ mitosnik astronomii.

Wenus jest wraz ze Sloncem w Byku, wiec jej nie wida¢. Mars i Saturn sa

w Lwie i wieczorem zachodza. Jowisz jest w Strzelcu i wieczorem wschodzi,
aczkolwiek wida¢ go do$¢ nisko nad poludniowym horyzontem. Néw Ksiezyca
wypada 3 VI, pelnia 18 VI. Ksiezyc zakryje Marsa 8 VI, co bedzie widaé

w Nowej Zelandii i Antaresa 17 VI, co zobacza mieszkancy Polinezji i Ameryki
Potudniowej. Noce — jak to w czerwcu — sa bardzo krétkie i nawet ciemnosé nie
zapada tak gleboka, jak chcieliby obserwatorzy. 21 VI nastapi letnie przesilenie,
zacznie sie lato i noce zaczng sie wydluzaé. Przewidywalnych rojéw meteoréw
W Cczerwcu nie ma.

T. K.
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Lemat o glosowaniu i test rangowy Rafal SZTENCEL

Przypusémy, ze n roslin poddanych doswiadczeniu urosto do wysokosci a1, as,
.., Gy, podczas gdy egzemplarze kontrolne uzyskaly wysokosci by, b, ..., by,.
Jesli wypiszemy otrzymane liczby w porzadku malejacym i wszystkie a pojawia
sie przed wszystkimi b, to uznamy, ze do$wiadczenie silnie wplynelo na wzrost

roslin. Metoda nieskuteczna powinna natomiast da¢ uporzadkowanie losowe.

Uporzadkowanie liter a i b mozna zinterpretowac jako wynik glosowania,

w ktérym obaj kandydaci uzyskali tyle samo gloséw. W trakcie obliczania
gloséw jeden z kandydatow mégl prowadzi¢ 2k razy, 0 < k < n, co zajdzie wtedy
i tylko wtedy, gdy nier6wno$é a; > b; ma miejsce dla k wskaznikéw i (nalezy
zalozy¢, ze wszystkie a; oraz b; sa rézne).

Zagadnieniem prowadzenia przy
obliczaniu gloséw zajmowalismy si¢
w poprzednim odcinku.

Szansa takiego zdarzenia jest réwna 1/(n + 1); szansa na 2k lub wigcej
prowadzen wynosi (n — k +1)/(n+1). W roku 1876 Galton [2] przeprowadzil
przedstawione wyzej rozumowanie nie znajac wartosci prawdopodobienstw.
Dane doswiadczalne pochodzitly od Darwina, a prowadzily 26 razy przy n = 15.
Galton wnioskowal, ze metoda byta skuteczna. My mozemy dodaé, ze nawet
nieskuteczna metoda databy 26 lub wiecej prowadzen z prawdopodobienstwem
3/16. Obecnie podobne testy rangowe stosuje sie powszechnie, bowiem
potrafimy obliczyé¢ szanse przypadkowego uznania metody nieskutecznej za
skuteczna.

Udowodnimy teraz to, co zapowiadaliémy w poprzednim odcinku i czego
nie wiedzial Galton: jesli glosowanie zakonczylo si¢ remisem, to szansa,
ze kandydat A prowadzil 2k razy, nie zalezy od k i jest réwna 1/(n + 1).

Przyjmijmy oznaczenie
1 2n
Loy, = .
T nrl ( n )

Wyniki liczenia gloséw, jak pamietamy, rejestrujemy w postaci drog
wychodzacych z punktu (0, 0).

Twierdzenie 1. Jesli glosowanie zakonczylo sie remisem n : n, to wsréd (2:)

mozliwych wynikéw liczenia gltoséw jest (a) Lo, _o takich, ze kandydat A mial
w chwilach 1, 2, ..., n — 1 przewage; (b) Lo, takich, ze kandydat A prowadzil
2n razy.
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droga spelniajaca (a) przechodzi przez punkt (2n — 1, 1), wiec liczba takich drég

jest rowna
1 2n —1 1/2n—2
S = - = Lop 2.
2n—1\n—1 n\n—1

[2] J.L. Hodges, Jr., Golton’s rank-order
test, Biometrika 42 (1955), ss. 261-262.

Punkt (b) otrzymujemy zauwazajac, ze droga z (a)

po odrzuceniu pierwszego i ostatniego odcinka
prowadzi z (1,1) do (2n — 1,1), nie schodzac ponizej
prostej y = 1 (p. rys.). Przesuniecie calosci o wektor
(=1, —1) pokazuje, ze istnieje wzajemnie jednoznaczne
przyporzadkowanie miedzy drogami nieujemnymi

z (0,0) do (2n — 2,0) a drogami speliajacymi (a).

Twierdzenie 2. Niech Loy 2, oznacza liczbe drég

z (0,0) do (2n,0) takich, ze 2k odcinkéw lezy ponad
osia OX, a 2n — 2k odcinkow lezy pod osia OX,
k=0,1,2,...,n. Wtedy Lok 2, = Lo, niezaleznie od k.

Dowdd. Teza jest oczywista dla n = 1. Dla indukcji
zatozymy, ze Logom = Lopm, 1 <m<n—-1,0< k< m.

Przypuéémy, ze droga ma 2k odcinkéw powyzej osi OX,
0 < k <n-—1.Jej pierwsza ,wycieczka” z zera mogta
by¢ dodatnia lub ujemna i zakonczyla sie w chwili 2r.
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W pierwszym przypadku wycieczka mogla zostaé
odbyta na Ls,_o sposobdéw, a dalsza czes¢ drogi na
Lok 2 2n—2r = Lop—2, sposobéw. W drugim przypadku
pierwsza wycieczka jest ujemna, ale liczbe drég
obliczamy analogicznie, co po zsumowaniu wzgledem
dopuszczalnych r daje:

k n—=k
L2k72n = § L2T—2L2n—2r + § L2T72L2n72r-
=l r=1

Zamiana wskaznika sumowania w drugiej sumie na
s =n —r + 1 pozwala zobaczy¢, ze

n
Loy on = E Loy _2Loy o,

r=1

a to nie zalezy od k.

Symetria i tw. 1 daja Loy, 2, = Lo,2n = Lay,, a poniewaz
wszystkich drég z (0,0) do (2n,0) jest (n + 1)Ly, wiec
Lgk,gn = Lgn dla 0 < k < n.



