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Zamiast funkcja skrétu méwi si¢ nieraz
funkcja haszujaca, cho¢ to drugie pojecie
jest bardziej ogdlne, bo funkcja haszujaca
musi po prostu dobrze rozpraszaé¢ dane

i nie pelni funkcji kryptograficznej.

*Rochester Institute of Technology

W poszukiwaniu funkcji skrétu

Michat ADAMASZEK
Stanistaw RADZISZOWSKI*

Zacznijmy od wyjasnienia tytulu. Funkcja skrétu (nazwijmy ja H) stuzy do
przyporzadkowywania dowolnie dlugim wiadomosciom kroétkich liczb (,odciskéw
palca”). Wiadomoscia moze by¢ plik, obrazek, film w postaci cyfrowej lub inna,
zupelnie dowolna porcja danych (z), ktéra bedziemy traktowaé po prostu jako
cigg bitéw. Kodowany ciag x moze by¢ bardzo dlugi, za to wynik H(x) powinien
by¢ krétki, na przyktad kilkusetbitowy.

Do czego przydaja sie takie funkcje? Moga stuzyé¢ do ochrony przed
modyfikacjami danych, a na ich popularnos¢ wplywa rosnaca dostepnosé
Internetu, a wraz z nim mozliwos¢ wymieniania si¢ przeréznymi plikami.
Wiaze sie to z réznymi zagrozeniami: skad mamy wiedzieé¢, ze pobieramy kopie
identyczna z oryginalna, a nie taka, ktéra zostata celowo zmodyfikowana (np.
poprzez wprowadzenie wirusa)? Dobra funkcja skrétu powinna stuzy¢ miedzy
innymi do wykrywania takich machlojek: jezeli autor pliku = opublikuje H (),
to kto$, kto chce stwierdzié, czy ma wierna kopie x, moze sam szybko obliczy¢
H(z) i poréwnaé ja z opublikowana wartoscia.

Mozna pomysleé, ze dobra sygnatura pliku jest, na przyktad, jego rozmiar.
Niestety, istniejg rozmaite sposoby podrabiania plikow w taki sposéob, aby ich
rozmiar nie zmienial sie. Podobng wade maja inne zbyt proste techniki. Dobra
funkcja skrotu H powinna by¢

(1) szybko obliczalna on-line, w niewielkiej pamieci,

(2) bardzo trudno odwracalna: dla danego z znalezienie x takiego, ze H(x) = z,
powinno by¢ bardzo kosztowne obliczeniowo,

(3) odporna na kolizje: znalezienie dwéch wiadomosci x i y, dla ktérych
H(xz) = H(y), takze powinno by¢ bardzo trudne.

Zatem bardzo latwo obliczy¢ wartos¢ skrétu, ale niestychanie trudno wykonaé
operacje odwrotna. Warunek (3) oznacza, ze funkcja H jest ,praktycznie
roznowartosciowa” — w zasadzie nie mamy szans trafi¢ na dwa ciagi bitéw o tym
samym skrocie. Jak widaé, funkcja H powinna dobrze ,miesza¢” wszystkie bity
wejsSciowego ciagu. Funkcje haszujace maja wiele zastosowan: do obliczania sum
kontrolnych, uwierzytelniania, przechowywania haset czy w technologii podpiséw
cyfrowych.

Wiekszo$é uzywanych funkeji skrotu stosuje tzw. schemat Merkle-Damgarda.
Polega on na tym, ze ciagg wejsciowy x jest dzielony na bloki ustalonej
dlugosci b: @ = 129 . .. Ty, |2;] = b. Ostatni blok dopelniamy jedynka, zerami
i binarnym zapisem dlugosci tekstu x na ustalonej liczbie bitéw, tak aby réwniez
osiagnac¢ dtugo$é¢ b. Ponadto mamy okreslony pewien poczatkowy ciag bitow V,
po czym wykonujemy petle (rys. 1): Hy =V

for k:=1 tom do

Hy, = zmieszaj(Hy—1,xy);
return H,,;
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Rys. 1

Cala sztuka polega na doborze odpowiedniej funkcji kompresujacej zmieszaj,
ktorej zadaniem jest zmieszanie zawartosci k-tego bloku ze skrétem poprzednich
blokéw. Podkreélmy, ze nie ma na to zadnego uniwersalnego sposobu — wszystko
opiera sie na kreatywnosci twércéw pomystu i intuicji dotyczacej tego, jaki
sposob mieszania bedzie trudno odwracalny. W praktyce popularne sa dwa
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Rys. 2.

Uruchamiajac polecenie md5sum lub
sha-1sum, dostepne w wiekszosci

instalacji systeméw operacyjnych, mozna
poeksperymentowaé¢ samemu. Wynikiem
tych polecen jest skrét (MD5 lub SHA-1),
zapisany szesnastkowo (32 lub 40 cyfr).
Obliczajac skréty plikéow rézniacych

sie choéby jednym bajtem (albo nawet
bitem), otrzymamy diametralnie rézne
wyniki.

standardy: MD5 (MD od ,,Message Digest”, autorstwa Rivesta, rok 1992)

oraz SHA-1 (Secure Hash Algorithm, 1995). W obu algorytmach wejscie

jest przetwarzane blokami po b = 512 bitéw. MD5 generuje klucze dlugosci

|H| = 128, a skrét typu SHA-1 jest diuzszy, |H| = 160. W obu przypadkach
sama funkcja zmieszaj takze ma strukture iteracyjna, przy czym w MD5 sktada
si¢ ona z 64, w SHA-1 za$ z 80 rund.

Z ciekawosci przyjrzyjmy sie jednej z 64 rund funkcji zmieszajyps (rys. 2).
Przetwarzana warto$é 128-bitowa jest dzielona na 4 bloki A, B, C, D po
32 bity, ktérych zawartos$é jest poddawana operacjom zaznaczonym na rysunku.
F oznacza jedng z czterech funkcji tréjargumentowych, takich jak na przyktad
F(a,b,c) = (aAb)V (—a A c) i podobnych. W kazdej z 64 rund uzywana
jest jedna z tych funkcji. W weztach oznaczonych @ obliczany jest XOR
argumentéw. K; jest pewna stala zalezna od numeru rundy ¢ = 1,...,64.
Mozemy nawet podaé ja dokladnie:

K; = ||sini| - 2%2].
7 kolei M; jest pewnym 32-bitowym fragmentem mieszanego akurat
512-bitowego bloku z — jego wybor jest uzalezniony od numeru rundy i.
Operator <<< przesuwa liczbe cyklicznie o s; pozycji, gdzie znéw s;
(i=1,...,64) jest pewnym okreslonym z géry ciagiem (jego poczatek to
7,12,17,22,...). Na koniec otrzymujemy nowa liczbe 128-bitowa, ktéra jest
poddawana przeksztalceniom w kolejnej rundzie i tak 64 razy. We wszystkim
tym wyraznie daje si¢ odczué¢ pewna aure tajemniczoéci. Nie sposob, na
przyktad, nie zastanowi¢ sie, dlaczego niby dobrano takie, a nie inne ,,magiczne”
wartosci przeréznych parametréw (i co by sie stalo, gdyby je nieco zmienié),
czemu porcje danych sa przetwarzane akurat w takiej kolejnosci itp. Z drugiej
strony intuicyjnie wydaje sie, ze taka ,maszynka” miele wejSciowy ciag bitéw
bardzo doktadnie.

Algorytm SHA-1 dziata na podobnej zasadzie, z tym zZe jest nieco bardziej
skomplikowany. Dlaczego? Do$¢ szybko okazato si¢, ze MD5 nie jest catkiem
bezpieczny. Co to znaczy i jak mozna atakowaé taki algorytm? Préba znalezienia
przeciwobrazu jakiego$ klucza z (czyli tekstu x, dla ktérego H(x) = z), tzw.
preimage attack, jest bardzo trudna i jak na razie pod tym wzgledem MD5
trzyma sie Swietnie. Duzo tatwiej znalezé¢ kolizje, czyli jakiekolwiek dwa ciagi
z iy, dla ktérych H(x) = H(y). Jedna ze sztuczek opiera sie na znanym
paradoksie urodzin: wystarcza 23 osoby, aby prawdopodobienstwo tego, ze ktores
dwie z nich majg urodziny tego samego dnia, przekroczylo 50%. Ogdlniej, jezeli
mamy prébki przyjmujace M wartosci, to wystarczy przetestowaé okolo

g~ V2Mn2~1,17VM
z nich, aby z prawdopodobiefistwem co najmniej 1/2 trafi¢ na dwie probki
o tej samej wartosci (dla M = 365 mamy ¢ = 23). Wynika stad, ze dla
128-bitowej funkcji skrétu, po przejrzeniu okolo /2128 = 264 tekstéw, z duzym
prawdopodobienstwem trafimy na kolizje. Przeprowadzenie 264 testéw to spory,
ale dzi$ juz wyobrazalny naklad obliczen. Dla SHA-1 trzeba by wykonaé¢ okoto
/2160 — 280 hréh, co, jak sie obecnie przewiduje, nie bedzie wykonalne jeszcze
przez kilka lat.

Ta metoda jest do$¢ uniwersalna, ale funkcja MD5 ,padla” zupelnie inaczej,
przy uzyciu technik dobranych specjalnie pod jej katem. Wang, Yu i Yin

w latach 1995-2006 wypracowali heurystyki, dzieki ktérym znalezli przyktady
kolizji dla MD5. Byla to bardzo zmudna praca, polegajaca na doktadnym
$ledzeniu przeptywu bitow w kolejnych rundach mieszania, a dzis pomysty te
zostaly rozwiniete i w sieci mozna znalezé programy, ktére generuja w kilka
sekund ciagi o kolidujacych kluczach. Co gorsza (i to jest wlasnie naprawde
niebezpieczne!), majac dane dwa ciagi bitéw, na przyklad dokumenty PDF lub
programy wykonywalne, potrafimy nieznacznie, w sposéb niezauwazalny dla
cztowieka, zmodyfikowaé kazdy z nich tak, aby sumy MD5 nowych plikéw byty
réwne. Daje to mozliwo$¢ podrabiania dokumentéow i podmieniania programéw
(na przyklad na zlosliwe) w sposéb niewykrywalny przy uzyciu sumy MD5. Jest
to tym bardziej niebezpieczne, ze tzw. podpisy cyfrowe sg czesto stosowane nie
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[1] http://www.cits.rub.de/
/MD5Collisions/

[2] http://www.nist.gov/hash-competition
[3] http://en.wikipedia.org/wiki/
/{MD5,SHA}

w odniesieniu do catych dokumentéw, a jedynie do ich skrétéw, bo tak jest
szybciej (ta technika nosi nazwe ,hash then sign”). Przez to podpis moze by¢
wykorzystany przez falszerza dokumentu wbhrew intencjom podpisujacego.
Wiecej na ten temat mozna poczytaé na stronie [1], gdzie znalezé mozna takze
przyklad takiego falszerstwa: dwa pliki PS o bardzo réznej tresci i tym samym
skrécie MD5.

Algorytm SHA-1 pozostaje poki co bezpieczny, choé¢ powstaly techniki ataku
wymagajace znacznie mniej niz 289 testéw. Proby takie sa podejmowane, ale
kolizje znaleziono na razie jedynie dla uproszczonych wersji tego algorytmu.
Istnieje takze nowszy standard, SHA-2, ktérego rézne wersje generuja klucze
224, 256, 384 i 512-bitowe. Stopien skomplikowania tego algorytmu jest jeszcze
wiekszy niz w przypadku MD5 i SHA-1; wystepuja w nim takze rézne dziwne
stale, na przyklad czgsci utamkowe liczb postaci /p, gdzie p jest liczba pierwsza.
W zwiazku z zagrozeniami atakami National Institute of Standards and
Technology (NIST, amerykanska jednostka rzadowa zajmujaca si¢ miedzy
innymi standaryzacja) zaleca calkowita rezygnacje z MD5 na rzecz SHA-1, a po
roku 2010 rezygnacje z SHA-1 na rzecz wariantéw SHA-2. Nie bedzie to takie
proste, bo SHA-1 jest dzi$ czescia powszechnie uzywanego standardu podpiséw
cyfrowych Digital Signature Standard.

Niedawno (w listopadzie 2007) NIST ogtosit konkurs na nowsa funkcje

skrétu, ktoéra zastapi MD5 i warianty SHA. Bedzie ona nosita nazwe SHA-3.
Kandydatury mozna zgtaszaé¢ do 31 pazdziernika 2008 roku, po czym, po
czterech latach przeznaczonych na kolejne rundy publicznej dyskusji, nowy
standard ma zosta¢ wybrany i ogloszony w 2012 roku. Projekty musza zawieraé
doktadna specyfikacje wraz z implementacja oraz uzasadnienie takiej a nie innej
konstrukcji algorytmu, doboru parametréow i stalych oraz, w miare mozliwosci,
analize odporno$ci na rézne rodzaje atakéw. Nowa funkcja musi by¢ zdolna do
generowania skrétéw o diugosciach 224, 256, 384 i 512 bitéw. Podstawowymi
kryteriami decydujacymi o wyborze zwyciezcy beda: bezpieczenstwo, koszt
czasowy 1 pamieciowy obliczania funkcji oraz dodatkowe cechy algorytmu, takie
jak np. tatwo$¢ wykonania réwnoleglego.

\m Zadania

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 715. Dwie gwiazdy okrazaja wspolny srodek masy ze stalymi co do wartosci
predkosciami liniowymi v; i vy oraz okresem 7. Znalez¢ masy gwiazd oraz odlegto$c
miedzy nimi.

Rozwigzanie na str. 8

F 716. Dwie gwiazdy A i B o masie M kazda, znajdujace sie w stalej odlegtosci r,
pod dzialaniem wzajemnego przyciagania grawitacyjnego poruszajg sie po orbitach
kotowych. W pewnej nieznanej odlegtosci od gwiazd, w tej samej ptaszczyznie,
znajduje sie lekka planeta C. Znalezé te odleglo$é, wiedzac, ze AC = BC' = z, oraz ze
rozmiary trojkata ABC nie zmieniaja sie w czasie ruchu uktadu.

Rozwigzanie na str. 9

Redaguje Waldemar POMPE

M 1204. Kazdy punkt okregu pomalowano na jeden z dwéch koloréw. Wykazaé, ze
istnieje trojkat réwnoramienny wpisany w ten okrag, ktérego wszystkie wierzchotki
maja ten sam kolor.

Rozwigzanie na str. 10

M 1205. Punkty P i @ leza odpowiednio na bokach AB i AD kwadratu ABCD, przy
czym AP = DQ (rysunek). Obliczy¢

XPBQ+ <PCQ+ XPDQ.
Rozwiazanie na str. 11
M 1206. Rozstrzygnaé, czy istnieje takich 100 liczb naturalnych a1, as, ..., aioo, ze
dla dowolnych i # j liczba a? jest podzielna przez a;, a liczba a; nie jest podzielna

przez a;.
Rozwigzanie na str. 15
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O cyklach Hamiltona w grafach powstalych z drzew

Praca nagrodzona srebrnym medalem

na XXIX Konkursie Uczniowskich

Prac z Matematyki, Warszawa 2007.
Rozszerzona wersja tej pracy zostala
zakwalifikowana do finalu Konkursu Prac
Mtodych Naukowcéw Unii Europejskiej

w Kopenhadze.

S

Rys. 1. Przyktad grafu Halina.

hed

Rys. 2. Przyktad uogélnionego grafu
Halina stopnia 3.

Rys. 3

Rys. 4. Etapy budowania cyklu
Hamiltona w uogdlnionym grafie
Halina stopnia 2. Zacieniowane tréjkaty
symbolizujg drzewa.

Magdalena BOJARSKA

Moja praca dotyczy teorii graféw. Na poczatek przypomne pewne pojecia

tej teorii. Drzewo jest to spdjny graf bez cykli. Lisciem drzewa nazywamy
wierzchotek stopnia 1, czyli taki, z ktérego wychodzi doktadnie jedna krawedz.
Wezlem drzewa nazywamy kazdy wierzcholek drzewa, ktory nie jest lisciem.
Przypomnijmy tez, ze cykl Hamiltona jest to cykl, ktéry przechodzi doktadnie
jeden raz przez kazdy wierzcholek grafu. W mojej pracy zajmowalam sie
szukaniem cykli Hamiltona w grafach Halina oraz uogdélnionych grafach Halina.
Grafem Halina nazywamy graf powstaly w wyniku potaczenia cyklem lisci
drzewa, w ktérym stopien kazdego wezla drzewa jest réwny co najmniej 3.
Uméwmy sie zatem, ze lidciem w grafie Halina bedziemy nazywaé kazdy
wierzcholek, ktéry byt lisciem w drzewie, z ktérego powstal graf, natomiast
wezlem kazdy inny wierzchotek.

W mojej pracy dowodze, ze w kazdym grafie Halina istnieje cykl Hamiltona.
Pokaze teraz szkic dowodu tego twierdzenia, ktéry przeprowadze przez indukcje
wzgledem liczby weztéw grafu. Przyjmijmy, ze twierdzenie jest prawdziwe

dla kazdego grafu o n weztach. Niech graf G bedzie grafem Halina o n + 1
wezlach. Mozna udowodnié, ze wsrod weztéw tego grafu istnieje taki, ktory
sasiaduje z dokladnie jednym innym wezlem, a pozostate wychodzace z niego
krawedzie prowadza do lisci. Usuwajac teraz wszystkie liscie sasiadujace

z takim wierzchotkiem, spowodujemy, ze on sam stanie sie liSciem, a zatem
umieszczamy go na okregu. Na mocy zalozenia indukcyjnego w tak powstalym
grafie istnieje cykl Hamiltona. Nastepnie przywracamy usuniety fragment

i na mocy nietrudnych do wymyslenia konstrukcji budujemy cykl Hamiltona
w wyjSciowym grafie G na podstawie tego istniejacego w grafie o n weztach.
Dokonczenie dowodu pozostawiam Czytelnikowi.

Uogdlnionym grafem Halina stopnia n nazywamy plaski graf powstaly poprzez
umieszczenie lisci pewnego drzewa (kazdy wezel tego drzewa ma stopien co
najmniej 3) na n roztacznych okregach, lezacych na zewnatrz siebie. Naturalnym
uogdélnieniem rozwazanego powyzej problemu jest pytanie, czy istnieje cykl
Hamiltona w uogélnionych grafach Halina. Mnie udalo si¢ znalez¢ warunek
konieczny i dostateczny na istnienie cyklu Hamiltona w uogdlnionych grafach
Halina stopnia 2. Otéz:

W wogdlnionym grafie Halina stopnia 2 istnieje cykl Hamiltona wtedy i tylko
wtedy, gdy w grafie tym nie istnieje wierzcholek rozspajajgcy.

Tak jak poprzednio, pokaze tutaj jedynie szkic dowodu. Jezeli w grafie istnieje
wierzcholek rozspajajacy, czyli taki, ktérego usuniecie powoduje rozpad grafu
na co najmniej 2 czesci, to teza jest oczywista — w grafie nie moze istnie¢ cykl
Hamiltona. Ten warunek jest powszechnie znany i odnosi sie do wszystkich
grafow. Jezeli natomiast w uogdlnionym grafie Halina stopnia 2 nie istnieje
wierzcholek rozspajajacy, to mozna udowodnié, ze w kazdym takim grafie
mozna znalezé $ciezki AC', BD i EF pokazane na rysunku 3, przy czym

kazdy wierzchotek nalezacy do ktorejs z tych éciezek jest korzeniem drzewa,
ktérego wszystkie liscie leza na jednym z okregéw (jeden wierzcholek moze by¢
korzeniem kilku drzew), a takze zadne liscie nie leza na diuzszych tukach AB

i C'D. Nastepnie przez G oznaczmy wierzcholek sasiadujacy z wierzchotkiem E
na Sciezce E'F. Zaldézmy rowniez, ze wezel G jest korzeniem drzewa o lisciach
na okregu, do ktérego nalezg liscie A i B. Wtedy zaczynamy cykl Hamiltona

w wierzchotku B. Nastepnie przez wszystkie wierzcholki (z wyjatkiem korzeni)
drzew, ktorych liscie lezg na tuku AB, az do ostatniego drzewa o korzeniu

w wezle G, przechodzimy do wierzcholtka G (w pracy dowodze, ze takie przejscie
jest mozliwe). Nastepnie, po $ciezce EF, z wierzchotka G do F', dalej do

liscia D, z liscia D, przez wszystkie wierzchotki nalezace do drzew, ktérych liscie
leza na tuku C'D do liscia C', z wierzchotka C' do liscia A i, zamykajac cykl, do
B krawedzia bezposrednio laczaca liscie A i B (rys. 4). W ten sposéb pokazalam
konstrukcje cyklu Hamiltona w uogélnionym grafie Halina stopnia 2.
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O rodzinach zamknietych na sumy teoriomnogosciowe

Adam DZEDZEJ "

Rozwazmy skonczong rodzine zbioréw A. Przypusémy, ze zbiory nalezace do

tej rodziny moga by¢ nieskonczone. Powiemy, ze rodzina A rozréznia dwa dane
elementy, jesli istnieje zbiér A € A, ktéry zawiera jeden z tych elementow,
a nie zawiera drugiego. W naszych rozwazaniach bedziemy utozsamiaé¢ punkty,

ktérych rodzina nie rozréznia, zatem mozemy zalozyé, ze nasz swiat (|J.A) jest
skonczony. Na przyklad, jesli rozwazymy rodzine osi uktadu wspélrzednych

w R, to mozemy ja utozsami¢ z rodzina {1,2}, {1,3}, {1,4}, gdzie 1 odpowiada
poczatkowi uktadu wspéirzednych.

Powiemy, ze rodzina A jest zamknicta na sumowanie, jezeli wraz ze zbiorami

A1 B do rodziny nalezy takze A U B. Rodzina jest nietrywialna, jezeli jej

elementem jest jakis niepusty zbiér. W 1979 roku zostala postawiona przez
Petera Frankla nastepujaca

Hipoteza (Union-Closed Sets Conjecture). Jesli A jest nietrywialna rodzina

zamknieta na sumowanie, to istnieje element x € | J A, ktéry nalezy do
przynajmniej poltowy zbioréw z A.

Mimo prostego sformulowania do dzis nikt nie wie, jak
zabrac sie do dowodu tej hipotezy. Jak to wiec czesto
bywa z problemami kombinatorycznymi, mozna Sciga¢
sie w czesciowych wynikach. Dwa parametry, ktore sie
do tego nadaja sa oczywiste. Pierwszy to liczba zbioréow
w A, a drugi ||J A|. Wiadomo, ze hipoteza zachodzi,
jesli rodzina A sklada sie z nie wiecej niz 48 zbioréw.
Ostatnio I. Bosnjak i P. Markovi¢ udowodnili hipoteze
przy zalozeniu ||JA| < 11. A zatem jesli hipoteza jest
falszywa, to najmniejszy kontrprzyklad musi zy¢ na
zbiorze minimum 12-elementowym i sama rodzina musi
skladac sie z co najmniej 49 zbiorow.

Jezeli do rodziny A nalezy zbiér jednoelementowy

{z}, to zbioréw, do ktérych nalezy = jest co najmniej
polowa (¢éwiczenie!). Podobnie jezeli do rodziny nalezy
jakis zbiér dwuelementowy {z,y}, to dobrym wyborem
bedzie x lub y. Dalej juz nie jest tak prosto. Istnieje
taka rodzina A, do ktérej nalezy zbiér {x,y, z}, ale
zaden z elementow x,y, z nie jest elementem polowy
zbioréw z A (éwiczenie: znalez¢ taki przyklad).

T. P. Vaughan zaproponowata definicje rodziny FC
(od Frankl Conjecture). Rodzina F jest FC, jesli jest
zamknigta na sumowanie i ma nastepujaca wlasnosc:

dla kazdej rodziny A zamknietej na sumowanie, jesli A
zawiera F, to pewien element | J F nalezy do co najmniej
polowy zbioréw z A.

Nietrudno zauwazy¢, ze jesli rodzina zamknieta na
sumowanie zawiera jakas rodzine FC, to spelnia
hipoteze Frankla. Wiemy juz, ze rodziny {0, {z}}

oraz {0,{z,y}} sa rodzinami FC. Mozna my$le¢

o poszukiwaniu innych takich minimalnych rodzin FC.
Kilka z nich, to:

e zbiér czteroelementowy wraz z trzema swoimi
podzbiorami trzyelementowymi,

e zbidr piecioelementowy wraz ze wszystkimi swoimi
podzbiorami czteroelementowymi,

e dowolne trzy podzbiory trzyelementowe zbioru
piecioelementowego i wszystkie ich sumy,
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e rodzina {0, {a,b,c},{a,d, e}, {b,c,d,e},{a,b,c,d, e}},

e dowolne cztery podzbiory czteroelementowe zbioru
szescioelementowego i wszystkie ich sumy.

R. Morris proponuje zawody w poszukiwaniu liczb
FC(k,n) (k <n). Sa to minimalne liczby takie,

ze rodzina generowana przez FC(k,n) dowolnych
podzbioréw k-elementowych zbioru n-elementowego

jest rodzing FC. Czytelnik sam zauwazy, ze

FC(1,n) = FC(2,n) = 1. Z przykladu powyzej wynika,
ze FC(3,4) = 3. R. Morris znalazl wszystkie rodziny FC
na zbiorze piecioelementowym (jest 6 takich, ktére nie
zawieraja mniejszej rodziny FC). Z jego pracy wynika,
ze FC(3,5) =3, FC(4,5) =51 FC(3,6) = 4. Pokazuje
tez, ze jesli n > 2k — 2, to liczba FC(k,n) rzeczywiscie
istnieje. To znaczy, ze rodzina wszystkich podzbioréow
k-elementowych zbioru n-elementowego jest FC, a tym
samym FC(k,n) < (7). Dla kilku matych liczb znane sa
troche lepsze oszacowania:

o 7T< FC(4,6) <8,

o |2]+1<FCB,n) <2, dlan>4.

Wracajac do wlasciwej hipotezy dodajmy, ze dla duzych
rodzin tez niewiele wiadomo. E. Knill podal argument,
z ktérego wynika, ze dla rodziny ztozonej z n zbioréw
istnieje element, ktéry nalezy do co najmniej

n—1

logyn
z nich. P. Wéjcik poprawil ten wynik ale praktycznie
tylko o staly czynnik. Pokazal, ze dla rodziny n zbioréw
istnieje element, ktéry nalezy do wiecej niz
1+0(1) n 2,40942n
log, 3 logyn log, n

sposérod nich.

*Instytut Matematyki, Uniwersytet Gdanski



Cho¢ juz w mitologii napisano ,na
poczatku byl chaos”, w matematyce
pojawil sie on dopiero w drugiej potowie
ubiegtego stulecia.

Gestodé zbioru X w Y oznacza, ze
dowolnie blisko kazdego punktu
nalezacego do Y znajduja sie¢ punkty
ze zbioru X.

*studentka, Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki, Uniwersytet
Warszawski

Chaos, widze chaos...

Karolina KIELAK *

W Delcie 6(2007) E. Krepska pisala o chaosie pojawiajacym sie przy
przeksztalcaniu odcinka w odcinek. Tym razem zajmiemy si¢ przeksztalceniami
dzialajacymi na ciagach na przykladzie przeksztalcenia Bernoulliego. Jak
pokazemy, mozna tatwo udowodnié¢, ze jest ono ,chaotyczne”. Tylko — co to
wlasciwie znaczy?

Cierpliwosci. Zajmijmy sie najpierw samym kandydatem. Przeksztalcenie
Bernoulliego dziala na nieskonczonych ciagach a = (a1, a2, as, . ..), gdzie

a; € {0,1}. Dziedzing jest wiec zbiér A = {(a1,as,as,...): a; € {0,1},7 € N};
element a € A bedziemy nazywali punktem. W zbiorze A odleglo$¢ miedzy
dwoma punktami mierzymy za pomoca wzoru

> a; — bi
d(a,b) = Z |271|
i=1

Przeksztalcenie Bernoulliego, oznaczone jako o: A — A, ,obcina” pierwszy
wyraz, czyli o(ay,as,as,...) = (as,as,...). Przykladowo:

c(0,1,0,0,1,0,1,1,...) = (1,0,0,1,0,1,1,...).
Ponadto jest ono ciagte.

Dzigki temu, ze po wykonaniu przeksztalcenia Bernoulliego dostajemy punkt
nalezacy do jego dziedziny, mozemy badac jego iteracje, czyli ztozenia z nim
samym. Na przyklad, podwdjna iteracja na punkcie a, oznaczana jako o2(a),
jest réwna o(o(a)). Méwimy, ze punkt a jest okresowy o okresie k, jesli po
wykonaniu k-krotnej iteracji dostajemy ten sam punkt. Wszystkie punkty, ktore
otrzymamy z a, wykonujac kolejne przeksztalcenia, nazywamy orbita punktu a.

Musimy powiedzie¢ jeszcze o jednej rzeczy — co to znaczy, ze przeksztatcenie
jest chaotyczne? Istnieje wiele réznych definicji. Autorem jednej z nich, obecnie
najbardziej popularnej, jest Robert L. Devaney. Méwimy, ze przeksztalcenie jest
chaotyczne, jesli spelnia trzy warunki:

e zbiér punktéw okresowych jest gesty w dziedzinie,
e istnieje orbita gesta w dziedzinie,

e jest wrazliwe na male zmiany warunkéw poczatkowych (czyli punktu,
z ktérego startujemy).

Trzeci warunek nalezy rozumie¢ w ten sposéb, ze mozemy wybracé taka
odlegtosé, iz gdy wezmiemy dwa bliskie punkty, to w wyniku wielokrotnego
dzialania przeksztalcenia po jakims czasie beda one od siebie oddalone
przynajmniej o te stala. Jest to wlasnie przyczyna probleméw z symulacjami
modeli i obserwacjami przyrody, bo pomiary warunkéw poczatkowych czy
obliczenia komputerowe obarczone sa zawsze bledem (dysponujemy tylko
przyblizeniem dokladnej wartosci), ktéry moze wywolaé duze zmiany wynikéw
w stosunku do przewidywanych. Zwréémy uwage, ze ta definicja opisuje uktady,
ktore sg rzadzone przez prawo w pelni deterministyczne, tj. takie, ze gdy
znamy doktadnie warunki poczatkowe, to umiemy opisaé¢ cata ewolucje uktadu,
natomiast fizyk, biolog czy ekonomista nigdy tak dokladnej wiedzy nie posiada
i z tego powodu obserwuje zachowania w praktyce nieprzewidywalne.

Pokazemy teraz, ze nasze przeksztalcenie spelnia wymienione warunki.
Zauwazmy najpierw, ze punktami okresowymi sa ciagi zbudowane
z powtarzajacego sie bloku znakéw. Dtugosé tego bloku jest okresem punktu.
Przykladowo, jesli punkt (a1, a2, as,aq,as,...) ma okres 3, to skoro

Ug(alv az, as,aq,0s, . . ) - (CL4, as, ae, ar,as, . . ')7
musi zachodzié¢ a4 = a1, a5 = as, ag = as, ar = a4 = a; itd.
Musimy pokazaé, ze dowolnie blisko kazdego ciagu s € A istnieje punkt
okresowy. Wezmy wiec € > 0 oraz ustalmy n spelniajace nieréwnosé 27" < e.
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Niech s = (s1, $2, 83, ...). Bystry Czytelnik moze zgadnaé, jaki jest punkt
okresowy bliski s, jesli zastanowi sie nad definicja odlegtosci w przestrzeni A.
Waga, z jaka wliczamy réznice na kolejnych miejscach badanych ciagow, jest
coraz mniejsza. Oznacza to, ze ciagi, ktére sa blisko, nie moga si¢ rézni¢ na
miejscach poczatkowych. Wybierajac t = (s1, S2, - - -, Sn, $1, 2, - - . ), dostaniemy
d(s,t) < 27™ < e. Dostaliémy wiec jawny wzor na punkt okresowy dowolnie
bliski dowolnego s, co wladnie oznacza gesto$é¢ zbioru punktéw okresowych

w dziedzinie.

Ciekawe, czy tak samo latwo uda sie nam znalezé gesta orbite? Z jakiego ciagu
musimy wystartowac, zeby przez obcinanie pierwszych miejsc ,,podej$é¢ blisko”
do kazdego ciagu w dziedzinie? Chwila namystu pozwala stwierdzié, ze ten
punkt musi mieé¢ ,zapisany” w sobie poczatek kazdego mozliwego punktu, czyli
ciag zer i jedynek o kazdej dtugosci. Uporzadkujmy wiec wszystkie skoniczone
ciagi zerojedynkowe tak, aby byly coraz dluzsze — najpierw jednoelementowe,
czyli 01 1, potem dwuelementowe, czyli 00, 01, 10, 11, i tak dalej. Dostajemy

s* =(0,1,0,0,0,1,1,0,1,1,0,0,0,0,0,1,0,1,0,1,0,0,0,1,1,1,0,1,1,1,0,1,1,1,0,0,0,0,. . )

Jedli s € A, to znajdziemy takie r, ze d(o”(s*),s) < 27" < e. Rzeczywiscie,
obcinajac kolejne pierwsze liczby, otrzymamy poczatek dowolnego ciagu, czyli
— zapisujac formalnie — kolejne iteracje wykonywane na s* tworza gesta orbite.

Zostalo nam sprawdzenie wrazliwosci na malte zmiany warunkéw poczatkowych
— wezmy wiec takie s,t € A, ze d(s,t) < e i sprawdzmy, czy zawsze istnieje takie
m, ze po m iteracjach obrazy tych punktow beda daleko od siebie.

7 poprzednich rozwazan wiemy juz, ze takie punkty powinny mie¢ na poczatku

takie same wyrazy, a potem roézne, czyli, na przyktad, t;, = s; dlai=1,...,n,
a nastepnie t, 11 = 1 — s,4.1. Wtedy d(t,5) < ¢, ale d(a"F1(t), 0" 1(s)) > 1.
Przeprowadzenie rachunkéw pozostawiamy Dociekliwemu Czytelnikowi.

To jest juz caly dowdéd — pokazalismy, ze badane przeksztalcenie jest chaotyczne.

Podobnie tatwo mozna pokazaé ciagtosé tego przeksztatcenia. Doktadnemu

Czytelnikowi proponujemy zastanowié sie, w jaki sposéb mozna oszacowaé
d(o(s),o(t)) przez d(s,t).

To jest wlasnie chaos w rozumieniu matematyka. Okazuje sie, ze mozna go
zobaczy¢ na wlasne oczy. .. Nie bylo tak strasznie, prawda?

Laboratorium Tatrzanskie (2)

Deszcz padajacy do gory

Klimat tatrzanski charakteryzuje si¢ znaczna
wilgotnoscia. Woda w stanie ciekltym wystepuje

w atmosferze w postaci opadow, mgiel i oczywiscie
chmur. Gwaltowne, choé¢ krétkotrwale ulewy sa
spektakularne (i latwiejsze do zaakceptowania niz
trzydniowy kapusniaczek). Latwo zauwazy¢, ze duze
krople opadajace podczas takich nawalnic uderzaja
w ziemie ze znacznie wieksza predkoscia niz drobne
kropelki mzawki. Zdarza si¢, ze bardzo drobne, lecz
jeszcze dostrzegalne golym okiem kropelki, tworzace
»gruboziarnista” mgle, unosza sie dlugo w powietrzu
i trudno stwierdzi¢ ich opadanie. Mleczne tumany,
ktore unosza sie nad gorskimi grzbietami, utworzone
sa z drobniutkich kropelek, ktorych ruchem rzadza
przede wszystkim wiatr i prady powietrzne, a nie sita
grawitacji. W Tatrach pogoda zmienia si¢ dynamicznie,
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Grzegorz DERFEL
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wiec mozna by¢ §wiadkiem wszystkich tych efektow
podczas jednej wycieczki.

Powyzsze zestawienie pokazuje, ze predkosé ruchu
kropel wzgledem powietrza, jaka obserwujemy przy
opadaniu w poblizu gruntu, zalezy od ich promienia.
Jest to przejawem prawidlowosci polegajacej na tym,
ze sita oporu lepkiego F) jakiego doznaje kropla

ze strony powietrza, ros$nie z jej predkoscig v. Dla
malych kropelek i niewielkich predkosci zaleznosé ta
jest dobrze opisana wzorem Stokesa: F'(v) = 6murv,
gdzie p jest wspdlezynnikiem lepkosci dynamicznej
powietrza (u = 1,78 -107° Ns/m2 przy 20°C). Sila

ta dziala przeciwnie do predkosci i wraz z ciezarem
decyduje o ruchu kropli wzgledem powietrza. (Pomijamy
tu wypér, jaki dziala na krople zanurzona w powietrzu,



Rozwigzanie zadania F 715.

Gwiazdy poruszaja sie po okregach
o promieniach r; i 2. Te okregi maja
wspélny srodek, jest nim srodek masy

uktadu. Odleglo$é miedzy gwiazdami jest
wiec stale réwna ry + ro. Zatem:

ml.ZU%_Q - mims
r1,2 (r1+r2)?’
V1.2 T
1,2 = = ——7V1,2-
w 27
Stad:
T
r1 4+ ry = —(v1 + v2),
2m
Tva,1 2
m = ——(v1 +v .
1,2 oG (v1 2)
-
|
—
‘\

N

=

~

poniewaz jest on trzy rzedy wielko$ci mniejszy niz ciezar G = (4/3)mr3y, gdzie v
jest cigzarem wladciwym wody.)

Ruch kropli deszczu w jej pionowym locie ku ziemi jest ruchem zmiennym
opisanym réwnaniem Newtona ma = G — F(v). Poniewaz przyspieszenie jest
pochodna predkosci wzgledem czasu, a = dv/dt, wiec réwnanie to okresla
predkosé jako funkcje czasu. Jego rozwiazanie pokazuje, ze po dostatecznie
dlugim czasie predkosé kazdej spadajacej kropli ustala sie i przyjmuje wartoscé
zalezna od promienia, vo, = (277/97)7r2. Mozna uznaé, ze czas lotu kropli ku
ziemi spelnia ten warunek i przyjacé, ze ruch jej jest jednostajny, co oznacza
praktyczne zréwnanie wartosci sit F' i G. Z réwnosci tej wynika, ze predkosé
tego ruchu rosnie ze wzrostem rozmiaru kropli. Dla bardzo malych kropelek
jest ona proporcjonalna do kwadratu promienia. Ttumaczy to wymieniona na
wstepie réznice miedzy rzesistym a drobnym deszczem, oraz fakt, ze kropelki
mgly opadaja nadzwyczaj powoli. Szczegdlne zjawisko mozna zaobserwowaé na
zboczu géry, gdy wiatr wieje ku grani. Szybko wznoszace sie powietrze porywa
nawet znaczne krople, poniewaz sila oporu przewyzsza ich ciezar. Wynikiem jest
deszcz unoszacy si¢ do gory.

Takiemu samemu prawu podlegaja wszelkie inne czastki w powietrzu. A wiec
za, przebiegajacymi przez piaszczysta droge owieczkami dtugo unosi sie

tuman kurzu, podczas gdy piach wzbity przez nie w powietrze opada niemal
natychmiast. (Zwréémy tez uwage, ze na filmach nakreconych na Ksiezycu
widad, jak pyt wzbity przez poruszajacych sie kosmonautéw opadal szybko — ale
to juz inne Laboratorium.)

Gloria

Powszechnie znane zjawiska optyczne powstajace w atmosferze (np. tecze, halo
i wienice) mozna zaobserwowaé niezaleznie od uksztaltowania terenu. W gérach
natomiast mozemy by¢ swiadkami wyjatkowego efektu zwanego widmem
Brockenu lub gloria. Powstaje ono wtedy, gdy Stonice o$wietla chmure lub mgte
znajdujaca si¢ ponizej nas, tak ze pada na nig nasz cienn. Najdogodniejsze po
temu warunki istnieja, kiedy stoimy na grani lub szczycie, a wiatr utrzymuje
mgle po nieoswietlonej stronie grzbietu. Kazdy obserwator widzi wokot cienia
swojej glowy teczowy okrag. W dobrych warunkach wszystkie barwy widma
wystepuja dwu- lub trzykrotnie. Cien calej postaci jest zwykle znieksztatcony
przez perspektywe. (W Internecie mozna tatwo znalezé liczne efektowne zdjecia
glorii.)

Zjawisko to nie jest tak elementarne jak pozostale efekty opisane w obu
czesciach tego artykuhu, jednak robi tak duze wrazenie, ze warto o nim
wspomnie¢ i warto poszukiwaé sytuacji, w ktorych moze powstaé. Jego fizyczne
wythumaczenie do dzi$ nastrecza trudnosci badaczom zjawisk optycznych

w atmosferze. Gloria wystepuje, gdy krople sg bardzo mate, takie jak te,

z ktorych utworzone sa chmury, tj. o Srednicy mniejszej niz okoto 20 wm.
Uwaza si¢, ze w powstaniu glorii zasadnicza role odgrywa zjawisko propagacji
tzw. fal powierzchniowych. Fale Swietlne, ktore padaja stycznie na krople
wody, po zalamaniu wchodzg do niej, odbijaja sie raz, a nastepnie jako fale
powierzchniowe §lizgaja si¢ po powierzchni kropli, zanim wyjda na zewnatrz.
Rysunek pokazuje przyktad dwdch promieni, wzdluz ktorych takie fale padaja
na dwa konce pewnej érednicy kropli. R6znia sie one diugoscia tukowatych
odcinkow przebytych po powierzchni kropli. Po wyjsciu fale te biegna w jednym
kierunku i interferuja. (Wszystkie fale opuszczajace w ten sposéb krople

i podazajace w réznych kierunkach tworza front falowy w ksztalcie wycinka
torusa.) Wynik wspomnianej interferencji zalezy od réznicy faz, a ta z kolei od
kata miedzy kierunkami promieni padajacych i wychodzacych. Przy pewnych
wartosciach tego kata nastepuje wzmocnienie fali o danej dlugosci. Dzieki
symetrii kropel wzmocnione $wiatlo o barwie odpowiadajacej tej fali dociera
do obserwatora od miejsc potozonych wzdtuz kierunkéw tworzacych stozka

o wierzchotku w jego oku i osi réwnoleglej do promieni padajacych od Stonca.
Dlatego tam wtasnie widzimy barwny pierscien. Pierécienie sa wyrazne, jesli
krople maja malto zréznicowane rozmiary. W przypadku najmniejszych kropli
wewnetrzna $rednica katowa glorii moze wynosié¢ okolo 5°; a zewnetrzna siega
okoto 20°. Duze krople wytwarzaja mniejsza glorie.
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Kosmiczna depresja czy akceleracja, czyli o interpretacji
danych obserwacyjnych Krzysztof BOLEJKO™

L. .1

Rozwigzanie zadania F 716.
Gwiazdy okrazaja $rodek masy,
znajdujacy si¢ w polowie odlegtodci
miedzy nimi. Powtarzajac rachunki
z zadania 715, otrzymujemy, ze ich
predkosé katowa wynosi

wy = +/2GM/r3.

Predkosé katowa planety wynosi
natomiast

way = \/2GM/z3,

przy czym przyjeliSmy, ze planeta
okraza jednoczesdnie kazda z gwiazd

i przyréwnaliémy wartosci wynikajacej
z tego ruchu sily odsrodkowej oraz sity
przyciggania grawitacyjnego miedzy
planeta i kazdg z gwiazd. Z powyzszych
dwéch wzoréw otrzymujemy = = r.
Czesci warunkéw zadania odpowiada
jeszcze przypadek x = r/2, zachodzacy,
gdy planeta znajduje si¢ w punkcie,

wokol ktérego obracaja sie dwie gwiazdy.

Jednak uktad nie tworzy wtedy tréjkata.

*Centrum Astronomiczne Mikolaja
Kopernika, PAN

7Z lekcji fizyki w szkole lub z wyktadéw na studiach mozna odnie$¢ wrazenie,
ze proces poznawczy w nauce odbywa sie w sposob bardzo zorganizowany.
Mianowicie, od prostych uogélnien danych doswiadczalnych przechodzimy do
rozbudowanych teorii, sama za$ interpretacja danych empirycznych jest zawsze
jednoznaczna i bezwzglednie ksztattuje ramy teorii naukowych. W praktyce
jednak badania naukowe rzadza si¢ innymi prawami. To prawda, ze dane
empiryczne ksztaltuja teorie, ale nalezy mie¢ Swiadomosé, ze interpretacja
doswiadczen takze zalezy od teorii, w ramach ktérych te dos$wiadczenia sie
analizuje.

Fatwo bowiem zauwazy¢, ze te same obserwacje mozna interpretowac na

wiele sposobow. Jest to szczegdlnie widoczne w astronomii, gdzie nie sposéb
zaprojektowaé od poczatku do konca eksperymentu, a tylko i wylacznie

ma si¢ do czynienia z interpretacja danych obserwacyjnych. Przyktadowo,
obiektem niebieskim o zmiennej jasnosci moze by¢ zaréwno gwiazda zmienna,
jak i zaé¢mieniowy uktad podwdjny. Dopiero doktadniejsza analiza umozliwia
rozréznienie tych dwéch przypadkéw. Ale i obecnie trudno jest czasem

odr6znié gwiazdy typu W UMa (uklad podwéjny) od gwiazd typu RRe Lyrae
(gwiazdy zmienne). Gdy danych jest zbyt malo lub ich analiza jest szczegélnie
skomplikowana, réznych interpretacji moze by¢ bardzo wiele. Przykladowo,
przy analizie obserwacji obiektow rentgenowskich, gdzie nalezy takze uwzglednic¢
zmienna (w zaleznosci od charakteru zjawiska) czuloéé detektoréw, moze istnieé
bardzo wiele réznych hipotez, ktére rownie dobrze potrafia odtworzy¢ dane
obserwacyjne.

Problem ambiwalentnych interpretacji jest szczegdlnie wyrazny w kosmologii,
gdzie do opisu Wszechswiata stosowaé nalezy ogdlna teorie wzglednosci. Teoria
Einsteina opisuje zwiazek miedzy geometria czasoprzestrzeni a zjawiskami
fizycznymi w niej zachodzacymi. W ogélnym przypadku réwnania Einsteina
stanowia uktad 10 réwnan rézniczkowych czastkowych, bardzo trudnych

do rozwiazania. Z reguly wiec przyjmuje si¢ pewne zalozenia dotyczace
geometrii czasoprzestrzeni (np. jednorodnosé, albo sferyczna lub osiowa
symetrig) lub wlasnosci materii (np. nierotujacy pyt lub ptyn doskonatly)

albo jedno i drugie. Takie wstepne zalozenia bardzo upraszczaja rownania

i w niektérych przypadkach prowadza do otrzymania analitycznych rozwigzan
opisujacych ewolucje materii. Tak wiec zaleznie od przyjetych wstepnych zalozen
rozwigzania réwnan nie tylko przybieraja rézna postaé, ale zarazem prowadza
do réznych interpretacji tych samych danych obserwacyjnych. Przesledzmy to na
przyktadzie obserwacji supernowych typu Ia.

Supernowe typu la sa to wybuchy weglowo—tlenowych biatych kartéw, ktérych
masa na skutek akrecji materii z sasiadujacej gwiazdy przekracza graniczna
mase¢ Chandrasekhara. Materia bialego karta przestaje wtedy tworzy¢ stabilng
konfiguracje, co prowadzi w szybkim tempie do eksplozji calego bialego karta.
Poniewaz warunki, jakie panuja tuz przed wybuchem takich gwiazd, sa zblizone
— weglowo—tlenowy bialy karzetl o masie Chandrasekhara — obiekty te mozna
traktowac jak $wiece standardowe, a wiec obiekty o znanej jasnosci. Dodatkowo,
$ledzac przebieg krzywej blasku supernowej Ia, mozna jeszcze dokladniej
oszacowaé jasnos$é obiektu w chwili wybuchu. Z kolei z tej oszacowanej jasnosci
podczas wybuchu i obserwowanego strumienia mozna obliczy¢ odleglosé
supernowej. Podczas obserwacji mierzy si¢ takze przesuniecie ku czerwieni.
Poréwnujac zaleznosé mierzonej odlegtosci od przesuniecia ku czerwieni

z przewidywana przez model Wszechswiata teoretyczna zaleznoscia miedzy tymi
wielko$ciami, mozna wyznaczy¢ wolne parametry modelu. I tak, dokonujac takiej
analizy w ramach jednorodnych modeli Friedmana (sa to rozwiazania réwnan
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Rozwigzanie zadania M 1204.

Rozpatrzmy pieciokat foremny wpisany

w dany okrag. Wowczas pewne trzy
wierzchotki tego pieciokata majg ten

sam kolor. Pozostaje zauwazyé, ze kazde
trzy wierzchotki pieciokata foremnego sa
wierzchotkami tréjkata rownoramiennego.

Einsteina oparte na zalozeniu, ze materia we Wszechs§wiecie nie rotuje oraz ze
jest rozlozona réwnomiernie 1 wszedzie ma takie same wlasnosci), otrzymuje
sie, ze stala kosmologiczna musi mie¢ dodatnie wartoéci, co z kolei implikuje,
iz ekspansja Wszechs§wiata przyspiesza.

Jedli jednak przeprowadzi¢ analize supernowych w innym modelu niz
jednorodny, mozna otrzymacé zupelnie inne wnioski. I tak, rezygnujac z zalozenia
o jednorodnoéci, ale utrzymujac zalozenie o izotropowosci (co dalej prowadzi

do uzyskania $cistych rozwiazan réwnan Einsteina), dostaje sie sferycznie
symetryczny model Lemaitre’a zwany takze modelem Lemaitre’a—Tolmana lub
Lemaitre’a—Tolmana-Bondiego. Przeprowadzajac w nim analiz¢ obserwacji
supernowych, mozna uzgodnié¢ je bez odwolywania sie do stalej kosmologiczne;j.
W takim przypadku rozktad materii musi by¢ jednak specyficzny. Mianowicie,
gestosé materii musi rosnaé¢ wraz z odlegloscia, co sugeruje, jakobysmy zyli

w centrum wielkiej kosmicznej depresji czy w kosmicznym dole.

Skad te r6znice w interpretacji obserwacji supernowych? Najogdlniej rzecz
biorac, pochodza one stad, ze §wiatlo propaguje sie w przestrzeni ze skonczona
predkoscia. Zatem Swiatto wyslane z odleglego obiektu, ktéry obserwujemy
teraz, musiato zosta¢ wyemitowane odpowiednio dawno. Prowadzi to do
dwdéch mozliwosci dopasowania sie do obserwacji — mozemy manipulowaé
zmiennymi zaleznymi od czasu albo zaleznymi od polozenia. Aby dopasowac sie
do obserwacji supernowych, nalezy wiec albo przyjac¢, ze ekspansja przestrzeni
byta wolniejsza w przesztosci, albo ze tempo ekspansji przestrzeni maleje wraz
z odlegtoscia. Obie mozliwosci prowadza do tej samej mierzonej zaleznosci
miedzy odlegloscia a przesunieciem ku czerwieni, a wiec obie odtwarzaja
obserwacje supernowych z ta sama dokladnoscia.

W ramach jednorodnych modeli Friedmana, w danej chwili wlasnoéci przestrzeni
sg w kazdym punkcie takie same. A zatem tylko pierwsza powyzej przedstawiona
mozliwo$¢ moze zostaé zrealizowana. Druga mozliwo$é wymaga bowiem,

aby Wszechswiat w réznych miejscach miat rézne wtasnosci. W ramach
realistycznych, ewolucyjnych i niejednorodnych modeli warunek malejacej

wraz z odlegtoscia ekspansji implikuje, aby gesto$é materii wzrastata wraz

z odlegloscia. Wynika to stad, ze rejony o podwyzszonej gestodci ekspanduja
wolniej niz rejony o obnizonej gestosci. Przyktadowo, w wielkich kosmicznych
pustkach tempo ekspansji mierzone stalag Hubble’a jest okolo 20% wigksze

niz $rednie tempo ekspansji calego Wszech$§wiata. A zatem tempo ekspansji
przestrzeni malejace ze wzrostem odlegto$ci wymaga, aby gesto$é materii
Wszechswiata takze wzrastala wraz z odlegloscia.

Ktora interpretacja jest wiec prawdziwa? Czy ta, z ktorej wynika, ze ekspansja
Wszechswiata przyspiesza z czasem, czy ta, z ktorej wynika, ze zyjemy

w poblizu centrum wielkiej kosmicznej depresji? Jesli zapytaé¢ kosmologdw,
okaze sie, ze wiekszo$¢ z nich przychyla sie do pierwszego wyjaénienia —
akcelerujacego Wszech$wiata. Natomiast druga mozliwosé¢ albo traktowana jest
jako ciekawostka, albo w ogéle nie jest znana. Dlaczego tak sie dzieje? Dlatego,
ze badania naukowe zawsze odbywaja sie w ramach przyjetego paradygmatu.

Paradygmat to zbidér teorii i modeli stuzacych do opisu zjawisk zachodzacych
w przyrodzie. Paradygmat okresla tez, jakie zjawiska w ramach danego
paradygmatu mozna badaé i jak nalezy dokonywaé¢ analizy danych
empirycznych. Obecny paradygmat kosmologiczny oparty jest na dwoch
zasadach filozoficznych: na zasadzie kopernikanskiej i wynikajacej z niej
zasadzie kosmologicznej. Zasada kopernikanska méwi, ze czlowiek nie zajmuje
uprzywilejowanego miejsca we Wszech$wiecie, zasada kosmologiczna za$, ze
Wszechswiat wszedzie wyglada tak samo, czyli jest jednorodny. Zasady te
prowadza do stosowania jednorodnych modeli do opisu Wszechswiata.

Czujny Czytelnik powinien teraz zaprotestowaé, co maja bowiem zasady
filozoficzne (jak np. zasada kopernikanska) do badan empirycznych? Naukowiec
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Rozwigzanie zadania M 1205.
Poniewaz AP = DQ, AD = DC oraz
LXPAD = 90° = xQDC, wiec tréjkaty
APD i DQC sa przystajace.

D C

5
8

«

A P B

Zatem XPDQ = £XQCD. Analogicznie
dowodzimy, ze X PBQ = £ BC P. Wobec
tego

XPBQ + ¥xPCQ+ XxPDQ =

= XBCP + XPCQ + XQCD = 90° .

nie powinien przeciez uprawiaé filozofii, a tylko trzezwo analizowa¢ dane
doswiadczalne i na ich podstawie budowaé teorie. Nie jest to jednak takie proste.
Dane obserwacyjne, jak wiemy, mozna interpretowaé¢ na wiele sposobow, tak
wiec ich analiza zawsze odbywa sie przez pryzmat jakiej$ teorii. Jak mawiatl
Poincaré, ,nie ma nagich faktéw”, nie jest bowiem mozliwe oddzielenie czystych
faktow obserwacyjnych od wplywu teorii, w ktérej sie je analizuje. Same zas
prawa fizyczne, jak pisze ks. prof. Heller w jednej ze swoich ksiazek, sa tylko
wygodnymi umowami miedzy uczonymi, ktére pozwalaja uzgodnié¢ interpretacje
danych empirycznych. Dlatego badania naukowe zawsze odbywaja sie w ramach
przyjetego paradygmatu. I dobrze. Jesli za kazdym razem, gdy dokonuje sie
obserwacji, nalezaloby ja interpretowaé¢ w ramach wszystkich znanych teorii,
wowcezas nie mozna by normalnie prowadzi¢ badan. Dopiero gdy analiza danych
obserwacyjnych w ramach paradygmatu napotyka powazne problemy, wowczas
zmienia si¢ paradygmat.

Obecny paradygmat, jak na razie, Swietnie sobie radzi z odtworzeniem
obserwacji kosmologicznych i dlatego wszelkie inne proby wyjasnienia zjawisk
astronomicznych, wychodzace poza jego ramy, traktowane sa z rezerwa. Co
prawda, obecno$¢ statej kosmologicznej jest problemem, gdyz, jak dotad, nie
udato sie stwierdzié¢, czemu tak naprawde ona odpowiada. Ostatnio pojawito sie
wiele réznych teorii prébujacych wyttumaczyé, czym jest stala kosmologiczna.
Wigkszo$¢ nowych propozycji jest jednak wciaz oparta o zasade kopernikanska
lezaca w centrum obecnego paradygmatu.

Niektorzy Czytelnicy, podobnie jak i autor tego tekstu, moga byé¢ niezadowoleni
z takiego podejsécia do badan naukowych. Bo przeciez powinni$my zawsze
wybieraé teorie lepsza, taka, ktéra najprosciej ttumaczy dane obserwacyjne,

a nie ogladac sie i odwolywacé do jakiego$ tam paradygmatu. Problem w tym,

ze takie pojecia, jak ,lepszo$¢” czy ,prostota teorii” takze zaleza od przyjetego
paradygmatu. Z punktu widzenia obecnego paradygmatu modele jednorodne

sa prostsze i opisuja $wiat bez dodatkowych komplikacji (jesli odwolaé sie

do brzytwy Ockhama). Z drugiej jednak strony dla przeciwnikéw nieznanej
ciemnej energii, do ktérej wyjasnienia pretenduje juz ponad kilkadziesiat teorii
(przeglad najbardziej popularnych propozycji co do natury stalej kosmologicznej
znalezé mozna w Delcie 10/2006 — ,,Czy kosmiczna zupa jest za stona?”), duzo
prostszym wythumaczeniem jest to, ze nie ma statej kosmologicznej, tylko ze
nasze miejsce we Wszech$wiecie jest takie, ze zyjemy w poblizu centrum wielkiej
kosmicznej depresji. Wcale nie musi to od razu oznaczaé¢ wyréznionej pozycji
czlowieka w Kosmosie — po prostu takich wielkoskalowych, gigaparsekowych
struktur we Wszech$wiecie moze by¢ wiecej.

W chwili obecnej problem ,kosmiczna depresja czy akceleracja” nie zostal
definitywnie rozwiazany. Poniewaz jednak model standardowy (oparty na
jednorodnym modelu Friedmana ze stala kosmologiczna) ma charakter
paradygmatu akceptowanego przez wickszo$é¢ kosmologéw i ktory to paradygmat
z powodzeniem tlumaczy obserwacje kosmologiczne, dlatego wyjaénienie
wakcelerujacego” Wszechswiata jest powszechnie uznawane. Nawet jesli ten
obraz jest nieprawdziwy, nie ma sie co martwi¢. W przysztosci nauka skoryguje
swoj tor. Tak bylo wiele razy w przesztosci i bedzie nie raz w przysztodci.
Wszak jeszcze w XIX wieku zjawiska cieplne ttumaczono, odwotujac sie do
teorii cieplika, czyli substancji przenoszacej ciepto. Sam Carnot, tworca m.in.
cyklu Carnota, o ktérym uczymy sie na lekcjach fizyki, swoje rozwazania
opart wlasnie na teorii cieplika. Podobnie jest i w kosmologii — obecnie model
standardowy coraz powszechniej jest traktowany jako teoria efektywna, ktéra
Swietnie dopasowuje sie do obserwacji, ale nie daje w pelni zrozumienia
wlasnosci naszego Wszechswiata (np. natury stalej kosmologicznej). Dopiero

w przyszlosci bardziej fundamentalna teoria, oparta na innym paradygmacie,
takiego wyjaénienia nam udzieli.
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Mota delld

Jak zosta¢ bieglym kalendarzysta?

7 pewnos$cia zetknales sie, Czytelniku, z osobami wykonujacymi niewiarygodne
zadania pamieciowe, polegajace, na przyktad, na odtwarzaniu ze szczegdétami
obszernych informacji, z ktérymi mogly sie one wczesniej zapoznaé tylko przez
krotki czas. Wsréd nich sa i tacy, ktérzy posiedli tez zdolno$é poprawnego
okreslania dnia tygodnia, na jaki przypada podana im data. Jak oni to robia?

Mozna, rzecz jasna, skorzysta¢ w tym celu z tzw. Mamy jednak dobra wiadomos¢: mozna bez trudu
wiecznego kalendarza. Jesli nie jest sie bieglym opanowac¢ umiejetnos¢ przypisywania dnia tygodnia
kalendarzysta (nazwijmy tak osoby o wspomnianych kazdej dacie i tu wladnie wyjasnimy, jak zostaé bieglym
zdolnosciach), zagladanie do wiecznego kalendarza kalendarzysta.

pozwoli, oczywiscie, uzyskaé¢ poprawng odpowiedz, ale
pozbawi cala zabawe atmosfery tajemniczosci, a nas
mozliwoéci popisania sie nadzwyczajna pamiecia. Inaczej
moéwiac, w ten sposob trudno wzbudzi¢ zainteresowanie

otoczenia.

poniedziatek

/ wtorek

czwartek

niedziela
piatek / sroda
sobota | /

Rys. 1

luty,
marzec,

styczen,
/ pazdziernik
listopad

e mayj
l N sierpien

kwiecien,

lipiec
czerwiec
wrzesien,

grudzien

Rys. 2

Wyciagnij prawa reke przed siebie, dlonia do gory.
Masz przed soba wieczny kalendarz, ukryty w palcach!
Jedyne, co pozostato do zrobienia, to przypisanie
palcom dat, nieco arytmetyki — i gotowe.

Przejdzmy do rzeczy. Oto jak ma sie sprawa z dniami tygodnia:

e Na palcu wskazujacym pierwszy paliczek reprezentuje poniedzialek, drugi —
wtorek, a trzeci paliczek to sroda.

e Na palcu srodkowym pierwszy, drugi i trzeci paliczek reprezentuja,
odpowiednio, czwartek, piatek i sobote.

e Pierwszy paliczek na palcu serdecznym odpowiada niedzieli.

Teraz miesiace:

e Na palcu wskazujacym pierwszy paliczek reprezentuje styczen i pazdziernik,
drugi — maj, trzeciemu odpowiada sierpien.

e Na palcu $rodkowym pierwszy paliczek reprezentuje luty, marzec i listopad,
drugi to czerwiec, a trzeciemu paliczkowi odpowiada wrzesien i grudzien.

e Pierwszy paliczek na palcu serdecznym reprezentuje kwiecien i lipiec.

To pelny opis kalendarza. Teraz potrzebujemy tylko kalkulatora — a bedzie
nim . .. kciuk.

Wyprébujmy nasze urzadzenie na kilku przykladowych datach: Nowy Rok
w 2007 roku, moje ubiegloroczne urodziny (1 listopada 2007) i ostatnie Boze
Narodzenie (25 grudnia 2007).

Obliczmy dzien tygodnia, jaki wypadl 1 stycznia 2007 roku (rys. 3):

e Wskaz kciukiem paliczek, ktory reprezentuje styczen (pierwszy paliczek na
palcu wskazujacym).

e Przesun kciuk o jedna pozycje w doél, do drugiego paliczka na palcu
wskazujacym. To oznacza pierwszy dzien stycznia — i okazuje sie, ze jest to
wtorek.

e Poréwnujac ten wynik z prawdziwym kalendarzem, stwierdzamy ze wynik jest
bledny, ...

e ...a to dlatego, ze potrzebujemy jeszcze ,sekretnego wzoru” (jak to
w matematyce bywa), ktéry doprowadzi nas do poprawnego dnia.

o W przypadku roku 2007 ,sekretny wzér” polega na przesunieciu kciuka
o jedna pozycje wstecz (albo o sze$é¢ pozycji w przéd, jako ze dni powtarzaja
sie w T-elementowym cyklu). Teraz kciuk pokazuje poprawny dzien, czyli
poniedzialek.
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Rys. 4

| \\ hf

Rys. 5

Zobaczmy, jaki dzien tygodnia przypadal w dniu moich ubiegltorocznych urodzin,

czyli 1 listopada 2007 (rys. 4).

e Wskaz kciukiem paliczek reprezentujacy listopad (pierwszy na palcu
srodkowym).

e Przesun go w dét o jedna pozycje, do drugiego paliczka na srodkowym palcu.
Tu jest 1 listopada, ale ...

e ... pamietaj, ze w roku 2007 trzeba jeszcze przesunaé kciuk o jedna pozycje
wstecz (lub szes$é pozycji w przdd). Ostatecznie w ubieglym roku moje
urodziny wypadly w czwartek.

Pozostal jeszcze dzien Bozego Narodzenia w 2007 roku (rys. 5):

e Wskaz kciukiem paliczek reprezentujacy grudzien (trzeci na palcu srodkowym).

e Przesuwaj kciuk wzdtuz kolejnych dni tygodnia. W 25 dniach miesci sie
trzykrotnie cykl 7 kolejnych dni (czyli 21 dni), wystarczy wiec przesunaé kciuk
o brakujace 4 dni (4 pozycje).

e Dla roku 2007 trzeba jeszcze cofnaé kciuk o jedna pozycje (lub przesunaé
w przéd o 6) i ostatecznie docieramy kciukiem do wtorku.

Co z pozostalymi latami? Jak wyglada ,sekretny Oto zestaw ,sekretnych wzoréw” dla niektérych lat:

wzér”dla innych lat? Ot6z, z kazdym nastepnym rokiem
dni tygodnia przesuwaja sie o jeden. Na przyktad, Ruch | —6 | =5/ —4] —3 | —2 | —1 |0/+1] +2 | +3
Nowy Rok 2008 wypada we wtorek. Tak wiec gdy kciuka

Rok | 2003 2004 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010

obliczamy dzien tygodnia w roku 2005, musimy na

konicu przesuna¢ kciuk o 3 pozycje wstecz (lub 4 Mozesz teraz oblicza¢ dni tygodnia dla dowolnego roku.
w prz6d), a dla roku 2004 o 4 pozycje wstecz lub 3 Pozostaje jednak pewien drobny problem. Nietrudno

w przod. Ale zaraz . ..co$ sie w tym 2004 roku nie zapamietaé ruchy kciuka dla kilku najblizszych lat —
zgadza: dla Bozego Narodzenia wychodzi dobrze, ale minionych lub przysztych. Ale jak postepowaé, gdy

dla Nowego Roku juz nie (sprawdz to sam). interesuja nas lata bardzo odlegle, na przyktad, dzien

To dlatego, ze nasz ,sekretny wzér” nie uwzglednia lat

$mierci Galileusza lub dzien, w ktérym Newton odkryt
prawa ciazenia? Do tego potrzebna jest niezwyczajna

przestepnych (w matematyce czgsto wystepuja takie pamieé albo . ..spokojne przeanalizowanie problemu.
szczegOlne przypadki). Jesli wybierzesz to drugie, zauwazysz, by¢ moze, ze
Rok jest przestepny, gdy jego numer jest podzielny przez 4 i nie rU-Chy kciuka uk}adajad bl@ W pewien nietrudny do

jest podzielny przez 100. Jesli jest podzielny przez 100, to bedzie zapamigtania wzorzec (to zadanie domowel). Warto tez

przestepny tylko wtedy, gdy jest podzielny przez 400.

W tych latach trzeba inaczej przesuwaé kciuk. Musimy,
mianowicie, podzieli¢ taki rok na dwie czeéci: od 1
stycznia do 29 lutego i od 1 marca do 31 grudnia.

W drugiej czesci cofamy kciuk o 4 pozycje, w pierwszej
— 0 5 pozycji. To daje poprawny wynik.

co$ wiedzie¢ o historii kalendarzy i o waznym z tego
punktu widzenia roku 1582 (dowiedz sie, co si¢ stalo 4
pazdziernika 1582 roku).

Jak widaé, aby zosta¢ bieglym kalendarzysta, wystarczy
mysle¢ i korzysta¢ z matematyki. Tego tez potrzeba, by
zosta¢ bieglym matematykiem ...

Malqg Delte przygotowatl Kung-Ming TIONG

School of Science and Technology, Universiti Malaysia Sabah, Kota Kinabalu, ttum. W. B.

Magiczna formutla Zellera. Oto inny sposéb. Najpierw musimy sobie wyobrazié, ze
rok zaczyna si¢ 1 marca, a co za tym idzie, miesigce numerujemy od 1 (marzec) do 12
(luty), przy czym daty wypadajace w styczniu i lutym przypisujemy do poprzedniego
roku. Na przyktad 7 lutego 2000 przeksztalcimy na 7.12.1999, a 1 kwietnia 2008 na
1.02.2008. Z tej postaci daty wybieramy dziefi (D), miesiac (M) i rok (R), po czym
wstawiamy do wzoru:

<D+F3A€_1J +L5.(Rn;od100)J Jﬂ%JJJ,[%J) mod 7

i odczytujemy wynik: 0 — niedziela, 1 — poniedzialek, ..., 6 — sobota. Ta metoda nosi

nazwe requly Zellera.
M. A.
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myrmekologia — galaz entomologii
zajmujaca sie¢ badaniem mréwek
w $rodowisku naturalnym oraz sztucznym

o, 0 a2 S T, S
Ho oty e PR B

a) mréowki wedrujg pomiedzy gniazdem
a zréodlem pokarmu

Ky e,
C&x;‘p“‘? e K-
AR~ O g e

b) ktadziemy przeszkode; pozostaly
na Sciezce feromon sprawia, ze mréwki
z réwnym prawdopodobienstwem ida
w obie strony

c) na krétszej Sciezce wkrétce pojawia sie
wiecej feromonu

Rys. 1

*studentka, Miedzywydziatowe
Indywidualne Studia Matematyczno-
Przyrodnicze, Uniwersytet Warszawski

Mroéwki, czyli piekno metaheurystyk
Karolina SOLTYS™

Jakie jest idealne rozwiazanie problemu algorytmicznego? Wydajne, proste,
tatwe do przystosowania do innych zastosowan — i oczywiscie doktadne. Czesto
jednak nie potrzebujemy (lub nie mozemy w rozsadnym czasie uzyskaé) tej
ostatniej cechy i jestesmy sklonni zadowoli¢ sie dobrym oszacowaniem wyniku.
W takich sytuacjach warto siegna¢ po metaheurystyke, czyli uniwersalny
schemat przyblizonego rozwiazywania probleméw optymalizacyjnych. Co
ciekawe, tworcy metaheurystyk w wielu przypadkach (algorytmy ewolucyjne,
sieci neuronowe, systemy mréwkowe) czerpali inspiracje z natury, gdyz to dla
niej wlasnie wydajnosé i tatwo$é dostosowania sa sprawa kluczowa, a prostota —
czesta cecha zaproponowanych przez nia rozwigzan.

Niekiedy sa to rozwiazania naprawde niebanalnych problemow. Na przyktad —
jak prawie slepe mréwki, niepotrafiace sie komunikowac i dysponujace mocno
ograniczona pamiecia i intelektem, maja znajdowaé zrédla pokarmu? Przez dlugi
czas fakt, ze jednak to robia i to bardzo sprawnie (w wigkszosci przypadkow
znajduja nawet najkrotsza droge pomiedzy gniazdem a pokarmem), stanowil
zagadke dla myrmekologéw. Odpowiedz moze by¢ zaskakujaca — zachowaniem
mrowek kieruja jedynie trzy proste zasady. Pierwsza — kazda mréwka znaczy
swoje Slady feromonem, druga — owad wybiera éciezke z prawdopodobienstwem
proporcjonalnym do ilo$ci feromonu na niej, trzecia — feromon z czasem
stopniowo odparowuje. Dlaczego to dziala? Mréwka, ktéra znajdzie krotka
droge do pokarmu, wréci do gniazda (prawdopodobnie po wlasnych $ladach)
szybciej niz inne. Trasa, ktéra podazyla, bedzie wiec pokryta podwdjna
warstwa feromonu, podczas gdy inne Sciezki w okolicy gniazda otrzymaly tylko
pojedyncza dawke. Spowoduje to, ze wychodzace z gniazda mrowki chetniej
wybiora te wlasnie Sciezke, co zwiekszy ilos¢ feromonu na niej, co zacheci inne
owady... Odparowywanie feromonu z kolei sprawia, ze mrowki nie poprzestaja
na znalezieniu lokalnego maksimum i umozliwia im dostosowanie si¢ do zmian
srodowiska (przyklad na rysunku).

Sprébujmy teraz zamienié¢ ten sprytny pomyst Matki Natury na metaheurystyke
z prawdziwego zdarzenia. ChcielibySmy uzyskaé¢ ogdlny schemat rozwiazywania
szerokiej klasy probleméw, zacznijmy jednak nieco skromniej — od proby
rozwiazania trudnego obliczeniowo problemu komiwojazera (wybieramy akurat
ten problem, gdyz wydaje sie on zblizony do oryginalnego zadania mrowek

— rowniez sprowadza si¢ do znalezienia pewnego rodzaju najkrétszej drogi

w grafie). Przedstawmy teraz schemat algorytmu znanego pod nazwa Ant
Colony Optimization (ACO).

Niech n bedzie liczba miast, a m — liczba mrowek, ktérymi dysponujemy.
Utworzmy tablice f o wymiarach n x n reprezentujaca ilosé¢ feromonu na
Sciezkach pomiedzy dwoma miastami — f[i][j] oznaczaé bedzie ilo$¢ feromonu na
Sciezce z miasta ¢ do miasta j (symetrycznosé Sciezek nie bedzie nam potrzebna
— réwnie dobrze mozemy rozwiazywaé asymetryczny problem komiwojazera)

i zainicjujmy ja losowymi, malymi ilosciami feromonu. Dalsza czgs¢ algorytmu
bedzie sie odbywala w turach, ktorych liczbe t zadajemy z goéry w zaleznosci

od tego, jak bardzo zalezy nam na szybkosci uzyskania odpowiedzi. W kazdej
turze tworzymy podobna do tablicy f tablice Af, na poczatku tury wypelniona
zerami, reprezentujaca zmiany ilosci feromonu na $ciezkach zachodzace

w danej turze, a nastepnie zaczynamy po kolei wypuszczaé mrowki z miasta
startowego. Kazda mrowka zakresla w grafie jaki$ cykl Hamiltona, postepujac
nastepujaco: bedac w i-tym miescie, przechodzi bezposrednio do miasta j-tego

z prawdopodobienstwem wprost proporcjonalnym do ilosci feromonu w komorce
fli][7] i z zachowaniem warunku, ze nie wolno jej powréci¢ do miasta, ktére juz
zdazyta odwiedzi¢ w tej turze. Gdy mréwka konczy wedrowke, obliczana jest
dlugosé (suma wag krawedzi) d przebytego przez nia cyklu, a ilo$é feromonu na
kazdej Sciezce, ktora przeszla mréwka, zwiekszana jest o wartosé % (zmiany te sa
na razie zapisywane w tablicy Af).
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Jednoczes$nie sprawdzamy, czy przebyty przez mréwke cykl Hamiltona jest
najlepszym z dotychczas znalezionych — w tym przypadku zapamietujemy go. Po
tym, jak wszystkie mréowki wroca juz do gniazda, do tablicy f dodajemy tablice
A f, a nastepnie ilos¢ feromonu w kazdej komoérce tablicy jest zmniejszana o p
procent, co reprezentuje parowanie feromonu.

Takie postepowanie promuje $ciezki wchodzace w sktad
wielu dosé dobrych cykli Hamiltona, lecz pozwala

sig tez wyr6znié Sciezce uzywanej rzadko, ale za to

w wyjatkowo krétkich cyklach, co wydaje sie rozsadne
i zblizone do rzeczywistego zachowania mréwek. Nie
oznacza to jednak, ze tego algorytmu nie mozna juz
udoskonali¢ — nasze elektroniczne mrowki nie musza
wszakze podlegaé ograniczeniom nalozonym przez
nature na ich biologiczne krewniaczki. W szczegdlnosci
nie muszg by¢ Slepe — w praktycznych zastosowaniach
ACO mréwki w wyborze Sciezek kieruja sie nie

tylko iloécia feromonu na nich, ale tez ich dlugoécia.
Najczedciej uzywanym wzorem na prawdopodobienstwo
wyboru $ciezki z miasta ¢ do nieodwiedzonego wczesniej
miasta j jest

FLNG) - di”

)
e B
ZjeA fLill] di;
Rys. 2. W Internecie mozna znalez¢ kilka ciekawych programéw . . . . . . .
stuzacych zaréwno do wizualizacji zachowania mréwek szukajgcych gdzw A Jest zbiorem miast jeszcze nleOdWIGdZOI’IyCh,

pokarmu, jak tez rozwigzujacych problem komiwojazera. Ten zrzut a i 6 Sq pewnymi parametrami, a dij jest odlegloéci@
ekranu pochodzi z programu AntSim (http://www.nightlab.ch/antsim). miasta 7 od miasta Jj (badania empiryczne Wykazaly,
ze algorytm osiaga najlepsze wyniki z a = 1, 8 € [2, 5], wspdlczynnikiem
parowania p = 50% i liczba mréwek m = n). Dodatkowo nasze mréwki moga sie
komunikowaé i zapamietywac¢ najlepsze do tej pory znalezione cykle — czestym
udoskonaleniem algorytmu jest zwiekszanie w kazdej turze ilo$ci feromonu na
najlepszym cyklu, nawet jesli w danej turze wybralo go niewiele mréwek. Poza
tym elektronicznym owadom niepotrzebne jest gniazdo — mréwki nie musza
startowaé wszystkie z jednego miasta, moga by¢ rozmieszczone losowo, co

daje lepsze wyniki. Tak udoskonalony algorytm moze juz smiato konkurowac

z innymi metaheurystykami. Testy wykazaly, ze dla duzych n ACO $rednio
osigga lepsze wyniki niz najczesciej stosowane heurystyki — tzw. symulowane
wyzarzanie i algorytm ewolucyjny, a poza tym szybciej (mimo do$é¢ duzej
ztozonoéci O(t - m - n?)) znajduje doéé dobre rozwiazania. Duza zaleta jest

tez latwosé implementacji (w jezyku C++ ten algorytm mozna zakodowaé

w kilkunastu linijkach). Jednym z nielicznych minuséw tego podejscia jest dosé

ﬁ duze wykorzystanie dodatkowej pamieci (potrzebujemy jej ©(n?)).
Rozwiazanie zadania M 1206. ACO, jako prawdziwa metaheurystyka, moze by¢ stosowana do bardzo
Takie liczby istnieja. Niech réznorodnych zadan. Wydaje sig, ze mozna ja przystosowaé¢ do rozwigzywania
P1:P2:-- -5 P1oo beda réznymi liczbami— hardzo wielu probleméw optymalizacyjnych — wystarczy, by kazde rozwigzanie
plerwszymi. Przyjmijmy: . bl dalo si dzielié £ tv. lokal t " d .
a1 = p2ps . - - 100, naszego problemu dalo si¢ podzieli¢ na fragmenty, lokalne ,atomowe” decyzje,
az = p1p2 ... p1oo, ktore razem wyznaczaja rozwiazanie i ktore sa od siebie mozliwie niezalezne
e E (oczywiscie, zalezy nam na tym, by przestrzen tych decyzji byla mozliwie
o e Do mala). Potem juz tylko na przestrzeni rozwiazan ustalamy funkcje celu
Wéwezas zadna z liczb a; nie jest . J Y p Q y Je )
podzielna przez liczbe a; dla i # j, okreslajaca jakos¢ rozwiazania i ewentualnie opracowujemy jaka$ pomocnicza

: 2 s o 3 - " . . . . .o
a liczba a; jest podzielna przez a;. heurystyke utatwiajaca podejmowanie lokalnych decyzji (w przypadku problemu

komiwojazera byla to odwrotno$é¢ odleglosci pomiedzy miastami) — i dalszym
rozwigzywaniem zadania mozemy obarczy¢ mréwki w dobrze juz nam znany
sposob (wszystkie opcje, ktére mréwka bedzie mogla wybraé¢ w poszczegélnych
decyzjach, otrzymaja wlasne zbiorniczki z feromonem, ktéry bedzie do nich
dolewany po zakonczeniu tury proporcjonalnie do jako$ci rozwiagzan, w ktérych
uczestniczyly; pelniejsze zbiorniczki beda bardziej kuszace dla mréwek;

feromon bedzie z czasem odparowywal ze zbiorniczkéw). W praktyce mrowki sa
wykorzystywane w sterowaniu ruchem w sieciach komputerowych, w kolorowaniu
graféw i znajdowaniu skojarzen.
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Rys. 1. Uklad do badania dyfrakcji
fal na brzegu przeszkody widziany
z gory; n — naczynie z woda, | — listewka
wytwarzajaca fale, f — fala padajaca, o —

przeszkoda, p — plastelina, u — fala ugieta.

J J EM f J
Rys. 2. Uktad do badania dyfrakcji fal na
brzegu przeszkody widziany w przekroju

poprzecznym; znaczenie symboli takie
samo, jak na rysunku 1.

§

f I/ n
Rys. 3. Uktad do badania dyfrakcji fal
na szczelinie widziany z géry; znaczenie
symboli takie samo, jak na rysunku 1.

J IS d Jd

Rys. 4. Uklad do badania dyfrakcji

i interferencji fal na dwéch szczelinach
widziany z géry; znaczenie symboli takie
samo, jak na rysunku 1.

Badamy zjawisko dyfrakcji
i interferencji fal Stanistaw BEDNAREK

Dyfrakcje i interferencje to zjawiska charakterystyczne dla ruchu falowego.

W celu przeprowadzenia do$wiadczen potrzebne beda: plaskie naczynie z woda
— moze to by¢ kuweta fotograficzna, brytfanna lub miednica, kawalki listewki,
plastelina, wskaznik laserowy, zeszyt, klej do papieru, nozyczki, linijka i kawalek
kartonu.

Do naczynia nalewamy wody, tak zeby jej gtebokosé wynosita okolo 2 cm.
Kawatkiem listewki trzymanym poziomo uderzamy rytmicznie o powierzchnie
wody. Obserwujemy wode w naczyniu. Co zauwazamy? Widzimy prostoliniowe
grzbiety i doliny rozchodzace sie po obu stronach listewki. Sa to fale plaskie.

Zbadamy teraz, co dzieje sig, kiedy fala ptaska trafia na przeszkode. W tym
celu do dna naczynia przyklejamy kawalek listewki (rys. 1). Do przyklejenia
uzywamy niewielkich plastelinowych kulek, ktore rozgniatamy i przyciskamy

do dna naczynia oraz listewki (rys. 2). Podobnie jak poprzednio, wytwarzamy
fale plaska przez rytmiczne uderzanie listewka o powierzchnie wody. Listewke
uderzajaca trzymamy réwnolegle do przeszkody. Obserwujemy fale rozchodzaca
sie za przeszkoda. Co widzimy? Fala rozchodzaca si¢ za przeszkoda ulega
zakrzywieniu, przy czym fala pojawia sie réwniez w obszarze zastonietym przez
listewke stanowiaca przeszkode, w ktérym wydawaé by sie moglo, ze fala nie
powinna sie rozchodzi¢ (rys. 1). To zjawisko zakrzywienia, czyli ugiecia fali
rozchodzace]j sie za przeszkoda, nazywamy dyfrakcja.

Zobaczmy teraz, co dzieje sie, kiedy fala ptaska przechodzi przez otwor

w przeszkodzie. W tym celu do dna naczynia przyklejamy dwa kawatki
listewki, miedzy ktérymi powinien byé odstep o szerokosci 1,5-2,5 cm (rys. 3).
Trzeci kawalek listewki ustawiamy réwnolegle do przeszkody i uderzamy nim
rytmicznie o powierzchnie wody, wytwarzajac fale ptaska. Uwaznie obserwujemy
fale rozchodzaca sie za przeszkoda. Widzimy, ze fala ta ulegta ugieciu i rozchodzi
sie w postaci wspétsrodkowych okregéow. Mowimy, ze fala ugieta stala sie

fala kolista. Wyglada na to, jakby Zrodtem fali ugietej byt drgajacy punkt,
znajdujacy sie w otworze przeszkody. Jest to zasada Huygensa. Zasada ta
orzeka, ze kazdy punkt osrodka, do ktérego dochodzi fala, staje sie zrédlem
elementarnej fali kulistej lub kolistej, a obserwowana fala jest wypadkowa tych
elementarnych fal.

Zbadamy jeszcze fale rozchodzaca sie za przeszkoda z dwoma otworami. Tym
razem do dna wanienki przyklejamy plastelina trzy kawalki listewki (rys. 4).
Srodkowy kawalek listewki powinien mie¢ dtugosé okolo 2 em, a odstepy miedzy
listewkami powinny wymnosi¢ 1,5-2,5 cm. Uderzajac rytmicznie o powierzchnig
wody kawalkiem listewki trzymanym réwnolegle do przeszkody, wytwarzamy fale
plaska, padajaca na przeszkode. Co interesujacego zauwazamy za przeszkoda?
Tym razem okazuje sie, ze w pewnych miejscach za przeszkoda nie wystepuja
drgania powierzchni wody, a w innych miejscach drgania te sg bardzo wyrazne.
Moéwimy, ze za przeszkoda pojawiaja si¢ minima i maksima fali. Obserwowana
fala jest wynikiem interferencji, czyli nalozenia sie dwoch fal, ktorych zrédla
znajduja sie w otworach przeszkody.

Dotychczas zajmowalidémy sie badaniem dyfrakcji i interferencji fal na wodzie.
Byly to fale mechaniczne. Teraz zajmiemy si¢ badaniem dyfrakeji i interferencji
$wiatla. Swiatlo jest réwniez fala. Jest to jednak fala elektromagnetyczna.

Jej dlugoscé jest kilkadziesiat tysiecy razy mniejsza niz dlugosé fal na wodzie.
Dlatego szczeliny i ich odleglosé, na ktorych bedziemy to badali, musza mieé
odpowiednio mniejsze rozmiary. Istnieje kilka skutecznych sposobow wykonania
takich szczelin. Zaczniemy od wyznaczenia grubosci pojedynczej kartki

papieru w zeszycie. W tym celu mierzymy linijka grubos$¢ zeszytu bez okladek.
Otrzymany wynik dzielimy przez ilo$¢ kartek w zeszycie. Dla uzyskania wigkszej
doktadnosci dobrze byloby mieé¢ grubszy zeszyt, np. osiemdziesieciokartkowy.
Jeszcze lepiej byloby zmierzyé¢ grubosé zeszytu suwmiarka lub mikromierzem.
Znajac grubos¢ kartki, przystepujemy do wykonania szczelin. W tym celu
przycinamy kawalek kartonu o wymiarach 4 x 4 cm i wycinamy w jego srodku
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Rys. 5. Sposéb wykonania papierowych
szczelin; k — kwadrat z kartonu

z wycietym okienkiem, p — pasek papieru
o szerokosci 1 mm, n — prostokat

o wymiarach 2 X 1 cm, w — kwadrat

o boku 1 cm.

1/ 090,999
ES55
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Rys. 6. Uktad do badania dyfrakcji

i interferencji fal §wietlnych widziany

z boku; | — wskaznik laserowy, p —
plastelina, w — wigzka $wiatta padajaca,
k — karton ze szczelinami, u — wigzka
Swiatlta ugieta, e — ekran.

z c P

Rys. 7. Sposéb wykonania dwéch szczelin
na okopconym szkietku, z — zyletki, s —
warstwa sadzy, p — szkietko.

74

z c p

Rys. 8. Sposéb nacigcia szczelin na
kawalku kartonu, z — zyletki, ¢ — kawatek
kartonu, p — drewniana lub tekturowa
podktladka.

Rys. 9. Wielkosci niezbedne do
wyznaczenia dlugodci fali §wiatta.

kwadratowe okienko o wymiarach 1 x 1 cm. Nastepnie, na jednej z kartek

o znanej grubosci rysujemy pasek o szerokosci 1 mm i dtugosci 2 cm. Szerokosé
paska staramy sie jak najdoktadniej odmierzy¢ linijka. Nozyczkami odcinamy
ten pasek i przyklejamy go w polowie szerokosci okienka do kartonu (rys. 5).

7 kartki papieru przycinamy jeszcze dwa prostokaty o wymiarach 2 x 1

cm i kwadrat o boku 1 ecm. Kwadrat przyktadamy prostopadle do paska
papieru o szerokosci 1 mm przyklejonego do okienka, tak jak pokazano to na
rysunku 5. Do kwadratu przykladamy posmarowany klejem jeden z prostokatéw
i przyklejamy go do kartonu. Nastepnie usuwamy kwadrat. Dzigki temu
uzyskalismy szczeling o gruboéci kartki papieru i dlugosci 1 cm. W ten sam
spos6b wykonujemy druga szczeling.

Majac kawalek kartonu z dwiema szczelinami, przystepujemy do zestawienia
ukladu doswiadczalnego (rys. 6). Z plasteliny formujemy prostopadloscienna
podstawke o wysokosci 2 cm i umieszczamy ja na stole, a nastepnie ukladamy na
niej wskaznik laserowy. Przed wskaznikiem ktadziemy plastelinowa kulke, ktéra
rozgniatamy i osadzamy w niej pionowo kawaltek kartonu z dwiema szczelinami.
Z kartonu odcinamy jeszcze pasek o dlugosci 30 cm i szerokoéci 4 cm. Pasek

ten bedzie stanowit ekran, ktéry osadzamy pionowo w dwdch rozgniecionych
kulkach z plasteliny, umieszczonych w odleglosci kilkudziesieciu centymetréw
przed kawalkiem kartonu ze szczelinami.

Majac zestawiony ukltad do$wiadczalny, wlaczamy wskaznik laserowy

i sprawdzamy, czy wigzka Swiatla pada doktadnie na karton z dwiema
szczelinami oraz ewentualnie korygujemy ustawienie wskaznika. Ogladamy obraz
uzyskany na kartonowym ekranie. Powinnismy zobaczy¢ kilka réwnoleglych
pionowych prazkéw, rozmieszezonych w réwnych odstepach. Sa one wynikiem
interferencji wiazki $wiatta laserowego na dwdéch szczelinach. Podobne
do$wiadczenie zostalo wykonane na poczatku XIX wieku przez Younga.
Wyznaczamy jeszcze odleglogé miedzy prazkami. Zeby tego dokonaé, mierzymy
linijka odleglo$¢ miedzy skrajnymi prazkami i liczymy ilo$¢ prazkow. Odleglosé
miedzy skrajnymi prazkami dzielimy przez liczbe prazkéw pomniejszong o jeden
i otrzymujemy odlegloéé miedzy sasiednimi prazkami.

Dwie waskie szczeliny, znajdujace sie w matej odlegloéci od siebie, mozemy
wykonaé takze innymi sposobami. W tym celu potrzebne bedg dwie zyletki

i szkietko przedmiotowe, uzywane do badan mikroskopowych lub inny

kawalek szkta oraz swieczka. Szkietko umieszczamy nad ptomieniem $wieczki

i powodujemy jego okopcenie. Cale szkietko powinno pokry¢ sie rownomiernie
warstwa sadzy. Nastepnie sktadamy razem dwie zyletki i przesuwamy ich
ostrzami po okopconym szkietku (rys. 7). W ten sposéb otrzymujemy w sadzy
dwie rysy, ktérych odleglosé réwna jest grubosci zyletki. Jeszcze innym
sposobem wykonania dwoch rys jest naciecie ich na kawaltku kartonu za pomoca
zlozonych zyletek (rys. 8). Zeby to wykonaé, kladziemy kawatek kartonu na
drewnianej lub tekturowej podktadce i przesuwamy po kartonie kilkakrotnie
ostrzami dwéch zlozonych zyletek prowadzonych wzdtuz linijki. Roéwniez w tym
przypadku odleglos¢ rys réwna jest grubosci zyletki. Grubo$¢ ta zmierzona
mikromierzem wynosi dla typowej zyletki 0,082 mm.

Znajac odleglo$¢ miedzy szczelinami s, odleglosé sasiednich prazkéw d oraz
odlegtos$¢ ekranu od kawatka kartonu ze szczelinami L, mozemy obliczy¢
dtugosc fali swiatta A\, ktére wysyla laser. W tym celu popatrzmy na rysunek 9.
7 dobrym przyblizeniem otrzymujemy nastepujaca zaleznoéé

(+) r=ds

Odlegltosé miedzy szczelinami s w przypadku ich wykonania przez przyklejenie
papierowych prostokatow réwna jest jeden milimetr plus gruboéé¢ kartki papieru
zeszytowego. W przypadku wykonania szczelin dwiema ztozonymi zyletkami
ich odleglos¢ réwna jest podanej grubosci zyletki. Odlegto$¢ miedzy sasiednimi
prazkami d wyznaczyliSmy juz wczesniej. Pozostaje nam odleglosé ekranu od
kawatka kartonu ze szczelinami L, ktéra mozemy latwo zmierzy¢ linijka. W ten
spos6b otrzymalismy wszystkie niezbedne wielkosci. Ich wartosci podstawiamy
do wzoru () i obliczamy dlugo$é¢ fali $wiatla .
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Losowanie kwadratow Andrzej WALAT

Wiele lat temu utozytem na Warszawski Konkurs Informatyczny dla uczniéw
szkét podstawowych (wéwezas o$mioletnich) nastepujace

Zadanie. Rysunek 1 przedstawia regularna stupolowa niebiesko-czarng
szachownice, a rysunek 2 nieregularna szachownice o takich samych rozmiarach,
na ktorej 17 losowo wybranych pdl jest niebieskich, a pozostale sa czarne. Napisz
procedure szach :k, ktéra dla dowolnej nieujemnej liczby catkowitej k < 100
tworzy rysunek stupolowej szachownicy, ktorej k losowo wybranych pél ma kolor
niebieski, a pozostale sa czarne.

Rys. 1 Rys. 2

W tym artykule oméwie dwie propozycje rozwiazania zadania i przy okazji
odniosg si¢ do problemu trochg szerszego.

Rozwigzanie 1. Pola szachownicy numerujemy od 0 do 99. Gtéwnym elementem
rozwigzania jest nastepujaca procedura.

oto szach :k
namalujCzarneTZo
niech "lwp stoLiczb0d0Do99
powtérz :k
[

niech "nrPola los :1lwp

pomalujPole :nrPola

przyp "lwp bezElementu :nrPola :1lwp
]
juz
Pierwsze polecenie powoduje narysowanie czarnego kwadratu przedstawiajacego
szachownice, ktorej wszystkie pola sa czarne, ale trzeba je oczywiscie
zdefiniowaé. Nastepnie tworzymy zmienna robocza lwp (lista wolnych pdl),
ktorej wartoscia bedzie lista 100 liczb naturalnych od 0 do 99. Mozna ja
wpisa¢ literalnie zamiast stoLiczb0d0Do99, albo zdefiniowaé funkcje, ktorej
wynikiem bedzie taka lista. Polecenie iteracyjne powtérz powoduje k-krotne
wylosowanie numeru z listy, pomalowanie na niebiesko pola o wylosowanym
numerze i usuniecie numeru pola z listy wolnych pol.

Rozwigzanie 2. Gléwna procedura rozwiazania jest w tym przypadku jeszcze
prostsza. Po narysowaniu czarnego kwadratowego tta k razy malujemy na
niebiesko pole o numerze wybranym losowo z zakresu od 0 do 99.

oto szach :k

namalujCzarneTZo
powtérz :k [pomalujPole losowePole losowa 100]
juz

Ale czy to jest na pewno dobry algorytm? Czy nie moze si¢ zdarzyé, ze
wylosujemy kilka razy ten sam numer pola i w rezultacie liczba pél niebieskich
bedzie mniejsza niz dana liczba k7 Przed tym zabezpieczamy sie, definiujac
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odpowiednio funkcje wyboru pola losowePole. Musi mie¢ ona dana liczbe n
z zakresu od 0 do 99. Jesli pole o danym numerze n jest czarne, to wynikiem
jest n, a w przeciwnym przypadku — wynik kolejnego losowania.

oto losowePole :n

jesli czarnePole? :n [wynik :n]
wynik losowePole losowa 100

juz

Do kompletu potrzebne sa jeszcze trzy procedury pomocnicze: namalujTzo

oto namalujTZo

ukp "czarny

wielokat [4 [400 90]]

ukp "niebieski
juz

oto pomalujPole :n

juz

oto czarnePole? :n

pod napoz [-200 -200]

powoduje namalowanie czarnej szachownicy, pomalujPole powoduje
pomalowanie na niebiesko pola o danym numerze, a funkcja czarnePole?
sprawdza, czy pole o danym numerze jest czarne.

napoz [-200 -200] + 40 * zd div :n 10 mod :n 10
wielokat [4 [40 90]]

wy "czarny = s1’ kolPktT [-180 -180] + 40 * zd div :n 10 mod :n 10

juz

Komentarz. Oba rozwiazania sa losowe, poniewaz
wynik jest przypadkowy, ale drugie jest losowe
podwdjnie. W pierwszym przypadku liczba operacji
prowadzacych do wyniku jest jednoznacznie wyznaczona
przez dana k. Zawsze k razy wykonujemy trzy operacje:
wybranie losowego numeru z aktualnej listy wolnych podl,
pomalowanie na niebiesko pola o wybranym numerze
oraz usuniecie wybranego numeru z listy.

W drugim przypadku k razy losujemy numer zawsze

z zakresu od 0 do 99 i sprawdzamy: jesli pole

o wybranym numerze jest niebieskie, to powtarzamy
losowania tak dtugo, az wypadnie numer pola, ktore jest
czarne. W rezultacie taczna liczba losowan jest zawsze
nie mniejsza niz k, ale moze by¢ znacznie wigksza.

Czy wybrana strategia nie jest zbyt ryzykowna? Czy
gdy k jest duze (wigksze niz 50), nie moze si¢ zdarzy¢,
ze po wylosowaniu i zamalowaniu na niebiesko 50

pol bedziemy nastepnie losowali w kétko numery

tych samych pdl i czekali bez skutku na zakonczenie
zadania? Warto zweryfikowaé pomyst, eksperymentalnie
i teoretycznie. Po napisaniu trzech polecen: pisz

czas szach 100 pisz czas komputer powinien
pomalowaé¢ wszystkie pola na niebiesko i wypisac

czas przed rozpoczeciem i po wykonaniu zadania.

Na moim laptopie zajeto to niecate 0,2 sekundy.
Wielokrotne powtoérzenie eksperymentu dato ten

sam wynik. Rozwiazanie 2 mozna jeszcze ulepszyc¢,
stosujac sprytny chwyt. Zadanie pomalowania na
niebiesko k pol czarnej stupolowej szachownicy jest
rownowazne z zadaniem pomalowania na czarno 100 — k
pol niebieskiej szachownicy. Zadanie mozemy zaczaé

od sprawdzenia, czy dana liczba pdl do pomalowania
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jest wieksza niz potowa liczby wszystkich pél i jesli tak,
najpierw pomalowaé cala szachownice na niebiesko,

a nastepnie n = 100 — k losowo wybranych pél na
czarno.

7 teoretycznego punktu widzenia ocena efektywnosci
rozwigzania 2 sprowadza sie do odpowiedzi na pytanie:
Ile érednio losowan liczby z zakresu od 0 do n — 1 trzeba
wykonaé, by otrzymac k réznych wynikow? Odpowiedzig
jest stosunkowo prosty wzér (dowdd w aneksie na
stronie WWW):

1 1
T(k = -+ — ...
(im=n (L g+

n—k+ 1)

W przypadku, gdy k < n/2 $rednia liczba losowan jest
istotnie mniejsza niz 2k. Porownujac dwa rozwiazania,
musimy wziaé pod uwage jeszcze jeden fakt. Nie
wszystkie operacje maja taka sama wage. Na poziomie
jezyka Logo operacja usunigcia elementu z listy

jest elementarna, jest to tylko jeden krok obliczen.
Faktycznie jest to jednak operacja ztozona. Istnieje
wiele sposobéw reprezentowania list i realizacji operacji
na listach. Nie sposoéb ich tu wszystkich opisaé. Jesli
na przyktad elementy listy zajmuja kolejne komorki

w pamieci, to usuniecie jednego elementu powoduje
koniecznos¢ przesuniecia wszystkich kolejnych o jedno
miejsce. Nie jest to operacja jednokrokowa i czas jej
wykonania jest proporcjonalny do dtugosci listy.

Ambitnym Czytelnikom proponuje modyfikacje
przedstawionych procedur, by mozna je bylo stosowaé
do szachownic o wigkszych rozmiarach (na przyklad
100 x 100) i praktyczne poréwnanie efektywnosci obu
rozwigzan.



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Czarny jak wegiel

Powierzchnia jest czarna, jezeli iloé¢ odbijanego od niej $wiatta jest mata i nie
zalezy od dlugosci fali. Jest ona tym czarniejsza, im mniejsza czesé padajacego
Swiatla jest wypromieniowywana z powrotem.

Narzucajacym sie przykladem czego$ czarnego jest wegiel, cho¢ coraz tatwiej
znalez¢ mlodych ludzi, ktérzy wegla nigdy na oczy nie widzieli. Czy jest co$
czarniejszego niz wegiel? Zeby na to pytanie odpowiedzieé, nalezy najpierw
zastanowi¢ sie, ktora odmiana wegla odbija najmniej Swiatta. Dobra kandydatka
jest sadza, zwlaszcza gruba jej warstwa. Jezeli kto§ martwi sie, ze sadze coraz
trudniej znalez¢ z tego samego powodu, dla ktérego wegiel kamienny coraz mniej
rzuca si¢ w oczy, zwlaszcza w miastach, to spiesze zwrdci¢ uwage, iz z sadza nie
jest tak zle. Wystarczy obejrzeé¢ wnetrze dowolnej rury wydechowej.

Gruba warstwa sadzy dlatego jest bardziej czarna niz zwykly wegiel, gdyz
jest porowata. Swiatto, padajac na taka powierzchnie, cze$ciowo ginie
w pokrywajacym ja labiryncie.

Poszukiwanie najczarniejszej powierzchni nie jest sztuka dla sztuki. Powierzchnie
takie maja zastosowanie przy produkcji sprzetu fotograficznego, w szczegdlnosci
przy konstruowaniu teleskopéw lub mikroskopow.

Jak dotad, najczarniejsza powierzchnie udalo sie uzyskaé¢ naukowcom

z Rensselaer Polytechnic Institute (USA) w zespole, ktérego kierownikiem jest
Shawn Lin. Powierzchnia ta odbija tylko 45 promili padajacego $wiatta, co
stanowi poprawe o czynnik 3 w stosunku do poprzedniego rekordu.

Ta najczarniejsza powierzchnia jest wykonana... z wegla, ale nie ze zwyklego
wegla. Jest to cos podobnego do perskiego dywanu, tylko z wlosem z nanorurek.
Dywan jest hodowany na silikonowym podtozu z naniesionymi zelaznymi
nanokropkami. Powstajaca mata jest cienka (10 — 800 mikronéw) i bardzo lekka.
Jej gestodc jest rzedu setnych czesci grama na centymetr szescienny. Dodatkowa
cecha takiej warstwy nanorurek weglowych jest wspoétczynnik zatamania Swiatta
réwny 1,02, zblizony do wspélczynnika zalamania dla powietrza.

Szybki jak wegiel

7 wegla zrobiono nie tylko najczarniejsza powierzchnie, lecz rowniez material,
ktory bije na glowe do tej pory najlepsze, jezeli chodzi o mobilnosé elektronéw.
Tym materialem jest grafen (ang: graphene), czyli pojedyncza warstwa
heksagonalnie utozonych atoméw wegla.

Elektrony, poruszajac sie przez jakakolwiek sie¢ krystaliczna, oddziatuja

z atomami tworzacymi sie¢. To powoduje spowalnianie elektronéw. Efekt ten
mozna opisywaé za pomoca efektywnej masy elektronéw, ktéra jest szczegdlnie
niska dla grafenu, albo za pomoca mobilnosci wyrazanej jako stosunek predkosci
do przylozonego napiecia. Wtasnie tak zdefiniowang mobilno$¢ zmierzyl ostatnio
zesp6t Andre Geima z University of Manchester, czyli ten sam zesp6l, ktoremu
cztery lata wcezesniej udalo sie uzyskaé pierwsza préobke grafenu.

Okazalo sie, ze mobilno$é ta jest rzeczywiscie rekordowa i wynosi

200 000 ¢cm/Vs, podczas gdy dla krzemu wynosi ona tylko 1 500 w tych samych
jednostkach, dla GaAs — 8 500. Poprzedni rekord nalezal do InSb i wynosit

80 000.

Niestety, technologie zwiazane z grafenem nie sg jeszcze zaawansowane
w stopniu umozliwiajacym zastosowanie w elektronice. Naukowcy wiaza jednak
duze nadzieje z tym materialem. Na przykitad w kontekscie opracowania
terahercowych generatoréw, ktére znalaztyby zastosowanie w medycznych
skanerach.

Piotr ZALEWSKI
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Rys. 1. Przyktad kaktusa.

Rys. 2. W trakcie przegladania grafu.
Strzalki na krawedziach to wartoéci
wskaznikéw Ojciec, strzaltki przerywane
wskazuja Korzen, a strzatki z literg ¢ —
Cykl.

V/

Rys. 3. Jeden z etapéw uaktualniania
drednicy kaktusa.

N\

Informatyczny kacik olimpijski (8) — kaktusy

Osoba startujaca regularnie w zawodach programistycznych od czasu do

czasu natknie sie na zadanie podobne do innego, ktore jaki$ czas temu juz
rozwigzywala. Nie jest to zreszta specyfika jedynie zawodow programistycznych.
Czasem jednak mozna méwié¢ niemalze o modzie na dany typ zadan, gdy
okreslony pomyst okaze si¢ na tyle ciekawy, zeby wielokrotnie go eksploatowac.

Kaktus jest to graf spdjny, w ktérym kazda krawedz lezy na co najwyzej jednym
cyklu prostym (rys. 1). W tym odcinku zmierzymy sie z dwoma zadaniami:

(1) znalezé érednice zadanego kaktusa V, czyli max, ey d(v,w) gdzie d(v, w) to
odleglo$¢ miedzy wierzchotkami v i w.

(2) zakladajac, ze kaktus ma n wierzcholkéw, znalezé liczbe Sciezek
o dlugosciach 1,2, ..., n w tym kaktusie. Sciezka nie przechodzi przez zaden
wierzcholek wiecej niz raz.

Te dwa problemy sa bardzo podobne. Wiele dynamicznych zagadnien grafowych
wygodnie rozwiazuje si¢ na drzewach — mozna w nich tatwo poszukiwaé
najkrotszych $ciezek, najdtuzszych $ciezek, $ciezek okreslonej dtugosci,
kolorowan itp. Na nasza klase grafow wiele z tych rozwiazan sie przenosi.

W przypadku probleméw drzewowych korzystamy zazwyczaj z technik
przechodzenia po drzewie, takich jak BFS (wszerz) czy DFS (w glab).
Przydataby nam si¢ w takim razie technika przechodzenia po kaktusach.
WezZmy np. taki pseudokod, opisujacy algorytm, ktéry tendencyjnie nazwiemy
Rozszerzony-DFS:

Rozszerzony-DFS(v):
Odwiedzony[v] = 1
Dla kazdego w bedacego sasiadem v:
Jesli Odwiedzony|w] = 0:
Ojcieclw] = v
Rozszerzony-DFS(w)
Jedli Korzen|w] = v:
Obstuz cykl Cyklfv], Ojciec[Cyklfv]], Ojciec[Ojciec[Cykifv]]], ..., v
W przeciwnym wypadku:
Obsluz pare ojciec-dziecko (v, w)
Jesli Korzen|w] ustawione:
Korzen[v] = Korzen|w]
Jesli Odwiedzony[w] = 1 i Ojciec[w]# v:
Cykljw] = v
Korzen|v] = w
Odwiedzony[v] = 2

W algorytmach drzewowych glowne obliczenia odbywaja
sie w miejscu ObsluZ pare ojciec-dziecko z powyzszego
kodu. Jak mozemy wykorzysta¢ ten schemat algorytmu
do naszych problemoéw?

Dla szukania $rednicy. Niech Rozszerzony-DFS(v)
oblicza jednoczesnie dwie wartosci: s(v) — $rednice
pod-kaktusa zawieszonego w v oraz d(v) — odleglo$é¢ do
wierzchotka najbardziej odlegtego od v znajdujacego
sie w tym pod-kaktusie. W funkcji bedziemy mieli
trzy zmienne pomocnicze: dotychczas najwicksza
znaleziong Srednice (s) pod-kaktusa zaczepionego w v,
oraz odleglosci (dy,ds) do dotychczas znalezionego
najodleglejszego i drugiego najodleglejszego wierzchotka
w tym pod-kaktusie. Wierzchotki te musza lezeé

w roznych sktadowych tego pod-kaktusa.

Obstugujac pare ojciec-dziecko (v, w), latwo
aktualizujemy s oraz dy,ds w czasie stalym. Kiedy
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obshugujemy cykl v = vy, vy, vo,...,vp = w, to
aktualizujac s, musimy rozwazy¢ miedzy innymi
wszystkie mozliwe $ciezki, takie jak na rysunku 3, czyli
musimy wziaé¢ pod uwage wartoscé:
. . - . . U U

1<rzrvléajxgk(m1n(|z — gl k—i—j]+1)+d(vi)+ d(vg)),
gdzie d’ jest odlegloécia do najdalszego wierzchotka
spoza rozpatrywanego cyklu. Podobnie aktualizujemy
dhugosci najdtuzszych Sciezek wychodzacych z v. Na
koniec ustalamy s = max(s, dy + d2). Jedli sie postaramy,
rozwiazanie zuzywaé bedzie tylko czas liniowy wzgledem
rozmiaru kaktusa.

Po tym wprowadzeniu zadanie szukania liczby Sciezek
réznych dlugosci pozostawiamy Czytelnikowi.

Filip WOLSKT



Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,

Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,

Kazdy moze nadsylaé¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konica miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwéch
— lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesiac lub z dowolnymi

umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali
od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére

Termin nadsytania rozwigzan:
31 VII 2008
Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
545 (WT = 1,80) i 546 (WT = 2,24)
z numeru 9/2007
Andrzej Jozwik — Warszawa
Pawel Najman
Marian -
Lupiezowiec  Zebrzydowice 43,55

46,71

— Jaworzno 45,93

Pawel Kubit — Krakéw 41,03
Grzegorz Karpowicz — Wroclaw 39,78
Krzysztof Dorobisz — Krakéw 36,44
Wojciech Maciak — Warszawa 35,69 : A
’ nieskonczony ao+ a1 +a2+as+ ...
Tomasz Tkocz ~ Rybnik 35,31 y a0 3

Witamy: Andrzej J6zwik — nowa twarz
(nr 107) w Klubie 44M; Pawel Najman —
trzydziesty Weteran (!). c

1
xT iy
+1,

A F B

553. Niech (z,vy, z) bedzie jedna z szukanych tréjek. Liczby
1 1 1
a=z+—-, b=y+-, c=z+-—
y z x
sa naturalne. Ich iloczyn wynosi
1 1 1 1
abc=zyz+ |z +y+2z+—-—+-—+-| +—.
Ty oz TYz
Suma w nawiasie jest réwna a + b + c¢. Oznaczajac X = zyz,
A=abc— (a+Db+c), dostajemy zaleznos¢ X +X ! = A,
czyli X? — AX 4+ 1 =0. Liczba X jest wiec pierwiastkiem
wymiernym tréjmianu kwadratowego t? — At + 1, ktérego
wyréznik A = A% — 4 (liczba naturalna) musi byé
kwadratem liczby wymiernej — zatem takze kwadratem
liczby naturalnej. Stad A = 2, czyli X = 1. Uzyskana
rownosé xyz = 1 pozwala zapisa¢ liczby wymierne x, y, z
w postaci ilorazéw liczb naturalnych
k l
= -, y=—, Z =
l m
Wzory okreslajace liczby naturalne a, b, ¢ prowadza do
uktadu rownosci al = m+ k, bm =k +1, ck =1+ m.

=3

Niech s = k + [ + m. Dostajemy zwiazki
s s s

a+1’ m:b+1’ -

o T e+ 1’
ktore po dodaniu stronami oraz skréceniu przez s daja
przedstawienie liczby 1 w postaci sumy utamkéw egipskich

L 1 N 1 N 1
T a+1 b4+1 c+1°
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nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z matematyki nr 561, 562

Redaguje Marcin E. KUCZMA

561. Ciagg nieskonczony ao, a1, az, . .
dant1 = (ao—|—a1+a2—|—...—|—an)2—1

. jest okreslony wzorem rekurencyjnym
da n=0,1,2,...;

wyraz poczatkowy ag jest dowolng liczbg z przedziatu (—1;1). Wykazadé, ze szereg

jest zbiezny. Czy jego suma jest liczba

wymierna? (odpowiedZ moze zalezeé¢ od ao).

562. Punkt D lezy na boku BC tréjkata ABC, w ktérym |AB| = |AC|. Punkt F lezy
na okregu opisanym na tréjkacie AC'D, wewnatrz tréjkata ABC'. Okrag przechodzacy
przez punkty B, D, F' przecina bok AB w punkcie E. Dowie$é, ze

|CD|-|EF|+ |DF|-|AE| = |BD|- |AF)|.
Zadanie 562 zaproponowatl pan Michat Kieza z Warszawy.
Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 1/2008
Przypominamy tre$é zadan:

553. Wyznaczy¢ wszystkie tréjki dodatnich liczb wymiernych x, vy, z, dla ktérych kazda z liczb
Y+ % , 24+ % jest catkowita.

554. Dany jest trojkat ostrokatny ABC. Punkty D, E, F leza odpowiednio na bokach BC, CA,
AB i spelniajg warunki |XFDB| = |[XEDC|, |[XDEC| = |XFEA|, | XEFA| = |XDF B|. Dowie§¢,
ze proste zawierajace wysokosci trojkatéw AEF, BFD, CDE, poprowadzone odpowiednio

z wierzchotkéw A, B, C, przecinaja si¢ w jednym punkcie.

Ich mianowniki (a + 1, b+ 1, ¢+ 1) musza tworzy¢ jedna
z trojek (3,3,3), (2,4,4), (2,3,6), (3,2,6) lub permutacje
cykliczna takiej tréjki. Stad

(2,1, 2) = (E 1 m) _ <a+l b+1 c+1)

7 I"m’ k c+1 a+1"b+1

jest (odpowiednio) jedna z tréjek

(1,1, 1) lub (%, 2, 1) lub (%, g, 2) lub (%, %, 3)
— lub permutacja cykliczna jednej z tych trojek. Kazda
z nich spelnia postawione warunki.

554. Z podanych zalozen wynika, ze trojkaty AEEF, BEF'D,
CDE sa ostrokatne (rysunek). Zatem spodki K, L, M ich
wysokosci AK, BL, CM sa punktami lezacymi na odcinkach
EF, FD, DE (nie na ich przedtuzeniach). Oznaczmy:
|<EAK|=a/, |4FBL|=8, |4DCM|=",
|[<KAF|=qa", |<LBD|=p", |<MCE|=+".
Aby dowiesé, ze proste AK, BL, C'M przecinaja sie
w jednym punkcie, wystarczy wykazaé, ze
. / . ! . / . " . /1 . "
sina -sinf -siny =sina’ -sin" -sinvy
(twierdzenie Cevy w wersji trygonometrycznej).
Trojkaty prostokatne DLB i DMC maja z zalozenia réwne
katy ostre przy wierzchotku D, wiec takze ich pozostale katy
ostre sg réwne: 3’ =+', i analogicznie 7" =a', o' = 3;
wymagana réwnosé zachodzi w sposéb oczywisty.



Klub 44

Termin nadsytania rozwigzan:
31 VII 2008

Czotéwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
444 (WT = 1,83) i 445 (WT = 2,01)
z numeru 10/2007

Andrzej Idzik — Bolestawiec 46,74
Konrad Kapcia — Czestochowa 41,36
Jerzy Witkowski — Radlin 34,65

Radostaw Poleski — Kolobrzeg 20,97

Osiem razy niech zagrzmia fanfary na
cze$¢ Pana Andrzeja Idzika — bo po raz
6smy przekroczyl 44 punkty! Najgoretsze
gratulacje!

Zadania z fizyki nr 458, 459
Redaguje Jerzy B. BROJAN

458. W jednorodnym polu magnetycznym o indukcji B = 0,208 T biegna
elektrony po linii Srubowej (helisie). Rzut helisy na plaszczyzne prostopadla
do pola jest okregiem o promieniu r = 0,755 mm, a czestotliwosé krazenia po
tym okregu wynosi f = 5,77 GHz. Ile wynosi skok helisy? Jaka jest dokladnosé
wyniku, jesli kazda z podanych wielkosci jest znana z doktadnoscia do jedno$ci
w ostatniej podanej cyfrze? Mase i ladunek elektronu wziaé z tablic.

459. Nad ciecza dielektryczng na wysokosci H umieszczono tadunek punktowy,
a w wyniku tego poziom cieczy pod tadunkiem podnidst si¢ na wysokos$¢ h (przy
czym h < H). Na jaka wysoko$¢ podniesie si¢ poziom cieczy, gdy podwoimy H?
Rozmiary naczynia sa duze, tak ze z dala od tadunku poziom cieczy pozostaje
staly. Mozna przyjaé zalozenie upraszczajace: pole nad ciecza jest takie, jakby
wszedzie wokot tadunku byto tylko powietrze, a pole w cieczy — takie, jakby cata
przestrzen byla nia wypelniona.

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 1/2008
Przypominamy tresé zadan:

450. Jednorodny cienki pret postawiono pionowo na poziomej powierzchni i puszczono, w wyniku
czego sie przewrdécil. Jesli dolny koniec preta sie przy tym nie poslizgnatl, to czy nastapitlo oderwanie
sie tego konca od podtoza przed uderzeniem o podloze innych czesci preta?

Jaka bedzie odpowiedz, jesli podobne doswiadczenie przeprowadzi¢ z pretem niejednorodnym
zwezajacym sie z dotu do géry, albo odwrotnie? (Istotna jest, oczywiscie, nie tyle sama grubosé, ile
masa na jednostke diugosci.)

451. Transformator doskonaly (tzn. bez strat energii i bez rozproszenia pola magnetycznego)
sktada si¢ z dwéch uzwojen o indukcyjnosciach Ly i Lo. Obliczy¢ czestotliwo$é drgan wlasnych tego
transformatora, jesli do pierwszego uzwojenia dotaczono kondensator o pojemnosci C1, a do drugiego

— kondensator o pojemnosci Cs.

450. Wprowadzmy oznaczenia: o — kat odchylenia preta
od pionu, w = de/dt — predkosé katowa, £ = dw/dt —
przyspieszenie katowe, m — masa preta, [ — odlegto$¢ dolnego
konica od srodka masy, oraz k — wspoOtczynnik we wzorze na
moment bezwtadnosci preta wzgledem dolnego konca

I =kml®.
Ruchem preta rzadzi 11 zasada dynamiki
albo

rownowazna zasadzie zachowania energii

M =mglsina = Ie, gsina = kle

1
g(l —cosa) = §klw2.

Dzialajaca na pret site reakcji podtoza R wyznaczymy
z réwnania
mg — R = ma,,
gdzie a, jest pionowa sktadowa przyspieszenia (ze zwrotem
w dét), czyli druga pochodna wzgledem czasu wspolrzednej
y = 1(1 — cos ). Wynikiem rézniczkowania jest
ay = l(esina + w’ cos a),
a po podstawieniu ¢ i w z réwnan wypisanych na poczatku
otrzymujemy
_ _mg 2

R=m(g—ay) = T(k —sin” a — 2(1 — cos ) cos ).
Oderwanie sie dolnego konica od podloza jest rownowazne
warunkowi R < 0. Wyrazenie

sin® a + 2(1 — cosa) cosa = (1 — cosa)(1 + 3cos )

osiaga maksymalng warto$é réwng 4/3 dla cosa = 1/3

(co odpowiada katowi o réwnemu 70,6°). Poniewaz dla
jednorodnego preta wspdlczynnik k wynosi akurat 4/3, wiec
jest to przypadek graniczny — oderwanie sie nastapi, jesli k
bedzie mialo warto$¢ cho¢ troche nizsza. Tak jest, gdy dolny
koniec preta jest cieniszy, lub oba konce sa ciensze — np. przy
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masie na jednostke dtugosci rosnacej proporcjonalnie do
wysokosci k wynosi 9/8, dla preta zwezajacego sie od
$rodka liniowo i symetrycznie w gére i w dét k = 7/6, a dla
masy skupionej w punkcie k£ osiaga minimalng wartos$¢ 1.
(Niestety, wyniki dtugotrwalych i bolesnych do$wiadczen
autora z igla stawiana na ostrzu nie byly jednoznaczne.)

451. Niech M bedzie wspoétczynnikiem indukcji wzajemnej,
a I1 i I» — natezeniami pradu w pierwszym i drugim
uzwojeniu. Analiza napie¢ w pierwszym obwodzie prowadzi

do réwnania

dI; dls = Q1
Li— + M=2 4+ =L —0.
B T TAe)
Roéwnanie to nalezy zrézniczkowaé wzgledem czasu,
podstawié

-y
dt b

a nastepnie zalozy¢ sinusoidalng zaleznos¢ pradéw od czasu.
Zamiast drugiej pochodnej wystapi wtedy przemnozenie
przez kwadrat czestodci w (z minusem), tzn.

Liw® + MLw® =1, /C,
i podobnie dla drugiego obwodu

L2]20J2 + M]1w2 = ]2/02.

Warunkiem istnienia niezerowego rozwiazania tego uktadu

<L1w2 — %) (L2w2 — C’L) = M2t
1 2

Brak rozproszenia pola magnetycznego (jednakowa wartosé
strumienia przez kazdy zwdj) oznacza, ze M przyjmuje
warto$é maksymalng, tzn. M? = L1 Lo. Wtedy szukana
czestosé w wyraza sie prostym wzorem

1

VIAiCi + L:Cy

réwnan jest

w =



~N

Patrz w niebo

W dawniejszych podrecznikach astronomii definiowano gwiazde jako gazowa kule
Swiecaca kosztem termojadrowych reakcji syntezy zachodzacych w jej wnetrzu.

I takich gwiazd jest przewazajaca wickszo$¢. Sa jednak obiekty Swiecace wedlug
innego scenariusza, ktére w ciggu ostatnich kilku dziesiecioleci zyskaly ogromne
zainteresowanie badaczy i coraz czesciej nazywa sie je rOwniez gwiazdami. Sa
nimi wszelkie zwarte obiekty (w rodzaju gwiazd neutronowych lub czarnych
dziur), ktére same $wieca skromnie lub wcale, a potezna energia pochodzi

z grawitacji i generowana jest w spadajacej na taki obiekt materii. Zauwazmy,

ze energia produkowana jest tu nie wewnatrz, lecz na zewnatrz takiego obiektu.

Kilka lat temu pojawil sie trzeci typ ,gwiazd” Swiecacych jeszcze inaczej. Jego
prototypem stalo sie Zrodlo rentgenowskie RX J1914+24, ktérym jest ciasna
para bialych kartéw (o okresie obiegu 9,5 min). Odkryto, ze skladnik masywny
ma bardzo silne pole magnetyczne. Nastepnie australijscy i angielscy teoretycy
wymys$lili, ze jezeli obraca sie on nieco wolniej lub szybciej, niz obiega go drugi
sktadnik ukladu, to pole magnetyczne musi generowa¢ w tym drugim sktadniku
silny prad elektryczny, ptynacy np. od jego ,dalszej” (wzgledem masywnego
skltadnika) strony, przez jego wnetrze, ku stronie ,blizszej”. Obwdd elektryczny
zamykaja cztery (po dwa symetrycznie wzgledem plaszczyzny réwnikowej
ukladu) strumienie plazmy biegnace wzdluz linii pola masywniejszej gwiazdy ku
niej i od niej. Prad ten jest silnie ogniskowany przez pole magnetyczne i osiaga
maksymalna gestos¢ tuz przy magnetycznych biegunach masywnej gwiazdy,
powodujac tam lokalne grzanie materii (dwie biegunowe gorace plamy) do
temperatury zapewniajacej $wiecenie w zakresie rentgenowskim. Taki uktad
podwdjny biatych kartéw zastugiwalby wiec na nazwe ,gwiazdy elektrycznej”.

Prawde moéwiac, od dawna wiadomo, ze mechanizm ten dziala w Ukladzie
Stonecznym. Mianowicie pole magnetyczne Jowisza generuje w jego
najwiekszych satelitach prady, ktorych obwody zamykaja strumienie plazmy
ogniskowane przy planecie. Powstate w ten sposéb w atmosferze Jowisza ,,gorace
plamy” obserwuje sie jako stabe Zrédla nadfioletu.

Tomasz KWAST

Maj

W majowe wieczory wysoko na niebie znajduje sie Warkocz Bereniki,
gwiazdozbiér, w ktérym za pomoca amatorskiego teleskopu mozna dostrzec
kilka najjasniejszych galaktyk. A jest ich tam bardzo wiele. W szczegdlnosci
znajduje si¢ tam bliska, regularna i bardzo bogata gromada galaktyk (Gromada
Coma). Zawiera ona ponad tysiac cztonkéw, widocznych oczywiscie dopiero na
dtugoczasowych zdjeciach. Jej $rednica jest rzedu 5 Mpc, a lezy w odleglosci
100 Mpc. W jej centrum znajduja si¢ dwie olbrzymie galaktyki eliptyczne i obie
sg radiozrédtami. W Warkoczu Bereniki jest tez biegun naszej Galaktyki.

Skoro biegun Galaktyki znajduje sie wysoko na niebie, to Droga Mleczna musi
leze¢ w poblizu horyzontu. I rzeczywisdcie, w majowe wieczory praktycznie jej nie
widaé. Merkury 14 V znajdzie sie najdalej na wschdd od Stonca, mozna go wiec
probowac odnalez¢ wieczorem na zachodzie. Wenus jest w Baranie, ale tak blisko
Stonca, ze jej nie widaé¢. Mars jest w Raku i wieczorem zachodzi, a 10 V zakryje
go Ksiezyc, ale w Europie bedzie wtedy dzien. Jowisz jest w Strzelcu, wschodzi
poznym wieczorem i wida¢ go do rana. Saturn jest we Lwie i wieczorem jest
juz w zachodniej czesci nieba. Now Ksiezyca wypada 5 V, a pelnia 20 V. Jak
wspominali$my miesiac temu, 12 V nastapi ostatnie w dlugiej serii zakrycie
Regulusa, ktore zobacza mieszkancy Ameryki Potudniowej. Ksiezyc nadal jednak
bedzie zakrywal Antaresa, co w tym miesiacu nastapi 20 V, ale zjawisko zobacza
tylko mieszkancy wschodniej cze$ci Ameryki Poludniowej i poludniowej czesci
Afryki. Okoto 5 V mozna spodziewaé si¢ $rednio obfitego roju Eta Akwarydéw,
ale dopiero po péinocy.

T. K.
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Lemat o glosowaniu — zasada odbicia

Rafat SZTENCEL

Na kandydata A oddano a glosow, na kandydata B b glosow, przy czym a > b.
Jaka jest szansa, ze podczas obliczania glosow kandydat A bedzie caly czas

prowadzil?

Obliczanie glosow mozemy przedstawié¢ jako droge w uktadzie wspétrzednych
(podobnie jak historie meczu tenisowego Agnieszki i Bolka z poprzedniego
odcinka). Punktem startowym drogi jest (0,0), glos na A zwicksza

wspoélrzedna y o 1, glos na B zmniejsza ja o 1, wspolrzedna = zawsze rosnie o 1.

Zadanie sprowadzi si¢ wtedy do obliczenia, ile drég nieprzecinajacych osi OX
prowadzi z punktu P do . Moze nam w tym poméc nastepujaca

Zasada odbicia. Liczba drég z P do @, ktére dotykaja lub przecinaja o$ OX,

jest réwna liczbie drég z P’ do Q.

Q

.

Rysunek pokazuje wzajemnie jednoznaczne przyporzadkowanie miedzy drogami

nalezacymi do obydwu kategorii. Punkt S jest punktem pierwszego kontaktu

drogi z osia OX.

Mozemy teraz rozwiazac zadanie. Punktem koncowym kazdej drogi opisujacej
historie glosowania jest (a 4+ b,a — b). Wszystkich drég jest wiec (a:b).

Jesli A ma caly czas prowadzié, to droga musi przejs$é przez punkt (1,1). Drég
z (1,1) do (a + b,a — b), ktore dotykaja lub przecinaja o§ OX jest — na mocy
zasady odbicia — tyle, ile wszystkich drog z (—1,1) do (a + b,a — b). Kazda

taka droga sklada sie z a odcinkéw ,,w gore” i b — 1 odcinkow ,,w dot’, zatem
interesujacych nas drég jest (azrfIl). Wszystkich drég z (1,1) do (a + b,a —b)

a+b—1).

jest oczywiscie ( P

Obliczamy prawdopodobienstwo p tego, ze A bedzie caly czas prowadzil:

(2~

_a—b

(a+b

a

T a+b

Zeby docenié¢ zasade odbicia, Czytelnik moze poszukaé innego rozwiazania — na

przyklad ulozyé réwnania ze wzoru na prawdopodobiefnistwo catkowite (to czesto

stosowana metoda, za pomoca ktérej mozna rozwiazaé¢ np. klasyczne zadanie

o ruinie gracza).

Feller [1] okredla zasade odbicia jako ,niepozorny lemat podany przez Bertranda

w 1887 roku”, ktéry dostarczy nam ,zadziwiajacego bogactwa informacji

dotyczacych fluktuacji losowych”. Sama zasada odbicia przypisywana jest Desiré

André (1887). Zadanie, przytoczone na poczatku, znane jest w literaturze jako

lemat o glosowaniu.

Na zakoniczenie pytanie: jesli glosowanie zakonczylo sie remisem, to jakie sa
szanse mozliwych n + 1 wynikéow prowadzenia: 2n : 0, 2n — 2 : 2, ..., 0 : 2n?

Zajmiemy si¢ tym nastepnym razem.
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[1] W. Feller, Wstep do rachunku prawdopodobienstwa, t. I, wyd. II, PWN, Warszawa 1966
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