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Laboratorium Tatrzanskie

Grzegorz DERFEL*

Otaczajacy $wiat nieustannie demonstruje nieskonczona zlozonosé zjawisk
fizycznych. Dla zrozumienia podstaw tych zjawisk nauki przyrodnicze,

w laboratoriach.

a przede wszystkim fizyka, buduja uproszczone modele zajmujace sie
wybranymi aspektami rzeczywistoéci. Dla ich sprawdzenia przeprowadza si¢
specjalnie zaaranzowane do$wiadczenia w sztucznych warunkach stworzonych

W warunkach naturalnych spotykanych na co dzien w przyrodzie takze
mozna czasem dostrzec efekty, ktore swa prostota wyrédzniaja sie w natloku

zlozonych proceséw i potwierdzaja prawa ustalone wczesniej w warunkach
laboratoryjnych. W tym artykule opisane sa fizyczne podstawy kilku takich

*Instytut Fizyki, Politechnika Lédzka Tatrzanskim.

Goracy potok

Zdarza sie, ze po dtuzszych opadach, gdy lasy ociekaja
woda, nad tafla potoku klebi sie ,para”. Odnosi sie
nieodparte wrazenie, ze woda w potoku musi by¢
goraca, gdyz ten oblok przypomina ,pare” widoczna
nad dziébkiem czajnika, w ktorym gotuje sie woda.

Stowo ,para” uzyte jest tu w znaczeniu potocznym.
Fizyczny termin ,para” oznacza lotny stan materii

i jest synonimem terminu ,gaz”. Para wodna, czyli
woda w stanie lotnym, jest niewidoczna, podobnie

jak wiekszos¢ gazow. To, co widzimy nad czajnikiem
lub opisywanym potokiem, to ciekta woda w postaci
drobnych kropelek. Aby mogla ona powsta¢ z pary
wodnej zawartej w powietrzu, para ta musi osiagnaé
stan nasycenia. Oznacza to, ze jej gestos¢ w danej
temperaturze jest maksymalna, tj. masa wody

w stanie lotnym jest w danej objetosci najwigksza

z mozliwych. (Stan ten charakteryzuje pare pozostajaca
w rownowadze dynamicznej ze swoja ciecza: ilosé
czasteczek opuszczajacych ciecz w jednostce czasu

jest réwna ilosci czasteczek powracajacych z pary do
cieczy.) Jesli gestos$é pary jest mniejsza od maksymalnej,
nazywamy ja nienasycona. Jesli masa wody zawarta

w danej objetosci przewyzsza mase nasycajaca te
objetosé, to czesé wody pozostaje ciekla, a para z nig
wspolistniejaca jest nasycona.

Gesto$¢ pary nasyconej, pnqs, rosnie z temperatura.

A wigc para o danej gestosci pp, ktéra byla nienasycona
w wysokiej temperaturze T», po ochlodzeniu moze

sta¢ sie para nasycona, gdy osiggnie temperature 71,

w ktorej jej gestosé okaze sie réwna ppqs(Th). Przy
dalszym ochtadzaniu jeszcze mniej pary wystarcza do
nasycenia danej objetosci, a wiec jej nadmiar musi sie
skroplié.

Wtasnie w ten sposéb powstaje mleczny opar nad
potokiem. Po deszczach para w powietrzu ma duza
gestosé p1. Nad potokiem temperatura maleje

ze spadkiem wysoko$ci, poniewaz woda w potoku
ozigbia powietrze w poblizu powierzchni. Na pewnej
wysokosci hi panuje taka temperatura T, w ktérej para
staje sie nasycona, p1 = pnas(71). Ponizej hy nastepuje
skroplenie czesci pary, czyli powstanie mgietki.
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Przemiana izotermiczna w butelce

Koniecznosé uzupelniania ptynéw w organizmie podczas
gérskiej wycieczki jest oczywista. Nabieramy wiec wody
ze zrédla w dolinie do plastikowej butelki. Szczelnie
zakrecona butelka oprocz wody zawiera nieco powietrza.
Kiedy wyjmujemy ja z plecaka tysiac lub péttora tysiaca
metrow wyzej, stwierdzamy, ze butelka jest twarda,
jakby silnie napompowana. Przy otwieraniu stycha¢ syk
wychodzacego z niej powietrza. Jest to widomy przejaw
réznicy ci$nien atmosferycznych panujacych na réznych
wysokoéciach nad poziomem morza.

Wezmy pod uwage powietrze o ustalonej masie m
zamknigte w butelce. Jego przemiany mozna

opisa¢ prawem Clapeyrona dla gazu doskonalego:

pV = (m/p)RT (gdzie p jest masa czasteczkowa; dla
powietrza p = 29). Przyjmijmy dla uproszczenia, ze
temperatura powietrza w butelce nie zmienia sie, co
uprawnia nas do uznania, iz przemiana, jakiej ulega
powietrze nad woda, jest przemiana izotermiczna
opisang prawem Boyle’a i Mariotte’a: pV' = const.

W dolinie stan tego powietrza okreslony jest ci$nieniem
atmosferycznym tam panujacym, pi, objetoscia V3

i temperatura 7. Na szczycie panuje ci$nienie ps < pj.
(Cidnienie powietrza maleje z wysokosScia h. Przy stalej
temperaturze zalezno$é te podaje wzoér barometryczny:
p2 = p1exp(—pgh/RT). Dla niewielkich 2 mozna

uzy¢ przyblizenia ps = p1 — pgh, gdzie p jest gestoscig
powietrza. Przy réznicach pozioméw wystepujacych

w Tatrach, pgh nie przekracza okolo 200 hPa.)
Powietrze w zamknietej butelce zwicksza odrobine swoja
objetosé, tak jak na to pozwala ograniczona sprezystosé
plastikowej butelki, a jego ci$nienie nieco spada. Jest
ono réwnowazone przez naprezenie Scianek i cidnienie
zewnetrzne. Po otwarciu butelki powietrze zyskuje
ci$nienie réwne zewnetrznemu, ps, a jego objetosé
znaczaco ro$nie do wartosci Vo = p1Vi/(p1 — pgh). Jego
cze$¢ wylatuje z butelki, czemu towarzyszy syczacy
dzwigk.

Ugasiwszy pragnienie, zamykamy na szczycie pusta
butelke. Po zejsciu na dot stwierdzamy, ze jest
paskudnie wgnieciona. To réwniez wynik przemiany
izotermicznej. Powietrze, ktore wypelnito butelke



na szczycie, mialo ci$nienie py i objetos¢ Vs, dlatego
na dole pod ci$nieniem p; przyjmuje mniejsza objetosé
Vi, przy czym paVs = p1Vy. Jest to mozliwe, poniewaz
butelka nie jest sztywna, lecz podatna na zgniecenie.

Teczowe pienigzki

Rozpanoszyl si¢ drazniacy zwyczaj zasmiecania toni
gérskich stawéw monetami. Cate ich lawice widoczne
sa z brzegu. Mozna zauwazy¢, ze nie sa one po prostu
srebrzyste, lecz teczowe. Widaé, ze jeden skrawek
monety jest czerwony, a przeciwlegly — niebieski.

Oczywiscie, przyczyna zabarwienia jest dyspersja, czyli
zalezno$¢ wspolcezynnika zalamania sSwiatta od dlugosci
fali, a wiec od barwy. W wodzie dla $wiatta czerwonego
mamy n., = 1,3311, a dla niebieskiego n,;ep, = 1,3443
(przy 15°C). Swiatlo dochodzace z réznych kierunkéw
do monety odbija si¢ takze w réznych kierunkach.
Rozwazmy promienie wychodzace z wybranego

punktu i dochodzace do oka obserwatora stojacego

na brzegu. Doznaja one zalamania na powierzchni
jeziora. Obserwator odnosi wrazenie, ze przedmiot
znajduje si¢ na przedtuzeniu promieni zalamanych.
Jezioro wydaje sie plytsze, niz jest w rzeczywistosci.
Wskutek dyspersji promienie $wiatta réznych barw
przebiegaja po nieco rézniacych sie drogach i do oka
wpadaja z nieco rézniacych sie kierunkéw. Tworza one
réznie zabarwione obrazy monet, ktére wydaja sie lezeé
w roznych miejscach. Réznica katéw, pod jakimi widac
obrazy o skrajnych barwach, zalezy od gtebokosci, na
jakiej spoczywa moneta i od odleglosci od obserwatora.
Zwykle jest ona niewielka — mniejsza od rozmiardéw
katowych monety, wskutek czego obrazy czesciowo sie
nakladaja. Srodek widocznej monety jest bialy, a jej
przeciwlegte krawedzie pozostaja kolorowe — na blizszej
dominuje barwa czerwona, na dalszej niebieska. Zjawisko
to w uproszczeniu przedstawione jest na rysunku.
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Dokladniejsza analiza przekonuje, ze nawet jesli
powierzchnia wody jest idealnie plaska, to zalamuje
promienie tak, ze ich przedluzenia nie przecinaja

sie w jednym punkcie. Tak wiec nie istnieje punkt,

w ktérym powstaltby obraz pozorny doskonale
odwzorowujacy punkt na monecie. Monety (jak réwniez
dno, pstragi i wszelkie przedmioty zanurzone) wydaja
sie nieco nieostre.

Glosny potok

Wspinajac sie po zboczu doliny, ktérej dnem plynie
potok, styszymy jego szum. Oczywiscie, im dalej

od niego si¢ znajdujemy, tym stabszy dzwiek do

nas dochodzi. Jednak mozna odnie$é¢ wrazenie, ze
spadek jego natezenia nastepuje powoli, wolniej niz

w przypadku zrédel dzwieku znanych z codziennego
doswiadczenia, ktore maja zwykle ograniczone rozmiary
(glosnik, silnik samochodu).

Szumiacy po kamieniach potok jest rozciaglym

zrodtem dzwieku, w przeciwienstwie do praktycznie
punktowego, jakim bylby odlegly wodospad. W tym
ostatnim przypadku natezenie bytoby odwrotnie
proporcjonalne do kwadratu odleglosci. Natomiast
potok mozna rozpatrywaé¢ — w grubym przyblizeniu —
jak zrodto liniowe o nieskonczonej dlugosci. Czoto fali
dzwigkowej ma wtedy ksztalt walca. Niech odcinek
zrodia o dlugosci h emituje w czasie ¢ energie E.

W odleglosci 1 energia drgan powietrza, przypadajaca
na jednostke powierzchni, wynosi wiec Iy = E/2xrht.
Jedli pominiemy straty zwiazane z tarciem, to

w odleglosci ro > 7 energia F przypada na wieksza
powierzchnie i Iy = E/2mroht. A wiec natezenie dzwieku
jest odwrotnie proporcjonalne do odleglosci, a nie do jej
kwadratu, spada wiec wolniej.

Srebrzyste brzoskwinie

Phtuczemy w potoku kupione na straganie brzoskwinie.
Widac¢ wtedy, ze w niektorych miejscach, tam gdzie
powierzchnia owocow jest widziana z ukosa, skorka 1$ni
srebrzyscie. Wrazenie to wywotane jest odbijaniem si¢
swiatta dochodzacego z dotu i z boku. Jedli te same

miejsca ogladane sa z gory, widoczny jest naturalny
kolor skérki.

Lustrzany polysk jest wynikiem zjawiska catkowitego
wewnetrznego odbicia Swiatta. Jesli Swiatto pada na
granice dwdch osrodkéw (o wspdlezynnikach zalamania
ny 1 ng), to jego cze$é odbija sie, a reszta, zalamujac sieg,
przechodzi do drugiego osrodka. Jesli osrodek, z ktorego
Swiatlo pada, ma wickszy wspolczynnik zalamania,

ny > neo, to kat zalamania jest wiekszy od kata padania.
Nie moze jednak przewyzszy¢ wartosci 90°, ktora jest
osiggana przy pewnym granicznym kacie padania ag,,
takim, ze sin g, = ng/nq. Jesli kat padania przekracza
g, to $wiatto nie przechodzi do drugiego os$rodka, lecz
w calosci ulega odbiciu w pierwszym os$rodku.

Brzoskwinie pokryte sa delikatnym meszkiem, ktérego
woda nie zwilza. Miedzy wloskami utrzymuje sie cienka
warstewka powietrza przylegajaca do powierzchni
owocu. Calkowite wewnetrzne odbicie zachodzi na
granicy tego powietrza (ng = 1) i wody (ny1 = 1,33).
Ulega mu $wiatto padajace pod dostatecznie duzymi
katami, tj. takie, ktére dochodzi do oka z miejsc
widzianych z ukosa.

7 miejsc tych do oka docieraja promienie, ktére doznaty
catkowitego wewnetrznego odbicia i nie oswietlity



powierzchni brzoskwini. Niosg one obraz otoczenia,

co sprawia, ze brzoskwinia wydaje sie mieé¢ lustrzana
powierzchnie. W tych samych miejscach promienie,
ktore dotarty do skorki i zostaly przez nig rozproszone,
nie trafiaja do oka, poniewaz ich kierunki tworza

z normalng katy mniejsze niz oy,

do oka
(a)

(b) do oka

7 miejsc obserwowanych z géry dochodzi do oka
$wiatlo, ktorego pierwotny kierunek padania umozliwiat
zatamanie i dotarcie do powierzchni, a wiec takie,

ktére oéwietlito skérke i rozproszylo sie na niej. Swiatlo
rozproszone przechodzi do wody i dalej do obserwatora,
niosac widok naturalnej barwy owocu. Swiatlo
doznajace zwyklego odbicia od granicy woda-powietrze
(ktére do skérki nie dociera) ma bardzo niewielkie
natezenie i jest niewidoczne. Promienie ulegajace
catkowitemu odbiciu majg inny kierunek i nie wpadaja
do oka, a wigc nie widzimy srebrzystego l$nienia.

Zakrycie planety przez gore

Gdy spogladamy na rozgwiezdzone niebo goltym okiem,
to na podstawie samego wygladu nie potrafimy odréznié
planet od jasnych gwiazd. W obu przypadkach widzimy
bowiem jasne punkty. Juz amatorski teleskop lub

dobra lornetka ukazuja réznice: planety zyskuja postac
tarczek, podczas gdy gwiazdy pozostaja punktami.

W gérskich kotlinach otoczeni wyniostymi szczytami
mamy sposobnos¢ przekonania sie o tej réznicy miedzy
planeta a gwiazda, nie stosujac zadnych przyrzadow
optycznych. Zdarza si¢ bowiem, ze w poblizu grani
rysujacej sie na tle wieczornego nieba widoczna jest
planeta (najprawdopodobniej jest to Jowisz, Saturn lub
Mars) i jakies gwiazdy. Jesli ustawimy sie odpowiednio
i zastygniemy nieruchomo, mozemy by¢ Swiadkami
wzakrycia” gwiazdy lub planety przez gorski grzbiet.
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Latwo wtedy przekonac sie, ze zakrycie planety

trwa zauwazalny czas, a zakrycie gwiazdy jest
natychmiastowe. Najwyrazniejszy efekt zaobserwujemy
w przypadku Jowisza, ktérego minimalna $rednica
katowa wynosi okolo 0,5". Ziemia obraca sie o taki kat
w ciagu okoto 2 sekund i co najmniej tyle czasu Jowisz
chowa sie za gére. Czas ten moze by¢ dtuzszy, jesli gran
nie jest prostopadla do linii, wzdluz ktérej pozornie
przesuwa sie planeta po sklepieniu niebieskim.

W zasadzie taka obserwacje mozna by przeprowadzié¢
takze w miescie, gdzie nie brak zastaniajacych niebo
budynkow. Poniewaz jednak takie obiekty znajduja

sie stosunkowo blisko, niezbedne jest bardzo dokladne
unieruchomienie glowy, co moze nastrecza¢ trudnosci.
W przypadku odlegtej grani drobne drgnienia gtowy nie
wykluczaja zaobserwowania opisywanego efektu.

Z trzmielem i bez trzmiela

Przysiadamy na chwile na ace u wylotu doliny. Owady
rozbudzone porannym sloncem skwapliwie krzataja sie
wokoél bogatych ziotorosli. Kosmaty trzmiel co chwila
przysiada na zottych kwiatach. Niewysoka todyga ugina
sie pod jego ciezarem i wykonuje kilka powolnych drgan.

Zainteresowanie trzmiela tym kwiatem trwa krotko

i owad odlatuje. Uwolniona roslina podnosi si¢ i zanim
znieruchomieje, drga niemal dwa razy szybciej niz
przedtem. Roéznica czestosci drgan w obu przypadkach
jest uderzajaca.

Widzimy tu przyklad zaleznosci czestosci drgan uktadu
drgajacego od jego masy. Modelem kwiatu necacego
owada jest obciaznik o masie m zawieszony na sprezynie
o wspdlezynniku sprezystosci k (lodyzka wykazuje
pewna sprezystosé, jesli nie jest nadmiernie zgieta).
Crestosé kolowa drgan wynosi wtedy wy = \/k/m.

Jesli masa obciaznika wzrasta o M, to czestosé maleje:
we = /k/(m + M). Efekt jest wyraznie widoczny,
poniewaz masa trzmiela jest wieksza niz masa gléwki
kwiatu.

Na zakonczenie zauwazmy, ze wiekszos¢ z opisanych tu
zjawisk mozna z powodzeniem zaobserwowaé w innych
okolicznosciach niz wycieczka w Tatry, ale przeciez
warto laczy¢ przyjemnodci...
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Powierzchnia Boya Zdzistaw POGODA™

Sklejanie kojarzy sie¢ z zabawa. Tak mozna robi¢ nie tylko zabawki z papieru
lub kartonu, ale takze wykonywaé¢ modele powierzchni. Operacje sklejania, czyli
utozsamiania réznych punktéw, wykorzystuje sie bardzo czesto w topologii do
rozmaitych konstrukeji. Sklejajac odpowiednio przeciwleglte boki prostokata,
mozna otrzyma¢ walec (dokladniej powierzchni¢ boczna walca) albo wstege
Mbobiusa (rys. 1). Oznaczone strzalkami boki sklejamy tak, zeby strzalki sie
pokrywaly. Czyli w drugim przypadku musimy obréci¢ jedna ze sklejanych
krawedzi o 180 stopni, aby strzaltki przy sklejaniu mialy ten sam zwrot. Gdy
utozsamimy w ten sposob pozostate dwa boki prostokata, powstanie torus,
butelka Kleina, wzglednie powierzchnia nazwana czapa krzyzowa (rys. 2).

W ostatnim przypadku opis formalny nie jest trudny, gorzej z intuicja. Nie

da si¢ tej powierzchni, podobnie jak butelki Kleina, umieéci¢ w przestrzeni
tréjwymiarowej bez samoprzecie¢. Sprébujmy sie przyjrzec¢ blizej tej konstrukcji.
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Jedli wyobrazimy sobie, ze powierzchnia kwadratu zrobiona jest z takiej
specjalnej ,topologicznej”, elastycznej gumy, to, postepujac ostroznie, krok po
kroku mozemy Sledzi¢ proces sklejania. Najpierw deformujemy powierzchnie
kwadratu tak, by otrzymaé  kwadratowa’ dziure w sferze (rys. 2a—c). Nastepnie
sklejamy pare przeciwleglych bokéw AB i C'D zgodnie zorientowanych (rys. 2d).
Przy sklejaniu drugiej pary bokéw nie obejdzie si¢ bez przenikania powierzchni
wlasnie wzdluz juz sklejonych. Opisana konstrukcja (rys. 2e) przedstawia czape
krzyzowa (gdyz fragmenty powierzchni sie krzyzuja), ktéra jest jednym z wielu
topologicznych modeli tworu nazywanego plaszczyzna rzutowa (bedzie ona
dokladniej opisana nieco pdzZniej). Czapa krzyzowa jest obiektem raczej znanym.
Rzadziej wspomina si¢ o innym ,obliczu” plaszczyzny rzutowej — powierzchni
Boya.

Tym razem skleja¢ bedziemy przeciwlegle boki sze$ciokata ABCDEF
przeciwnie zorientowane (rys. 3a). Rozpoczynamy, podobnie jak poprzednio,
od deformacji powierzchni szesciokata do sfery z szesciokatna dziura (rys. 3b).
Rozkladamy nastepnie te dziurawa sfere na trzy przystajace czesci, na

brzegu ktérych sa dwa sasiednie boki szesciokata (rys. 3c). Kazda z czesci
poddamy dalszej obrébcee, by pdzniej zlozy¢ je w calo$é. Skoncentrujmy sie na
jednym fragmencie ograniczonym lukami SA =x, AB=a, BC=0b0iCS =y.
Z pozostalymi kawalkami postapimy dokladnie tak samo.

,Ciagniemy” najpierw za wyrdznione punkty A, B i C tak, by zeszly si¢
w punkcie N — odpowiedniku bieguna pélnocnego sfery, w ktérej wyciety zostal
szeSciokatny otwér (rysunek 4a—b). Wygiety w petle bok a obracamy ku gérze,




Rys. 8

az do polozenia jak na rysunku 4c—e. Zakladamy przy tym, ze pozostale
tuki pozostaja nieruchome; deformacji ulega jedynie powierzchnia. Nastepnie
obracamy petle b na prawo w gore, zeby zajeta miejsce z tytu powierzchni
zgodnie z rysunkiem 4f.

Cala operacje wykonujemy tak, zeby tuk x byt przystajacy do tuku y, a petla a
do petli b. Ponadto po obrocie o kat 2w/3 woko?t osi przechodzacej przez punkty
S 1 N tuk x powinien zajaé¢ miejsce tuku y, a petla b powinna przej$é¢ na a.
WezZmy teraz drugi egzemplarz tak spreparowanej powierzchni. Oznaczmy jego
tuki podobnie, tylko z primami, czyli a’, b', 2/, y'. Przyl6zmy go tak, zeby v’
pokrylo sie z x, a wiec konsekwentnie a’ nalozy si¢ na b. Trudno to przejrzyscie
narysowaé, ale mozna obejrzeé na szeéciokatnym schemacie (rys. 5), gdzie kazdy
z rombOw reprezentuje odpowiednia cze$é¢ deformowang zgodnie z powyzszym
opisem (oznaczenia literowe bokéw wskazuja na zaleznosci z tukami). Aby
otrzymacé powierzchnie Boya, trzeba jeszcze dokleié trzeci przystajacy fragment.
Ze schematu widaé, ze teraz y sklei si¢ z 2"/, petla a z b, V' z a” 1 wreszcie

z' z y". Powierzchnia Boya przenika si¢ wzdluz trzech petli schodzacych sie

w punkcie N. Jak wynika z konstrukeji, ma ona trzykrotna o$ obrotu (to

znaczy, ze obracajac ja o kat 27/3 lub jego wielokrotnosé, dostaniemy znéw to
samo). Jest bardziej skomplikowanym obrazem plaszczyzny rzutowej w naszej
przestrzeni. W przeciwienstwie jednak do czapy krzyzowej, ktéra ma dwa punkty
osobliwe — konce odcinka, wzdluz ktérego sie przenika — powierzchnia Boya nie
ma takich klopotliwych punktéw. Po raz pierwszy zostala opisana przez Wernera
Boya w 1903 roku w zwiazku z badaniami autora nad reprezentacja ptaszczyzny
rzutowej w przestrzeni trojwymiarowej bez punktéw osobliwych.

Rys. 7

Czytelnik, ktory dotychczas nie zetknal sie z plaszczyzng rzutowa, zapewne
zdziwi sie, ze tak powykrecany twor, jak powierzchnia Boya, jest modelem
czego$, co nosi miano plaszczyzny. Juz malarze Odrodzenia zauwazyli, ze

pewne proste rownolegle na plaszczyznie postrzegamy jako zbiegajace si¢ na
horyzoncie. Mozna sie zatem umowic¢, ze do zwyklej ptaszczyzny dotaczamy
dodatkowe punkty, ,,horyzont”, w ktoérych beda sie przecinaly proste rownolegte
wyznaczajace jeden kierunek. Do kazdej prostej doktadamy po jednym punkcie
nazywanym punktem w nieskonczonosci albo punktem niewtasciwym.

Wyobrazmy sobie, ze stoimy na ogromnej rowninie. Gdy obracamy sie, caly czas
widzimy linie horyzontu; proste réwnolegle (tory kolejowe lub brzegi prostej
drogi) naturalnie zbiegaja sie na horyzoncie. Jesli obrécimy sie do tylu, to te
same proste rownolegle znéw beda sie schodzily, tym razem po przeciwnej
stronie. Nie jest dobrze, aby rézne proste mialy wiecej niz jeden punkt
przeciecia, dlatego umoéwiono sig, ze punkt na horyzoncie i jego przeciwlegly
odpowiednik to ten sam punkt. Mozna wiec sobie wyobrazié, ze plaszczyzna
rzutowa powstaje z kota przez utozsamienie przeciwlegltych punktéw brzegu
albo, co na jedno wychodzi, przez sklejenie przeciwlegltych punktéw brzegu
poélstery (rys. 8). Czy bedziemy sklejaé pracowicie punkt po punkcie, czy —

jak w przypadku czapy krzyzowej i powierzchni Boya — odcinki, powstaje ten
sam twor, tylko za kazdym razem inaczej przedstawiony w naszej przestrzeni.
Mozna to poréwnaé do sytuacji, gdy obserwujemy rézne cienie skomplikowanej
powierzchni obracanej w przestrzeni. A plaszczyzna rzutowa ma jeszcze inne
niezwykle reprezentacje...
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Moze tutaj kto odnajdzie
Kwantum wiedzy przekaz czysty.

Autorowi to najbardziej

Stuzy w zZyciu osobistym.
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jak w etapie 2

konczy postepowanie

*BIUST, Biuro Uslug Statystycznych,

‘Wroctaw

O prezentach i dyskrecji
Tomasz Konrad KUJAWA ™

Na czym polega klopot? Zdarza si¢ od czasu do czasu, ze obdarowujemy

sie prezentami. Ile z tym klopotu, wie kazdy, kto choé¢ raz musial wybraé¢
podarek dla bliskiej osoby lub znajomego. Oczywiscie, ten wazny problem nie
ma szans na zadowalajace rozwiazanie, wigc zajmiemy sie innym, okazuje sie,
nie mniej istotnym. Otéz bywa, ze dajac komus$ prezent, chcemy zachowac
swoja anonimowo$¢. Niby latwa rzecz, mozna najaé¢ postanca albo zamowié
prezent z wysylka do beneficjenta w odpowiednim sklepie internetowym.
Jednak sa sytuacje, w ktorych takich rozwiazan nie da sie zastosowaé z réznych
powodéw. Przykladem moze byé tutaj klasa szkolna, ktéra organizuje mikotajki.
7Z tej okazji uczniowie przygotowuja dla siebie nawzajem prezenty. Nie trzeba
zaznaczad, ze wszystkim uczestnikom zabawy zalezy na dyskrecji: oczekuja,

ze zadnego prezentu nie bedzie mozna skojarzy¢ z ofiarodawca. Ponadto
uzgadniaja, ze kazdy uczen przygotuje prezent dla jednej osoby i kazdy powinien
zostaé obdarowany.

Sprébujmy im pomoc.

Jakie to proste... Najpierw zastanowmy sie, jakie dokladnie warunki musza
zostaé spelnione, aby zabawa odpowiadala oczekiwaniom. Ponizej wymieniamy
takie warunki bez komentarza, ufajac, ze Czytelnik sam znajdzie dla nich
uzasadnienie:

1. Kazdy przygotowuje prezent dla jednej osoby.

2. Wyklucza sie mozliwos$¢ zdarzenia, ze jaka$ osoba bedzie musiala przygotowac
prezent dla siebie.

3. Kazdy zostaje obdarowany.

4. Kazdy powinien znaé¢ nazwisko osoby, dla ktorej przygotowuje prezent...

5. ...1 tylko taka informacja jest dostepna uczestnikom (co nie ma miejsca, gdy sa
tylko dwie lub trzy osoby).

6. Skojarzenie kazdej pary ofiarodawca-beneficjent jest losowe. Dokladniej:
dla kazdej osoby A prawdopodobienstwo tego, ze wreczy ona prezent kazdej
z pozostalych oséb B, jest takie samo (réwne, na mocy wymagania 2,
1/(n — 1), gdzie n to liczba 0séb).

7. Osoba przeprowadzajaca losowanie nie posiadzie zadnej wiedzy
o wylosowanych skojarzeniach (chyba ze sama bedzie uczestnikiem, wtedy jej
wiedza ograniczy sie tylko do tej z pkt. 4.).

Wydaje sig, ze sprostanie tym wymaganiom moze okazaé si¢ trudne, a juz na
pewno bedzie skomplikowane. Otéz nie! Przedstawimy proste postepowanie,
ktoére doprowadzi do pozadanego wyniku. A mianowicie:

1. Przygotowujemy n par kopert. W kazdej parze znajduje si¢ koperta biala
i szara.

2. Do obu kopert kazdej pary wkladamy karteczke z tym samym nazwiskiem
jednej z n o0séb tak, zeby kazdej parze odpowiadato inne nazwisko.

. W kazdej parze laczymy koperty w zestaw.
. Mieszamy zestawy.
. Losowo ukladamy zestawy w kolumnie.

. Rozlaczamy koperty, uktadamy je w dwéch kolumnach w taki sposéb, ze

w jednej kolumnie sa wszystkie biale koperty, a w drugiej — wszystkie szare

i w kazdym wierszu znajduja sie¢ koperty z tego samego zestawu (pary).
7. Wszystkie koperty szare przesuwamy o jeden wiersz w gore (cyklicznie, tzn.

koperte z samej gory przenosimy na dét).

8. W kazdym wierszu ponownie taczymy biala i szara koperte w zestaw.
9. Po otwarciu wszystkich bialych kopert wreczamy kazdy zestaw osobie, ktorej
nazwisko zawiera biala koperta. Osoba ta znajdzie w szarej kopercie nazwisko
swojego beneficjenta.



Czytelnik tatwo sprawdzi, ze to postepowanie spelnia
wszystkie wymienione warunki.

...1 rozciaggliwe! Mogliby$my w tym miejscu zakonczy¢
rozwazania. Jednak rasowy matematyk bedzie daleki
od szczescia i zapyta, czy z tego rozwiazania nie da sig
swycisnaé” wiecej. A my go zadowolimy! Otéz okazuje
sie, ze takie samo postepowanie mozna wykorzystac

do rozwiazania ogolniejszego zadania, ktére zaklada,

ze uczniowie sg zamozniejsi. Niektére z warunkéw 1-7
przyjma wtedy nowa postac:

1’. Kazdy przygotowuje prezenty dla m (0 < m < n)
0sob.

3’. Kazdy jest obdarowany prezentami od m oséb.

4’. Kazdy powinien zna¢ nazwiska oséb, dla ktérych
przygotowuje prezenty.

Schemat odpowiedniego postepowania dlam =3in=>5
zostal pokazany na rysunku (w rzeczywistosci koperty
sa czyste; liczby, ktore na nich widaé, na rysunku
odpowiadajg nazwiskom znajdujacym sie w srodku
kopert i maja ulatwié zrozumienie calej procedury).
Czy to juz wszystkie niespodzianki? Otéz nie. Na koniec
zdradzimy Czytelnikowi gleboko skrywana tajemnice,

ze autorem przedstawionego rozwiazania m = 1 jest
studentka psychologii! Pomystowo$¢ nie zna granic!
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Nastepnik

Rozwigzanie zadania M 1201.
Rozpatrzmy kwadrat o boku
Va + Vb + /¢ podzielony na dziewieé

Od redakcji. Problem postawiony w artykule mozna
sformulowaé nastepujaco: chcemy przypisa¢ kazdej
osobie (darczyncy) inng osobe (obdarowanego),
czyli zdefiniowaé permutacje 7 zbioru {1,...,n},
ktéra nie ma punktéw stalych (takich i, ze 7 (i) =1).
Takie permutacje nazywamy nieporzgdkamsi. Liczba
n-nieporzadkéw spelnia réwnanie rekurencyjne

DO = 1,D1 = O,Dn = (TL - 1)(Dn—1 + ang),
co tatwo udowodnié¢, wyodrebniajac te n-nieporzadki,
w ktérych dla pewnego ¢, liczby 1 oraz ¢ sa w jednym
dwuelementowym cyklu (jest ich (n — 1)D,,_2) oraz
wszystkie pozostate (tych jest (n — 1)D,,_1, sprawdz!).
Mamy tez wzor ogdlny:

D, =n! E Q
7!
i=0

Czytelnik zechce zauwazy¢, ze postugujac sie
algorytmem opisanym w artykule, nie jesteSmy

w stanie uzyska¢ dowolnego nieporzadku, a jedynie
niektére z nich (ktére?). Czy da sie zmodyfikowaé

ten algorytm tak, aby pozwalatl wygenerowa¢ dowolny
nieporzadek, przy czym kazdy z takim samym
prawdopodobienstwem, réwnym 1/D,,? A jak wyglada
ta kwestia w przypadku losowania prezentéw dla
wiekszej liczby m obdarowanych? Moze ktérys

z Czytelnikow zechce zmierzy¢ sie z tymi pytaniami...
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Podczas poszukiwania pewnego stowa w stowniku angielsko-angielskim moje oko
zatrzymalo sie na chwile przy definicji stowa seven, ktora brzmiala nastepujaco:

seven n. one more than six.

Latwo sie domys$li¢, co bylo dalej. Dopiero stowo one bylo wytlumaczone jako:
one n. 1 smallest whole number. 2 single thing or person.

(o poprawnodci pierwszej z tych definicji mozna by pewnie dyskutowaé, ale

. Okazalo sie, ze wszystkie stowa od two do nineteen byly

wyjasnione rekurencyjnie w ten sam sposob. Dopiero przy stowie twenty zostata

prostokatéw.
Ja Sprawdzilem wigc definicje slowa six:
six n. one more than five.
Je
Vb pominmy ten watek)
va Vb Ve

uzyta nowa operacja
Przekatna kwadratu ma dlugosé

V2a + V2b 4+ V2¢, a dtugosci przekatnych
zacieniowanych prostokatéw wynosza
odpowiednio va + b, /b + ¢, \/c + a.

Postulowana nieréwnosé wynika wiec

Na my$l przychodza
twice nieco wczesniej

bezposrednio z nieréwnosci tréjkata. Na SZCZQéCie WiQkSZO

twice (twenty = twice ten).

dwie uwagi. Szkoda, ze autorzy nie postuzyli sie¢ operatorem
, dzieki czemu przy rozwijaniu rekurencyjnych definicji

bytby potrzebny stos jedynie logarytmicznego, a nie liniowego rozmiaru.

$¢ uzytkownikéw tego typu stownika dawno juz poznalta

podstawowe liczebniki. To jednak pestka w poréwnaniu z optymistyczna
informacja, ze poza matematykami sa jeszcze ludzie, ktérzy uwazaja za

naturalne i wygodne
Longman podaje seven: 7.

zdefiniowanie siédemki jako nastepnika nastepnika

nastepnika nastepnika nastepnika nastepnika jedynki.



Btlekitni maruderzy

Okres, w ktorym zrodlem energii gwiazdy sa zachodzace
w jej jadrze reakcje termojadrowe, gdzie wodor
zamieniany jest w hel, nalezy do najdtuzszych

i najspokojniejszych w trakcie jej ewolucji. Stosunkowo
nieliczne gwiazdy potrafia ten okres mlodosci

w znaczacy sposob przedltuzy¢. Szczegdlnie widoczne

sg one w gromadach gwiazdowych, gdzie odrézniaja

sie wieksza jasnoscia i temperatura powierzchniowsa

od wiekszoéci gwiazd spalajacych wodor. Ich wyzsza
temperatura i ,nieche¢” do przejscia na nastepne etapy
ewolucji spowodowaly, ze nadano im nazwe blekitnych
maruderéw (BM). Aby latwiej bylo zrozumieé, czym sie
wyrdzniaja, jak powstaja i co sie z nimi pozniej stanie,
warto przypomnieé kilka podstawowych informacji
dotyczacych ewolucji gwiazd.

Duza role w jej zrozumieniu mialo wprowadzenie

na poczatku XX wieku tak zwanego diagramu
Hertzsprunga—Russela (diagramu H-R), na ktérym
naniesione sa typy widmowe i jasnosci gwiazd, dla
ktérych te parametry moga by¢ zmierzone. Obecnie,
kiedy znamy lepiej kalibracje niektérych obserwowanych
wielkosci, czesto zamiast typu widmowego podaje sie
kolor (réznice jasnosci w dwéch réznych barwach)

lub temperature efektywna (trudniejsza do okreslenia
na podstawie obserwacji, za to bedaca parametrem
bezposrednio otrzymywanym z modeli teoretycznych).

Na diagramie H-R szczegdlnie duzo gwiazd znajduje
sie na tak zwanym ciggu glownym. Jak wiemy, sa to
gwiazdy, ktérych energia pochodzi ze stabilnych reakcji
termojadrowych zamiany wodoru w hel. Wlasnosci
tych gwiazd silnie zaleza od ich masy. Im gwiazda

jest masywniejsza, tym wyzsza temperatura panuje

w jej centrum, tym szybciej zachodza tam reakcje
termojadrowe i w rezultacie — ma wigksza jasno$c.

Na przyktad, dla gwiazd o masach pomiedzy 1 a 10
mas Slonca zaleznosé miedzy jasnoscia L a masa

M ma wyktadnik w przyblizeniu réwny 4, czyli

L ~ M*. Wynika z tego, ze im masywniejsza jest
gwiazda, tym krocej zyje na ciagu glownym, gdyz zapas
paliwa do reakcji termojadrowych jest w przyblizeniu
proporcjonalny do masy gwiazdy, a tempo jego
zuzywania do jasnosci gwiazdy. I tak czas zycia Stonca
na ciagu gltéwnym wynosi okoto 10 mld lat, natomiast
gwiazdy o masie dwa razy wigkszej tylko okolo 1 mld
lat.

Gdy we wnetrzu gwiazdy wyczerpie sie woddr, powstaje
jadro zlozone gtéwnie z helu, ktére otoczone jest
warstwa, gdzie w dalszym ciagu spalany jest wodor.
Rosnaca masa jadra, w ktérym nie zachodza reakcje
termojadrowe, powoduje, ze zaczyna si¢ ono kurczy¢,
czemu towarzyszy rozszerzanie zewnetrznych obszaréw
gwiazdy i spadek temperatury powierzchniowej. Taka
gwiazda wkracza na galaz czerwonych olbrzymow,
odchodzaca od ciggu gléwnego w strone nizszych
temperatur powierzchniowych i wiekszych jasnosci (o ile

*Obserwatorium Astronomiczne, Uniwersytet Warszawski
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nie jest to gwiazda bardzo jasna i bardzo masywna,
gdyz takie, odchodzac od ciggu gltéwnego, niewiele
zmieniaja swoja jasnosé).

Efekty ewolucji widaé szczegdlnie wyraznie

w gromadach gwiazd. Gwiazdy w gromadzie maja

ten sam wiek i sklad chemiczny (a przynajmniej tak
zakladamy). Jezeli gromada jest bardzo mloda, to jej
ciag gléwny siega do gwiazd bardzo jasnych i goracych,
gdyz najmasywniejsze gwiazdy gromady sa jeszcze na
ciagu gléwnym. Z upltywem czasu efekty ewolucji sa
dla nich najbardziej widoczne i odchodza one w strone
gwiazd chlodniejszych. Stopniowo wypalaja wodor

w swoich wnetrzach gwiazdy o coraz mniejszych masach.
Im wiec starsza jest gromada, tym ,krétszy” jest jej
ciag gtéwny. Ilustruje to rysunek, na ktérym pokazane
sg diagramy H-R dla dwéch gromad otwartych doéé
wyraznie rézniacych sie wiekiem (M 45 — Plejady

i M 67).
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Diagramy H-R dla dwéch gromad otwartych. Na gérnym rysunku
mamy do$¢ mlodg gromade Plejady (M45), ktérej wiek wynosi okoto
100 milionéw lat, a ponizej duzo starszg M 67, ktéra liczy okolo

4 miliardéw lat. Kolor B-V jest miara powierzchniowej temperatury
gwiazd (im wigksza warto$é¢ B-V, tym gwiazda chlodniejsza), a My
jest absolutna wielkoscig gwiazdowg w filtrze V (im mniejsza
warto$¢ My, tym jasniejsza gwiazda). Widaé, ze w Plejadach nie
ma czerwonych olbrzymoéw, a ciag gléwny zawiera gwiazdy goretsze
i jasniejsze niz w gromadzie M 67. W gromadzie M 67 najliczniejsze
sg gwiazdy ciggu gléwnego, ale duzo jest w niej gwiazd na galezi
czerwonych olbrzymoéw i wystepuja dos¢ licznie biekitni maruderzy
(BM — gwiazdy goretsze i jasniejsze niz gwiazdy odchodzace od ciggu
gléwnego na galaz czerwonych olbrzymoéw).



Na galezi olbrzymoéw znajduja sie obiekty o masie
niewiele wigkszej niz jej najmasywniejsze w danym
czasie gwiazdy ciagu gléwnego. W najstarszych
znanych gromadach, takich jak gromady kuliste
naszej Galaktyki, ktore licza juz kilkanadcie miliardéw
lat, najmasywniejsze gwiazdy ciagu gtéwnego maja
masy troche mniejsze od stonecznej, a ich jasno$é

i temperatura powierzchniowa jest podobna jak
obecnego Stonca. Jest to zgodne z modelem ewolucji
pojedynczej gwiazdy ciagu gtownego. Jednak

w gromadach mozna znalez¢ gwiazdy jasniejsze

i goretsze od tych, ktore zeszly juz z ciagu gléwnego.
Wydaja sie pozostawaé na ciaggu gtéwnym diuzej niz
wiekszos$¢ gwiazd, ktéra juz przeszia na dalszy etap
ewolucji. Te wtasnie gwiazdy nazywamy btekitnymi
maruderami (BM).

Ich polozenie na diagramie kolor-jasnos¢ moze
sugerowad, ze sa mtodsze niz pozostale gwiazdy
gromady. Jedna z hipotez ttumaczacych ich istnienie
wskazywala na mozliwosé przechwycenia przez gromade
gwiazd mlodszych niz te, ktére ja tworza. Jest to jednak
bardzo malo prawdopodobne, bo gromady raczej traca
swoich cztonkoéw, a nie zyskuja nowych.

Problem BM pojawil sie¢ w 1953 roku. Ich obecnosé¢
po raz pierwszy stwierdzil Sandage w gromadzie
kulistej M3. Pézniej wykryto je rowniez w gromadach
otwartych. Po wprowadzeniu do obserwacji
astronomicznych detektoréw CCD liczba znanych BM
zaczela szybko rosnaé, a szczegodlnie istotny postep
dokonat sie po uruchomieniu Teleskopu Hubble’a.
Jego wysoka zdolnosé¢ rozdzielcza umozliwita na

tyle doktadne obserwacje centralnych czesci gromad
kulistych, ze mozliwe stalo si¢ stwierdzenie obecnosci
tam BM. Okazalo sie, ze mozna je spotkaé¢ w kazdej
odpowiednio doktadnie zbadanej gromadzie kulistej

i w wigkszodci starszych gromad otwartych (liczacych
prawie kilkuset milionéw lat). Liczba BM jest dosé
znaczna. W starszych gromadach otwartych mamy
zazwyczaj od kilku do kilkudziesieciu gwiazd tego
typu, w gromadach kulistych, ktére zawieraja znacznie
wigksza liczbe gwiazd, wystepuje zazwyczaj od
kilkudziesieciu do kilkuset BM. Jak na razie, znanych
jest okoto 3000 BM w gromadach kulistych i blisko 2000
w gromadach otwartych. Co ciekawe, istnienie gwiazd
o zbyt dlugim okresie zycia na ciagu gtéwnym nie
ogranicza sie tylko do gromad (choé w nich najtatwiej
jest stwierdzié¢ ich obecno$é). Istnieja bowiem gwiazdy
nazywane niebieskimi gwiazdami o matej metalicznosci,
tj. zawierajace malo pierwiastkoéw ciezszych od helu.
Czeéé ich ma wlasnosci kinematyczne i sktad chemiczny
odpowiadajacy gwiazdom bardzo starym, takim,

jakie tworza gromady kuliste. Sa jednak goretsze

i jasniejsze niz majace taki sam wiek gwiazdy ciagu
gléwnego i mozna je uznaé za odpowiedniki BM, tylko
niezwigzane obecnie z zadna gromada.

Aby badaé, w jaki spos6b BM moga powstawadé, warto
okredli¢ wzgledna czestodc ich wystepowania.
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Przykladowo w najwigkszej z gromad kulistych naszej
Galaktyki, w Cen znamy okolo 300 BM, a jedna
gwiazda tego typu przypada na okolo 100 gwiazd
galezi czerwonych olbrzymoéw i na 12 gwiazd gatezi
horyzontalnej, tj. starych gwiazd o malej metalicznodci,
ktére w swoich wnetrzach stabilnie spalaja hel. Okazalo
sie, co bylo pewnym zaskoczeniem, ze im masywniejsza
i gestsza jest gromada, tym czesto$¢ wystepowania

BM jest mniejsza. W najmniej masywnych gromadach
kulistych i w starych gromadach otwartych czestosé
wystepowania BM jest kilkadziesiat razy wigksza niz

w w Cen i jest praktycznie taka sama jak czestosé
wystepowania niebieskich gwiazd o malej metalicznosci.
Wydaje si¢ wiec, ze w masywnych i gestych gromadach
kulistych wystepuja czynniki hamujace powstawanie
BM.

Istotne informacje o pochodzeniu BM moze daé¢ rowniez
ich potozenie w gromadzie gwiazd. W wigkszosci gromad
kulistych najwiecej BM jest w centrum gromady, a ich
liczba spada ze wzrostem odleglosci od niego.

Zapewne duza cze$¢ BM w gromadach kulistych

i wiekszo$¢ BM w starych gromadach otwartych
powstaje wigc w wyniku zlewania sie ciasnych ukladow
podwéjnych. Z kolei, w gestych jadrach gromad
kulistych, gdzie gestoéé gwiazd jest rzedu 10° na parsek
szeScienny, tj. okoto miliona razy wigksza niz w okolicy
Stonca, mozliwe sg zderzenia gwiazd lub zderzenia
skladnikéw uktadu podwojnego spowodowane bardzo
bliskim przejsciem innej gwiazdy.

Pozycja BM na diagramie HR wydaje sie wiec
potwierdzaé hipoteze, ze powstaja one na skutek
taczenia si¢ gwiazd. Jasno$¢ najjasniejszych BM
odpowiada masie gwiazd ciagu gléwnego okolo dwa
razy wiekszej niz tych gwiazd gromady, ktore koncza
ewolucje na ciggu gléwnym. W przypadku gromad
kulistych BM czesto maja masy okoto 1,3 Mq.

Wiegkszos¢ niebieskich gwiazd o matej metalicznosci
znajduje si¢ w uktadach podwdjnych, z ktorych
czed¢ jest w ukladach o duzych okresach orbitalnych
(powyzej 1000 dni), gdzie drugi sktadnik nie jest
obserwowany. Mozna przypuszczaé, ze swoja duza
jasno$¢ zawdzieczaja materii, ktéra otrzymaly od
towarzyszacej im gwiazdy, gdy byta w stadium
czerwonego olbrzyma. A uklady o dlugich okresach
w gromadach kulistych sa szybko niszczone, wiec nie
staja sie tam zrédlem powstawania BM.

Jednak okreslenie BM jako gwiazdy nalezacej do
gromady i znajdujacej si¢ na diagramie HR na
przedhuzeniu ciagu gtéwnego moze obejmowaé gwiazdy
o roznym pochodzeniu.

Obecnosé BM w stosunkowo mtodych gromadach

(o wieku ponizej miliarda lat) moze tlumaczy¢ hipoteza
efektywnego mieszania wodoru we wnetrzach gwiazd
szybko rotujacych. Dzigki temu gwiazda miataby do
dyspozycji wiecej paliwa niz gwiazda wolno rotujaca.
Mechanizm ten jest istotny dla gwiazd o masach



wiekszych niz 1,56 Mg, ktorych obrét nie jest hamowany
przez wiatr gwiazdowy bedacy wynikiem aktywnosci
magnetycznej.

Jak wida¢, gwiazdy, ktore nazywamy BM, moga
powstawaé na rézne sposoby. ,, Klasyczne” BM powstaly
w wyniku oddziatywania dwodch lub wiekszej liczby
gwiazd, z tym ze mozliwe sa tu procesy bardzo rézne:
przeptyw masy w uktadzie podwéjnym, zlanie sie
sktadnikéw ciasnego uktadu podwdjnego, zderzenie
gwiazd uktadu podwdjnego na skutek bliskiego
przejscia innej gwiazdy czy tez zderzenie dwoch gwiazd
pojedynczych w gestym centrum gromady kuliste;j.

Tak wiec zagadnienie powstawania BM z pewnoscia

-

jeszcze dlugo bedzie przedmiotem zainteresowania
astronomow.

A przysztos¢ BM? Wszystko na to wskazuje, ze
podlegaja tym samym prawom ewolucji, co pozostale
gwiazdy. Kiedy skoncza pali¢ w centrum wodér, stang
sie chlodniejsze, zwigksza swoje rozmiary (odejda na
galaz olbrzyméw) i cho¢ beda jasniejsze niz obecnie,

to najprawdopodobniej nie beda sie wydawaly juz tak
intrygujace. O ich nietypowej przesztosci mozna bedzie
wtedy sie dowiedzie¢ za pomoca doktadnych obserwacji
spektroskopowych, ktére moga wykaza¢ niezwykty sklad
chemiczny bedacy wynikiem zlania sie dwoch gwiazd lub

tez wiekszej niz zazwyczaj predkosci rotacji.

.e*‘;s.

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 713. W prézni umieszczono kulisty balonik o promieniu Ry wypelniony

gazem. Wewnatrz tego balonika znajduje sie inny balonik, o promieniu Ra,

wypelniony tym samym gazem. Jaki bedzie promien zewnetrznego balonika po
peknieciu tego wewnetrznego, jesli temperatura gazu nie zmieni sie? Przyjaé,
ze powierzchnia balonika wywiera na gaz ci$nienie odwrotnie proporcjonalne do
jego promienia.

Rozwiazanie na str. 16

F 714. W dtugiej waskiej probéwce, wypelnionej powietrzem, znajduje sie
kropla rteci. Gdy rurka lezy poziomo, rte¢ znajduje si¢ w odlegtosci 1 od konca
probéwki, a gdy jest pionowa — w odlegtosci lo. W jakiej odleglosci znajdzie sie
kropla rteci po odwréceniu probowki ,do géry nogami”?

Rozwiazanie na str. 21

Redaguje Waldemar POMPE

M 1201. Dowiesé¢, ze dla kazdych dodatnich liczb catkowitych a, b, ¢ spelniona
jest nieréwnosé

V2a+ V2 +vV2e <Va+b+Vb+c+veta.

Rozwiazanie na str. 7

M 1202. Rozstrzygnaé, czy istnieje takich 100 réznych liczb catkowitych
dodatnich, z ktérych kazda jest dzielnikiem sumy pozostatych 99 liczb.
Rozwiazanie na str. 14

M 1203. Punkty D, E, F' leza odpowiednio na bokach BC, C' A, AB tréjkata
ABC' (rysunek). Promien okregu opisanego na tréjkacie ABC wynosi R.
Wykazaé, ze pole trojkata DEF' jest réwne

1

15 (BD CE-AF + DC-EA-FB).

Rozwigzanie na str. 15

10



Maia aelld

Zadania od mmm*

1. Jaka jest rozwartos¢ kata x na kazdym z rysunkow?
27°

ANGLS)

Na rysunkach przyjeto konwencje, ze miara przypisana tukowi oznacza miare kata srodkowego opartego na tym tuku.

2. Jaka jest dlugo$é odcinka z na kazdym z rysunkéw?

Liczba oznacza diugo$é¢ odcinka miedzy sasiednimi kropkami.

* mmm — magazyn milosnikow Sprobuj odpowiedzieé¢ sam, ale w razie czego na nastepnej stronie
matematyki; http://www.mmm.uni.wroc.pl Znajdziesz wskazowki.

11
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Rys. 1. a+ B+~ =180° = v + §, wiec
a+ B =06.

Rys. 2

Rys. 6

Z tego wynika natychmiast, ze dla
dowolnych dwéch siecznych (lub
stycznych) z P przecinajacych okrag

w punktach Ay i By oraz Az i B2 mamy
PAy - PBy = PAs - PBs, co pozwala
rozwigza¢ zadanie 2.

Zadania trudniejsze

3. Przez $rodek C tuku AB, na

ktérym oparty jest kat ostry wpisany,
poprowadzono cigciwy CD i CE
przecinajace AB w punktach H i F.
Wykaz, ze na czworokacie DEF H mozna
opisa¢ okrag.

4. W kat wpisano dwa okregi, przy
czym Ap i Bi sa punktami stycznosci
pierwszego okregu, a Ax i By —
drugiego. Odcinek A; Bs przecina te
okregi w punktach Cy i Co. Wykaz, ze
A1 Cl = Ang.

Rozwigzania wszystkich zadan mozna
znalez¢ na stronie 24.

Rys. 3

Rys. 7

Wskazowki

Poniewaz suma katow w trojkacie to 180°, wiec kat zewnetrzny trojkata
jest réwny sumie katéw wewnetrznych do niego nieprzylegtych. Wynika
z tego od razu, ze w okregu kat wpisany (czyli miedzy cieciwami

o wspélnym koncu) i kat dopisany (czyli miedzy cieciwa i styczna

w jednym z jej koncéw) sa réwne polowie kata srodkowego opartego

na tym samym tuku. Dowdd pierwszego faktu demonstruja rysunki

— na rysunku 2 mamy 2¢ = «, w innych przypadkach katy te daja

sie przedstawi¢ jako suma (rys. 3) badZ jako réznica (rys. 4) sytuacji

z rysunku 2. Do dowodu drugiego potrzeba jeszcze wiedzieé, ze katy

o ramionach odpowiednio prostopadlych sa réwne (rys. 5).

«o A
ﬂ

Rys. 4

< d!
‘\b

Rys. 5

Mniej znany jest fakt, ze te zaleznosci sa szczegdlnymi przypadkami
twierdzenia

kaqt, ktorego ramiona sq zawarte w siecznych lub stycznych do okregu, jest
polowq sumy (jesli wierzcholek kqta jest wewnqgtrz albo na okregu) lub
roznicy (jesli jest na zewnagtrz) kqtow Srodkowych opartych na lukach,
ktore ten kgt wyznaczajq.

Dowdd jest przedstawiony na rysunkach 6, 7, 81 9.

Rys. 8 Rys. 9

To twierdzenie pozwala rozwiaza¢ bez klopotu zadanie 1. Aby rozwiazaé
zadanie 2, wygodnie jest zna¢ twierdzenie

jesli sieczna przechodzqca przez P przecina okrgg o $rodku S i promieniu r
w punktach A i B (moze tez by¢ A= B), to P .PB=PS% 12,

Dowdéd twierdzenia demonstrujg rysunki 10, 11 i 12. Na kazdym z nich
przez P prowadzimy sieczng przez S i mamy z podobienstwa trdjkatow

PAQi PRB

PA_PR - i PA.PB=PQ.PR=(PS—r)(PS+r)= PS?—r2.

PO~ PB

B P A

e

) 2\
<>
B

R R

Rys. 10 Rys. 11 Rys. 12
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O zmiennych losach losowosSci w informatyce Andrzej WALAT

Zagadnienie losowosci wystepuje we wszystkich naukach i we wszystkich
los losowoéci jest bardzo podobny. Najpierw — czesto dosé dlugo — byta
zagadnieniem marginalnym, z trudem akceptowanym jako powazne zagadnienie

naukowe, a potem nagle znalazta sie¢ w centrum zainteresowania. Podobnie jest
w informatyce. Kiedy bylem studentem, w latach szeéédziesiatych dwudziestego
wieku, uczono mnie, ze algorytm to $cisty przepis rozwiazania jakiegos

problemu, spelniajacy pie¢ podstawowych warunkéw: dyskretnosé, okreslonosé,

masowos¢, elementarnosé i kierunkowo$é.

Dyskretnos¢ oznacza, ze algorytm dyktuje postepowanie ,krokowe” — krok po

kroku.

Okreslonos¢ oznacza, ze wynik kazdego kroku musi by¢ jednoznacznie
zdeterminowany przez aktualny stan obliczen, nie moze zaleze¢ od rzutu moneta.

[ e® L5
e .
i_ j ~ Masowos¢ oznacza, ze algorytm nie jest przepisem obliczenia jakiegos jednego

liczb dziesietnych.

konkretnego wyniku dla ustalonych danych, na przyklad sumy dwéch liczb
12345 oraz 737215, lecz przepisem, jak rozwiazaé¢ pewien problem ogdlny dla
dowolnych danych z ustalonego zbioru, np. jak obliczy¢ sume dowolnych dwdch

Elementarno$¢ oznacza, ze wykonawca algorytmu umie wykonywaé¢ pewne

Literatura

Dijkstra E.W. (1985). Umiejetnosé
programowania. Warszawa: WNT.

Mitzenmacher M., Upfal E. (2005).
Probability and Computing. Randomized
Algorithms and Probabilistic Analysis.
Cambridge: Cambridge University Press

Algorytm to w informatyce pojecie fundamentalne,

a te Swiete zasady, ktore okreslaliSmy jednym stowem
DOMEK, stanowily fundament gmachu informatyki.
Musiato minaé troche czasu, zanim kilku $miatkow
odwazylo sie wyjéé¢ poza DOMEK i zaczelo rozwazaé
rowniez takie algorytmy, w ktorych dopuszceza sie
rzucanie moneta. Nazywano je poczatkowo algorytmami
niedeterministycznymsi i mialy one status troche
podobny jak malarstwo abstrakcyjne w poczatkowym
okresie rozwoju. Malarz abstrakcyjny to cztowiek,
ktory pokrywa plétno farba, ale trudno go uznaé

za prawdziwego artyste malarza. Ale juz w latach
siedemdziesiatych Edsger Dijkstra w znanej ksiazce
Umiejetnosé programowania napisat:

,Patrzac wstecz mozna zauwazy¢, ze wiele problemoéw
... wyniklo wylacznie z uprzedzenia, kazacego
przypisywaé nieuzasadniona wage determinizmowi
obliczen. Doszedlem w koncu do tego, ze traktuje
niedeterminizm jako sytuacje normalna, determinizm
zas — jako niezbyt ciekawy przypadek szczegdlny”.

Wspblczesne podejscie do losowosci w informatyce
dobrze wyrazaja Mitzenmacher i Upfal (2005).

»W nauce w ciggu ostatniego XX stulecia
zaakceptowalismy losowos¢, jako istotny element
modelowania i analizowania natury. Na przyktad

w fizyce, prawa Newtona uksztaltowaly przekonania
wielu ludzi, ze Swiat jest deterministyczny, ale powstanie
teorii kwantéw sugeruje inny punkt widzenia. Zjawiska
we wszech$wiecie przebiegaja nadal wedlug praw
przyrody, ale kosécem tych praw jest probabilistyka.
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ustalone czynnosci (elementarne) bez dodatkowych wyjasnien — jest okreslony
zbiér operacji elementarnych.

Kierunkowos$¢ oznacza, ze po wykonaniu kolejnego kroku obliczen algorytm
jednoznacznie okresla kierunek dalszych obliczen, tzn. jaka ma by¢ nastepna
operacja. Co trzeba robi¢ dalej, nie moze zaleze¢ od rzutu moneta.

Losowos¢ odgrywa kluczowa role praktycznie

w kazdym obszarze nauki: w genetyce, w teorii ewolucji
i w modelowaniu zmian cen w ekonomii wolnorynkowej.
Informatyka nie jest wyjatkiem. W ostatnich dwéch
dekadach nastapit niebywaly wzrost zastosowan metod
probabilistycznych w nowoczesnej informatyce”.

We wspolczesnej informatyce powszechnie buduje sie

i stosuje algorytmy niedeterministyczne, ale méwiac

i piszac o nich, zwykle nie czujemy potrzeby, by
dodawaé przymiotnik ,niedeterministyczny” — bo

to sa normalne algorytmy. Praktycznie w kazdym
jezyku programowania wystepuja funkcje pierwotne
dajace losowe wyniki. Na przyktad w Logomocji jest to
funkcja pierwotna losowa :n, ktéra dla danej dodatniej
liczby calkowitej n daje w wyniku losowo wybrana
nieujemna liczbe calkowita mniejsza niz n, oraz funkcja
los :lista, ktéra daje w wyniku losowo wybrany
element danej listy. Tej pierwszej uzywatem wielokrotnie
w opublikowanych odcinkach Logomotywow, tej drugiej
uzyje w przyszlosci jeszcze nie raz.

To wszystko, co napisalem powyzej, jest rodzajem
usprawiedliwienia faktu, ze w pieciu spoérod szesciu
dotychczas opublikowanych odcinkéw kolumny
Logomotywy tematem byty problemy i algorytmy
losowe. Losowos¢ jest sktadnikiem otaczajacej nas
rzeczywistosci, jak tlen jest skladnikiem powietrza.

W szkole zyjemy w specjalnych warunkach troche pod
kloszem, szczegdlnie w polskiej szkole prawie nie ma
losowosci, ale jesli szkota ma nas przygotowaé do zycia,
to musimy czasem wyjrze¢ poza ten szkolny domek.



Rozwigzanie zadania M 1202.
Wykazemy indukcyjnie, ze dla kazdej
liczby naturalnej n > 3 istnieje n réznych
liczb, z ktérych kazda jest dzielnikiem
sumy n—1 pozostatych liczb.

Dla n = 3 liczby 1, 2, 3 spelniaja
powyzszy warunek. Przyjmijmy wiec,
ze sposrod réznych liczb catkowitych
dodatnich a1, as, ..
dzielnikiem sumy pozostalych liczb.
Warunek ten oznacza, ze dla kazdego
i=1,2,...,n, liczba a; jest dzielnikiem
liczby a1 + a2 + ...+ a,. Rozpatrzmy
n 4+ 1 liczb:

()
Wykorzystujac zatozenie indukcyjne
wnioskujemy, ze kazda z tych liczb jest
dzielnikiem sumy tych liczb, czyli liczby
2(a1 + a2+ ...+ an). Zatem kazda
sposréd liczb () jest dzielnikiem sumy

., an kazda jest

a1,a2,...,0n,a1+ta2+ ... +an .

pozostalych liczb. Dowéd indukcyjny
zostal zakonczony.

W wigkszosci rzeczywistych przypadkéw
nie istnieje ograniczenie na t, czyli
horyzont czasowy jest nieskorniczony.
Dodatkowo wprowadza si¢ pewne
czynniki, ktére deprecjonuja zyski

w odleglej przysztosci. Zaklada sig,

ze bardziej istotny jest zysk osiggany
najszybciej (dlugoterminowe kalkulacje
s tez mniej pewne z powodu wielu
nieprzewidywalnych czynnikéw).

*Instytut Matematyczny PAN

Roéownanie Bellmana ~ Wojciech KRYNSKI*

Wyobrazmy sobie Robinsona, ktéry po katastrofie okretu dostaje si¢ na
bezludna wyspe. Wéréd wyrzuconych na brzeg przedmiotéw znajduje skrzynie

z ziarnem. Po kilku prébach udaje mu si¢ opanowaé technologie wypieku

chleba. Jednak ilos$¢ ziarna jest ograniczona, a Robinson zdaje sobie sprawe, ze
prawdopodobnie na wyspie pozostanie do konca zycia. Dlatego postanawia, ze co
roku bedzie dzielil zboze na dwie czesci. Jedna bedzie sial, a druga konsumowatl.
Pragnie zrobi¢ to w sposob dajacy mu najwieksza korzysé.

Problem Robinsona jest jednym z typowych probleméw wystepujacych

w ekonomii. Dane sa zasoby, ktérymi nalezy dysponowaé¢ w taki sposob,

aby uzyskac¢ jak najwigkszy zysk. Innymi stowy, nalezy zmaksymalizowac
wartos¢ pewnej funkcji. Podstawowsa trudnosé stanowi diugi okres, w jakim
rozwazany jest problem. Liczba zmiennych jest na tyle duza, ze standardowe
kryteria na maksimum funkcji, na przyklad zerowanie sie pochodnych, staja sie
nieefektywne. Aby lepiej zrozumie¢ problem, wréémy do Robinsona.

Zalozmy, ze z kazdego zasianego kilograma zboza po roku mozna zebra¢ dwa
kilogramy plonéw. Dla uproszczenia pomijamy wszystkie czynniki zewnetrzne,
takie jak mozliwe susze i inne kleski. Oznaczmy przez x(t) ilo$é¢ zboza, jaka
posiada Robinson w roku ¢, a u(t) niech bedzie iloscia zboza konsumowana

w tym roku. Zatem

x(t+1) =2(x(t) —u(t))
i oczywiscie spelnione jest ograniczenie u(t) € [0, 2(t)]. Ponadto przyjmujemy, ze
w znalezionej skrzyni byto 100 kg zboza, czyli
x(0) = 100
(Robinson zaczyna liczyé¢ lata od momentu przybycia na wyspe). Zakladamy

tez, ze korzys¢ h, jaka czerpie Robinson z konsumowanego ziarna, zalezy
logarytmicznie od jego ilosci. Dokladniej

h(u) = In(u).
Aby uprosci¢ problem, zakladamy, ze Robinson szacuje, iz bedzie zyl jeszcze 40
lat. Zatem naszym celem jest znalezienie takich u(0),. .., u(40), ze suma

h(u(0)) + h(u(1)) + - - - + h(u(40))

jest maksymalna.

Prosta strategia rozwiazywania tego typu probleméw zostala opracowana przez
Richarda Bellmana w latach pieé¢dziesiatych dwudziestego wieku. Nazywa sig
ona programowaniem dynamicznym i opiera si¢ na zasadzie optymalnosci, ktora
w przypadku Robinsona przybiera nastepujaca postac:

Jesli szacowana dlugosé Zycia Robinsona wynosi 40 lat, a cigg
u(0),u(l),...,u(40) jest optymalny dla warunku poczgtkowego x(0), to dla
kazdego t € {1,...,40} cigg u(t),u(t +1),...,u(40) jest optymalny dla warunku
poczatkowego x(t) i szacowanej dlugosci Zycia 40 — t.

Jest to konsekwencja nastepujacego rozumowania. Gdyby ciag u(t), ..., u(40)
nie byl optymalny dla warunku poczatkowego x(t), to istnialby lepszy ciag
v(t),...,v(40). Wéwczas ciag u(0),...,u(t —1),v(t),...,v(40) bylby lepszy
od ciagu u(0),...,u(40), o ktérym zakladaliSémy, ze jest optymalny. Czyli
otrzymalibySmy sprzecznoscé.

7 zasady optymalnosci wynika, ze problem Robinsona mozna rozwiazywaé ,od
konica” (Czytelnik proszony jest o zatrzymanie siec w tym miejscu, jesli nie jest
pewny, ze rozumie zasade optymalnosci; jest ona naprawde prosta). Oznaczmy
przez Vi (x) maksymalna korzy$é, jaka Robinson moze osiagnaé przez 40 — t lat
z warunkiem poczatkowym x. Zatem

Vi(x) = max

h(u(t)) + - -+ h(u(40)),
u(t)€[0,z(t)],...,u(40)€[0,x(40)] ( ( )) ( ( ))

gdzie 2(t) = z. W szczegdlnosci obliczajac V5 (100), otrzymujemy maksymalna
korzy$¢ Robinsona w wyjsciowym problemie.
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Bardziej ogélnie réwnanie przybiera
postaé

Vi() = max Ve (£(w,u, 1)) + h(, u, 1),
u€e

gdzie U to pewien zbiér ograniczen, f to
funkcja przejscia, a h to funkcja korzysci.
Obie funkcje moga zalezeé od zasobdéw z,
sterowania w i czasu t.

W dniach 26-27 wrzesnia 2008

roku, na Wydziale Fizyki UAM

w Poznaniu, pod patronatem
Dziekana oraz Polskiego Towarzystwa
Fizycznego i Polskiego Towarzystwa
Astronomicznego, organizowany

jest Ogolnopolski Festiwal Nauki
Przyrodnicze na Scenie 3, ktéry
stanowi kontynuacje bardzo udanych
trzech poprzednich festiwali Fizyka
na Scenie, dwoch festiwali Nauki
Przyrodnicze na Scenie oraz trzech
europejskich festiwali Physics on Stage
i dwéch festiwali Science on Stage.

Wystepy zespoléw beda oceniane

w trzech kategoriach:

e demonstracje zjawisk,

e dzialania artystyczne zwiazane

z fizyka, naukami przyrodniczymi oraz
astronomia i naukami o przestrzeni
kosmicznej (przedstawienia teatralne,
fotografie, rysunki, formy przestrzenne,
wiersze itp.),

e pokazy multimedialne z zakresu nauk
przyrodniczych i nauk o przestrzeni
kosmicznej.

Do Poznania zaproszone zostang

osoby 1 zespoly (w sumie okolo

200 o0s6b), wybrane przez Krajowy
Komitet Organizacyjny, ktére do

3 czerwca 2008 roku zgtosza propozycje
wystepow.

Pelng informacje o festiwalu mozna
znalez¢ na stronie
http://main3.amu.edu.pl/ fizscena/.

Przewodniczacy KKO
Prof. Wojciech Nawrocik

Bezpodrednio z zasady optymalnosci dostajemy réownanie Bellmana
Vi(@) = max Vier(2(e —u(®)) + h(u(®)),
u(t)€[0,z]
gdzie, tak jak wczesniej, wartosé 2(x — u(t)) jest iloscia zboza w roku ¢ + 1, o ile
w roku ¢ bylo x zboza. Zakladamy dodatkowo, ze
‘/41 (I) = 07
co oznacza, ze po Smierci Robinson nie czerpie juz zadnych korzysci ze zboza.
Zauwazmy tez, ze u(t), ktére maksymalizuja kolejne Vi1 (2(z — uw)) + h(u), daja
szukana strategie optymalna.

Przejdzmy teraz do rachunkéw. Majac V1, chcemy obliczyé Vi, korzystajac
z rownania Bellmana. Dostajemy
Vio(z) = Vi (2(z — u(40))) + h(u(40)) =

max
u(40)€[0,z]

ax 1 40)).
U(4I£€)[%J,w] n(u(40))
Logarytm jest funkcja rosnaca, wiec maksimum bedzie na koncu przedziatu.
Mamy zatem Vio(x) = In(x) oraz u(40) = x(40). Wynika stad, ze przed $miercia

Robinson powinien spozy¢ cale zboze.

Obliczamy nastepnie V39, ponownie stosujac rownanie Bellmana.
Vao () In(2(z — u(39))) + In(u(39)) = In(2(z — u(39))u(39)).

max
u(39)€[0,z]

max
u(39)€[0,z]

Jak wczedniej, korzystamy z faktu, ze logarytm jest funkcja rosnaca
i wnioskujemy, ze szukane 4(39) bedzie punktem maksimum funkcji kwadratowej

pu) =2(x —u)u
na przedziale [0, z]. Bez trudu obliczmy, ze jest ono przyjmowane dla v = %x
Zatem Vg () = In(32?) oraz u(39) = $2(39). Proces ten mozemy kontynuowac.
Jako ¢wiczenie pozostawiamy indukcyjny dowdd, ze dla ¢ < 39
417t)

(" ~
‘/t(iE) =1In WI’ZH ¢

e (t):

oraz u(t) =
Podsumowujac, wnioskujemy, ze optymalna strategia Robinsona, przy przyjetych
zalozeniach, powinna wyglada¢ nastepujaco. W pierwszym roku powinien
przeznaczy¢ on na spozycie ﬁ zboza, ktére posiada, w kolejnym roku %,

potem % etc. ad mortem... Zauwazmy jednak, ze w rozwazanym modelu, jesli
wydluzymy czas zycia Robinsona, to ilo$¢ wyhodowanego zboza bedzie rosnaé
do nieskonczonosci. Jest to, oczywiscie, fizycznie niemozliwe. Rozsadnie jest wiec

wprowadzi¢ ograniczenie na x w postaci

z(t+ 1) = min{2(x(t) — u(t)), zaprax}-
Stosujac rownanie Bellmana, mozna bez trudu pokazaé, ze dla takiego problemu
optymalna strategia Robinsona, az do osiagniecia x4 x, wyglada tak, jakby
nie bylo ograniczen. Natomiast, gdy krytyczna warto$¢ zostanie osiagnieta,
optymalna ilos¢ zboza przeznaczonego do konsumpcji wynosi %I MAX -

Rozwigzanie zadania M 1203.
Niech = BD, y = CE, z = AF oraz p = DC, q = EA, r = FB. Oznaczmy przez [F| pole figury F.
Wéwcezas

g AEF
[ABC]:(w+p)(y+q)(Z+7) oraz | 1 _ zq 7
4R [ABC]  (y+q)(z+r)
skad uzyskujemy
(AEF) = 24 +P)
4R ’
Analogicznie dowodzimy réwnodci
[BFD] = w oraz [CDE] = % .
Zatem
[DEF]| =[ABC] — [AEF]| — [BFD] — [CDE] =

1 1
i ((1‘ +p)y+a)(z+7r)—zq(@+p) —ar(y+q9) —yp(z + 7')) = (g @z trar),

co nalezato wykazac.
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Wykorzystanie inwersji wzgledem okregu
w dowodzie twierdzenia o n+2 okregach stycznych
Jest to skrét pracy nagrodzonej srebrnym Mat@’U,SZ PL UTA

medalem w Konkursie Uczniowskich Prac
z Matematyki w 2007 roku.

W swojej pracy podjatem prébe zbadania pewnych ciekawych wtasnosci

przeksztalcenia geometrycznego, jakim jest inwersja wzgledem okregu, oraz
wykorzystania ich w dowodzie tytutowego twierdzenia.

Na poczatek przypomnienie podstawowych faktow
dotyczacych inwersji i potegi punktu wzgledem okregu.

Inwersja wzgledem okregu o srodku O i promieniu r

to przeksztalcenie, ktére kazdemu punktowi P # O
przyporzadkowuje punkt P’ lezacy na pdlprostej

OP i speliajacy warunek OP - OP’ = r?. Inwersja

jest przeksztalceniem, ktére jest odwrotne samo

do siebie, przeprowadza przecinajace si¢ krzywe na
krzywe przecinajace si¢ pod tym samym katem,
przeprowadza okregi przechodzace przez O na proste,

a nieprzechodzace przez O na okregi. Z tego, ze
inwersja zachowuje katy, natychmiast wynika, iz okregi
przecinajace okrag inwersyjny pod katem prostym
(ortogonalne do niego) przechodza w inwersji same

na siebie. Wobec tego okrag o érednicy PP’ jest
ortogonalny do okregu inwersyjnego. Ponadto kazdy

z punktéw przecigcia dwoch okregéow ortogonalnych do
okregu inwersyjnego jest obrazem inwersyjnym drugiego,
co pozwala wyrazi¢ definicje inwersji jedynie za pomoca
pojecia ortogonalnosci.

Udowodnijmy najpierw

Potega punktu P wzgledem okregu o srodku O

i promieniu r to liczba OP? —r? (jest o tym mowa takze
na stronie 12 — warto zajrzec¢) — jest ona zatem dodatnia
dla punktow lezacych poza kolem ograniczonym tym
okregiem i ujemna wewnatrz. Gdy jest dodatnia,

jest kwadratem dlugodci odcinka stycznej z punktu

P do punktu stycznosci do okregu. Wynika stad od

razu konstrukcja okregu ortogonalnego do okregu
inwersyjnego, majacego $rodek na zewnatrz — jego
promien to pierwiastek potegi jego Srodka. Wazna
wlasnoscia potegi jest fakt, ze zbiér punktow majacych
jednakowa potege wzgledem dwdch niekoncentrycznych
okregdw « i 3 jest prosta (prosta potegowa — oznaczam
ja 19). Kazdy punkt tej prostej lezacy na zewnatrz tych
okregow jest wobec tego srodkiem okregu ortogonalnego
do obu z nich. Dla trzech okregéw o niewspétliniowych
srodkach proste potegowe kazdej z par przecinaja sie

w jednym punkcie ($rodek potegowy) — gdy lezy on na
zewnatrz okregdw, jest srodkiem (jedynego) okregu
ortogonalnego do wszystkich trzech.

Lemat o 3 + 2 okregach stycznych. Niech a i 8 bedg ustalonymi okregamsi
o nieroztgcznych wnetrzach. Niech vy, va, vg bedg okregami stycznymi do jednego
z danych okregow zewnetrznie, a do drugiego wewnetrznie. Niech A; oraz B; (dla
i =1, 2, 3) bedg punktami styczno$ci v; odpowiednio do okregéw «v i 3. Wtedy

proste A1 By, A2Ba, A3Bs oraz U2, |42

U3 5, s y s s
ok, 102, 108 przecinagq sie w jednym punkcie

(rysunek 1 przedstawia dwie takie sytuacje).

-]

Rozwigzanie zadania F 713.

Cisnienie w pierwszym baloniku jest
réwne p; = o/ Ry, a w drugim

p2 = p1 + a/R2. Po peknigciu drugiego
balonika ci$nienie bedzie réwne p = a/R.
Z prawa Boyle’a—Mariotte’a mamy, ze

p1V1 + p2Va = pV,
gdzie Vi = 4w (R} — R3)/3, Vo = 4w R} /3,
V = 47 R% /3. Stad otrzymujemy

R= T,

Rys. 1

Okregi v1, v, v3 zostaly tak zdefiniowane, ze ich $rodek potegowy (oznaczmy go
przez () lezy na zewnatrz kazdego z nich. Wobec tego istnieje okrag ortogonalny
jednoczesnie do okregéw v1, v2 oraz v3, nazwijmy go @i, vevs- Jak bedzie
wygladal ten uklad 3 + 2 okregéw stycznych w inwersji wzgledem @ 1 4, vyvs !
Poniewaz okrag ¢ ., v,0s jest ortogonalny do okregdéw vy, ve oraz vs, wiec te
ostatnie przejda same na siebie. Okrag o przejdzie na okrag styczny do obrazéw
okregdéw vy, U2, U3, czyli na okrag styczny do vy, ve, vs, lecz wewnetrzna
styczno$é zmieni sie na zewnetrzng i odwrotnie. Taki okrag jest tylko jeden i jest
nim okrag (. Zatem okregi o i § sa obrazami odpowiednio okregéw 0 i o w tej
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inwersji. Stad wynika, ze punkty A; oraz B; sa obrazami odpowiednio punktdw
B; oraz A;. Co za tym idzie, proste Ay By, A3Bs, A3Bs przejda w tej inwersji
na proste A1 By, AsBs, A3Bj3. Skad juz wniosek, iz wszystkie one musza
przechodzi¢ przez srodek okregu inwersyjnego. A przeciez jest to punkt wspolny
prostych [p1, [02, [V2, jako ze jest to rodek okregu ¢ 1, vy05, €O koficzy dowdd
lematu.

Mozemy teraz przej$¢ do tytulowego twierdzenia.

Twierdzenie o n + 2 okregach stycznych. Niech « i 8 bedq ustalonymi
okregami o nierozlgcznych wnetrzach. Niech vy, va, ..., v, bedg okregami
stycznymi do jednego z dwoch danych okregow zewnetrznie, a do drugiego
wewnetrznie. Niech A; oraz B; bedg punktami stycznosci v; odpowiednio do
okregéw o i B. Wtedy proste A1B1, AsBa, ..., ApBy oraz [Ji dla i # j (gdzie
i,j€{1,2,...,n}) przecinajqg sie w jednym punkcie.

Rys. 2

Na mocy lematu zastosowanego do trojki okregdéw vy, ve oraz vs wiemy,

iz proste A1 By, AaBa, A3B3 i [}, V2, |2 przetng si¢ w jednym punkcie,
nazwijmy go Q. Jednakze na mocy tego samego lematu zastosowanego dla
okregbéw v1, v oraz vy (dla dowolnego k € {4,5,...,n}) wiemy, ze proste A1 B,
AoBo, ApBy i |31, 102, [oF przetng si¢ w punkcie Q' = @, gdyz proste A By,
Ay Bs przecinaja sie¢ w punkcie Q. A to konczy dowdd twierdzenia.

Przytocze teraz kilka innych udowodnionych przeze mnie faktow.

Punkt, przez ktéry przechodza ,wszystkie proste” z Twierdzenia o n + 2
okregach stycznych, jest érodkiem jednokladnosci wewnetrznej okregow «v i 3.
Wystarczy skorzystacé z definicji inwersji wzgledem okregu i tak przeksztalci¢
wzér, aby uzyskaé definicje srodka jednokladnosci wewnetrznej dwoch okregéw.

Srodki okregéw z Twierdzenia o n 4 2 okregach stycznych, ktére sa styczne do
okregdéw « i [, leza na jednej elipsie. Ogniskami tej elipsy sa srodki okregow
a i B, a suma odlegtosci dowolnego jej punktu od ognisk tej elipsy jest rowna
sumie dlugosci promieni okregéw « i 8 (rys. 3).

Trzy okregi: dwa zadane i okrag, w inwersji wzgledem ktorego jeden z zadanych
okregdw jest obrazem drugiego, maja wspélna o$ potegowa oraz wspolna rodzine
okregéw ortogonalnych.

Na koniec — zadanie mojego autorstwa, w rozwiazaniu ktérego przydaja sie
twierdzenia i wlasnosci przytoczone powyzej. Dany jest ostrokatny tréjkat
ABC, a punkty K, L oraz M sa srodkami odpowiednio bokow BC', C'A oraz
AB. Niech « i 8 beda okregami opisanymi odpowiednio na tréjkatach ABC

i KLM. Dowied¢, ze $rodki czterech okregdw stycznych rownoczeénie do o i 3
— przy czym dwa z nich sg styczne w punktach A 1 B do «, a pozostate dwa
w punktach K i L do 8 — sa wierzchotkami réwnolegloboku (rys. 4).
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Rys. 1. Schemat elektryczny generatora
samodlawnego.

Rys. 2. Wyglad rdzenia cewek ze szpulka.

I,

Z

Rys. 3. Zastosowanie generatora
samodlawnego do napedu wahadla
matematycznego.

Budujemy generator samodlawny
Stanistaw BEDNAREK

Nazwa tego generatora nie brzmi moze zbyt sympatycznie. Mimo to generator
samodlawny charakteryzuje si¢ bardzo prosta konstrukcja i zasada dziatania.
Dlatego tez warto go zbudowaé, nawet jezeli jest si¢ osoba, ktoéra dotychczas

z elektronika nie miata wiele wspdlnego.

Schemat elektryczny generatora samodlawnego przedstawia rysunek 1. Widzimy
tutaj jeden tranzystor T', dwie cewki L; i Lo oraz diode D. Cewka L; ma
wieksza liczbe zwojéw i zostala wlaczona w obwodzie emitera tranzystora.
Cewka Ly — o mniejszej liczbie zwojow, wlaczona jest w obwodzie bazy. Obie
cewki umieszczone sa na wspélnym rdzeniu ferromagnetycznym R. W poblizu
konca rdzenia moze poruszaé sie niewielki magnes M. Bieguny zrodta zasilania
przylaczone sa w ten sposéb, ze tranzystor, jak mawiaja elektronicy, jest
zatkany. Oznacza to, ze oba obwody — emitera i bazy, spolaryzowane sa
zaporowo i nie ptynie w nich prad elektryczny.

Zasada dzialania generatora samodlawnego jest nastepujaca. Kiedy jeden

z biegunéw magnesu M zbliza sie do cewki L, wéwczas indukuje on dodatkowe
napiecie w obwodzie emitera. W wyniku tego potencjal bazy ulega zmianie

i tranzystor przechodzi do stanu przewodzenia. W tym stanie w obwodzie
kolektora pojawia si¢ impuls pradu, ktory przepltywa przez cewke Lo i wytwarza
pole magnetyczne odpychajace magnes M. Stan przewodzenia tranzystora
utrzymuje sie tylko w krotkim okresie czasu — trwajacym zwykle kilka
milisekund, kiedy zblizajacy sie magnes indukuje napiecie w obwodzie bazy.
Podobny czas trwania ma impuls w obwodzie kolektora. W ten sposob generator
dostarcza do poruszajacego sie magnesu dodatkows energie pobierana ze zrodla
zasilania i uzupelniajaca straty energii spowodowane oporami ruchu magnesu.
Dioda D stuzy tylko do zabezpieczenia generatora przed wzbudzaniem sie
niepozadanych oscylacji w obwodzie kolektora i jej zastosowanie moze okazaé
sie niekonieczne.

Do zbudowania generatora samodlawnego niezbedny jest dowolny tranzystor
sredniej mocy, malej czestotliwosci, np. typu BD 127-129, BD 135-140, BD

354. Z dobrym skutkiem mozna wykorzystac starsze tranzystory germanowe

TG 50-55, TG 70-72 lub ADP 365. Dla zabezpieczenia generatora przed
ewentualnym wzbudzaniem nalezy zastosowaé¢ dowolna diode prostownicza matej
mocy, np. typu BYP 150-50, BYP 150-100, BYP 150-225, BYP 150-300 lub
BYP 135-50, a takze starsze diody germanowe DZG 5-7. Odpowiedni tranzystor
i diode mozna kupié za kilka zlotych w sklepie z podzespotami elektronicznymi
lub wymontowac ze starego urzadzenia elektronicznego.

Do zasilania generatora potrzebne jest napiecie 9-12 V. Najprostszym
rozwigzaniem jest zastosowanie dwoch szeregowo potaczonych baterii ptaskich
lub jednej baterii 9 V typu 6F22. Na podanym schemacie elektrycznym
zaznaczono tranzystor p-n-p. W przypadku zastosowania tranzystora n-p-n
nalezy zamieni¢ miejscami bieguny zrédla zasilania.

Cewki generatora trzeba bedzie nawinaé samodzielnie. Cewka w obwodzie
emitera L1 sklada sie z okoto 3000 zwojow drutu miedzianego izolowanego
emalia o érednicy okolo 0,1 mm. Cewka w obwodzie kolektora Lq liczy okolo
400 zwojéw drutu miedzianego, rowniez izolowanego emalia, o $rednicy okolo
0,4 mm. Odpowiednie druty miedziane mozna uzyskaé¢ po rozmontowaniu
starego transformatora. Obie cewki umieszczone sa na wspdlnym rdzeniu
ferromagnetycznym R.

Jako rdzen ferromagnetyczny mozna wykorzystaé¢ stalowa érube z gwintem
M6 o dlugosci okolo 50 mm (rys. 2). Na $rube nalezy wkreci¢ dwa

krazki k o érednicy okoto 40 mm z otworem o Srednicy 5,5 mm, wyciete

z twardej tektury. Krazki umieszczamy w odlegtosci okoto 30 mm od siebie
i zabezpieczamy przed przesunieciem, wkrecajac na srube nakretke n.
Powierzchnie sruby miedzy krazkami trzeba owinaé kilkakrotnie tasma
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izolacyjna t lub poloplastem. W ten sposéb otrzymujemy szpulke z przedtuzona
osig. W jednym z krazkéw wykonujemy cztery otworki o srednicy 1 mm,
przeznaczone do przetozenia koncéw drutu tworzacego cewki. Wystajacy

poza nakretke koniec sruby postuzy nam do zamocowania szpulki w uchwycie
wiertarki o regulowanej predkosci obrotéw. Wiertarke nalezy umocowaé

w stojaku lub imadle i nastawi¢ na malta szybkos¢ obrotéw, ktore tatwo mozna
bedzie liczy¢. Uzycie opisanej szpulki i wiertarki pozwoli nam tatwo i szybko
nawing¢ cewki oraz uniknaé straty czasu na reczne wykonywanie tej czynnosci.
Obie cewki nawijamy w tym samym kierunku.

Nawinigte cewki oraz pozostalte elementy generatora nalezy umiesci¢ na
niewielkiej plytce izolacyjnej i potaczy¢ ich koncowki przez zlutowanie

7 wedlug schematu elektrycznego z rysunku 1. Plytke izolacyjna korzystnie jest
Rys. 4. Wykorzystanie generatora zaopatrzy¢ w pret ulatwiajacy mocowanie generatora w dowolnej pozycji i dwa

di do pobudzania drgat . . o o
samodiawnego do pobudzania crgan gniazdka radiowe przeznaczone do przylaczenia zrodla zasilania (fot. 1).
sprezyny spiralnej.

Zmontowany generator samodlawny bardzo dobrze nadaje si¢ do
podtrzymywania ruchu réznych elementéw drgajacych. Na rysunku 3 pokazano
zastosowanie tego generatora do pobudzania drgan wahadla matematycznego.
Wahadlo matematyczne mozemy sporzadzi¢ z niewielkiej kulki plastelinowej k
zawieszonej na nitce o diugosci kilkudziesieciu centymetréw. Od dotu do kulki
77/ przyklejamy niewielki magnes m. Pod magnesem umieszczamy generator
samodlawny g, tak zeby jego cewki ¢ znalazly si¢ pod swobodnie zwisajaca kulka
z magnesem. Mocujac generator w plaszczyznie pionowej obok poruszajacego sie
Rys. 5. Zastosowanie generatora magnesu, mozemy go zastosowaé¢ do pobudzania drgan wahadet sprezynowych,
samodlawnego do podtrzymania drgai (rys. 41 5) oraz do podtrzymywania ruchu drgajacej gumy lub struny (rys. 6).
sprezyny plaskiej. W kazdym z tych uktadéw do drgajacego elementu nalezy przymocowaé
niewielki magnes trwaly m, a generator g umocowac tak, zeby jego cewki c
znalazly sie w poblizu drgajacego magnesu.

zd s :-:cg T 2 Na zakonczenie warto zwrécié¢ uwage na jeszcze jeden efektowny przypadek
Z Y V777 zastosowania generatora samodlawnego. Sa nim wahadla o wielu stopniach
”l swobody, sktadajace si¢ z obreczy, pretéw i kulek, mogacych wykonywaé
Rys. 6. Wykorzystanie generatora niezalezne ruchy (fot. 2-4). Ze wzgledu na wielo$é stopni swobody w ruchu
samodtawnego do pobudzania drga tych wahadel wystepuje chaos deterministyczny, przejawiajacy sie m.in.

struny lub gumki. w nieoczekiwanych, gwaltownych zmianach rodzaju ruchu poszczegdlnych

elementéw. Co ciekawe, mimo wystepowania tarcia ruch tych wahadel
nie ustaje i sprawiaja one wrazenie perpetum mobile. Czy widzac takie
wahadta na witrynie sklepowej lub w sklepie z pamiatkami, zadawaliSmy
sobie pytanie, co jest przyczyna ich nieustajacego ruchu? Wlasnie generator
samodtawny ukryty w podstawie takich wahadel wraz z zasilajaca go niewielka,
dziewigciowoltowsq bateryjka stuzy do podtrzymywania ich ruchu. Wahadta takie
sg latwo rozbieralne i dzieki temu podstawe z generatorem mozna odlaczyé
od pozostalych elementéw, wyjmujac po prostu wsporniki z podstawy. Jezeli

5 w ~ mamy takie wahadlo, to jesteémy w posiadaniu generatora samodlawnego, ktéry
Fot. 1. Wyglad zmontowanego generatora MOZemy z powodzeniem wykorzysta¢ do pobudzania ruchu drgajacego réznych
samodlawnego. ukltaddw.

Fot. 2-4. Przyklady wahadel chaotycznych napedzanych generatorem samodtawnym.
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Pierwotna antycypacja

Czy zdolno$é¢ przewidywania swiadczy o mys$leniu, o $wiadomosci? Pytanie

to pewnie nigdy nie znajdzie ostatecznej odpowiedzi. Dlatego ciekawsze jest
zastanowienie sie nad tym, co rozumiemy przez myslenie lub $wiadomosc¢.
Zostawiajac z boku rozwazania teologiczne, mozna przyjaé, ze posiadanie
centralnego uktadu nerwowego, nawet jezeli nie wystarcza do $wiadomego
my$lenia, to jednak u wiekszo$ci nim obdarzonych raczej nie przeszkadza.

Od ponad wieku wiadomo, ze odruchy warunkowe, w tym takie, ktore mozna
uwazaé za forme reagowania z wyprzedzeniem, daje sie wyksztalci¢ u zwierzat
wyzszych. Reklamy telewizyjne sa tego najlepszym, bo ekonomicznym,

dowodem.

Jak prosty organizm moze by¢ zdolny do przewidywania? Tego tez na razie
nie wiadomo, ale mozna zaczaé¢ od czegos naprawde prostego. Dlaczego nie od
pierwotniakéw? Ukladu nerwowego nie maja, to czym mialyby przewidywac?

Treningiem takich sympatycznych zyjatek zajela sie grupa fizykéw z Japonii [1].
Wtasciwie to organizm, ktéry wzieli pod lupe, jeszcze niedawno byt zaliczany
do grzyboéw, ale ostatnio wyladowal w supergrupie Amoebozoa (amebowate?).
Konkretnie chodzito o Physarum polycephalum, czyli gatunek $luzni (lub
slozorosli). Organizm taki jest bardzo latwo wyhodowaé na pozywce

z agaru-agaru. Wystepuje w postaci wielojadrowej §luzni i wyglada jak
skrzyzowanie plesni i liScia. Porusza sie jak ameba, zwlaszcza jezeli uszczknie sie
jej tylko kawalek. Naukowcy zbudowali tor wyscigowy dla tak wyhodowanych
ameb. Najpierw kazdemu zawodnikowi pozwalali sie przez kilka godzin

rozgrzaé¢ w referencyjnych warunkach o temperaturze 26°C i wilgotnosci 90%.
Srednia predkosé poruszania sie badanych organizméw w tych warunkach
wynosila 0,2 mm/10 min. Ruch byl monitorowany za pomoca kamer CCD przy
podczerwonym podswietleniu. Nastepnie warunki periodycznie zmieniano na
chlodniejsze i mniej wilgotne: 23°, wilgotnosé 60%. Zmiany dokonywano trzy
razy na 10 minut w okreslonym odstepie T, ktory wynosit od 30 do 90 minut dla
réznych zawodnikéw. Za kazda zmiana ruch ameb spowalnial sie.

Najciekawsze jest jednak to, ze spowolnienie obserwowano dla prawie potowy
ameb po uplywie jednego, dwoch lub nawet trzech kolejnych okreséw, pomimo
zaprzestania zmiany warunkow. Dla okresu T = 60 minut zaobserwowano

[1] T. Saigusa, A. Tero, T. Nakagaki
i Y. Kuramoto,
Amoebae Anticipate Periodic Events,

Phys. Rev Lett. 100(2008)018101 zmiana warunkow.

Nie chcialbym nikogo pozbawia¢ mozliwosci osobistej
kontemplacji wnioskow plynacych z opisywanej
obserwacji. Wypada jednak przynajmniej wyjasnic,
dlaczego to fizycy wzieli sie za trenowanie ameb i,

co moze jeszcze bardziej ciekawe, dlaczego wyniki
opublikowal periodyk, uwazany przez fizykéw za
najbardziej prestizowy.

Skoro do przewidywania nie jest potrzebna zadna forma
organizacji wewnetrznej, bo takiej badane ameby nie
maja, to czym wyttumaczy¢ zadziwiajace zdolnosci
antycypacyjne? Autorzy zaproponowali prosty model
dynamiczny o takich samych wlasno$ciach oparty

o przestanki fizjologiczne. Ruch ameby jest zwiazany

z dziataniem szeregu oscylatorow chemicznych. Rozktad
czestosel f tych oscylatoréw jest typu 1/f dla okreséw
od sekundy do doby. Poniewaz badane zarodzce byty
dos$é duze, wigc powinny zawieraé wiele oscylatorow

o tej samej czestosci. Zewnetrzny periodyczny bodziec
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rowniez, ze wystarczy jeden epizod przypominajacy posuche, zeby niektére
badane ameby nieruchomialy po kolejnym okresie, ktoremu juz nie towarzyszyla

moze doprowadzi¢ do synchronizacji fazy drgan grupy
oscylatoréw, ktéra moze utrzymywac sie po wygasnieciu
wymuszajacego bodzca. Porzadek ten moze zostaé¢ do
pewnego stopnia zachowany nawet wtedy, gdy nie widaé
juz zadnej periodycznoéci ruchu badanego organizmu.
Wtedy ponowna pojedyncza stymulacja moze odnowic
periodycznosé zachowania.

Bez wzgledu na to, jaki jest konkretny mechanizm
stojacy za obserwowanym zachowaniem badanych
ameb, mozna stwierdzi¢, ze wykazuja one proste cechy
dziatalnosci mézgowej, mianowicie pamieé i reakcje na
prawdopodobng zmiane warunkéw. To z kolei oznacza,
ze nieliniowe uktady dynamiczne moga by¢ uzyte do
wyjasnienia znacznie wigkszej liczby zachowan zywych
organizmdéw, niz nam si¢ do tej pory wydawalo.

Piotr ZALEWSKI



Informatyczny kacik olimpijski (7) — gra Penneya jeszcze inaczej

Alicja i Bob, jak wszyscy wiemy, lubia nie tylko szyfrowaé¢ swoja korespondencje

swojego zwyciestwa.

uniknaé remisow.

Rzadko kiedy podejscie bezposrednie bedzie
rozwigzaniem takiego zadania, ale przemyslmy je. Nie
mozemy przejrzeé wszystkich mozliwych losowanych
ciagdéw — jest ich nieskoniczenie wiele. Ale przyjmijmy,
ze mamy jeden z nich — czyli wiemy, co kolejno
wypadnie — i zobaczmy, jak wygladataby gra. W kazdym
momencie tatwo sprawdzié, czy gra wtasnie si¢ konczy
— wystarczy sprawdzié¢, czy ktérys ze wzorcow wlasnie
stal sie podstowem (a zatem sufiksem) losowanego
ciagu. Zastanéwmy si¢ tez, czy musimy pamigtaé
caly losowany ciag. Skoro wzorce poréwnujemy tylko
z sufiksami ciagu, to wystarczy nam na pewno znaé
ostatnich max(||A|, || B]|) znakéw ciagu. Znajomosé
algorytmu Knutha—Morrisa—Pratta wyszukiwania
wzorca w tekécie moze zasugerowaé nastepny krok:
tak naprawde nie musimy znaé¢ wszystkich tych znakéw
ciggu, wystarczy nam znajomos¢ dwoch liczb: ka i kp,
bedacych najwigkszymi liczbami spetniajacymi:

Fl|F|| —kx+1,...,|F|]] = X[1,..., kx],
gdzie F' jest losowanym ciggiem, a X to A lub B.
Oczywiscie, ka < ||A]| 1 kp < || B]|. Innymi stowy, k4
i kp sa dlugoéciami najdtuzszych prefikséw A i B
bedacych jednoczesnie sufiksami F'. Te liczby nam
mowiag, ile ostatnich znakéw F ,pasuje” do A i B. Jedli
nowy znak pasuje do X, to kx rosénie o 1, a jesli nie —
maleje o pewna warto$é. Oznaczmy przez fx (kx, )
nowa wartos¢ kx, gdy nastepnym znakiem w ciagu
bedzie a € {0, 1}. Wszystkie wartosci tej funkcji mozemy
obliczyé i np. stablicowaé w czasie O(max (|| All, || B|))),
uzywajac wspomnianego juz algorytmu KMP, lub
w czasie O(max(||Al], || B]|)?)) bardziej lopatologicznie,
co w zupelnoéci dla naszych zastosowan wystarczy.

Wiedzac troche wiecej, zastanéwmy sie, jak teraz
reprezentowaé stan gry? Zaczeliémy od pelnego
wylosowanego ciagu, potem chcieliSmy pamietaé tylko
jego czesé, az w koncu ograniczylismy sie do dwdch
liczb. W takim razie wszystkich stanéw w grze bedzie
[[A||B]l + 2 (wszystkie pary (ka, kp) plus jeszcze dwa
stany — ,,Alicja wygrala” i ,Bob wygral”).

— druga ich pasja jest granie w przerdzne gry. Tym razem chca zagraé w gre
Penney’a, opisana w Logomotywach (Delta 2/2008) i chcieliby obliczyé szanse

Przypominamy zasady: na poczatku kazdy gracz wybiera pewne stowo
zero-jedynkowe — swij wzorzec (wzorzec Alicji to A, a Boba — B). Nastepnie
gracze zaczynaja rzuca¢ moneta. Kiedy wypada reszka, dopisuja na osobnej
kartce (do poczatkowo pustego ciagu) 0, kiedy orzet — 1. Wygrywa ten z graczy,
ktorego wzorzec pierwszy znajdzie si¢ jako podstowo w tak losowanym ciagu.

Mozemy przyjacé, ze zaden ze wzorcow nie jest sufiksem drugiego wzorca, zeby

Z kazdego stanu (ka, kp), poza kohcowymi,

z prawdopodobienstwem % przejdziemy do kazdego

ze stanéw (fa(ka, ), fe(kp,a)), gdzie @« =0 lub 1.
Jesli dojdziemy do stanu z kg = || A|| lub kg = || B||, to
zakonczyliSmy gre.

W tym momencie mamy graf, w ktérym wierzchotkami
sa stany gry, a krawedziami — mozliwe przejscia miedzy
nimi, etykietowane prawdopodobienstwami tych przejsc.
Stajemy wiec przed nastepnym zadaniem — jak w takiej
reprezentacji gry obliczy¢ prawdopodobienstwa wygranej
Alicji i Boba, czyli prawdopodobienstwa dojscia

ze stanu (0,0) do stanéw konicowych? Odpowiedz bylaby
banalnie prosta, gdyby nie byto zadnych innych stanow.
Mozemy jednak usuwadé stany posrednie, ktére nas nie
interesuja. Niech v bedzie stanem posrednim, i niech

T;,j bedzie prawdopodobienstwem tego, ze ze stanu 4
przejdziemy do stanu j. Jesli z ¢ nie ma krawedzi do 7,
to T; ; = 0. Jak latwo zauwazy¢, po usunieciu stanu v
mamy

T, =Tij+TinTo;(0+Tow+T0 +...) =
T. .
=Tij+—F-

dla ¢, 5 # v. Dlaczego? T}, T, ; jest
prawdopodobienstwem tego, ze ze stanu ¢ przejdziemy
do v, a nastepnie do j, zas T¢7UT£UTU7J» odpowiada
k-krotnemu kreceniu si¢ po drodze petelka w v.

W ten sposéb, w czasie potrzebnym na przeksztalcenie
T w T, a wiec O(N?), gdzie N jest ilodcig stanéw,
mozemy usunacé¢ pojedynczy wierzchotek — a wiec

w czasie O(N?) zredukujemy graf do tréjki
wierzchotkow. I wtedy juz wiemy, kto ma wigksze szanse
wygrac¢. Na koniec dodajmy, ze podane tu rozwiazanie
bez klopotu przenosi sie¢ na przypadek alfabetu wigcej
niz dwuelementowego.

Filip WOLSKI

Rozwigzanie zadania F 714.
Z warunku réwnowagi otrzymujemy poli S = (po + Ap)laS = (po — Ap)X S, gdzie Ap jest zmiang
ci$nienia powietrza wewnatrz probowki podczas jej obrotu. Otrzymujemy zatem

lil2

X = s
2l — 1y

lo <11 <22

(jesli bedzie 11 > 2la, rteé¢ wypadnie).
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Klub 44
® Skroét regulaminu

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice

rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch

lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesiac lub z dowolnymi

. przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspoéiczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére

Termin nadsylania rozwiazan:
30 VI 2008

nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z matematyki nr 559, 560

559. Na wolnych polach kwadratowej planszy

o rozmiarach n X n dwaj gracze na przemian stawiaja
pionki (nierozréznialne). Wygrywa gracz, po ktérego
ruchu znajda si¢ cztery pionki na dowolnych czterech
polach, bedacych naroznikami prostokata o bokach
réwnolegltych do krawedzi planszy. Rozstrzygnaé

(w zaleznodci od n), ktéry z graczy ma strategie
zwycieska — rozpoczynajacy czy jego przeciwnik.

Redaguje Marcin E. KUCZMA

560. Znalez¢ wszystkie liczby rzeczywiste m, dla
ktérych nieréwnosé (sinz)™tgx > 2™+ jest spelniona
dla z € (0;7/2).

Zadanie 560 zaproponowal pan Witold Bednarek

z Yodzi.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 12/2007 Przypominamy tres¢ zadah:

551. W zespole folklorystycznym jest n chlopcow i 2n — 1 dziewczat.

Zostaly im przydzielone odpowiednio numery od 1 do n oraz od 1

do 2n—1. W przygotowaniach do programu, w ktérym ma wystapié r

par, tancerz o numerze ¢ trenowal tylko z tancerkami o numerach od ¢
do 2i—1 (i =1,..., n). Ile jest mozliwosci zestawienia tych r par tak,

by w kazdej parze znalazly si¢ osoby majace za sobg wspélny trening?

551. Oznaczmy liczbe mozliwych zestawien przez F(n,r).
Wyprowadzimy zalezno$é rekurencyjna. Gdy » = 0 (wystep
z udziatem 0 par), przygotowanie do wystepu jest ,praca
pusta’, ktéra mozna wykonaé tylko w jeden sposéb. Gdy

r > 0, ale n = 0, to mamy zero mozliwosci zestawienia r par.
Stad wartosci brzegowe:

F(n,0)=1 dla n=0,1,2,...
FO,r)=0 dla r=1,2,3,....

Ustalmy n,r > 0. Tancerzowi o numerze n dajmy na imie
Jasiek.

Jakby Jasiek chcial tancowaé
tobym z Jaskiem tancowata — 7
(Stanistaw Wyspianski, Wesele)

Mozemy ustawi¢ r par, nie zapraszajac Jaska w ogdle;

to si¢ da zrobi¢ na F(n—1,7) sposob6éw. Teraz liczymy
ustawienia, gdzie Jasiek wchodzi do jednej z par. Najpierw
zestawiamy r—1 par, w ktérych wystapia pozostali chtopcy
(o numerach od 1 do n—1); te pary mozemy zestawi¢ na
F(n—1,r—1) sposobéw. Zostaje (2n—1)— (r—1)=2n—r
wolnych tancerek, z ktorych kazda moze by¢ partnerka
Jaska. Dostajemy wzor

F(n,r)=F(n—1,7)+ (2n —r)F(n—1,7r—1)
(rozumowanie dziata takze w przypadku, gdy ktoéras z liczb
n—1, r—1 jest zerem).

Wyprowadzony wzoér rekurencyjny oraz warunki brzegowe
wyznaczaja wszystkie wartosci F'(n,r). Obliczajac

te wartosci dla niewielkich n, r wnet zauwazymy, ze
uzyskiwane liczby F'(n,r) dziela sie przez r!. Wypisujac
nastepnie tabelke wartosci F'(n,r)/r!, rozpoznajemy w jej
elementach kwadraty liczb z tréjkata Pascala.
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552. Niech a,, > 1 oraz b, = \/a”, + Va, — \/a,,, —Vay, dla

n=12,3,.... Wykazaé, ze lim a, = co wtedy i tylko wtedy, gdy
n— oo

lim b, = 1.

n— 0o

To sugeruje wynik:

F(n,r) = (r!) (:f) 7

gdzie jak zwykle (:f) =0 dla » > n. Aby uzasadnié, ze
istotnie jest to prawidlowy wynik, wystarczy sprawdzic,
ze odgadniete liczby F'(n,r) spelniaja uzyskane wczesniej
warunki brzegowe oraz wzér rekurencyjny. Nietrudne
sprawdzenie zostawiamy Czytelnikowi.

552. 7 réwnosci

N 2Van
Van +Van + Van — Van

bn

2

\/1 +a;1/2 + \/1 B a;1/2
widaé, ze jesli a, — oo, to b, — 1.

Dla dowodu implikacji przeciwnej podnosimy réwnos$é

bn+\/an_\/a_n:\/an+\/a_n

stronami do kwadratu. Po redukcji dostajemy kolejna

rownosé
/ / / 2
2bnV an — Van = 2Van — by,

ktéra takze podnosimy do kwadratu, otrzymujac po
przeksztalceniu zaleznosé

dan (b — 1) = by
Wiynika z niej, ze b2 > 1 oraz
b4
TR

Jesli wiec b, — 1, to a, — oo.
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Zadania z fizyki nr 456, 457
Redaguje Jerzy B. BROJAN

456. W plaskim naczyniu potozono walec i nalano cieczy z jednej jego strony
do wysokoéci rownej srednicy walca, a innej cieczy nalano z drugiej strony do
wysoko$ci réwnej promieniowi walca (rysunek). Przeplyw cieczy wokdl podstaw
walca jest uniemozliwiony barierami, ktére nie przeszkadzaja walcowi toczyé
sie w lewo lub w prawo. Jesli gestos¢ walca jest rowna p, w opisanej sytuacji

pozostaje on w réwnowadze, a jego nacisk na dno naczynia jest rowny potowie

Termin nadsylania rozwiazan:
30 VI 2008

jego ciezaru, to ile wynosi gestos¢ cieczy z lewej strony walca, a ile — z prawej?

457. Pan Nowak wybiera si¢ samochodem na urlop na potudnie i namawia

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 12/2007
448. Przeplyw ciepla od wewnetrznej do zewnetrznej szyby okiennej
wynika gtéwnie z konwekcji powietrza (lub innego gazu) w obszarze
miedzy szybami. Ktos zaproponowal, zeby podzieli¢ ten obszar
poziomymi przegrodami na mniejsze komorki, ograniczajac w ten
sposéb konwekcje, czyli polepszajac izolacje cieplna. Kto$ inny uwaza,
ze skutek bedzie odwrotny, gdyz skroci si¢ droga przejscia gazu od
kontaktu z jedng szyba do kontaktu z druga. Ktéry z dyskutantéw ma
racj¢? Poming¢ przepltyw ciepla przez przegrody.

Dopuszczalne jest oparcie odpowiedzi na przeprowadzonym
do$wiadczeniu.

448. Przy ustalonych temperaturach szyb ustalona jest tez
gestosé gazu przy jednej i przy drugiej szybie. Cidnienie
stupa gazu jest proporcjonalne do jego wysokosci, zatem
réznica cisnien zimnego i cieptego gazu jest proporcjonalna
do wysokosci komérki h. Aby obliczy¢ sile napedzajaca
konwekcje, nalezy te réznice cisnien pomnozy¢ przez
powierzchnig, ktora trudno dokladnie sprecyzowaé

ze wzgledu na zmienno$¢ temperatury i gestosci gazu.

7 grubsza rzecz biorac, jest to potowa przekroju poziomego
obszaru miedzy szybami, a w kazdym razie jest to wielkosé
niezalezna od h. Jesli przeptyw jest laminarny (bez
zawirowan), to sila ta jest réwnowazona przez wynikajaca

z lepkosci silte tarcia warstw gazu. Ta sila jest proporcjonalna
do powierzchni tych warstw, czyli do h, a ponadto zalezy
od predkosci krazenia i odleglosci szyb. Poniewaz zaleznosé
od h skraca si¢ po obu stronach warunku réwnowagi,

wiec dochodzimy do wniosku, ze predkosé krazenia bedzie
jednakowa w komoérkach wyzszych i nizszych. W tej sytuacji
argument drugiego dyskutanta jest rozstrzygajacy: gaz

w mniejszej komodrce szybciej przejdzie od kontaktu z jedna
szyba do kontaktu z druga, czyli wprowadzenie przegréd
pogorszy izolacje cieplna.

Uwazny Czytelnik dostrzeze bez trudu kilka niepewnych
punktéw powyzszego rozumowania, np.

— czy przeplyw jest rzeczywiscie laminarny?

— czy skrocenie kontaktu gazu z szyba nie spowoduje, ze
wyréwnanie temperatury bedzie niepelne, co z kolei moze
zaowocowaé zmniejszeniem réznicy cisnien napedzajacej
konwekcje?

Sadzimy, ze te kwestie nie zmieniaja podanej wyzej
odpowiedzi, ale z zainteresowaniem czekamy na listy.
Moze Cazytelnicy potraktuja powyzsze rozwiazanie jako
Lswypowiedz trzeciego dyskutanta” i nadesly kolejne
wypowiedzi polemiczne? Jakie beda wyniki do$wiadczen?
Ciekawsze glosy przedstawimy w podsumowaniu rocznym
(w numerze lutowym 2009 r.).
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do tego samego znajomych. Ma w tym pewien interes — oczekuje pewnego
wydluzenia doby, a wiec wydluzenia wakacji (przy niezmienionej cenie
noclegéw!). Udato mu sie zebraé grupe 20 rodzin, ktérym skutecznie przedstawit
przewage Grecji nad Norwegia jako miejsca letniego wypoczynku. O ile wydtuzy
sie doba wskutek tej wyprawy?

Przypominamy tres¢ zadan:
449. Dwa statki kosmiczne o jednakowej masie m zblizaja si¢ do siebie
z wzgledna predkoscia 2vg. Gdy ich odleglosé wynosita lg, jeden
ze statkéw wystal w stron¢ drugiego impuls laserowy o energii
Ey, ktory odbit si¢ od zwierciadla na drugim statku, nastepnie
od zwierciadla na pierwszym itd., przy czym w kazdym kolejnym
odbiciu calosé impulsu zostala odbita w opisany sposéb. Ile bedzie
wynosila minimalna odlegloé¢ zblizenia statkéw? Jesli dlugosé fali
impulsu poczatkowego wynosita Ao, to ile bedzie wynosita w chwili
minimalnego zblizenia? Pomingé grawitacyjne oddzialywanie statkow
i prayjaé¢ vg < ¢, Eg < muoc.
449. Oznaczmy predkos$é kazdego ze statkéw w uktadzie ich
$rodka masy jako v. Na podstawie zasady zachowania pedu
zmiana predkosci statku podczas odbicia impulsu spetnia
roéwnanie
mAv = —2p = —2E/c,

gdzie p jest pedem impulsu. Pominigcie zmiany wartosci p
(uwzglednienie tylko zmiany zwrotu) jest uzasadnione na
mocy podanych zatozen; ponadto z drugiego z nich wynika,
ze zmiana predkosci jest niewielka w poréwnaniu z sama
predkosciag v i powinnismy braé¢ pod uwage bardzo duza
liczbe odbié. W ciggu czasu dt liczba odbié jest réwna cdt/l,
z czego na kazdy ze statkéw przypada potowa. Zatem zmiane
pedu statku w ciaggu tego czasu otrzymamy, mnozac podana
wyzej wielko$é —2F /c przez cdt/21 :

mdv = —Edt/l = Edl/2lv,

gdzie wykorzystany zostal takze zwiazek di = —2vdt.
Pozostaje jeszcze skorzystaé z zasady zachowania energii
w celu wyznaczenia zmiany energii impulsu dF

mv® + E = const, czyli dE = —2muvdv.
Eliminujac dv z powyzszych réwnan, otrzymujemy
dE i
E l '

Calkowanie prowadzi do wzoru El = const = Eylp. Poniewaz
w chwili zatrzymania E = mov?, wiec szukana odleglosé
zblizenia wynosi

Imin = lo

Eo

mu’
Liczba kwantéw promieniowania nie ulegnie zwickszeniu,
a jedynie wzroénie energia kazdego z nich, w stosunku
odwrotnym do spadku odlegtosci statkow. Z kolei dtugosé
fali jest odwrotnie proporcjonalna do energii kwantu,
wiec zmienia sie wprost proporcjonalnie do I. W chwili
minimalnego zblizenia

Eo

3 -
muvgy

Am,in = )\0




Rozwigzania zadan mmm.

1. 57,5°; 13°; 53°; 130°; 18°; 38°; 89°;
41°; 140°; 80°; 68°; 20°; 33°; 100°; 50°.

2. 4; 6; 16; 18; 4; 3,5; 6; 2,5; 7; 9; 6; 18; 4;
26; 39.

3. Na czworokgcie mozna opisaé okrag,
gdy suma jego przeciwleglych katéw

jest réwna 180°. Przyjmujac oznaczenia

z rysunku (X AEC = < BEC, bo tuki AC
i BC sa réwne), obliczamy

<DHF+<qDEF =

= (A1+A2+ A3) + (A3 + x4) =
= (A1+2) + (X4 + A3+ x3) =
= YDAB + < DEB = 180°,

bo czworokat DABE jest wpisany

w okrag.

4. Poniewaz Aj Az i B1 By sa symetryczne
wzgledem dwusiecznej kata, wiec

B
L
B>
Ay

A1By - (A1C1 + C1C2) =
=A1By-A1Co =

= A1A} = BB =

= B3 Ay - B2Cy =

= A1 By - (B2Cy + C1C32)

i po redukcji wyrazéw podobnych
otrzymujemy teze.

Patrz w niebo

Nasza Galaktyka, jezeli rozumie¢ pod ta nazwa gwiazdowy dysk z ramionami
spiralnymi, w ktérym znajduje sie nasze Slonce, otoczona jest przez kilkaset
gromad kulistych gwiazd. Zauwazamy prawidlowos¢: obiekty o symetrii
sferycznej tworza na peryferiach Galaktyki rowniez system o symetrii sferycznej.
Okazuje sie, ze do tych obiektéw nalezy tez zaliczyé centralne zgeszezenie (ang.
bulge) Galaktyki. Zauwaza sie wtedy jeszcze glebsza prawidlowosé: gwiazdy
tworzace te niemal kuliste obiekty to gwiazdy bardzo stare, co poznaje si¢

po niskiej zawartosci w nich pierwiastkéw ciezkich. Widocznie gwiazdy te
skondensowaly si¢ z pierwotnej materii Wszech$wiata zawierajacej wodor,

hel i malo co ciezszych pierwiastkéw, ktore zostaly w wiekszych ilosciach
wyprodukowane p6zniej w nastepnych pokoleniach gwiazd.

Tu jednak nalezy przywolaé¢ Swieta zasade: to wszystko nie jest takie proste!
Najwieksza (katowo na niebie i w rzeczywistodci) gromada kulista jest Omega
Centauri, w Polsce — niestety — niewidoczna. Jest to gromada wyjatkowa réwniez
z innych przyczyn. Otoz jest ona jedyna w Galaktyce gromada kulista, ktora
zawiera gwiazdy zaréwno ubogie, jak i zasobne w pierwiastki ciezkie, a wiec
stare i mtode. W dodatku stwierdzono, ze gwiazdy mlode (ktérych liczba

w gromadzie wynosi okolo 5%) poruszaja sie inaczej niz cala reszta. Nasuwa

sie naturalne pytanie, jak do tego doszlo. Badacze sklaniaja si¢ ku uznaniu, ze
te mlode gwiazdy sa resztkami innej gromady, ktéra Omega Centauri kiedys
wchloneta. Ten mechanizm, zwany brutalnie kanibalizmem, jest do$é czesto
spotykany wérod uktadow gwiazdowych. Wigkszy zjada tam mniejszego. Jeszcze
inni uwazaja nawet, ze sama Omega Centauri jest pozostaloscia po kartowatej
galaktyce, ktorej zewnetrzne warstwy juz pochloneta nasza Galaktyka. Podobnie
musi si¢ dzia¢ z samymi gwiazdami. Mianowicie, w gestym jadrze gromady
gwiazdy powinny czesto tworzy¢ i niszczy¢ uklady wielokrotne, a jeszcze innym
skutkiem zblizen gwiazd powinno by¢ wzajemne zdzieranie sobie zewnetrznych
warstw i tworzenie w ten sposob biekitnych maruderéw — o ktorych czytamy

w tym numerze na str. 8-10.

Tomasz KWAST

Kwiecien

Wysoko na potudniu widzimy wieczorem okazaly gwiazdozbiér Lwa. Jego
najjasniejsza gwiazda, Regulus, lezy dos¢ doktadnie na ekliptyce. Niewatpliwie
wiec co rok Regulusa przestania Stonce, czego oczywiscie nie widaé, bo

w blasku Slonca (w dzien) zadnych gwiazd nie wida¢. Ale orbita Ksiezyca
tworzy z ekliptyka kat w przyblizeniu 5°, wiec Ksiezyc ma szanse zakry¢
Regulusa, o ile w poblizu tej gwiazdy znajduje si¢ akurat ktorys z weztéw orbity
Ksiezyca (tj. punkt przeciecia si¢ ekliptyki z rzutem orbity na niebo). Mozna
wtedy obserwowaé wielomiesieczna serie comiesiecznych zakry¢. Przejrzenie
dawniejszych Delt wskazuje, ze tak np. bylo przez caly rok 2007 (z wyjatkiem
sierpnia) i tak jeszcze bedzie w tym miesiacu, ale w maju bedzie juz ostatnie
zakrycie Regulusa w biezacej serii. Bowiem orbita pomalu zmienia usytuowanie
w przestrzeni, w szczegblnosci jej wezly powoli przesuwaja sie po ekliptyce (przy
niemal niezmiennym jej nachyleniu do ekliptyki).

Wenus jest w Rybach razem ze Sloncem, a wiec jej nie wida¢. Mars jest

w BliZznietach, wiec wida¢ go w pierwszej polowie nocy. Jowisz jest w Strzelcu

i wida¢ go w drugiej potowie nocy, a Saturn we Lwie, wiec wida¢ go praktycznie
przez calg noc. Now Ksiezyca wypada 6 IV, a pelnia 20 IV. Oprocz zakrycia
Regulusa (15 IV, widoczne na Madagaskarze i w czesci Antarktydy), nastapi

w kwietniu zakrycie Marsa (12 IV, widoczne w Kanadzie, na Grenlandii

i Islandii) i Antaresa (23 IV, widoczne w Australii i Polinezji). Okoto 21 IV
mozna spodziewaé si¢ skromnego roju Lirydow.
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Prawo arcusa sinusa
Rafal SZTENCEL

Do n komoérek wrzucono n kul. Jaka jest szansa, ze
doktadnie jedna komorka pozostanie pusta?

Liczbe sprzyjajacych konfiguracji mozna obliczy¢é w czterech
krokach: 1) wybieramy dwie kule na (Z) Sposobéw;

2) wrzucamy je do wybranej na n sposobéw komérki;

3) z pozostalych komérek wybieramy pusta na n — 1
sposob6w; 4) pozostale n — 2 kul umieszczamy w n — 2
komérkach na (n — 2)! sposobéw.

Daje to (g) ‘nn—1)(n—-2)! = n'( ) sposob6w, zatem
szukane prawdopodobienstwo jest réwne

o
Licznik jest iloczynem tylko dwéch czynnikéw, mozliwe
wiec, ze da si¢ go otrzymaé w dwoch krokach. Da sie:
1) wktadamy po jednej kuli do kazdej komoérki na n!
sposob6w; 2) wybieramy dwie kule na (’;) sposobéw i kule
o mniejszym numerze przekladamy do komorki, gdzie jest
kula o numerze wiekszym.

Kolejne zadanie: wykonano dwie serie po n rzutéw
symetryczng moneta. Jaka jest szansa, ze w obu seriach
otrzymano te sama liczbe ortow?

Szansa na k ortow w kazdej serii jest rowna

22n
wiec po zsumowaniu prawdopodobienstw wykluczajacych
sie zdarzen dla k =0, 1,2,...,n otrzymujemy (mocno

niezadowalajaca!) odpowiedz:
im0 () ()
22n ’
poniewaz licznik nie jest w zwartej postaci. Zauwazmy
jednak, ze
n n\ (n 2n
Yo W) - Xk MG _ )
22n 922n - 22n :
Istotnie, liczba podzbioréw n-elementowych zbioru
2n-elementowego, (2n) jest réwna » ) (") (nfk)7 jesli
bowiem podzielimy wyjsciowy zbiér na dwa n-elementowe
podzbiory, to z pierwszego bierzemy k elementéw, z drugiego
zas n — k, gdzie 0 < k < n (rys.l).

Stad wniosek, ze zadanie mozna byto zrobi¢ prosciej: wybraé
n rzutéw sposréd 2n. Jesli wybrany rzut nalezy do pierwszej
serii, wynikiem jest orzel, jesli do drugiej — reszka.

W tym swietle wyjatkowo frustrujace wydaje sie zadanie
trzecie: Agnieszka i Bolek graja w tenisa. Sa to do$wiadczeni
gracze o rownych umiejetnosciach, wiec zaktadamy réwne
szanse wygrania kazdej pitki i niezalezno$¢ poszczegdlnych
wynikéw. Rozegrano 2n pilek. Jaka jest szansa, ze Agnieszka

1:0

1:1 2:2

prowadzita przez 2k jednostek czasu? Przyjmujemy, ze
gdy historia rozgrywki wygladata np. tak: 1:0, 1:1, 1:2, 2:2
(rys. 2), to A i B prowadzili przez 2 jednostki czasu.

Odpowiedz wyraza sie prostym wzorem (por. [1], tw. 5.1,

roz. III):
(2k 2n72k)
k n—k
(1) P2k,2n = )§2n )
jednak — o ile nam wiadomo — nie ma on prostego

wyprowadzenia. W [1] potrzebna jest cala strona rachunkéw
i co najmniej jeden nietrywialny pomyst.

Wzér (1) ma nieoczekiwane konsekwencje. Jesli n = 10, to
w ponad 35% przypadkéw jeden z graczy bedzie prowadzit
przez caly czas, natomiast na podzial prowadzen 10:10
przypada tylko 6%, tyle samo, co na kazdy z wynikow: 8:12,
12:8.

Wzér Stirlinga (n! ~ v2mnn"e™ ™) daje dla duzych n
przyblizenie
~J 1 M
p2k,2n - k(n — k) )
doktadniej, gdy k — oo i n — k — oo, iloraz obu stron
zmierza do jednosci. Wobec tego szansa, ze utamek k/n
czasu prowadzenia lezy mi(;dzy % it, dana jest wzorem

D I My >3
n/2<k<tn n/2<k<tn

ale jest to suma Riemanna odpow1adajqca calce

/ du _ 2 arcsin v/

1/2 w\/x(lfx) ™ 2

Stad wynika prawo arcusa sinusa dla procesu Wienera na
przedziale [0, 1]. Proces Wienera jest w pewnym sensie
granica procesow takich, jak gra Agnieszki z Bolkiem. Jesli
przez T oznaczymy czas, jaki trajektoria procesu spedza po
stronie dodatniej, to

dx
(2) <t) = / —_—
o m/z(l—x)
Stad nazwa ,prawo arcusa sinusa”’. Gestosé zmiennej

losowej T jest funkcja podcatkowa w (2). Zmierza ona do
nieskoriczonosci na konicach przedziatu [0, 1].

_2 arcsin vt, t€[0,1].
T

Na rysunku 3 mozemy zobaczy¢ typowa — mamy nadzieje —
trajektorie procesu Wienera. Tak naprawde powstala ona
w wyniku zapisania ponad 100 tysiecy wynikéw rzutow
moneta, wykonywanych na Festiwalu Nauki w Warszawie
przez kilka kolejnych lat. Na wspoélrzednej y odtozono
przewage ortéw nad reszkami. Doswiadczenie Sprawdzamy
prawo wielkich liczb przeprowadzali Wiktor Bartol, Joanna
Debska i Konrad Pidro.
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[1] W. Feller, Wstep do rachunku prawdopodobienstwa, t. I, wyd. II,
PWN, Warszawa 1966
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