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Najwieksza liczba na Swiecie

Ludzie od niepamietnych czaséw przescigali sie w biciu
rekordéw w najprzerézniejszych dziedzinach, od czysto
sportowych (szybciej, wyzej, mocniej), poprzez cywilizacyjne
(wyzsze budowle, wigksze samoloty, szybsze komputery),

az po catkiem absurdalne, zeby nie powiedzie¢ glupie.

Taka juz jest bowiem nasza natura, ze jesli tylko mamy
szanse zrobienia czego$ w najlepszy z mozliwych sposobdéw,
to na pewno podejmiemy prébe zrobienia tego. Mania

bicia rekordéw nie omineta réwniez matematykow, ktorzy
przescigaja sie w znajdowaniu coraz wiekszych liczb
pierwszych czy tez coraz dtuzszych rozwinie¢ dziesietnych
liczby . W artykule tym zaprezentujemy jeden z takich
matematycznych rekordéw. Przedstawimy najwieksza liczbe,
jaka kiedykolwiek zostata uzyta w pracy matematycznej.

Aby dobrze zrozumieé, co wyraza najwieksza

liczba na $wiecie, konieczne bedzie krotkie
wprowadzenie, ktére zaczniemy od prostej obserwacji
matematyczno-socjologicznej.

Sze$¢ os6b na przyjeciu

Wyobrazmy sobie, ze w jakim$ miejscu (np.

na przyjeciu) spotyka sie pewna grupa ludzi i, jak to
w zyciu zwykle bywa, niektérzy z nich znaja sie, inni
zas sa sobie obcy. Mozemy zalozy¢, ze relacja bycia
znajomym jest okre$lona dla kazdej pary oséb (albo
sie znaja, albo nie znaja) i jest symetryczna (jak ja
znam ciebie, to i ty znasz mnie). Jedli spojrzymy
teraz na dowolna grupe ztozona z sze$ciu oséb

i przeanalizujemy uktad znajomosci miedzy nimi, to
tatwo dojdziemy do nastepujacego spostrzezenia:

Twierdzenie 1. Wérdod dowolnych szesciu 0sob zawsze
znajdziemy:
albo trzy osoby, ktore znajq sie wzajemnie
(kazda z kazdg),
albo trzy osoby, ktore nie znajq sie weale
(Zadna z Zadng).

Dowdd. Aby udowodnié¢ ten fakt, przeformulujemy go
na jezyk teorii graféw nastepujaco: kazda z szesciu osob
utozsamiamy z innym wierzchotkiem grafu, a nastepnie
kazda pare wierzchotkéw (os6b) laczymy krawedzia.
Powstanie w ten sposéb graf, ktéry nazywamy

grafem pelnym (lub klikg) na sze$ciu wierzchotkach

i oznaczamy przez Kg. Uklad znajomosci przedstawiamy
w ten sposéb, ze kazdej krawedzi nadajemy jeden

z dwdéch koloréw: zielony — jesli osoby umieszczone

w wierzchotkach, ktére ona laczy, znaja sie, lub czarny
— jedli osoby te nie znaja sie. Wystarczy teraz pokazad,
ze przy dowolnym takim zielono-czarnym kolorowaniu
krawedzi zawsze znajdziemy trzy wierzcholki polaczone
krawedziami w jednym kolorze (tworzace zielong lub
czarna klike K3).

Ustalmy w pokolorowanym juz grafie dowolny
wierzcholek v i zauwazmy, ze skoro wychodzi z niego
pie¢ krawedzi, to co najmniej trzy z nich musza by¢
w tym samym kolorze, powiedzmy zielonym.

*Instytut Matematyki, Uniwersytet Zielonogdérski

1

Tomasz BARTNICKI*®

v

Rys. 1. Jednokolorowa klika K3 w grafie Kg.

Oznaczmy wierzcholki na drugich koncach tych krawedzi
przez a, b, c i przeanalizujmy kolorowanie powyzszego
ukladu (rysunek 1). Poniewaz krawedzie va, vb oraz ve
sg zielone, to nadanie koloru zielonego ktérejkolwiek

z krawedzi ab, bc lub ac spowoduje pojawienie sie
trojkata w tym kolorze (odpowiednio vab, vbc lub vac).
7 kolei, jesli wszystkie maja kolor czarny, otrzymujemy
czarny trojkat abe, co konczy dowdd.

Warto jeszcze zauwazy¢, ze w powyzszym twierdzeniu
liczby szes¢ nie mozemy zmniejszy¢, gdyz w grupie
piecioosobowej mozemy tak dobraé¢ uktad znajomosci,
aby unikna¢ monochromatycznego tréjkata (tak jak
na rysunku 2).

Rys. 2. Kolorowanie grafu Ks bez jednokolorowej kliki K.

Twierdzenie Ramseya

Nasuwa sie¢ pytanie, czy twierdzenie o szeSciu osobach
mozna uogolnié. Czy, jezeli zamiast zadaé pojawienia
sie jednokolorowej kliki trzyosobowej, zazadamy,

aby taka klika skladala sie z czterech oséb, to czy

w odpowiednio duzej grupie musi sie ona pojawié¢? Co
wreszcie z ogélnym przypadkiem dowolnej kliki Kj?
W 1930 ukazala si¢ praca Franka Ramseya, w ktorej
udowodnit on bardzo daleko idace uogdlnienie naszych
rozwazan, a szczegélnym przypadkiem byta odpowiedz
na postawione wcze$niej pytanie.

Twierdzenie 2 (Ramsey (1930)). Dla kazdej liczby
naturalnej k istnieje taka liczba naturalna n, Ze wsrod

dowolnych n 0s6b zawsze znajdziemy:

albo k 0sdb, ktdre znajq sie wzajemnie (kazda z kazdg),
albo k 0s6b, ktdre nie znajg sie wcale (Zadna z Zadnag).

Najmniejsze takie n, ktorego istnienie gwarantuje
powyzsze twierdzenie, oznaczamy przez R(k)
i nazywamy k-tq liczbg Ramseya.



Mozna powiedzieé¢ troche filozoficznie, ze twierdzenie
Ramseya méwi o nieuchronnosci pojawiania sie pewnych
regularnosci w duzych strukturach. Dla kazdego matego
obiektu matematycznego mozemy zawsze znalezé
odpowiednio duza strukture, w ktérej obiekt ten musi
sie pojawié.

Liczby Ramseya i kosmici

Pojawia sie nastepny naturalny problem: czy istnieje
jaki$ jawny wzor na kolejne liczby Ramseya, a jesli
nie, to czy mozna je chociaz efektywnie wyznaczac.
Wiadomo, ze R(2) = 2 (dwie osoby znaja sie badz nie
znaja), pokazaliSmy tez, ze R(3) = 6, ale juz wykazanie,
ze R(4) = 18, nie jest sprawa latwa. Po pierwsze,
musimy pokazaé, ze istnieje dwukolorowanie krawedzi
grafu Ki7, w ktérym unikniemy jednokolorowej kliki
K. Okazuje sie, ze kolorowanie takie jest wyznaczone
jednoznacznie (z dokladnoscia do permutacji
wierzcholk6éw), a otrzymujemy je w ten sposéb, ze
wierzchotkom grafu przypisujemy liczby {0,1,...,16}
z ciata Z17, krawedz zas malujemy na czarno wtedy

i tylko wtedy, gdy réznica liczb na jej koncach jest
kwadratem w tym ciele. Wykazanie, ze w grafie Kig
takie kolorowanie jest niemozliwe, jest sprawa znacznie
trudniejsza.

A ile wynosi R(5)? Ot6z, zaskakujace jest, ze dokladna
warto$¢ piatej liczby Ramseya nie jest dotad znana, co
na pierwszy rzut oka wydaje sie nieprawdopodobne.
Wiadomo tylko, ze 43 < R(5) < 49. Kt6z z nas

teraz nie zakrzyknie: od czego mamy nowoczesne
komputery?! Czy przebadanie kolorowan grafu pelnego
na zaledwie 43 wierzchotkach moze w dzisiejszych
czasach stanowié¢ jakakolwiek trudno$é¢? Gdy jednak
przyjrzymy si¢ problemowi blizej i dokonamy kilku
obliczen, sprawa staje sie jasna. Zauwazmy, ze graf K3
ma (423) = 903 krawedzie, wiec chcac przeanalizowaé
ich wszystkie mozliwe dwukolorowania, musieliby$my
rozpatrzyé 299 (czyli okolo 10%7!) przypadkéw, a to
juz znacznie przekracza mozliwosci nawet najszybszych
superkomputeréw. Z kolejnymi liczbami Ramseya
sprawa wyglada jeszcze gorzej: 102 < R(6) < 165,

205 < R(7) < 540, 282 < R(8) < 1870. Naiwnoscia
bytoby réwniez sadzié¢, ze moga one si¢ wyrazaé
jakimkolwiek jawnym wzorem.

Aby oddac skale trudnosci problemu znajdowania liczb
Ramseya, warto przypomnie¢ opowiastke, ktora czesto
zwykt przytaczaé¢ Paul Erdos, a trudno chyba o wigkszy
autorytet w tej dziedzinie (opublikowal on przeszio 100
prac dotyczacych teorii Ramseya).

Wyobrazmy sobie, zZe wrogo nastawiona i znacznie
potezniejsza militarnie obca cywilizacja napada
na Ziemie 1 Zgda od ludzi wyznaczenia doktadnej
wartodci liczby R(5), gdyz w przeciwnym razie
zniszezy planete. Co powinnismy zrobié, aby nie
dopusci¢ do zaglady? Powinnismy zmobilizowaé
wszystkich matematykow, informatykow
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1 programistow, zaprogramowac wszystkie
komputery na Swiecie i sprobowac znaleZé
zZgdang warto$é. A co, jesli kosmici zazqdajg
wyznaczenia liczby R(6) ¢ Wéwczas powinnismy
sprobowad. . . zniszczyé najeZdzcow.

Musimy pogodzié¢ sie z tym, ze, prawdopodobnie,

nigdy nie dowiemy sig, ile wynosi szosta, siddma

i nastepne liczby Ramseya, co wcale nie znaczy, ze
ludzie zaprzestang swych wysitkéw w prébach ich
wyznaczenia.

Grafy Ramseya w przestrzeni

W dotychczasowych rozwazaniach grafy traktowali$my
w sposOb abstrakcyjny, czyli jako pare ztozona

z pewnego skorficzonego zbioru V' (wierzchotki)

i z kolekcji jego dwuelementowych podzbioréw E
(krawedzie), natomiast tradycyjny rysunek grafu

na plaszczyznie (punkty polaczone liniami) stuzyl
nam jedynie do lepszej wizualizacji prezentowanych
probleméw, ale w zaden sposéb nie wykorzystywaliSmy
jego geometrycznych wlasnosci.

Ostatnim krokiem do poznania najwigkszej liczby
na $wiecie bedzie spojrzenie na twierdzenie Ramseya
w sposéb geometryczny. Bedziemy rozwazaé grafy pelne,
ktérych wierzchotki beda umieszczone we wszystkich
wierzcholkach wielowymiarowej kostki jednostkowe;j
w przestrzeni euklidesowej dowolnego wymiaru

(na prostej beda to kofice odcinka, na plaszczyznie
wierzcholki kwadratu, w przestrzeni tréjwymiarowej
wierzcholki szescianu itd.). Ogdlnie w przestrzeni R"
bedzie 2™ wierzcholkéw (a wiec powstanie graf Kon)
i beda nimi wszystkie punkty, ktérych wspotrzedne
tworza ciag zerojedynkowy.

Byla juz mowa, ze R(4) = 18, a wiec, jesli krawedzie
grafu petnego, ktéry ma co najmniej 18 wierzchotkow,
pomalujemy dwoma kolorami, to musi si¢ pojawic¢
jednokolorowa klika K. Jezeli rozwazaé bedziemy tylko
kolorowania grafow pelnych zwiazanych z kostkami
jednostkowymi, to zauwazymy, ze w przestrzeni R* graf
taki ma tylko 16 wierzcholkéw, a wiec mozemy jego
krawedzie tak pokolorowac, by uniknaé¢ jednokolorowej
kliki K4, natomiast juz w przestrzeni R° w grafie

na 32 wierzchotkach klika taka pojawi sie w kazdym
dwukolorowaniu.

Zazadajmy dodatkowej wlasnosci: aby klika Ky

byla nie tylko jednokolorowa, ale na dodatek, aby
wszystkie jej wierzchotki lezaly w jednej ptaszczyznie
(nazywamy ja plaska). Mozemy teraz postawié

pytanie: jakiego wymiaru musi by¢ kostka jednostkowa,
aby w dowolnym dwukolorowaniu krawedzi grafu
pelnego z nia powiazanego zawsze pojawila si¢ ptaska

i monochromatyczna kopia kliki K47 Zauwazmy,

ze klasyczne twierdzenie Ramseya nie méwi nam nic

o jakichkolwiek geometrycznych wlasnosciach, a wiec nie
mamy zadnej pewnosci, iz powyzsze pytanie ma w ogole
odpowiedz wyrazajaca sie skonczona liczba.



W 1971 roku Ronald Graham i Bruce Rothschild
opublikowali prace, w ktérej udowodnili twierdzenie
bardzo gleboko uogdélniajace wiele dotychczasowych
rezultatéw typu ramseyowskiego. Twierdzenie Ramseya
byto tylko drobnym wnioskiem ptynacym z ich ogélnych
rozwazan. Twierdzenie Grahama—Rothschilda dawato
rowniez pozytywng odpowiedZ na postawione wczeéniej
pytanie. Mianowicie, istnieje taka liczba naturalna n, ze
w dowolnym dwukolorowaniu krawedzi grafu pelnego
powiazanego z n-wymiarowa kostka jednostkows zawsze
pojawi sie plaska i jednokolorowa klika K,. Oznaczmy
najmniejsze n o tej wlasnosci przez RG(1,2,2).
Nadmiar parametréw w RG ma na celu pokazanie, ze
jest to w istocie szczegblny (najmniejszy nietrywialny)
przypadek ogdlnego twierdzenia. Oznaczaja one kolejno:
1 — kolorujemy obiekty jednowymiarowe (krawedzie),

2 — obiekt, ktéry musi sie pojawié, jest dwuwymiarowy
(plaska klika K), 2 — uzywamy dwdéch koloréw.

Nasuwa sie naturalne pytanie, czy znana jest doktadna
warto$é¢ RG(1,2,2), a jesli nie, to czy mozna ja

jako$ sensownie oszacowac. Ronald Graham pokusit
sie o wyliczenie konkretnej wartosci jej gbérnego
oszacowania, ktére wynikalo bezposrednio z dowodu
ich gltéwnego twierdzenia i zamiescit ten wynik

w opublikowanej wspélnie z Rothschildem pracy. Jednak
szerzej stal sie on znany dopiero w 1977 roku, kiedy
zostal opisany przez Martina Gardnera na lamach jego
popularnej rubryki w Scientific American. Wiadomo
wiec, ze RG(1,2,2) < LG, gdzie LG nazywana jest
liczba Grahama, lecz zanim poznamy jej wartoscé,
konieczne bedzie zapoznanie si¢ ze specjalna notacja.

Notacja strzalkowa Knutha

Gdy na poczatku swojej edukacji poznajemy nowe
dzialanie arytmetyczne, staramy sie je zdefiniowaé za
pomocy dziatan poznanych wczesniej. Mnozenie dwéch
liczb naturalnych m - n definiuje sie jako n-krotne
dodawanie sktadnika m, z kolei potegowanie m", jako
n-krotne mnozenie czynnika m. Donald Knuth wpadt
na pomysl, aby procedure te uogélni¢, definiujac
kolejne dziatania jako wielokrotne ztozenia poprzednich.
Punktem wyjscia niech bedzie zwykle potegowanie:

mln=m"

4 =m--- m’
——
n razy
ktore zapisujemy za pomoca pojedynczej strzaltki (tak
jak tradycyjny zapis uzywany w informatyce). Kolejne
dzialania notowa¢ bedziemy podobnie (zwigkszajac tylko
liczbe strzalek) i definiowaé rekurencyjnie:

.m

m

miTn=mIm7T---Tm=m ,
| —
n razy
mittn=mmi--11m,
n razy
a w ogolnosci
k k—1 k—1 k—1
—— —~ = —~ =
m1l--Tn=ml---Tml---Tm---ml-Tm.

n razy
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Poniewaz dzialania strzalkowe nie sa taczne, to
ustalamy dodatkowo, ze w przypadku braku nawiasow
wykonujemy je w kolejnosci od prawej do lewej
(analogicznie jak przy wielokrotnym potegowaniu).
Aby nieco oswoié sie z taka notacja, wykonajmy kilka
prostych obliczen. Latwo zauwazyé, ze

217---12
jest zawsze rowne 4, niezaleznie od liczby strzaltek,
nietrudno tez obliczy¢, ze

313=3%=2rT.
Nieco dtuzsze rachunki musimy wykonaé, aby obliczy¢
3113=31313=3127=23% =7625597484987.
Jesdli liczba rzedu siedmiu bilionéw nas nie przeraza, to
sprobujmy obliczy¢
3TMT3=3113113=3177625597484987

i tu, niestety, nasza moc obliczeniowa staje

sie niewystarczajaca, gdyz w kolejnym kroku
musieliby$my napisaé przeszto siedem i pét biliona
trojek przedzielonych pojedynczymi strzatkami,

co w tradycyjnym zapisie oznacza wieze potegowa

o wysokosci 7625 597 484 987 zbudowang z tréjek.
Oczywiscie, trudna jest jakakolwiek proba wyobrazenia
sobie wielkosci tej liczby. Mozemy chyba tylko czué ja
intuicyjnie, widzac jej zapis w postaci wiezy potegowe;j.

Liczba Grahama

Jesli cheesz, Czytelniku, poznaé¢ wielkosé liczby
Grahama, musisz p6jsé krok dalej i sprébowadé
ogarnaé (cho¢ jest to prawdopodobnie niewykonalne)
wielkos¢ liczby Gy = 3 1117 3, a nastepnie wykonaé
krok drugi (ktéry jest juz chyba krokiem w otchtan
nieskoniczonosci) i poznaé liczbe zdefiniowana
nastepujaco:
Gr=3]1-113

———

Gy strzalek
Jedli wykonalismy 2 kroki, to kolejne nie powinny juz
sprawi¢ trudnosci. Niech

Ga=3]11--- 1113,
—_———

Gy strzalek

Gz =31111--- 11113,
—_————

G5 strzalek

i tak dalej, az po 64 krokach zatrzymamy sie wreszcie,
bo oto poznamy najwieksza liczbe na $wiecie, czyli
Liczbe Grahama:

RG(L 2) 2) < LG = G63 =3 TTTTT T TTTTTg

Gga strzatek

Na zakonczenie warto odnotowaé¢ pewng ciekawostke.
Liczba Grahama zostala zauwazona rowniez przez ludzi,
ktorzy zawodowo zajmuja sie wszelkimi rekordowymi
osiagnieciami, trafita bowiem w 1997 roku do Ksiegi
Rekordow Guinnessa i, prawdopodobnie, pozostanie
tam jeszcze przez dhugie lata. Nalezy jeszcze dodaé, ze
najlepszym znanym dzi$ dolnym oszacowaniem liczby
RG(1,2,2) jest 10, wiec pierwsza mozliwg jej dokladna
wartoscig jest liczba 11.



Rozwigzanie zadania M 1200.
Zauwazmy, ze

4EAC = { ABC = < EFC,

skad wynika, ze punkty E, A, F', C leza
na jednym okregu.

Wobec tego otrzymujemy

IFBA=<4ECA=<4EFA=<FAB,

skad bezposrednio uzyskujemy teze.

*Instytut Matematyki Stosowanej
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Domniemania i hipotezy o turbulencji

Grzegorz LUKASZEWICZ ™

Pelne zrozumienie, a nastepnie opisanie zjawiska turbulencji w ramach spdjnej
teorii matematycznej stanowi wciaz duze wyzwanie dla fizykéw i matematykow.

Turbulencja jest wszechobecna w przyrodzie, wystepuje w ogromnym zakresie
skal wielkoéci, dotyczy zaréwno ruchu ptynéw wewnetrznych w organizmach
zywych, jak i ruchu gazu miedzygwiezdnego. Hipotez i domnieman zwigzanych
z turbulencja jest mnostwo, poczynajac od problemu wlasciwego zdefiniowania
zjawiska, doboru wlasciwego jezyka opisu, pytan o zakres zastosowan réwnan
hydromechaniki klasycznej i dalszych pytan dotyczacych interpretacji ich
rozwiazan. Zanim przejdziemy do krétkiego przedstawienia kilku hipotez

i domnieman, pare stéw o samym zjawisku.

1. Co to jest turbulencja? Przyklady przeplywédw turbulentnych.
Bedziemy méwié o przeplywach cieczy i1 gazéw (np. wody czy powietrza).
Rozrézniamy przeplywy laminarne (spokojne i uporzadkowane) i przeplywy
turbulentne, o ztozonej strukturze, charakteryzujace si¢ duzymi i nieregularnymi
wahaniami (zaréwno w przestrzeni, jak i w czasie) predkosci, ci$nienia i innych
zmiennych hydrodynamicznych. Do tych drugich nalezy wigkszosé przepltywow
spotykanych w przyrodzie czy generowanych przez cztowieka. Przyktady zjawiska
turbulencji to np. ruch powietrza w atmosferze ziemskiej, magmy we wnetrzu
Ziemi, wody w rzekach i oceanach, gazu miedzygwiezdnego, czy w mniejszej
skali: ruch powietrza w pokoju, powietrza wydychanego z ptuc, dymu w kominie
czy spalin samochodowych.

Przeplywy turbulentne dzigki swej ztozonej strukturze maja inne wtasnosci niz
»porzadne” przeplywy laminarne, np. wywieraja wieksze sily na napotkane
ciala stale (zapinamy pasy bezpieczenistwa, wlatujac w obszar turbulentny
podczas lotu samolotem), maja wicksza zdolno$é przenoszenia ciepla,
propagowania reakcji chemicznych, jak rowniez moga rozpraszaé fale dzwiekowe
czy elektromagnetyczne.

Hydrodynamika jako nauka o ruchu pltynéw zajmowala si¢ przez dtugi czas
gléwnie przeplywami laminarnymi, jako ze przeplywy turbulentne wymykaty

sig zaréwno zrozumieniu, jak i obliczeniom. Dopiero zastosowanie metod
probabilistycznych, nowoczesnego aparatu nieliniowych réwnan rézniczkowych
czastkowych i nieskonczenie wymiarowych uktadéw dynamicznych pozwolito
zauwazy¢, ze ,w tym chaosie jest metoda”. Mechanika turbulencji to
statystyczna mechanika ptynéw. Jej prawa dotycza usrednionych wielkosSci
hydrodynamicznych, a nie indywidualnych p6l wektorowych, ktérych zachowanie
jest chaotyczne.

2. Domniemania i hipotezy.
Ponizej przedstawione sa wybrane problemy dotyczace nauki o turbulencji,
skupiajace sie wokot kilku podstawowych i kilku matematycznych pytan.

(H1) Istnieje uniwersalna teoria turbulencji.

Poszukiwanie praw ogélnych ma podstawowe znaczenie dla zrozumienia
rzeczywistoéci. Najwazniejsze teorie maja charakter unifikujacy, to znaczy
taczacy zjawiska rozwazane wczesniej oddzielnie. Przyktady takich teorii

to teoria grawitacji Newtona unifikujaca swiat podksiezycowy i $wiat
nadksigzycowy, teoria ewolucji Darwina unifikujaca caly $wiat organizméow
zywych, teoria elektromagnetyzmu Maxwella unifikujaca elektryczno$é

i magnetyzm, czy teoria wzglednosci Einsteina unifikujaca przestrzen i czas.

W teorii turbulencji brak dotychczas jednolitego opisu matematycznego. Mamy
rézne opisy dla réznych zakreséw wielkosSci, réznych typoéw przepltywu, opierajace
sie na roznych zalozeniach fenomenologicznych dobieranych czasami ad hoc.
Analogia z zakresu mechaniki klasycznej moze byé np. opis ruchu pocisku
armatniego i ruchu Ksiezyca wokdl Ziemi w czasach sprzed pojawienia sie

teorii grawitacji. Domniemanie dotyczy istnienia poje¢ i praw ogdlnych. Jedna

4



D
P i s

N

z wielkosci uniwersalnych w teorii turbulencji jest liczba Reynoldsa
charakteryzujaca stosunek typowych sit inercjalnych do sit lepkosciowych
w danym przeplywie. Za jej pomoca mozna okresli¢ np. natezenie
nieuporzadkowania w przeplywie (liczbe stopni swobody przeplywu).

(H2) Réwnania Naviera—Stokesa opisuja przeptywy turbulentne.
Jest to bardzo istotne domniemanie, wyrazajace przekonanie, ze calos¢ zjawisk

202
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dotyczacych przeplywéw turbulentnych miesci sie w teorii hydrodynamiki
klasycznej opartej na réwnaniach Naviera—Stokesa,
Ou + (u-V)u—vAu + Vp=f,
Jest to hipoteza o uniwersalnosci réwnan Naviera—Stokesa. W fizyce mamy
do czynienia z réwnaniami o zakresie lokalnym i z takimi, ktérym przyshuguje
zakres globalny. Do tych ostatnich nalezg np. rownania Maxwella. A jaki
jest status rownan Naviera—Stokesa? Jest zadziwiajace, jak wiele cech
charakterystycznych przeptywéw turbulentnych mozna z nich wydedukowac.

divu = 0.

Podobnie jak to ma miejsce z najwazniejszymi rownaniami w fizyce, wydaje

sig, ze sa one madrzejsze od nas, ze mozna z nich wydoby¢ duzo wigcej niz sie¢
ktokolwiek spodziewal. W przypadku réwnan Naviera—Stokesa jest to szczegodlnie
zastanawiajace, gdy wezmiemy pod uwage fakt, ze wyrazaja one podstawowe
prawa zachowania i sg oparte na kilku zaledwie naturalnych zalozeniach

fenomenologicznych.

(H3) Turbulencje mozna opisa¢ w ramach teorii
chaosu deterministycznego.

Mamy tu dwie hipotezy. Pierwsza stanowi tzw. problem
milenijny, postawiony pod koniec ubieglego wieku jako
jedno z najwazniejszych zagadnien w matematyce
stanowiace wyzwanie dla nowego stulecia, a dotyczace
pytania, czy globalne wzgledem czasu, tzn. okreslone
na calej pélprostej (0, +00), rozwiazania réwnan
Naviera—Stokesa, o ktérych wiemy, ze istnieja, sa
dostatecznie regularne. Jesli takie sa, to sa takze
jednoznacznie okreslone przez dane zadania. Mozemy
je zatem badaé¢ w ramach dobrze juz rozwinietej teorii
uktadow dynamicznych. Za silnie nieuporzadkowane
zachowanie sie rozwiazan (ruch turbulentny) bytoby
wtedy odpowiedzialne dobrze znane zjawisko

chaosu deterministycznego. Jest to wlasnie drugie
domniemanie. Stosunkowo nowa teoria nieskonczenie
wymiarowych uktadéw dynamicznych, zainspirowana
w duzej mierze potrzebami hydrodynamiki, zaczyna
dawaé bardzo obiecujace wyniki w zastosowaniu

do teorii réwnan Naviera—Stokesa i do badania
dtugookresowego zachowania sie ich rozwiazan. Dotyczy
to np. teorii atraktoréw i rozwigzan statystycznych.

(H4) Osobliwosci rozwigzan réwnan
Naviera—Stokesa tlumaczg turbulencje.
Regularnos$é rozwigzan réwnan Naviera—Stokesa,

o ktérej mowa w poprzednim punkcie, jest sprawg
otwarta, zatem jest miejsce dla hipotezy konkurencyjnej,
moéwiacej o tym, ze by¢ moze rozwiazania te nie

sa wcale regularne i jednoznacznie okreslone przez
dane zadania (np. dane poczatkowe). Bardzo piekne
twierdzenie J. Leraya dotyczace rozwiazan w calej
przestrzeni, stanowiace pewien argument, ze taka
sytuacja moze mie¢ miejsce, méwi, iz rozwigzania sa
bardzo regularne poza, by¢ moze, pewna liczba chwil,
zawartg w skonczonym przedziale czasu. Zbiér takich
potencjalnych osobliwo$ci jest domkniety i nie zawiera
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odcinka, a jego wymiar Hausdorffa jest nie wigkszy

od % Jesli ten zbidér jest niepusty, to moze by¢
odpowiedzialny za fenomen turbulencji (w kazdej takiej
chwili pole wektorowe wirowo$ci przeptywu nie jest
catkowalne z kwadratem).

(H5) Przeplywy turbulentne mozna opisa¢ za
pomoca skonczonej liczby parametrow.
Domniemanie to, wywodzace si¢ z rozwazan
fenomenologicznych, ma mocne wsparcie w teorii
matematycznej. Gdyby bylto prawdziwe, to by¢

moze przeplywy turbulentne mozna by byto np.

opisa¢ za pomoca skonczonego ukladu réwnan
rézniczkowych zwyczajnych, i dalej, stosujac obliczenia
numeryczne, oblicza¢ rozmaite interesujace nas
wielkosci. Badania dotyczace tego domniemania sa
jeszcze dalekie do zakonczenia, ida w rézne strony

i polegaja na oszacowaniach wymiaru atraktora,

liczby wezléw determinujacych czy liczby harmonik
determinujacych danego przeptywu, na razie dla
przepltywow dwuwymiarowych. Pytanie o harmoniki
determinujace np. dotyczy problemu istnienia
skonczonej liczby harmonik pola wektorowego predkosci
wyrazonego przez szereg Fouriera, takich, ze ich
ewolucja w czasie determinuje (w pewnym sensie)
zachowanie sie pozostalych harmonik. Wiaze sie to

z nierozwigzanym dotad problemem zamkniecia w teorii
turbulencji, wynikajacym z podstawowego faktu,

ze operatory usrednien nie komutuja z operatorami
nieliniowymi, np. (u?) # (u)?2.
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W rzeczywistosci wskazanie wielomianu
f stopnia n, dla ktérego zbiér ]P’(;

jest nieskonczony, nie jest ktopotliwe.
Trudniejszym zadaniem jest pokazanie, ze
dany wielomian faktycznie spelnia zadany
warunek. Zupelnie elementarnie mozna
jednak dowiesé, ze jesli p jest dowolnym
dzielnikiem pierwszym liczby n, to takim
wielomianem jest f(z) = 2™ — p.

Zbiory kresowe dla wielomianéow
o wspoltczynnikach catkowitych

Tomasz KOBOS

Niech f bedzie wielomianem o wspélczynnikach catkowitych. Zajmowac sie
bedziemy dzielnikami pierwszymi liczb f(x) dla x calkowitego oraz potegami,

w ktorych te dzielniki wystepuja. Na przyktad, powszechnie wiadomo, ze jezeli
tylko wielomian f nie jest staly, to zbiér takich liczb pierwszych p, iz p|f(x)

dla pewnego x catkowitego, jest nieskoniczony. Mozna postawi¢ ogdlniejsze
pytanie: czy dla kazdej liczby naturalnej m zbior takich liczb pierwszych p, ze
p™|f(z) dla pewnego calkowitego x, jest nieskonczony? Warto tez zastanowic sie
nad zbiorem tych liczb pierwszych, ktére nie dziela wartosci wielomianu f dla
zadnego argumentu catkowitego. Na poczatek jednak wprowadzimy kilka pojeé,
ktore przydadza sie w dalszych rozwazaniach.

Dla liczby pierwszej p, ktéra nie dzieli wspélczynnika przy najwyzszej potedze
w wielomianie f, definiujemy jej kres wzgledem wielomianu f jako najwieksza
liczbe calkowita nieujemna m, dla ktérej istnieje x € Z, takie, ze p™|f(x).
Jesli takie najwigksze m nie istnieje, przyjmujemy, ze kres jest nieskonczony

i oznaczamy symbolem oo. Kres liczby pierwszej p wzgledem wielomianu f
bedziemy oznaczaé jako kz(p).

Dla przyktadu rozwazmy wielomian f(x) = 22 + 3. Jesli 3|f(x), to oczywidcie
3|z, ale wtedy 9|22, a zatem 9 ff(x) dla z € Z. Czyli k¢(3) = 1. Mamy tez
f(1) =4, czyli kres liczby 2 wynosi co najmniej 2. Jednakze, bezposrednie
sprawdzenie wszystkich reszt modulo 8 pokazuje, ze 8 {f(z) dla x € Z, a wiec
kf(2) = 2. Analogicznie sprawdzamy, ze 5[f(x) dla z € Z, czyli k7(5) = 0.
Uzywajac nieco bardziej wyrafinowanych metod, mozemy udowodnié, ze dla
kazdej liczby naturalnej m istnieje x € Z, dla ktérego 7| f(x). Zatem, zgodnie
z przyjeta umowa, piszemy k5 (7) = oo.

Wprowadzmy jeszcze jedno pojecie. Dla danego wielomianu f i danego

m € NU {oo} definiujemy zbiér P'}/* jako zbiér wszystkich liczb pierwszych,
ktorych kres wzgledem wielomianu f wynosi m. Zbior ten bedziemy nazywaé
zbiorem kresowym o kresie m.

Zaczniemy od wtasnosci pewnej szczegdlnej rodziny zbioréw kresowych — zbioréw
kresowych o kresie 0. Dla danego wielomianu f jego zbiér kresowy o kresie 0

jest wiec zbiorem tych liczb pierwszych, przez ktore wartoéci wielomianu nie

sg podzielne dla zadnego argumentu calkowitego (pomijamy liczby pierwsze
dzielgce wspOlezynnik przy najwyzszej potedze). Taki zbiér oczywiscie nie musi
by¢ nieskonczony, za przyktad wystarczy wzia¢ dowolny wielomian stopnia 1.
Jednak juz wérod wielomianéw kwadratowych mozemy znalezé takie, ktorych
zbiér kresowy o kresie 0 jest nieskoniczony, za przyktad stuzy bowiem wielomian
f(x) = 2% + 1, ktérego wartosci w punktach catkowitych nie maja dzielnikéw
pierwszych postaci 4k + 3. Okazuje sie, ze dla dowolnego n > 1 istnieje wielomian
f stopnia n, dla ktérego zbiér IP’(} jest nieskonczony. Konstrukcja takiego
wielomianu w przypadku n > 2 nie jest juz zupelnie prostym zadaniem, ale
stosunkowo latwo mozna wykazac, ze jesli p jest dana liczba pierwsza, a n
ustalona liczba naturalna, to istnieje wielomian f stopnia n, taki, ze k¢(p) = 0.

Przejdzmy teraz do wlasnoéci zbioréw kresowych o kresie bedacym liczba
catkowita dodatnia. Podobnie jak poprzednio, jesteSmy w stanie udowodnié,
ze dla danej liczby pierwszej p i ustalonych n > 1, m € Z_ mozna znalezé¢
wielomian f stopnia n, dla ktérego k¢(p) = m. Do skonstruowania takiego
wielomianu przydaje si¢ istnienie wielomianu F' stopnia n, dla ktorego

kr(p) = 0. IdZmy dalej: jedli dla danych liczb pierwszych p1,pa, ..., ps

mamy s wielomianéw fi, fa, ..., fs stopnia n, takich, ze ky, (p;) = m,

to, uzywajac Chinskiego Twierdzenia o Resztach, bez trudu mozemy

dowies¢, ze istnieje wielomian f (oczywiscie réwniez stopnia n), dla ktérego
{p1,p2,...,0s} C P¥". W szczegblnosci oznacza to, ze mocy zbioréow kresowych
nie da si¢ ograniczy¢ przez zadna liczbe naturalna — tzn. dla kazdego C' zawsze
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znajdziemy wielomian f, dla ktérego |IE’”JT”| > C (wystarczy dobra¢ odpowiednio
duze s). Nasuwa si¢ pytanie: czy moc zbioru ]P’}” moze by¢ nieskonczona dla
m > 07 (dla m = 0 wiemy, Ze jest to mozliwe). OdpowiedZ na to pytanie jest
negatywna. JesteSmy w stanie udowodni¢ nawet wiecej, gdyz prawdziwe jest

nastepujace

Twierdzenie. Dla danego wielomianu f o wspétczynnikach calkowitych niech

o = U ]P’iz. Wowczas |0f|, moc zbioru 6¢, jest skoticzona.

€7

Kluczem do dowodu powyzszego twierdzenia okazuje sie by¢ ponizszy

Lemat. Niech f bedzie wielomianem o wspdtczynnikach calkowitych, m liczbg
catkowitq dodatniq, p takq liczbg pierwszq, zZe p € P'7*, natomiast k niech bedzie
takq liczbg calkowitq, ze p™|f (k). Wowczas p|f' (k).

Dowdd opiera sie na prostej do udowodnienia za pomoca
rozwiniecia dwumianowego Newtona kongruencji:

ftp™ + k) = p™tf' (k) + f(k) mod p™*L. Jezeli p

nie dzieliloby f'(k), to mogliby$my tak dobraé ¢, by

p™ T f(tp™ + k). To jest jednak sprzeczne z warunkiem
p e PP

Zeby zobaczy¢, w jaki sposéb powyzszy lemat mozna
wykorzysta¢ do oszacowania mocy zbioréw kresowych
od gory, zatrzymajmy si¢ na chwile przy wielomianie
kwadratowym: f(z) = ax? + bz + c. Zalézmy, ze
wyréznik tego wielomianu A = b — 4ac jest niezerowy.
W przeciwnym przypadku nietrudno sprawdzié, ze

Py = () dla kazdego m. Niech p € P dla pewnego

m € Z4, a k niech spelnia warunek p™|f (k). Wowczas
mamy tez p|f(k) = ak? + bk + ¢ oraz, z powyzszego
lematu, p|f'(k) = 2ak + b. Zauwazmy teraz, iz:

/ / _
pl2a(2f (k) — kf'(k)) — bf'(k) =

= 2a(2ak? 4 2bk + 2¢ — 2ak* — bk) — 2abk — b* =

= 2a(bk + 2¢) — 2abk — b? = 4ac — b? = —A.

Oznacza to, ze wszystkie elementy zbioru ¢ sa
dzielnikami niezerowej liczby catkowitej, wyrdznika
wielomianu f. Czyli rzeczywiscie |d| jest skoniczona.
Co ciekawe, do przypadku wielomianu kwadratowego mozna podejsé
w zupelnie inny sposéb, wykorzystujac postaé¢ kanoniczng wielomianu
oraz fakt, ze jesli liczba catkowita a, niepodzielna przez dang liczbe

pierwsza p, jest resztag kwadratowa modulo p, to wtedy jest tez reszta
kwadratowa modulo p™ dla kazdego m € Z 4.

Naturalna jest préba uogdlnienia powyzszej metody

na wyzszy stopien wielomianu. Wykorzystujac relacje
p|f(k) i p|f'(k), chcieliby$émy uzyskaé¢ podzielnosé

ple, gdzie ¢ jest stala zalezna tylko od wielomianu f.
Jednakze reczne wykonanie obliczen juz w przypadku
wielomianu sze$ciennego jest dosy¢ kltopotliwe. Okazuje
sie jednak, ze jest sposéb obejécia tego problemu.

Niech f bedzie dowolnym wielomianem

o wspélczynnikach catkowitych, p € P¥" dla pewnego

m > 0, a k niech bedzie takie, ze p™|f (k). Mozemy

tez zalozy¢, ze wielomian f jest nierozkladalny

— rzeczywiscie, jesli f(x) = p(x)g(x) i |6¢| jest
nieskoniczona, to wtedy |,| jest nieskonczona lub

|04] jest nieskonczona. Wéwezas jest on wzglednie
pierwszy ze swoja pochodna, gdyz jest ona wielomianem
o stopniu mniejszym. Istnieja wigc wielomiany A(x),
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B(z) o wspdlezynnikach calkowitych, oraz niezerowa
liczba caltkowita ¢, dla ktorych:

A@)f(z) + B@)f'(z) = c.

Méwimy, ze wielomian f jest nierozkladalny, jezeli nie da

sie go przedstawi¢ w postaci iloczynu dwéch wielomianéw

o wspélczynnikach calkowitych, z wyjatkiem iloczynu f(z) =1 f(x)
oraz f(z) = —1- (—f()).

Wielomiany p(z), g(z) o wspdlczynnikach catkowitych sa wzglednie
pierwsze, jesli nie istnieje wielomian r(z) o wspdtczynnikach
catkowitych i o stopniu dodatnim, taki, ze r(z)|p(z) oraz r(x)|q(x).

Fakt, ktory tutaj wykorzystujemy, jest wielomianowym
odpowiednikiem podobnego twierdzenia dla liczb
catkowitych. Wstawiajac do powyzszej réwnosci

x = k 1 korzystajac z podzielnosci p|f(k) oraz p|f'(k),
dostajemy natychmiast plc. Czyli, tak jak poprzednio,
stwierdzamy, ze wszystkie elementy zbioru d¢ sa
dzielnikami niezerowej liczby calkowitej c¢. A to oznacza,
ze zbidr 0y jest skonczony.

Na koniec przyjrzymy si¢ zbiorom kresowym o kresie
nieskonczonym. Okazuje sie, ze jesli wielomian f nie jest
staly, to zbior P% jest nieskonczony. W szczegdlnosci
dla kazdej liczby naturalnej m istnieje nieskonczenie
wiele takich liczb pierwszych p, ze p™|f(z) dla pewnego
x € Z. Jest to wiec uogdblnienie wspomnianego na
poczatku artykulu rezultatu teorii liczb. Dowod

opiera sie na zastosowaniu twierdzenia udowodnionego
powyzej. Jesli wiemy, ze istnieje nieskonczenie wiele
takich liczb pierwszych p, ze p|f(z) dla pewnego z, to
po odrzuceniu z nich liczb nalezacych do d; dostaniemy
wlagnie zbior P

Jest z pewnoscig jeszcze wiele pytan, ktére mozna
postawi¢ w zwiazku z zagadnieniem zbioréw kresowych.
Mozna sig, na przyktad, zastanowi¢ nad rozszerzeniem
jednego z uzyskanych rezultatéw: czy dla danej liczby
pierwszej p i ustalonych m,n € 7 istnieje wielomian
f stopnia n, dla ktérego r¢(p) = m oraz przynajmniej
jeden ze wspdlezynnikéw wielomianu f (nie liczac
wspOlezynnika wiodacego) jest niepodzielny przez p
(przyktad skonstruowany przeze mnie nie spelnia

tego warunku)? Mimo ze obliczenia przeprowadzone
na komputerze dla matych liczb pierwszych moga
sugerowac, ze jest to prawda, to problemu tego nie
udato mi sie rozwiazaé¢. A moze Czytelnik podejmie to
wyzwanie?
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Rys. 1

Dla przeksztalcenia ¢ zbioru X w zbiér
Y przyjmiemy oznaczenie ¢* X dla zbioru
wartosci ¢ (z) dla wszystkich elementéw
z € X.

Bedziemy tez uzywali powszechnie
przyjetych terminéw:

@ : X — Y jest surjekcjg (odwzorowaniem
,na”), gdy dla kazdego y € Y istnieje taki
z € X, ze p(x) =y;

@ : X — Y jest injekcjqg (odwzorowaniem
réznowartosciowym), gdy dla dowolnych
z1, 22 € X z réwnosci p(x1) = @(x2)
wynika x1 = z2;

@ : X — Y jest bijekcjqg (odwzorowaniem
wzajemnie jednoznacznym), gdy jest
surjekcja i injekcja.

Ponadto przypominamy, ze
przeksztalcenie id x to identycznosé na
zbiorze X,

oraz ze

U X; = {x : istnicje j € J,

j€J takie ze € X }.

*Palac Mlodziezy w Katowicach

Spacerkiem po kwadracie
Adam KOLANY™

Czy mozna zaprojektowaé spacer po kwadracie (pelnym) tak, zeby zwiedzié
kazdy jego punkt dokladnie raz? Innymi slowy, czy istnieje réoznowartosciowa
funkcja z odcinka A = [0, 1] na kwadrat K = [0, 1] x [0, 1]?

Jak dobrze wiemy, z kazda liczba r z przedzialu A mozna skojarzy¢
nieskoniczony ciag liczb catkowitych ze zbioru {0, 1,2,...,9} — mianowicie

jej rozwiniecie dziesietne. Sugeruje to pewien pomys! na przyporzadkowanie
punktom przedzialu A punktéw kwadratu. Zdefiniujmy odwzorowanie

7 : A — K nastepujaco: niech r bedzie dowolnym punktem odcinka i niech

d(r) = (dn)n=1,2,3,... bedzie ciagiem cyfr jego nieskonczonego rozwinigcia
dziesietnego zaczynajacego sie od zera — tak wiec 6(1) = (9,9,9,9,...). Podobnie
w przypadku niejednoznacznoéci (liczby postaci M/10* maja dwa rozwiniecia
dziesietne) wybieramy rozwinigcie nieskoniczone — czyli gdy w pewnym momencie
trafiamy na k i dalej same zera, piszemy zamiast tego & — 1 i1 dalej same
dziewiatki. Wéwczas jako 7(r) przyjmujemy punkt, ktérego wspélrzedne maja
rozwiniecia (dy, ds,ds,...) i (d2,d4,ds, . ..), odpowiednio. Tak na przyklad:

7(0) = 7(0,00000...) = (0,000...;0,000...) = (0;0),

(1) = 7(0,99999..) = (0,999...;0,999...) = (1;1),

7(0,5) = 7(0,49999..) = (0,499...;0,999...) = (0,5;1),
albo 7(0,25) = 7(0,24999...) = (0,299...:0,499...) = (0,3;0,5).

A kiedy bedziemy w srodku kwadratu?

Mamy
(0,5;0,5) = (0,499...;0,499...) = 7(0,449999 ...) = 7(0,45).
A kiedy w $rodku lewej dolnej éwiartki?
(0,25;0,25) = (0,2499 ...:0,2499 . ..) = 7(0,22449999 . ..) = 7(0,2245).
Prawie dobrze. Latwo zauwazy¢, ze odwiedzimy kazdy punkt kwadratu. Czy aby
tylko jeden raz? Niestety nie. Zobaczmy:

7(0,459090 . ..) = (0,499...;0,500...) = (0,5;0,5),
7(0,540909....) = (0,500...;0,499...) = (0,5:0,5),
7(0,45) = 7(0,449999 . ..) = (0,499 ...:0,499...) = (0,5;0,5).

Funkcja 7 nie jest réznowartosciowal!
Zastanowmy sie jednak, co my tu mamy?

Co prawda, 7 nie jest bijekcja, ale w pewien sposéb daje sie ja odwrdcié.
Niech bowiem dla punktu kwadratu (z;y) € K, liczba ¢(z,y) bedzie liczba

o rozwinieciu (¢, dy, ca,da, .. .), gdzie (¢p)n = 0(x) 1 (dn)n = d(y). Wowczas,
jak latwo sprawdzié, ¢ jest réznowartosciowe, cho¢ nie jest surjekcja. Ponadto
7o @ = idk, choé niekoniecznie p o 7 = ida (przyklad?).

Skoro jednak ¢ jest réznowartoéciowe, to znaczy, ze w A jest co najmniej

tyle punktéw, co w K — no bo ¢ produkuje w A doktadna kopig zbioru K,

a jeszcze troche zostaje (moze innym odwzorowaniem i te reszte da sie ,tyknacé”
— w konicu liczb naturalnych jest tyle samo, co liczb catkowitych). Z drugiej
strony punktow zbioru A jest co najmniej tyle, ile w K, bo K sklada sie

ze swojej podstawy, ktéra wyglada dokladnie jak A, i jeszcze tego, co powyzej.
(Odpowiada to injekcji m(r) = (r;0), dla r € A.)

Skoro w A jest co najmniej tyle punktéw, co w K, a w K jest co najmniej tyle
punktéw, co w A, to na ,chlopski rozum” w A i w K jest ich tyle samo! Czyli
istnieje bijekcja h miedzy A i K, a tego przeciez nam trzeba.
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Georg Ferdinand Ludwig Philip Formalnie znaczy to, co nastepuje:
Cantor (3.03.1845, Sankt Petersburg,

Rosja — 6.01.1918, Halle, Niemcy) Twierdzenie (Cantor, Bernstein, Schroder). Niech A i B beda dowolnymi

. niemiecki matematyk, tworca zbiorami. Wéweczas jesli istnieja injekcje f: A — B oraz g : B — A, to istnieje
eorii zbioréw. Zdefiniowal pojecia
réwnolicznosci zbioréw, zbioréw dobrze bljekCJa h:A— B.

uporzadkowanych. Wprowadzil pojecie

liczby porzadkowej i kardynalnej. Przez No tak, ale bk@d JQ WZlZ}é7

dtugi czas staral sie udowodnié hipoteze

continuum (jak si¢ okazalo w latach Udowodnimy nastepujacy lemat:

60. XX wieku — jego wysitki nie mogty

przyniesé¢ zadowalajacego go rezultatu). Lemat. Niech A, B oraz f, g de% takie, Jak WyZQ] Wéwecezas istniej@ takie

W ostatnich latach swojej pracy naukowej rozlaczne zbiory Ay, Az C A i takie rozlaczne zbiory By, Bo C B, ze A1 U Ay = A,

odkryl pewne paradoksy w teorii o « — . -
mnogos$ci. Dlugie lata cierpial na cigzkie B1UB; = B oraz f A1=DByi g By = As.

depresje (parokrotnie byl z tego powodu , . . . ., ..
hospitalizowany). Pod koniec Zycia Dowéd. Zauwazmy, ze kazdy ze zbioréow Ay, As, B1, B2 wyznacza juz

zajmowal sie mistycyzmem — rozwijat pozostate. No, bo na przyklad Ay = A\ As, By = f*A; = f*(A\ As),

koneepcje Absf)h;tnej NieskoﬁczonOiCL a By =B\ By =B\ f*(A\ As2). Stad w szczegblnosci dostajemy tez

ktora ut(?zs.amla. Z Fi(?gler.n. ZROWO u . . . N . N

choroby i niemoznos$ci unikniecia A2 =49 BQ =g (B \ Bl) =g (B \ f Al) =g (B \ f (A \ Ag))
doksé tal publik i

EZS{O?N;:KV FApTACSIAl pubTowania prae Oznaczajac teraz Q(X) = g* (B \ f(AN\ X)), dla X C A, dostajemy réwnosé

. . Ag = Q(A2)! Innymi stowy szukamy tzw. punktu stalego odwzorowania ).
Felix Bernstein (24.02.1878, Halle,

Niemcy — 3.12.1956, Zurich, Szwajcaria)
— niemiecki matematyk, uczen

Georga Cantora. Poza przytoczonym
twierdzeniem znany z mlodzienczej Q U Xj = U Q(Xj), dla dowolnych Xj - A, J 7é @
pracy o liczbach kardynalnych oraz jeJ jeJ

z licznych pézniejszych prac ze statystyki,

matematyki aktuarialnej oraz biologii Niech teraz Xg = @7 X = Q(XO)7 Xo = Q(X1)7 ceey Xn+1 = Q(Xn)7 ce
matematycznej, w szczegélnosci genetyki.  Wykazemy, ze punktem stalym odwzorowania € jest np. Y = Joo, X,,.

Ernst Schréder (25.11.1841, Mannheim, W IZeCzy samej, mamy
Niemcy — 16.06.1902, Karlsruhe,

Niemcy) — matematyk niemiecki. Znany Q(Y) -0 G Xn _ G Q(Xn) — G Xn+1 — [j Xn — [j Xn — Y’7
n=0 n=0 n=0 n=1 n=0

Nietrudno wykazaé, ze {2 ma nastepujaca wlasnosc.

gléwnie ze swoich prac w dziedzinie
logiki algebraicznej, w szczegdlnosci

autor monumentalnego, 3-tomowego no bo przeciez Xg = (. Przyjmujac teraz A, =Y, dostajemy teze lematu.
Y. , Yy
dzieta Wyklady z Algebry Logiki, ktéra
otworzyta drogg logice matematycznej Jak zatem zdefiniowac h? To proste:
jako samodzielnej dyscyplinie
matematycznej. h(.l?) — f(f)) € A .
g (z), x€ A

Odwzorowanie h jest dobrze okreslone na calym A, bo g jest réznowarto$ciowe
(a wiec mozna je odwracac). Obrazem A jest cale B, bo punkty z By sa
warto$ciami punktéw z Aj, a punkty z By sa wartosciami funkcji g. Skoro f

i g sa bijekcjami, odpowiednio na A; i Bo, oraz By i Bs sa rozlaczne, to h jest
réznowartosciowe.

Wréémy teraz do naszych baranéw, czyli do kwadratu z odcinkiem. W roli

A, B, fig mamy tutaj A, K, w oraz ¢. Z Lematu wynika, ze istnieje Ay C A,
dla ktorego h : A — K dane wzorem

h(z) = {w(m), z & Ay

A Tl @), wedy
AR, SRR T . o
@ o jest bijekcja. Biorac pod uwage, ze ¢~ = 7, mozemy napisaé, ze
&% #ﬁ' h(z) = T(x), =€ Ay .
o N - o Teoretycznie odpowiedzieliSmy na pytanie zadane na poczatku — tak,
@ = mozna zwiedzi¢ caly kwadrat, nie odwiedzajac zadnego punktu dwukrotnie
BB e e 0 w szczegdlnoscei znaczy to, ze w kwadracie i na odcinku jest tyle samo punktow,
Y AP = 1 kwad dcink 1 k
S I N * ale nie to nas teraz interesuje). Nawet przepis wiazacy chwile czasu z punktem,

w ktorym podréznik ma sie znalezé, angazuje stosunkowo proste operacje: 7
i 7. Klopot polega na tym, ze nie wiadomo za bardzo, ktora kiedy stosowac! Nie
wiemy przeciez, ktére punkty odcinka naleza do As!
Przyjrzyjmy mu si¢ zatem troche blizej. Wiemy przeciez, ze

Ay = QN UQLP@M)U...uQ D) U..., gdzie QX)=*(K\7*(A\ X)).
Dla uproszezenia przyjmijmy, ze A nie jest odcinkiem [0, 1], tylko dolna
podstawa kwadratu K (powr6t do sytuacji poczatkowej nie bedzie trudny).
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eppe Peano (27.08.1858,

Spinetta, Wtochy, — 20.04.1932,

Turyn, Wtlochy) — wloski matematyk

i logik. Od 1890 profesor matematyki
na Uniwersytecie w Turynie, a w latach

1887

1901 w akademii wojskowej

w Turynie. Opracowal stosowang
powszechnie aksjomatyke arytmetyki

liczb naturalnych (tzw. aksjomaty Peano).
Skonstruowal tez przyktad funkcji ciaglej

przeksztalcajacej odcinek domkniety

na kwadrat domkniety, co jest sprzeczne
z powszechng intuicja. Odwzorowanie to

jest z

wane krzywa Peano. Dzialalno$é

Peano wchodzi w skltad tzw. wloskiej

szkoly matematycznej, ktéra zajmowala
sie badaniami nad logika matematyczna

i analizg podstaw matematyki.

Znane jest takze jego twierdzenie

o istnieniu rozwigzan pewnych réwnan
rézniczkowych, zwane jego nazwiskiem.

Wowecezas 7 jest po prostu identycznoscia, a ¢ z punktu kwadratu robi punkt
z jego podstawy, przeplatajac jego wspélrzedne. Z praw dzialan na obrazach
mamy

QX) =" (K\ (A\ X)) =" (K\A) U(KNX)) =" (K\A)UX) =

=" (K\A)Uup*X

i tym sposobem

Q@) = (K\A),

Q*0) = ¢(K\A)Ue*Q0) =" (K\A)Up*K \ A),

Q) = ¢ (K\A) UG (K\A)U...Up™(K\A),
oraz Ay = o (K\A)UG(K\A)U.. Ug™(K\A)U

W szczegblnosei 0,5 = ¢(0,5;1,0) € p* (K \ A) C As.

Mimo iz h spelnia warunki, jakie wyspecyfikowaliSmy na poczatku, brak

mu jednak pewnej cechy, ktorej oczekuje sie od ,,prawdziwych” marszrut.
Mianowicie, jesli ktoé spaceruje po jakims terenie i np. o 15°° wstapi

do restauracji na obiad, to spodziewamy sie, ze istnieje przedzial czasowy wokdt
tej godziny o tej wlasnoéci, ze w kazdej chwili tego przedzialu nasz piechur
znajduje sie w miejscowosci, w ktorej ta restauracja sie znajduje.

Innymi stowy, od naszego h oczekujemy, ze dla dowolnego punktu xg € A
(godzina positku) oraz otoczenia O (miejscowosé) punktu h(zg) (restauracja)
istnieje przedzial A zawierajacy xo taki, ze h(z) € O, dla z € A. Wlasnosé te
nazywamy ciggtosciq.

Okazuje sie, ze odwzorowanie h ciagte nie jest. Popatrzmy na punkty kwadratu

postaci P, = (0,5 + 10”, 10n> dla n = 3,4,5,... . Rozwiniecia ich wspolrzednych
sa postaci
n—2 n—1 n—2 n—1
—~ —~ —~ —~

0,50...01000...=0,50...0999... oraz 0,00...01000...=0,00...0999...,
2n—1 2n—2
—~ —~

zatem ©(P,) =0,50...0999 = 0,50...01000... .

Znaczy to w szczegdlnodci, ze punkty z,, = 0,5 + 10727 sa w Ao, oraz ze

h(zxy) = P,, gdzie n > 3. Odleglo$¢ miedzy h(0,5) = (0,5;1,0) a P,, wynosi
V10721 £ (1 -10"")2>1-10"">1— 10" = 0,999000. .. .

W szczegblnosci nie ma takiego przedziatu wokét ,chwili” zg = 0,5, zeby

w calym tym przedziale wartosci h byly w odleglosci od h(0,5) mniejszej niz

np. 3/4.

Rysunek 2 przedstawia kilka migawek z podrozy naszego piechura.

Nietrudno jest wykazaé, ze nie istnieje ciagle i réznowartosciowe odwzorowanie
odcinka na kwadrat. Wynika to mniej wiecej z tego, ze jak sie w kwadracie zrobi
dziurke (czytaj: usunie punkt), to i tak bedzie mozna dojé¢ z jednego miejsca

w drugie. Na odcinku juz tak dobrze nie jest. Okazuje si¢ jednak, ze istnieje
ciagle odwzorowanie odcinka na kwadrat (tzw. krzywa Peano), ale to jest juz
temat na osobny artykut.

]

Rozwigzanie zadania M 1199.
Niech n = a? + b? + ¢? oraz przyjmijmy bez straty ogdlnosci, ze a > b > c. Wowczas

c = (a2 +u% C2)2 —at vttt 2a°%b? + 22?2 +2c%a? =
:(a4+b4+c4+2a2b
_ 2 2 2,2 o2 .
= (a® +b% — *)? + (2bc)® + (2ca)?.

Poniewaz a? —+ b2 — % > 0, wiec liczba n?
liczb catkowitych dodatnich.

—2p3%¢2 726‘a‘)+4b“c‘+4c a? =

zostala przedstawiona w postaci sumy kwadratéw trzech
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Co, kto, gdzie tak pieknie gra?

Ale skad wiemy, ze pieknie, a skad, ze w ogdle gra? No jak to
skad, przeciez mamy uszy.

A ktoéry ze zmystow jest dla nas ,wazniejszy”, wzrok czy
stuch? Wzrok? Na pewno?

Odpowiedz nie jest taka prosta, jak mogtoby sie wydawac.
Nie zostaliSmy przez natur¢ obdarzeni wybitnym

shuchem (wzrokiem zreszta tez nie, ale przynajmniej

z psem wygrywamy na tym polu). W dodatku stuch jest
»jednowymiarowy”, a widzimy ,tré6jwymiarowo”. A jednak
mys$limy za pomoca stéw. Stowa moga by¢ napisane

i mozemy je czytaé¢ bez artykulacji i to duzo szybciej, ale
jednak gdy o czym$ myslimy, zaczynamy siebie styszec.
Podobnie, gdy chcemy co$ napisaé¢. Zapisujemy to, co
moéwimy, cho¢ zazwyczaj nie wypowiadamy niczego na gtos.

Jednoznacznej odpowiedzi nie ma, ale przynajmniej mozna
zrozumieé, dlaczego jest ona tak trudna do udzielenia.
Zmyst stuchu to nie tylko dwoje uszu, to przede wszystkim
nasz umyst. Przy czym, o ile dla wzroku mozna dosé¢
jednoznacznie wskaza¢ obszar mézgu odpowiedzialny za
przetwarzanie obrazéw, o tyle dla stuchu przypisanie to nie
jest juz tak jednoznaczne. Bodzce stuchowe docieraja do
nas nie tylko przez uszy. Niskie dZzwigki styszymy catym
ciatem, wysokie rowniez poprzez kosci czaszki. Catkowicie
glusi potrafig tanczy¢ w rytm muzyki, gdyz drgania podtoza
rejestruja poprzez stopy. Kazdy, kto cho¢ przez chwile
znalaz! si¢ kiedys na koncercie rockowym albo dyskotece,
wie, ze odpowiednio glo$ny rytm rejestrujemy za pomoca
ptuc. Ten sam efekt, tylko w bardziej znosnej formie,
wystepuje podczas chéralnego Spiewu. Szczegdlnie wyraznie
mozna to odczud, stuchajac dobrego chéru cerkiewnego.

Nie tylko cztowiek styszy czym$ wiecej niz wylacznie uszami.
Jezeli ograniczymy sie do ssakéw, to rzedami obdarzonymi
niezwyklym stuchem sa nietoperze i walenie, zwlaszcza

z rodziny delfinowatych. Zwierzeta te maja zdolno$é
echolokacji. Okazuje sie ona by¢ podobna do wzroku, tylko
wymaga aktywnego udzialu w procesie postrzegania, czyli
sonoryzacji badanej przestrzeni. O ile jednak przyjrzenie

sie nietoperzowi natychmiast uzasadnia jego zdolnoéci,

o tyle delfin w ogdle na obdarzonego znakomitym stuchem
nie wyglada. Czym on styszy? Odpowiednikami malzowin
usznych sg u delfina dolna zuchwa, doktadniej rozbudowane
kanaly ttuszczowe w niej sie znajdujace oraz asymetryczna
czaszka.

Echolokacja, zaréwno u delfinéw, jak i u nietoperzy,
przebiega podobnie. Gatunki te wysylajg serie bardzo
kroétkich impulséw ultradzwiekowych o réznej wysokosci
dzwieku. Dzwieki te sg skolimowane tym lepiej, im wyzszy
jest ton impulsu. Im wyzszy dZzwiek, tym mniejsze obiekty
moga by¢ za jego pomoca zlokalizowane. Nizszej wysokosci
impulsy stuza do rozpoznawania tta i obiektéow znajdujacych
sie¢ po bokach. Zadziwiajace zdolnosci delfindéw w tej
dziedzinie byty badane w ten sposob, ze najpierw pozwalano
zwierzeciu rozpoznaé pewien ksztalt za pomoca sonaru,

a nastepnie proponowano mu wybranie takiego samego
sposréd wielu podobnych. Badana osobniczka radzita sobie
z tym znakomicie, rozpoznajac szczegdty o rozdzielczosci
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katowej do jednego stopnia, dowodzac, ze delfiny za pomoca
sonaru ,widza’ prawie tak dobrze jak za pomoca wzroku.

Sposob sondowania przestrzeni przez nietoperze ma
dodatkowsq, ceche. Nietoperz nie tylko sam sie zazwyczaj
porusza ze zmienng predkoscia, ale réwniez porusza gltowa

i uszami. W rezultacie powstajacy obraz przestrzeni musi
uwzgledniaé¢ zmiane potozenia receptoréow. Okazuje sie, ze
orientowanie si¢ za pomoca takiej sonomotorycznej mapy
nie jest tak trudne do wyuczenia jak mogloby sie wydawac.
W kazdym razie udalo sie skonstruowaé sztuczne nietoperze,
a raczej sztuczne odpowiedniki sonaru nietoperzy, ktore dosé
prostymi metodami uzyskuja doktadno$é¢ odwzorowania taka,
jaka mozna przypisaé¢ nietoperzom na podstawie analizy ich
zachowania.

Czlowiek z tak stuchowo uzdolnionymi zwierzetami
rywalizowaé¢ nie moze, ale bierne lokalizowanie zZrodet
dzwigku idzie nam zupelnie niezle. Przy czym mechanizm
lokalizacji jest zupelnie rézny dla dzwiekéw wysokich

i niskich. Wysokie lokalizujemy, gtéwnie rejestrujac
przesuniecie fazowe sygnaléw odbieranych przez lewe i prawe
ucho, a niskie za pomoca réznic amplitud. Przejscie od
jednego sposobu do drugiego nastepuje dla dtugosci fali
poréwnywalnej do odlegtosci miedzy uszami. Kazdg ceche
mozna poprawié¢ treningiem. Okazuje sie jednak, ze o ile
ciggta stopniowa poprawa rozdzielczosci jest mozliwa przy
rozpoznawaniu kierunku za pomocg amplitudy, o tyle trening
rozpoznawania za pomoca réznicy fazowej, po poczatkowej
poprawie, pozwala jedynie na polepszanie nieomylnosci, a nie
rozdzielczosci. Dla mnie wyglada to tak, jakby$my mieli
ograniczong czesto$¢ prébkowania sygnatu, co mozna by byto
zbadaé za pomocy zmiany wysokosci sygnalu dzwiekowego.

Niezaleznie od tego, na ile rozumiemy dzialanie zmystu
stuchu, pewne sekwencje dzwigkow powoduja szczegdlnie
silne wrazenia prawie u wszystkich stuchaczy. Tym, ktérzy
nie znaja (choé nie jestem pewien czy tacy w ogdle istnieja),
proponuje postuchaé¢ np. The Ecstasy Of Gold Ennio
Morricone (bez trudu mozna znalezé w sieci nagrania wideo
tej melodii). A jednak ciagle znajdujemy sobie melodie, ktére
w danym momencie podobaja sie nam bardziej niz inne.

W tej dziedzinie réwniez nie jesteSmy odosobnieni. Podobnie
zachowuja sie humbaki. Przez dtugi czas sagdzono, ze po
prostu samce nadaja modne przeboje, ale ostatnio zdano
sobie sprawe, ze znajomos$¢ melodii pozwala lepiej zrozumieé
jej znieksztalcenia. Jezeli znajdujace sie niedaleko siebie
osobniki $piewaja tak samo, to maja pelniejsza informacje

o sobie.

Jak zwykle, okazuje sie, ze warto wzorowaé sie na naturze,
a poniewaz czasem trudno ubraé¢ mysl w stowa, proponuje
czesciej wshuchiwaé sie tak w siebie, jak w innych. Przeciez
my tez jesteSmy czescig natury.

Piotr ZALEWSKI

Na podstawie popularnonaukowych wersji referatéw przygotowanych
na 154. konferencje Acoustical Society of America, Nowy Orlean,
27/11-1/12/2007.



Rozwigzanie zadania F 711.

7 tresci zadania wynika, ze moc P
grzalki jest réwna iloéci ciepta
wypromieniowanego przez wode w garnku
w jednostce czasu. Zatem

PAt = emAT,
gdzie ¢ jest cieplem wlasciwym wody.

Podstawiajac dane liczbowe otrzymujemy

At =~ 42 s.

*student, Uniwersytet Warszawski,
Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki

O pewnej sztuczce  Michal SKRZYPCZAK ™

Jaki$ czas temu pokazano mi pewna sztuczke karciana. Pokazywaly ja dwie
osoby, Karol i Marcin. Najpierw Karol dostal pie¢ kart wylosowanych z talii. Nie
pokazujac ich nikomu, wybral jedna z nich i ukryl przed wszystkimi. Pozostate
cztery utozyt w wybranej przez siebie kolejnoéci i pokazal Marcinowi. Wtedy ten
bezblednie odgadl, jaka jest piata, ukryta karta.

Obliczmy. Marcinowi zostala zaprezentowana pewna permutacja
czteroelementowego zbioru kart. Takich permutacji jest 4! = 24. Nastepnie
odgadl pozostala, ukryta karte. W talii sa 52 karty, on widzi 4 z nich, wiec
pozostaje 48 mozliwosci. Czyli Marcin dostal log, 24 bitéw informacii,

a do podjecia decyzji potrzebuje log, 48 bitéw. Proste odejmowanie,

log, 48 — log, 24 = log, 2 = 1, dowodzi, ze Marcin ma dokladnie o bit informacji
za malo!

W czasie gdy liczyliSmy, oni pokazali sztuczke nastepnych kilka razy i zawsze

si¢ udawala. W naszych obliczeniach pominglisSmy fakt, ze Karol wlasnorgcznie
wybieral te jedng karte sposréd pieciu. Ale jak wybor Karola moze przekazaé bit
informacji Marcinowi?

Ponizej zaprezentowane jest przykladowe rozwiazanie, jednak przed jego
przeczytaniem polecam poszukaé¢ wlasnego.

Rozwiazanie okazuje sie (jak zwykle) proste, chociaz (jak zwykle) trudno na nie
wpaséé. Najpierw opisze dzialanie od strony Karola. Dostalem pie¢ kart. Wérod
nich ktérys kolor musi wystepowaé przynajmniej dwa razy. Powiedzmy, ze ten
kolor to pik i mamy do czynienia z dwiema kartami w tym kolorze (jezeli jest
ich wigcej, to bierzemy pod uwage tylko dwie). Méwiac niesciSle, wybieram te

z nich, od ktorej jest blizej do drugiej, idac cyklicznie w gére

(2,3, ...krdl, as, 2,3, ...). Scidlej, kartom od dwdéjki do asa przypiszmy

liczby od 0 do 12 i liczby odpowiadajace naszym dwém pikom oznaczmy a

i b. Oznaczmy (a — b) mod 13 przez A i (b — a)mod 13 przez B. Oczywiscie,

A + B = 13, obie sg dodatnie, wiec ktoras z nich jest mniejsza niz 7. Z symetrii
moge zalozy¢, ze B. W takim przypadku wybieram karte odpowiadajaca
liczbie a i mam gwarancje, ze druga z nich nie jest dalej niz 6 kart ,do przodu”
(bo B < 7). Teraz pora na permutacje, ktéra przekaze Marcinowi. Pozostaly

z dwéch pikéw klade jako pierwszy, pozostale trzy karty permutuje wedtug
ustalonego algorytmu, tak by zakodowac liczbe B. To si¢ uda, poniewaz
permutacji jest 3! = 6, a B jest jedna z liczb 1, ... 6.

Przyktadowa metoda kodowania liczb za pomoca permutacji moze wygladaé
nastepujaco. Mamy do uzycia j kart i chcemy za ich pomoca zakodowaé

jedna sposréd liczb {1,2,..., 5!}, oznaczmy ja h. Przyjmijmy, ze karty te sa
posegregowane wedtug ich rangi Ko, K1, . .., K(j_1). Wezmy karte L%J

i polézmy ja jako pierwsza w permutacji. Nastepnie za pomoca pozostatych

kart zakodujmy indukcyjnie liczbe ((h — 1) mod ((j — 1)!)) 4+ 1 jako permutacje
pozostatych j — 1 kart. Oczywiscie, indukcja ta sie konczy, gdy mamy zakodowadé
pojedyncza karta liczbe 1, co wykonujemy, po prostu ktadac karte na stole.

Zadanie Marcina, czyli odkrycie schowanej karty, jest prostsze. Wie, ze piata
karta jest takiego koloru jak pierwsza w kolejnosci. Wystarczy wiec, ze odkoduje
zakodowana liczbe B na podstawie permutacji ostatnich trzech kart. Wtedy
pojdzie o B kart ,w goére”, poczawszy od pierwszej w kolejnosci i juz wie, jaka
karta zostala ukryta.

Przedstawie teraz, jak dziala opisana sztuczka w konkretnym przypadku.
Zalézmy, ze Karol dostal nastepujace karty: 35,50, 9, D&, AO. Jak widaé,
mamy dwie karty w kolorze karo ({), dlatego — zgodnie z przyjetym algorytmem
— ktoras z nich bedziemy kodowaé. Pomiedzy tréjka a asem jest 10 kart

(4,5,..., K), natomiast pomiedzy asem a tréjka tylko jedna (2). Dlatego to

3¢ chowamy. Oczywiscie, najpierw ktadziemy na stole asa karo, jako pierwsza
karte, nastepnie pozostale trzy sortujemy wedtug rangi: Dée, 50, 9#. Chcemy
zakodowaé liczbe 2, poniewaz idac od asa do tréjki, trzeba zrobi¢ dwa kroki
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(A — 2 — 3). Dlatego najpierw kladziemy L%J =0 karte, czyli Dé, nastepnie
za pomocy kart 5O, 9, kodujemy liczbe ((2 — 1) mod ((3 — 1)!)) +1 =2, czyli
ktadziemy nastepnie karte 9, no i na koniec pozostaly 50. Ostateczna kolejnosé

to A, Dée, 98, 50.

Otrzymawszy takie informacje, Marcin przystepuje do dziela. Od razu wie, ze
kolor poszukiwanej karty to <. Teraz pozostaje zdekodowaé liczbe B. Poniewaz
jako pierwsza wsrdd kart kodujacych permutacje jest najmniejsza z nich, wiec
poszukiwana liczba to 1 lub 2. Nastepnie wystepuje starsza sposréd pozostatych
dwéch kart, wiec szukana liczba to 2. Poczynajac od pierwszej karty, czyli A,
odliczamy 2 w gére i uzyskujemy wynik: 3.

ze 124 kart!

Znamy rozwiazanie, ale czy jest ono optymalne? Widzimy, ze gdy wiecej niz
dwie karty beda tego samego koloru, to w sposéb dowolny wybieramy, ktérymi
dwiema z nich sie zaja¢. Moze daloby sie jeszcze wiecej informacji przekazaé
tym wyborem? Karol najpierw wybiera jedng karte z pieciu, potem wybiera
jedna permutacje z dwudziestu czterech, w sumie ma az 120 réznych sposobow
ulozenia kart. Gdyby udato si¢ w pelni z tego bogactwa skorzysta¢, Marcin
bylby w stanie odgadnaé jedna ze 120 kart, wiec cala talia mogtaby sie sktadaé

PrzejdZzmy do przypadku ogdlnego. Przez k oznaczmy liczbe kart losowanych
z talii. Karol wybiera jedna z k kart, potem jedng z (k — 1)! permutacji,

w sumie ma k! réznych mozliwoéci, wiec niech nasza talia ma k! + k — 1 kart
oznaczonych 0,1, ..., k! + k — 2. Oznaczmy wylosowane karty to, 1, ..
by to <t1 <...<tg—1.Niech L=tg+1t1+ ...+ tx—1 (mod k). Do odlozenia

., te—1, tak

na bok wybieramy karte t;. Od teraz wszystkim kartom w talii, z pominieciem
tych k — 1 kart, jakie mamy na reku, nadajemy w myslach nowe numery od 0
do k! — 1, tak by zachowaé kolejno$é. Nowy numer karty ¢; oznaczamy przez X.
Zauwazmy, ze doktadnie L kart w naszym reku ma numery mniejsze od ty,, wiec
podczas przenumerowania karta t;, spadnie doktadnie o L pozycji, wobec czego
X =ty — L. Za pomoca ustalonego algorytmu permutowania tak ustawiamy
pozostale na reku karty, by kodowaty L%J i pokazujemy je Marcinowi.

Marcin widzi wszystkie k — 1 kart z naszej reki, wiec jest w stanie tak

samo jak my przenumerowaé wszystkie karty, ktérych nie widzi. Ponadto
masume S=tg+...+tp—1+tr41 + ... +tg—1 (mod k). Zauwazmy,

e X =t —L=tr—(to+t1+...+tk—1) = —Smod k. Odkodowujac

liczbe z permutacji, Marcin zna [ ]. Skoro X =k — S (mod k), to

X = L%J -k 4+ k — S. Teraz juz prosto, znajac X i karty na naszym reku, Marcin
odwraca proces przenumerowywania i poznaje tr.

A dlaczego nie da si¢ lepiej? Moze ograniczenie

k! + k — 1 na liczebnos$é talii jest zbyt rygorystyczne?
Postarajmy si¢ to Scisle udowodni¢. Ustalmy, ze talia
sklada sie z n kart. Wtedy Karol jest postawiony

wobec jednej z (Z) sytuacji, podejmuje swoje decyzje

i przekazuje dane Marcinowi. Ten moze dosta¢ od

niego dokladnie (,",) - (k — 1)! rézmych ukladéw

(k — 1 elementowe, uporzadkowane podzbiory zbioru n
elementowego). Przypusémy, ze () > (") - (k — 1)!
Wtedy, z zasady szufladkowej Dirichleta, niezaleznie

od sposobu przyporzadkowywania, bedzie istnial jakis
uktad czterech kart, jakie Karol pokazal Marcinowi,
ktéremu to uktadowi odpowiada wiecej niz jeden uktad
pieciu kart, jakie dostal na poczatku Karol. Czyli nie
kazdy uktad, jaki dostal na poczatku Karol, Marcin
bedzie mégl jednoznacznie odtworzyé. Wobec czego, by
sztuczka sie udala, musi by¢ (Z) < (kfl) (k= 1) Czyli
k!(v?lk)! < (n_z!_H)!, zatem kl(n — k) > (n—k+ 1)!, co
daje k! > n —k + 1, wiec n < k! + k — 1. Udowodniliémy,
ze opisany powyzej schemat jest optymalny.
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Sztuczke te wymyslit w latach dwudziestych XX wieku
matematyk amerykanski Wiliam Fitch Chaney, Jr.

(ur. 1894, zm. 1974). Juz w dziecinstwie interesowal
sie sztuczkami magicznymi i ¢wiczyl swe zdolnosci
manualne, by zabawia¢ znajomych i rodzine réznymi
trickami. Pdzniej, gdy zostal nauczycielem w Tufts
College na poczatku lat dwudziestych, wykorzystywat
swe umiejetnosci, by zadziwi¢ i zainteresowac

uczniéw lekcja. Po raz pierwszy jego sztuczka zostata
opublikowana w ksiazce Wallaca Lee ,Wallace Lee’s
Magic Studio”. Od tego czasu pierwotna ,five card
trick”, wykorzystujaca zwykla 52-kartows talie,
doczekala sie wielu odmian, poczawszy od omoéwionego
rozszerzenia na talie 124-kartowa, przez ogdlny
przypadek k kart, wersje, gdy cze$é¢ kart moze lezeé
odwrécona, lub mozliwoéé chowania wiecej niz jednej
karty. Aby poznaé wiecej wersji, polecam zapoznanie
si¢ z artykutem , Fitch Cheney’s Five Card Trick”

w Mathematical Association of America Math Horizons
z lutego 2003 r.
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Stowna kwota

— Wujku! Przyjmiesz mnie na lato do pracy w twoim biurze?

— A co ty potrafisz robi¢ z prac biurowych, Tomku?

— Bezblednie licze: w glowie, na kalkulatorze i w arkuszu kalkulacyjnym.
— A potrafisz programowaé komputery w Pascalu?

— Przeciez tego sie uczytem na informatyce.

— Mamy tu taki program, ktéry wystawia rachunki, napisany wlasnie

w Pascalu, ale on nie jest skonczony. Brakuje mu czedci drukujacej
stownie kwote rachunku. Potrafitbys$ to zaprogramowac?

— Sprébuje. Jesli na przyklad wystawiacie rachunki od jednego ztotego
do tysiaca ztotych, to musiatbym wpisaé cate tysiac mozliwych kwot —
glosno mysli Tomek.

— Nie béj sie. Nie jest tak zle. Nasze rachunki nie przekraczaja
dwudziestu ztotych. Ale za to na koncu trzeba dodawaé¢ w odpowiednim
przypadku: zloty, zlote lub zlotych.

— Zaraz nad tym pomysle — powiedziat Tomek, piszac swoj program:

procedure SlownaKwotal(zlotych: integer);
begin
case zlotych of
0: write(’zero ’);
1: write(’jeden ’);
{... itak dalej ... }
20: write(’dwadziescia ’);
end;

if zlotych = 1 then write(’ztoty ’) {ost. cyfra 1}
else if (zlotych >=2) AND (zlotych <= 4) then write(’zlote ’) {2,3,4}
else if (zlotych = 0) OR (zlotych >= 5) then write(’z%otych ’){0,5,6,7,8,9}
end;
— Teraz bedzie dobrze. Mozesz potaczyé¢ swoj kod z naszym programem
do wystawiania rachunkéw.
Jakis czas potem wujek znowu zwraca si¢ do Tomka:
— Wiesz, nasz program obstuguje teraz réwniez inne rodzaje zlecen, wiec
czy mogltbys rozszerzy¢ mozliwosci programu, by moégt drukowaé rachunki
o wartosci do tysiaca ztotych?
— Oj, to bedzie dla mnie nudna robota. Chociaz? — Tomek zastanawia
sie chwile. — Przeciez suma do tysiaca zlotych sktada sie z trzech
niezaleznych czesci: setki, dziesigtki i jednosci. I méj program tez tak
musze skonstruowac.
Jak powiedzial, tak zrobitl.
Drzwi mieszkania otworzyly sie szeroko i pojawil sie w nich Tomek:
— Wiesz mamo! Wujek mnie bardzo pochwalil, ze tak mu udoskonalitem
jego program wystawiajacy rachunki.
— No to brawo! Twoja pierwsza praca i od razu sukces. To moze teraz
zjesz obiad?
— Nie, jeszcze szybko rozwine ten program, by liczyl dla nawet bardzo
duzych kwot. Zaczne od zrobienia z programu dla wujka procedury, ktora
zaleznie od parametréw bedzie po kazdych trzech cyfrach odmieniaé:
zlote, tysiace, miliony, a nawet miliardy.
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procedure NaSlowa(Liczba: integer; Pojedyncza,0d2do4,0d5do9: string);
var setki, dziesiatki, jednosci: integer;
begin
setki := Liczba div 100;
case setki of
0:;
1: write(’sto ’);
2: write(’dwiescie ’);

{... itak dalej ... }
9: write(’dziewigéset ’);
end;
— dziesiatki := (Liczba - 100*setki) div 10;
case dziesiatki of
0:;
1: write(’dziesieé’);
2: write(’dwadziescia ’);
a {... itak dalej ... }
9: write(’dziewigédziesiat ’);
end;

jednosci:= Liczba - 100*setki - 10*dziesiatki;
case jednosci of

0:;

1: write(’jeden ’);

{... i tak dalej ... }

9: write(’dziewieé ’);
end

if (Liczba <> 0) then
if (Liczba = 1) then write(Pojedyncza);
else if (jednosci >= 2) AND (jednosci <= 4) then
write(0d2do4) {ost. cyfra 2,3,4}
else write(0d5do9); {0,1,5,6,7,8,9}
end
end;

— Teraz moja gléwna procedura bedzie wygladala nastepujaco:

procedure SlownaKwota2(zlotych: integer);

begin
NaSlowa(zlotych div 1000000000, ’miliard ’, ’miliardy ’, ’miliardéw ’);
NaSlowa((zlotych div 1000000) mod 1000, ’milion ’, ’miliony ’, ’milionéw ’);
NaSlowa((zlotych div 1000) mod 1000, ’tysigc ’, ’tysiagce ’, ’tysiecy ’);
NaSlowa(zlotych mod 1000, ’z%otych ’, ’ziote ’, ’ztotych ’);

end.

Po jakims$ czasie okazalo sie, ze program Tomka ma jeszcze pewne
mankamenty: na przyktad kwote 215 zt wypisuje jako ,dwiescie dziesieé
pieé¢ ztotych”. Czy pomozesz Tomkowi w odszukaniu i naprawieniu
wszystkich niedociggnie¢? Upewnij sie, ze poprawiajac nowo odkryte
btedy, nie zepsujesz tego, co dotychczas dziatato!

Malg Delte przygotowal Andrzej P. URBANSKI

Whrew rozpowszechnionym opiniom
ani logo firmy Renault, ani symbol
recyclingu nie przedstawiaja wstegi
Mobiusa z klasycznym jednym

skreceniem. Ilukrotnie skrecone sg
stylizowane w tych znakach wstegi?

mmim

OdpowiedZz w numerze.
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Badamy zjawisko rezonansu
Stanistaw BEDNAREK

Do przeprowadzenia proponowanych w tym artykule doswiadczen wystarcza
nitka, plastelina, nozyczki, linijka, klej do papieru, kawatek kartonu i listewka.
Na poczatek zbadamy zjawisko rezonansu w uktadzie wahadet. Beda to

w przyblizeniu wahadla matematyczne, to jest takie wahadta, ktérych

masa skupiona jest w jednym punkcie i zawieszona na koncu niewazkiej

Rys. 1. Uklad czterech wahadel do
badania zjawiska rezonansu.

wahania kulek.

Zeby zaobserwowaé zjawisko rezonansu, odchylamy

od pionu jedno z wahadel o jednakowych dlugosciach

i puszczamy swobodnie. Obserwujemy zachowanie sie
wszystkich wahadel. Czy dtuzsze i krétsze wahadto
odchylaja sie od pionu? Czy odchyla sie drugie
wahadlo o takiej samej dlugoéci? Jakie sa maksymalne
odchylenia od pionu, czyli amplitudy drgan wahadet?
Co po pewnym czasie dzieje si¢ z wahadlem, ktére
odchyliliSmy od pionu? Juz po kilkunastu sekundach
widzimy, ze drugie wahadlo o jednakowej dtugosci
zaczyna wykonywaé¢ drgania. Amplituda tych drgan
powoli wzrasta. Jednocze$nie maleje amplituda drgan
wahadta, ktére na poczatku doswiadczenia odchylilismy
od pionu. Po pewnym czasie wahadto to zatrzymuje
sie zupelnie, a drugie wahadlo o takiej samej dlugosci
wykonuje drgania o maksymalnej amplitudzie.

Energia drgan odchylonego na poczatku wahadta
zostata przekazana drugiemu wahadtu o takiej samej
dhugosci. Wlasnie to zjawisko przekazywania energii
drgan miedzy cialami o takiej samej czestotliwosci
drgan wlasnych nazywamy rezonansem. Drgania

wlasne sa to drgania ciala wyprowadzonego z polozenia
rownowagi i puszczonego swobodnie. Czestotliwosé
drgan wlasnych wahadla matematycznego f jest
odwrotnie proporcjonalna do pierwiastka z jego dlugosci
g
l
w tym wzorze oznacza przyspieszenie ziemskie, ktore na
naszej szerokosci geograficznej wynosi 9,81 m/s%. A co
dzieje sie z pozostalymi wahadtami? Ot6z wykonuja
one, co prawda, drgania, ale ich amplituda jest bardzo
niewielka. Po pewnym czasie okazuje sie, ze amplituda
drgan drugiego wahadta o jednakowej dtugosci maleje
do zera, a amplituda drgan pierwszego wahadla

jest prawie taka sama, jak na poczatku. W dalszej
kolejnosci wahadla o jednakowych dtugosciach na
przemian przekazuja sobie energie drgan. Wskutek
oporu powietrza i tarcia wewnatrz nici amplituda drgan
tych wahadel maleje i po pewnym czasie oba wahadla
sie zatrzymuja.

1
i wyraza sie nastepujacym wzorem: f = o , litera g
m
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i nierozciagliwej nici. Z plasteliny formujemy cztery niewielkie kulki o $rednicy

l okoto 1-2 cm. Z nici odcinamy pie¢ kawatkow. Dwa kawalki powinny miec¢
taka sama dlugos¢, np. 50 cm. Trzeci kawalek powinien byé¢ dtuzszy, np. 70

cm, a czwarty krétszy, powiedzmy, ze 30 cm. Piaty kawalek nici o dlugosci

w przyblizeniu 100 cm rozwieszamy poziomo, przywiazujac jego konce do

opar¢ dwéch krzesel ustawionych naprzeciw siebie (rys. 1). Do rozwieszonego

v ~ i lekko naprezonego kawatka nici przywigzujemy w réwnych odste¢pach gérne

konce pozostatych czterech kawalkéw nici. Dolne konice tych nici wgniatamy

w plastelinowe kulki. Odczekujemy przez pewien czas, az ustana przypadkowe

W nastepnym do$wiadczeniu wyznaczymy krzywa
rezonansu, obrazujaca zaleznos¢ amplitudy drgan od
dtugosci wahadta wymuszajacego drgania. W tym celu
postuzymy sie uktadem dwéch wahadel, przedstawionym
na rysunku 2. Do nici rozpietej miedzy dwoma
krzestami przywiazujemy pierwsze wahadlo zlozone

z malej kulki plastelinowej, zawieszonej na nici o stalej
dlugoéci. Drugie wahadlto bedzie sktadato si¢ z duzej
kuli plastelinowej, o $rednicy okolo 4-5 cm, zawieszonej
na nici, ktérej dlugosé bedziemy zmieniac.

V .

Rys. 2. Dwa wahadla do badania zjawiska rezonansu.

Niech w chwili poczatkowej oba wahadla beda
nieruchome, a drugie wahadto bedzie znacznie dtuzsze
od pierwszego, np. o 30 cm. Drugie wahadlo odchylamy
od pionu o kilka centymetréow i puszczamy swobodnie.
Za pomoca linijki mierzymy najwicksza amplitude
drgan pierwszego wahadla. Zapisujemy te amplitude

i dtugos¢ drugiego wahadta. Nastepnie skracamy

drugie wahadlo o 3-4 ¢cm i odchylamy od pionu o tyle
samo centymetrow, co za pierwszym razem. Ponownie
mierzymy maksymalng amplitude drgan pierwszego
wahadta. Powtarzamy te czynnosci kilka razy, az do
uzyskania dtugosci drugiego wahadla znacznie mniejszej
od pierwszego. Zapisane wyniki pomiaréw nanosimy

na wykres, ktory bedzie mial ksztalt podobny jak na
rysunku 3. Maksimum na tym wykresie odpowiada
jednakowej dtugosci obu wahadet.

Oczywiscie, zjawisko rezonansu zachodzi nie tylko

w uktadzie wahadel matematycznych. Z kilku paskow
papieru, plastelinowych kulek i listewki mozemy
wykonaé rezonator przedstawiony na rysunku 4.



[

Rys. 3. Krzywa rezonansowa, a — maksymalna amplituda drgan
wahadla pobudzanego, | — dlugo$é¢ wahadla wymuszajacego drgania.

plastelina

-

karton

listewka

Rys. 4. Rezonator z wahadlami wykonanymi z paskéw papieru.

Trzymajac dwiema rekami za konce listewki i poruszajac
ja ze zwiekszajaca sie czestotliwoécia w kierunku
poziomym, obserwujemy, jak kolejno coraz krotsze
wahadla osiagaja rezonans. Zamiast prostych paskow
papieru mozemy zastosowaé paski zwiniete w ksztalcie
okregéw i plastelinowe kulki. Widok takiego rezonatora
przedstawia rysunek 5. Rezonator ten wprawiamy

w drgania, poruszajac listewka ze zwigkszajaca sie
czestotliwoscia w kierunku pionowym.

plastelina

karton

listewka

( )

Rys. 5. Rezonator z papierowymi pier§cieniami.

Interesujacy i elegancki przypadek zjawiska rezonansu
wystepuje w wahadle Wilberforce’a (rys. 6). Mamy
tutaj spiralna sprezyne zawieszong za goérny koniec.
Wahadlo Wilberforce’a wykorzystuje fakt, ze kazda
sprezyna wprawiona w drgania w kierunku podtuznym
wykonuje réwniez drgania skretne. Do dolnego konica
sprezyny przymocowana jest poprzeczka z dwoma
ciezarkami, ktorych odlegtos¢ od osi sprezyny mozna
zmienia¢. Wzrost odlegtosci ciezarkéw powoduje
zmniejszenie czestotliwosci drgan skretnych uktadu.
Dla pewnej odleglosci czestotliwoéé tych drgan bedzie
rowna czestotliwosci drgan podtuznych. Wystapi
woéwczas rezonans, podczas ktérego sprezyna wprawiona
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w drgania podtuzne wykazuje zanik tych drgan

i wzbudzenie drgan skretnych. Po pewnym czasie
drgania skretne zanikaja, a ich energia zmienia sie
znowu w energie drgan podluznych.

/

Rys. 6. Wahadlo Wilberforce’a.

Inny, interesujacy przypadek zjawiska rezonansu
wykazuje tzw. kij indianski przedstawiony na
fotografii 1. Mamy tutaj listewke o przekroju
kwadratowym z ponacinanymi karbami. W koniec
listewki wbity jest gw6zdz stanowiacy o$ $migietka
wycietego z kartonu. Kij indianski trzymamy reka

za wolny koniec. W drugiej rece mamy precik lub
olowek i przesuwamy nim ze zmienna szybkoscia po
karbach listewki. Dla pewnej szybkosci przesuwu
$migietko zaczyna si¢ obraca¢. Zachodzi wtedy rezonans
miedzy drganiami podhuznymi listewki, wzbudzonymi
przesuwaniem patyka, a jej drganiami skretnymi.

Fot. 1. Indianski kij.

Zjawisko rezonansu znalazlo szerokie i wazne
zastosowania praktyczne. Wiele z nich wykorzystujemy
na co dzien, czesto nie zdajac sobie z tego sprawy.
Dzigki zjawisku rezonansu mozliwy jest m.in. odbiér
programow radiowych i telewizyjnych. Nasz odbiornik
radiowy czy telewizyjny odbiera tylko jedna stacje
sposréd wielu aktualnie pracujacych. Czestotliwosé

fal elektromagnetycznych wysylanych przez te stacje
jest réwna czestotliwosci drgan wlasnych obwoddw
rezonansowych wybranej przez nas pokretlem strojenia
odbiornika.

Zjawisko rezonansu moze powodowa¢ rowniez negatywne
skutki. Zdarzato sig, ze mosty ulegaty zalamaniu

pod wplywem rytmicznych podmuchéw wiatru, czy
miarowych krokéw maszerujacego oddziatu zolnierzy.
Dlatego tez zaleca sig, zeby oddzialy wojskowe
przechodzity przez mosty krokiem dowolnym.
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O empirii i teorii na przyktadzie
uogolnienia gry Penneya
Andrzej WALAT

W tym artykule przedstawie rozwiazanie problemu znacznie bardziej ogblnego

niz zadanie o grze Penneya opisane w lutowym numerze Delty i w ksiazce [1].
Przy okazji pozwolg sobie na komentarz o teorii i empirii w matematyce

i informatyce.

Zadanie

Dane jest hasto — jakies dowolne stowo — na przyktad tobeornottobe. Alicja

i Bob wybieraja jakies stowa utworzone z liter wystepujacych w hagle, na
przyklad Alicja wybiera too, a Bob ooo. Nastepnie uruchamiamy maszynke
losujaca, ktora losuje litery z hasta tak dlugo, az wypadnie stowo wybrane
przez Alicje lub Boba. Jesli bedzie to stowo wybrane przez Alicje (w naszym
przykladzie too), to wygrywa Alicja, a w przeciwnym przypadku wygrywa Bob.
Jak obliczy¢ szanse graczy w tej grze?

W szezegblnym przypadku, gdy hasto jest dwuliterowym slowem or (albo

ro), otrzymujemy klasyczna gre Penneya. Ale jesli haslem jest oro, to juz jest
inna gra. Maszynka losujaca wybiera litery o oraz r z prawdopodobienstwem
odpowiednio 2/3 oraz 1/3. Do tego przypadku nie stosuje sie znane rozwiazanie
klasycznego problemu gry Penneya pochodzace od Johna Conwaya.

Ale w numerze lutowym opisalem inne algorytmiczne rozwiazanie problemu,
ktore sprébuje teraz uogdlnié. Idee rozwiazania przedstawie na przyktadzie.

Zaczynamy od narysowania grafu gry.

Rys. 1

Pola (wierzcholki) grafu odpowiadaja siedmiu stanom
gry. Stan poczatkowy jest reprezentowany przez stowo
puste. Dwa stany koncowe too oraz ooo to odpowiednio
wygrana Alicji oraz wygrana Boba. Od kazdego pola,
précz dwoch koncowych, prowadza trzy strzatki

do innych pél. Przypisujemy im wagi oznaczajace
prawdopodobiefistwa przejécia od danego pola (stanu
gry) do odpowiedniego nastepnego pola (stanu gry).

W polach grafu zamiast stéw bede wpisywat liczby.

Whpisujemy wartosci liczbowe w polu poczatkowym
oraz polach t oraz o — pierwszych polach na Sciezkach
prowadzacych do wygranej Alicji i Boba.

W polu poczatkowym wpisujemy liczbe 0.
W pierwszym polu na $ciezce Alicji wpisuje liczbe 1.
Te dwie liczby wybratlem dowolnie. Mégtbym wybraé

inne liczby. Dalej jednak wpisujac nowe liczby do
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kolejnych pél, bede przestrzegal zasady sredniej
wazonej:

Jesli z pola p wychodzg 3 strzalki z wagami wy, wa, ws
odpowiednio do pdl p1, ps oraz ps, to wartosci liczbowe
w tych polach 1, 11, lo oraz l3 muszq spelniac nastepujgocg
rownodé: wy -l +wse - log +ws - l3 = L.

Inaczej méwiac, wartosé liczbowa w polu p musi by¢
$rednia wazona liczb w polach py, ps oraz ps.

Z pola poczatkowego grafu wychodza trzy strzatki:

z powrotem do tego pola oraz do pdl t i o. Liczba

w polu o musi spelniaé¢ nastepujace réwnanie z jedna
niewiadoma x :

6 3 4
_. 214+ —=.z=0.
AR FERRIT R
Rozwiazujemy réwnanie i wynik z = —3/4 wpisujemy do

pola o.



Postepujac dalej w ten sposéb, otrzymujemy:

6/13

Rys. 2

Prawdopodobienstwo sukcesu Alicji obliczamy ze wzoru:
p= %, gdzie A oraz B to liczby w polach koncowych
grafu odpowiadajgcych wygranej Alicji oraz Boba.
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W naszym przykladzie p = 1755 =~ 0,601.

Pelny zapis zarysowanego algorytmu w postaci procedur
w Logo znajduje sie w aneksie do tego artykutu na
stronie WWW Delty, ale pozostaje jeszcze otwarta
kwestia poprawnosci. Jak mozemy sie przekonacé, ze
algorytm daje poprawne wyniki?

W matematyce przekonanie niepoparte dowodem
nazywamy hipoteza. Standardowa metoda weryfikacji
hipotez jest dow6d. W naukach przyrodniczych ceni

sie weryfikacje empiryczne. Informatyka zawdziecza
wiele matematyce, ale przejela réwniez pewne elementy
nauk przyrodniczych. Licza si¢ nie tylko formalne
matematyczne dowody, ale réwniez empiryczne
weryfikacje.

Budujemy komputerowy model gry

Dla danego hasta oraz stéw Alicji i Boba wynik gry
jest taki, jaki daje kontynuacja gry od jej stanu
poczatkowego — stowa pustego.

oto gra :hasto :alicja :bob

wynik kontynuacjaGry "

juz

Wynik kontynuacji gry od dowolnego (aktualnego) stanu
ustalamy w nastepujacy sposéb. Jesli aktualny stan jest

stowem koncowym Alicji lub Boba, to wynikiem jest ten
stan. W przeciwnym przypadku wynik daje kontynuacja
gry od nastepnego stanu.

oto kontynuacjaGry :stan
jesli lub (:stan =:alicja) (:stan = :bob)
[wynik :stan]
wynik kontynuacjaGry nastepny :stan
juz
Nastepny stan to najdhuzszy sufiks stowa utworzonego

z danego stanu i litery wybranej losowo z hasta, bedacy
prefiksem jednego ze stéw koncowych Alicji lub Boba.

oto nastepny :stan

wynik suprefiks stowo :stan los :hasto :alicja
:bob

juz
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oto suprefiks :sl1 :s2 :s3
jesli puste? :sl [wy :s1]
jesli lub numel :s1 :s2 =1 numel :s1 :s3=1
[wy :s1]
wynik suprefiks bp :s1 :s2 :s83
juz

Zdefiniuje jeszcze pomocnicza funkcje czsa, ktora
dla danego hasta i stéw Alicji i Boba oblicza czesto$é
sukceséw Alicji w serii n gier.

oto czsa :has¥o :alicja :bob :n
niech "1 0
powtérz :n [jesli gra :hasto :alicja :bob
= :alicja [zwieksz "1]]
wynik :1/ :n
juz

Teraz mozemy juz skonfrontowaé nasz wynik
teoretyczny z eksperymentem. Po napisaniu polecenia:
powtérz 10 [pisz czsa "tobeornottobe "too "ooo
10000] na ekranie mojego laptopa pojawito sie dziesie¢
empirycznych czestosci: 0.6039, 0.6045, 0.6008,
0.6001, 0.6008, 0.6103, 0.5984, 0.6017, 0.6004,
0.5976.

Ciekawostka

Jakie bylyby szanse Alicji w pojedynku z Bobem,

gdyby wybralta ona dwuliterowe stowo to, a Bob —

stowo 00? W artykule [2] obliczylem, ze aby losujac
litery z hasta tobeornottobe otrzymaé to, potrzeba
$rednio % . 1—?? = % ~ 14,08 losowan. Na wygenerowanie
stowa oo trzeba $rednio czekaé troche krécej (patrz [3])

L+ =% ~1381

Mogtoby si¢ wydawad, ze w takim przypadku Alicja ma
troche mniejsze szanse wygrania pojedynku niz Bob, ale
to nieprawda. Stowo to wygrywa z oo w stosunku 51:40,
czyli prawdopodobienstwo, ze to Alicja zwyciezy, jest

réwne % ~ 0,56.
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[3] Walat A. Empiryczne badanie uwogélnionej wersji gry Hamleta.
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Historia astronomii

Historiq
astronomii

pod redakja Michaela Hoskina

pod redakcja Michaela Hoskina (przetozyl Jarostaw Wiodarczyk), Wydawnictwa Uniwersytetu
Warszawskiego 2007.

Juz po spisie tredci widaé, ze tzw. astronomia nowoczesna zajmuje polowe
(druga) ksiazki. Potencjalny Czytelnik moze wiec oczekiwaé, ze jej pierwsza
potowa bedzie poswiecona dochodzeniu ludzkoéci do kulistosci Ziemi, do jej
ruchéw itd., a wiec do prawd obecnie niewatpliwych, wszystkim znanych

i wprawdzie waznych, ale w gruncie rzeczy nieciekawych. I wlasciwie tak jest,

z ta tylko poprawka, ze w ujeciu Autoréw sprawa jest ciekawa. Zlosliwie mozna
by stwierdzi¢, ze to obecnie produkowanie odkryé¢ odbywa sie do$é¢ rutynowo.
No bo jezeli wziaé silniejszy mikroskop, wiekszy teleskop lub potezniejszy
akcelerator, to jakich$ odkryé¢ musi sie dokona¢. Oczywiscie nie jest dokladnie
tak, bo np. teleskopu nie kieruje sie w niebo na slepo, ale dawni badacze

w ogole nie mieli teleskopow i dlatego dojscie do tych banalnych obecnie prawd
trwato tak dlugo i mozolnie i historia tych odkry¢ jest tak ciekawa. Bowiem
wtadnie dzieki wysitkowi tych dawnych obserwatoréw nieba jeste$my obecnie
na wlasciwej drodze do poznawania $wiata — w kazdym razie zyjemy w takim
przekonaniu. Dzisiejsi astronomowie maja niemal komfortowe warunki pracy,
bo przeciez juz wiedza, co obiega i co jest obiegane, jakie odlegtosci dziela nas
od kosmicznych obiektow, z czego te obiekty sa zbudowane, itd. I nie grozi im
zadne przesladowanie, najwyzej nieprzyjecie pracy do druku. Krétko moéowiac
wydaje sie, ze ciezka praca, dzieki ktorej znamy zasadnicze zreby budowy
Wszech$wiata, zostala juz wykonana. Nic wiec dziwnego, ze Autorzy poswiecili
jej historii potowe ksigzki. Oczywiscie nowe, nieraz zaskakujace obserwacje,
dowodzace zachodzenia niezwyklych zjawisk, wymagaja do zrozumienia solidnej
wspolczesnej wiedzy, a ich interpretacja bywa bardzo trudna. I w tym jest
zadanie dla wspoélczesnych ludzi nauki i o tym réwniez mozna przeczytac

w omawianej ksigzce.

Jej polskie wydanie zostalo uzupelnione rozdzialem powstaniem Uniwersytetu Jagiellonskiego dzialal
poswieconym historii astronomii w Polsce, napisanym w Paryzu Franko z Polski, albo co wiemy o Witelonie?
przez ttumacza. Mozna si¢ zatozy¢, ze przecietny Polak Dlatego warto te ksiazke przeczytaé nie tylko w celu
poza Kopernikiem nikogo z polskich astronoméw nie zdobycia informacji o faktach, ale rowniez o tym, jak te
bytby w stanie wymieni¢. Kto np. wie, ze jeszcze przed fakty ustalono i co z tego wyniklto. Polecamy.

T. K.

m Zadania

Redaguje Fwa CZUCHRY

F 711. Do garnka nalano litr wody i bezskutecznie prébowano zagotowaé za pomoca
grzatki o mocy 100 watéw. Grzatke odtaczono. Oszacowaé czas, po jakim woda
ostygnie o jeden stopien Celsjusza.

Rozwigzanie na str. 12

F 712. Do niewielkiego czajnika o objetosci jednego litra nalano niemal do pelna wody
o temperaturze t; = 30°. Czajnik ten stygnie o jeden stopien w czasie T = 5 minut.
Aby czajnik dalej nie stygt, nalewa si¢ do niego matymi kroplami (o masie my = 0,2 g
kazda) goraca wodg o temperaturze t2 = 45°. Ile kropli na minute nalezy dolewaé, aby
czajnik mial stalg temperature 30°? Rozszerzalnosé cieplng wody pomijamy.
Rozwigzanie na str. 24

Redaguje Waldemar POMPE

M 1198. Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe naturalna n konczacy si¢ cyframi 34,
podzielng przez 34 oraz o sumie cyfr réwnej 34.
Rozwigzanie na str. 24

M 1199. Liczbe n mozna przedstawi¢ w postaci sumy kwadratéw trzech liczb
catkowitych dodatnich. Dowiesé, ze liczbe n? mozna takze przedstawi¢ w postaci sumy
kwadratow trzech liczb catkowitych dodatnich.

Rozwigzanie na str. 10

M 1200. Okrag w jest opisany na tréjkacie ABC' (rysunek). Styczne do okregu w

w punktach A i C przecinaja sie w punkcie F. Prosta przechodzaca przez punkt F

i rownolegta do prostej AB przecina odcinek BC' w punkcie F'. Wykazaé, ze AF = BF'.
Rozwigzanie na str. 4
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Informatyczny kacik olimpijski (6) — od przybytku glowa (nie) boli

Rys. 1

Tym razem dwa zadania ,z haczykiem”.

Pierwsze zadanie (VI OI): mamy triangulacje n-kata wypuklego za pomoca
nieprzecinajacych sie przekatnych. Jeden z tréjkatéw tej triangulacji jest
pomalowany na czarno (rysunek 1). Dwaj gracze na przemian odcinaja od
wielokata po jednym tréjkacie. Gracz, ktory odetnie czarny tréjkat, wygrywa.
Na wejéciu mamy liczbe n oraz opis triangulacji w postaci listy n — 2 tréjek
(a,b, c) definiujacych kolejne trojkaty (wierzcholki wielokata sa ponumerowane
kolejno od 1 do n). Czarny tréjkat jest wymieniony jako pierwszy. Musimy
odpowiedzie¢ na pytanie: ktéry gracz ma strategie wygrywajaca?

I drugie zadanie (BOI 2001): wiejski listonosz roznosi poczte po okolicy. Kazda
wie$ lezy przy drodze albo na przecieciu dwoch lub czterech drég, zatem mozna
z niej wyj$¢ w 2, 4 lub 8 kierunkach (niektére drogi moga prowadzié¢ ze wsi do
niej samej, a pomiedzy dwiema wsiami moze by¢ wiecej niz jedna bezposrednia
droga). Budynek poczty jest w jednej ze wsi. Listonosz musi odwiedzié¢ wszystkie
wsie, a ponadto musi przej$¢ wzdluz wszystkich drég (przy nich tez stoja
domy) i wrécié na poczte. Za przejécie kazdej mili poczta placi listonoszowi
1EUR. Ponadto mieszkancy kazdej wsi chca, aby listonosz odwiedzil ich jak
najwczesniej, dlatego poczta zawarla z kazda ze wsi (wsie numerujemy liczbami
1 =1,...,n) umowe, w ktérej okreslona jest pewna liczba w(i): mianowicie, jesli
listonosz odwiedzi wie$ numer i jako k-ta w kolejnosci (tzn. odwiedzil wezesniej

doktadnie k — 1 réznych innych wsi) oraz k < w(i), to wie§ doptaca poczcie
w(i) — k EUR, a jesli k > w(i), to poczta karnie placi wsi k — w(i) EUR. Jak
wyznaczy¢ trase listonosza, aby zmaksymalizowaé zysk (ew. zminimalizowaé
strate) poczty? Na wejsciu mamy dana liczbe wsi n, opis grafu drég i uméwione

warto$ci w(i), i =1,..

zadan...

ST

Teraz chwila dla Czytelnika na samodzielne rozwiazanie tych (nietrudnych)

Gotowe? Rozwiazmy pierwsze zadanie. Jesli czarny tréjkat znajduje si¢ na
brzegu wielokata, to pierwszy gracz odcina go w jednym kroku i wygrywa.
Jedli nie, to kazdy z graczy bedzie staral sie unikna¢ doprowadzenia do takiej
sytuacji. Dwa ruchy przed koncem otrzymamy zatem pieciokat z rysunku 2,

po czym gracz, ktérego ruch przypada, bedzie zmuszony doprowadzi¢ do
pozycji wygrywajacej dla swego przeciwnika. Wezedniejszy przebieg gry nie ma

Rys. 2 wiekszego znaczenia — gracze odcinaja zawsze po jednym tréjkacie. Widzimy,
ze wynik zalezy tylko od parzystosci n (jesli n jest parzyste wygrywa gracz,
ktory rozpoczyna gre), a i sama strategia jest prosta i brzmi: odcinaj cokolwiek,
byle nie odstoni¢ czarnego tréjkata z dwoch stron. Cale zadanie mozna wiec
rozwiaza¢ w czasie stalym, sprawdzajac jedynie czy czarny trojkat lezy na
brzegu (jego wspolrzedne to wowczas trzy kolejne liczby modulo n), a jesli
nie, to czy 2|n. Nie trzeba, a wrecz nie warto, wezytywaé nadmiarowego opisu

triangulacji!

Co z zadaniem drugim, ktére, jak wszystkie problemy
optymalizacyjne, wydaje sie trudniejsze? Najpierw
zmaksymalizujmy zysk poczty wzgledem wiosek,
a wyzyskiwaniem samego listonosza zajmiemy sie
pézniej. Kazda wioska wyplaca poczcie kwote (by¢ moze
ujemna,):

w(i) — k(i),
gdzie k(i) jest pozycja tej wioski na liScie kolejno
odwiedzonych wsi przy danej trasie listonosza. Ciag
k(1),k(2),...,k(n) jest permutacja liczb 1,2,...,n —
kazda wioska zostata odwiedzona jako ktdéra$ z kolei.
Zatem suma wszystkich wptat wynosi:

2i(w(i) = k(i) = 32 w(i) = 22, k(i) =
=2 w(i) —n(n+1)/2,
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co nie zalezy w ogdle od kolejnoséci odwiedzin, a zatem
pod tym wzgledem kazda trasa listonosza jest jednakowo
dobra! Pozostaje zauwazy¢, ze graf drog ma cykl Eulera
(bo stopien kazdego wierzchotka jest parzysty), a zatem
istnieje trasa, ktéra z kazdej drogi korzysta doktadnie
raz i niewatpliwie minimalizuje ona pensje listonosza,
bo i tak wymagamy od niego przejscia wszystkich drog.
Wynika stad, ze wystarczy po prostu znalez¢ w grafie
jakikolwiek cykl Eulera (mozna to robi¢ np. zachlannie).
Zatem i w tym zadaniu mieliSmy nadmiarowe dane:
warto$ci w(i) 1 cala otoczka zwigzana z optymalizacja
stuzyly tylko mydleniu oczu rozwiazujacego!

Michat ADAMASZEK



Klub 44

Zadania z fizyki nr 454, 455
Redaguje Jerzy B. BROJAN

454. Zaproponowano nastepujacy sposob wystrzeliwania statkow kosmicznych:
nalezy wydrazy¢ szyb na wylot przez Ziemie, upusci¢ do niego rakiete

i wlaczy¢ silnik rakiety w chwili jej przelotu przez srodek Ziemi. O jaka

cze$¢ zmniejszyloby sie zuzycie paliwa przy wystrzeleniu ta metoda statku

z II predkoscig kosmiczna? Przyjaé zalozenia upraszczajace: a) brak oporu

powietrza, b) stala gestosé Ziemi, c) krotki czas dzialania silnika, d) bardzo

Termin nadsytania rozwigzan:
31V 2008

wielka predkosé wylotu gazéw z dyszy silnika (réwnowazne zalozenie: zuzycie

paliwa nie wplywa na zmiane masy statku).

©

Rys. 1

00 455. Polaczono szeregowo uzwojenie pierwotne transformatora z uzwojeniem
wtoérnym drugiego identycznego transformatora i zestaw podtaczono do napiecia
przemiennego o wartosci skutecznej U; = 100 V. Drugie uzwojenia réwniez
polaczono szeregowo (rys. 1) i zmierzono laczne napiecie, ktére okazalo sie
rowne Uz = 50 V. Ile wynosi przektadnia transformatorow?

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 11/2007

Przypominamy tresé zadan:

446. Do 7rédla napiecia o przebiegu prostokatnym (tzn. U = 4Up w ciagu czasu T, nastepnie
U = —Up w takim samym przedziale czasu) przylaczono obwdd skladajacy sie z opornika o oporze
R, kondensatora o pojemnosci C oraz diody doskonale przewodzacej w kierunku przewodzenia

L i calkowicie nieprzewodzacej w kierunku zaporowym (schemat obwodu — rys. 2). Jak dlugo plynie

prad przez diode w ciaggu jednego okresu zmian napigcia?

447. Jednorodny walec o promieniu r wisi na dwéch petlach lekkiej i nierozciagliwej nitki,
a odleglos$¢ osi walca od poziomu zawieszenia jest réwna l. Odleglo$é koncéw kazdej z nitek jest
réwna 2r. Obliczy¢ czestotliwo$é malych drgan takiego wahadla — 0§ walca pozostaje réwnolegta do

Rys. 2

446. Prawoskretny przeptyw pradu w obwodzie zaczyna
sie w chwili, gdy napiecie przyjmuje odpowiedni znak (plus
z prawej). Jak wykazemy dalej, kondensator jest wtedy
w stanie roztadowanym. Rozwiazujac odpowiednie réwnanie
rézniczkowe, znajdujemy zaleznos¢ tadunku kondensatora od
czasu:

Q(t) = UoC(1 — ™7,
przy czym dolna oktadka bedzie natadowana dodatnio.
Po przelaczeniu znaku napiecia dioda pozostaje jeszcze
zablokowana, a prad zaczyna ptynacé lewoskretnie. Jego
natezenie jest wieksze niz w poprzedniej potowie cyklu, gdyz
do napiecia zrédta dodaje sie napiecie na kondensatorze,
poczatkowo réwne

Uo(1 — e~ T/ECY,
Ponownie rozwigzujac to samo réwnanie rézniczkowe,
znajdujemy
Q) =UoC(—1+ (2 —
W chwili, gdy @ spada do zera, prad zaczyna ptynaé
przez diode, a kondensator pozostaje dalej roztadowany.

Przyréwnujac do zera wyrazenie
—T/RC\ _—T1/RC
-1+ (2—e / e 1/RC

e—T/RC)e—t/RC).

obliczamy
Ty = RCIn(2 — e~ 759,

Szukany czas dziatania diody wynosi T' — T71; tatwo wykazad,
ze jest to wielko$¢ dodatnia.

447. Oznaczmy wspoélrzedne przesuniecia osi walca przez
x i y. Dlugosé lewego prostoliniowego odcinka nici a
i prawego b (zob. rys. 3) mozna wyznaczy¢ z réwnan
r+a)’+(1-y)?=r"+a® (r—2)’+(1-y)*=r"+0",
natomiast katy a i 8 — z réwnan

asina=xz+7r(l —cosa) bsinf=xz—r(1l—-cosp).
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jej kierunku w polozeniu réwnowagi.

Zgodnie z zasada przyblizenia matych drgan nalezy
ograniczy¢ sie do wyrazéw kwadratowych w z, a liniowych
w y. Rozwijajac wszystkie wyrazenia wedlug tej zasady,
dochodzimy do wzordéw:

e e et e 2 e
R R Y R E R R AL AT R
asC_T@ gz TT
EN I AREN

Warunek niezmienionej dtugosci nici
a+b+r(f—a)=2]
wyznacza zaleznos¢ miedzy x a y, czyli tor ruchu
walca. Otrzymujemy y = 5, tzn. o§ walca porusza sig
w przyblizeniu po okregu o promieniu [. Aby uwzglednié
energi¢ kinetyczna ruchu obrotowego, wystarczy znalezé¢ kat
obrotu walca wzgledem uktadu inercjalnego z dokladnoscia
do wyrazu liniowego w = — wynikiem jest zero. Zatem
czestotliwo$é matych drgan walca jest réwna czestotliwosci
wahadta matematycznego o dlugosci [
L /g

f=5VT
Czy mozna ten prosty wynik przekonujaco uzasadnié
mniej pracochtonnym sposobem, niz przedstawiono wyzej?
Zobaczymy, co na ten temat napisali nasi Czytelnicy.

S

Rys. 3 T T



Klub 44

Zadania z matematyki nr 557, 558

Redaguje Marcin E. KUCZMA

1-44

557. Okrag przechodzacy przez wierzchotki A, B kwadratu ABC D przecina
odcinki BC' i BD odpowiednio w punktach P i @ (réznych od B,C' i D). Okrag
przechodzacy przez punkty C, P, Q) przecina odcinek BD w punktach @ i R.
Wykazaé, ze punkty P, R i A sa wspdlliniowe.

558. Wyznaczy¢ wszystkie pary (m,n) dodatnich liczb catkowitych wzglednie

Termin nadsytania rozwigzan:

31 V 2008 warunki:

pierwszych, dla ktérych istnieje dodatnia liczba catkowita x, spelniajaca

14+ 2 +...4+ 2™ ! dzieli sie przez n,

Errata

W rozwigzaniu firmowym zadania 546
(Delta 1/2008) zostal w dwéch miejscach
blednie wydrukowany wynik — w ostatnim
wierszu srodkowego akapitu oraz

w ostatnim wierszu calego rozwigzania:
oba razy zamiast [(n+1)/2]

[(n +1)/2]

(podane rozumowanie daje wlagnie ten
ostatni wynik).

powinno byé

Przepraszamy Czytelnikéw za chochlika,
ktéry ,sufit” zastapil ,,podloga”.

14+2+...4+ 2" ! dzieli sie przez m.
Zadanie 558 zaproponowal pan Krzysztof Dorobisz z Krakowa.

Rozwiagzania zadan z matematyki z numeru 11,/2007
Przypominamy tresé zadan:

549. Dany jest tréjkat ABC o bokach dlugosci |[AB| > |BC| > |C'A|. Odcinek CK jest jego
wysokosciag; punkty M i N sg odpowiednio §rodkami bokéw AB i AC. Okrag wpisany w tréjkat
ABC jest styczny do bokéw AB i AC odpowiednio w punktach P i Q. Udowodnié, ze $rodek okregu
wpisanego w tréjkat K M N lezy na prostej PQ.

550. Dla kazdej liczby rzeczywistej a wyznaczy¢ kres dolny zbioru tych liczb rzeczywistych z, ktére

spelniajg nieréwno$é¢ |z| - {z} > a. (Symbol {z} oznacza tu liczbe z — |z]).

549. Z okreslenia punktéw P i @ wynika, ze
|AB| + |AC| — |BC|
2 )
|<X BAC)|
3 .
Oznaczmy s$rodek okregu wpisanego w tréjkat K M N przez J,
a jego punkt stycznosci z bokiem KM przez T'; zatem
|K M|+ |KN| — [MN|
5 .
Punkt N jest érodkiem przeciwprostokatnej AC tréjkata
prostokatnego AKC, wigc tréjkat AK N jest réwnoramienny:
|AN| = |KN|, |<AKN|=|J{KAN|=|<BAC|. Dwusieczna
jego kata zewnetrznego M K N przechodzi przez punkt J; stad
AKN BAC
14 MEK.J| = 90° — AN g0 %

c 2

|AP| = AQ| =

|CAPQ| = 90° —

|KT| =

90° = |4 APQ)|.

Niech R bedzie punktem symetrycznym do K wzgledem T
Tréjkat K RJ jest rownoramienny, wiec

|[LARJ| = |ILMKJ| = |[<LAPQ)|.
Ta réwnosé pokazuje, ze RJ||PQ.
Aby dowiesé, ze prosta PQ przechodzi przez J, wystarczy teraz
wykazaé, ze punkt R pokrywa sie z P. Wykorzystujac wczesniejsze
zaleznosci, obliczamy:
|AR| = |AK|+ |KR| = |AK| + 2 |KT| =

=|AK|+ |KM|+ |KN|—|MN| =

=[AM|+ |KN| - |[MN| =

=|AM|+ |AN|— |MN| =

|AB| + |AC| — |BC|

= = |AP|.
2

Zatem istotnie R = P.

550. Dla danej liczby a niech S, bedzie zbiorem tych liczb
rzeczywistych x, ktére spelniaja podang nieréwnosé. Gdy a < 0,
nier6wnos¢ ta jest spelniona przez kazda liczbe catkowita z,

i w konsekwencji inf S, = —oo.

Dalej przyjmijmy, ze a > 0. WeZzmy dowolng liczbe = € S,.
Wéwcezas |z| > 0, {x} > 0, i z nieréwnosci |z] - {z} > a wynika,
ze |x] > a, czyli

1) lz] = |a] + 1.

Jezeli zachodzi tu réwnosé |z| = |a] + 1, to

@) 2=lz)+{z} > 2]+ =

Ed

A K T R M

B _ a
=la|l+1+ —.
la] la] +1
Otrzymana po prawej stronie liczba — nazwijmy ja z, — spelnia

warunek
a

laj+1

[#a) - {za} = (La] +1)

wiec nalezy do zbioru S, .

a,

Kazda liczba x € Sq, dla ktérej nieréwnosé (1) jest ostra, jest
wieksza od x4. Stad wniosek, ze dla a > 0 kresem dolnym zbioru
Sa jest liczba x4, napisana po prawej stronie wzoru (2).

Odpowiedz na zagadke¢ mmm. Renault — rzad dwa, recycling — rzad trzy.
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Rozwigzanie zadania M 1198.

Kazda liczba naturalna mniejsza od 99934
i konczaca si¢ cyframi 34 ma sume cyfr
mniejsza od 34. Z drugiej strony liczba
99934 nie jest podzielna przez 34. Zatem
liczba n musi by¢ co najmniej 6-cyfrowa.

Istnieja tylko trzy liczby 6-cyfrowe,
rozpoczynajace sie cyfra 1, konczace
cyframi 34 i o sumie cyfr réwnej 34. Sg
nimi: 189934, 198934 oraz 199834. Tylko
jedna z tych liczb jest podzielna przez
34, a mianowicie liczba 198934. Zatem
liczba n = 198934 jest najmniejsza liczba
naturalng o postulowanej wlasnosci.

Rozwigzanie zadania F 712.

W ciaggu jednej minuty czajnik stygnie
o At = 0,2°, ilo§¢ ciepta przez niego
wtedy wypromieniowanego wynosi
AQ1 = ecmAt, gdzie ¢ jest cieptem
wlasciwym wody. Jedli do czajnika
doda sie w tym czasie n kropel
goracej wody, to przekaza one cieplto
AQ2 = Cn,mk(tz - tl).

Aby czajnik nie stygl, powinno zachodzié¢
AQ1 = AQ2. Stad otrzymujemy
n ~ 67 kropel na minute.

Patrz w niebo

Zdalne wyznaczanie sktadu chemicznego gwiazd nikogo dzi$ nie dziwi. Stuzy do
tego analiza widmowa ich swiatta. Wydaje sie¢ wobec tego, ze nie ma szans na
wyznaczenie sktadu chemicznego czegos$, co nie $wieci. Chyba ze to co$ zostanie
sztucznie pobudzone do $wiecenia. W najprostszym przypadku moze to by¢

po prostu odbicie $wiatta od badanej powierzchni. Na przyktad z pomiaru, jak
Swiatlo planetoidy rozni sie od Swiatlta stonecznego, mozna wnosi¢ o charakterze
powierzchni planetoidy. Réwnie dobrze mozna wykorzysta¢ do takich badan
ySwiecenie” niewidoczne dla oka. Czujniki orbitera Mars Odyssey ,widza”

nawet to, co jest pod powierzchnia Marsa. Mianowicie, czastki promieniowania
kosmicznego, bombardujace powierzchnig¢ planety, uwalniaja szybkie neutrony

z atomdéw powierzchniowych mineraléw, a czes¢ tych neutronéw dociera do
orbitera. Jednak wigkszos¢ tych neutronéw traci energie w wyniku zderzen

z atomami skal, oraz produkowane sa przy tym inne niskoenergetyczne neutrony,
ktére tez trafiaja do czujnikdéw orbitera. W gruncie Marsa szczegdlnie obfitym
spowalniaczem (moderatorem) neutronéw moze byé¢ wodér zawarty w wodzie,
stwierdzenie wiec duzej iloéci powolnych neutronéw w stosunku do szybkich
niewatpliwie dowodzi tego, ze orbiter przelatuje akurat nad terenem, gdzie woda
(16d) znajduje sie dos$¢ plytko pod powierzchniag gruntu Marsa.

Pomiary i ich interpretacja istotnie wykazaly, ze suchy grunt Marsa ma grubosé
od jednej stopy w wysokich szerokosciach areograficznych do metra lub dwdch
przy réwniku — glebiej jest warstwa bogata w 16d. Poglad wiec, ze marsyjska
woda zawarta jest teraz w wielkich peknieciach skorupy, nieco ostabl, gdyz wody
w samym nawodnionym gruncie (nawet z pominieciem czap polarnych) moze
byé¢ tam 10 000 km?®. W dodatku nie wiadomo, do jakiej gtebokoéci siega jego
nawodniona warstwa. Zauwazmy tez, ze oceny zawarto$ci wody na podstawie
zawarto$ci wodoru moga by¢ falszowane przez wodor zawarty w uwodnionych
mineralach znajdujacych si¢ nawet w strefie réwnikowej planety. Zatem takie
zdalne pomiary to wspaniate osiagniecie, ale chyba nie powstrzymaja ludzi przed
osobista wizyta na Marsie.

Tomasz KWAST

Marzec

Wieczorami wysoko na niebie, lekko juz ku zachodowi, wida¢ dwie wspomniane
miesiac temu bardzo jasne gwiazdy: Procjona (alfe Malego Psa) i Syriusza

(alfe Wielkiego Psa). Obie te gwiazdy sa goretsze od Slofica, obie znajduja sie
stosunkowo blisko (odpowiednio w odleglosci 3,51 2,7 pc) i obie maja bialego
karta za towarzysza. Oba te biale karly maja zblizona gesto$é — odpowiednio

200 i 125 kg/cm?®. Ponadto akurat Syriusz jest — jak wiadomo — najjaéniejsza
gwiazda calego nieba (ktéras gwiazda musi by¢ najjasniejsza), co zawdziecza nie
tyle wlasnej mocy promieniowania, co owej matlej odleglosci od nas. Miedzy tymi
gwiazdami przebiega Droga Mleczna, dzigki czemu mozna ja znalezé w sytuacji,
gdy niebo jest lekko zamglone lub powietrze lekko zanieczyszczone.

Merkury znajdzie sie 3 III najdalej na zach6d od Stonca (obserwowaé nad
ranem), a 5 III zostanie zakryty przez Ksiezyc — bedzie to jednak widaé

z Poludniowej Ameryki i Afryki. Réwniez 5 111 nastapi zakrycie Wenus przez
Ksiezyc; poniewaz Wenus jest w Wodniku, to teoretycznie jest widoczna przed
wschodem Stonica, ale Stonice jest bardzo blisko niej, a samo zakrycie bedzie
(raczej réwniez teoretycznie) widaé¢ na Pacyfiku i w Ameryce Pélnocnej. Mars
jest w BliZnietach, wida¢ go wiec wieczorem juz wysoko na niebie. Jowisz jest
w Strzelcu i wida¢ go krétko nad ranem, a Saturn we Lwie i widaé go przez
cata noc. Now Ksiezyca wypada 7 III, a pelnia 21 III. Oprécz Merkurego

i Wenus Ksiezyc w marcu zakryje Regulusa 19 11T i Antaresa 27 III (a oba te
zjawiska bedzie widaé na poludniowym Pacyfiku). Dziefi wezedniej niz zwykle
(bo mamy rok przestepny), czyli 20 III, nastapi réwnonoc wiosenna. Zadnych

przewidywalnych rojéw meteoréw nie bedzie.
T. K.
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LUtozone wspdlnie z dr. hab. Krzysztofem
Oleszkiewiczem, ktéremu tez zawdzigczam
tytul tego artykutu.
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Uczuciowy tenisista Rafal SZTENCEL |

Tenisista ma rozegraé trzy mecze. Gdy wygra dwa kolejne, to awansuje. Ma przy tym
wybor, moze bowiem gra¢ kolejno z mistrzem, kolega i mistrzem albo tez z kolega,
mistrzem i kolega. Ktéra mozliwo$¢ powinien wybraé?

Zadanie to jest od zawsze obecne w elementarnym rachunku prawdopodobienstwa.
Niewykluczone, ze w jakiejs wersji rozwigzywali je kandydaci na kaptanéw

w starozytnym Egipcie, i to juz za panowania I dynastii (ok. 3000 p.n.e.). Oczywiscie
stosowne papirusy musiaty zaginaé.

We wspélczesnych zbiorach zadan pojawia sie ono w rozdziale o niezaleznosci
zdarzen, co juz sugeruje, jaki model nalezy przyjaé: wyniki kolejnych meczéw maja
by¢ niezalezne. Naturalnie szansa pokonania mistrza (p) powinna by¢ mniejsza niz
szansa pokonania kolegi (r). Proste rachunki pokazuja, ze wariant MKM daje awans
z prawdopodobienstwem

prp+pr(l=p)+ (1 =p)rp=pr(2—p),
i tu drobna niespodzianka — cho¢ dwukrotnie gramy z mistrzem, ten wariant jest
korzystniejszy, bo gdy r > p, to pr(2 —p) > pr(2 — ).

Czy taki model dobrze opisuje zachowanie sie zawodnikow? By¢ moze podstawsg dla
lepszego modelu moze byé nastepujace zadanie egzaminacyjne’:

Uczuciowy tenisista po wygranej pilce wpada w eufori¢ i wygrywa nastepna pitke
z prawdopodobienstwem %, po przegranej — w depresje, i wtedy wygrywa nastepna
pitke z prawdopodobienstwem % Mecz rozpoczyna w stanie euforii. Jaka jest

w przyblizeniu szansa, ze wygra 99. pitke?

To zadanie mozna rozwiazaé¢ za pomoca taicuchéw Markowa (mozna i bez). Model
jest nieco lepszy, bo uwzglednia fakt, ze stan psychiczny zawodnika, rzutujacy na jego
skuteczno$é¢, zalezy od stanu meczu.

Zeby wygraé gema, nalezy wygraé 4 pitki, zanim zrobi to przeciwnik, a ponadto mieé
przewage 2 lub wiecej pitek. Gem nie trwa zbyt dlugo, choé — zwlaszcza w tenisie
amatorskim — zdarza sie, ze trzeba gra¢ ponad pét godziny.

Przypusémy, ze zawodnicy graja ,na przewage” i po 30 pitkach zadnemu nie udaje
sie wygra¢. W takiej sytuacji mozna podejrzewac, ze graja oni rownie skutecznie

i kazdy z nich po osiagnieciu przewagi traci czujnosé, co pozwala wygraé kolejna pitke
przeciwnikowi.

Przeprowadzimy weryfikacje statystyczna modelu, o ktérym byta mowa na poczatku.
Prowadzi on do schematu Bernoulliego (niezaleznych préb) z prawdopodobienistwem
sukcesu réwnym 3. Wszystkich mozliwych ciaggéw 30 sukcesow (S) i porazek (P) jest
239 podczas gdy ciggéw sprzyjajacych opisanemu zdarzeniu jest tylko 2'°, bowiem
musza one by¢ postaci

AlAQ .. .14157 gdzie Az = SP lub AZ = PS

Tak wiec przy zalozeniach modelu szansa, ze gra ,na przewage” bedzie wymagala co
najmniej 30 pilek, jest réwna 27° < 3,1-107°%. Model nalezy zatem odrzucié.

Mozna zapytaé, jaka jest (przy zalozeniach modelu) $rednia dtugosé gry ,na
przewage”. Rozumowanie przeprowadzone powyzej moze zasugerowaé nastepujacy
sposéb: niech X oznacza dlugosé gry. Wtedy

EX:P(X)1)+P(X22)+P(X23)+...:1+1+%+%+i+i+...:4.

Skad wynika pierwsza réwnosé? Ograniczymy sie do wskazowki:
PX=k)=P(XZ>2k)—P(X>2k+1).

Istnieje obszerna literatura dotyczaca prognozowania wynikéw rozgrywek tenisowych.
Na ogoét dostep do artykuléw w sieci jest ptatny, czemu nie nalezy sie dziwi¢. Autorzy
(bezplatnego) artykutu [1] twierdza, ze prosty model oparty na taiicuchach Markowa
umozliwil prognozowanie wynikéw turnieju Australian Open 2003 z pewnoscia
przekraczajacg 75%. Model daje prawdopodobienistwo wygranej danego zawodnika

w meczu. Jesli rozni sie ono od przewidywan bukmacheréw, mozna systematycznie
zarabia¢ na zaktadach. Jest to przyktad sytuacji, zwanej w finansach arbitrazem:
jesli na rynku pojawia sie blednie wyceniony papier warto$ciowy, to arbitrazysta
dysponujacy prawidlowg wyceng moze na tym zarobié.
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