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Mikrosatelita MOST:
Walizka pelna gwiazd

Stawomir RUCINSKI*

Historia

Mija wtasnie 10 lat od chwili, gdy autor, z malym
zespotem naukowym — ale obejmujacym cala Kanade
— 1 zespolem technicznym, gtéwnie z Toronto,

ztozyl do Kanadyjskiej Agencji Kosmicznej (CSA)
propozycje zbudowania matego satelity do obserwacji
astronomicznych.

Kanada miala wspaniate wczesne sukcesy w badaniach
satelitarnych. W latach 1960., jako trzeci kraj na
Swiecie, wyslala na orbite satelite naukowego do
badania przestrzeni wokoélziemskiej Alouette. Ale

w latach 1970-1990 nie budowano w Kanadzie wtasnych
satelitow, tylko intensywnie uczestniczono w naukowych
programach amerykanskich. W latach 1995-1997
zorganizowano nowa Agencje Kosmiczng i postanowiono
wroéci¢é do wlasnych, ale raczej skromnych programow.
Announcement of Opportunity ogloszone przez
Kanadyjska Agencje Kosmiczng sugerowalo skale
przedsiewzigcia na poziomie ponizej 10 milionéw
dolaréw, co jest bardzo matg suma, jezeli chodzi

o satelity naukowe do celéw astronomicznych: Teleskop
Kosmiczny Hubble’a (HST) kosztowal (zaleznie od tego,
co sie wlicza do pelnych kosztéw) od 4,5 do 6 miliardéw
dolarow, zas male satelity do obserwacji np. $wiecenia
gwiazd w ultrafiolecie czy promieniach Roentgena
kosztuja zazwyczaj 100-300 milionéw dolaréw.

Satelita opisany ponizej jest pierwszym catkowicie
kanadyjskim (jezeli nie liczy¢ rosyjskiej rakiety, ktéra go
wyniosla) satelita naukowym po 30 latach przerwy. Jest
tez pierwszym w historii mikrosatelita do obserwacji
astronomicznych z pelna, tréjosiowa stabilizacja
orientacji w przestrzeni.

Pomyst

Wyslaniem na orbite matego, prostego teleskopu do
prowadzenia ciaglych obserwacji fotometrycznych
gwiazd interesowalem sie od dawna. Gdy pierwszy
sztuczny satelita Sputnik-1 zostal umieszczony na
orbicie w 1957 roku (jeszcze jedna, wazna rocznica
znacznego osiagniecia technologicznego), bylem
zapalonym obserwatorem gwiazd zmiennych. Za
pomoca lornetki oceniatem wzgledne jasnosci gwiazd,
co jest do$é tatwe i to z dokladnoscia do kilku procent.
Tego typu obserwacje sa bardzo uzyteczne i nadal
wykonywane przez mitosnikéw astronomii ze wzgledu
na kolosalng liczbe gwiazd, ktorych nie sa w stanie
,obshuzy¢” astronomowie zawodowi. Wiedzialem wtedy,
ze satelita moglby obserwowaé¢ wybrany punkt na
niebie przez okolo polowe czasu kazdego okresu obiegu
wokoél Ziemi; przez pozostaly polowe orbity musialby
by¢ wylaczony, bo patrzytby w Ziemie. Ale i tak,
mozliwo$é¢ obserwacji bez dhugich, wielogodzinnych

*Department of Astrophysics, University of Toronto

1

przerw dziennych wydawala sie czyms$ wspanialym. Tak
wlagnie dziala HST, obserwujac przez okoto 35 minut

z 96-minutowego okresu obiegu woko6t Ziemi. W 1957
roku marzylem: ,gdyby tak mozna bylo wynies¢ na
orbite pietnastocentymetrowy teleskop amatorski”.

Przez wiele lat usilowalem zainteresowaé tym prostym
pomystem wielu ludzi, na ogdét bez skutku. Zwykle
uprzejmie wskazywano mi niklty moment bezwtadnosci
malego satelity, ktory chcialby raczej koziotkowaé, niz
zachowywac stalg orientacje w stosunku do gwiazd.
Wskazywano mi brak matych systeméw tréjosiowej
stabilizacji satelitow. Na szczescie, okoto 1995 roku,
spotkalem w Toronto inzyniera Carrolla Kierana.

Jego zesp6l w malej firmie Dynacon pracowal nad
stabilizacja robotéw przemystowych i mial juz prawie
gotowy system do stabilizacji matych satelitéw. I on
wtaénie byl pierwszym stuchaczem, ktéry potraktowalt
serio moje marzenia.

Chyba jednak najwazniejszy pomyst dla satelity MOST
(ponizej wytlumacze ten skrét), do ktérego doszliSmy
we wspolnych dyskusjach z Carrollem Kieranem

w latach 1995-1997 polegal na umieszczeniu satelity na
orbicie pokrywajacej sie z linig zmierzchu.

Rys. 1. Orbita satelity MOST dokonuje precesji $cisle w tempie jeden
obrét na rok, tak ze zawsze ustawiona jest prostopadle do kierunku ku
Storicu. W ten sposéb pokrywa si¢ z linig zmierzchu.

Satelita taki jest caly czas o$wietlony przez Stonice

z jednej strony i moze patrze¢ w przestrzen kosmiczna
w strone odstoneczng bez przerwy. Ale orbita taka

musi by¢ doskonale dobrana. Wykorzystuje sie do tego
naturalng precesje orbit w nieco niesymetrycznym
potencjale grawitacyjnym Ziemi. Wszystkie orbity
satelitarne podlegaja precesji. Wybierajac nachylenie
orbity nieco rézne od 90 stopni wzgledem réwnika

(tzw. orbita biegunowa) oraz odpowiednia wysokosé
nad powierzchnia Ziemi (okolo 900 km), mozna
osiagnac takie tempo precesji orbity, ze jej okres wynosi
doktadnie jeden rok. Taka orbita jest zawsze ustawiona
prostopadle do kierunku ku Sloncu, z wysokosci zas

900 km otwiera sie duzy, okolo 57-stopniowy stozek
cigglej widocznosci gwiazd z nieba przeciwstonecznego.
Tak wiec przez okolo miesigc mozna obserwowaé
gwiazde w sposéb ciagly, bez zadnych przerw dziennych.

Istnieje wielka potrzeba obserwacji fotometrycznych
gwiazd nie tylko bez przerw dziennych, ale tez



z réwnomiernym rozkladem obserwacji w czasie.

Jest to potrzebne do wykrycia sejsmicznych drgan
gwiazd o typowych okresach rzedu kilku minut, lecz

z mikroskopijnymi amplitudami rzedu kilku milionowych
normalnego poziomu jasnosci. W przypadku Slonca fale
sejsmiczne moga by¢ badane z wielka dokladnoscia,
poniewaz sa widoczne na powierzchni Stonca, lecz

w przypadku gwiazd widzimy sumaryczny efekt drgan
na calej powierzchni. Stonice obserwowane w ten sposéb
ukazuje serie charakterystycznych drgan.
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Rys. 2. Oscylacje sejsmiczne Stonca obserwowanego jak gwiazda,
czyli przy wykorzystaniu calkowitego strumienia $wiatta. Drgania sa
bardzo male — zazwyczaj kilka milionowych czesci (ppm, ang: parts
per million) $redniej jasnosci Storica.

Przez rozszyfrowanie zawartej w nich informacji

mozna bylo potwierdzi¢ modele budowy wewnetrznej
(w tej chwili dokladno$é na poziomie 0,1% wielkosci
takich jak gesto$¢ czy ci$nienie), poznaé rozklad
predkosci wirowania wewnatrz Stonca jak roéwniez
rozklad zmian energii z glebokoscia generowanego przez
Stonce spontanicznie pola magnetycznego. Problem

w przypadku gwiazd polega na malej amplitudzie
drgan. Ale jezeli obserwacje sg dostatecznie dlugo
prowadzone (powiedzmy przez miesiac), mozna je
sposkladaé” (stosujac formalizm Fouriera), tak ze
indywidualne obserwacje co kilka sekund, z doktadnoscia
kilku dziesigciotysiecznych, moga pozwoli¢ na wykrycie
drgan o amplitudzie zaledwie kilku milionowych. To
jest wlasnie cel satelity MOST, czyli w pelnej nazwie
Micro-Oscilations of STars.

Realizacja

Orbita typu ,zmierzch — $wit” od razu sugerowala
dalsze rozwiazania MOSTa: teleskop patrzytby

w przestrzen ze swojej ,ciemnej” strony, gdzie
umieszczony bylby radiator do chtodzenia detektora
CCD. Od jasnej strony satelity bylyby tylko baterie
sloneczne (rys. 3).

Satelita mogl by¢ maty, wielkoséci duzej walizki

(60 x 60 x 24 cm). MOST ma mase 54 kg i jest
stabilizowany systemem czterech két reakcyjnych
(reaction wheels, rodzaj zyroskopéw), z ktérych trzy
ustawione sa wzajemnie prostopadle, a czwarte jest ,na
zapas”, bo w koncu sg to jedyne ruchome czesci satelity
i pierwsze sie zuzyja (lozyska nie sa smarowane, bo
smary odparowuja). Kola te wiruja bez przerwy,

a zmiana tempa ich rotacji powoduje reorientacje
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Rys. 3. Tak wyglada MOST od swojej ,ciemnej” strony. Cala druga
strona pokryta jest bateriami stonecznymi. Baterie z tej strony sa
»ha wszelki wypadek”, aby satelita mial energi¢ nawet po utracie
stabilnosci.

satelity na zasadzie zachowania momentu pedu.
Dodatkowo satelita ma magnetometry, ktére pozwalaja
automatycznie oceni¢ natezenie ziemskiego pola

i przez oddzialywanie z nim zmiennych pradéw

w duzych cewkach wokol calego satelity (zintegrowany
system stabilizacji) moze wyttumiaé tendencje do
koziotkowania satelity. Prad elektryczny pochodzi

z baterii stonecznych o catkowitej mocy okoto 30 W.
Na pokladzie jest kilka komputeréow kontrolujacych
stabilizacje satelity, zbieranie informacji z dwéch
detektoréw CCD, stabilizacje termiczng oraz przesylanie
informacji na Ziemie. Aby uniknaé¢ kosztownych

(i biurokratycznych) zabiegéw o wlasna czestotliwodé
w pasmie radiowym, tacznos¢ radiowa odbywa sie

na falach krétkich w pasmie amatorskim, za pomoca
modemu 9600 bps. Jest to zreszta najstabsza strona
systemu, bo przesylanie jest wolne i ograniczone

do malych czesci calych obrazéw CCD (ale za to
sczytywanych czesto, co 1-30 sekund). Pomimo
ograniczen zwigzanych z malymi rozmiarami udalo sie
uzyskac szereg technologicznych osiagnie¢. Pierwotne
plany przewidywaly stabilizacje katowa z dokladnoscig
do okolo 0,004 stopnia. Przez stopniowe ulepszenia
programow komputerowych udato sie to poprawic¢

az 10-krotnie, do poziomu 0,0004 stopnia. Rosyjska
rakieta Furockot (dawniej rakieta balistyczna SS-19)

z doskonalym manewrujacym trzecim cztonem Breeze
umiescita MOST doktadnie na oczekiwanej orbicie.
Bylo to 30 czerwca 2003 roku, na dzien przed swietem
narodowym Kanady.

Program naukowy i wyniki

Po kilku miesiacach préb (i bledéw) zespdét naukowy
zaczal otrzymywacé¢ wyniki. W tej chwili mamy

juz kilkadziesiat publikacji, ktore mozna znalezé

w Internecie po prostu poprzez wyszukanie stow
wsatellite MOST”. Ogranicze sie tylko do bardzo malej
probki.

Jednym z pierwszych obserwowanych obiektéw byla
jasna gwiazda Procjon. Jest to gwiazda typu Slonca,
ale bardziej masywna, wiec wieksza i jasniejsza.
Oczekiwano, ze drgania sejsmiczne Procjona beda
szczegOlnie intensywne, ale z nieco dtuzszymi okresami
niz dla Slonca (gdzie typowe oscylacje maja okresy



okoto 5 minut). Ku naszemu wielkiemu zaskoczeniu,
miesiac obserwacji w styczniu 2004 r. (rys. 4) dal
niespodziewany wynik. Procjon... nie wykazuje oscylacji!
Nie tylko nie sg one silne, ale ich w ogdle nie ma,
przynajmniej na poziomie okolo 3—5 czesci na milion.
Publikacja w Nature zrobila prawdziwa furore, ale tez
przyniosta nam nieco niecheci tych obserwatorow, ktorzy
poprzednio ,wykryli” (blednie) oscylacje Procjona

za pomoca obserwacji naziemnych (takie obserwacje
cierpia gtéwnie z powodu przerw dziennych i przerw
wywolanych zla pogoda).
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Rys. 4. Zmiany jasno$ci Procjona podczas pierwszej serii obserwacji
w roku 2004. Czeéci (a) i (b) rysunku pokazujg wszystkie obserwacje
i obserwacje u$rednione w przedziatach kilkuminutowych.

Stopniowa zmiana jasno$ci przez miesigc wywolana byta efektami
instrumentalnymi we wczesnej fazie projektu. Wida¢ identycznag
zmiang w innej gwiezdzie, u ktérej wykryliSmy wyrazne pulsacje —
czesé (c).

W tej chwili, po dalszych obserwacjach w 2005 i 2006
roku, wiemy, ze bardzo stabe oscylacje pojawiaja

sie i zanikaja w skali kilku dni, co jest pewnym
zaskoczeniem, ale tez uniemozliwia stosowanie
formalizmu Fouriera do znajdywania okresow oscylacji.
Teoretycy my$la teraz, jak ulepszy¢ teorie wzbudzania
oscylacji w masywnych gwiazdach przez konwekcyjng
turbulencje. W polu widzenia Procjona wykrylismy
gwiazde pulsujaca typu Delta Scuti i przeprowadziliSmy
analize jej stosunkowo silnych oscylacji. W gwiazdach
tych pulsacje sa silne i bardzo ztozone ze wzgledu na
sprzeganie sie dynamicznych wlasnosci calej gwiazdy

z reakcja cieplna zewnetrznych warstw (rys. 5).

To co widaé na rys. 4(c) to ,dudnienie” kilku takich
oscylacji.

Przykladem przydatnosci ciaglych obserwacji MOSTem
jest wykrycie dwéch systeméw plam na powierzchni
bliskiej, stosunkowo mlodej (1/6 wieku Slofica) gwiazdy
Kappa 1 Ceti. Po odjeciu wktadu stabilnej plamy,
odpowiadajacej za zmiany o amplitudzie okoto 4%
Sredniej jasnodci, regularnie powracajacej wskutek
rotacji gwiazdy co 8,9 dnia, pozostaje druga, stabsza
(amplituda okoto 1%) plama wskazujaca na rotacje
gwiazdy w 9,3 dnia (rys. 6).
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Rys. 5. Analiza oscylacji gwiazdy HD 61199 w polu Procjona. Na
skali osi poziomej jest czestotliwosé oscylacji w cyklach na dzien, na
(logarytmicznej) skali pionowej jest amplituda w ppm.
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Rys. 6. Obserwacja mltodej gwiazdy Kappa 1 Ceti sugeruje istnienie na
jej powierzchni dwéch plam (albo systeméw plam) z réznymi okresami
rotacji. Jest to pierwszy tak wyraZny przejaw rotacji rézniczkowej
odkrytej nie na Stonncu. Powierzchnie gwiazd sa nadal niedostepne

do bezpodrednich obserwacji i widoczne sa jako punkty nawet przez
najwigksze teleskopy.

Prosty model wskazuje, ze widzimy rotacje rézniczkows,
podobna jak na Stoncu, z obszarami w wyzszych
szerokosciach rotujacymi wolniej. Jest to pierwszy

tak klarowny dowdd istnienia tego typu rotacji. Przy
okazji warto wspomnieé, ze te plamy sa bardzo duze;

na Stoficu w maksimum aktywnosci sumaryczny efekt
oslabienia §wiatla nie przekracza 0,1%.

Co dalej?

W tej chwili MOST jest w czwartym roku swego
dzialania. Orbita powoli rozsynchronizowuje sie, ale
nawet gdy zaczng nastepowacé okresowe zakrycia gwiazd
przez brzeg Ziemi, bedziemy mogli dalej prowadzi¢
obserwacje. Gorzej, jezeli popsuje sie ktéres z kot
reakcyjnych, ale jest ciagle jeszcze jedno w zapasie.

W sumie przewiduje sie dzialanie satelity przez dalszych
kilka lat. W tempie okolo 12-15 dokladnie badanych
obiektow na rok, bedziemy mogli jeszcze poczynié¢ wiele
obserwacji.

Strona Web o MOST: www.astro.ubc.ca/MOST

Strona autora: www.astro.utoronto.ca/ rucinski

Artykuly wspomniane w tekscie:

Procyon: J.M. Matthews i inni Nature 430(2004)51

Kappa 1 Ceti: S.M. Rucinski i inni Publ. Astr. Soc. Pacific
116(2004)1093



Po angielsku problem komiwojazera s ° d *
nazywa si¢ travelling salesman problem, KomIWOJ azer Anna NIE WIARO WSKA
w skrécie T'SP. ™M

$ Ogdlny problem komiwojazera formulujemy nastepujaco: dane jest n miast,

i
.

*Instytut Informatyki, Uniwersytet
Warszawski

Problem ten mozna latwo przedstawi¢ w jezyku

teorii graféw. Dany jest graf pelny (klika) K,

z dodatnimi wagami na krawedziach, ktére odpowiadaja
odleglosciom miedzy miastami. Niech d(u,v) oznacza
wage krawedzi uv (odleglo$é miedzy miastami u i v).
Chcemy znalezé w tym grafie cykl Hamiltona (czyli
cykl przechodzacy przez kazdy wierzchotek doktadnie
jeden raz) o minimalnej sumie wag krawedzi. Poniewaz
cykl musi przechodzi¢ przez wszystkie wierzcholtki, wiec
wybor wierzcholka poczatkowego nie ma znaczenia.

Nasuwajacym si¢ rozwigzaniem jest rozpatrzenie
wszystkich mozliwych cykli i wybranie najlepszego

z nich. Jednak zlozonos¢ takiego rozwiazania jest
wykladnicza wzgledem liczby miast, wiec juz dla
nieduzych graféw komiwojazer nie doczeka sie na wynik
takiego obliczenia.

Czesto zdarza sie, ze odleglosci spelniaja dodatkowe
warunki, na przyktad nieréwnos$é trojkqta:

d(u,v) < d(u, w) + d(w,v)
dla kazdej trojki miast u, v, w. Jest tak na przyktad
— ale nie tylko! — wowczas, gdy miasta sa polozone
na plaszczyznie, a odleglosci mierzymy w metryce
euklidesowej (to tak, jakby komiwojazer latal samolotem
zawsze w linii prostej). Jezeli wagi krawedzi spelniaja
nier6wnosé tréjkata, to méwimy o metrycznym
problemie komiwojazera.

Oba problemy — ogélny i metryczny — sa NP-trudne, co
oznacza, ze zadne szybkie (wielomianowe) rozwiazania
nie sa znane i bardzo mozliwe, ze w ogdle nie istnieja.
Czy w takim razie nie potrafimy wcale pomoc
komiwojazerowi? Na szczedcie nie jest tak zle. Jezeli
mamy do czynienia z problemem metrycznym, to
mozemy (tym razem efektywnie!) przygotowaé trase,
ktéra bedzie niewiele gorsza od trasy optymalnej — co
najwyzej dwukrotnie dtuzsza.

W rozwiazaniu bedziemy korzystaé¢ z minimalnego
drzewa rozpinajacego grafu. Kilka stow wyjasnienia

dla niewtajemniczonych. Drzewem rozpinajacym

grafu G jest dowolny podgraf G, ktéry jest drzewem

i zawiera wszystkie wierzchotki grafu G. Jesli krawedzie
grafu maja przypisane wagi, to jest sens méwic

o minimalnym drzewie rozpinajacym — jest to po
prostu drzewo rozpinajace o minimalnej sumie wag
krawedzi sposréd wszystkich drzew rozpinajacych.

W jezyku komiwojazera minimalne drzewo rozpinajace
to podzbidr wszystkich drég, ktory umozliwia przejazd
miedzy kazdymi dwoma miastami i ma minimalna
taczna dlugosé. Drzewo takie mozna tatwo skonstruowac
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a kazde dwa z nich polaczone sa droga o pewnej dlugosci. W jednym z miast
znajduje si¢ komiwojazer, ktory chce odwiedzi¢ wszystkie miasta w taki sposob,
e aby w kazdym miedcie znalez¢ sie¢ dokladnie jeden raz, a na koniec wedrowki
powrdcié¢ do miejsca startowego. Naszym celem jest znalezienie najkrotszej
mozliwej trasy dla komiwojazera.

w czasie wielomianowym wzgledem rozmiaru grafu,
stosujac strategie zachtanna.

Patrz Cormen, Leiserson, Rivest, Stein Wprowadzenie do algorytmow,
WNT, Warszawa 2005.

Teraz mozemy przedstawi¢ algorytm znajdowania
trasy komiwojazera. Dla utatwienia bedziemy od razu
pokazywaé dziatanie tego algorytmu na przyktadzie

z szeScioma miastami, przedstawionym na rysunku (a).
Poczatkowo komiwojazer znajduje sie w miescie A.

B

F |

D

(a) Kolorowe krawedzie maja koszt 5, czarne 3.

W pierwszym kroku znajdujemy minimalne drzewo
rozpinajace grafu (rysunek (b)).
B

(b) D

Zauwazmy, ze gdyby komiwojazer mogl wielokrotnie
odwiedzaé¢ te same miasta, to jego trasa moglaby
skladaé sie wylacznie z krawedzi drzewa rozpinajacego.
Komiwojazer mégtby sie wtedy poruszaé po drzewie
zgodnie z nastepujacymi zasadami:

e jesli z aktualnie odwiedzanego wierzchotka v
prowadzi krawedz do pewnego nieodwiedzonego jeszcze
wierzchotka w, to nalezy sie tam udac,

o jesli wszystkie wierzcholki polaczone krawedziami

z aktualnym wierzchotkiem v zostaly juz odwiedzone,
to nalezy cofnaé si¢ do wierzchotka, z ktérego weszliSmy
do v,



e jesli aktualny wierzcholek jest wierzchotkiem
poczatkowym i wszystkie sasiadujace z nim wierzchotki
zostaly odwiedzone, to konczymy zadanie.

Latwo zauwazy¢, ze startujac z dowolnego wierzchotka
drzewa, odwiedzimy wszystkie pozostale wierzchotki.
Powyzszy algorytm nazywamy algorytmem
przechodzenia grafu (a w naszym przypadku drzewa)
w glgb. Jeden ze sposobdéw przejscia przyktadowego
drzewa zostal zaprezentowany na rysunku (c).
Odwiedzamy tu kolejno wierzchotki:
A-C-B-C-D-C—-A-F—-A-F—-A

N\
e

Te

(e)

Okazuje sie, ze mozemy latwo zmodyfikowaé

znaleziong trase tak, aby komiwojazer odwiedzal

kazde miasto doktadnie jeden raz. Wystarczy w tym

celu ,przeskakiwa¢” te wierzcholki, ktore zostaly

juz odwiedzone, a na koniec wroci¢ do miejsca

poczatkowego. W naszym przykladzie, zaczynajac

z wierzchotka A, odwiedzimy najpierw wierzchotki

C'i B. Nastepnie, przeskakujac odwiedzony juz

wierzcholek C, przejdziemy do D. Dalej odwiedzimy

wierzcholki F i F', a na koniec wrécimy do

wierzchotka A. Otrzymalidémy wiec przedstawiona

na rysunku (d) trase A—-C —-B—-D—-E—F— A.

Postepujac w opisany powyzej sposob, zawsze uzyskamy

cykl Hamiltona, czyli poprawna trase dla komiwojazera.
B

(d) D

Zauwazmy, ze trasa ta moze by¢ gorsza od optymalne;j.
W naszym przyktadzie koszt znalezionego rozwigzania
wynosi 22, a koszt optymalnego rozwiazania
(przedstawionego na rysunku (e)) wynosi 18.
Oczywidcie, gdybyémy znalezli inne minimalne drzewo
rozpinajace lub przechodzili drzewo w nieco innym
porzadku (zgodnym z przedstawionym powyzej opisem),
to mogliby$my otrzymac cykl o innym koszcie.
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D
(e)
Pokazemy, ze cykl znajdowany przez przedstawiony
algorytm nie moze by¢ duzo gorszy od optymalnego
cyklu — jego laczny koszt moze by¢ co najwyzej
dwukrotnie wickszy.

Optymalnym rozwiazaniem jest pewien cykl Hamiltona
C w klice K,,. Usuwajac dowolng krawedz tego

cyklu, otrzymamy pewne drzewo rozpinajace tej

kliki. Wynika stad, ze koszt cyklu C jest wiekszy od
kosztu pewnego drzewa rozpinajacego K,,, wiec tym
bardziej jest wigkszy niz koszt minimalnego drzewa
rozpinajacego.

Gdyby$my po prostu przechodzili w gltab minimalne
drzewo rozpinajace (jak na rysunku (c)), to koszt trasy
bylby dwukrotnie wigkszy od sumy wag krawedzi tego
drzewa (kazda krawedzig przechodzimy dwukrotnie).
Omijanie odwiedzonych wierzchotkéw nie zwieksza
kosztu (nieréwnosé tréjkatal), wiec koszt znalezionego
rozwiazania rowniez jest co najwyzej dwukrotnie
wiekszy od sumy wag krawedzi minimalnego drzewa
rozpinajacego. Reasumujac ostatnie dwa akapity,
stwierdzamy, ze:

koszt znalezionej trasy jest nie wiekszy niz dwukrotny
koszt minimalnego drzewa rozpinajgcego i mniejszy niz
dwukrotny koszt najtanszego cyklu Hamiltona.

Czytelnikowi pozostawiamy nastepujace zadanie:
skonstruowaé rodzine grafow, dla ktérej najgorsze
rozwiazania, znajdowane przez algorytm, maja
(asymptotycznie) koszt dwukrotnie wiekszy od kosztu
optymalnego.

Moéwigc fachowo, znalezliSmy dla metrycznego
problemu komiwojazera algorytm 2-aproksymacyiny,
tzn. szybki (wielomianowy) algorytm przyblizony,
dajacy zawsze wynik o koszcie co najwyzej 2 razy
wigkszym od optymalnego. Dla tego problemu
istnieje takze nieco bardziej skomplikowany algorytm
%—aproksymacyjny i jest to najlepszy wspolczynnik,
jaki udalo sie dotychczas uzyskaé¢. Dla ogdlnego
problemu komiwojazera nie istnieje zaden algorytm
aproksymacyjny (o ile P # NP).

Algorytmy aproksymacyjne sa aktywnie badane,
poniewaz sa jednym ze sposobow atakowania trudnych
probleméw, ktérych nie potrafimy efektywnie
rozwiazywac¢ doktadnie.



Jak Astronom Krélewski z Greenwich, Nevil Maskelyne,

zwazyl Ziemie w 1774 roku

Na poczatku byl Newton

Izaak Newton (1642-1727), rozwazajac konsekwencje
swojego prawa powszechnego ciazenia, stwierdzil, ze
pion zawieszony w poblizu gory nie bedzie wskazywat
dokladnie srodka Ziemi, ale zostanie nieco odchylony

w strone géry przez oddzialywanie grawitacyjne miedzy
masg ciezarka pionu a masa gory. Szacowal, ze to
odchylenie dla potkulistej géry o wysokosci trzech

mil (4,8 km) nie przekroczy dwéch minut katowych

i sceptycznie odnosil sie¢ do mozliwosci pomiaru tak
znikomego efektu. Zagadnienie takie zyskalo sobie nazwe
Attraction of Mountains (przyciagania gér) i, pomimo
sceptycyzmu Newtona, w XVIII wieku w réznych
miejscach na Ziemi przeprowadzano préby pomiaru kata
odchylenia wskazan pionu od kierunku zenitu w poblizu
gor.

Jako pierwsi wyzwanie podjeli w roku 1738 Francuzi,
Pierre Bouguer (1698-1758) i Charles Marie de La
Condamine (1701-1774), w Ameryce Poludniowej.
Dla szeregu gwiazd wykonali pomiary kata pomiedzy
kierunkiem do gwiazdy a linia wskazywang przez
pion w poblizu wygastego wulkanu Chimborazo

i w znacznej odleglosci od niego, dokladnie na zachdd,
na plaskowyzu Quito. Jednak z powodu zbyt mato
dokladnego kwadrantu (rys. 1), nie udalo im sie
zmierzy¢ kata odchylenia pionu od prawdziwego
kierunku zenitalnego, ale mimo to sam fakt istnienia
efektu zostal potwierdzony.

L S

&y,

Q

——

PV

e

Rys. 1. Kwadrant astronomiczny.

L — luneta,

S — skala,

O — obserwator,
P — pion.

Pomyst i miejsce

W 34 lata pozniej wielebny Nevil Maskelyne
(1732-1811), Astronom Kroélewski z obserwatorium
w Greenwich, wyglosil w Royal Society w Londynie
wyklad pod tytutem A Proposal for Measuring

the Attraction of Some Hill in this Kingdom by
Astronomical Observations. Sformutowal w nim cel
do$wiadczenia jako oszacowanie masy Ziemi oraz jej
gesto$ci w poblizu powierzchni w poréwnaniu z gestoscia
jej glebszych warstw. Zatem do$wiadczenie miato
udzieli¢, miedzy innymi, odpowiedzi na éwczesnie
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zadawane pytanie: czy Ziemia jest pusta skorupa, czy
wrecz przeciwnie — ma ciezka zawartosé?

Wkroétce zostal powotany komitet w celu przygotowania
eksperymentu, w sktad ktorego wchodzil, miedzy
innymi, Henry Cavendish (1731-1810). Réwnoczesnie
przeznaczono fundusze na przygotowanie tego
przedsiewziecia.

Latem 1773 roku Charles Mason (1730-1787) wyszukal
w Szkocji odpowiednig gére. Idealna kandydatka

miala by¢ mozliwie wolno stojaca, o ksztatcie
wydtuzonym w kierunku wschod-zachdd, wysoka

okolo p6! mili (ok. 800 m), bez zlebdéw, szczelin

i jaskin. Goéra Schehallien (1083 m n.p.m.) spelniata
najlepiej postawione warunki. Miejsca obserwacji
astronomicznych wybrano po stronie péinocnej

i poludniowej géry w okolo polowie drogi od podnéza
do szczytu, praktycznie na tym samym potudniku.
Warto w tym miejscu zauwazy¢, ze Schehallien w jezyku
Erse (szkocki, nalezacy do grupy jezykéw celtyckich)
oznacza nieprzerwana burze. Istotnie, kaprysy pogodowe
utrudnialy znacznie obserwacje i pomiary.

Na tym etapie przygotowan Mason odmoéwil propozycji
kolejnej wyprawy do Szkocji w celu przeprowadzenia
planowanego eksperymentu i Maskelyne, cho¢
niechetnie, podjal sie wypelnienia tej mis;ji.

Metoda

Metoda zaproponowana przez Maskelyne’a polegata

na bardzo dokladnym wyznaczeniu réznicy

szerokosci geograficznej dwoch miejsc po polnocnej
(obserwatorium A) i poludniowej stronie géry
(obserwatorium B) lezacych praktycznie na linii
pénoc-potudnie. Pomiary wykonano dwoma
sposobami, geodezyjnym i astronomicznym. Metoda
geodezyjna znaleziono poprawna réznice szerokosci
geograficznych obu punktéw obserwacyjnych A i B.

W tym celu wyznaczono dokladna odleglosé tych
punktéw, a w tablicach Bouguera znaleziono odleglosé
odpowiadajaca jednemu stopniowi szerokosci
geograficznej na szerokosci geograficznej Schehallien
(56°40"). Natomiast szeroko$é geograficzna wyznaczona
z metody astronomicznej, opartej na pomiarze
odleglosci zenitalnej gwiazdy w chwili jej przejscia
przez poludnik, bylta zaburzona przez fakt, ze pion nie
wskazywal dokladnie srodka Ziemi, czyli nie wskazywal
na niebie zenitu (Rys. 3 i 4). Nastepnie nalezalo
wyliczy¢ réznice tej zaburzonej szerokosci geograficznej
punktéow A i B.

Dla punktéow A i B réznice szerokosci geograficznej,
obliczone sposobem geodezyjnym i astronomicznym,
nie byly sobie rowne. Ich réznica stanowila podwojony
kat odchylenia wskazania pionu od kierunku

do prawdziwego zenitu. Obliczywszy mase géry, mozna
bylo wyznaczy¢ mase i gestosé Ziemi.



Doswiadczenie

Asystent Maskelyne’a, Reuben Burrow, pojawil sie
pierwszy na miejscu do$wiadczenia pod Schehallien.
Przygotowal zakwaterowanie dla astronoma,
obserwatorium w plocienno—drewnianym namiocie

zZ *

poludnik

Rys. 2. Urzadzenie do pomiaru odleglosci zenitalnej gwiazdy.
Z — zenit,
a — odleglo$é zenitalna gwiazdy,

P — pion,
L — luneta,
S — skala ze $rubg mikrometryczng.
N % ,
Z 7
/
SN
o/ X
S
S
Réwnik |[/\¥
Ziemia

Rys. 3. Odlegtosci zenitalne gwiazdy.
a — odlegloéé zenitalna gwiazdy bez zaburzenia wskazan pionu
w punkcie A oraz

o’ — przy zaburzeniu wskazan pionu spowodowanym przyciaganiem

gory,

Z — zenit,

Z' — wskazanie pionu w sasiedztwie goéry,
N — pdéinoc,

@ — szeroko$¢ geograficzna.

Z(A) Z(B)
Z'(A) Z'(B)

N S

Rys. 4. Wskazania pionéw Z'(A) i Z'(B) w obserwatoriach A i B
w poblizu géry. Z(A), Z(B) — linie od miejsc obserwacji do ich

zenitéw, kat B — kat pomiedzy wskazaniem pionu a linig do zenitu.
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oraz przyrzady astronomiczne, z ktérych najwazniejsze
byly: luneta o dlugosci 3,1 m zaopatrzona w pion,
30,5—centymetrowy kwadrant astronomiczny i zegar
astronomiczny.

Dalszym zadaniem jego oraz Williama Menziesa,
lokalnego mierniczego, byto wykonanie zmudnych
pomiaréw geodezyjnych, w celu dokladnego wyznaczenia
ksztaltu gory, potrzebnego do wyliczenia jej objetosci
oraz wyznaczenia prawdziwej réznicy szerokosci
geograficznej punktow A i B. Te pomiary prowadzono
do nastania pierwszych mrozéw w listopadzie 1774 roku,
a potem na wiosne nastepnego roku.

Sam Nevil Maskelyne dotart pod Schehallien juz

30 czerwca 1774 roku i zajal si¢ obserwacjami nieba.
Uzywajac lunety zaopatrzonej w pion i dokladna skale
ze $ruba mikrometryczna do pomiaru kata pomiedzy
luneta a pionem (rys. 2), mierzyl kat pomiedzy
wskazywanym zenitem a gwiazda bedaca w najwyzszym
swoim potozeniu tej nocy, czyli w momencie jej
przejécia przez linie poludnika. Kierunek potudnika
wyznaczyl w pierwszym obozie za pomoca obserwacji
Stonca kwadrantem, a w drugim obozie z powodu
braku widocznego Stonca, najpierw z pomiarow
astronomicznych, znat bowiem z tablic czas pomiedzy
przejsciem dwoch gwiazd przez potudnik, a nastepnie
tak dlugo ustawial aparature, az czas z tablic zgadzal
sig ze zmierzonym w obserwatorium. W kilka dni
pozniej, gdy warunki meteo na to pozwolily, sprawdzil
ustawienie aparatury pomiarowej na potudniku za
pomoca pomiaru wysokosci Stonca kwadrantem.
Sprawdzenie kolimacji przeprowadzil, prowadzac w obu
miejscach A i B obserwacje zaréwno przed, jak i po
obrocie urzadzenia o 180° wokol pionu.

Odleglos¢ zenitalnag odczytywal ze skali i z podziatki
$ruby mikrometrycznej z dokladnoscia do 0,1 sekundy
katowej. W pierwszym obserwatorium, w punkcie B,
na poludniowym zboczu géry pomiary po 3 tygodniach
oczekiwania na odpowiednia pogode zaczeto 20 lipca

i trwaty one do 19 sierpnia, z tym ze 1 sierpnia
astronom dokonal obrotu urzadzenia pomiarowego

0 180° i z tak ustawiona aparatura powtorzyt
obserwacje tych samych gwiazd i dodatkowo jeszcze
wielu innych. Nastepnie w ciagu tygodnia przeniesiono
sie na polnocna strone géry do punktu A. Tam pomiary
prowadzono od 4 wrzesnia z przerwami powodowanymi
brakiem dobrych warunkéw atmosferycznych

do 24 pazdziernika.

W sumie Maskelyne wykonat 337 obserwacji 43 gwiazd
znajdujacych sie¢ w granicach 8,5° od zenitu i powrdcit
do Londynu pod koniec pazdziernika tego samego roku.

Skrzypce

Do legendy przeszta nastepujaca anegdota. Po zakonczeniu
pomiaréw Maskelyne dziekowal miejscowym pomocnikom
za wspoblprace, organizujac przyjecie z nieodzowna beczutka
whisky. Wéwczas niepostrzezenie dla biesiadnikéw wybucht
pozar, w wyniku ktorego spalily sie skrzypce, wlasnosé
Duncana Robertsona, ktéry swoja muzyka umilat ekipie
doswiadczalnej wieczory na pustkowiu. Zmartwiony

i wzruszony Maskelyne wkrétce przystal mu sprawny



instrument z Londynu. W podzigkowaniu Duncan
skomponowal piesn o tych skrzypcach, ktére, jak legenda
niesie, mialy by¢ , Stradivariusem” i pewnie zostaly pézniej
podmienione przez naprawiajacego je nieuczciwego lutnika
w XIX wieku na instrument miejscowej roboty, poniewaz
skrzypce dzi$ znajdujace sie w posiadaniu spadkobiercow
Duncana zaopatrzone sa w napis ,,Edingburgh 1840”.

Pierwsze wyniki

W rok po przeprowadzeniu doswiadczenia opublikowano
wstepne wyniki z obliczen dla 10 gwiazd. Réznica
szerokosci geograficznej punktow O i P, wyznaczona
sposobem astronomicznym (tzn. z zaburzeniem
»przyciagania gory”), wynosila 54,6, a prawdziwa
roznica szerokosci geograficznej tych miejsc wynosita
42,94". Zatem kat odchylenia pionu od kierunku
prawdziwego zenitu w poblizu géry wyniést 5,8”.
Kontynuujac Maskelyne stwierdzal, ze srednia gestosé
Ziemi jest co najmniej 2 razy wieksza niz gestosé jej
powierzchniowej warstwy.

Opracowanie danych

Calosciowym opracowaniem wszystkich danych zajal sie
Charles Hutton (1737-1823) — nauczyciel, matematyk,
profesor wojskowej akademii w Woolwich. Jego
sprawozdanie ukazato sie w Philosophical Transactions
w 1778 roku. Aby wyliczy¢ gesto$é Ziemi, trzeba bylo
wcezesniej wyznaczy¢ mase gory, a w tym celu poznad jej
objetos¢ 1 gesto$é. Przy okazji wykonania koniecznych
do tego celu doktadnych rysunkow ksztaltu géry Hutton
wynalazl poziomice. Gesto$¢ gory oszacowal jako

2,5 raza wieksza niz gestos¢ wody i na tej podstawie po

dlugich obliczeniach otrzymal wartos¢ gestosci Ziemi
réwna 4,5 gestosci wody. Przyjmujac znana wéwczas
wielko$¢ promienia kuli ziemskiej — 6500 km, otrzymat
mase Ziemi nieco ponad 5 - 102! ton.

7 drugiej jednak strony Cavendish w 1798 roku
otrzymal ze stawnego doswiadczenia z wahadlem
torsyjnym gestosé Ziemi réwna 5,45 gestosci wody.
Hutton jeszcze pézniej dwukrotnie modyfikowal w gore
swoj wynik. Po raz pierwszy po ponownym przegladzie
w 1811 roku danych zwigzanych z budowa Schehallien,
a drugi raz majac 84 lata w 1821 roku, kiedy ostatecznie
zdecydowal sie podaé¢ wartos¢ 4,95 gestosci wody.
Nadmienmy tutaj, ze zdaniem Newtona Ziemia miata
mieé¢ gestosé miedzy 5 a 6 gesto$ci wody. Co ciekawe,
jest to zgodne z nasza obecna wiedza na ten temat —
warto$é te dzi§ przyjmujemy jako 5,52 g/cm? i daje ona
mase Ziemi réwna 5,974 - 10%! ton.

Staba strong zastosowanej przez Maskelyne’a metody
byla trudnos¢ oszacowania gestosci géry i bardzo

maly kat, ktory nalezalo wyznaczyé¢. Jednakze

sposob podejécia do zagadnienia, skrupulatnosé

w przeprowadzeniu pomiaréw, zebraniu danych, solidne
opracowanie wynikéw, spowodowaly, ze rezultaty

pracy astronoma — pomystodawcy, matematyka
opracowujacego dane i calej ekipy doswiadczalnej
zapisaly sie chlubnie na kartach dziejow nauki.

Literatura:

1. D. Howse, Newvil Maskelyne, The Seaman’s Astronomer, Cambridge
University Press 1989.

2. G.S. Leadstone, Maskelyne’s Schehallien experiment of 1774,
Physics Education 1974, vol. 9, s. 452—458.

i Zadania

Redaguje Ewa CZUCHRY
F 709. W naczyniu przykrytym ptaska przylegajaca pokrywka znajduje si¢ odtamek

lodu o masie m = 100 g. Oszacowac sile potrzebng do oderwania catej pokrywki naraz,

po stopnieniu lodu.

Rozwiazanie na str. 12

F 710. Oszacowa¢ site potrzebng do oderwania od plecéw dobrze postawionej banki

(lekarskiej).

Rozwiazanie na str. 16

Redaguje Waldemar POMPE

M 1195. Wyznaczy¢ wszystkie ciagi pi1, pa, . . .
spelnione sa podzielnosci

,P1oo liczb pierwszych, dla ktérych

b pilpz—1, p2lpi—1, ..., puolpi-1.
Rozwiazanie na str. 13
M 1196. W czworokacie wypuklym ABCD spelnione sa réwnosci (rysunek)
A D0 4BAC =44°, 4BCA=17", 4CAD=<4ACD =29°.
440 o
? Wyznaczy¢ miare kata ABD.

Rozwigzanie na str. 17

M 1197. Danych jest n > 3 punktow na plaszczyznie, nielezacych na jednej proste;j.
Kazdemu z tych punktéw przyporzadkowano pewna liczbe rzeczywista. Wiadomo,

ze dla kazdej prostej przechodzacej przez co najmniej dwa dane punkty suma liczb
przyporzadkowanych punktom lezacym na tej prostej wynosi 0. Wykazaé, ze kazdemu
punktowi przyporzadkowano liczbe 0.

Rozwiazanie na str. 24

8



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Astronomia czgstek naladowanych,
czyli sukces na poczatek

Obserwacja astronomiczna jest mozliwa, o ile nosnik
informacji porusza si¢ po torze prostoliniowym. Nie mozna
uzyskaé ostrego zdjecia, jezeli trajektorie nosnikéw sg
przypadkowe. Czastki natadowane, tworzace promieniowanie
kosmiczne bombardujace Ziemieg, nie niosg informacji

o swoich zrédtach, poniewaz po drodze przechodza przez
galaktyczne i miedzygalaktyczne pola magnetyczne, ktére
zmieniajg trajektorie w sposéb przypadkowy. Dlatego prawie
zawsze zdjecia astronomiczne sa wykonane za pomoca
fotonéw. Co prawda, potrafimy rejestrowaé fotony w bardzo
szerokim zakresie energii, od fal radiowych po kwanty
gamma, ale jednoczesnie jesteSmy praktycznie na nie skazani.
Do niedawna jedyna alternatywa byly neutrina. Jednak
liczba obiektéw, ktérym zrobiono zdjecia w neutrinach,
ogranicza si¢ do Stonca i supernowej 1987A.

Trajektoria czastki natladowanej ulega tym mniejszemu
zakrzywieniu w polu magnetycznym, im wieksza jest jej
energia. Jezeli jest ona bardzo duza, to kierunek zmienia
si¢ niewiele i wtedy mozna by byto pomysle¢ o astronomii
czastek natadowanych. O jak duzych energiach méwimy?
Niestety, o bardzo, bardzo duzych. Jezeli przyjmiemy,

ze dopuszczalne odchylenie nie powinno przekraczaé

trzech stopni, to energie musza by¢ wigksze od 40 EeV
(egzaelektronowoltéw, 10'8eV), czyli pieé i p6t miliona razy
wieksze niz beda osiggalne w akceleratorze LHC.

Jak duzo tak energetycznych protonéw dociera do Ziemi?
Niewiele, tylko mniej wigcej jeden na kilometr kwadratowy
na stulecie. Nie wyglada to zachecajaco, a to jeszcze nie
koniec probleméw. Astronomowie borykaja sie nie tylko

z ostroscig zdjeé, ale réwniez z ostabieniem sygnalu na
skutek oddzialywania z nie catkiem pusta przestrzenia
kosmiczna. Dla tak energetycznych protonéw przeszkoda
staje sie¢ wypelniajace caly Wszechswiat mikrofalowe
promieniowanie tta. Konkretnie, jezeli energia protonu
przekracza 60 EeV, to w wyniku zderzenia z fotonem tta
mozliwe jest wyprodukowanie pionu. Prawdopodobienstwo
takiego zdarzenia jest bardzo male, a wiec droga swobodna
bardzo duza, ale i tak prowadzi to do tzw. limitu GZK
(Greisena—Zatsepina—Kuzmina): czastka o takiej energii nie
moze pochodzié¢ z odlegtosci wiekszej niz okoto 50 Mpc, co
w skali kosmologicznej jest niewielka odlegloscia. Protony
o wyzszych energiach byty jednak obserwowane, co powinno
swiadczy¢ o ich pochodzeniu z lokalnej gromady galaktyk.

W jaki sposéb rejestruje si¢ promieniowanie kosmiczne o tak
kosmicznych energiach? Protony oddziatuja z atmosfera,
tworzac tzw. peki atmosferyczne. Na poziomie Ziemi
obserwowalna czes¢ peku sktada sie gtéwnie z mionéw, gdyz
inne sktadniki takiej, liczacej miliardy czastek, kaskady

albo sie rozpadaja, albo oddzialuja (albo sa neutrinami,
ktére bardzo trudno zarejestrowaé). Promien przeciecia
stozka peku z powierzchnia Ziemi wynosi kilka kilometréw.
Pamietajac o bardzo malym strumieniu promieniowania

0 najwyzszej energii, fatwo sobie uzmystowié, ze potencjalny
detektor powinien wygladac tak, jak Obserwatorium Pierre
Auger przedstawione na przedniej oktadce. Kropki na

9

zamieszczonej mapce odpowiadaja pojedynczym detektorom,
z ktérych jeden widoczny jest na zdjeciu. T'worzg one
tréjkatng siatke o statej réwnej 1,5 km. Zinstrumentowany
obszar jest pokolorowany. Pojedynczy detektor zawiera
zbiornik o pojemnosci dwunastu tysiecy litréw. Miony,
przechodzac przez wode, poruszaja sie z predkoscia

wieksza niz predkosé swiatta w tym osrodku i wysylaja
promieniowanie (fotony) Czerenkowa, ktére sa rejestrowane
przez fotopowielacze. W ten sposéb kazdy detektor

potrafi okresli¢ liczbe mionéw, ktére go przeswietlity, oraz
wyznaczy¢ doktadny moment przejscia. Polaczenie informacji
z kilku detektoréw, ktore zostaly przeswietlone prawie
jednoczesnie, pozwala na wyznaczenie pierwotnej energii na
podstawie liczby zarejestrowanych mionéw oraz kierunku na
podstawie réznic czaséw przelotu.

Jak widaé, pomiar nie jest bezposredni. Jest on na tyle
dobry, na ile dobra jest procedura kalibracji. Z problemem
tym miaty klopoty wszystkie wczesniejsze eksperymenty.
Dlatego obserwatorium Auger jest wyposazone w niezalezna
mozliwo$é pomiaru parametréow kaskady, ktora jest bardziej
precyzyjna, ale mniej efektywna. Na mapie przedstawionej
na oktadce widaé cztery punkty, z ktérych wychodzi po
siedem zielonych dwudziestokilometrowych odcinkéw.

W punktach tych znajduje si¢ po siedem teleskopow, ktére
sg w stanie rejestrowaé fluorescencje atmosferycznego
azotu, ktérej intensywnosé jest proporcjonalna do liczby
czastek natadowanych uczestniczacych w danym momencie
w kaskadzie. Teleskopy dziataja tylko w bezksiezycowe
noce. Dla kazdej kaskady rejestruja jakby ultrafioletowy
meteor poruszajacy sie z predkoscia bliskg predkosci swiatta.
Rejestracja tej samej kaskady przez teleskopy umieszczone
w réznych punktach pozwala na bardzo doktadny pomiar
kierunku czastki pierwotnej. Dzigki temu mozliwe jest
wykalibrowanie procedury oceny zaréwno energii, jak

i kierunku przez siatke detektoréw Czerenkowa.

Opublikowane pod koniec zesztego roku wyniki [1] sa
przedstawione na mapie nieba na przedniej oktadce.
Cieniowaniem ukazano zsumowang ekspozycje, gwiazdki
oznaczaja polozenie galaktyk z aktywnym jadrem (AGN),
a matle okregi (elipsy) oznaczaja obszary, z ktorych
nadlecialo 27 najbardziej energetycznych (E > 57 EeV)
czastek. Analiza statystyczna ujawnilta, ze szansa, aby
obserwowany rozkltad nie byt zwigzany z rozkltadem AGN,
wynosi zaledwie dwa promile.

Tym samym rozwiazany wydaje si¢ problem pochodzenia
najbardziej energetycznych postancéw. Akceleratorami

sa najprawdopodobniej czarne dziury, ktore intensywnie
podgrzewaja centra niedalekich galaktyk po przejsciach
(np. innej galaktyki w poblizu). Prace [1] mozna uznaé za
narodziny astronomii czastek natadowanych.

Piotr ZALEWSKI

[1] The Pierre Auger Collaboration, Correlation of the highest energy
cosmic rays with nearby extragalactic objects, astro-ph/0711.2256,
Science 318(2007)938-943
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Rys. 1. Sposéb wykonania elektrod;
a — pudetko od filmu,

b — pokrywka,

¢ — blaszka,

d — przewdd,

e — cyna.

—

Rys. 2. Obwdd elektryczny do badania
perkolacji;

a — pudetko od filmu napelnione
mieszaning piasku i opitkéw metalowych,
b — bateria ptaska,

¢ — miernik uniwersalny,

d — przewody.

» a

Wykrywamy prog perkolacji
Stanistaw BEDNAREK

Stowo perkolacja oznaczalo pierwotnie metode wydobywania surowcéw
chemicznych przez wyplukiwanie ich za pomoca rozpuszczalnikéw.

Obecnie teoria perkolacji stanowi matematyczna metode opisu uktadéw
nieuporzadkowanych, np. takich jak czastki substancji przewodzacej rozproszone
wewnatrz izolatora. Do naszego doswiadczenia potrzebne bedzie plastikowe
cylindryczne pudelko o srednicy okolo 20 mm i wysokosci okoto 40 mm. Bardzo
dobrze nadaje si¢ do tego celu pudetko od filmu. Oprécz tego potrzebne beda:
suchy piasek, metalowe opitki, przewody, bateria ptaska i kawaltki blaszki

z puszki od konserw. Opitki mozemy uzyskaé¢ przez spitowanie pilnikiem kawalka
miekkiego metalu, np. aluminium lub miedzi albo wykorzystaé¢ stalowe opitki
uzywane w szkolnej pracowni fizycznej do badania linii pola magnetycznego.
Ponadto niezbedny bedzie réwniez dostep do lutownicy, miernika uniwersalnego
i matej menzurki.

Na poczatku przygotowujemy ptaskie elektrody. W tym celu na kawatkach
blaszki rysujemy dwa okregi o $rednicy réwnej wewnetrznej Srednicy pudelka.
Ostroznie, zeby sie nie skaleczy¢, wycinamy z blaszek dwa kétka. Do kazdego

z kélek przylutowujemy odizolowana koncowke przewodu polaczeniowego.
Ostrym koficem nozyczek wiercimy niewielkie otworki w srodku dna oraz
pokrywki pudetka. Przektadamy przewody przez wywiercone otworki, tak zeby
elektrody znalazly sie wewnatrz pudelka (rys. 1).

Pudetko napeliamy suchym piaskiem i zamykamy pokrywka. Konce przewodow
taczymy z biegunami baterii oraz miernika uniwersalnego, tak zeby otrzymac
obwdd elektryczny, przedstawiony na rysunku 2. Pokretto miernika ustawiamy
na pomiar natezenia pradu w najmniejszym zakresie. Odczytujemy natezenie
pradu plynacego przez obwod. Powinno ono wynosié zero, jezeli tylko uzyty
piasek byl dostatecznie suchy i czysty.

Nasze doswiadczenie bedzie polegato na pomiarach natezenia pradu
elektrycznego, plynacego przez mieszaniny piasku z opitkami metalowymi

o zwigkszajacej sie zawartosci opitkow. W tym celu do menzurki wsypujemy
niewielka ilogé, np. 0,5 cm?® opitkéw. Otwieramy pudetko i wysypujemy
znajdujacy sie w nim piasek do menzurki. Gérny koniec menzurki zamykamy
kciukiem i potrzasamy wielokrotnie menzurka, tak zeby wytworzy¢

mozliwie jak najbardziej jednorodna mieszaning piasku z opitkami. Na skali
menzurki odczytujemy objetos¢ otrzymanej mieszaniny. Mieszaning
przesypujemy do pudetka, potrzasamy nim i zamykamy pokrywka, a nastepnie
przeprowadzamy pomiar natezenia plynacego przez nie pradu.

Jezeli pewna ilos¢ mieszaniny nie zmiesci sie do pudelka i pozostanie

w menzurce, to nie nalezy si¢ tym przejmowaé. W doswiadczeniu bedziemy
brali pod uwage wzgledna zawartosé opitkéw w mieszaninie, ktora nie zalezy od
objetosci mieszaniny znajdujacej sie w pudetku. Ta wzgledna zawarto$¢ nazywa
sie wspélezynnikiem wypelnienia ps i jest zdefiniowana nastepujacym wzorem
Vi

Vi

w ktérym Vy oznacza objetosé opitkéw, a V;,, — objetosé catkowita mieszaniny.

by =

Jezeli wiec do wytworzenia mieszaniny uzyliémy np. 0,5 cm® opitkéw,

a calkowita objetoéé mieszaniny wynosita 20 cm?, to jej wspélczynnik
wypelnienia py wynosi 0,025. Po przeprowadzeniu pomiaru natezenia pradu
otwieramy pudetko i wysypujemy mieszaning do menzurki. Do tej mieszaniny
dosypujemy kolejna porcje opitkéw, mierzac jej objetoéé, np. kolejne 0,5 cm?.
Zamykamy otwér menzurki kciukiem i wielokrotnie potrzasamy menzurka

w celu wytworzenia mieszaniny. Odczytujemy objetosé catkowita mieszaniny
i obliczamy jej nowy wspoélczynnik wypelnienia. Mieszanine przesypujemy

do pudelka, potrzasamy nim, zamykamy pokrywka i mierzymy natezenie
przepltywajacego przez nia pradu elektrycznego.
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Rys. 3. Zalezno$¢ nate¢zenia I pradu
plynacego przez mieszanine piasku

i opitkéw metalowych od jej
wspoétczynnika py wypelnienia przez
opitki; p, oznacza prég perkolacji.

Opisane czynnosci powtarzamy kilkakrotnie, dochodzac do objetosci opitkow
w mieszaninie wynoszacej np. 5 cm®. Rysujemy wykres, przedstawiajacy
zalezno$¢ natezenia I pradu plynacego przez mieszanine od jej wspdlczynnika
wypelnienia p; przez opilki (rys. 3). Okazuje sie, ze mimo wzrostu
wspoélczynnika wypelnienia dla kilku poczatkowych mieszanin natezenie
plynacego przez nie pradu wynosi zero. Poczynajac od pewnej wartosci
wspolczynnika wypelnienia, natezenie pradu staje sie wicksze od zera i roénie
liniowo ze wzrostem tego wspolczynnika. Warto$¢ wspédlczynnika wypelnienia,
od ktorej to nastepuje, nazywa sie progiem perkolacji.

Na zakonczenie warto dodaé, ze termin perkolacja zostal po raz pierwszy
wprowadzony do opisu nieuporzadkowanych struktur geometrycznych przez
Hammersleya w 1957 r. Hammersley rozwazal przeptyw plynu przez szeSciokatna
sie¢ kanatow, w ktorej losowo wybrana cze$é jest zablokowana. Obecnie przy
uzyciu perkolacji rozpatruje sie rézne na pozér bardzo odleglte od siebie

zjawiska i procesy. Dla przykladu wymienimy tutaj przeplyw cieczy w osrodku
porowatym, kompozyty materialéw przewodzacych w matrycy izolacyjnej,
zelowanie polimeréw, wulkanizacje, przewodnictwo poprzecinanej losowo siatki
(rys. 4), czy rozprzestrzenianie si¢ zarazliwej choroby w populacji.

Rys. 3. p = 0,51

Rzut oka na perkolacje
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Rys. 4. p = 0,75

Fragmenty przyktadowych podgraféw losowych kraty Z2 dla réznych wartoéci p. Na kazdym rysunku jedna ze sktadowych zostata wyrézniona
kolorem. Wigcej o teorii perkolacji na nast¢pnej stronie.
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Rozwigzanie zadania F 709.
Sita ta wynosi
F = ApS = (po — p)S,
gdzie S to pole powierzchni pokrywki,
a Ap to réznica cidnien miedzy ci$nieniem
atmosferycznym a cisnieniem powietrza
ochtodzonego i o zmienionej objetosci
wewnatrz naczynia. Z réwnania gazu
doskonalego mamy:
P(J(V(J — Vl) o P(‘/(J - Vw)
To T ’

gdzie po to ci$nienie atmosferyczne,
p nowa warto$¢ cidnienia, V; objetosé
lodu, Vi, to objetos¢ wody, a V naczynia.
Mamy zatem:

Vi—Vuw AT Vo —V,

F = poS ( 1 w 0 1 >

Vo — Vi T Vo=V
Przyjmujac Vo = 200 cms, Ty =273 K,
AT =20 K, S =20 cm? oraz
V; = 110 em?, otrzymujemy F' ~ 30 N.

O

Rys. 1

*Instytut Matematyki, Uniwersytet
Warszawski

Teoria perkolacji Rafal LATALA™

Rozpatrzmy krate d wymiarowa, tzn. graf nieskonczony, w ktérym zbiorem
wierzchotkéw jest Z <4, a krawedziami polaczono punkty w odleglosci 1. Zalézmy
tez, ze dysponujemy moneta, w ktorej orzel wypada z prawdopodobienstwem p,
a reszka 1 — p, gdzie p jest liczba z przedzialu [0, 1] i wyobrazmy sobie, ze
wykonali$my nig nieskoniczenie wiele rzutéw. Przeprowadzmy teraz nastepujaca
operacje — kazdej krawedzi przyporzadkujmy jeden z rzutéw moneta (kazdej
inny) i je$li wypadla w nim reszka, to usunimy krawedz z grafu (taka krawedz
nazywa si¢ tez zamknigta), a jesli orzel, to ja zostawmy (krawedZ otwarta).

Otrzymamy w ten sposéb losowy podgraf G, grafu 7% — teoria perkolacji
zajmuje si¢ wlasnosciami tego podgrafu. Jesli wykonamy np. symulacje
komputerowa takiego losowania (patrz str. 11), to zauwazymy, ze dla malych
wartoéci p krawedzi otwartych jest malo, G, sktada si¢ z wielu niewielkich
skladowych (skladowa grafu nazywamy zbiér wierzchotkéw, z ktérych kazde dwa
taczy Sciezka zlozona z krawedzi grafu), a dla duzych p sytuacja jest odmienna
— wiekszo$¢ krawedzi otwartych tworzy jedna ogromng skladowa, pozostale zas
grupuja sie w rozproszone niewielkie sktadowe.

Sklania nas to do postawienia nastepujacych pytan:

e Dla jakich p istnieje nieskonczona sktadowa? Ile jest nieskonczonych
sktadowych?

e 7 jakim prawdopodobienstwem 0 nalezy do nieskonczonej sktadowej?

e Jedli nie ma nieskonczonej skltadowej, to jaka jest ,typowa” wielkos¢ sktadowe;j
zawierajacej 07

Narzucajaca si¢ intuicja jest to, ze im wigksze p, tym krawedzi otwartych jest
wiecej. Latwo te idee sformalizowaé — wystarczy zamiast rzutéw krawedziom
przyporzadkowaé losowo wybrane liczby z odcinka [0, 1], a nastepnie

powiedzie¢, ze dana krawedZ nalezy do G, jesli przyporzadkowana jej liczba nie
przekracza p. Przy tej konstrukcji zawsze Gy, jest podzbiorem G, przy p < q.

Podstawowa funkcja, jaka sie rozwaza, jest funkcja perkolacji 04. Warto$¢ 04(p)
definiuje si¢ jako prawdopodobienstwo tego, ze 0 nalezy do nieskonczonej
sktadowej. Oczywiscie, 04(0) =0, 04(1) = 1 oraz 61 (p) = 0 dla p < 1. Symulacje
wskazuja, ze dla d > 2 funkcja perkolacji wyglada mniej wiecej jak na rysunku 1.

Warto moze wspomnieé¢, ze nie jesteSmy w stanie symulowaé calej nieskonczonej
kraty. Ale np. istnienie nieskonczonej sktadowej zawierajacej 0 mozna dobrze
aproksymowac, sprawdzajac, czy 0 jest polaczone otwarta Sciezka z brzegiem
kostki [—n,n]¢ dla odpowiednio duzego n.

Funkcja 6, jest niemalejaca (im wicksze p, tym graf G, wigkszy). Pozwala nam
to wprowadzi¢ definicje prawdopodobienstwa krytycznego:

Pe(d) := sup{p: 0a(p) = 0}.
Zatem 04(p) = 0 dla p < p.(d) oraz 04(p) > 0 dla p > p.(d).

Twierdzenie. Dla d > 2, zachodzi 0 < p.(d) < 1.
Dowdd. i) p.(d) > 0, czyli 84(p) = 0 dla p malych.

Jesli sktadowa otwarta, zawierajaca 0, jest nieskonczona, to dla dowolnego n
istnieje Sciezka dlugosci n bez samoprzecieé¢, wychodzaca z 0, zlozona z krawedzi
otwartych. Wszystkich Sciezek bez samoprzecieé¢, wychodzacych z 0, jest

fn < 2d(2d — 1)1 (pierwsza krawedZ mozemy wybraé na 2d sposob6éw, kolejne
na nie wiecej niz 2d — 1, bo nie mozemy si¢ ,,cofnaé¢”). Prawdopodobienstwo
tego, ze ustalona $ciezka dlugosci n jest otwarta, wynosi p™. Stad

0a(p) < fup™ < 2dp((2d — 1)p)" ™' =100 0
dlap < (2d—1)"1.

ii) pe(d) < 1, czyli O4(p) > 0 dla p bliskich 1.

12



Rys. 2

®

Rozwigzanie zadania M 1195.
Zaltézmy najpierw, ze wéréd liczb
D1, P2, -
przyjmijmy bez straty ogdlnosci, ze

p1 = pr dla k =2,3,...,100. Poniewaz

.., Pp1oo nie ma liczby 2 oraz

liczby p1, p2 sa nieparzyste, wigc p;1 jest
dzielnikiem iloczynu
p2—1 pa+1
2 2
a wigc i jednego sposréd powyzszych

czynnikéw. Stad wynika, ze

1 1
p1 < §(P2 +1) < 5(1)1 +1),
czyli p1 < 1 — sprzecznosé.

Zalézmy z kolei, ze wsrod liczb
P1,DP2,...,P100 Wystepuje liczba 2

oraz bez straty ogélnosci przyjmijmy,

ze p1oo = 2. Wtedy poo | 22 -1, co
oznacza, ze pgg = 3. Wobec tego

Pos |32 — 1, co z kolei implikuje rownosé
pos = 2. Kontynuujac, uzyskujemy ciag
P1,P2,...,P100 spelniajacy warunki
zadania: 3,2,3,2,...,3,2.

Uwalniajac si¢ od zalozenia p1go = 2,
otrzymujemy dwa ciagi spelniajace
warunki zadania: 3,2,3,2,...,3,2 oraz
2,3,2,3,...,2,3.

Poniewaz 04(p) > 0(p) (krata Z2 zanurza si¢ w krate Z?), wiec wystarczy
wykazaé, ze 62(p) > 0 dla 1 — p malych. Zauwazmy, ze jesli sktadowa,
zawierajaca 0, jest skoficzona, to na kracie przesunietej o (1/2,1/2) istnieje petla
przecinajaca tylko krawedzie zamkniete (zob. rys. 2).

Wizystkich petli dlugosci n wokét 0 jest g, < n3™ (petla musi przeciaé¢ pétos 0X
w odleglosci od 0 nie wigkszej niz n, kazda kolejng krawedz mozemy wybrac¢ na
co najwyzej 3 sposoby), a prawdopodobienstwo tego, ze ustalona petla przecina
tylko zamkniete krawedzie, wynosi (1 — p)”. Zatem

1—=0(p) <Y gn(1=p)" <> n(B(1—p)" <1
n=4 n=4

dla odpowiednio malego 1 — p. Koniec dowodu.

Jesli p < pe(d), to 84(p) = 0, co pociaga za soba nieistnienie

z prawdopodobienstwem 1 zadnej nieskonczonej sktadowej. Udowodniono,
ze prawdopodobienstwo tego, ze skonczona sktadowa zawierajaca 0 ma
przynajmniej n elementéw, maleje wyktadniczo z n.

Dla p > p.(d) jest 84(p) > 0, co na mocy tzw. prawa zero-jedynkowego
implikuje, ze prawdopodobienstwo istnienia nieskonczonej sktadowej wynosi 1.
Mozna wykazac tez nieco mniej oczywisty fakt, ze nieskonczona sktadowa jest
z prawdopodobienstwem 1 tylko jedna.

Widzimy wiec, ze w punkcie p.(d) graf G zmienia wlasnosci, méwimy w takiej
sytuacji, ze mamy do czynienia z przejsciem fazowym.

Whnikliwy Czytelnik zada na pewno pytanie, co sie dzieje dla p = p.(d).
Przypuszcza sie, ze 04(p.(d)) = 0 (czyli z prawdopodobienstwem 1 nie

ma nieskonczonej sktadowej), ale udowodniono to tylko dla d = 2 oraz d
odpowiednio duzych. Najprostszy i najciekawszy otwarty przypadek dotyczy
kraty tréojwymiarowej.

Jak widaé, juz pytanie o ciaglto$é funkcji perkolacji w punkcie p.(d) jest bardzo
trudne. Mozna udowodni¢, ze 64 jest ciagta w pozostalych punktach. Symulacje
sugeruja, ze jest ona wklesta na (p.(d), 1], ale nie jest to udowodnione. Mozna
zadawac kolejne pytania o wlasnosci 64 — np. rézniczkowalno$é czy szybkoéé
wzrostu w prawostronnym otoczeniu p.(d). Co ciekawe, najtrudniej na te
pytania odpowiedzie¢ dla niskich wymiaréw d.

Tle wynosi warto$¢ p.(d)? Dokladna odpowiedZ jest znana tylko dla d < 2,

pe(1) =1, pe(2) = 1/2. Wyznaczenie tej drugiej wartosci zajelo 20 lat
(ostatecznie zrobil to Kesten w 1980 roku), podstawowym pomystem dowodu
jest wykorzystanie kraty dualnej, ktorej krawedzie przecinaja krawedzie
wyjsciowej kraty — idee te wykorzystywalisémy juz w dowodzie twierdzenia.
Symulacje pokazuja, ze p.(3) ~ 0,2488, p.(4) ~ 0,1601, p.(5) ~ 0,1182. Wiadomo
tez, ze pe(d+1) < pe(d) oraz pe(d) = 5 + 1z + 1o5 + O(d™*) przy d — <.

Oczywiscie, nie musieliémy zaczyna¢ od kraty, bada sie tez perkolacje na innych
grafach nieskonczonych. Najlepiej zrozumiana jest perkolacja na drzewach;

co ciekawe, istniejg drzewa, dla ktérych funkcja perkolacji nie jest ciggla

w punkcie p.. Rozwaza sie tez modele perkolacji wierzchotkowej — usuwa sie

w nich z grafu nie krawedzie, lecz wierzchotki.

Teorie perkolacji stworzyli Broadbent i Hammersley w 1957 roku, by

modelowaé przeplyw cieczy przez porowaty material (na przyklad skate).

Sie¢ kanalikow w takiej skale przybliza si¢ krata trojwymiarowa, otwartosé
krawedzi oznacza, ze kanalik jest na tyle szeroki, by umozliwiaé¢ przeplyw

cieczy, za$ istnienie nieskonczonej skladowej méwi, ze gérna powierzchnie

skaty taczy z dolna Sciezka ztozona z odpowiednio szerokich kanalikow,

czyli ciecz przecieknie przez skale. Zagadnienie doprowadzito do stworzenia
prostego modelu matematycznego, ktory okazal sie bardzo ciekawy — umozliwit
postawienie wielu elementarnych pytan, z ktérych wiele do dzis nie doczekalo sie
odpowiedzi.
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) N

wstega rzedu 0, czyli powierzchnia boczna
walca

J

wstega rzedu 1, czyli wstega Mobiusa

J

wstega rzedu 2

wstega rzedu 3

|

wstega rzedu 4

*mmm — magazyn milo$nikéw
matematyki; http://www.mmm.uni.wroc.pl

Mota delld

Zaklei¢ si¢ nie da!”

W poprzednim numerze zabawy ze wstega Mobiusa (i innymi, podobnymi
do niej wstegami) polegaly na cieciu tej wstegi na najrozmaitsze sposoby.
Wobec tego teraz zajmiemy sie czyms wrecz przeciwnym — bedziemy ja
zaklejac.

Przypominamy, o czym mowa

Jedli pasek, np. papieru, w ksztatcie dlugiego prostokata potaczymy

(np. skleimy) krétszymi bokami, to otrzymamy jedna z wielu figur,

a ktora to bedzie, zalezy od tego, ile razy obrocimy przed sklejeniem
pasek wzgledem jego dluzszej osi. Gdy wcale nie odwrécimy (wstega
rzedu 0), bedzie to powierzchnia boczna walca. Gdy raz obrécimy o 180°
(wstega rzedu 1), bedzie to wstega Mobiusa. Wstegi wyzszych rzedéw nie
maja juz ,osobistych” nazw. Nazywa si¢ je po prostu wstegami rzedu 2, 7
czy 100.

Eksperyment 1. Co jest brzegiem wstegi?

Wzdtuz brzegu wycietego z papieru kota przyklej cienki drucik

i polacz jego stykajace sie konce. Podpal papier i poczekaj, az sie
catkowicie wypali. Pozostanie sam drut, ktéry bedzie miat ksztalt
okregu. Wykonajmy takie samo doswiadczenie z prostokatna kartka.

Po niewielkiej deformacji okaze sie, ze i tym razem otrzymaliSmy okrag.
Gdy to samo do$wiadczenie przeprowadzimy z powierzchnia boczna
walca, to okaze si¢ (co i bez tego widac), ze jej brzegiem sa dwa okregi.
A co bedzie, gdy to do$wiadczenie przeprowadzimy ze wstega Mobiusa?
Tym razem otrzymamy to samo, co dla kota czy prostokata, czyli okrag.

Eksperyment 2. Zaklejamy kolo kotem

Jedli dwie figury maja taki sam brzeg, to mozemy te brzegi skleic.

Co otrzymamy, sklejajac w ten sposéb brzegi dwoch két? Ktos powie, ze
placek. Ale bardziej wnikliwy obserwator zauwazy, ze raczej jest to co$
takiego, jak sfera, czyli powierzchnia kuli — przeciez kota sg potaczone
tylko na brzegu, wiec gdyby je porzadnie nadmuchaé. ..

Eksperyment 3. Zaklejamy wstege Mobiusa kotem

Poniewaz brzeg kota i brzeg wstegi Mobiusa to okregi, wiec zobaczmy, co
wyjdzie, gdy je skleimy. Proba wykonania tego eksperymentu konczy sie
jednak niepowodzeniem. Z czego to wynika: z braku sprawnosci naszych
palcow, ze ztej jakodci kleju, czy tez moze z niewykonalnoéci zadania,
ktorego sie podjelismy?
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Zmieniamy material na niezawodny, czyli bierzemy
ste do szycia

Potrzebny nam bedzie suwak jak do rozpinanej
kurtki (zeby po rozpieciu byl w dwéch czesciach)
—im dtuzszy, tym lepszy. Jesli kto$ trafi na taki

ze zuzytego $piwora, bedzie mial wiekszy komfort
pracy i bardziej efektowny wynik. Nastepnie

z plétna wykonujemy wstege Mobiusa taka, by jej
brzeg mial dlugosé suwaka (jaka jest potrzebna
dtugosé ptéciennego paska? — oczywiscie dwa

razy mniejsza niz suwaka, prawda?). Do brzegu
przyszywamy jedng czes¢ suwaka. Potem z ptétna
wycinamy koto. Ma ono mie¢ obwdd taki, jak
dlugosé suwaka (jaki zatem ma promien? — to juz
kazdy umie obliczy¢). Do brzegu kota przyszywamy
drugg cze$é¢ suwaka. A teraz zapinamy suwak. I co?
Najpierw idzie niezle, potem trudniej, a zapiaé¢ do
konca sie nie da. Dlaczego? Suwak sprawdzony, co
wiec stoi na przeszkodzie?

Przeszkoda jest powazna. Powierzchnia, ktora
powstaje z zaklejenia wstegi Mobiusa kotem,

to plaszczyzna rzutowa i jest to obiekt, ktéry

nie miesci sie w przestrzeni tréjwymiarowe;.
Zatem mamy w reku obiekt z przestrzeni
czterowymiarowej wykonany z ptotna i suwaka —
to znaczy nie mamy, ale mieliby$my, gdyby udato
sie zapia¢ do koncal

Eksperyment 4. Zaklejamy wstege Mobiusa wstega Mobiusa

Poprzednio wypracowana technologia da sie zastosowaé¢ do dwbch,

tej samej wielkoséci wsteg Mobiusa. Brzeg kazdej z nich obszywamy
suwakiem. I kazdy moze sie przekonaé, ze i tym razem suwak zapiaé sie
nie da. Gdyby sie zapial, mielibySmy inny niemieszczacy sie w przestrzeni
tréjwymiarowej obiekt: butelke Kleina. Jej fotografie (oczywiscie nie do
konca zapietej) mozna obejrzeé na tylnej okladce tego numeru.

A oto dalsze propozycje zabawy z wstegami.

Eksperyment 5. Ile jest miejsca na kartce
papieru?

Zaznacz na kartce pie¢ domow. Miedzy kazdymi dwoma
poprowadz $ciezki, tak aby nie przecinaly si¢ nawzajem.
Okazuje si¢ to niemozliwe. A jesli skleimy z kartki
powierzchnie boczna walca? Ale jedli skleimy z niej
wstege Mobiusa, to polaczenie bedzie mozliwe! A gdy
bedzie to wstega rzedu 27 A jedli doméw bedzie 67
Sprawdz.

Podobna jest sytuacja w zadaniu z trzema

domkami i trzema studniami: chodzi o narysowanie
nieprzecinajacych sie drég taczacych kazda studnie

z kazdym domkiem — na plaszczyznie zaplanowaé takich
drég nie mozna. A czy co$ sie zmieni, gdy z kartki
skleimy powierzchnie boczna walca albo ktoras z innych
wsteg?
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Eksperyment 6. Jak pokolorowa¢ mape?

Narysuj na kartce dowolng mape, na ktorej panstwa
granicza zawsze wzdluz linii i skladaja sie z jednego
kawaltka (np. mape Europy trzeba wigc nieco zmienic).
Pokoloruyj ja tak, aby sasiednie panstwa byly zaznaczone
innym kolorem. Ilu koloréw musiates uzy¢?

Podobne do$wiadczenie wykonano kiedys dla wielu
tysiecy map i nie znaleziono zadnej, do pomalowania
ktérej potrzebny bylby piaty kolor. W 1840 r. August
Mobius postawil hipoteze, ze do pokolorowania dowolnej
mapy wystarcza cztery barwy. Udalo sie ja udowodnié
dopiero w 1976 r. dwém amerykanskim matematykom
Kennethowi Appelowi i Wolfgangowi Hakenowi. Czy
podobnie jest dla map umieszczonych na wstedze
Moébiusa? Moze wystarcza tam tylko 3 kolory? A moze
potrzeba ich wiecej?



LoH,

L...]

Rozwigzanie zadania F 710.
Ci$nienie w stygnacej barnce maleje,
i w zwigzku z tym roénie sila potrzebna
do oderwania banki od plecéw.
Przypus$émy, ze temperatura i ciSnienie
w gorgcej bance wynosza T oraz pi,
a w wystudzonej T> i p2; wtedy

F =~ (p1 —p2)S.
Masa i objeto$é powietrza w bance mozna
uznaé za stale, zatem py /Ty = p2/Ts,
stad

F 1-LB)g_, 52T
~ P1 T D = P1x T

Niech AT = 100 K, T1 = 400 K,
S =10 cm?, p; = 10° Pa, wtedy
F ~ 25 N.

Gra Penneya
Andrzej WALAT

W 1969 roku Walter Penney wymyslit zabawna gre. Alicja i Bill wybieraja

dwa slowa utworzone z liter o i r symbolizujacych dwa wyniki rzutu moneta:
orzel i reszka. Na przyktad Alicja wybiera stowo ooro, a Bill oroo. Beda rzucali
monete tak dlugo, az wypadnie jedno z ich stow. Jesli bedzie to stowo Alicji

(w naszym przykladzie ooro), wygrywa Alicja, a w przeciwnym przypadku
wygrywa Bill.

Gra Penneya ma szereg zaskakujacych wlasciwosci. W naszym przykladzie
wicksze szanse ma Alicja, bo stowo ooro wygrywa ze stowem oroo w stosunku
3 : 2. 7 kolei stowo oroo wygrywa ze stowem rooo w stosunku 7 : 5. Mogtoby sie
wydawaé, ze stowo ooro powinno byé¢ duzo lepsze niz rooo, ale to nieprawda.
Stowo rooo wygrywa z ooro w stosunku 7 : 5. Skad to wiemy? Piekne
rozwigzanie problemu, jak oblicza¢ szanse Alicji i Billa w grze Penneya,
wymyslit John Horton Conway. Opis rozwiagzania Conwaya mozna znalezé

w podreczniku Grahama, Knutha i Patashnika Matematyka konkretna, ktora
goraco polecam. Ale piekno matematyki polega miedzy innymi na tym, ze
wiekszo$¢ interesujacych zadan ma wiele, czesto bardzo réznych, rozwiazan.
Ambitny Czytelnik, nawet jeli nie jest Johnem Conwayem, moze sprobowaé
odkry¢ jakie$ wlasne ciekawe rozwiazanie problemu Penneya. Dla zachety
przedstawiam ponizej jedna propozycje.

Krok 1. Rysuje graf gry:

W naszym przykladzie przyjmujemy, ze gra zaczyna si¢ naprawde w momencie
wyrzucenia pierwszego orta. Kazdy stan gry odpowiada jakiemus prefiksowi

stowa Alicji lub stowa Billa. Tworza one dwie $ciezki prowadzace do dwdch
stanow koncowych: wygranej Alicji lub Billa.

Rys. 1

Krok 2. W polu poczatkowym wpisuje liczbe 0, a w dwdch nastepnych polach
odpowiednio na $ciezce Alicji oraz Billa wpisuje liczby 1 oraz —1.

0—0—@

Rys. 2

Liczba 0 w polu poczatkowym jest $rednia arytmetyczna dwoch liczb, 1i —1, na
polach, do ktoérych prowadzg strzatki od pola poczatkowego.
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Rozwigzanie zadania M 1196.
Przez punkt D prowadzimy prosta
prostopadtla do prostej AC, ktéra
przecina prostag BC w punkcie E.

D
A 29 29 c
44° 17°
E
B
Woéwcezas

A DEC =90° — X ACE = 73° = {4 DAB,

skad wynika, ze punkty A, B, E, D leza
na jednym okregu. Zatem

S ABD = S AED = < CED = 73°.

Krok 3. Wpisuje liczby na kolejnych polach odpowiednio na $ciezce Alicji oraz
Sciezce Billa zgodnie z zasada $redniej arytmetycznej: Jesli dwie strzatki z pola
p prowadza do pol r i s, to liczba w polu p musi by¢ érednia arytmetyczna liczb

w polach 7 i s.

Rys. 3

Szanse Alicji w pojedynku z Billem sa jak 3 : 2 lub inaczej: prawdopodobienstwo
sukcesu Alicji, ktora wybrala stowo ooro, w pojedynku z Billem, ktory wybral
stowo oroo, wynosi:

B 3

S 2-(=3)
Uwaga. Rachunki troche si¢ upraszczaja, jesli w grafie gry, takim jak na
rysunku 1, usuniemy stany z petelka, przekierowujac odpowiednio prowadzace
do nich strzalki do kolejnego stanu. W naszym przykladzie koncowy graf
wygladalby tak jak na rysunku 4.

PA = 0,6.

Rys. 4

Skad to wiemy? Graf na rysunku 4 przedstawia jeden z przypadkéw zadania

o ruinie gracza. W ogdélnym przypadku zakladamy, ze gracz przystepujac do
hazardowej gry, ma p zt. W kazdym kroku gry stawia okre$long stawke, np. 1 zi,
i moze ja z jednakowym prawdopodobienstwem podwoi¢ lub stracié¢. To znaczy
stan jego posiadania moze sie zwiekszy¢ lub zmaleé¢ o dang stawke. Zakonczy
gre sukcesem w momencie, gdy uzyska s zt albo kleska, gdy stan jego posiadania
spadnie do k zl. Zakladamy, ze k < p < s (ale moze by¢ k < 0, tzn. gracz moze
zakonczy¢ gre na minusie). Wiadomo, ze prawdopodobienstwo sukcesu jest

rowne %, w naszym przykladzie g:g:gg =%

s—

Dowdd tego faktu mozna znalezé w wielu podrecznikach akademickich
z rachunku prawdopodobienstwa. Zwykle sa one bardzo formalne, ale istnieje
réwniez dowdd elementarny.

Ambitnych Czytelnikéw zachecam do obliczenia szans stowa oroo w pojedynku
z rooo oraz slowa rooo w pojedynku z ooro.

Komentarz. Opis rozwiazania przedstawiony na przykladzie moze wydawaé

sie nie dos¢ precyzyjny i ogdlny. Zgodnie z systemem wartosci przyjetym

w informatyce rozwiazanie jest kompletne dopiero wtedy, gdy istnieje
sprawdzony program bedacy implementacja wybranej idei algorytmicznej. Taki
kompletny program napisany w Logo mozna znalezé w aneksie na stronie WWW
Delty.
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Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,

Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skroét regulaminu

Q)

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspotczynnik trudnosci danego zadania:

WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére

Termin nadsytania rozwigzan:

nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktoérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie

30 IV 2008

http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.
Zadania z fizyki nr 452, 453
Redaguje Jerzy B. BROJAN

452. Maly ciezarek wisi na nici o dlugosci [ i kolysze si¢ z amplituda katowsa
ag. Aby rozkolysaé go mocniej, wprawiamy punkt zawieszenia w ruch

- harmoniczny o amplitudzie b i odpowiednio dobranej czestotliwosci oraz fazie.

e Jaka maksymalna amplitude katowa «; ciezarek moze osiagnaé po czasie t7
Wystarczy odpowiedz przyblizona, dla malej wartosci b, a duzej (znacznie
wigkszej od okresu drgan) wartosci ¢. Obie amplitudy wahan — poczatkowa ayg
i koncowa o1 — sa niewielkie.

Zadanie ma dwa warianty, w ktérych punkt zawieszenia porusza sie wzdluz
prostej: a) poziomej, b) pionowej. Rozwiazanie tylko wariantu a) bedzie ocenione
maksymalnie na 0,7, tylko wariantu b) — maksymalnie na 0,9, obu wariantéow —

oczywiscie na 1.

453. Koc elektryczny zawiera dwa obwody oporowe i przetacznik mocy

grzania o 4 pozycjach. Jedli minimalna moc wynosi P, = 50 W, a maksymalna

P, = 300W, to jakie sg warto$ci dwoch posrednich wartoéci mocy?

Rys. 1

P p R c
A < D
1%
444. Sktadowa pozioma N, sily napinajacej kabel
pozostaje stata na jego dhugosci, natomiast sktadowa
pionowa [V, réwnowazy ciezar odcinka mostu od srodka
(gdzie przyjmiemy x = 0) do danego punktu z — stad

N, = Pz/l. Niech ksztalt kabla bedzie opisany funkcja
y(x), wtedy

Rys. 2

¢ dy Ny P
o= —=— = —2

ST TN, N,

gdzie « jest katem miedzy styczna do kabla

a poziomem. Caltkujac, otrzymujemy parabole

P,
y(@) = g
Z podstawienia y(I/2) = h znajdujemy N, = %7

a w najwyzszych punktach sila napinajaca wynosi

N = /NZ 1 (P2) = ;/1 T (/aR)2.
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Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 10/2007

Przypominamy tres¢ zadan:

444. Most jest zawieszony na kablu (rys. 1). Znalezé postaé funkcji opisujacej ksztalt kabla, jesli
cigzar mostu jest réwno rozlozony wzdluz osi poziomej, odstepy pomigdzy linami pionowymi sg
niewielkie, a ich ciezar oraz cigzar samego kabla mozna pominaé¢. Jesli ciezar mostu jest réwny
P, dlugosc I, a obnizenie srodkowego punktu kabla wzgledem najwyzszych — h, to ile wynosi sita
napiecia kabla w $rodku, a ile — w najwyzszych punktach?

445. Na rysunku 2 przedstawiono dwa cykle termodynamiczne, w ktérych przemianom podlega gaz
doskonaly. Cykle maja wspdlny odcinek AC (choé przebiegany z przeciwnym zwrotem). Sprawnosé
ktorego cyklu jest wyzsza, czy tez sa one jednakowe? Rozwazy¢ przypadki: a) Tg = Tp, b) T > Thb.

445. Catkowita praca wykonana w dolnym i gérnym
cyklu jest réwna polu odpowiedniego trojkata — zatem
jest jednakowa. Zgodnie z definicja

n= Wcalk/Ql

poréwnanie sprawnosci sprowadza sie do poréwnania
dostarczonych w danym cyklu ciepet @1 — w gérnym
cyklu Qg1 = Qap + @pc, a w dolnym Qg1 = Qac.

To ostatnie cieplo jest réwne — z przeciwnym znakiem

— cieplu oddanemu chlodnicy przez gérny cykl,

Qa1 = —Qg2. Jednak catkowite ciepto gérnego cyklu
Qg1 + Qg2 jest dodatnie (gdyz w silniku cieplo ulega
przeksztalceniu w prace), stad Qg1 > Qa1. Wyzsza jest
wiec sprawno$¢ dolnego cyklu, a wynik ten nie zalezy od
stosunku temperatur Tp i Th.



Rozszerzona czotéwka ligi zadaniowe]
Klub 44 F
po 441 zadaniach

Mateusz Eacki Krakéw 42,38
Tomasz Wietecha Tarnéw 5 - 40,50
Andrzej Idzik Bolestawiec 7 - 40,22
Konrad Kapcia Czestochowa 38,99
Marian Eupiezowiec Zebrzydowice 35,00
Jerzy Witkowski Radlin 1- 31,82
Andrzej Nowogrodzki — Chocianéw 2 - 24,58
Jacek Konieczny Poznai 19,16
Radostaw Poleski — Kolobrzeg 18,96
Ryszard Wozniak — Krakéw 11,64

Lista obejmuje uczestnikéw, ktérzy
przystali co najmniej jedno rozwiazanie

zadania z rocznikéw 2005-2007 oraz majg

w biezacej rundzie na swoim koncie co
najmniej 10 punktéw. Cyfra przed kreska

wskazuje, ile razy uczestnik zdobyt juz 44

punkty.

Weterani Klubu 44 F (w kolejnosci
uzyskiwania statusu Weterana): P. Bala,
D. Lipniacki, A. Sikorski, A. Surma (4),
P. Gworys, A. Idzik (7), T. Wietecha (5),
J. Lazuka, M. Wéjcicki (jesli uczestnik
zdobyt 44 punkty wiecej niz 3 razy,
podana zostala odpowiednia liczba).

Pozostali cztonkowie Klubu 44F
(alfabetycznie):

»dwukrotni”: J. Lipkowski,

A. Nowogrodzki, P. Perkowski;
sjednokrotni”: A. Borowski, P.
Gadzinski, Z. Galias, A. Gawryszczak,
A. Gluza, W. Kacprzak, K. Magiera,
B. Mikielewicz, L. Motyka, R. Musial,
J. Piotrowski, T. Rawlik, R. Repucha,
J. Stelmach, L. Szalast, T. Tkocz,

P. Wach, J. Witkowski.

[]

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
442 (WT = 1,56) i 443 (WT = 3,31)
z numeru 9/2007

Tomasz Wietecha — Tarnéw 45,04
Andrzej Idzik — Bolestawiec 43,47
Konrad Kapcia  — Czestochowa 40,55
Jerzy Witkowski — Radlin 31,82

Ponad 19 lat temu p. Tomasz Wietecha
przystal nam pierwsze rozwiazanie
zadania z fizyki, a teraz wypelnil
podwdjng norme¢ Weterana Klubu 44F

— 6 razy 44 punkty (a oprécz tego 7 rund

w Klubie 44M)! Zyczymy jeszcze wielu lat
satysfakcji z udzialu w naszym konkursie!

Do rozwiazan zadan z ostatniego rocznika mamy kilka uzupetnien i uwag wynikajacych
z nadestanych listow.

Zadanie 422 [Odchylenie cigzarka wiszacego na sznurku pod wplywem wiatru]
(wspélczynnik trudnosci WT = 3,16, liczba poprawnych rozwigzain LPR = 1). W tresci
zadania jednoznacznie podano, ze sita wywierana przez wiatr jest proporcjonalna do
dlugosci odcinka sznurka. To dziwne, ale wszyscy rozwiazujacy solidarnie zignorowali
ten warunek, zastepujac go zalozeniem o proporcjonalnosci sity do wartosci pionowej
skladowej tego odcinka. Rozwiazywali wiec faktycznie inne zadanie, co zostalo
ocenione na najwyzej 0,5. Wyzsza ocene (0,7) uzyskal tylko M. Lupiezowiec, ktéry
przynajmniej wprost napisal ,zakladamy, ze wychylenie uktadu jest niewielkie” —
wtedy zanika réznica miedzy oboma warunkami.

Zadanie 424 [Czy zachowanie pasazer6w moze wplynaé na zuzycie energii elektrycznej
przez tramwaj] (WT = 3,03, LPR = 1). Biorac pod uwage intuicyjny charakter zadania
(ktéz z nas nie jezdzil nigdy tramwajem?), mozna by si¢ spodziewaé wigkszej liczby
prawidtowych rozwiazan. Za to praca T. Wietechy byta wiecej niz dobra, nasz
Czytelnik obliczyl nawet dodatkowe koszty obciazajace przedsigbiorstwo komunikacyjne
(chca Panstwo poznaé te sume? otéz trzeba by 360 wyjatkowo ztosliwych pasazerdw,
aby na trasie z 11 przystankami zwickszy¢ zuzycie energii o 1 kWh, czyli 33 grosze!).
Akcent samokrytyczny: w tresci zadania nie podano istotnej informacji, czy tramwaj
zwraca energie do sieci podczas hamowania. Jesli nie zwraca, to rozwiazanie firmowe
jest prawidlowe tylko w odniesieniu do fazy rozpedzania si¢ tramwaju, a pobranie
energii przez pasazeréw podczas hamowania zmniejszy tylko ciepto wydzielane

w hamulcach.

Zadanie 428 [Przebieg wskazan wagi, na ktorej stoi obrécona klepsydra piaskowa]
(WT = 3,10, LPR = 0). Tu réwniez wyniki sa stabe, np. zaden z naszych
korespondentéw nie zauwazyl, ze caltkowity ped piasku pod koniec dziatania klepsydry
jest réwny poczatkowemu (réwny zeru), a stad srednie wskazanie wagi musi by¢ réwne
ciezarowi klepsydry.

Zadanie 430 [Obserwacja planet pozastonecznych metoda zasloniecia gwiazdy]

(WT = 2,45, LPR = 3). Do rozwiazania firmowego wkradta sie pomylka, polegajaca
na zanizeniu o czynnik 2 podanej srednicy katowej orbity planety. Prawidtowe
rozwigzania: K. Magiera, A. Idzik i R. Poleski.

Zadanie 436 [Sila rozciggajaca dwie czesci stacji orbitalnej] (WT = 2,68, LPR = 2).
Czestym bledem naszych korespondentéw byto przyjecie, ze sita ta jest réznicy sit
ciezkosei dziatajacych na cze$é blizsza i dalszg Ziemi, co dawato wynik zawyzony o 33%
(i ocene 0,5). Bledu tego unikneli K. Magiera i T. Choczewski. W rozwiazaniu
zamieszczonym w Delcie dat o sobie zna¢ chochlik, ktéry zmienit znak w jednym

z réwnan (koficowy wynik jest poprawny).

Zadanie 437 [Z ogniw 1 V i opornikéw 1 © zbudowaé baterie o SEM = 0,8 V/

i Ry =0,75 Q] (WT = 2,29, LPR = 5). Obwéd firmowy sktadatl si¢ z 15 elementéw

(2 ogniw i 13 opornikéw). Pan Z. Galias do rozwiazania zaprzagt odpowiedni program
komputerowy, dzieki czemu zmniejszyt liczbe elementéw do 11, a takze wykazal,

ze bardziej si¢ jej zmniejszy¢ nie da. Obwdd ,komputerowy” przedstawiamy na
marginesie.

No c6z, moze niedokladnie taka byla intencja prowadzacego te rubryke, ale

skoro w dzisiejszych czasach komputery stuza nawet do dowodzenia twierdzen
matematycznych, to trzeba pogratulowaé¢ naszemu Czytelnikowi umiejgtnosci
programistycznych. Pozostale dobre rozwiazania — A. Idzik (15 elementéw,
identyczne z firmowym), K. Magiera (17 elementéw), R. WozZniak (17 elementéw)
i A. Nowogrodzki (24 elementy).

Zadanie 439 [Zastosowanie dawno wydobytego otowiu] (WT = 2,89, LPR = 3).
Stusznie odgadli A. Idzik, K. Magiera i T. Wietecha, ze inspiracja do napisania
tego zadania byt artykut w ,Wiedzy i Zyciu” Astronomia i Rzymianie (nr 8/2001).
Jednak do uzyskania maksymalnej oceny za wskazanie zrédla (wg p. 11 regulaminu)
konieczne jest, zeby w nim znajdowalo sie pelne rozwigzanie. Ot6z watpliwosé
dotyczy kwestii pochodzenia domieszki promieniotwérczego izotopu Pb 210 w $wiezo
wydobytym otowiu. Wedtug artykutu ,izotop Pb 210 powstaje, gdy ruda otowiu

jest bombardowana promieniowaniem pochodzacym z sasiednich warstw skalnych”.
Konsultacje z fizykami, a takze przeglad literatury naukowej sugeruja, ze autor sie
pomylil, a przyczyna jest raczej domieszka uranu w rudzie otowiu. Izotop Pb 210 jest
wiec produktem rozpadu uranu U 238, a nie produktem reakcji wywotanej przez jakies
promieniowanie. Mamy nadzieje, ze obnizenie ocen do 0,8 nie zostanie uznane przez
Czytelnikow za pedanterie.
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Klub 44
®

1-44

Termin nadsytania rozwigzan:
30 IV 2008

Lista uczestnikéw ligi zadaniowe]

Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
543 (WT=1,93) i 544 (WT=1,66)

z numeru 6/2007

Dariusz Kurpiel 2
Witold Bednarek 3
Krzysztof Kaminski

Marian Lupiezowiec
Andrzej Jézwik

Pawel Najman 2
Pawel Kubit 3
Grzegorz Karpowicz

Marcin Kasperski 2
Wojciech Maciak -
Marek Prauza - 3
Jerzy Witkowski ~ a4

Marek Spychala -

Krzysztof Dorobisz -1

Tomasz Tkocz —

Jerzy Cisto - 5

Franciszek S. Sikorski —
Leszek Grzanka

Bartlomiej Dyda 4
Jan Czardybon

Andrzej Idzik

Grzegorz Kozlowski

Lukasz Garncarek 1
Janusz Olszewski 9
Piotr Kumor 10

Legenda (przykladowo): stan konta
10-20,13 oznacza, ze uczestnik juz
dziesigciokrotnie zdobyt 44 punkty,

a w kolejnej (jedenastej) rundzie ma 20,13

punktéw.

Trzy osoby w tej kolejce przekroczyly
prog 44; reprezentuja trzy ligowe
generacje: Witold Bednarek —
najstarszy stazem uczestnik (start

1981); Dariusz Kurpiel — tez uczestnik
wieloletni (choé z dtugimi przerwami)
zostaje kolejnym Weteranem; Krzysztof
Kaminski — wchodzi do Klubu

z numerem 106.

Zestawienie obejmuje wszystkich
uczestnikéw ligi, ktorzy spelniaja

47,06
45,38
44,41
43,55
42,67
41,89
41,03
39,24
36,86
35,69
34,32
34,28
33,34
32,40
31,27
30,41
29,73
29,14
29,07
27,82
25,46
23,23
23,09
23,03
20,13

nastepujgce dwa warunki:
— stan ich konta (w aktualnie

wykonywanej rundzie) wynosi co najmniej

20 punktéw;

— przystali rozwigzanie co najmniej
jednego zadania z rocznika 2005, 2006

lub 2007.

Nie drukujemy wiec nazwisk tych
uczestnikéw, ktorzy rozstali si¢ z liga trzy
lata temu (lub dawniej); oczywiscie jesli
ktokolwiek z nich zdecyduje si¢ wrécié

do naszych matematycznych tamigltéowek,
jego nazwisko automatycznie wréci na

liste. Serdecznie zapraszamy!

Zadania z matematyki nr 555, 556
Redaguje Marcin E. KUCZMA

555. Niech n bedzie liczba parzysta. Wyznaczyé najmniejsza liczbe naturalna k
o tej wlasnosci, ze w kazdym k-elementowym podzbiorze zbioru {1,2,3,...,3n}
znajduja sie liczby z,y (niekoniecznie rézne), ktérych suma albo réznica jest
réwna n.

556. Dana jest liczba rzeczywista a > 0 oraz liczba catkowita n > 0. Udowodnié,
ze najwieksza mozliwa wartos¢ iloczynu x1xs . .. z,, ktérego czynniki z; sa
liczbami naturalnymi spetniajacymi warunek z1 + ...+ x, < a, wynosi

G

Zadanie 556 zaproponowal pan Tomasz K.Kujawa z Wroctawia.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 10/2007

Przypominamy tresé¢ zadan:

. . 3
x?/3 +:l/2/3) - (»L\/T yWy

547. Udowodnié¢ nieréwnosé
( 2 3V —3Vy

2
) dla liczb rzeczywistych © > y > 0.

548. Dla dodatnich liczb catkowitych a,b niech M (a,b) oznacza liczbe par (z, y), ktérych wyrazy
z,y sa dodatnimi liczbami caltkowitymi wzglednie pierwszymi, spelniajacymi warunki = < a, y < b.

M(a,b) = Z {;J {?J n(r),

r=1

Wykazaé, ze

gdzie p jest funkcjg M&biusa, okreslong wzorami

1 gdy r =1,
u(r) = (71)1‘ gdy r jest iloczynem k réznych czynnikéw pierwszych,
0 gdy r dzieli si¢ przez kwadrat liczby pierwszej.

547. Podstawienie = = t5 sprowadza podana nieréwnosé do nastepujacej:
3 2
(%) >(%) dla y >0, t>1.
Zmienna y ulega redukcji i zostaje do udowodnienia nieréwnosé
9t +1)" > 8(t°+ 2 +1)°  dla t> 1.

Rozwijamy wyrazenia potegowe, przenosimy wszystko na jedng stroneg i dostajemy
wielomian, ktéry okazuje sie byé podzielny przez (t — 1)*. Nieréwnosé przybiera postaé
(t—1)" (6% + 467+ 106° + 4% — 26* + 46> + 106> + 4t + 1) > 0.

Dla t > 1 jest ona spelniona, bo czynnik w ostatnim nawiasie ma wartosci wigksze niz
8 — 2t + 1, czyli (¢* — 1)%

548. Niech P bedzie zbiorem wszystkich liczb pierwszych nie wickszych od zadnej
z liczb a,b. Dla kazdej liczby p € P rozwazamy zbiér A, zlozony z punktéw kratowych
(z,y) (z < a, y < b) o obu wspdlrzednych podzielnych przez p. Wielkosé M (a, b)
wyraza liczbe tych punktéw (z,y) pelnego prostokata kratowego = < a, y < b, ktére
nie naleza do zadnego ze zbioréw A,. Zgodnie z regula wlaczen i wylaczen,

M(a,b) =ab—c1+c2—c3+...+ (—1)|Plc‘p‘ ,

gdzie :ZpeP |Apl, C222p<q |[Ap N Aql, 1ogdlnie
cr = Z [Ap, N...N Ay, (p1,-..,pk € P).

P1<...<pPpk
Kazdy wybdr liczb p1 < ... < pi ze zbioru P mozna utozsamiaé z liczba
bezkwadratowa r = p1 - ... pr; réznym wyborom (p;) odpowiadaja rézne liczby 7.

Zbiér Ap, N...N Ap, sklada si¢ z dokladnie tych punktéw kratowych (z,y) (= < q,
y < b), w ktérych x oraz y sa podzielne przez iloczyn r = p1 - ... pr. W prostokacie
x <a,y<bjest la/r]-|b/r] takich punktéw.

Oznaczajac przez C} zbiér tych liczb naturalnych, ktére sa iloczynami k réznych
czynnikéw pierwszych ze zbioru P, przepisujemy uzyskang wcze$niej rownosé jako

e == 5 [£] [+ (2] e 5 [2][2]

1 reCs r€C| p|
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Weterani Klubu 44 M (w kolejnosci
uzyskiwania statusu Weterana):

J. Janowicz (8), P. Kaminski (5),

. Galecki (5), J. Uryga (4),
Pawtlowski (4), D. Sowizdrzal,
Rawlik (6), M. Mazur, A. Bonk,
Serbin, J. Ciach (5), M. Prauza,
Kumor (10), P. Gadzinski (7),
Jedziniak, J. Olszewski (9),
Skrzypek (4), H. Kornacki,
Wietecha (7), T. Jézefczyk,
Witkowski (4), W. Bednorz,
Dyda (4), M. Peczarski,

M. Adamaszek, P. Kubit, J. Cisto (5),
W. Bednarek(4), D. Kurpiel

(jesli uczestnik przekroczyt bariere
44 punktéw wiecej niz trzy razy,
sygnalizuje to cyfra w nawiasie).

WERPFRTASPE

Pozostali czlonkowie Klubu 44 M
(alfabetycznie):

»dwukrotni”: Z. Bartold, A. Czornik,

A. Daniluk, P. Jedrzejewicz,

M. Kasperski, H. Kasprzak, M. Kieza,

T. Komorowski, Z. Koza, J. Lazuka,

J. Matopolski, J. Mikuta, P. Najman,

E. Orzechowski, R. Pagacz, K. Patkowski,
K. Piéro, J. Siwy, S. Solecki,

T. Warszawski, G. Zakrzewski;

sjednokrotni”: T. Bieganski,

W. Boratynski, M. Czerniakowska,

K. Dorobisz, A. Dzedzej, P. Figurny,
M. Fiszer, Z. Galias, L. Garncarek,

L. Gasinski, A. Gluza, T. Grzesiak,

K. Hryniewiecki, K. Jachacy,

M. Jastrzebski, K. Kaminski,

J. Klisowski, J. Kraszewski,

A. Krzysztofowicz, T. Kulpa,

A. Langer, R. Latata, P. Lipinski,

P. Lizak, J. Mandziuk, B. Marczak,
M. Marczak, M. Matlega, R. Mazurek,
H. Mikotajczak, M. Mikucki,

J. Milczarek, R. Mitraszewski,

M. Mostowski, W. Olszewski,

R. Pikuta, B. Piotrowska, W. Pompe,
M. Roman, M. Rotkiewicz, A. Ruszel,
Z. Sewartowski, Z. Skalik, A. Smolczyk,
Z. Surduka, T. Szymczyk, W. Szymczyk,
K. Trautman, P. Wach, K. Witek,

A. Woryna, A. Wyrwa, M. Zajac,

Z. Zaus, K. Zawistawski, P. Zmijewski.

Prawa strona przedstawia sume
allb
> |7 7o
rek
w ktérej r przebiega zbiér E = {1} UC1UC2U...UC\p.

Sumowanie po wszystkich liczbach catkowitych r > 1 da t¢ sama wartos¢ sumy,
bowiem kazda liczba r ¢ E ma czynnik pierwszy p’ ¢ P lub nie jest bezkwadratowa.
W pierwszym przypadku r > min{a, b}, wiec |a/r]|[b/r| =0, a w drugim u(r) = 0.
Otrzymali$my zatem réwnos¢ podang w tezie zadania.

Karta zalobna: zginal Przemek Gadzinski. Student, a nastepnie doktorant
Uniwersytetu Wroctawskiego (specjalnosé: analiza harmoniczna; gotowa

praca doktorska). Wezedniej uczestnik Olimpiady Matematycznej i Zawodéw
Polsko-Austriackich — z tego okresu dobrze zapamigtany przez redaktora ligi
zadaniowej jako $wietnie zapowiadajacy sie matematyk, przy tym bardzo mily chlopak,
skromny i wszystkim zyczliwy. W naszej lidze — laureat siedmiokrotny. Nie zdazyt
wyjs¢ na pozycje lidera, bo przedwczesnie tragicznie zakonczyt zycie. Stato si¢ to pare
lat temu, ale dopiero niedawno smutna wiadomos¢ do nas dotarta.

Gdy ktos ktoregos dnia spartaczy robote, mowi sie, ze mial zty dzien. Prowadzacy lige
zadaniowa mial chyba zty rok. Uczestnicy ligi zapewne nie mogli sie nadziwi¢, czytajac
firmowe rozwiazania zadan, dlaczego sa one tak wymyslne. Ano, wlasnie dlatego, ze
redaktor dopiero z prac uczestnikéw dowiadywal sie, jak te zadania nalezato fachowo
robié¢. Dotyczy to zwtaszcza dwéch zadan (525, 532), znacznie prostszych, niz by to
mogto wygladaé z lektury opracowan firmowych.

Zawszeé to krzepiace, gdy mamy okazje czegos sie nauczyé¢ od naszych Czytelnikéw.
I wszystko jest dobrze, dopdki zadania i nasze rozwigzania sa, chocby niezdarne, ale
przynajmniej poprawne.

Zdarza sie jednak, ze zadanie kaze udowodnié falszywe twierdzenie; taka sytuacja miala
juz w lidze raz czy drugi miejsce. No i teraz znéw si¢ powtérzyta (542). Ciekawe,

ze tylko jedna osoba wyraznie stwierdzilta falsz i podala kontrprzyktad. Rzecz jasna,
otrzymala ocene maksymalna.

Pozostale prace jednak wcale nie zostaly ocenione na zero — mimo ze podawaty
,dow6d” nieprawdziwej tezy (jak w rozwigzaniu firmowym...). Bo ta teza
,normalnie” jest stuszna, poza bardzo wyjatkowymi przypadkami (matematycy moéwia:
generycznie). Istota matematycznej zawartosci zadania, zgodna z intencja jego autora,
byto wtasnie to, co sie¢ dzieje przy konfiguracji generycznej.

Redaktor ligi zawinit niestarannoscia. Powinien byl uwazniej sformutowaé tresc,
dotaczajac jakiekolwiek zalozenie, eliminujace owe patologiczne przypadki. I moze nie
chcial zbyt surowo oceniaé tych, ktérzy takie zalozenie podswiadomie przyjeli i przy
tym zalozeniu co$ sensownie udowodnili.

Zadanie 525. [Uktad réwnan a = E4+d? b=d*+e?, c=e?+a? d=a®>+1b°,
e = b? 4 %] (wspdtczynnik trudnosci W1T'=2,24; liczba poprawnych rozwiazan
LPR=14). To wtasnie pierwsze ze wspomnianych wyzej zadan. Kilku uczestnikéw
robi to tak, jak w rozwiazaniu firmowym lub do$¢ podobnie. Niewiele dobrego
mozna o takim rozwigzaniu powiedzie¢ — poprawne, i tyle. A jak naprawde nalezalo
atakowaé ten uktad réwnan? Tak, jak to pokazali (r6znigc si¢ nieco w szczegdtach)
W. Bednarek, J. Cisto, K. Dorobisz, B. Dyda, T. Kujawa, P. Kumor,

J. Olszewski, M. Spychata, T. Warszawski:

Dodajemy stronami réwnanie pierwsze i trzecie i odejmujemy drugie — dostajemy
réwnanie 3+ — b= (a — 2)® + (c — 1)?; jesli wiec (a,b,c,d, €) jest rozwiazaniem, to

b < % i przez cykliczno$é wszystkie niewiadome leza w przedziale (0; %), teraz dodajac
wszystkie réwnania stwierdzamy, ze suma pieciu liczb nieujemnych a(l — 2a), ...,
e(1 — 2e) jest zerowa — dokonczenie oczywiste.

Zadanie 530. [ AABC' (ostrokatny); H — ortocentrum; AP, AQ — styczne do okregu
(BCQP) o s$rednicy BC = punkty P,Q, H wspdlliniowe] (WT=1,77; LPR=11).
Zadanie byto prosciutkie, rozwigzanie firmowe tez. Ale mozna bylo jeszcze krécej:
wystarczylto zauwazy¢, ze wysokosci BE 1 C'F' sa przekatnymi czworokata BCEF
wpisanego w rozwazany okrag i powolaé sie na znany fakt, ze ich punkt przeciecia
(czyli H) lezy na prostej biegunowej punktu A wzgledem owego okregu (czyli prostej
PQ); tak przedstawili swe rozwigzania M. Jastrzebski, P. Kumor, P. Labedzki.
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Dowody, jak w rozwiazaniu firmowym, lub niezbyt istotnie
sie od niego rézniace, podali J. Cislo, J. Olszewski oraz
K. Dorobisz, T. Warszawski — ostatni dwaj nieco skrocili
zapis, uzywajac pojecia potegi punktu wzgledem okregu.
Ponadto czterej uczestnicy znalezli rozwigzania analityczne.

Zadanie 531. [Graf (n,q) bez cyklu dtugosci 3, ale

nie dwudzielny = 4q¢ < n? —2n+5] (WT=3,28;
LPR=6). W omawianym sezonie bylo to najtrudniejsze
zadanie. Wszystkie rozwigzania jak firmowe: J. Cislo,

K. Dorobisz, L. Garncarek, P. Kumor, J. Olszewski,
T. Warszawski.

Zadanie 532. 1

[Ciag (an): a1 =1, an = Zirl(m +...+an-1); wzor
jawny: an, =7] (WT=1,23; LPR=24). Znéw: rozwiagzanie
firmowe niepotrzebnie skomplikowane. Wszyscy uczestnicy
robia to znacznie prosdciej — ot tak: ciag (sn) o wyrazach
S$n, = a1 + ...+ ap spelnia warunki s; = 1 oraz

n+1
Sn — Spn—1 = *Sn—1,
n—1
czyli
Sn Sn—1
n _ o, 2nzl
n n—1
Stad sp/n=2""" dlan=1,2,3,..., wiec
n+1 n—2
” =  Sp1 = 1)2" 2,
a g et (n+1)
i gotowe.

Zadanie 537. [a, b, ¢ — boki trojkata; A = @;

Vb +Ve—Va
B,C - analogicanie = A+ B +C < 3] (WT=242;
LPR=8).

Oznaczajac mianowniki wyrazen definiujacych A, B,C

kolejno przez x,y, z mamy, jak w rozwigzaniu firmowym,

% + TY + T2 — Yz
212

W tym momencie wigkszos$¢ uczestnikéw zauwaza,

ze w mysl nieréwnosci Cauchy’ego—Schwarza

[(A+ B+ 0C)* <3(A% + B* + C?) ] wystarczy wykazaé

mocniejsza, teze A2 + B? + C? < 3. W zmiennych z,y, z

mozna te teze zapisaé na przyktad tak:

A = (B?,C? — analogicznie).

2 2
¢ —xy — 2x + Yz — Yz —x 2T
Yy . Yy +y Yy . Y+ +
z Yy

+z2—zm—2yz+my S

z
W. Bednarek, K. Dorobisz, A. Idzik, M. Jastrzebski,
J. Olszewski, T. Warszawski, T. Wietecha réznymi

przeksztatceniami dowodza stusznosci tak wzmocnionej
tezy. Warto jednak nadmienié, ze dowdd nie jest tu w ogdle
potrzebny — jest to bowiem szczegélny przypadek (A = —2)
klasycznej nieréwnosci

Nz —y)(w—2) +y Yy -2y —2)+ 2 (z - ) (z—y) 20,
stusznej dla wszystkich A € R oraz z,y,z > 0 i znanej

pod nazwa nieréwnosci Schura (choé¢ niekiedy ta nazwa
bywa zawezana tylko do sytuacji, gdy A > 0); jedynie
ostatni z wymienionych uczestnikéw powotal sie na
nieréwnos¢ Schura, ale dopiero po dalszym podstawieniu

i przeksztatceniu.

Natomiast oszacowania z rozwigzania firmowego (A + B < 2,
C < 1, przy zalozeniu z < y < z) uzyskal P. Kumor oraz
J. Olszewski (drugie rozwigzanie!)
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> 0.

Zadanie 539. [T1,...,Tm C X; |X| =mn; Vi:|Ti| = 3;
Vi<j):|TiNnT; <1 = 3Sc X, |5 > [vV2n];

Vi: |SNT;| < 2] (WT=3,10; LPR=6). Z tym zadaniem
poradzili sobie J. Cisto, K. Dorobisz, M. Jastrzebski,
K. Kaminski, M. Kieza, J. Olszewski — rozwiazania
identyczne z firmowym.

Zadanie 542. [Przystajace okregi 01,02, 03,04 (0 réznych
srodkach); 01, 02, 03 maja punkt wspélny A; o2, 03,04
maja punkt wspélny B (# A) = punkty przeciecia tych
okregdéw, rézne od A, B, sa wierzcholtkami réwnolegtobokul]
(WT=2,43; LPR=17 27).

Otéz wlasnie — kontrprzyktad na rysunku: oz, 03 przecinaja
si¢ w blisko potozonych punktach A i B, ktére sa
jednoczesnie punktami stycznosci okregu oz z okregami

01 1 04. Cztery pozostale ,,punkty przeciecia tych okregéw”
nie sg wierzchotkami czworokata wypuktego! Ten przyktad
podala Ewa Bieniecka — jedyna osoba, ktéra jasno
stwierdzila, ze teza jest falszywa (a nastepnie przeprowadzita
analize domniemanych wariantéw zamierzonej tresci).

Bo tre$¢ zadania bylta w ogdle niejasna. Liczba ,,pozostatych
punktéw przecigcia” moze by¢ zaréwno wigksza, jak

i mniejsza od 4 (t¢ kwestie wyeksponowal i czesciowo
przedyskutowal w swoim rozwiazaniu K. Dorobisz) —
wéwcezas mozna probowadé réznych interpretacji sensu
zadania. Ale we wskazanym przykladzie akurat nie ma
watpliwosci: poza A, B sa doktadnie cztery punkty przeciecia
i nie spelniajg tezy.

O co wiec naprawde chodzito w zadaniu? Jesli

(jak w rozwigzaniu firmowym) o1 Nos = {A, K},

02N o0y = {B,L}, 04 MNo3 = {.B,]\f}7 o3MNo; = {A,N},

to istotnie KLMN jest réwnolegtobokiem (byé moze
zdegenerowanym do odcinka). Jednak, po pierwsze —

tresé zadania powinna byta wykluczyé ewentualne punkty
przeciecia okregéw o1 i 04; a po drugie — gdy o1, 02 sa
styczne, wowczas K = A, gdy zas o4, 02 sa styczne, wéwczas
L = B; nadal K, L, M, N sa wierzchotkami réwnolegtoboku,
tyle ze nie sa to juz teraz punkty ,,rézne od A, B” — to
niefortunne wyrazenie powinno byto zostaé zastapione
jakim$ innym, lepiej przemyslanym.

Wszyscy rozwiazujacy widzieli pierwsza z tych usterek

i wyraznie pisali, ktére cztery punkty biorg pod uwage.
Ale formalne zatamanie tezy w przypadku potaczenia obu
usterek zostato dostrzezone tylko przez pania Ewe.



Informatyczny kacik olimpijski (5) —

najwiekszy XOR podciggu

Zadanie kolejnej edycji kacika pochodzi z informatycznych zawodéw

Zastanéwmy sie, jaki co najmniej jest wynik? Jesli dla jakiegoé i mamy a; > 2M

Magjgc dany ciqg liczb caltkowitych aq,as, ..
ktdrego suma XOR (czyli warto$é a;, @ a;, & ... a;y ) jest najwieksza.

czesko-polsko-stowackich w Ruzinie, 2005:

.,an, nalezy znaleZé taki jego podcigyg,

Przypomnijmy: dziatanie XOR jest podobne do dodawania w systemie
binarnym, z ta réznica, ze pomijamy przeniesienie. W takim razie i-ty bit
wyniku dzialania XOR na kilku liczbach jest wyznaczony przez i-te bity
argument6w tej operacji (XOR jest laczne i przemienne, wiec mozemy méwié
o ,XORowaniu” kilku liczb naraz). Na przyklad 1011 ¢ 0110 ¢ 1010 = 0111
(w systemie binarnym).

)

to wynik réwniez jest nie mniejszy niz 2M. Niech M bedzie najwiekszym takim
wykltadnikiem (czyli liczby a; sa co najwyzej (M + 1)-bitowe). Zeby otrzymac

wynik nie mniejszy niz

2 M

, nasz podciag musialby mie¢ nieparzysta liczbe a;

nie mniejszych niz 2* — inaczej méwigc, niepatrzysta iloéé takich a;, w ktérych
M-ty bit jest réwny 1. Czy podobne rozumowanie mozemy przeprowadzié¢ dla
nizszych bitéw? Spdjrzmy na (M — 1)-szy bit — chcemy, zeby jednoczesnie
podciag mial nieparzysta ilo$é¢ tych a;, ktérych M-ty bit jest rowny 1, oraz
nieparzysta ilo$é tych a;, ktérych (M — 1)-szy bit jest réwny 1.

Zapiszmy to. Niech b; ; bedzie j-tym bitem i-tej
liczby. Chcemy wiec, zeby dla k = M oraz k= M — 1
nieparzysta byta liczba:

gdzie x; jest réwne 1, jesli i-ta liczbe wybieramy do
podciagu, lub 0, jesli nie. Czyli, piszac inaczej:

N
in . bi,k =1 (HlOd 2)
i=1

Ale to juz wyglada na uklad réwnan liniowych
(modulo 2) z niewiadomymi z;, ktéry potrafimy
rozwiazywac! Jesli oznaczymy przez Ry powyzsze
réwnanie, to rozwiazanie wygladatoby tak:

e Wezmy R := ().

e Dla kolejnych bitéw liczb z wejscia (od pozycji k = M
do k =0):

— Piszemy réwnanie Rj, odpowiadajace bitom
z pozycji k.

— Sprawdzamy, czy spelnialny jest uklad rownan
R U{Rg}.

— Jedli tak, podstawiamy R := R U { Ry} i ustawiamy
k-ty bit wyniku na 1.

Przypomnijmy jeszcze, jak rozwiazywaé uklady réwnan
liniowych — w szczegolnoscei, czesto spotykane na
zawodach programistycznych — modulo 2. Uktad réwnan
zapisuje sie w macierzy — w i-tym wierszu znajduja

sie kolejne wspélezynniki i-tego réwnania (czyli u nas
bk, dlal < j < N), apo nich prawa strona i-tego
réwnania (wyraz wolny 1). Nasza macierz bedzie miala
ostatecznie N + 1 kolumn i co najwyzej M + 1 wierszy.
Stuzy ona jedynie do reprezentacji — operacje na niej
(zamiana dwdch wierszy miejscami, i dodanie jednego

23

wiersza do drugiego) maja swoje odpowiedniki

w operacjach na réwnaniach (zamiana dwéch réwnan
miejscami i dodanie jednego rownania do drugiego nie
zmieniaja zbioru rozwiazan ukladu réwnan).

Metoda eliminacji Gaussa, korzystajac z tych dwéch
operacji, sprowadzamy macierz do znanej postaci
schodkowej. Po tej operacji moze sie okazaé, ze uklad
rownan byt sprzeczny — tj. otrzymamy réwnanie 0 = 1.
Jedli za$ tak nie jest, to juz w tym momencie wiemy,
ze uktad ma rozwigzanie. To pierwsze miejsce, gdzie
mozemy wykorzystaé¢ specyfike zadania — zamiast od
razu szuka¢ rozwiazan x;, pozostanmy przy postaci
schodkowej i do takiej macierzy dodawajmy po
jednym wierszu (réwnaniu). Przyniesie to istotne
polepszenie ztozonosci obliczeniowej. Po przejrzeniu
wszystkich bitow chcemy poznaé rozwiazanie x;
otrzymanego ukltadu schodkowego R. W tym celu
macierz trzeba dodatkowo sprowadzi¢ do zredukowanej
postaci schodkowej, w ktorej pierwszy niezerowy wyraz
w kazdym wierszu jest jedynym niezerowym wyrazem
w swojej kolumnie oraz jest réwny 1.

Dodatkowe przyspieszenie dzialania juz nie algorytmu,
a samego programu, uzyskamy wykorzystujac ,sztuczke
implementacyjna”: do zapamietania liczby z Zo
wystarczy jeden bit, a dodawanie modulo 2 mozemy
zastapi¢ XORem — wtedy kazdy wiersz macierzy mozna
Lupakowaé” w [%] liczbach, gdzie B jest liczba bitow
w typie catkowitym danego komputera.

Ostateczny algorytm ma ztozonosé O(NM?) —
dominujaca operacja jest dodawanie dwéch wierszy,
wymagajace ©(N) krokéw (choé z bardzo mala stala),
ktéra to operacje trzeba wykonaé O(M?) razy.

Filip WOLSKI



L...]

Rozwigzanie zadania M 1197.

Bez straty ogdélnosci przyjmijmy, ze suma
s wszystkich liczb przyporzadkowanych
danym punktom jest nieujemna

(w przeciwnym razie zmieniamy znak
kazdej przyporzadkowanej liczbie).

Wybierzmy dowolny punkt A sposréd
danych punktéw i przyjmijmy, ze
przyporzadkowano mu liczbe¢ a. Niech
l1,1l2, ..., beda réznymi prostymi,

z ktérych kazda przechodzi przez

punkt A oraz przez co najmniej jeden
inny dany punkt. Poniewaz suma liczb
przyporzadkowanych punktom z prostej [;
réwna sie 0, wiec 0 = (k — 1)a + s, skad
uwzgledniajac nieréwnosci k > 2, s > 0,

uzyskujemy a < 0.

Zatem kazdemu punktowi

przyporzadkowano liczbe niedodatnia,
co wobec zaleznosci s > 0 jest mozliwe
jedynie wtedy, gdy kazdemu punktowi

przypisano liczbe 0.

Patrz w niebo

Jak wiadomo, galaktyki rozbiegaja si¢ w przyblizeniu zgodnie z prawem
Hubble’a, czyli z predkoscia proporcjonalna do odlegtosci, przy czym
wspoélezynnik proporcjonalnosei, zwany stala Hubble’a, wynosi 75 km/(s Mpc).
Dla odleglosci mierzonych w gigaparsekach prawo to przestaje by¢ liniowe

(co wiecej, pojawiaja sie klopoty ze zdefiniowaniem odleglosci). Prawo Hubble’a
rowniez nie obowiazuje doktadnie dla galaktyk najblizszych, bowiem w tym
przypadku najwickszy wklad do predkosci galaktyki ma jej wlasna predkosé
przypadkowa, ktorej przyczyna jest grawitacyjne dzialanie pobliskich galaktyk
iich gromad. Takimi najblizszymi skupiskami zaklécajacymi rownomierne
rozbieganie si¢ galaktyk jest gromada w Pannie (w odleglosci 17 Mpc) oraz
Wielki Atraktor w Centaurze (w odleglosci 43 Mpc) — pisaliSmy o tym

w Delcie 10/2004. Mase Wielkiego Atraktora oszacowano na 100 000 mas naszej
Galaktyki, przez co bylby on obiektem dominujacym w dynamice naszego
kosmologicznego sasiedztwa. Nasuwa sie naturalne pytanie, co jest dalej?

Otéz pojawily sie sygnaly, ze mniej wigcej w tym samym kierunku (Centaur
jest na niebie blisko Panny) za Wielkim Atraktorem znajduje si¢ w odleglosci
200 Mpc nastepne skupisko materii, tzw. Koncentracja Shapleya. Jej mase
szacuje sie na zblizong do masy Wielkiego Atraktora. Skoro wiec lezy ona
pie¢ razy dalej, to jej oddzialywanie musi by¢ 25 razy stabsze, czyli juz ledwo
wyczuwalne za posrednictwem wspotczesnych metod obserwacyjnych. Warto
tu bowiem wiedzieé, ze poszukiwanie odchylek ekspansji Wszechswiata od
Hubble’owskiej (i na tej podstawie wnioskowanie o wielkoskalowym rozkladzie
materii) jest ogromnie trudne, gdyz obserwuje sie przeciez tylko predkosci
galaktyk (a nie przyspieszenial), w dodatku tylko ich skladowe radialne

(a nie poprzeczne wzgledem kierunku widzenial). Swoja wiarygodnosé wyniki
zawdzieczaja statystyce, czyli wielkiej ilosci obserwacji.

Tomasz KWAST

Luty

Jak wiadomo, jednorozcéw nie ma. Nie przeszkadza to jednak, ze teraz na
wieczornym niebie miedzy dwiema bardzo jasnymi gwiazdami, Syriuszem (alfa
Wielkiego Psa) i Procjonem (alfa Malego Psa), mozna zobaczyé niewyrazny
gwiazdozbior Jednorozca. Wladciwie nie calkiem wiadomo, kto ten gwiazdozbior
wprowadzil. Oficjalnie zrobil to Heweliusz, ale podobno gwiazdozbior

ten znany juz byl w starozytnej Persji. Polozony jest w Drodze Mlecznej,

a najefektowniejszym w nim obiektem jest mglawica gazowa Rozeta o srednicy
ponad 1°. Cale jej piekno widaé, oczywiscie, dopiero na zdjeciach o dlugiej
ekspozycji, ale jest ona tez wyzwaniem dla amatoréw astrofotografii, bowiem
jej jasno$¢ wynosi 6,2 mag. Jest ona w istocie obszarem zjonizowanego wodoru,
pobudzanego do $wiecenia przez kilka bardzo goracych gwiazd znajdujacych sie
w jej centrum. Lezy ona w odleglosci 1 kpc.

Rok 2008 jest rokiem przestepnym, czyli luty ma 29 dni. Nawiasem moéwiac,
wlasdnie 29 lutego (1792) urodzil sie m.in. Gioacchino Rossini. Wenus i Jowisz
sa w Strzelcu, planety te wida¢ wiec nad ranem i 1 II znajda sie we wzajemnej
odleglosci 096. Mars jest w Byku i wida¢ go wieczorem i dlugo w nocy. Saturn
jest we Lwie i 24 II znajdzie sie w opozycji (w przeciwnej stronie nieba niz
Stofice), a wiec widaé go przez cala noc. Néw Ksiezyca wypada 7 II, a pelnia
21 II. Ksiezyc zakryje dwukrotnie Antaresa: 1 111 29 II — co bedzie w obu
przypadkach wida¢ w Australii i na Antarktydzie. Ksiezyc zakryje tez Regulusa
21 II, co zobacza mieszkanicy Ameryki Poludniowej. W nowiu (7 II) nastapi
obraczkowe za¢mienie Stonica widoczne na Antarktydzie, w Nowej Zelandii i na
wyspach Pacyfiku, a w pelni (21 II) calkowite za¢mienie Ksiezyca — bedzie to
w Polsce nad ranem, a wiec jesli pogoda pozwoli, to mamy szanse rowniez je
zobaczy¢. Przewidywalnych rojéw meteoréw nie bedzie.

T. K.
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Krzywa (Gaussa i pomarancze Fidela Castro

Rafat SZTENCEL

— Bo wie pan, jakby zmierzy¢ duzo razy ciS$nienie, to zawsze wyjdzie krzywa Gaussa.

Doktor Konstanty R. do dociekliwego pacjenta

Mato kto nie styszal o krzywej Gaussa, i co gorsza prawie wszyscy wierzg $wigcie, ze po

zbadaniu dowolnego zjawiska losowego jako$ tam w koncu ona wyjdzie, czyli pojawi sie

wykres funkcji

Jest to zadziwiajacy fenomen spoteczny, skoro 99% populacji (szczegdlnie absolwenci
szkét drednich z ostatnich lat) nie potrafitoby powiedzieé, co znacza robaczki
sktadajace si¢ na powyzszy wzér, tym bardziej ze zawiera on pierwiastek kwadratowy,

koncept nieznany wiekszosci Europejczykéow [1].

Dlaczego najwazniejszy rozklad prawdopodobienstwa ma tak dziwaczna postacé?
Pokazemy, jaki jest jego zwiazek z bardzo naturalnym rozkladem, a mianowicie

jednostajnym na n-wymiarowej kuli o promieniu /7, a doktadniej — zbiorze opisanym

nieréwnoscia

x?er%Jr...—}—xign.

Rozpatrzmy rzut tego rozkladu na $rednice kuli, czyli np. odcinek [—+/n, v/n] na osi z1.
Jest to rozklad wspélrzednej z1. Nietrudno obliczyé jego gestosé.

Przekrdj kuli ptaszczyzna o réwnaniu z1 = x jest wyznaczony przez nieréwnosé

\/xg—i—“.—i—ac%g\/n—aﬂ:\/ﬁ-

jest wiec (n — 1)-wymiarowa kulg o promieniu 7,—1(z). Jak mozna sie ostatnio
dowiedzieé od studentéw matematyki, objetosé kuli jest funkcja wielomianowa

|lz| < V/n,
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1-— W i—n(a0);

promienia; prosba o sprecyzowanie postaci wielomianu nierzadko konczy sie sukcesem.

Mozemy zatem napisa¢ gesto$é rozktadu wspéirzednej x1:

Jesli n — oo, to

In(z) =

fa(@) = f(@) =c e 3% = ——e 3.

2 n/2
en (1 - T) 2] < v/m,
0 2] > v/

2 1

Jest to moze mniej oczywiste, niz si¢ wydaje. Nalezy zauwazy¢, ze state ¢, mozna

wyznaczy¢ z zaleznosci

NG 22 n/2
cn~/ (1——) dr =1,
—Jn n

jako ze fr jest gestoscia i udowodnié jako$ (na przyklad z tw. Lebesgue’a o zbieznosci

zmajoryzowanej), ze
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Jesdli zastapimy rozktad jednostajny na kuli rozktadem
jednostajnym na sferze, wynik bedzie ten sam. Nie trzeba
powtarzaé rachunkéw, wystarczy zdacé sobie sprawe, ze

w wysokim wymiarze prawie cala masa kuli skupiona

jest tuz pod powierzchnia sfery. Autor przekonat sie

o tym naocznie, gdy pod koniec lat siedemdziesiatych
sprzedano mu w sklepie na Grochowie pomarancze w kolorze
szarozielonym, pochodzace z Kuby. Okazalo sie, ze maja one
niezwykle gruba skére. Prosty rachunek pokazuje, ze gdy
grubosé¢ skéry wynosi 20% promienia, to objeto$é miazszu
stanowi tylko 51,2% caltosci. W przestrzeni o wigkszej liczbie
wymiaréw miazszu jest zalosnie mato.

Mato tego, kule mozemy zastapié¢ kostka (moze to by¢
kostka cukru z Kuby, nawet pusta w §rodku) o jednostkowej
krawedzi i rzutowaé rozklad jednostajny na najdtuzsza
przekatna. Taka operacja na kwadracie da gesto$é
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2 n/2 [e]
(1_33_) dac—>/ e_%x2dac:\/27t

n

Rozktad Gaussa jest wiec rozkladem granicznym wspoétrzednej x;.

w ksztalcie tréjkata, ale juz na kostce trojwymiarowej
doprowadzi do gestosci sklejonej z wielomianéw drugiego
stopnia, ktérej ksztatt bedzie przypominac¢ krzywa Gaussa.
A jak udowodnié, ze gestosé graniczna jest gaussowska?

Rozktad jednostajny na kostce [—1, 2]" jest rozkladem
wektora losowego X = (X1,...,Xn»), gdzie X; sa
niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie jednostajnym
na [—1, ]. Rzutowanie na najdtuzsza przekatna jest
rownowazne z pomnozeniem X skalarnie przez wektor
jednostkowy, wyznaczajacy kierunek przekatnej, czyli

przejsciem do zmiennej losowej

1 1 Xi+...+X
(Xl,...,Xn)O (ﬁ”ﬁ) = Tn’
ktéra, zgodnie z centralnym twierdzeniem granicznym,
ma asymptotycznie rozktad normalny o zerowej sredniej

i wariancji D?*X; = %



