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10 stycznia przypadajg 70. urodziny Donalda E. Knutha,

z tej okazji pierwszych kilka stron Delty bedzie miato zwiazek z tym wybitnym
informatykiem i matematykiem.

Moéwi sie, ze Knuth to ,Euler informatyki”. Jest autorem licznych prac i kilkunastu
ksiazek z algorytmiki, budowy jezykéw programowania i kompilatoréw, matematyki
dyskretnej i nie tylko. Najbardziej znanym dzielem Knutha jest The Art of Computer
Programming (Sztuka programowania) — niestychanie drobiazgowa i kompleksowa
monografia poswigcona algorytmom. Pierwsze trzy tomy zostaly wydane w latach
1968-1973 (po polsku w 2002), tom czwarty za$ jest ...w przygotowaniu, a autor
planuje jeszcze tomy 5 i 6! Kazdy z nich jest po$wiecony innym zagadnieniom — na
przyktad tom 3 to Sortowanie i wyszukiwanie, a tom 4 to Algorytmy kombinatoryczne.
Bardzo znana jest takze inna ksigzka, ktorej wspotautorem jest Knuth — Matematyka
konkretna, z ktéra pod poduszka sypiaja studenci pierwszych lat informatyki.

W drodowisku informatycznym Knuth znany jest przede wszystkim z kilku waznych
wynikéw. Najwazniejszy jest szybki algorytm wyszukiwania wzorca w tekscie, zwany
od nazwisk swych twércéow KMP (patrz strona 2) oraz algorytm Knutha—Bendixa.
Knuthowi przypisuje sie takze duzy udzial w spopularyzowaniu w informatyce
pochodzacej z analizy notacji asymptotycznej duze O (str. 4). To on nazwatl
programowanie sztuka. W 1974 roku Knuth zostal laureatem prestizowej Nagrody
Turinga. Od kilku lat za wklad w podstawy informatyki przyznawana jest z kolei
nagroda imienia D.E. Knutha. Obecnie Donald Knuth piastuje godnos¢ Professor
Emeritus of The Art of Computer Programming na Uniwersytecie Stanforda.

Knuth jest znany nie tylko z powodu swoich osiggnieé¢ naukowych, lecz takze

ze wzgledu na nietuzinkowa osobowo$é¢, poglady i poczucie humoru. W jednej ze swych
prac, zatytutowanej A toilet paper problem analizuje za pomoca funkcji tworzacych
pewne zagadnienie zwiazane z wyczerpywaniem papieru toaletowego w podajniku.
Kolejne numery wersji TEXa (patrz nizej) zbiegaja do m — obecnie mamy wersje
3.141592. W uwagach historycznych do rozdziatu swojej ksiazki poswieconego drzewom
Knuth pisze: drzewa istniejg od trzeciego Dnia Stworzenia. Przyktady tego typu

mozna by mnozy¢. I nie sposéb oddzieli¢ anegdoty od glebokiej refleksji. Na przyktad
ostrzezenie Knutha, aby nie ufa¢ programom, ktorych poprawnosé dowiedziono,
dopéki sie ich nie przetestuje, ma odpowiednik w jego artykule Ancient Babylonian
Algorithms, gdzie matematyke babilonska przedstawia jako poczatki nie matematyki
(jako ze brak tam dedukcji), lecz jako preinformatyke (co dzi$ stato si¢ powszechna
opinia historykéw nauki).

Druga pasja Donalda Knutha jest typografia. W tym sensie Knuth jest ,obecny”

w Delcie juz od czerwca 1988 roku i to w kazdym numerze. Mozna to sprawdzi¢ na
drugiej stronie okltadki. System sktadu tekstu TEX (czytaj tech), ktérym postuguje sie
redakcja jest wlasdnie jego dzietem.

Jak to czesto bywa z przelomowymi osiagnieciami, TEX powstal zgodnie z przystowiem
~potrzeba matks wynalazku”. Knuth nie byt zadowolony z jakosci prébnych
egzemplarzy drugiego wydania Sztuki programowania, wigc postanowil wziaé sprawy

w swoje rece i stworzy¢ wlasny system sktadu tekstu, ktéry stuzyltby, jak pisat, do
tworzenia pieknych ksigZek, a szczegolnie ksigzek zawierajgcych duzo matematyki.
Zamiast planowanego p6t roku praca ta pochtoneta okoto osmiu lat. W efekcie powstal
system, ktéry zrewolucjonizowal sktad prac naukowych, ksiazek i innych wydawnictw
(bardzo popularne sg rézne rozszerzenia TpXa, takie, jak np. INTRX).

TEX i jego odmiany to tzw. procesory tekstu — wezytujag one tekst i formatuja go
zgodnie z zawartymi w nim znacznikami. Mniej zorientowani Czytelnicy moga
skojarzy¢ to z jezykiem HTML, stuzacym do opisu stron WWW — tres¢ strony jest
zapisana w pliku, a przegladarka przetwarza go, zmieniajac znaczniki na obrazki,
pogrubienia, tabelki, odnoéniki itp. TEX dziata na tej samej zasadzie. Na przyktad

polecenie \sum_{i=1}"\infty {1 \over i"2} = {\pi~2 \over 6}
=1

wstawla wzor Z = = 5
i=1

TEX faktycznie okazal si¢ niezwykle przydatny do sktadu tekstéw matematycznych

i zmonopolizowal pod tym wzgledem caly $wiat (o ile mozna tu w ogéle méwié

o monopolu — wszak TEX jest darmowy; patrz www.gust.org.pl), unieSmiertelniajac

tym samym swego tworce.

Polecamy Czytelnikom wyklad Donalda Knutha dostepny pod adresem http://www.ams.org/notices/200203/fea-knuth.pdf
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Prefiksem stowa nazywamy dowolny
jego fragment poczatkowy, a sufiksem —
dowolny fragment koncowy.

\

<

*Instytut Informatyki, Uniwersytet
Warszawski

Tablice prefikso-sufikséow
Wojciech RYTTER ™

W roku 1971 ukazal sie jeden z najwazniejszych artykuléw zwiazanych

z algorytmika tekstéw: Fast pattern matching in strings (STAM

J. Comput. 6 (1977): 323-350). Autorami byli: Knuth, D.E., Morris Jr, J.H.,
oraz Pratt, V.R. W artykule tym gléwnym problemem bylo tzw. dopasowywanie
wzorca (ang. string-matching). Opisano konstrukeje algorytmu znanego

péZmiej jako algorytm Knutha—Morrisa—Pratta (w skrécie KMP). Kluczowymi
strukturami danych w algorytmie sa tablice zwane failure tables, ktére beda
tematem tego artykulu. Nazywamy je tutaj tablicami prefikso-sufiksow.

Tekst to ciag symboli zadany w tablicy x[1...m], ktérej elementami sa symbole
z pewnego alfabetu A. Liczbe m = |x| nazywamy dlugodcia tekstu. Zalézmy,

ze jedyne dopuszczalne operacje to poréwnania dwéch symboli. Dwa teksty sa
réwne, gdy sa rowne jako ciggi symboli.

Problem dopasowywania wzorca polega na wyszukiwaniu wszystkich
wystapien wzorca x w drugim tekscie y. Na przyklad wzorzec x = aba wystepuje
w stowie y = abababababb i to kilka razy: kolejne wystapienia wzorca koncza sie
na pozycjach 3,5,7,9. Piszemy, ze x = z[1 ... m] ma wystapienie na (koticzacej
wystapienie) pozycji k w tekscie y, gdy x = y[k —m + 1...k].

Prefikso-sufiksem (w skrocie psufiksem) danego tekstu z jest najdluzszy
wladciwy (nie bedacy calym z) prefiks tekstu o bedacy jednoczesnie sufiksem a.
W szczegdlnosci psufiksem moze by¢ slowo puste o dlugosci zerowej.

Na przyktad psufiksem tekstu x = abababab jest ababab, bo abababab =
= abababab = abababab i nie ma zadnego dluzszego slowa, ktore wystepowaltoby
jednoczesnie na poczatku i na koficu 2 (poza calym x).

Jesli x jest ustalone, to oznaczmy przez P|[k] rozmiar psufiksu stowa x[1...k].
Tablice P[0...|z|] nazwiemy tablica psufikséw. Wartosé P[0] nie jest oznaczona,
przyjmiemy P[0] = —1. Na przyklad dla @ = ababababbaa mamy

P[0...11] =[-1,0,0,1,2,3,4,5,6,0,1,1].
Przedstawimy jeden z mozliwych algorytméw liniowych obliczania tablicy P.

Jest to iteracyjna wersja algorytmu rekurencyjnego, ktéry mozna otrzymac,
korzystajac z nastepujacego faktu (zachecamy Czytelnika do zrobienia rysunku):

zljl = =[P[j =1+ 1] = P[jl = Plj - 1] + L

Algorytm Obliczanie- Psufiksow;
Pl0] := —1; t:= —1;
for j: =1 to m do
while ¢t > 0 and z[t + 1] # z[j] do t := P[t];
t:=t+1; P[j]:=t

Zlozono$¢ liniowa wynika stad, ze w kazdej iteracji zwiekszamy wartosé ¢ co
najwyzej o jeden, a wykonanie kazdej operacji t := P[t] zmniejsza warto$¢ ¢ co
najmniej o jeden.

Zobaczmy, jakie nieoczekiwane zastosowania ma tablica P.

Obliczanie minimalnego okresu. Pojeciem dualnym do psufiksu jest okres
stowa. Okresem tekstu x jest niezerowa liczba naturalna p, taka ze z[i] = z[i + p),
dla kazdego ¢, dla ktérego obie strony sa zdefiniowane. Przez per(x) oznaczmy
minimalny okres x. Okres tekstu = mozemy wyliczy¢ ze wzoru

per(z[l...n]) =n— P[n].
Problem dopasowywania wzorca off-line. Niech |z| = m, |y| =n
oraz niech # bedzie ,nowym” symbolem. Chcemy znalezé wystapienia
wzorca ¢ w tekscie y. Obliczmy tablice P dla stowa x#y. Wtedy x
wystepuje na (konczacej wystapienie) pozycji k& w y dokladnie wtedy, gdy
Pm+k+1] =m.
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W tym problemie szukamy szablonu,
ktéry mozna przyltozyé kilka razy

do $ciany, tak aby po ,pociagnigciu”
sprayem otrzymaé napis . Chcemy,

zeby szablon byt mozliwie oszczedny
(krétki). Na przyklad do uzyskania stowa
x = abaabaa wystarczy szablon z = abaa
— trzeba go przylozy¢ na pozycjach 4 i 7.

Co to znaczy on-line? Mozemy
wykorzystac¢ jedynie O(|z|) pamieci,

a tekst y wezytujemy ,litera po literze”,
na biezgco udzielajac odpowiedzi (tekst y
moze by¢ za dlugi, aby zmiescil sie

w pamigci, albo mozemy nie znac¢ z géry
jego dlugosci).

Rozwigzanie zadania M 1193.

Niech X bedzie takim punktem, ze
tréjkat EGX jest réwnoboczny, jak
pokazano na rysunku. Rozpatrzmy obrét
Rp o $rodku D i kacie —60°. Obrét ten
przeprowadza punkty A i F' odpowiednio
na punkty G i C. Nastepnie rozpatrzmy
obrét Rg o $rodku E i kacie 60°.

Obrét ten przeprowadza punkty G i C
odpowiednio na punkty X i B.

Zatem zlozenie R o Rp jest
przesunigciem, ktére przeprowadza
punkty A i F odpowiednio na punkty X
i B. Wobec tego czworokat AFBX jest
réwnoleglobokiem, skad wynika, ze punkt
M — $rodek odcinka AB, jest réwniez
$rodkiem odcinka FX.

Rozpatrzmy jednoktadnos$é o srodku F

i skali % Jednokladno$é ta przeprowadza
tréjkat réwnoboczny X EG na tréjkat
MNP, a wigc trojkat MNP jest réwniez
réwnoboczny.

Problem najkroétszego stowa pokrywajacego. Wystapienie stowa z

na pozycji k stowa x pokrywa pozycje [k — |z| + 1...k] w slowie . M6éwimy,

ze stowo z pokrywa tekst, gdy kazda pozycja w x jest pokryta przez pewne
wystapienie z w x. Chcemy znalezé najkrétsze stowo z, ktore pokrywa tekst x.
Takie z musi by¢ jednocze$nie prefiksem i sufiksem z. Wystarczy policzy¢ jego
dlugosé. Minimalna dlugosé z pokrywajacego z[1 ... k| oznaczamy przez Pokr[k].
Korzystamy pomocniczo z wartodei Z[k]: jest to dlugo$é najdtuzszego fragmentu
z[1...i], ktéry mozna pokry¢ stowem, bedacym najkrétszym pokryciem stowa
x[1...k]. Je$li mamy obliczona tablice P slowa x, to nastepujacy algorytm liczy
wszystkie wartosci Pokr[k]:

Algorytm Najkrotsze- Pokrycie
for i:=1tondo
Zi] =i, Pokr[i] =i

for i:=2tondo
if P[i] > 0 and i — Z[Pokr|[Pli]]] < Pokr[P]i]] then
Pokr|i] :== Pokr|[Pli]], Z|Pokr[Pli]]] := i;

Problem dopasowania wzorca on-line. Zalézmy, ze wyszukujemy wzorzec x
w tekscie y = aqas .. . a, (zakonczonym symbolem #), ktérego symbole
wezytujemy kolejno z wejécia. Na wyjsciu mamy wypisywac 1, gdy po wezytaniu
symbolu a; pozycja i jest jednym z konczacych wystapien x, a 0 w przeciwnym
przypadku.

Algorytm Dopasowanie-on-line
J=0
while true do
czytaj nastepny symbol s tekstu y;
if s = # then STOP
j = nastepny(j, s);
if j = m then write 1 else write 0;

Funkcje nastepny mozemy zaimplementowaé nastepujaco, korzystajac
z tablicy P stowa x:

funkcja nastepny(t, s)
if t = m then ¢ := P[m];
while ¢t > 0 and z[t + 1] # s do t := PJt];
return ¢t + 1;

Jedli x = aba, y = abababababb#, to algorytm wypisze ciag 00101010100.

Algorytm Dopasowanie-on-line z tak dzialajaca funkcja nastepny dziala w czasie
liniowym i jest wersja algorytmu KMP. Oryginalna wersje algorytmu KMP
otrzymamy, gdy zamiast tablicy psufikséw uzyjemy tablicy P’ silnych psufiksow.
Niech |z| = m. Definiujemy P’[m] = P[m] oraz dla j < m definiujemy P’[j] jako
najwieksza liczbe naturalna k > 0, taka ze x[1...k] jest sufiksem z[1...j] oraz
dodatkowo x[j + 1] # z[k + 1]. Jesli takiej liczby nie ma, to P'[j] = —1. Wartosci
tablicy P’ moga by¢ znacznie mniejsze niz wartosci tablicy P. Na przyklad, dla
x = abaab mamy

P0...5]=[-1,0,0,1,1,2]; P[0...5]=[-1, 0, =1, 1, 0, 2].
Oznaczmy przez nastepny! funkcje nastepny, w ktérej zamiast tablicy P
uzywamy P’

Zauwazmy na koniec, ze wartosci funkcji nastepny mozna zawczasu stablicowaé

w tablicy NASTEPNY]j,s]=nastepny(j,s):

Algorytm Obliczanie tablicy NASTEPNY
{Niech x = ajaz ... amn}
NASTEPNY|0,a1] := 1; NASTEPNY[0,s] := 0 dla s # a1;
fori:=1tom—1do
NASTEPNY [i,a;41] =i+ 1;
NASTEPNY [i,s] := NASTEPNY [P[i],s] dla s # a;t1;
NASTEPNY [m, s| := NASTEPNY [P[m], s] dla kazdego s;



Po co funkcje nastepny i nastepny/, skoro mozemy skorzystaé¢ od razu z tablicy
NASTEPNY? Jedli rozmiar alfabetu (liczba symboli s) jest duzy, to tablica
NASTEPNY ma rozmiar kwadratowy wzgledem m i nie uzyskamy liniowych
zlozonosci. Natomiast tablica NASTEPNY jest swietna dla matych alfabetéw,
w szczegblnosci dla alfabetu binarnego.

Zakonczymy, stawiajac kilka problemow.

Problem 1. Udowodnij, ze liczba miejsc niezerowych w tablicy NASTEPNY dla
tekstu z nigdy nie przekracza 2 |z|.

Problem 2. Niech ¢t > 2. Udowodnij, ze liczba poréwnan symboli (instrukeji
z[t + 1] # s) w funkeji nastepny/(t, s) (gdzie stosujemy tablice silnych
psufikséw) jest rzedu O (logt), podczas gdy liczba ta w funkeji nastepny(t, s)
(stosujacej tablice P) jest rzedu ©(t). Inaczej méwiac, opdZnienie w algorytmie
Dopasowanie-on-line miedzy wczytaniem kolejnego symbolu z wejscia

i dostaniem odpowiedzi jest logarytmiczne, gdy uzywamy silnych psufikséw,

a liniowe, gdy normalnych.

Problem 3. Udowodnij, ze algorytm Dopasowanie-on-line z implementacja
nastepny! lub nastepny dziata w czasie liniowym.

Problem 4. Zmodyfikuj algorytm Obliczanie- Psufiksow tak, aby w czasie
liniowym liczyt tablice P’ silnych psufiksow.

Problem 5. Napisz liniowy algorytm tablicowania funkcji nastepny!.

Problem 6. Udowodnij poprawnoéc¢ algorytmu Nagkrotsze-Pokrycie.

Problem 7(!!). Napisz program, ktéry dla nieduzych n szybko liczy liczbe
wszystkich ciagéw liczbowych dlugosci n, ktére sa tablicami P dla pewnego

tekstu.

O notacji asymptotycznej w analizie algorytmoéw

tukasz KOWALIK ™

Zalézmy, ze mamy dwa algorytmy dla tego samego
problemu i oba sg poprawne. Ktory z nich jest szybszy?
Od razu powstaje pytanie: jak zmierzy¢ czas dzialania
algorytmu? Cho¢ informacja, ze nasz algorytm dziata
tyle a tyle minut na pewnym komputerze dla pewnych
danych wejsciowych, daje nam jakie$ pojecie o jego
skutecznosci, jest to jednak informacja bardzo niepelna.
Po pierwsze, nie mamy gwarancji, ze na innych danych
(nawet tego samego rozmiaru), ktére moga si¢ pojawic,
nasz algorytm nie bedzie dzialal znacznie wolniej.

Po drugie, nie mamy zadnego wyobrazenia na temat
dziatania algorytmu dla wiekszych danych. Po trzecie
wreszcie, wraz z postepem technologii pojawiaja sie
kolejne generacje komputeréw i tego typu informacja
szybko sie dezaktualizuje.

Rozwazmy konkretny przyktad algorytmu. Dana jest
tablica liczb naturalnych a[l...n], uporzadkowana
niemalejaco. Nalezy sprawdzi¢, czy a zawiera dang
liczbe z. Uzyjemy klasycznego algorytmu wyszukiwania
binarnego. Z grubsza rzecz biorac, nasladuje on
wyszukiwanie numeru w ksiazce telefonicznej, ale takiej,
w ktorej nie mamy zadnej pewnosci, czy istnieja np.

*Instytut Informatyki, Uniwersytet Warszawski
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jakiekolwiek nazwiska zaczynajace sie na ,A”.
Zaczynamy od poréwnania x z a[|n/2]]. Jesli mielismy
szczedcie, znalezlidmy x 1 konezymy. Jedli 2 < a[|n/2]],
wiemy, ze mozemy ograniczy¢ poszukiwania
doa[l...|n/2] — 1], a w przeciwnym przypadku

do a[|n/2] + 1...n]. Powiedzmy, ze zdarzyl sie ten
drugi przypadek. Mamy do czynienia z takim samym
problemem, tylko o potowe mniejszym. Postepujemy
wiec tak samo jak poprzednio, czyli poréwnujemy x

z elementem $rodkowym ciagu a[|n/2] +1],...,a[n].
Ponownie albo znajdujemy x, albo redukujemy
przestrzen poszukiwan o potowe, itd. W koncu moze
sie zdarzy¢, ze przestrzen poszukiwan stanie si¢ pusta
— wtedy konczymy ze stwierdzeniem, ze x nie ma

w tablicy.

Jesli chcemy uniezalezni¢ nasza miare czasu dzialania
algorytmu od konkretnych danych, to — innymi stowy —
chcemy rozwazy¢ wszystkie mozliwe zestawy danych.
Zwykle algorytmy dziataja dtuzej dla wigkszych

danych. Stad naturalny pomyst: jako miare zlozonosci
(szybkosci) algorytmu przyjmiemy maksymalny czas
dziatania algorytmu dla danych rozmiaru n. Jest to tzw.
zloZonosé pesymistyczna. Widzimy, ze jest to funkcja
postaci T': N — N. Sprébujmy znalezé funkcje T dla
wyszukiwania binarnego, ale zamiast czasu bedziemy



zliczaé¢ porownania x i elementéw tablicy a. Jest

dosy¢ jasne, ze poréwnan jest najwiecej, gdy x nie

ma w tablicy — algorytm koniczy dzialanie dopiero,

gdy przedzial jest pusty. Widzimy wiec, ze spelniona
jest zalezno$é rekurencyjna T'(n) = 1+ T'(|n/2]) oraz
T(0) = 0. Podstawmy n = 2*. (Gdy n nie jest potega 2,
bierzemy pierwsza taka potege wieksza od n.) Mamy
wtedy

TEM) =1+TR" ) =14+1+T2" ) =...=k+ 1.
Dostalismy zatem
T(n) =logyn+1,
gdy n jest potega 2 i
T(n) = [logyn] + 1
w og6lnosci. (Patrz takze artykul P. Kiciaka w Delcie
10/2007.)

Funkcja T'(n), ktora okresliliSmy przed chwila, unika
wszystkich trzech wymienionych wad ,,podejscia

ze stoperem”: nie zalezy od konkretnych danych,
mozemy obliczy¢ jej wartoéé¢ dla dowolnych, nawet
bardzo duzych wartoéci n i nie zalezy od wtasciwosci
sprzetu. Pozostal do wyjasnienia jeden problem: czy
ma jaki$ zwiazek z ,prawdziwym” czasem wykonania

algorytmu na konkretnym komputerze? Na szczeScie ma.

Na kazdy program uruchamiany w komputerze mozemy
patrzeé jak na ciag tzw. instrukcji maszynowych (np.
poréwnanie, dodanie dwéch liczb, przypisanie itd).
Kazda taka instrukcja maszynowa ma Scisle okreslony
czas wykonania (powiedzmy, w nanosekundach).
Patrzac na algorytm wyszukiwania binarnego, widzimy,
ze pomiedzy dowolnymi dwoma poréwnaniami
wykonywana jest pewna ograniczona liczba instrukcji
maszynowych. Ich czas mozemy wiec ograniczy¢ przez
pewna stala (powiedzmy, ze dla naszego komputera
jest to 1,23 milisekundy). Otrzymaliby$my jako
wniosek, ze ,,prawdziwy” czas dzialania algorytmu

nie przekracza 1,23 - ([logy n] 4+ 1) milisekund. Nasza
funkcja T'(n) reprezentuje wiec ,prawdziwy” czas,

tyle ze z doktadnoscia do statej, przez ktéra trzeba ja
przemnozy¢. Ta stata jest z wielu powodéw klopotliwa
— jak widzieliémy, zalezy od uzytego sprzetu, a jej
dokltadne obliczenie bytoby niezwykle zmudne.

W wielu przypadkach stala przed funkcja zlozonosci
jest po prostu nieistotna. Wyobrazmy sobie, ze
wyszukiwanie binarne poréwnujemy z naiwnym
algorytmem, ktéry po prostu sprawdza kolejno komoérki
tablicy od a[1] do a[n]. Powiedzmy, ze udalo nam sie
oszacowac czas algorytmu naiwnego na 0,3n milisekund.
Cho¢ 0,3 < 1,23 to np. dla n = 1000 mamy

1,23 - ([loggn] + 1) = 1,23 - 11 < 0,3 - 1000.
By¢ moze dla pewnych malych wartosci n algorytm
naiwny jest lepszy od wyszukiwania binarnego,
te wartosci nas jednak nie interesuja — wtedy oba
algorytmy dziataja bardzo szybko. Dlatego, podajac
zlozonosé algorytmu, stata pomija sie. Z tych samych
powodéw pomijamy takze sktadnik 41”7 (nawet gdyby
bylo to ,,4100”).

W podrecznikach algorytmiki ztozonosé czasowa
wyszukiwania binarnego zapisuje sie jako O(logn). Jest
to notacja asymptotyczna lub notacja duzego O. Chyba
czas juz na dokladng definicje. Méwimy, ze

f(n) = O(g(n)),

gdy istnieja takie stale c i ng, ze dla n > ng zachodzi
f(n) <c-g(n).
Dla przyktadu,
1,23 - ([logy n] + 1) = O(logy 1),
gdyz mozemy wziaé np. ¢ = 5 i ng = 2. Oto wiecej
przyktadéw:

1
gnQ +100n = O(n?),

n = 0(n?),
1001ogy n 4+ 10 = O(n),
logygn = O(log, n),
n2™ = 0(2,001").
Podsumowujac: piszac, ze zlozono$¢ czasowa jakiegos
algorytmu jest O(g(n)), mamy na mysli, ze czas jego
wykonania dla danych rozmiaru n nie przekracza

f(n) sekund, dla pewnej funkcji f spelniajacej
f(n) = O(g(n)).

Czy mozna wyszukiwaé liczby w posortowanej tablicy
lepiej niz wyszukiwaniem binarnym? W dowolnej chwili
wykonania algorytmu istnieje pewien przedzial [i, j]
indekséw a, w ktorym liczba x moze sie znajdowac.

Po wykonaniu poréwnania x z pewnym elementem
tablicy a[k] ten przedzial zmniejsza sie do [, k — 1]

lub [k + 1, j]. Widzimy jednak, ze dla konkretnego
algorytmu i tablicy a mozemy tak ztosliwie dobraé z,
zeby przy kazdym poréwnaniu x byl w wiekszym

z tych dwéch przedziatdéw, a wiec by przedzial,

w ktérym x moze sie znajdowaé, zmniejszal sie co
najwyzej dwukrotnie. Ta argumentacja prowadzi

do dowodu, ze kazdy algorytm musi wykonaé co
najmniej logy n + 1 poréwnan w najgorszym przypadku.
Wiele o0s6b pisze w takiej sytuacji ,,ztozonosé dowolnego
takiego algorytmu jest co najmniej O(logn)”, choé
przeciez w definicji ,,duzego O” mowa jest o gérnym
ograniczeniu. Takie zwyczaje irytowaly Donalda
Knutha, dlatego w 1976 roku wprowadzil analogiczne
notacje §2 i ©. Mianowicie f(n) = Q(g(n)), gdy

istnieja takie state c i ng, ze dla n > ng zachodzi

f(n) = c-g(n) (na przyktad 0,01n? = Q(n)). Poprawnie
jest wiec powiedzieé, ze kazdy algorytm wyszukujacy

w posortowanej tablicy dang liczbe za pomoca
poréwnan ma zlozono$é Q(logn). Mozemy tez
powiedzieé, ze istnieja dane, dla ktérych algorytm
naiwny dziala w czasie Q(n). Wreszcie, w sytuacji

gdy f(n) = O(g(n)) i f(n) = Qg(n)), piszemy

f(n) =0©(g(n)) (na przyklad log, n = ©(log, n) dla
dowolnych a,b > 1 — dlatego piszemy zwykle po prostu
O(logn) lub ©(logn) bez podawania podstawy — nie ma
ona znaczenia). Mozemy wiec powiedzieé, ze zlozonosé
pesymistyczna wyszukiwania binarnego wynosi O(logn).



L...]

Rozwigzanie zadania M 1194.
Oznaczmy przez l, (k=1,2,...,100)
prosta, ktéra przechodzi przez dokladnie
k punktéw zbioru S. Ze zbioru S
bedziemy usuwaé¢ punkty w nastepujacy

sposo6b.

W pierwszym kroku usuwamy wszystkie
punkty zbioru S, ktoére leza na
prostej l50. Punktéw tych jest 50.

W i-tym kroku (¢ = 2,3,...,51) usuwamy
wszystkie punkty zbioru S, ktére leza na
prostej lyg4; i ktore nie zostaly usunigte
w krokach o numerach mniejszych od 7.
Poniewaz po wykonaniu i—1 krokéw

z prostej lag4,; usuneliSmy co najwyzej

i — 1 punktéw, wigc w i-tym kroku
usuwamy co najmniej 49 + i — (i—1) = 50

punktéw.

Zatem lacznie wykonujemy 51 krokéw,

a w kazdym kroku usuwamy co najmniej
50 punktéow. Wobec tego zbiér S musi
zawiera¢ co najmniej 50 - 51 = 2550

punktéw.

Uwaga: Mozna skonstruowaé zbior S
ztozony z dokladnie 2550 punktow,
spelniajacy warunki zadania.

*Instytut Informatyki, Uniwersytet
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(100),6 centéw za blad

Donald Knuth z niezwykta, wrecz pedantyczna starannoscia dba o to, aby

w jego ksiagzkach nie bylo bledéw. Niestety, mylenie sie jest rzecza ludzka

i kazdy, kto sprobuje napisa¢ kilkusetstronicowy tekst, a tym bardziej tekst
techniczny czy matematyczny, peten réznych symboli, przekona sie, ze pomylek
uniknaé si¢ nie da.

Donald Knuth zacheca czytelnikéw do debugowania (powszechnie uzywany
przez informatykéw termin oznaczajacy usuwanie bledéw) swoich ksiazek.
Pierwszemu znalazcy dowolnego bledu technicznego, typograficznego lub
historycznego wyplaca kwote 256 centéw amerykanskich, wysylajac mu stosowny
czek. Dzigki temu znaleziono juz tysiace mniejszych lub wiekszych usterek.
Wydaje sie jednak, ze Knuth nie poniést przy tym wiekszych wydatkow, bo
beneficjenci tych czekow na ogdl ich nie realizuja, chcac je sobie zachowaé

jako mita pamiatke. Poniewaz Donald Knuth nadal intensywnie pracuje nad
kolejnymi tomami swojego dziela o sztuce programowania (The Art of Computer
Programming), to ciagle sa duze szanse na ,zarobienie” kilku dolaréw — nagroda
256 centow jest mnozona przez liczbe znalezionych btedéw.

Natomiast nagroda za poprawienie wyniku matematycznego lub

rozwiazanie jednego z otwartych probleméw zamieszczonych w ksiazce jest
yuniesmiertelnienie” autora poprzez umieszczenie jego imienia i nazwiska

na kartach ksiazki. Znalezienie ciekawego rozwigzania moze ponadto zostac
wyrodznione osobistym listem od profesora Knutha, napisanym odrecznie,
olowkiem, na prywatnej papeterii. Jest to wyréznienie, gdyz profesor Knuth jest
bardzo zapracowana osobg i rzadko tak odpisuje, a jego korespondencja zajmuje
sie sekretarka. Piszacy te stlowa czuje sie zaszczyconym posiadaczem takiego
listu.

Tego, jak zglasza¢ poprawki i rozwigzania probleméw, mozna dowiedzie¢ sie,
odwiedzajac strone internetowa

http://www-cs-faculty.stanford.edu/ knuth

Przed wystaniem czegokolwiek nalezy tam zajrze¢ i upewnié sie, czy takiej
poprawki juz kto$ nie zglosil i czy problem nadal pozostaje nierozwigzany.

I na koniec informacja dla polskich czytelnikéw, czytajacych Knutha

w thumaczeniu. Powyzsze dotyczy tylko oryginalnych angielskojezycznych wydan
jego ksiazek. Usterki redakcyjne do polskich wydan mozna prébowac zglaszac
tlumaczom, ale, niestety, na otrzymanie czeku nie mozna wtedy liczy¢.

Marcin PECZARSKI *
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Proéznia nie do$é¢ prézna

Wedtug kwantowej teorii pola, najlepszego znanego

nam opisu rzeczywistosci na poziomie mikroskopowym,

z prozni, czyli stanu przestrzeni o najnizszej energii,

a wiec pozbawionego czegokolwiek, mozna wydobyé

w zasadzie cokolwiek. Wystarczy na préznie podziataé
operatorem kreacji tego czego$. Dzialalnosé taka podlega
jednak restrykcjom w postaci praw zachowania, z prawem
zachowania energii na czele. Pozornie niewiele wiec ta
mozliwo$é zmienia. A jednak wystarczy, zeby stan fizyczny
mial minimalng choé asymetrie, aby ta potencjalnosé prézni
dawata mierzalne, cho¢ w nieekstremalnych warunkach
niezwykle subtelne, zmiany.

Asymetrie taka moze powodowaé obecnosé czegokolwiek
roznego od prozni. Asymetria jest wyrazniejsza, jezeli

w danej sytuacji mamy do czynienia tylko z materia i mamy
do dyspozycji duzo energii. Wlasnie tak bedzie wygladaé
zderzanie jader olowiu w majacym w tym roku ruszy¢
Wielkim Zderzaczu Hadronowym LHC (Large Hadron
Collider). Co prawda gtéwnie bedzie on dziatal w modzie
zderzajacym protony z protonami, ale na ciezkie jony tez
ma przyjsé kolej i juz teraz nalezy sie zastanawiaé¢ nad
konsekwencjami.

Zderzacz LHC ma dziataé przy maksymalnej energii, na
jaka mozna sobie pozwoli¢ w wydrazonym juz ponad ¢éwieré
wieku temu kotowym tunelu, w ktérym do roku 2000. dziatat
zderzacz elektronowo-pozytonowy LEP (Large Electron
Positron collider). W przypadku rozpedzania protonéw lub
ciezkich jonéw maksymalna energie mozna uzyskaé tylko
dzieki maksymalnemu polu magnetycznemu magneséw
zakrzywiajacych trajektorie czastek. To maksymalne pole
mozna uzyskaé tylko w magnesach nadprzewodzacych,
ktérych efektywne chtodzenie wymaga uzycia nadcieklego
helu. W rezultacie wnetrza magneséw beda schtodzone do
temperatury 1,9 K.

Jakiekolwiek dodatkowe zrédto ciepta moze powodowaé
przekroczenie tej temperatury i, w konsekwencji, spadek
pola i utrate wiazki, ktére to zdarzenie moze spowodowaé
olbrzymie szkody, gdyz energia zmagazynowana w wiazce
bedzie rzedu energii kinetycznej rozpedzonego samochodu.

Okazuje sig, ze w przypadku wigzki jonéw otowiu odkryte
niedawno zrédlo ciepla jest konsekwencja istnienia prézni [1].
W zderzaczu przeciwbiezne wiazki czastek (jonéw) co chwila
przelatuja przez siebie. W wiekszosci przypadkow takie
spotkanie nie prowadzi do niczego poza mozliwoscia kreacji
pary elektron-pozyton z prézni wtasnie. Wykorzystujac
mikroskopijny utamek energii potencjalnego zderzenia jonéw,
para taka moze staé sie para rzeczywista (w odréznieniu

od pary wirtualnej, ktéra musiataby z powrotem sie
unicestwi¢). Pozyton jest przez dodatnio natadowane jadra
odpychany, ale elektron moze zosta¢ przez nie schwytany.
Wtedy catkowity tadunek jonu zmienia sie i zakrzywianie
jego toru nie jest wystarczajaco skuteczne. Jon zmienia
orbite i uderza w $cianke rury prézniowej, powodujac jej
ogrzewanie w okreslonym miejscu. Nalezaloby sie w takim
razie zastanowié¢, jak silny mégltby by¢ to efekt, a jeszcze
lepiej go zmierzy¢.

W tym celu dokonano pomiaru [2] w dzialajacym zderzaczu
ciezkich jonéw RHIC (Relativistic Heavy Ion Collider).
Okazalo sig, ze strata energii jest minimalna i wynosi

0,2 mW. W czasie tych testéw wiazka byla ztozona z jonéw
miedzi ®*Cu®*" o energii 6,3 TeV (100 GeV na nukleon).
Natomiast w LHC beda krazy¢ jony otowiu 25 Ph52+

o energii 574 TeV (2,76 TeV na nukleon). Poniewaz
omawiany efekt zalezy od tadunku jonu w siédmej potedze
oraz od energii, intensywnosci, a takze innych parametréw
wiazki, to okazuje sie, ze bedzie on 5 rzedéw wielkosci
silniejszy w czasie nominalnej pracy LHC niz w czasie testow
w RHIC [1]. Deponowana w wyniku jego dziatania moc
wynosi¢ wigc bedzie okoto 25 W.

Jest to wartosé na tyle duza, ze omawiany efekt bedzie
musial by¢ wziety pod uwage przy dobieraniu parametréw
wiazki.

Okazuje sig, ze nawet préznia moze nie by¢ wystarczajaco
prézna.

Przesunieta granica

Ciezkojonowy program LHC ma za cel glebsze zrozumienie
proceséw zachodzacych przy gestosciach materii

i temperaturach istniejacych tuz po Wielkim Wybuchu.
Jadra atomowe uzywane w takich eksperymentach petnig
tylko pomocniczg role.

We Wszechs$wiecie mozemy jednak obserwowaé zjawiska,
takie jak wybuchy supernowych, ktérych zrozumienie nie
jest mozliwe bez okreslenia, jakie izotopy w ogble moga
wystepowaé oraz jaki jest ich czas zycia.

Poszukiwanie nieznanych izotopéw, czyli choéby bardzo
lekko zwiazanych asocjacji protonéw i neutronéw, zmierza
w dwdéch gtéwnych kierunkach. Pierwszym jest poszukiwanie
coraz masywniejszych pierwiastkéw, czyli izotopdéw
zawierajacych jak najwiekszg liczbe protonéw. Drugim —
poszukiwanie izotopéw danego pierwiastka o jak najwiekszej
liczbie neutronéw.

Ostatnio wtasnie na tym drugim polu dokonano
zaskakujacego odkrycia w National Superconducting
Cyclotron Laboratory (NSCL), dziatajacym w Michigan [3],
odkrywajac trzy nieznane izotopy joMgas, 13Alag 1 15Als0.
Zaskoczenie jest gléwnie zwiazane z wyprodukowaniem
nieparzysto-nieparzystego aluminium 42, ktére wedtug
wiodacych modeli nie powinno w ogdle istnieé¢ jako

stan zwiazany. W ten sposob granica maksymalnej

liczby neutronéw, ktére moga wspélistnie¢ z protonami

w jadrach magnezu i aluminium, zostala przesunieta poza
przewidywana do tej pory wartosé.

Piotr ZALEWSKI

[1] P. Schewe, The Vacuum Strikes Back, Physics News
Update 841#1(2007), www.aip.org/pnu/2007/split/841-1.html

[2] R. Bruce i inni, Observations of Beam Losses Due to Bound-Free
Pair Production in a Heavy-Ion Collider
Phys. Rev. Lett. 99(2007)144801

[3] G. Koch, NSCL news www.nscl.msu.edu/magnesium40



Ladowanie na Tytanie
Krzysztof ZIOLKOWSKI™

x

Tytan jest najwiekszym ksiezycem Saturna i jednym z najbardziej intrygujacych
cial Ukladu Stonecznego. Odkryty zostal w 1655 roku przez holenderskiego
fizyka i matematyka (a takze prawnika) Christiaana Huygensa (1629-1695)
jako dwunasty obiekt poruszajacy sie wokdl Stonica (w polowie XVII wieku
znano jedynie 6 planet od Merkurego do Saturna, ziemski Ksiezyc i 4 ksiezyce
galileuszowe Jowisza). Podobno doskonalo$é liczby 12 cial niebieskich,
nalezacych do rodziny Stofica, powstrzymywala Huygensa od poszukiwan
dalszych satelitow Saturna; nastepny zostal dostrzezony dopiero w 1671 roku
przez Cassiniego. Tytan obiega Saturna w okresie prawie 16 dni po niemal
kolowej orbicie polozonej w plaszczyznie jego réwnika w Sredniej odleglosci
od $rodka 1,2 mln km (okoto 20 promieni planety). Rozmiarami przewyzsza
nasz Ksiezyc, a nawet Merkurego; jego kulisty glob o promieniu 2575 km ma

$rednig gestosé 1,88 g/cm?. Podobnie jak w przypadku ziemskiego Ksiezyca
okres rotacji Tytana jest réwny okresowi obiegu wokél Saturna. Jako jedyny

ze znanych satelitow planetarnych otoczony jest gruba atmosfera, ponad péttora
raza gestsza od ziemskiej.

Pierwszych podstawowych wiadomo$ci o Tytanie
dostarczyly przede wszystkim przelatujace kolo Saturna
sondy kosmiczne: Pioneer 11 (wrzesien 1979), Voyager 1
(12 listopada 1980 r. zblizyl sie do Tytana na odlegtosé
zaledwie 4500 km) i Voyager 2 (sierpien 1981). Uzyskane
dzieki nim informacje wydawaly sie wskazywac, ze
warunki panujace dzis$ na tym ksiezycu moga by¢
podobne do warunkéw panujacych na Ziemi kilka
miliardéw lat temu, czyli w czasach, gdy powstawalo
na niej zycie. W atmosferze skladajacej sie gléwnie

z azotu (95%) odkryto aerozole utworzone z czasteczek
organicznych, ktére, pochlaniajac $wiatlo stoneczne,
blokuja optyczny dostep do powierzchni. Niedajaca

sie zaobserwowac¢ nawet przez najwieksze teleskopy
powierzchnia Tytana pozostata wiec niewidoczna takze
i dla sond, ktére znalazly sie w stosunkowo niewielkiej
odleglosci od tego intrygujacego obiektu.

Nic wiec dziwnego, ze w programie misji kosmicznej
Cassini, poswieconej kompleksowym, kilkuletnim
badaniom Saturna, poczesne miejsce przypadlo
Tytanowi. Na pokladzie sondy Cassini (wystrzelonej

z Ziemi 15 pazdziernika 1997 r.) umieszczony zostal

— zbudowany przez Europejska Agencje Kosmiczna —
prébnik o nazwie Huygens (upamietniajacej odkrywce
Tytana), ktéry po odlaczeniu od okrazajacej planete
sondy w konicu grudnia 2004 r. opadl na spadochronie
na powierzchnie Tytana i 14 stycznia 2005 r. tagodnie
na niej osiadl. Probnik mial mase 373 kg, z czego

na aparature naukows przypadaly 43 kg i okoto 100 kg
na majaca ksztalt dysku o srednicy 2,7 m ostoneg
termiczna, ktora miata go chronié¢ podczas przelotu
przez atmosfere. Poniewaz o powierzchni Tytana prawie
nic nie wiadomo, wiec prébnik zostat tak skonstruowany,
aby mogl osiagsé zaréwno na twardej powierzchni, jak

i w ewentualnym oceanie cieklego metanu, ktérego
istnienia nie mozna bylo wykluczyé. Na pokladzie

*Centrum Badan Kosmicznych PAN w Warszawie
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prébnika znajdowalo sie 6 zestawdéw przyrzaddw:
kamera i radiometr spektralny, urzadzenie radarowe

do dopplerowskich pomiaréow predkosci wiatru, przyrzad
do analizy aerozoli, chromatograf gazowy oraz dwa
komplety czujnikow do badan atmosfery i pomiaréw
fizykochemicznych na powierzchni. Elementem

jednego z nich byt czujnik do pomiaru temperatury

i przewodnictwa cieplnego zaprojektowany i zbudowany
w Centrum Badan Kosmicznych Polskiej Akademii
Nauk w Warszawie. Urzadzenie skonstruowane przez
polskich naukowcéw i technikéw oparte zostato

na prostej zasadzie dzialania termometru oporowego,
ale warunki, w ktérych taki termometr musiat
funkcjonowaé, wymagaly zastosowania skomplikowanych
rozwiazan technicznych.

Zestaw czujnikéw do badan wlasnosci termicznych
Tytana sktada si¢ z czterech cylindrycznych kapsutek
wykonanych z metalu zwanego tytanem. Wzdtuz

osi kazdej z nich rozpiety jest bardzo cienki drucik
platynowy (o grubodci rzedu kilku mikronéw),

przez ktory przepuszczany jest prad elektryczny

o stalym natezeniu. Pomiar oporu elektrycznego

drutu dostarcza informacji o jego temperaturze, a tym
samym o temperaturze otoczenia. Ale przeplyw pradu
rozgrzewa drucik, a to z kolei powoduje ogrzewanie
zawartosci kapsutki. Szybkosé, z jaka rosnie temperatura
drutu, pozwala okresli¢ przewodnictwo cieplne materii
znajdujacej sie w kapsulce, a wigc zarowno atmosfery
Tytana, jak i ewentualnej cieczy znajdujacej si¢ na jego
powierzchni. Jednym z najtrudniejszych do pokonania
probleméw konstrukeyjnych bylta koniecznosé
zagwarantowania kapsutkom takiego systemu wlotu

i wylotu analizowanej substancji, ktéry eliminowalby
konwekcje w ich wnetrzu wymuszona ruchem probnika
np. podczas jego opadania w atmosferze Tytana. Inna
powazna trudnoscia byto umocowanie kapsul w calym
urzadzeniu, zapewniajace wytrzymanie przez cieniutkie
druciki przecigzen i wstrzaséw podczas startu sondy.



Drugim wkladem polskiej my$li technicznej do misji
Cassini bylo zaprojektowanie ukladéw elektroniki
analogowej, obstugujacych pieé¢ czujnikéw do badan
wlasnosci fizycznych. Szczegdlnie wysokie wymagania
stwarzal akcelerometr, ktéry generowal bardzo duzy
strumien danych pomiarowych w bardzo krétkim czasie,
a takze czujnik termiczny, od ktérego oczekiwano
doktadnosci absolutnej pomiaru temperatury rzedu 0,01
stopnia, a wzglednej nawet na poziomie 0,0001 stopnia.

Operacja ladowania na Tytanie rozpoczela sie, gdy
Huygens znajdowal si¢ w odlegloéci ok. 1300 km od
jego powierzchni, zblizajac sie do niej z predkoscia okoto
6200 m/s. Opor gérnych warstw atmosfery wyhamowal
go w ciggu niespelna 5 minut do predkosci ok. 400 m/s
(ostona termiczna rozgrzala sie wtedy do temperatury
ok. 1700°C). Na wysokosci ok. 155 km otworzyl sie
spadochron (o $rednicy 9 m), odrzucona zostala oslona
termiczna, a odstoniete przyrzady pomiarowe rozpoczely
prace. Kilkanascie minut pézniej, na wysokosci

ok. 120 km, gdy predko$¢ prébnika zmalata do ok.

80 m/s, nastapila zamiana spadochronu na mniejszy,
tzw. spadochron stabilizacyjny, ktéry doprowadzit

do zmniejszenia predkosci opadania do 4,6 m/s

w momencie zetkniecia sie z powierzchnia. Ladowanie
nastapito o godzinie 11:38 UT. Wszystkie dane
pomiarowe byly przekazywane w czasie rzeczywistym
droga radiowa do sondy Cassini przelatujacej w tym
czasie koto Tytana (minimalna odlegtosé miedzy

nimi wyniosla ok. 65 tys. km), a nastepnie zostaly
retransmitowane na Ziemie. Podczas opadania probnika
w atmosferze przyrzady dzialaly przez 2 godziny

i 27 minut, a po wyladowaniu prawdopodobnie jeszcze
przez ponad 2 godziny; sonda Cassini mogta jednak
odbiera¢ wyniki ich pomiaréw tylko przez 69 minut

od wyladowania Huygensa, gdyz potem skryla sie

za horyzontem i kontakt radiowy z prébnikiem
znajdujacym si¢ na powierzchni zostal przerwany.

Czas funkcjonowania przyrzadéw wynikal takze

z ograniczonego czasu zycia baterii zaopatrujacych

w energie wszystkie urzadzenia Huygensa.

Prébnik Huygens osiadl na twardej powierzchni,

ale o konsystencji mokrego piasku, o czym $wiadczyto
m.in. kilkumilimetrowe zaglebienie si¢ ladownika.
Doktadny pomiar temperatury przy powierzchni dat
wartosé 93,65 £ 0,25 K, a cidnienia 1467 = 1 hPa.
Sktadajaca sie przede wszystkim z lodu wodnego
powierzchnia w miejscu ladowania okazalta si¢ by¢
pokryta niewielkimi brytkami lodu podobnymi

do ziemskich otoczakéw. Na zdjeciu wykonanym

tuz po wyladowaniu naliczono ich co najmniej

50 o rozmiarach od 0,3 do 15 cm; wickszych nie
zauwazono. Obrazy powierzchni uzyskane ze zdje¢
zrobionych z wysokoéci kilku, kilkunastu, a nawet
kilkudziesieciu kilometréow ukazujg zréznicowanie

na tereny pofaldowane i zerodowane z licznymi
wyzlobieniami przypominajacymi koryta rzeczne, oraz
obszary plaskie, pozbawione jakich$ wyraznych struktur.
Rozdzielajaca je ostra granica wydaje si¢ jakby linia
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brzegowa ladu stalego i jeziora metanowego (by¢ moze
wyschnigtego). Istnienie takich jezior potwierdzily
pézniejsze sondowania radarowe powierzchni wykonane
z pokladu sondy Cassini podczas jej kolejnych przelotow
koto Tytana.

Atmosfera Tytana, zlozona gléwnie z azotu (Ns),
okazala si¢ bogata w zwiazki organiczne. Oprécz
najobficiej wystepujacego metanu (CHy) zaobserwowano
weglowodory, ktorych molekuly zawieraja az do

7 atoméw wegla (m.in. etan CoHg, acetylen CoHao,
propan C3Hg, cyjanowodér HCN). Azot i metan

tworzg ztozone weglowodory w reakcjach wywotanych
nadfioletowym promieniowaniem Sltonca oraz
wysokoenergetycznymi czastkami pochodzacymi

z magnetosfery Saturna. Zbadana in situ atmosfera
Tytana okazala sie¢ byé¢ wielkim, naturalnym
laboratorium chemii organicznej, w ktérym mozna
testowaé rézne koncepcje i modele oraz $ledzié procesy,
ktore prawdopodobnie doprowadzity do powstania
materii organicznej w pierwotnie beztlenowej atmosferze
Ziemi w poczatkowym okresie jej istnienia.

Wielka niewiadoma pozostaje jednak pochodzenie

na Tytanie metanu, ktorego czas zycia nie przekracza
20 mln lat. Pewnym tropem wiodacym ku rozwiazaniu
tej zagadki jest, by¢ moze, odkrycie w atmosferze
Tytana izotopu argonu *°Ar (w atmosferze Ziemi

jest on produktem rozpadu radioaktywnego potasu

w skorupie ziemskiej), ktérego obecnosé wydaje sie
Swiadczy¢, ze wnetrze Tytana w przeszloéci bylo,

a moze nawet i obecnie jest aktywne geologicznie.
PéZniejsze sondowania radarowe Tytana pokazaly, ze
wsrdd réznych utworéw na jego powierzchni da sie
wyodrebnié kotowe struktury o érednicy ok. 30 km,
ktorych nie zaobserwowano na zadnym innym ksiezycu
lodowym Saturna i ktére, by¢ moze, sa wulkanami,
zasilajgcymi atmosfere Tytana w metan.

W atmosferze Tytana wieja wiatry. Opadajacy

na powierzchnie prébnik Huygens zmierzyt ich predkosé,
dzigki czemu wiemy, ze najsilniejsze podmuchy, az

do 450 km/h, wystepuja na wysokosciach ok. 120 km

i wieja w tym samym kierunku, w ktérym obraca sie
glob ksiezyca. Im blizej powierzchni, tym sa stabsze;
po wyladowaniu przyrzady Huygensa zarejestrowaly
juz tylko lekki powiew — 3,6 km/h. Warstwa atmosfery
Tytana odlegta od powierzchni mniej wiecej od 40

do 140 km pelni role jonosfery, w ktérej gtéwnym
zrédlem jonizacji czastek wydaje sie promieniowanie
kosmiczne.

Podsumowujac, mozna powiedzieé, ze na Tytanie
dostrzezono takie same procesy geofizyczne, jakie
zachodza na Ziemi, ale chemia bioracej w nich udziat
materii jest zupelnie inna: wode zastapit pltynny
metan; ziemia sg osady czastek weglowodoréow; role
skal i kamieni pelni 16d wodny; zamiast lawy wulkany
na Tytanie wyrzucaja brytki lodu. Misja Huygens
pokazala, ze badania tego odlegtego od Stonca obiektu
moga wiele powiedzieé¢ o przeszlo$ci naszej planety

i powstaniu na niej zycia.



Przezroczysta folia, czyli od pakowania zakup6éw do
badania struktury tkanek miesSniowych  Piotr PODZIEMSKI

Kiedy rano w sklepie (najczesciej niewyspani) pakujemy zakupy

do przezroczystych, jednorazowych torebek, zdarza sig, iz zapominamy, co
F 0 I I A juz spakowalisémy. Wtedy albo wyjmujemy wszystko i pakujemy jeszcze raz,
albo wpatrujemy sie przez torbe, prébujac sprawdzi¢, co w niej jest. Ale w ten

sposéb wyraznie widzimy tylko te produkty, ktore sa blisko ,Scianek” siatki
— te znajdujace sie glebiej widzimy juz niewyraznie... W pierwszej chwili
nie zastanawiamy sie, dlaczego tak jest, a nawet w drugiej nie wydaje sie to
oczywiste.

Proponuje w tym miejscu przeprowadzi¢ malte do$wiadczenie. Umiesémy
kawalek wyzej wymienionej torebki do zakupéw, czyli po prostu cienkiej

folii polietylenowej, na drukowanym tekécie — nie bedziemy mieli zadnego
ktopotu z odczytaniem druku. Lecz w miare zwickszania odlegtosci miedzy
folia a tekstem druk staje si¢ coraz bardziej zamazany, a nawet znika (rysunki
21 3). Dlaczego tak si¢ dzieje? Jest to spowodowane rozpraszaniem swiatla

na folii, czyli odchylaniem biegu promieni swietlnych od kierunku pierwotnego
(rysunek 4). Lecz co jest przyczyna rozpraszania $wiatta na folii? Zanim
poznamy odpowiedZ na to pytanie, musimy dowiedzie¢ sie wiecej o polietylenie
Rys. 1, 2, 3. Zdjecie tekstu widzianego i rozpraszaniu Swiatta.

»golym okiem” (1) i widzianego przez
folie znajdujaca si¢ 10 cm nad tekstem,

7 wielu rodzajéw folii polietylenowych do badania zjawiska wybierzmy dwie:

dla dwoch ustawier plaszezyzny folie LDPE (low density polyethylene) i HDPE (high density polyethylene).

folii (2 i 3). Wida¢ wyraznie réznice Ta pierwsza, o matlej gestodci i krystalicznosci, jest bardziej migkka, lecz mniej
w rozpraszaniu dla obu ustawier. wytrzymata. W zwiazku z tym przy produkcji folia jest mniej rozciagana

Aby uwidocznié réznicg migdzy i w efekcie grubsza. Folia HDPE, o duzej gestosci i krystalicznodci, jest
rozpraszaniem w obu ustawieniach, sztywniejsza i wytrzymalsza, a te wlasciwosci pozwalaja na duze rozcigganie

tkie trzy ob dd . y . . W o .
wesystiae thay obrasy pocdane w procesie produkeji, a wiec na otrzymanie bardzo cienkich folii. Wiedzac juz
nastepujacej modyfikacji:

Monochromatyczne zdjecia potraktowano trOChg o polietylenie, przejdzmy do zapoznania si¢ z rozpraszaniem $wiatta.
J;*kcl) E{ablli?c Piklscii-rltj- Wz“_"élci od 0 Rozpraszanie $§wiatta badal juz Leonardo da Vinci, prébujac znalezé przyczyne

O ¢ EoTuIaey el KOO, 8AzIe - oA piebieskiego koloru nieba. 350 lat po da Vincim Tyndall opublikowal wyniki
kolor czarny, 0 bialy, a wartosci posrednie ) . o
réime odcienie szarodci. Nastepnie kazda ~— Padania rozpraszania Swiatla na zawiesinach w przezroczystych ptynach. W XIX
z wartosci pomnozono przez funkcje wieku lord Rayleigh uzyt falowej teorii $wiatla Maxwella do teoretycznego

f(k) = exp(1,2 — 5 - (max(k) — k)), wyjasnienia rozpraszania $wiatla na czasteczkach o srednicy mniejszej niz
gdzic k oznacza kolor piksela, a max(k)  jedna dziesigta dltugosci fali swiatta padajacego. Jednakze dopiero w XX wieku
kolor najjasniejszego piksela. Funkcja ta  podjeto préby analizy rozpraszania na bardziej lub mniej przezroczystych
powodowala zwigkszenie réznic miedzy  ciatach statych nie tylko fal $wietlnych, ale tez np. promieni Réntgena. Okazato
bliskimi odcieniami szarosci. Zostala sie, iz mozna za pomocy rozpraszania $wiatla uzyskaé informacje o materialach,
dobrana tak, by najwigksze réznice , . A B A L,
wystapily miedzy odcieniami ciemnej dla k?ory.ch s'truktury rozpraszajace maja ten sam 'rzad w1e1k0ﬂsm co dilugosc
szarodci, co uwydatnia efekt rozmazania. padajacej fali. Zatem, czy badajac rozproszenie swiatla na folii odkryjemy
i dowiemy sie, jaka jest tego przyczyna?

. . Aby odpowiedzieé¢ na to pytanie, zbadajmy dokladniej zjawisko utraty
folia polietylenowa ;. A . .. !
ogladany czytelnosci tekstu. Okazuje sie, ze ten efekt zachodzi w réznym stopniu dla
obiekt =3 réznych folii. W badanym przeze mnie przypadku zjawisko zachodzilto silnie
= > dla folii typu HDPE i bardzo stabo dla folii LDPE. Ponadto dla folii HDPE
é/'
5

rozmazanie tekstu zalezy od ustawienia plaszczyzny folii — istnieje wyrdzniony
rozmyty kierunek wiekszego rozpraszania — tekst wyraznie rozmazuje sie bardziej
obraz obiektu g 4o qnym kierunku! Zaprezentowano to na rysunkach 1, 2 i 3 (efekt ten mozna
tez zobaczy¢, przykladajac folie do oka i patrzac np. na gruby pionowy pret
rozpraszania zachodzacego na folii — krgcz.%c f(/)li.z% zauwazy.my. rozmazywa.nie sie olb?azu pr(—gt'a.vv .réine strony —
polictylenowej. Strzatki reprezentuja w zalezno$ci od ustawienia pret bedzie bardziej lub mniej widoczny). Od czego
promienie $wictlne. Rozproszone $wiatlo ~ Wiec moze zalezeé zmetnienie obrazu ogladanego przez folie polietylenowa?
koncentruje si¢ wokét ogladanej plamki,  Moga by¢ dwa powody — albo $wiatlo jest rozpraszane na niejednorodnosciach
powodujac rozmycie obrazu. zwiazanych ze struktura wewnetrzna folii, albo jest rozpraszane na jego
powierzchni. Mozna to sprawdzi¢, zanurzajac folie polietylenowa w cieczy
laser — o podobnym do polietylenu wspélczynniku zalamania — taka ciecza jest
\ = 650 num alkohol benzylowy. Zmetnienie obrazu znika! Zatem rozpraszanie zachodzi
| a2 nieregularnosciach powierzchni folii. Okazuje sie jednak, ze struktura

] ! fotodioda powierzchni écisle zalezy od struktury wewnetrznej w folii.
olia

Rys. 4. Prezentacja mechanizmu

Przyjrzyjmy sie teraz wynikom badan sprawdzajacych, jak swiatto przechodzi
do badania natezenia wiatia przez folie réznego typu. Aby to sprawdzié, wystarczy zbudowac prqsty uktad
praechodzacego praez folie w zaleimosci  d0SWiadczalny przedstawiony na rysunku 5 — pozwala on na zbadanie za pomoca
od odlegtosci folii od fotodiody. fotodiody natezenia Swiatta przechodzacego przez folie w zaleznosci od odleglosci

Rys. 5. Uktad do$wiadczalny stuzacy
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A. Bafna, G. Beaucage, F. Mirabella,
G. Skillas. S. Sukumaran, Optical
properties and Orientation in

Polyethylene Blown Films, Journal of
Polymer Science Vol. 39 2923-2936 (2001)
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Rys. 6. Wykres zaleznosci unormowanego

natezenia $wiatta jako funkcja odlegtosci

folii od fotodiody.

fotopowielacz folia

laser
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Rys. 7. Uklad dos$wiadczalny do badania

rozktadu katowego rozproszonego $wiatta.
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Rys. 8. Wykres zalezno$ci unormowanego

natezenia Swiatta jako funkcji kata
odchylenia fotopowielacza dla dwéch

prostopadlych kierunkéw rozpraszania.

<

laser,
A =650 nm

folia

ekran

Rys. 9. Uklad dos$wiadczalny do badania

wielko$ci struktur rozpraszajacych.

Autor artykutu, wraz

z Anng Magda Sowinska (kapitanem),
Jackiem Bobinskim, Tomkiem Czekalg

i Andrzejem Nowojewskim
tworzyli zesp6t XIV LO

im. Stanistawa Staszica w Warszawie,

ktéry pod opieka
mgr. Stanistawa Lipifiskiego
zdobyl drugie miejsce
w Finale Miedzynarodowego
Turnieju Mtodych Fizykéw,
Uppsala 2003.

folii od fotodiody. Doswiadczenie przeprowadzone dla dwdéch folii — HDPE

i LDPE wykazalo (rysunek 6), ze spadek natezenia $wiatla na foliit HDPE jest
znacznie wigkszy niz na LDPE. Dla tej pierwszej ponadto najwickszy spadek
natezenia $wiatla zachodzi dla malych odlegloéci folii od fotodiody.

7Z kolei aby sprawdzi¢, jak $wiatlo rozpraszane jest przez folie w réznych
kierunkach (wybratem dwa — jeden dla najwiekszego, drugi dla najmniejszego
rozpraszania, kierunki okazaly sie prostopadle), mozemy postuzy¢ sie ukladem
przedstawionym na rysunku 7. Folie ustawiamy wraz z laserem na obrotowej
tarczy, a natezenie badamy za pomoca unieruchomionego fotopowielacza czy
fotodiody. Pozwala to na zbadanie rozkladu katowego natezenia Swiatla dla
dwdch kierunkéw — wyniki takiego do$wiadczenia prezentuje rysunek 8. Widac
wyraznie, ze dla jednego kierunku zachodzi znacznie wigksze rozpraszanie.
(Zdjecie znajdujace sie na tylnej okladce przedstawia obraz rozproszonej wiazki
Swiatla, jaki mozemy zobaczy¢, umieszczajac w ukladzie zamiast fotopowielacza
ekran, czyli np. biala kartke papieru.)

Zatem dalsza analize zjawiska mozna przeprowadzi¢, badajac albo natezenie
Swiatta przechodzacego przez folie dla réznych odleglosci fotodetektora (np.
fotodiody) od folii, albo rozklad katowy natezenia $wiatla (wraz z analiza
obrazéw rozproszonej wiazki $wiatta) — w zaleznosci od kierunku ustawienia
folii. Drugi z tych sposobéw wydaje sie ciekawszy, a jednoczes$nie stosujac

go, nie jestedmy zmuszeni do analizy wielu réznych folii, by uzyskaé¢ ogdlne
pojecie o przyczynach rozpraszania na niej swiatta. Takie podejscie nazwano

w optyce analiza malokatowego rozpraszania (Small-Angle Scattering, SAS)

— samo zjawisko prezentuje rysunek 4. Aby omdéwié najprostsze zastosowanie
metody SAS, przyjrzyjmy sie uktadowi do$wiadczalnemu przedstawionemu

na rysunku 9. Réwnolegla wiazka fali elektromagnetycznej (w naszym przypadku
$wiatla monochromatycznego z lasera) pada na probke (w naszym przypadku
folie) i ulega rozproszeniu. Obserwowany na ekranie wzér powstanie w wyniku
interferencji rozproszonych w folii fal na strukturach takich jak zgrupowania
czasteczek i bedzie zalezny od ich ulozenia. To, ze $wiatlo jest rozpraszane

w jednym kierunku bardziej, moze oznaczaé gestsze ultozenie struktur
rozpraszajacych w jednym kierunku, a rzadsze w drugim. Okazuje sie, ze w folii
HDPE rzeczywiscie tak jest! Podczas rozciagania w folii tworzy sie struktura
wloknista, a czasteczki ustawiaja sie podtuznie, co z kolei powoduje powstanie
na jej powierzchni podluznych mikrobruzd, na ktérych zachodzi rozpraszanie!

Mierzac natezenie $wiatla w zaleznoéci od kata pomiedzy promieniem
padajacym a rozproszonym, mozemy zbadaé strukture wewnetrzng folii.
Jednakze nawet nie dysponujac profesjonalnym sprzetem optycznym, mozna
oszacowaé rozmiar struktur rozpraszajacych, stosujac proste wzory dla
dyfrakcji (dla przyblizenia Fraunhoffera). Przy zalozeniu, ze ekran znajduje

sie bardzo daleko od folii (L >> 2 na rysunku 9), mierzac na ekranie $rednice
catego obrazu oraz odleglos$ci pomiedzy lokalnymi maksimami, mozliwe jest
obliczenie rzedu wielkodci struktur rozpraszajacych v (r = 0,5+ X - Aa~1,

Aa 2 x/L). Analizujac zdjecie przedstawione na okladce, przekonujemy

sie, ze mikrostruktura obrazu odpowiada nieréwnosciom o rozmiarze okoto

1 mm — latwo zauwazalnym na powierzchni folii. Interesujaca jest jednak
makrostruktura obrazu (czyli szerokosé katowa calego obrazu) — wyliczony rzad
wielkosci struktury rozpraszajacej odpowiada okolo 10 pm dla folii LDPE i kilku
mikrometrom dla folii HDPE. Poréwnujac to ze zdjeciami mikroskopowymi

foliit HDPE, przedstawionymi na okladce, mozna wyraznie wskazaé struktury
rozpraszajace oraz przekonac sie, iz oszacowane wartoéci zgadzaja sie

z wartosciami wyliczonymi z obrazu mikroskopowego! W dodatku, przygladajac
sie obrazowi mikroskopowemu, wyraznie mozemy zobaczy¢ wyrdzniony kierunek
(zaznaczony na rysunkach 2 i 3 strzaltka), odpowiedzialny za niesymetrycznos$é
rozpraszania, na ktéra wskazywaly wezeéniejsze doswiadczenia!

W wyniku analizy rozpraszania $wiatla na folii dowiedzieliSmy sie dwoch
waznych faktow o jej strukturze wewnetrznej — wielkoéci i rozkladzie

czastek wewnatrz folii. Mozna by tu zada¢ pytanie, czy badajac dowolne
przezroczyste blony, mozna za pomoca rozpraszania $wiatla dowiedziec sie
czego$ o ich strukturze wewnetrznej? Oczywiscie, mozna — i takie badania
znajduja zastosowanie w medycynie i biologii. Malokatowe rozpraszanie
swiatla (Small-Angle Light Scattering, SALS) pozwala, na przyklad,

na okredlenie srednicy wldkien w tkance mieéniowej czy chrzestnej, jak rowniez
na optymalizacje budowy cienkich baterii stonecznych.
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Artykul zostal napisany z inspiracji
Andrzeja Makowskiego.

Taka funkcja r nazywana jest takze
funkcjq wektorowq z tego wzgledu,

ze mozna na nig patrzec jak na pare
zwyklych funkeji z(t) i y(t), opisujacych,
odpowiednio, pierwsza i druga
wspélrzedng punktow krzywej.

Jesli obie te funkcje maja druga
pochodna i jesli te pochodne sg funkcjami
cigglymi, to funkcje r (i opisywana przez
nia krzywa) nazywamy gladkaq.
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*Instytut Matematyki, Uniwersytet
Warszawski

Twierdzenie o czterech wierzcholtkach
Jerzy KONARSKI®

Rozwazmy gladka zamknieta krzywa plaska C' bez samoprzecie¢. Wiadomo, ze
krzywa taka dzieli ptaszczyzne na dwa obszary: ograniczony i nieograniczony
(twierdzenie Artura Schoenfliesa). Wyobrazmy sobie punkt poruszajacy sie po
tej krzywej ze stala szybkodcia skalarna rowna jednostce dlugosci w jednostce
czasu w ten sposob, ze obszar ograniczony lezy po lewej stronie. Polozenie

r(t) = (x(t),y(t)) punktu w chwili ¢ jest opisane okresowa funkcja gladka

r: R — R2. Funkcje  bedziemy nazywaé unormowang i zorientowang
parametryzacje krzywej C'. Okresem podstawowym jest dlugosé (obwdd)

krzywej C. Z zalozenia o stalej szybkosci wynika, ze 2/(t)? + ¢/(t)? = 1, a wiec
wektor predkosci mozna zapisa¢ w postaci

(1) r'(t) = [2'(t), ' (t)] = [cosp(t), sin p(t)],

dla pewnej funkcji gtadkiej p. Wartosé ¢(t) to kat pomiedzy dodatnia pélosia
pierwszej osi uktadu wspélrzednych a wektorem predkosci punktu w chwili ¢,
mierzony odwrotnie do ruchu wskazéwek zegara. Rézniczkujac réwnosé (1),
otrzymujemy

(2) r'(t) = ¢'(t)[—sin p(t), cos p(t)].
Oznaczajac k(t) = ¢'(t), mozemy to zapisaé¢ w postaci tzw. wzordéw Fréneta

(3) { 2’ (t) = —k(t)y'(t)

y"(t) = k()z'(t) -
Wynika z nich, po pierwsze, ze wektor przyspieszenia r” (t) jest prostopadly
do wektora predkosci, co jest zgodne z intuicja: skoro punkt ma stata szybkos¢
(skalarna), to nie przyspiesza w kierunku ruchu — zatem ,cale przyspieszenie”
dokonuje si¢ w kierunku prostopadtym do ruchu.

Po drugie, widzimy, ze wielko$é¢ (dtugo$é wektora) przyspieszenia w chwili ¢ jest
réwna co do modutu liczbie k(t). Liczbe k(t) nazywa sie krzywizng zorientowang
parametryzacji r krzywej C' w punkcie r(¢). Znak krzywizny zorientowanej

jest dodatni, jesli poruszajacy sie punkt skreca w lewo, a ujemny, jesli skreca

w prawo. Mozna udowodnié, ze zamknieta krzywa ptaska bez samoprzecie¢
ogranicza zbior wypukly wtedy i tylko wtedy, gdy krzywizna zorientowana jej
parametryzacji unormowanej ma staly znak. Przyktadem krzywej zamknietej
jest elipsa. Jesli obiegamy ja w kierunku odwrotnym do ruchu wskazdéwek
zegara, krzywizna zorientowana jest stale dodatnia (elipsa ogranicza zbiér
wypukly) i na przemian maleje i ro$nie, przyjmujac wartosci ekstremalne

w wierzchotkach elipsy. Wzorujac sie na elipsie, wierzchotkami dowolnej ptaskiej
krzywej zamknietej nazywamy te jej punkty, w ktérych krzywizna zorientowana
osiaga ekstrema lokalne.

Prawie doktadnie 100 lat temu (praca ukazala sie w roku 1909) bengalski
matematyk Syamadas Mukhopadhyaya udowodnil nastepujace twierdzenie,
bedace jednym z pierwszych rezultatow dotyczacych globalnych wlasnosci
krzywych.

Twierdzenie o czterech wierzchotkach. Kazda gladka plaska krzywa
zamknieta C, ograniczajgca podzbior wypukly, ma co najmniej cztery wierzchotki.

Podamy dwa dowody tego twierdzenia: pierwszy — bardziej formalny, bardziej
rachunkowy, drugi — bardziej intuicyjny, bardziej geometryczny.

Oto dowdéd Gustava Herglotza. Niech r bedzie parametryzacja

unormowana C, k(t) jej krzywizna zorientowana i niech d oznacza dlugosé
krzywej C. Funkcje r i k sa okreslone na calej osi liczbowej, ale ze wzgledu na
ich okresowo$¢ wystarczy je rozpatrywaé na dowolnym przedziale dlugoéci d,
np. na [0,d]. Jedli k jest stala, to teza, oczywiscie, zachodzi, bo kazdy punkt C'
jest wierzcholkiem, zalézmy zatem, ze k nie jest stala. Z ciaglosci k i zwartosci
przedzialu [0, d] wynika, ze k osiaga warto$¢ najmniejsza 1 warto$é najwieksza.
Bez straty ogdlnosci mozemy zalozyé, ze warto$cia najmniejsza jest k(0),
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Rys. 1. Proste x = 2y i * = —2y sa
styczne do krzywej w punkcie (0, 0).
Krzywa w tym punkcie przechodzi

z jednej strony stycznej na druga, co
powoduje, ze krzywizna zorientowana
zmienia znak. Ekstrema lezg na poziomej
osi, majg rézne znaki i t¢ samag wartosé
bezwzgledna.

Rys. 2. Ta krzywa to szczegdlny
przypadek slimaka Pascala, ktéry nalezy

do jeszcze szerszej klasy konchoid okregu.

W tym przypadku punkty wspoélne
krzywej z prostymi przechodzacymi
przez punkt (0, 0) leza w odlegtosci 1
od przecigcia tych prostych z okrggiem
zaznaczonym linig przerywanga. Proste
z=+V3yiz=—V3y sg styczne

do krzywej. Ekstrema krzywizny lezg na
osi pionowej.

Przypominamy, ze gdy we wzorze (4) dla
pewnej wartodci ¢ liczba r jest ujemna,
nalezy odtozy¢ jej bezwzgledna wartosé
po przeciwnej stronie punktu (0, 0).

a warto$cia najwieksza k(e) dla pewnej liczby e € [0, d] (w razie potrzeby
nalezy ztozy¢ r z odpowiednim przesunieciem na osi liczbowej). Przypusémy,
ze C' ma tylko dwa wierzcholki. Wtedy pochodna krzywizny zorientowane;j
jest dodatnia na przedziale (0, ¢) i ujemna na (e, d). Oznaczmy przez L prosta
taczaca punkty 7(0), r(e) € C. Prosta ta ma réwnanie postaci ax + by + ¢ = 0,
dla pewnych liczb a, b, c. Przypomnijmy, ze wtedy warto$¢ wyrazenia

ax + by + ¢ jest dodatnia po jednej stronie prostej L, a ujemna po drugiej,
zatem iloczyn (ax(t) + by(t) 4+ ¢)k'(t) ma staly znak na (0,d), bo w e oba
czynniki zmieniaja znak (i tylko tam — korzystamy z wypuklosci). Zatem calka
fod(ax(t) + by(t) + ¢)k'(t)dt jest rézna od zera. Tymczasem, catkujac przez
czesci, otrzymujemy

d
/O (az(t) + by(t) + o)k (t)dt =
d
= (az(t) +by(t) + c)k(t)|g—/0 (az'(t) 4 by’ (t))k(t)dt =

d
. / (ay”(t) — ba" (1))t = (—ay(£) + b’ ()| = 0.

Korzystaliémy tu z okresowosci funkeji :(t), y(t) i k(t) oraz ze wzordw

Fréneta (3). Otrzymana sprzeczno$é¢ dowodzi, ze krzywa C' ma wiecej niz dwa
wierzcholki. Poniewaz C' ma parzysta liczbe wierzchotkéw (kolejne maksima sa
rozdzielone minimami), to musi ich mie¢ co najmniej cztery.

Dla Czytelnikéw nieznajacych (lub nielubiacych) calek podajemy szkic innego
dowodu, autorstwa Amerykanina Roberta Ossermana. Oparty jest on

na nastepujacej charakteryzacji krzywizny. Z kazdym punktem p krzywej C

jest zwiazany tzw. okrqg $cisle styczny. Jest to ten z okregow stycznych do C

w punkcie p, dla ktérego parametryzacji unormowanej wektor przyspieszenia w p
jest réwny wektorowi przyspieszenia parametryzacji unormowanej krzywej C

w punkcie p. Okrag ten najlepiej przybliza krzywa C w otoczeniu punktu p.
Otdéz, krzywizna krzywej C' w p jest rowna krzywiznie okregu Scisle stycznego

w p, czyli odwrotnoéci jego promienia. Dla dowodu twierdzenia rozpatrzmy
okrag O opisany na krzywej C, czyli taki okrag, ze C lezy w kole ograniczonym
przez ten okrag, i ktéry ponadto ma jeszcze mozliwie najmniejszy promien.

Taki okrag istnieje i jest styczny do C' w co najmniej dwoéch punktach, przy
czym tuk pomiedzy dwoma kolejnymi punktami stycznosci nie moze by¢ dluzszy
od potowy dlugosci okregu. Oznaczmy promien okregu O przez R. Jesli O ma
caly tuk wspélny z krzywa C, to punkty tego tuku sa wierzchotkami C'i teza
twierdzenia zachodzi, zalézmy zatem, ze takiego tuku nie ma. W punktach
stycznosci krzywizna zorientowana krzywej C jest wieksza od 1/R, bo krzywa

w otoczeniu kazdego takiego punktu lezy wewnatrz okregu O. Pomiedzy
kolejnymi punktami styczno$ci na C' mozna znalezé punkt, w ktérym krzywizna
jest mniejsza od 1/R. Stad juz wynika, ze krzywizna zorientowana w co najmniej
dwdéch punktach ma maksima lokalne i w co najmniej dwéch punktach ma
minima lokalne.

Zalozenie o wypukloéci nie jest konieczne, jesli krzywa C nie ma samoprzeciec.
Udowodnit to po raz pierwszy niemiecki matematyk Adolf Kneser
w roku 1912. Dowdd Ossermana takze obejmuje ten przypadek.

7 zalozenia o braku samoprzecieé nie mozna zrezygnowac, jak pokazuje przykltad
6semki z rysunku 1 o parametryzacji

1
r(t) = (sint, 1 sin2t> ,

a dla krzywych o krzywiznie stalego znaku przyktad krzywej z rysunku 2,
opisanej we wspoltrzednych biegunowych wzorem

(4)

W obu przypadkach krzywizna zorientowana ma tylko dwa ekstrema.

r=1—2sinp.

Nie mozna réwniez zrezygnowaé z zalozenia o plaskosci. Zanim przejdziemy
do przyktadu, trzeba jednak wspomnieé, ze dla krzywych przestrzennych
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krzywizna zorientowana nie ma sensu. Zamiast niej okresla si¢ krzywizne

jako dlugoéé wektora przyspieszenia, czyli drugiej pochodnej parametryzacji
unormowanej. Dla krzywych plaskich w ten sposéb okreslona krzywizna jest
réwna wartoéci bezwzglednej krzywizny zorientowanej. Aby otrzymaé przyktad
zamknietej krzywej przestrzennej, ktorej krzywizna ma dwa ekstrema lokalne,
wystarczy potraktowaé wspomniana przed chwila krzywa (4) jako zawarta

w plaszczyznie opisanej w przestrzeni R® réwnaniem z = 0, a nastepnie rozsunaé
jej dwie galezie w punkcie (0,0) ,unoszac” jedna z nich nieznacznie do géry

i yopuszczajac” druga w dol. Krzywizna prawie sie przy tym nie zmieni

i pozostana tylko dwa wierzchotki.

Okazuje sie, ze prawdziwe jest nastepujace twierdzenie odwrotne do twierdzenia
o czterech wierzchotkach, udowodnione w 1997 r. przez Szweda Bjorna
Dahlberga.

Twierdzenie. Dowolna funkcja ciggla k : S' — R, majgca co najmniej dwa
minima lokalne i co najmniej dwa maksima lokalne, jest funkcjg krzywizny
zorientowanej pewnej plaskiej krzywej zamknietej bez samoprzeciec.

Pomimo ze od ukazania si¢ pracy Mukhopadhyayi uptyneto juz prawie sto lat,
globalna teoria krzywych ptaskich ciagle zywo sie¢ rozwija, m.in. za sprawa
niedawnych prac matematyka rosyjskiego Vladimira Arnolda.

Na zakonczenie wspomnimy o pewnym zastosowaniu tego twierdzenia w fizyce. Wyobrazmy
sobie ciato stale S o cylindrycznym ksztaltcie i wypuklym przekroju poprzecznym,

znajdujace sie na granicy miedzy dwiema cieczami, bez dzialania sily ciezkosci. Ze wzgledu
na cylindryczny ksztalt ciata istotny jest tylko jego przekréj, rozpatrzmy zatem gladka
wypukly figure plaska F', przecigta prosta P (odpowiadajaca granicy miedzy cieczami).
Metodami chemii fizycznej dowodzi sie, ze cialo jest w réwnowadze wtedy i tylko wtedy,

gdy oba katy ostre miedzy prosta P a stycznymi do F', poprowadzonymi w punktach jej
przeciecia z P, sg réwne pewnej wartosci «, zalezacej tylko od trzech napieé¢ powierzchniowych
odpowiadajacym trzem powierzchniom styku (ciecz Ii I, ciecz I 1 S, ciecz 111 S). To czysto
geometryczne zagadnienie zbadali Francuz Marcel Berger z Wiochem Eugenio Calabim
i przy uzyciu twierdzenia o czterech wierzchotkach udowodnili, ze dla takiego ciata istnieja co
najmniej cztery potozenia réwnowagi, w tym polowa to potozenia stabilne.

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 707. Oszacowaé srednia gesto$é Stonca, przyjmujac, ze jego katowy rozmiar
(widziany z Ziemi) wynosi okolo 0,01 radiana.
Rozwiagzanie na str. 24

F 708. Oszacowaé grubosé fotosfery Stonca, rozpatrujac réwnowage oddziatywan
grawitacyjnych i sit wynikajacych z ci$nienia materii stonecznej. Przyja¢, ze fotosfera
sklada sie catkowicie z wodoru atomowego, a jej grubos¢ jest znacznie mniejsza od
promienia Stonca. Temperatura na powierzchni fotosfery wynosi okoto 6000 K.
Rozwigzanie na str. 24

Redaguje Waldemar POMPE

M 1192. Wykazaé, ze z kazdego 9-elementowego podzbioru zbioru {1,2,3,...,16}
mozna wybraé takie dwie liczby a i b, ze liczba a? + b* jest liczba pierwsza.
Rozwigzanie na str. 24

M 1193. Na bokach BC', CD, DA czworokata wypuklego ABC D zbudowano tréjkaty
réwnoboczne BCE, CDF, DAG lezace po zewnetrznej stronie czworokata (rysunek).
Niech M, N, P beda odpowiednio srodkami odcinkéw AB; EF, FG. Udowodnié, ze
tréjkat MNP jest rownoboczny.

Rozwiazanie na str. 3

M 1194. Na ptaszczyznie dany jest zbiér S punktéw o nastepujacej wlasnosei: dla
kazdego k = 1,2,...,100 istnieje prosta, ktéra zawiera doktadnie k£ sposréd danych
punktéw. Wykazaé, ze zbior S sktada si¢ z co najmniej 2550 punktow.
Rozwiazanie na str. 6
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Informatyczny kacik olimpijski (4) — gra na grafie

Dowolne drzewo (tj. graf bez cykli) mozemy ukorzenié¢, wybierajac pewien
wierzcholek jako ,korzen”. W ten sam sposéb mozemy ,ukorzeni¢” dowolny
graf. Niech wiec G bedzie grafem ukorzenionym. Alicja i Bob beda na przemian
usuwacé z tego grafu po jednej krawedzi. Po kazdym ruchu wszystkie wierzchotki
i krawedzie niedostepne z korzenia beda usuwane. Ten, kto nie moze wykonaé
ruchu przegrywa. Kto wygra?

Dojdziemy do rozwiazania krok po kroku. Zacznijmy od prostego grafu —
zbioru rozlacznych Sciezek wychodzacych z korzenia. W ten sposéb nasza gra
automatycznie staje sie znang gra NIM, gdzie dlugosci $ciezek odpowiadaja
wysokos$ciom kolejnych stosow.

Dla przypomnienia — w dwuosobowych, skonczonych grach nielosowych o pelnej

informacji (np. NIM), w ktorej obaj gracze w danej pozycji maja te same

dozwolone ruchy i przegrywa gracz nie mogacy wykona¢ ruchu, kazdej pozycji

w grze przypisujemy warto$é Sprague—Grundy’ego (SG):

e Jedli z danej pozycji nie mozna wykonaé ruchu (czyli przegrywamy) SG = 0,

e W przeciwnym razie SG to najmniejsza nieujemna liczba calkowita, rézna od
wartosci wszystkich pozycji, do ktérych mozna sie ruszy¢ z biezacej pozycji.

Wartoscia SG gry jest warto$é¢ SG jej poczatkowej pozycji.

Przykltadowo, poczatkowa wartos¢ SG gry NIM z jednym stosem to

wysoko$¢ tego stosu, a z N stosami, gdzie na i-tym stosie jest A; krazkéw —
A1 DAy @ ... ® Ay (gdzie @ to binarna operacja XOR, czyli ,dodawanie bez
przeniesienia” w systemie binarnym). Pozycja w grze jest wygrywajaca, gdy jej
warto$é¢ SG # 0.

W nastepnym kroku zajmijmy sie ukorzenionymi drzewami. Na poczatek
niech korzen drzewa (v) bedzie polaczony z tylko jednym wierzchotkiem (w),
i niech warto$é SG poddrzewa ukorzenionego w w wyniesie SG(w). W takiej
rozgrywce dowolny gracz moze usunaé¢ krawedz vw, wykonujac ruch do pozycji
0 SG = 0. Co wigcej, ruch wygrywajacy w poddrzewie ukorzenionym w w (czyli
usuwajacy wszystko poza krawedzia vw) doprowadza do SG = 1. W takim razie
SG(v) = SG(w) + 1. Jesdli z kolei v ma wiecej sasiadéw, to

SG(v) = (SG(w1)+1) & (SG(w2) +1) & ... d (SG(wy) + 1)
(jak w grze NIM). Zauwazmy, ze warto$¢ SG drzewa ma te sama parzystosé, co
liczba jego krawedzi.

Kolejny krok bedzie maly, ale istotny — niech teraz
w grafie istnieje dokladnie jeden cykl A (przechodzacy
przez korzen). Wprowadzimy operacje laczenia
wierzcholkow ze zbioru A — zamieniamy je wszystkie
na jeden wierzcholek (nazwijmy go w), wszystkie
krawedzie prowadzace z innych wierzchotkow

do A podczepiamy do w, a wszystkie krawedzie

w obrebie A staja sie petlami zaczepionymi w w.
Kluczowe spostrzezenie: oryginalny graf G ma te
samg warto$¢ SG, co powstaly graf G’. Dlaczego
tak jest? Rozwazmy gre G + G’ (ktérej wartosé SG
jest réwna SG(G) & SG(G")). Jedli pierwszy ruch
usunie jedna z krawedzi z A (z G otrzymamy H),

to (jak w poprzednim przypadku) mozemy obliczyé
SG(H + G'). H ma o jedna krawedz mniej niz G’.
Ale zauwazmy, ze dla dowolnych nieujemnych a i b,
a @ b ma te sama parzystosé co a + b. Skoro H + G’
ma nieparzyscie wiele krawedzi, to SG(H + G') jest
nieparzyste, a wiec niezerowe. Dalej — jedli pierwszy
ruch usuwa krawedz jednego z drzew zawieszonych
w wierzcholkach z A (lub w nowym wierzchotku w G),
to przeciwnik usuwa analogiczng krawedz w drugim
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grafie (G lub G’) i otrzymujemy pozycje H + H’,
gdzie H ma jeden cykl przechodzacy przez korzen,
a H' powstaje przez polaczenie wierzchotkéw tego
cyklu. A skoro (przez indukeje) SG(H + H') = 0, to
SG(G+ H') > 0 (albo SG(H + G’) > 0). Podobnie
rozpatrujemy przypadek, w ktérym pierwszy gracz
usuwa jedna z petli przy nowym wierzchotku w G'.

Ostatecznie SG(G + G') = 0, wiec SG(G) = SG(G').

Pozostaje jeszcze przypadek ogdlny. Dowodd, ze
polaczenie dwoch wierzchotkéw na jednym cyklu
zachowuje warto$¢ SG pozostawiam Czytelnikowi.
Podpowiedz: Rozwaz:my najmmniejszy graf G, dla ktérego ten postulat
nie jest spelniony. Zadne dwa wierzcholki G nie mogaq byc polaczone

trzema rozlacznymi Sciezkami, czego dowodzimy przez polgczenie
tych dwéch wierzcholkéw.

To zadanie bylo nieco innego typu niz zadania

z poprzednich edycji. Znalazlo si¢ tutaj ze wzgledu
na szczegOlnie urokliwe rozwiazanie, ktére dostarczyto
nizej podpisanemu wiele radosei (jakkolwiek dopiero
po zawodach, na ktérych sie pojawilo), w nadziei, ze

Czytelnik réwniez je doceni.
Filip WOLSKI



Rys. 4

*mmm — magazyn milognikéw
matematyki; http://www.mmm.uni.wroc.pl

Mota delld

mmm* z wizyta w Delcie — ¢wiczenia ze wstazka

Eksperyment 1. Ile stron ma kartka papieru? Pomaluj doktadnie
podtuzny pasek papieru. Jesli tylko nie odwrécisz go przy tym na druga
strone, po zakonczeniu malowania pozostanie z jednej strony biaty.

To dlatego, ze prostokat jest powierzchnia dwustronna. Sklej teraz
waskie boki nowego paska, tak by otrzymaé¢ powierzchnie boczna

walca, i powtérz eksperyment z malowaniem, nie przekraczajac

brzegu powierzchni. I tym razem jedna strona kartki pozostanie biata.
Powierzchnia boczna walca tez ma dwie strony. Wez jeszcze jeden
pasek papieru i przed sklejeniem jeden z brzegéw przekreé¢ o 180°.
Powstanie powierzchnia nazywana wstega Mdbiusa (od nazwiska
niemieckiego matematyka i astronoma Augusta Ferdynanda Mobiusa,
ktory w roku 1858 opisal jej wlasnosci). Znowu pomaluj ja uwaznie, tak
by nie przekroczy¢ brzegu. Po zakoniczeniu pracy sprawdz, czy pasek
pozostal gdzies biaty. Okazuje sie, ze wstega nie ma ,biatej strony”,

ma tylko jedna — pomalowang strone. Méwimy, ze wstega Mobiusa jest
powierzchnig jednostronng.

Eksperyment 2. Kiedy kartka ma 2 strony? Wykonaj z papieru
rozne wstegi skrecone kilka razy i sklejone jak na rysunku 2. Zaczynajac
z dowolnego miejsca narysuj kreske dokladnie w polowie szerokosci kazdej
wstegi. Co zauwazyltes?

Rysujac taka linie, zawsze powrécimy do punktu wyjscia, jednak czasem
bedzie ona przebiegala tylko po jednej stronie papieru, a czasem po

obu jego stronach, chociaz w zadnym przypadku nie odrywalismy
otowka od papieru ani nie przekraczaliémy brzegu kartki. Oznacza to, ze
otrzymane wstegi czasem sa dwustronne, a czasem jednostronne. Zalezy
to od parzystosci liczby skrecen przed sklejeniem paska. Nazwijmy te
liczbe rzedem wstegi. Mamy wiec pierwszy wniosek: Wstegi rzedow
parzystych sa dwustronne, a nieparzystych — jednostronne.

Eksperyment 3. Jak rozpada sie kartka papieru? Jesli przetniemy
prostokatna kartke wzdtuz srodkowej linii, rozpadnie si¢ ona na

2 prostokaty. Jesli powierzchnie walca przetniemy wzdtuz linii
poprowadzonej przez $rodek, rozpadnie sie ona na 2 powierzchnie walca.

A na co rozpadnie sie wstega Mobiusa przecieta wzdluz linii $rodkowej?

Niespodzianka, nie rozpadnie sie wecale (sprawdz)!

Po rozcieciu wstega Mobiusa nadal pozostaje w jednym kawaltku, ale czy

, jest to nadal wstega Mobiusa? A moze to wstega innego rzedu? Sprawdz.

A co stanie sie, jesli przetniemy w potowie wstegi innych rzedéw? Ktore
rozpadny sie, a ktore nie? Z obserwacji tatwo wysnué kolejny wniosek:
Zachowanie wstegi podczas ciecia zalezy od parzystosci jej

| rzedu. Jesli jest on parzysty — otrzymujemy dwie czeSci, a jesli
. nieparzysty — tylko jedna.

Ale co to sg za czesci? Czy sa takie same, jak wyjsciowa wstega? Rozetnij
w polowie wstege rzedu 4. Tym razem sie rozpadta na dwie czesci. Jakie?
Co jeszcze zauwazyltes?

Wstega rzedu 4 po przecieciu rozpada sie co prawda na 2 czesci, ale nie
mozna ich rozdzieli¢, bo sa zapetlone. Czy zawsze tak jest?

16



Aby przeanalizowaé to zjawisko, uméwmy sie, ze skrecenia
umieszczamy na przedniej stronie tasmy i zakladamy, ze z tytu tworzy
ona jeden prosty kawatek. Ponadto zamiast skrecen bedziemy odtad
rysowali przej$cia kodowane jak na rysunku 5 (strzalka oznacza, ze

w tym miejscu nalezy tasme obrécié, a potem przykleié¢ do sasiedniej
strzalki zgodnie z zaznaczonym kierunkiem).

o LMW 1

Rys. 5

Zauwazmy, ze gdy mamy parzystg liczbe skrecen (rys. 6a), to,
zaczynajac np. z lewej strony u goéry, po parzystej liczbie przejsé
koficzymy po prawej stronie réwniez na gorze, czyli jedna czesé wstegi
zostanie odcigta od drugiej. W przeciwnym przypadku (rys. 6b)
skonczymy po prawej stronie na dole i przechodzac tylem na lewa
strone, nie polaczymy sie z czeécig goérna, od ktérej wyszlidmy, tylko
przejdziemy do czesci dolnej, zatem wstega nie rozpadnie sig.

Rys. 6

To, jakiego rodzaju wstegi powstaja po przecigciu danej wstegi

w polowie, réwniez zalezy od parzystosci jej rzedu. Zacznijmy od
przypadku parzystego (rys. 6a). Widzimy, ze kazde skrecenie podwaja
si¢, a kazda z dwoch powstajacych czesci dostaje po jednym z tych
skrecen. Zamazujac w pamieci jedna z czesci, tatwo zauwazymy, ze
kazda nowa czeg$¢ jest wierng kopia pierwotnej. Pozostal przypadek,
gdy rzad wyjsciowej wstegi jest nieparzysty (rys. 6b).

ZauwazyliSmy juz, ze kazde skrecenie podwaja si¢ i ze wstega
pozostaje w jednym kawatku. Czy to oznacza, ze rzad nowej wstegi
jest dwukrotnie wickszy? Ot6z nie! Bo nadal dwa zwoje petli leza
jeden nad drugim. Jedli chcemy wygodnie policzy¢ skrgcenia, musimy
wstege sprowadzi¢ do pozycji ze wszystkimi skreceniami ,z przodu”.
Taka operacja wymaga przekrecenia jednej z czeéci o 180°, a przy
tym powstaja dwa nowe skrecenia (mozna to latwo zaobserwowad

na przyktadzie wstegi rzedu 1 lub 3). Zatem ze wstegi rzedu n (dla
n nieparzystego) dostajemy wstege rzedu 2n + 2 (czyli ze wstegi
jednostronnej otrzymujemy dwustronna!).

Jesli rozcinamy wstege rzedu zero (powierzchni¢ boczng walca),
otrzymujemy jej dwie niezasuplane kopie. Zalézmy teraz, ze rozcinamy
wstege niezerowego rzedu parzystego. W efekcie otrzymujemy

réwniez jej dwie kopie. Zastandéwmy sie, czy dadza si¢ one swobodnie
rozdzieli¢, czy bedg zasuptane, jak w przypadku rzedu 4. Latwiej
przeanalizowad, jesli na rysunkach ,zgnieciemy” paski do linii

i zamiast sytuacji z rysunku 7a bedziemy rysowali te z rysunku 7b.

b)

Rys. 7

Wtedy zauwazymy, ze przy 2n skreceniach, dla n € N\ {0} obie
czesci bedag zasuplane w sposéb przedstawiony na rysunku 8. Przy
nieparzystej liczbie skrecen wstega pozostaje co prawda w jednym
kawalku, ale wtedy réwniez bedzie ciekawie zasuptana sama ze soba,
co przedstawia rysunek 9.

2n +1 przej$é

2n przejsé

SOOI

Rys. 8 Rys. 9

Eksperyment 4. Tnij na potege

Wyobraz sobie, ze wstegi réznych rzedéw kroimy radetkiem o 2 lub 3
ostrzach rozmieszczonych odpowiednio co 1/3 lub 1/4 szerokosci paska
papieru. Rodzg sie pytania:

Czy wstega pozostaje w jednym kawatku, czy rozpada sie na czesci?

Kiedy tak jest?

A jesli sie rozpada, to na ile czesci? Czy czeSci te sg wstegami tego
samego typu, co wyjsciowa?

A jesli jest ich wiecej, to czy sa jednakowe?

Czy mozna je oddzielié¢, czy sa ,zasuptane”? A jedli sa zasuplane, to

w jaki sposob?

Chociaz po wykonaniu eksperymentu z radetkiem np. o 7 ostrzach

i wstega o 5 skreceniach otrzymujemy... plataning papieru, z ktorej
niewiele widaé¢, okazuje sie, ze odpowiedzi na te pytania nie sa takie
trudne, bowiem wykonalidmy juz w zasadzie calg pracg. Wystarczy
zauwazy¢, ze przy duzej liczbie cigé moga zaj$¢ dwa przypadki: albo
odetniemy czeé¢ w $rodku (gdy liczba ostrzy jest parzysta — rys. 10),
albo takiej czesci nie bedzie (rys.11). W pierwszym przypadku
srodkowa cze$é jest zawsze bliZzniaczo podobna do pierwotnej (widaé

to po ,zmazaniu” w my$li wszystkich innych czesci). Czeéci inne niz
Srodkowa (niezaleznie od parzystosci cigcia) mozemy rozpatrywaé
po dwie polozone symetrycznie wzgledem $rodka, ktérym czasem
jest drodkowa czgéé, a czasem Ssrodkowy rowek. Wtedy stosuje

sie rozumowanie dla pojedynczego ciecia (po wymazaniu w mysli
wszystkich innych czesci rysunkéw widzimy sytuacje jak na rysunku
z cigciem w polowie tyle samo razy zawinietej wstegi).

Rys. 10
a)T 1 v 1B b)) 1 o 1 L 1B
D) 3 2 D) 2 D) D
1 1 1 1 1 1 1
Rys. 11

Teraz tatwo mozna przeprowadzié¢ eksperyment myslowy z krojeniem
wstegi radetkiem o k ostrzach rozmieszczonych co k—}rl szerokosci wstegi.
Co sie wtedy dzieje, np. dla wstegi o 100 skreceniach i radetka o 101

ostrzach?

17



Od zwierciadta ptaskiego do kalejdoskopu

lusterko

karton

Rys. 1. Sposéb umieszczenia lusterka

na stole.
prosta
normalna lusterko
v
wigzka wigzka
padajaca odbita

Rys. 2. Odbicie promienia od lusterka.

obraz
punktu

{

\N
\\\
W N lusterko
NN

A,

punkt

Rys. 3. Konstrukcja obrazu punktu
w lusterku.

y=120°

Rys. 4. Sposéb umieszczenia dwéch
lusterek na stole.

Stanistaw BEDNAREK

Na poczatek zajmiemy sie badaniem wlasciwosci obrazu tworzacego sie

w zwierciadle plaskim. Do tego celu beda nam potrzebne dwa plaskie, najlepiej
prostokatne lusterka, niewielki kawatek kartonu, katomierz i plastelina. Na stole
ustawiamy jedno lusterko w plaszczyZnie pionowej, przymocowujac je do stolu
od tylu za pomoca plastelinowej kulki (rys. 1). Z kartonu wycinamy ksztaltke
w postaci litery F. Przed lusterkiem umieszczamy ksztaltke, ustawiajac ja

w plaszczyznie pionowej, rownoleglej do zwierciadla i przymocowujac do stotu
za pomocg odrobiny plasteliny. Ile obrazéw ksztaltki widzimy w lusterku?

W jakiej odleglodci za lusterkiem tworzy sie obraz ksztaltki? Jaka jest wielkosé
tego obrazu w poréwnaniu z wielko$cia ksztaltki?

W przeprowadzonym doswiadczeniu widzieliSmy jeden obraz ksztaltki. Obraz
ten tworzy sie za lusterkiem w takiej samej odleglosci, w jakiej znajduje sie
ksztaltka przed lusterkiem. Wielko$é tego obrazu jest taka sama jak wielko$é
ksztaltki. Obraz otrzymany w lusterku, zwanym zwierciadlem ptaskim, mozemy
skonstruowaé¢ geometrycznie, wykreslajac obrazy poszczegélnych punktéw tego
przedmiotu. W tym celu musimy poznaé¢ prawo odbicia $wiatla.

Przed lusterkiem ukladamy na stole wskaznik laserowy lub latarke z przestona,
zaopatrzona w szczeline, przez ktora przechodzi waska wiazka Swiatla. Wiazke
te kierujemy na zwierciadlo. Obserwujemy kierunek wiazki po odbiciu od
zwierciadla, zwracajac uwage na slad wiazki na stole. Katomierzem mierzymy
kat o padania wiazki na zwierciadlo (rys. 2). Jest to kat zawarty miedzy

prosta prostopadla do zwierciadla, narysowana w punkcie padania wiazki,
zwana krétko prosta normalna, a padajaca wiazka. Nastepnie katomierzem
mierzymy kat 8 odbicia wiazki. Jest to kat zawarty miedzy sladem wiazki
odbitej a prosta normalna. Porownujemy wartosci obu katow. Zwiekszamy teraz
kat padania, powtarzamy pomiary obu katow i poréwnujemy je. W dalszej czesci
do$wiadczenia zmniejszamy kat padania i rowniez powtarzamy pomiary obu
katéw. Dochodzimy do wniosku, ze w kazdym przypadku kat odbicia réwny
jest katowi padania. Zauwazamy réwniez, ze promien odbity, promien padajacy
i prosta normalna leza w jednej ptaszczyznie prostopadlej do zwierciadta. Ten
wniosek wyraza wlasnie prawo odbicia Swiatla.

Zeby skonstruowaé geometrycznie obraz jakiego$ punktu $wiecacego

w zwierciadle plaskim, wykreslamy bieg dwoch promieni wychodzacych
z tego punktu i odbijajacych sie od zwierciadla (rys. 3). Obraz tego
punktu lezy na przecieciu przedtuzen promieni odbitych od zwierciadta.
W celu skonstruowania obrazu ksztaltki wykreslamy obrazy kilku jej
charakterystycznych punktow.

Przejdziemy teraz do bardziej interesujacych przypadkéw. Obejrzymy

obrazy litery F w dwéch zwierciadtach zestawianych pod réznymi katami ~.

Na poczatku bedzie to kat 120° (rys. 4). Kat zawarty miedzy zwierciadtami
mierzymy katomierzem. Zwierciadla przymocowujemy do stolu w plaszczyznie
pionowej za pomoca plasteliny. Ile obrazéw litery F widzimy teraz

w zwierciadlach? Jaka jest wielko$¢ tych obrazéow w poréwnaniu z wielkoscia
przedmiotu, czyli litera F wycieta z kartonu? W jakiej odleglosci od zwierciadet
znajduja sie te obrazy? Jak zmienia sie polozenie tych obrazéw, kiedy zmienimy
polozenie przedmiotu? Powtarzamy obserwacje dla innych katéw miedzy
zwierciadtami. Niech beda to kolejno katy 90°, 60°, 45° i 30°. Ile obrazéw
widzimy w tych przypadkach? Jak zmienia si¢ liczba obrazéw ze zmiang kata
miedzy zwierciadlami? Czy mozna tu zauwazy¢ jakas prawidlowosc?

Dla systematycznosci wykonajmy jeszcze jedno do$wiadczenie. Ustawmy dwa
zwierciadla rownolegle, zwracajac je powierzchniami odbijajacymi ku sobie
(rys. 5). Popatrzmy nieco z boku w jedno ze zwierciadel. Ile obrazéw litery F
widzimy w tym przypadku? Jaka jest ich odlegtos¢ od zwierciadla? Jaka jest
wielkosé tych obrazéow w poréwnaniu z wielkoscia przedmiotu?
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Rys. 5. Dwa lusterka réwnolegte.

Fot. 1. Wyglad zewnetrzny kalejdoskopu
klasycznego.

Rys. 8. Budowa kalejdoskopu
polaryzacyjnego.

Rys. 10. Budowa kalejdoskopu z soczewka
i kulkg szklang.

Okazuje sie, ze w naszym doswiadczeniu z dwoma zwierciadlami
ustawionymi pod pewnym katem ~ liczba n obrazdw, ktére mozemy zobaczy¢
w zwierciadtach, wyraza sie nastepujacym wzorem

360

n=——1.
Y

Wzér ten jest stuszny jedynie, gdy ~v jest dzielnikiem 360. Tylko dla takich
katéw liczba obrazow widzianych w zwierciadtach nie zalezy od wyboru punktu
obserwacji. W przypadku dwéch zwierciadet ustawionych réwnolegle kat miedzy
nimi jest formalnie rowny 0°. Podstawiajac te warto$¢ do powyzszego wzoru,
dostajemy nieskoniczong liczbe obrazéw. Patrzac w jedno z dwdch zwierciadet
ustawionych réwnolegle, widzimy rzad wielu obrazéw, powstajacych w wyniku
kolejnych odbié¢ swiatta od zwierciadel. Ich liczba jest jednak skonczona, a dalsze
obrazy sa coraz stabiej widoczne. Dzieje si¢ tak dlatego, ze zwierciadla nie sg
idealnie odbijajace i po kolejnych odbiciach pozostaje coraz mniej Swiatta, dajac
coraz ciemniejszy obraz.

Zajmijmy sie teraz kalejdoskopami (fot. 1). Pierwszy kalejdoskop zostal
skonstruowany w 1816 roku przez angielskiego fizyka Dawida Brewstera.

Do polowy XIX wieku kalejdoskop byl modna zabawka uzywana w salonach.
Obecnie kalejdoskop mozna od czasu do czasu kupi¢ w sklepie z zabawkami
lub z artykutami papierniczymi, a nawet w kiosku. Jego cena nie przekracza
zwykle dziesieciu zlotych. Jak zbudowany jest klasyczny kalejdoskop? Wewnatrz
tekturowej lub plastikowej rurki ¢ znajduja sie trzy dlugie zwierciadta ptaskie [,
tworzace katy 60° (rys. 6). W przedniej czesci kalejdoskopu umieszczona

jest matowa plytka szklana lub plastikowa m, tzw. matowka i plytka
przezroczysta p. Plytki te tworza komore, w ktérej znajduja sie kawateczki
kolorowych szkielek lub skrawki folii s. W tylnej czesci kalejdoskopu jest
przezroczysta plytka p, na ktora nalozona zostala pierscieniowa przestona r.

Po skierowaniu matéwki w kierunku zrédla Swiatla i spojrzeniu do wnetrza
kalejdoskopu przez przestone widzimy pigkne, ré6znobarwne wzory, utworzone
ze szkielek lub folii. Wzory te maja szeSciokrotna symetrie. Obracajac
kalejdoskop wokoét podtuznej osi, powodujemy zmiane tych wzoréw, przez co
staja sie one niepowtarzalne.

Oprécz opisanego kalejdoskopu klasycznego spotyka sie kalejdoskopy
dynamiczne, w ktérych zamiast komory, utworzonej przez matéwke

i przezroczysta plytke, zastosowano rurke g, wypelniona gesta i lepka ciecza c,
zawierajaca kawaleczki kolorowych szkielek (rys. 7). Podczas obrotu wokét
podiuznej osi szkietka te powoli opadaja, tworzac piegkne wzory. Zwielokrotniony
obraz tych wzoréw widoczny jest w zwierciadtach, podobnie jak w kalejdoskopie
klasycznym.

Inna odmiana kalejdoskopu to kalejdoskop polaryzacyjny. Zamiast
przezroczystej plytki i matéwki zastosowano w nim dwa polaryzatory b

(rys. 8). Przedni polaryzator moze byé obracany, a miedzy polaryzatorami
znajduja sie bezbarwne kawaleczki szkielek s z wprowadzonymi naprezeniami
mechanicznymi. Swiatlo spolaryzowane przez przedni polaryzator o$wietla
szkietka i uwidacznia wystepujacy w nich rozklad naprezen w postaci barwnych
wzorow. Wzory te zwielokrotnione przez uktad zwierciadet ogladane sg przez
drugi polaryzator.

Spotyka sie rowniez kalejdoskopy, w ktorych w przedniej cze$ci umieszczono
soczewke plasko-wypukla f, zwrécona wypukloécia ku przodowi (rys. 9).
Ogniskowa tej soczewki jest krétsza od dlugosci rurki kalejdoskopu. Dzieki

temu soczewka tworzy rzeczywisty i pomniejszony obraz otoczenia w przestrzeni
miedzy zwierciadlami. Obraz ten zwielokrotniony przez zwierciadla ogladany jest
przez przezroczysta plytke z przeslona. Istnieja takze odmiany kalejdoskopow,

w ktérych do soczewki przylega niewielka kulka szklana k (rys. 10). Kulka ta
powoduje zakrzywienie obrazu, ktéry wyglada, jak w szerokokatnym obiektywie
typu ,rybie oko”.

Pomystowosé ludzka nie zna granic. Opisane odmiany kalejdoskopéw nie
wyczerpuja wszystkich mozliwosci. Dlatego na zakonczenie warto zachecié
Czytelnikéw do zaprojektowania wlasnej wersji kalejdoskopu.
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Definiowanie kwadartéw, czyli wprowadzenie

do programowania artystycznego

Andrzej WALAT

Celem tego artykulu jest pokazanie, ze istnieja rézne style programowania
bedace wyrazem indywidualnych réznic: upodoban, sposobéw atakowania
probleméw. Nie jest tak, ze wszyscy musza programowaé wedlug jednego

LoHo

wzorca, bo inaczej zapanowalby chaos, a programy napisane przez jednych
bylyby nieczytelne dla innych. Starsi Czytelnicy moga pamietaé¢ kultowa kiedys
publikacje Wirtha Wstep do programowania systematycznego. Kiedys byla to
wazna ksiazka réwniez dla mnie, ale dzi§ mam poczucie, ze jest to przedmiot

kultu troche juz przebrzmialej i nie mojej religii. Nie chce powiedzie¢, ze
systematycznosé nie jest juz wazna. Nadal jest wazna, ale programowanie
wymaga jeszcze czegos$, co zbliza je do dzialalnosci artystycznej. Nieprzypadkowo
inna, bardzo wazna ksiazka Donalda Knutha ma tytul Sztuka Programowania.

Elementy postawy artystycznej. Na czym polega
istota dzialan artystycznych? Moim zdaniem wazne sa
trzy czynniki:

e podejscie krytyczne,

e zdolno$¢ widzenia problemoéw z réznych perspektyw,
e staly dialog.

Postawa krytyczna. Wielu ludzi zajmuje sie
malowaniem, ale tylko niewielu jest wybitnymi
artystami. Co decyduje o tym, ze czlowiek staje sie
artysta? Zwykle na pierwszym miejscu wymienia si¢
talent i pracowitosé, rzadziej krytycyzm. W kazdej
dziedzinie mozemy stawia¢ sobie mate albo bardzo
wysokie wymagania. Mozemy zachwycacé sie byle kreska
i plama, albo nieustannie szukaé¢ najdoskonalszych
rozwigzan. Znane jest powiedzenie Kamila Pisarro:
,Nigdy nie koncze obrazu, dopoki szafa, ktéra

na poczatku byla czerwona, nie bedzie zielona” — aby
uzyskaé satysfakcjonujace rozwigzanie, trzeba stale
weryfikowaé pierwsze proby, czesto radykalnie zmieniac¢
poczatkowe podejscie do problemu. Krytycyzm jest
najwazniejszym czynnikiem, ktory odréznia artystow
od grafomanéw (nie tylko w sztuce).

Zobaczy¢ inaczej. Z krytycyzmem wiaze sie pytanie:
czy mozna to zrobi¢ inaczej? i nieustanne proby
spojrzenia na problem z innej perspektywy. Kto
obserwowal malarzy przy pracy, musial zauwazy¢,

ze czesto oddalaja sie od obrazu, zeby obejrzeé¢ go

z dystansu swiezym okiem. Czesto, zeby zobaczy¢ obraz
inaczej, odwracaja go do gory nogami. W Muzeum
Okregowym w Bydgoszczy znajduje sie oryginalny
eksponat ,tramwaj Wyczdtkowskiego”. Sa to sztalugi
na szynach. Artysta skonstruowal je, kiedy w starszym
wieku nie moégl juz nieustannie biega¢ do i od obrazu,
zamiast tego krecit korbka i to obraz odjezdzal lub

si¢ przyblizal. Te przyktady sSwiadcza o tym, jak wiele
wysitku wkladaja ludzie twérczy, by ogladac¢ i oceniac
wyniki swoich dziatan z réznych perspektyw.

Dialog. Wybitnych artystéw czesto uwaza sie za
skrajnych indywidualistow realizujacych swoje idee

w izolacji. Tymczasem historia sztuki méwi cos
przeciwnego. Dla artystéw kontakt z innymi twoércami
i ich dokonaniami mial czesto wigksze znaczenie niz
kontakt z natura.
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Znane sa przyklady nieustannego dialogu wybitnych
indywidualnoéci: Van Gogha z Gauguinem,
mieszkajacych i malujacych razem w Arles, Braque’a
z Picassem, czy wreszcie Picassa z Matissem.
Krytycyzm, analizowanie probleméw z réznych
perspektyw i dialog to wazne cechy postawy
artystycznej nie tylko w malarstwie, ale rowniez

w innych dyscyplinach nie kojarzonych ze sztuka.

Ro6zne podejscia do rozwiazywania probleméw
algorytmicznych zademonstruje na przykladzie
zadania z zaje¢ przygotowujacych do konkursu
informatycznego dla gimnazjalistow pt. LOGIA

(Logo i algorytmika) organizowanego corocznie

w wojewodztwie mazowieckim. Z pozoru jest to
elementarne zadanie, w ktérym trudno odkryé cos
szczegdlnie interesujacego. Jednak nawet w tak prostych
przypadkach moga sie ujawnié¢ bardzo rézne style
programowania. Omowie dwa rézne rozwigzania Pawla
i Gawla, ktérzy jak w wierszu Fredry maja odmienne
osobowosci.

Zadanie. Napisz procedure osiemkwadratoéw, ktéra
tworzy na $rodku ekranu nastepujacy rysunek:

Rys. 1

Rozwigzanie Pawtla. Pawel jest uporzadkowanym
chlopcem. Lubi systematyczne podejscie do zadan. Ma
poczucie, ze nie zrozumie zadania, dopdki nie zobaczy
dokladnie jego ogdlnej struktury wraz ze wszystkimi
szczegotami. Te cechy osobowoéci wida¢ w jego
rozwiazaniu:

oto osiemkwadratoéw
cs czterydwadwakwadratyskok 360
juz



oto czterydwadwakwadratyskok :a

powtérz 4 [dwadwakwadratyskok :a / 3 pw 90]

juz

oto dwadwakwadratyskok :a

pod lw 90 np 3 * :a/ 2pw 90 np :a / 2 opu
dwadwakwadraty :a

podws :a/ 21w 90 ws 3% :a/ 2 pw 90 opu

juz

oto dwadwakwadraty :a

dwakwadraty :a

pod pw 90 np :a 1w 90 opu

dwakwadraty :a

pod pw 90 ws :a 1w 90 opu

juz

oto dwakwadraty :a

kwadrat :a

pod np :a / 2 pw 45 opu

kwadrat :a / pwk 2

pod pw 45 np :a / 2 opu

zamaluj

pod ws :a / 2 1w 45 opu

pod 1w 45 ws :a / 2 opu

juz

oto kwadrat :a

powtérz 4 [np :a pw 90]

juz

Rozwiazanie Gawla. Gawel podziwia systematycznosé
Pawtla i troche mu zazdroéci. Nie bylby w stanie nawet
powtorzy¢ bez przekltamania takich ztozonych stow, jak
czterydwadwakwadratyskok. By¢ moze dlatego czuje,
ze rozumie ztozony problem dopiero wtedy, gdy widzi
tylko zarys jego ogdlnej struktury, bez szczegdlow. Jego
rozwiazanie jest inne niz Pawta. Ogladajac je w oknie
pamieci, widzimy tylko dwie procedury.

oto osiemkwadratoéw

pod napoz [-200 -200] opu

kwadrat 400

juz

oto kwadrat :bok

powtérz 4 [naprzéd :bok pw 90]

juz

Wydaje sig, ze to nie moze poprawnie dziataé, ale po
napisaniu polecenia:

? osiemkwadratow

okazuje sie, ze dziala. Czy nie ma w tym oszustwa?
Oszustwa nie, ale troche prestidigitatorstwa. W oknie
pamieci widaé tylko ogélna strukture rozwiazania,

a szczegOly sa ukryte. Po kliknieciu zétwia prawym
przyciskiem myszy i otworzeniu okna dialogowego zmien
z1, mozna zobaczy¢ dwie dodatkowe procedury:

oto naprzéd :bok

powtérz 2 [oczko :bok / 3]
np :bok / 3

juz

21

oto oczko :bok
rysuj lista 4 lista :bok 90

np 0.5 * :bok pw 45

wielokat lista 4 1ista 0.7071 * :bok 90

lw 45 np 0.5 * :bok
juz
Zotw 21 jest jednostka klasy z61w. W Logomocji
kazdy obiekt, a w szczegdlnosci kazdy zotw moze
mieé¢ zdefiniowane wlasne procedury okreslajace jego
spos6b wykonywania réznych zadan. Mozna nawet
przedefiniowaé procedury pierwotne (jak w tym
przypadku naprzéd). Zotw 21 ma wlasng procedure
wykonywania polecenia naprzéd (ale polecenie np
wykonuje w zwykly sposéb). Proponuje Czytelnikowi
nastepujacy eksperyment. Wyczys$¢ ekran. Zdefiniuj
procedury zolwia z1, jak w rozwiazaniu Gawla. Utwérz
nowego z6twia z2. Ulokuj z1 na pozycji [20 —100],
a z6lwia z2 na pozycji [-320 —100]. Nastepnie napisz
polecenie: prosze wszystkie [kwadrat 200]. Oba
z6twie wykonaja to samo polecenie, ale kazdy na swdj
Sposob.

¥y

Rys. 2

Definiowanie kwadartéow. Rozwiazanie Gawla jest
poprawne i moze si¢ bardziej podoba¢ niz rozwiazanie
Pawta, ale czy mozemy zaakceptowaé uzycie przez
niego nazwy kwadrat dla procedury, ktora rysuje
figury bardziej ztozone? Moze lepiej uzy¢ innej nazwy,
na przyktad kwadart. Kwadart to kwadrat kreslony
przez ,zbétwia artyste”, ktéry wykonujac polecenie
naprzéd, przemieszcza sie naprzod o dang liczbe
krokéw, ale niekoniecznie po odcinku prostoliniowym,
tylko na swoj wlasny sposob. Zwykle zotwie, ktore
wykonuja naprzéd w zwykly sposéb, zaliczamy

do kierunku w sztuce nazywanego minimalizmem.
Podobnie jak Kazimierz Malewicz, twérca stynnego
czarnego kwadratu na bialym tle, kresla one z wielkim
upodobaniem zwykte kwadraty.

Jak to zrobié inaczej? Rozwiazania Pawla i Gawla to
tylko dwa sposrod setek roznych sposobow rozwiazania
tego samego problemu. Na stronie internetowej

Delty przedstawiam jeszcze rozwiazanie Kasi. W jej
rozwiazaniu po wywotaniu odpowiedniej procedury
mamy wrazenie, ze na ekranie, a $cislej na stronie
graficznej Logomocji, pojawil sie wlasciwy rysunek,
ale faktycznie strona jest czysta, natomiast tworzy sie
17 z6twi majacych posta¢ kwadratu, ktore uktadaja
sie w odpowiedni obraz. Po kliknieciu dowolnego
punktu ekranu zétwie rozpoczynaja urzekajacy taniec.
Procedura Kasi tworzy ruchome obrazy nazywane
mobilami.



Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,

Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skroét regulaminu

V1-44

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé w oddzielnych kopertach,

umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali
od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspotczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére

Termin nadsytania rozwigzan:
31 III 2008

nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktoérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
541 (WT =1,98) i 542 (WT = 2,43)
z numeru 5/2007

Dariusz Kurpiel — Posada

Zarszyn 43,47
Krzysztof Kaminski — Pabianice 42,75
Witold Bednarek — Lédz 41,79
Grzegorz Karpowicz — Wroctaw 39,24
Pawel Najman — Jaworzno 38,49
Pawel Kubit — Krakéw 37,82
Wojciech Maciak — Warszawa 35,69

http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.
Zadania z matematyki nr 553, 554
Redaguje Marcin E. KUCZMA

553. Wyznaczy¢ wszystke trojki dodatnich liczb wymiernych z,y, z, dla ktérych
1 1
kazda z liczb =+ —, y+ —, z+ — jest calkowita.
Y z x

554. Dany jest tréjkat ostrokatny ABC. Punkty D, E, F' lezg odpowiednio
na bokach BC, C A, AB i speliaja warunki |[<FDB| = |<EDC|,

|<DEC| = |<FEA|, |<EFA| = |XDFB|. Dowie$¢, ze proste zawierajace
wysokosci trojkatéw AEF, BFD, CDE, poprowadzone odpowiednio
z wierzchotkéw A, B, C, przecinaja sie¢ w jednym punkcie.

Zadanie 554 zaproponowal pan Michal Kieza z Warszawy.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 9/2007

545. Rozwazamy tréjkaty ABC spelniajace warunek [ID| = |IE|,
gdzie I jest $rodkiem okregu wpisanego, a D, E sg punktami
przecigcia prostych AI, BI odpowiednio z bokami BC, C'A.
Wyznaczy¢ wszystkie tréojki liczb a, 3, v, ktére moga by¢ miarami
katow XA, £B, £C takiego tréjkata.

545. Wezmy pod uwage dowolny tréjkat ABC o katach
|[<A| =a, |<B| =8, |[<C| =~. Niech F bedzie punktem
symetrycznym do E wzgledem prostej CI; lezy on na
polprostej CB™. Zachodzg réwnosci |[E| = |IF| oraz
|<CDI| =5 +8, |4CEI| = g +a=|<CFI|.
Rozwazany w zadaniu warunek |[ID| = |[E|, czyli
|ID| = |IF|, jest spelniony wtedy i tylko wtedy, gdy albo
punkty D i F' pokrywaja sie, albo odcinek DF jest podstawa
trojkata réwnoramiennego I DF'. Te dwie sytuacje sa
odpowiednio réwnowazne réwnosciom

|[<CFI| = |« CDI| |<CFI|=180° — |« CDI|.
Badany warunek jest wigc réwnowazny alternatywie

BL,_2 B0 o,<g )
2+a72+ﬂ lub 2+a7180 2+5

—czyli a=p lub a+ 8 =120°.

oraz

C

Stad odpowiedz: szukane tréjki
(a, B,7) to te, w ktérych
a = lub v = 60°.
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Przypominamy tres¢ zadan:

546. Dla kazdej dodatniej liczby calkowitej n wyznaczy¢ najmniejsza
mozliwg liczbg¢ niezerowych wspélczynnikéw wielomianu stopnia n,

o wspoétczynnikach rzeczywistych, majacego n réznych pierwiastkéw
rzeczywistych.

546. Przypusémy, ze wielomian n-tego stopnia

P(z) =ao+ a1z + ...+ apz” (an #0)
ma n réznych pierwiastkow rzeczywistych. Pomiedzy
kazdymi dwoma sasiednimi miejscami zerowymi funkcji P(z)
lezy miejsce zerowe funkcji pochodnej (twierdzenie Rolle’a).
Zatem wielomian P’(z) ma n — 1 réznych pierwiastkow
rzeczywistych; itd. (indukcja): dla k = 1,...,n—1 wielomian
P(k)(az) ma n — k réznych pierwiastkoéw rzeczywistych.
Wszystkie jego pierwiastki sa jednokrotne, bo P(k)(m) jest
wielomianem stopnia n — k.

Zauwazmy teraz, ze

P®(z) = Klag + (k + 1)lar 1z + (wyrazy wyzszych stopni).
Skoro wielomian P () nie ma pierwiastkoéw wielokrotnych,
to nie jest podzielny przez wielomian x2. Zatem co najmniej
jedna z liczb aj, oraz apy1 jest rozna od zera. W ciggu
(agy...,an), z ostatnim wyrazem a, # 0, jest wiec co
najmniej |[(n+ 1)/2] wyrazéw niezerowych.

To minimum daje si¢ zrealizowaé. Bierzemy dowolny
wielomian rzeczywisty Q(z) stopnia m = [n/2|, majacy m
réznych pierwiastkow dodatnich; na przyktad
Q(z)=(x—1)-... - (x —m). Wéwczas kazdy z wielomianéw

P(z) = Q%) P(z) = 2Q(z?),
odpowiednio stopni 2m oraz 2m + 1 (jedna z tych liczb
réwna si¢ n), ma tyle réznych pierwiastkéw rzeczywistych,
ile wynosi jego stopien; za$ w ciagu jego wspotczynnikéw co
drugi wyraz jest réwny zeru.

oraz

Tak wiec szukane minimum wynosi |(n + 1)/2].



Klub 44

Termin nadsytania rozwigzan:
31 III 2008

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
440 (WT =1,43) i 441 (WT = 2,63)
z numeru 6/2007

Tomasz Wietecha — Tarnéw 40,50
Andrzej Idzik — Bolestawiec 40,22
Jerzy Witkowski — Radlin 31,82

Andrzej

Nowogrodzki — Chocianéw 24,58
Jacek Konieczny 19,16
Radostaw Poleski — Kotobrzeg 18,96

— Poznan

Zadania z fizyki nr 450, 451
Redaguje Jerzy B. BROJAN

450. Jednorodny cienki pret postawiono pionowo na poziomej powierzchni

i puszczono, w wyniku czego sie przewrdcil. Jesli dolny koniec preta sie przy
tym nie poslizgnal, to czy nastapilo oderwanie sie tego konca od podloza przed
uderzeniem o podloze innych czesdci preta?

Jaka bedzie odpowiedz, jesli podobne doswiadczenie przeprowadzié¢ z pretem
niejednorodnym — zwezajacym sie z dotu do géry, albo odwrotnie? (Istotna jest,
oczywiscie, nie tyle sama grubo$é, ile masa na jednostke dlugodei.)

451. Transformator doskonaly (tzn. bez strat energii i bez rozproszenia pola
magnetycznego) sklada sie z dwoch uzwojen o indukeyjnosciach Ly i Lo.
Obliczy¢ czestotliwosé drgan wlasnych tego transformatora, jesli do pierwszego
uzwojenia dolaczono kondensator o pojemnosci C1, a do drugiego — kondensator
o pojemnosci Cs.

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 9/2007

Przypominamy tresé¢ zadan:

442. Uporzadkowaé¢ ponizsze uklady optyczne wedlug wartoséci ogniskowej:

1. dwie jednakowe soczewki plaskowypukle zetknig¢te powierzchniami ptaskimi,

2. dwie soczewki (takie same, jak w punkcie 1) ustawione powierzchniami ptaskimi do siebie

i rozsunigte na pewng (nie bardzo duza) odlegltosc,

3. jak w punkcie 2, z plaskoréwnolegly plytka szklang wstawiong mig¢dzy soczewkami.

Wskazdéwka: Ogniskows ukladu optycznego (niekoniecznie cienkiej soczewki) mozna zdefiniowad
nastepujaco: jesli na uklad pada promien Swiatta réwnolegly do osi optycznej i odlegly od niej o h,
a po wyjsciu z ukladu jest nachylony pod niewielkim katem « do osi, to ogniskowa wynosi f = h/a.

443. Oscylator anharmoniczny tltumiony jest cialem poruszajacym si¢ pod wplywem dwéch sit — sity

$ciggajacej ciato do potozenia réwnowagi i zaleznej od wychylenia (niekoniecznie proporcjonalnie)
oraz sity tltumiacej, zaleznej od predkosci. Zanotowano kolejne wartosci amplitudy drgan takiego
oscylatora, wraz z odstepami czasu (jednostki dowolne):

A 1,00 0,90 0,81 0,74 0,67

T 1,00 1,06 1,11 1,17 1,22

0,61 055 0,51 0,46 0,42 0,39 0,36 0,33 0,31 0,28 0,26 0,24
1,28 1,34 1,41 1,47 1,53 1,60 1,67 1,74 1,81 1,88 1,95

Jaka zaleznos$¢ pierwszej sity od wychylenia i drugiej sily od predkoéci jest zgodna z ta tabela?

442. 7 rysunku widaé, ze przy ustalonej wartosci h warstwa
powietrza powoduje przesuniecie w strong osi (w doét)
promienia przecinajacego wnetrze drugiej soczewki, bez
zmiany jego kierunku.

\

To za$ oznacza zmniejszenie kata padania od wewnatrz
na powierzchnie kulista, mniejszg zmiang kierunku przy
zalamaniu i zmniejszenie kata o migedzy promieniem
wychodzacym a osig optyczna. Zgodnie z podanym
uogdlnieniem pojecia ogniskowej ulegnie ona zwickszeniu.
(Przy duzej odlegtosci migdzy soczewkami promient
wychodzacy zostanie odchylony w odwrotna strone, czyli
ogniskowa stanie si¢ ujemna.)

Jesli miedzy soczewkami znajduje sie ptaskorownolegta
ptytka szklana, to w niej kierunek omawianego promienia
bedzie mniej nachylony do osi niz w powietrzu, czyli
przesuniecie w dét bedzie mniejsze. Jest to wiec przypadek
posredni miedzy soczewkami stykajacymi si¢ a soczewkami
rozsunietymi.
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443. Przyjmijmy najprostsze zalozenie, ze sita powrotna jest
proporcjonalna do wychylenia w potedze «, a sita ttumiaca —
do predkosci w potedze 3:

[Fol = klal”,  |Fi] = glol”.
Aby znalez¢ stad zaleznosé okresu od amplitudy, mozna
postuzy¢ sie analiza wymiarowa, pomijajac na razie site
ttumiaca (sadzac po niewielkim spadku amplitudy w ciagu
jednego okresu, jest to uzasadnione). Dobieramy wiec
wyktadniki v i w w zaleznosci T = c¢(k/m)“ A", gdzie ¢
jest stalg liczbowa, a m — masa. Wymiarem stosunku k/m
jest m'~%s2 zatem zgodnos$é¢ wymiaréw nastapi tylko dla
u=—1/2, w= (1 — «)/2. Dane w tabeli nawet ,na oko”
wyraznie wskazuja na odwrotna proporcjonalnosé okresu
do pierwiastka z amplitudy (czterokrotny spadek amplitudy
spowodowal dwukrotny wzrost okresu), tzn. w = —1/2,
a=2.

W celu wyznaczenia wspétczynnika 3 trzeba oprécz analizy
wymiarowej oprzeé si¢ na fakcie, ze dla matych wartosci
AA = A, — A,+1 wielko$¢ ta jest proporcjonalna do
wspdélezynnika ¢, gdyz mala zmiana trajektorii ruchu
ciala jest proporcjonalna do silty, ktéra spowodowala te
zmiane. Postepujac jak poprzednio, dobieramy wyktadniki
y 1z w zaleznosci AA = ¢(q/m)(k/m)YA® i otrzymujemy
y=06/2-1, z=(a+1)3/2 — a+ 1. Na podstawie tabeli
mozemy ocenié¢ z na okoto 1,2, gdyz 4-krotny spadek
amplitudy towarzyszyl okoto 5-krotnemu spadkowi AA,
log5/log4 ~ 1,2. Stad 3 ~ 1,5.



Rozwigzanie zadania M 1192.
Zbiér A = {1,2,3,...,16} dzielimy
na nastepujacych 8 podzbioréw

dwuelementowych: {1, 4}, {2, 3}, {5, 8},

{6,11}, {7,10}, {9, 16}, {12, 13},
{14,15}. Bezposérednio sprawdzamy,

ze dla kazdego z wymienionych
podzbioréw {a, b} liczba a? + b2 jest
liczba pierwsza. Pozostaje zauwazyé, ze
kazdy 9-elementowy podzbiér zbioru A
zawiera jeden z wymienionych zbioréw
dwuelementowych.

Rozwigzanie zadania F 707.

Srednia gesto$é Stonca dana jest wzorem:

_ Ms 3 Ms
PS= Vg T Ry
Z poréwnania sil odsrodkowej
i grawitacyjnej, dzialajacych na Ziemie,

mamy
471'27'5 mz Mg
mz =G
2 2
T %

gdzie rs to odleglosé Ziemi od Stonca.

Stad mozemy wyznaczy¢
247’
T2G

gdzie @ = 2Rgs/rs ~ 0,01 — katowy
rozmiar Stonica, T ~ 7 - 10”7 s = 1 rok

3
ps ~ ~1g/cm”,

okres obiegu Ziemi, a G — stala
grawitacji.

L...]

Rozwigzanie zadania F 708.

Ze wzgledu na niewielkg grubosé fotosfery
mozemy zaniedbaé zmiany przyspieszenia

grawitacyjnego na jej obszarze oraz

zalozy¢ stalg gestos¢ gs materii na nig sie
sktadajacej. W stanie réwnowagi ci$nienie

hydrostatyczne musi by¢ réwnowazone
przez ci$nienie gazu, zatem
) A RT
p=pgsh=p—r,
gdzie M jest masg molowg wodoru.
Ostatecznie
RT
h=——.
Mgs

Podstawiajac dane liczbowe, otrzymujemy
h =~ 100 km. Dlatego wydaje si¢, ze tarcza

Stonca ma ostrg krawedz.

Patrz w niebo

Piszac w Delcie 9/1999 o podwdéjnym bablu eksplozji supernowych,
wspomnialem, ze obiekt taki musi by¢ niezwykle rzadki, gdyz supernowe
wybuchajace w réznych miejscach Galaktyki dzieli na ogél ogromna odleglosé.
Okolo 10 lat temu znaleziono taki podwdjny babel (wygladajacy jak balwanek)
w Wielkim Obtoku Magellana. Okazuje si¢ jednak, ze taki wyjatkowy obiekt
mamy duzo blizej i znamy go od dawna. W Labedziu znajduje si¢ tzw. Mglawica
Pierzasta (lub Cirrusowa, lub wedlug Amerykanéw Petla Labedzia), ktérej
piekne zdjecia zdobig mnostwo ksiazek i czasopism. Najjasniejsze fragmenty
mglawicy mozna na niebie wpisa¢ w okrag o $rednicy 3° i trzeba przyznac, ze
od dawna podejrzewano, ze mgtawica jest produktem wybuchu supernowej.

Jej odleglo$¢ w 1958 roku Rudolph Minkowski oszacowat na 770 pc, ktéra to
warto$¢ uznawana byla przez kilkadziesiat lat.

Jednak na przelomie XX i XXI wieku grupa amerykanskich astronoméw
postanowila ponownie zbada¢ wtasnosci Mglawicy Pierzastej, poniewaz wtedy
mozna juz bylo wykorzysta¢ obserwacje wykonane Teleskopem Hubble’a.

Nowe pomiary tempa ekspansji mgltawicy (dopplerowskie wraz z widocznymi

po prostu na niebie) daly jako wynik odleglo$¢ okolo 500 pc i wiek 5000 lat
(zamiast poprzedniej wartosci co najmniej 8300 lat). Najciekawsze jednak sa
dodatkowe informacje wynikajace z obserwacji w innych niz optyczny zakresach
widma. W szczegélnosci radioastronomowie korzystajacy ze 100-metrowego
radioteleskopu w Effelsbergu (Niemcy) stwierdzili (réwniez na przelomie stuleci),
ze poludniowa czes¢ mglawicy, w $wietle widzialnym wyjatkowo rozmyta

i chaotyczna, musi by¢ sagsiednim bablem pochodzacym od drugiej supernowej.
Po raz pierwszy wykonane wtedy pomiary polaryzacji promieniowania radiowego
wykazaly tez, ze polaryzacja babla poludniowego jest silniejsza niz pélnocnego

i ma inny kierunek. Wreszcie w roku 2001 japonski satelita rentgenowski ASCA
znalazl w poblizu érodka poludniowego babla zrédlo promieniowania, bedace
najprawdopodobniej gwiazda neutronowa. Podsumowujac: z malej odlegtosci

nie widaé¢ balwanka dwoch supernowych w Labedziu, ale nie nalezy sie temu
dziwié¢ — widocznie usytuowany jest wzgledem Ziemi mniej szczeliwie niz ten

w Wielkim Obtoku Magellana.

Tomasz KWAST

Styczen

Jak zawsze w styczniu widzimy na wieczornym niebie zaréwno obiekty typowo
jesienne (np. Wielka Mglawice w Andromedzie), jak i typowo zimowego Oriona.
Droga Mleczna przebiega wysoko od poludniowego wschodu do pélnocnego
zachodu, a w niej mnéstwo gromad otwartych, bedacych wdziecznymi obiektami
dla lornetek. Do zenitu zbliza sie¢ Capella, najjasniejsza gwiazda Woznicy. Jej
jasno$c¢ jest prawie zerowa, dokladniej 0,08 mag. Jest ona ciasnym ukladem
podwojnym, ktorego sktadniki dzieli odlegloé¢ zaledwie 0,74 j.a. — jest to

w przyblizeniu odlegtos¢ Wenus od Stonca. Capella znajduje sie w odleglosci
niecalych 14 pc i $wieci 150 razy silniej niz Stonce.

3 I Ziemia znajdzie si¢ w peryhelium. Merkury znajdzie si¢ najdalej od Stonica
22 Ti mozna go wtedy szukaé¢ po zachodzie Stonca. Wenus jest w Wezowniku
i widaé ja przed wschodem Stonica. Mars jest w Byku i wieczorem jest wysoko
na niebie. Jowisz jest w Strzelcu i praktycznie nie wida¢ go wskutek blisko$ci
Stonca. Saturn jest we Lwie 1 wieczorem wschodzi, wiec widaé¢ go przez cala noc.
Now Ksiezyca wypada 8 I, a pelnia 22 1. Ksiezyc zakryje Antaresa 5 I, co bedzie
widoczne na poludniu Ameryki Potudniowej, Marsa 20 I, widoczne w obszarach
arktycznych, oraz Regulusa 24 I, co zobacza mieszkancy Indonezji, Australii
i czedci Antarktydy. 3 T (plus-minus jeden dziefl) mozna oczekiwaé umiarkowanie
obfitego roju Kwadrantydéw (wybiegajacego pozornie z Wolarza, ktéry pojawi
sie nad horyzontem dopiero koto péinocy).

T. K.
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Zeby zycie mialo smaczek,

raz dziewczynka, raz chlopaczek

Chtopcy rodzg si¢ nieco czeéciej niz dziewczynki. Pierwsze
dane na ten temat pochodza od Johna Graunta (1662),
ktory stwierdzit, ze czesto$é urodzen chlopcow to

fm = % = 0,5185. Laplace na podstawie danych z Francji
(1800-1802) podaje wartosé¢ fm = 0,5166. Choé Laplace
badal wptyw klimatu na warto$¢ f,,, musiat by¢ przekonany
o0 jej stabilnosci, gdy bowiem okazalo sie, ze w londynskich

i paryskich przytutkach wsréd podrzutkéw jest podejrzanie
mato chtopcoéw, poszukal najpierw zdroworozsadkowego
wyjasénienia. Okazalo sie, ze chlopi z okolicznych wsi czesciej
podrzucaja dziewczynki.

Czestosé narodzin chlopcoéw jest zadziwiajaco stabilna,
co potwierdzaja kolejne wartosci [3, 4]: 0,5173 (Polska,
1957-1967), 0,5146 (Polska, 1999-2005), 0,5175 (Szwecja,
1935).

Prezydenci USA [1, 5, 6] mieli 87 synéw i 63 corki', co
daje fm = 0,58. Jak rozstrzygnaé, czy to odchylenie od
spodziewanej warto$ci mozna przypisa¢ nieduzej probce,
czy przyczynom natury biologicznej? Biolog méglby
argumentowac, ze mescy potomkowie zapewniaja sukces
reprodukeyjny?, a tego w konicu spodziewamy sie po ludzkim
odpowiedniku samca alfa (inaczej: dominanta).

Powszechnie przyjmowanym (nie wiadomo, czy stusznie)
modelem probabilistycznym procesu urodzin jest schemat
Bernoulliego n niezaleznych doswiadczen. W kazdym

z nich szansa sukcesu jest réwna p. Srednio otrzymamy np
sukceséw, a znajac wariancje liczby sukceséw (np(1 — p))
ocenimy, czy obserwowane odchylenie liczby sukceséw S, od
$redniej jest mate, czy duze. Do tego celu stuzy pierwiastek
z wariancji, zwany odchyleniem standardowym.

Twierdzenie de Moivre’a—Laplace’a méwi, ze przy n — oo
zmienna losowa —22="P_ ma asymptotycznie standardowy

v/ np(1—p)
rozklad normalny N(0,1). Wynika stad, ze dla duzych n
Sn—np

Pl-t< 22— <t) =
( < v/ np(1—p) < )
:P(np—t./np(l—p) <Sp<np+t np(l—p)) ~

~ O(t) — o(—1),
gdzie @ jest (stablicowana) dystrybuanta rozktadu N (0, 1).
Jedli np. n = 360000 i p = %, to \/np(1 — p) = 300,
i |Sn — np| nie przekroczy 300 z prawdopodobienstwem
®(1) — ¢(—1) = 0,68. To zaledwie 0,08% liczby doswiadczen,
wiec zmienna losowa S, niezwykle silnie koncentruje
si¢ wokdt wartoscei éredniej. W tablicach rozktadu
normalnego mozna sprawdzié, ze przy trzech odchyleniach

standardowych szansa na jeszcze wieksze odchylenie spada
do 0,003.

W latach 1999-2005 w Polsce przyszto na swiat 2 553 906
dzieci, w tym 1 314 333 chtopcéw, co daje f,,, = 0,514636.
W tabeli widzimy odchylenia czestosci od tej liczby

w poszczegdlnych latach. W kolumnie oznaczonej literg o
przeliczono je na odchylenia standardowe (dokladniej:
przyjeto, ze p = fm, co jest usprawiedliwione wielkoscia
proéby). Jak widaé, odchylenia nie sa zbyt duze. Latwo
'!Mowa o dzieciach urodzonych w malzenstwie. Odpowiednie komisje
$ledcze zbadaly DNA Tomasza Jeffersona i jego niewolnicy, Sally
Hemings, z ktéra przypuszczalnie miat 7 dzieci [5, 6].
2Rekordzistami w tej dziedzinie sg — moze ze wzgledéw
organizacyjnych — wtadcy muzulmanscy. Mulaj Ismail Krwiopijca
z Maroka mial 888 dzieci [1, 2]; August II Sas mial wedlug
paszkwilantéw 356 nie$lubnych dzieci. Rekord w kategorii kobiet
wyglada skromnie. Pewna Rosjanka urodzita 69 dzieci.
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uwierzy¢, ze spowodowane sg dzialaniem czystego

przypadku.

Rok m & m+ k fm o fm po k latach
1999 196411 185591 382002 0,514162 —0,5864 0,514162
2000 194824 183524 378348 0,514933 0,3654 0,514546
2001 189521 178684 368205 0,514716 0,0966 0,514601
2002 182136 171629 353765 0,514850 0,2545 0,514661
2003 180634 170438 351072 0,514521 —0,1365 0,514634
2004 183422 172709 356131 0,515041 0,4829 0,514700
2005 187385 176998 364383 0,514253 —0,4632 0,514636
Razem 1314333 | 1239573 | 2553906 | 0,514636

Ale w latach 1957-1967 w Polsce urodzilo si¢ ponad 6
milionéw dzieci. Przyjmijmy, ze szansa urodzenia chtopca
jest réwna 0,5173 (czyli czestosei) i zobaczmy, czy dane

z lat 1999-2005 sg zgodne z tym zalozeniem. Powinno
byto przyjsé na $wiat 1 321 220 chlopcéw, czyli prawie

0 7000 wiecej. Mamy odchylenie standardowe okoto

1/ 2553906/4 ~ 799. Zatem z pozoru drobna réznica
czestosci, wynoszaca 0,27%, przeklada sie na ponad 8
odchylenn standardowych! To nie moze byé przypadek (szansa
przypadkowego otrzymania takiego lub wigkszego odchylenia
jest mniejsza niz 107'7) i nalezatoby poszukaé wyjaénienia.
Podobnie, przewaga chlopcow wsréd dzieci prezydentéw
USA jest by¢ moze nieprzypadkowa. Szansa na

wieksza przewage, oszacowana jak wyzej, jest rowna

1 — ®(1,54) =~ 0,064, a obliczona doktadnie (za pomoca
arkusza kalkulacyjnego) jest réwna 5,17%. Statystyk,
przyzwyczajony do poziomu istotnosci 5%, mialby problem
z decyzja. Musiatby mie¢ wigksza probke. O to nietrudno:
jak twierdzi Robin Baker [1], w wyzszych warstwach
spotecznych wsrod dzieci istotnie przewazaja chtopcy.
Analiza socjobiologiczna tego zjawiska wykracza poza ramy
niniejszego artykutu.

Spoéjrzmy jeszcze na ostatnia kolumne tabeli. Sa tam
czestosci fm, po k latach, k =1,2,...,7. Mozna zauwazy¢
tendencje do stabilizacji. Jest to przejaw dziatania prawa
wielkich liczb: zmienne losowe S2=12 — ST" — p zmierzaja
do zera z prawdopodobienstwem 1. Innymi stowy, czestos$é
sukcesu zmierza do jego prawdopodobienstwa. Statystyk
powie, ze dla duzych n jest ona dobrym estymatorem p

(z czego korzystaliSmy). Zamiana n w mianowniku
pierwszego ulamka na wielko$é rzedu /n powoduje,

ze rozktad graniczny juz nie jest jednopunktowy — jest
rozkladem normalnym, co daje informacj¢ o wiele bardziej
precyzyjna, niz prawo wielkich liczb.

0,3989

-3 -2 -1 0 1 2 3
>
68,3%

95,6%
99,7%
0,68~ ®(1) — @(~1) = [ L3
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