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Liczbe M(n) := 2™ — 1 nazywamy
n-ty liczbg Mersenna, n € N. By liczba
M (n) byla pierwsza, konieczna jest
pierwszo$¢ n — ale nie jest dostateczna,
np. M(11) = 23 - 89.

Notacja

ZT — zbiér nieujemnych liczb calkowitych
0,1,2,...

N — zbiér liczb naturalnych 1,2, ...
PP — zbidr liczb pierwszych 2,3,5,7,11, ...

lz| — jedyna liczba catkowita,
spelniajaca: x — 1 < |z] < x;

[z] — jedyna liczba caltkowita,

spelniajaca: z < [z] < z+1;

ordy(xz) € Z — wykladnik przy p
w rozktadzie dodatniej liczby wymiernej =
na iloczyn catkowitych poteg liczb

pierwszych:
I I ordp (z
= P p (@) ;

pEP
ged(a, b) — najwigkszy wspdélny dzielnik
liczb a,b € Z.

Liczby doskonale Wiodzimier HOLSZTYNSKI

1. Wstep

Jakie jest najdawniejsze, nierozwiazane zagadnienie naukowe? Chyba problem
liczb doskonatych, czyli liczb naturalnych, ktérych suma dzielnikéw, mniejszych
od samej liczby, jest jej rowna. Na przyklad 6 jest doskonate, takze 28:

28 =1+ 2+ 4+ 7+ 14. Euklides zauwazy!l ogélniej, ze gdy M(n) :=2" — 1
jest liczba pierwsza, to E(n) := 2"~ . M(n) jest liczba doskonaly (oczywiscie
parzysta), a Euler wykazal, ze innych liczb parzystych doskonalych juz nie ma.
7 drugiej strony nie wiemy:

e czy liczb doskonalych jest nieskonczenie wiele?

e czy istnieje nieparzysta liczba doskonata?

W niniejszym artykule udowodnie twierdzenie Euklidesa—FEulera oraz
twierdzenie Peirce’a: kazda ewentualna nieparzysta liczba doskonata dzieli
sie przez co najmniej cztery rézne liczby pierwsze (wiecej o nieparzystych
liczbach doskonalych — na stronie 4). Réwnowaznie: kazda liczba nieparzysta,
o co najwyzej trzech réznych dzielnikach pierwszych, nie jest doskonata.

2. Potegi mod 8

Pewnie od ,zawsze” wiadomo, ze:
Twierdzenie 1. Niech n € Z bedzie nieparzyste. Wtedy n? = 1 mod 8.

Whiosek 1. Dla e, f € Z™ oraz nieparzystego n € Z zachodzi:
e=fmod2 = n°=n'mods,
nf =

_ J1mod8 dla f=0mod2
T | nmod8 dla f=1mod2

3. Suma dzielnikéw o (n)

Funkcja o : N — N jest suma dzielnikéw: o(n) := Z d. Poniewaz n|n,

d|n
wiec liczba n jest doskonala wtedy i tylko wtedy, gdy o(n) = 2 - n. Zatem
o(n) = 2mod 4 dla nieparzystych liczb doskonaltych. Charakteryzacja liczb
naturalnych spelniajacych ten warunek bedzie podana w twierdzeniu 4.
Najpierw odnotujmy kilka wlasnosci:
(1) ged(m,n) =1=o(m-n) =c(m) - o(n),
(2) o(n) =1 n=1,
B) o) =1+p+...+p' =@ =1)/(p-1),
(4) s +1t+1=o(p*)lo(p"),
(5) o(p') = 1modp,
6)a#piq ) p—1=qlo(p?),
(7) p= qmodm = o(p') = o(q") mod m,
dla kazdego m,n € N, p,q € P, s,t € Z™.

Twierdzenie 2. Niech 2 <p € P oraz f € ZF. Wiedy

o) = [£] + [ mots.

Dowdd. o(pf) = Zi:o pP. Teraz nalezy zastosowaé druga czesé Wniosku 1
do kazdej potegi p*.
Twierdzenie 3. Niech n € N. Witedy:

2]o(n) <= Fpep (p > 2 oraz ordy(n) = 1mod?2).

Dowdd. o(n) jest iloczynem liczb postaci o(pf) dla liczb pierwszych p|n.
Parzystos$é o(n) jest réwnowazna parzystosci jednej ze wspomnianych liczb
o(p?) dla p > 2 (liczba o(27) jest zawsze nieparzysta).
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Powiemy takze, ze liczba n jest:
e barokowa <= brq(n) € N;

o gotycka <= Fpcy brg(n) = %
Twierdzenie. Liczba n € N jest gotycka
wtedy i tylko wtedy, gdy n jest pierwsza
lub doskonala.

Réwnie prosty jest dowdd nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 4. Dia n € N mamy: o(n) = 2mod 4 wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje taka liczba p € P, Ze p = 1mod4 oraz ordy(n) = 1mod4 i dla dowolnej
liczby q € P réznej od p zachodzi 2]ordg(n).

4. Suma poteg dzielnikéw

Niech a € R. Funkcja o, : N — R jest zdefiniowana nastepujaco:
oa(n) := Z d°
d|n

dla kazdego n € N. Ma ona nastepujace wlasnosci:

(1) ged(k,n) =1 = o4(k -n) = 04(k) - 04(n),

(2) 0-a(n) = 20,

(3) ou(n) =1 n=1,

(4) oa(p') =1+p" +...+p*" = (p* D) = 1) /(p* — 1),
dlak,neN, tcZ*, pecP.

Twierdzenie 5. Niecha € R, d,k € N, n:=d-k. Wtedy
oa(n) > d* - oq(k) + o4(d) — d°.
Zatem oq(n) > d* - o4(k) dla d > 1.

Dowdd. Zbiér dzielnikéw liczby n zawiera dwa roztaczne podzbiory:

{t e N:d|t it|n} oraz {teN:tldit<d}
Arytmetyczna suma a-tych poteg elementéw pierwszego zbioru wynosi d® - o, (k),
a drugiego o, (d) — d°.

Dla wartosci a = —1,0, 1 otrzymujemy klasyczne funkcje:

e oy — liczba dzielnikéw,

e 0 = 0y — suma dzielnikéw,

e brq := o_1 — wspoOlczynnik barokowy, czyli suma odwrotnosci dzielnikdw.
Tak wiec:

(1) brq(n) = o(n)/n; stad ordy(brq(n)) < ordy(a(n)),

(2) (ged(k,m) =1 oraz brg(n) = £) = (m|n oraz k|o(n)),

B)p [ n <= ordy(brq(n)) = ordy(o(n)),
(
(

_ pita »
(r—1)-pf = p-1

) p < q=brq(p’) > bra(q?)
dla kazdego f,g,n € N, p,q € P.

4) B2 < brg(p?)
5

Ponizej definiujemy miedzy innymi — na nowo, ale réwnowaznie — liczby
doskonale:

Definicja 1. Liczba n € N nazywa sie:

o szczupla <= brq(n) < 2,

e doskonata <= brq(n) =2,

o otyla <= brq(n) > 2.

Twierdzenie 6. Kazda potega liczby pierwszej oraz kazda nieparzysta liczba n,
ktora ma tylko dwa rozne dzielniki pierwsze, jest szczupla.

Dowdéd. Udowodnie druga cze$é: niech n = p/ - ¢9, gdzie 2 < p < q, oraz p, q € P.
Wtedy mamy p > 3 oraz q > 5, wiec:

brq(n) = brq(p’) - brq(¢?) < b

5
=2
18 °
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Rozwigzanie zadania F 705.
Sita nacisku na tltok pompki jest

w przyblizeniu rowna wadze cztowieka,

powiedzmy Fy =~ 500 N. Przekréj ttoka
w przykladowej pompce jest réwny

S ~ 0,003 m?, zatem wytworzone jest
ci$nienie Ap = Fy/S = 2000 hPa. Na
czasteczke zwirku dziala zatem sita

F ~ Apnr? =~ 1N, gdzie r ~ 1,5 mm.
Zatem przyspieszenie czasteczki jest
réwne

ax~ F/m = ~3-10° m/sz,

3
4pmr3
gdzie p ~ 3-10° kg/m>. Przyjmujac,
ze dlugoéé¢ wychodzacego z pompki
przewodu jest réwna [ ~ 0,5 m,
otrzymujemy vmaks ~ Val ~ 5 m/s.

5. Trzy dzielniki pierwsze
Twierdzenie 7. Nieparzysta liczba doskonatla nie dzieli sie przez 3-5-7.

Dowdd. Nieparzysta liczba doskonala spelnia o(n) = 2mod 4. Zatem (patrz
twierdzenie 4) wykladniki liczb 3 1 7 w rozkladzie n na czynniki pierwsze sa
parzyste, skad podzielnoéé¢ 3 -5 - 7| n prowadzilaby do otylosci:
13 6 57 247
b > brg(32-5-7?) = —. .= =2.— > 2.
ra(n) > bra( ) =95 1 245 ~
Lemat 1. Niech p < q < r bedq jedynymi dzielnikami pierwszymi nieparzystej
liczby doskonalej n. Wtedy p =3, ¢ =5 orazr = 11 lub 13.

Dowdéd. Gdyby q # 5, to ¢ > 7 oraz r > 11, skad:

brg(n) <brg(3-79-11") < .- . = = — <2

Liczba n bylaby szczupta. Zatem p = 3, ¢ = 5 oraz
3 5 r 15 r
) <3 1T TITE o1
wiec liczba pierwsza r jest mniejsza od 16. Ale r # 7 (patrz twierdzenie 7).

Twierdzenie 8. (Peirce) Nieparzysta liczba doskonala n ma co najmniej 4 rézne
dzielniki prerwsze.

Dowdd. Wiemy, ze nie moze mie¢ mniej niz trzech. Gdyby tylko p < ¢ < r byly
dzielnikami pierwszymi n, to mielibySmy p = 3, ¢ = 5 oraz » = 11 lub 13. Zatem
2 = brq(n) = brq(37) - brq(59) - brq(r")
dla pewnych f,g,h € N, gdzie f jest parzyste. Poniewaz ords(brq(59)) < 0, to
ords(brq(37)) > 0 lub ords(brq(r")) > 0. Ale ords(brq(37)) = ords(3/+* — 1),

oraz 5 [ 37! — 1 dla nieparzystego f + 1. Zatem ords(brq(r)) > 0, czyli
5la(r).

Dla r = 11 = 1mod 5 oznaczaloby to 5| h + 1, czyli o(11%) | 0(11"). Poniewaz
a(11%) = 16105 = 5 - 3221, gdzie 3221 jest pierwsze, wiec 3221|n, sprzecznosé.

Pozostal przypadek » = 13. Tym razem 5| o (13"), wiec 4 | h + 1, skad
a(13%) | o(13"). Ale 0(133) = 2380 = 22 - 5-7- 17, wiec na przyklad 7|n
— sprzecznosé.

6. Parzyste liczby doskonatle

Twierdzenie 9. (Euklides—Euler) Parzysta liczba naturalna n jest doskonala
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba naturalna p, taka zZe

M(p) € P oraz n =2°"" - M(p).
Dowad. Pokaze tylko implikacje Eulera, czyli wykaze, ze innych parzystych
liczb doskonalych nie ma. Przedstawmy parzysta liczbe doskonala w postaci
n =2k .m, gdzie k,m € N, m — nieparzyste. Réwno$¢ o(n) = 2 - n oznacza, ze
a(2%) - o(m) = 2F1 om, czyli M(k+ 1) - o(m) = 251 - m. Zatem M (k + 1)|m,
oraz dla b :=m/M(k + 1) = o(m)/2*! € N mamy
(1) o(m) = b2+,
(2) m=>b-M(k+1).
Zastosujmy o do (2) oraz skorzystajmy z twierdzenia 5:
=ob-Mk+1))>
b-o(Mk+1)+ab) —b>
b-2M 4 o(b) —b.

o(m)

3)

ARV

Z (1) i (3) wynika o(b) — b < 0, skad b = 1. Wiec (1) i (2) daje o(m) =m + 1,
czyli m jest pierwsze, przy czym m = M (k + 1). Zatem n = 2P~ . M(p) dla
p:=k+11M(p) € P. (Cze$¢ Euklidesa zostawiam Czytelnikom.)
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*Instytut Matematyczny, Uniwersytet
Wroctawski

Nieparzyste liczby doskonale
Wiladystaw NARKIEWICZ*

Liczbami doskonalymi nazywamy od czaséow Pitagorasa takie liczby naturalne,
ktére sa réwne sumie swoich dzielnikéw wlasciwych. Tak wiec liczba 6
jest doskonala z uwagi na rownosé 1 + 2 4+ 3 = 6. Od dawna bezskutecznie
poszukiwano nieparzystych liczb doskonatych i przypuszcza sie, ze ich nie ma.
Pierwszy nietrywialny rezultat o takich liczbach pochodzi od Kartezjusza, ktory
w 1638 r. odkryl, ze musza one mieé postaé pa?, gdzie p jest liczba pierwsza,
dajaca reszte 1 z dzielenia przez 4, natomiast a jest liczba naturalng. Stad
nietrudno wyprowadzié, ze prawdopodobienstwo tego, iz n jest nieparzysta
liczba doskonala, jest réwne zeru. Oznacza to, ze jesli przez D(x) oznaczymy
ilo§¢ nieparzystych liczb doskonatych mniejszych od z, to

lim D(z)

r—o0 I

=0.

Obecnie wiemy, ze przy odpowiednio dobranej liczbie B zachodzi nieréwnosé
D(z) < Bel®),
gdzie
log x logloglog
fla) = —=F—————

a zatem D(z) nie moze rosnaé szybciej niz dowolna potega x o wykladniku
dodatnim. Przypuszcza sie, oczywiscie, ze D(z) = 0.

)

loglog x

Znanych jest szereg warunkéw, ktére musi spelniaé nieparzysta liczba doskonata.
Jeden z pierwszych takich warunkow podal B. Peirce w 1832 roku, ktéry
pokazal, ze taka liczba musi mie¢ co najmniej 4 rézne dzielniki pierwsze.
Dzisiaj wiemy, ze takich dzielnikéw musi by¢ co najmniej 9 (G.L. Cohen, 1980),
a przynajmniej jeden z nich musi byé¢ wigkszy od 10® (T. Goto, Y. Ohno, 2006).
Wiadomo takze, ze jesli

n= H pr

P

jest kanonicznym rozkladem takiej liczby, to Zp ¢p > 37 (D.E. Iannucci,
R.M. Sorli, 2003).

Wiemy takze, ze nie ma nieparzystej liczby doskonalej majacej mniej niz 300
cyfr w zapisie dziesietnym. (R.P. Brent, G.L. Cohen i H.J.J. te Riele, 1991).
Obecnie duzy zespdl stara si¢ podniesé te granice do 10°%° (szczegdly na stronie
internetowej www.oddperfect.org).

W 1913 roku L. Dickson udowodnit, ze moze istnie¢ jedynie skonczenie wiele
liczb doskonalych majacych zadana liczbe dzielnikow pierwszych. Prosty
dowdd tego faktu podal w 1949 H.N. Shapiro. Dowdd ten znalezé mozna

w mojej ksiazce o klasycznych problemach teorii liczb (Classical Problems in
Number Theory, PWN 1986). W 2003 roku P.P. Nielsen pokazal, ze jesli n jest
nieparzysta liczba doskonala o k réznych dzielnikach pierwszych, to

k
n<2%.

Jak widzimy, o nieparzystych liczbach doskonatych niewiele wiadomo i niewiele
0s6b zajmuje sie na serio tym problemem. Wynika to zaréwno z trudnosci
zagadnienia, jak i z tego, ze jest ono bardzo stabo powiazane z reszta
matematyki.

Rozwigzanie zadania F 706.
Przyjmijmy, ze przekréj fajki S jest réwny okoto 5cm?, objetoséé V ptuc wysportowanego czlowieka
okolo 51, czas t trwania wydechu 5s. Otrzymujemy wtedy v &~ V/St &~ 2m/s.
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LoH,

O algorytmice, probabilistyce
i programowaniu funkcyjnym

Andrzej WALAT

Pomiedzy algorytmika i probabilistyka istnieja liczne powiazania. W wielu
przypadkach, gdy nie znamy wzoru pozwalajacego obliczy¢ dokladng wartosc
szukanej wielkosci, postugujemy sie programami, ktére wykorzystujac
komputerowe generatory liczb losowych, znajduja odpowiednio dokladne
przyblizenie szukanej liczby. Z drugiej strony, istnieja tez algorytmy dajace
doktadne, ale nie stuprocentowo pewne rozwiazania, na przyktad odpowiedz tak
albo nie na pytanie, czy dana liczba jest pierwsza. Czytelnikom zainteresowanym
tematem Algorytmika i probabilistyka polecam ksiazke Mitzenmachera

i Upfala [2]. W tym artykule przedstawie przyklad dokladnego algorytmicznego
rozwiazania probabilistycznego problemu.

Problem. Dane jest hasto oraz stowo utworzone z liter wystepujacych w hasle.
Bedziemy losowali litery z hasta tak dlugo, az otrzymamy dane stowo. Ile
$rednio losowan trzeba wykonaé, aby utworzy¢ dane stowo?

Przyklad. Dane hasto to stynna kwestia Hamleta to be or not to be. Pytamy:
Ile razy $rednio bedziemy losowaé litery z hasta, by utworzyé¢ stowo bobot?
Teoretycznie mozemy osiagnaé cel juz po pieciu krokach, jesli w pierwszych
pieciu losowaniach otrzymamy litery: b, o, b, o, t, ale prawdopodobienstwo tak
szybkiego sukcesu jest znikomo male — réwne % . 14—3 . % . 14—3 . 13—3

Srednia liczba losowan, ktére trzeba wykonaé, aby otrzymaé cel, jest znacznie
wieksza. Jak ja obliczy¢? Generalnie sa dwa sposoby. Pierwszy — empiryczny,
polegajacy na tym, ze przeprowadzamy n-krotnie symulacje losowania liter

z hasla az do utworzenia danego stowa i obliczamy $rednig liczbe losowan. Drugi
— teoretyczny. Rysujemy graf:

2/13

Rys. 1

Tworzymy odpowiedni uktad réwnan liniowych, dla naszego przykladu jest to
uktad:

zo =14 320 + 21, 13 — 220 + 221 = 0,

r1 =14 Sxo+ Z11 + 1522, 13 + Tzg — 11y + 4o = 0,

Ty =1+ 1hwo + Zas, rownowazny z: { 13+ 11z — 13z + 223 = 0,

x3 =14 1530 + 51 + %m, 13 + Txg + 221 — 1323 + 424 = 0,
zy =14 Swo+ Zus, 13 + 8z + 223 — 13x4 = 0.

Stany zostaly ponumerowane kolorowymi
cyframi.

Niewiadoma z; w tym ukladzie to teoretyczna srednia liczba losowan, ktore
trzeba wykonaé, by przej$¢ od stanu ¢ do stanu kohicowego (w naszym
przykladzie 5). Rozwiazujemy uklad. Wyznaczona w ten sposéb wartosé

xo = 1933,82 to szukana teoretyczna $rednia.

Uktad, ktérym postuzyliSmy sie w rozwiazaniu zadania, ma szczegdlna ceche, po
pomnozeniu wszystkich réwnan przez dlugosé hasta 13 i przeniesieniu wszystkich
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wyrazow na lews strone, a nastepnie wpisaniu wspélczynnikdw
do tabeli, zauwazymy, ze tworza one schodkows strukture, ktora
podpowiada sposob rozwiazania ukladu — metoda eliminacji
kolejnych (od konca) niewiadomych.

Po wyeliminowaniu ostatniej niewiadomej przez zastapienie
dwdch ostatnich réwnan odpowiednig ich kombinacja

otrzymujemy tabele wspolczynnikéow uktadu zredukowanego
(rys. 3). Po kolejnych trzech krokach redukcji otrzymujemy

jednowierszowsg tabele (rys. 4), ktéra reprezentuje réwnanie
371293 — 1922y = 0. Doktadna wartos¢ niewiadomej

xo = 371293/192. Mozemy teraz wyznaczy¢ pozostale
niewiadome, ale nie bedziemy tego robili, poniewaz odgrywaja
one tylko pomocnicza role i ich wartosci nas nie interesuja.
Przyjmijmy, ze interesujacym nas rozwiazaniem (pierwiastkiem)
schodkowego ukladu réwnan jest warto$é zo (a nie, jak

zwykle, n-tka liczb). Czas rozwiazania schodkowego uktadu
n-réwnan liniowych jest proporcjonalny do n?, podczas gdy
czas rozwiazania dowolnego uktadu réwnan liniowych metoda

13 -2 2

13 7 —11

13 11 0

13 7 2

13 8 0 0 2 -13
Rys. 2. Tabela wspétczynnikéw uktadu.

13 -2 2

13 7 —11 4

13 11 0 —13 2

221 123 26 0 —161

Gaussa—Jordana jest proporcjonalny do n3.

Rys. 3. Tabela wspétczynnikéw

uktadu zredukowanego.

371293

—192

Rys. 4.

Rozwiazanie problemu sformulowanego na wstepie w ogdlnym

przypadku, czyli teoretyczna oczekiwana (Srednia) liczba

losowan liter z danego hasta, ktore trzeba wykonaé, by
otrzymac dane stowo docelowe, to pierwiastek schodkowego ukladu réwnan
zdeterminowanego przez dane hasto i docelowe stowo. Te ogdlng idee mozemy
zapisaé formalnie w postaci nastepujacej definicji w Logo:

oto olilo :has%o :cel
wynik pierwiastek sur :haso :cel
juz

Rézni sig¢ ona od sformulowania w naturalnym jezyku drobnymi szczegdtami
notacyjnymi i tym, ze zamiast pelnych sformulowan: ,oczekiwana liczba
losowan” oraz ,schodkowy uktad réwnan” uzywamy skrétéw olilo oraz sur.
Faktycznie olilo jest funkcja, ktora dla danych dwéch stow wyznacza wynik
liczbowy. Jest ona zlozeniem dwdch bardziej elementarnych funkcji: funkeji
pierwiastek, ktéra majac dany dowolny schodkowy uktad réwnan liniowych,
znajduje jego rozwigzanie, z funkcja sur, ktéra dla danych dwéch stéw (hasta

i celu) generuje odpowiedni schodkowy uklad réwnan. Zeby postuzy¢ sie funkeja
olilo, musimy jeszcze zdefiniowaé funkcje pierwiastek oraz sur. Ale przedtem
kilka stéw o waznej idei programowania.

Przez wiele lat w informatyce zdecydowanie dominowaly jezyki programowania
imperatywnego. 7 czasem zaczely zyskiwaé znaczenie inne metody i jezyki
programowania: programowanie funkcyjne, programowanie w jezyku

logiki oraz programowanie zorientowane obiektowo. Programowanie
imperatywne jest nieodlacznie zwiazane z tzw. mysleniem operacyjnym. Kiedy
tworzymy lub analizujemy programy i chcemy je rozumie¢, myslimy o ich
wykonawcy — o rzeczywistym komputerze z jego rejestrami, czyli komérkami,
w ktorych zapisujemy slowa zerojedynkowe albo o wirtualnej maszynie z jej
zmiennymi, ktére majg wartosci okreslonych typéw. Komputerowa realizacja
kazdego zadania algorytmicznego redukuje sie w konicu do odczytywania
wartosci zmiennych, wykonywania na nich jakichs operacji elementarnych

i zapamietywania wynikéw jako nowych wartosci innych zmiennych
(przypisywania ich innym zmiennym). Stad tak wielkie znaczenie instrukcji
przypisania, ze jej symbol (dwuznak :=) stal sie wrecz symbolem calej
informatyki, a przynajmniej symbolem programowania. Programowanie
funkcyjne oznacza zasadniczg zmiane w stosunku do myslenia operacyjnego.
Kiedy tworzymy programy lub odczytujemy ich znaczenie, nie myslimy o ich
wykonawcy — realnej lub wirtualnej maszynie — tylko o zaleznosci funkcyjnej
wyniku od danych. Jesli jest to zalezno$é¢ nieelementarna, probujemy roztozy¢
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ja na funkcje bardziej elementarne (przedstawié ja jako superpozycje

bardziej elementarnych funkcji). Tak wladnie zdefiniowaliémy funkcje olilo.
W programowaniu funkcyjnym zasadniczo nie postugujemy sie instrukcja
przypisania. Ambitnym Czytelnikom polecam obszerng monografie poswiecona
programowaniu funkcyjnemu [1].

Teraz zdefiniujemy funkcje pierwiastek. Jej dana jest schodkowy uktad
réwnan, ale w jakiej postaci? W Logo zlozone struktury danych reprezentujemy
w postaci list. Schodkowe uklady réwnan bedziemy reprezentowali jako

listy kolejnych wierszy wspélczynnikéw. Uklad przedstawiony na rysunku 2
reprezentuje nastepujaca lista list:

[[138002-13][13720-134][13110-132][137 -11 4][13 -2 2]].

Uktad sktadajacy sie z jednego tylko réwnania pierwszego stopnia przedstawiony
na rysunku 4 reprezentuje lista, ktérej jedynym elementem jest lista dwoch liczb:

[[371293 -192]].

Pierwiastek danego schodkowego uktadu réwnan obliczamy w nastepujacy
sposob. Jesli uklad jest elementarny — jest tylko jedno rownanie reprezentowane
przez liste postaci [[a bl], gdzie a oraz b to dwie liczby catkowite, wynikiem
jest utamek reprezentowany przez liste dwdch liczb [a -b]. W przeciwnym
przypadku wynikiem jest pierwiastek reduktu danego uktadu réwnan.

oto pierwiastek :sur

jesli dtugosé :sur = 1 [wynik lista pierw pierw :sur -1 * ost pierw
:sur]

wynik pierwiastek redukt :sur

juz

Redukt nieelementarnego schodkowego ukladu rownan wyznaczamy, zastepujac

pierwsze dwa réwnania (wiersze wspo6lczynnikéw) ich odpowiedniag kombinacja.

oto redukt :sur

wynik nap kombinacjaRéwnan element 1 :sur element 2 :sur bp bp :sur
juz

Kombinacje dwoch rownan reprezentowanych przez dwie réwnej dlugosci listy
wspolczynnikéw wyznaczamy w nastepujacy sposob: od iloczynu pierwszego
réwnania przez ostatni wspélczynnik drugiego odejmujemy iloczyn drugiego
réwnania przez ostatni wspélczynnik pierwszego i ta réznica bez ostatniego
elementu jest wynikiem.

oto kombinacjaRéwnan :rl :r2
wynik bo ((ost :r2) * :rl —- (ost :rl) * :r2)
juz

W zadnej z powyzszych trzech definicji nie uzyliSmy instrukcji przypisania.
Teraz mozemy juz uzy¢ funkcji pierwiastek i sprawdzi¢ poprawnos$é¢ naszych
definicji. Po napisaniu polecenia

pokaz pierwiastek [[138 002 -13][137 20 -13 4][13 11 0 -13 2]
[13 7 -11 4] [13 -2 2]]

komputer wypisal na ekranie tekstowym: [371293 192]. Jest to dokladna
warto$é szukanego pierwiastka w postaci pary [licznik mianownik]. Ten test
wypadl pomyélnie, ale by rozwiazanie problemu sformulowanego na wstepie byto
kompletne, trzeba jeszcze zdefiniowaé funkcje sur. Zdefiniowanie tej funkcji
pozostawiam Czytelnikowi. Kompletne rozwiazanie zadania mozna znalezé

na stronie internetowej Delty.
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O przyszlosSci astronomii

Z \Bohdanem Paczyﬁskim| rozmawia Grzegorz WROCHNA"

mtlode galaktyki.

GW: Co najciekawszego w astronomii ostatnio sie wydarzylo?

BP: To, co mnie osobiscie najbardziej frapuje, to nie sa pojedyncze odkrycia,
tylko cala seria obserwacji polegajaca na tym, ze widzimy Wszech$wiat na
przestrzeni wielu miliardéw lat. Duze teleskopy, powiedzmy teleskop Hubble’a
na orbicie wokél Ziemi czy dziesieciometrowy teleskop Kecka na Hawajach,
pozwalaja obserwowaé galaktyki znajdujace si¢ na krancach Wszechswiata.
Widzimy je takimi, jakimi byly 10 czy wiecej miliardéw lat temu, i widzimy, ze
byly inne niz te, ktére znajduja sie¢ w poblizu Ziemi. Widzimy, jak wygladaly

To jest taka podréz w czasie, ktéra teoretycznie byta mozliwa do wyobrazenia
od kilkudziesieciu lat, od czasu, kiedy wiemy, ze Wszechswiat sie rozszerza, ze
mial swéj poczatek, ale w praktyce jest to kwestia ostatnich 10 lat, ze to stato
sie mozliwe w rzeczywistosci.

Tak jak archeolog, wykopujac rzeczy z glebi Ziemi, widzi $wiat takim, jakim
byt on tysiace czy miliony lat temu, tak astronom, patrzac przez dostatecznie
potezny teleskop, widzi Wszech$wiat daleko od nas, a zatem taki, jakim

byl bardzo dawno temu i ta podréz w czasie wydaje mi sie jedna z bardziej

fascynujacych.

Inna rzecz, to jest sprawa powiazania tego, co widzimy w mikrofalowym
promieniowaniu tla, z obserwowanym rozkladem galaktyk we Wszechswiecie.

Od dawna przypuszczamy, ze galaktyki, gromady galaktyk powstaly na skutek
dziatania sil grawitacyjnych, ktére powodowaly, iz malutkie poczatkowe

*Instytut Probleméw Jadrowych im.

A. Soltana teraz widzimy.

Iloéciowo doszto do zgody miedzy pomiarami

tych drobnych niejednorodnosci w mikrofalowym
promieniowaniu tta, ktore jest pozostalodcia po Wielkim
Wybuchu, a ogromnymi réznicami gestosci w obecnym
Wszechswiecie i rachunkami modelowymi, ktére tacza
te bardzo malutkie réznice gestosci z tymi ogromnymi,
obecnie obserwowanymi. To uczynilo z kosmologii
prawdziwa nauke ze spekulacyjnej dziedziny, ktéra byta
przez lat kilkadziesiat.

7 drugiej strony, blisko nas, niewatpliwie wielka
sensacja bylo odkrycie planet [pozasionecznych.
Poszukiwanie planet to, tradycyjnie, jedno z gtéwnych
zajeC astronomii od czasu, kiedy w XIX wieku odkryto
Neptuna, a 100 lat wczesniej Urana. Okazalo sig

wtedy, ze planet moze by¢ wiecej. Pierwsze planety, jak
wiadomo, bardzo dziwne planety, krazace wokot gwiazdy
neutronowej, odkryt Aleksander Wolszczan. Potem
planet krazacych wokél gwiazd podobnych do Stonca
odkryto kilkadziesiat. Zupeinie nowa technika planety te
sg obecnie odkrywane przez warszawski zespot OGLE.
Daleko jest jeszcze do tego, zeby te planety mozna byto
badaé tak precyzyjnie, jak sie bada planety w Ukladzie
Stonecznym, ale oczywiscie ludzie maja nadzieje, ze

z biegiem czasu, w miare postepu technologicznego,
dojdzie do tego, iz bedzie mozna te i inne, jeszcze
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zgeszcezenia o niewielkiej amplitudzie narastaly i daly poczatek obiektom, ktore

nieodkryte, by¢ moze podobne do Ziemi planety, badaé
dosé szczegdlowo, ale to na razie jest sprawa przyszlosci.

GW: Wilasnie, jak przewiduje Pan przyszlosé
astronomii? Czym bedq sie zajmowali astronomowie

w najblizszych latach, na przyklad za lat dziesie¢? Jakie
problemy bedq przed sobg stawiali?

BP: Najblizsze lata sa tatwe do przewidzenia.
Najprawdopodobniej bedzie to uszczegoltawianie wiedzy,
ktora w tej chwili mamy w reku. Co bedzie za lat
kilkanascie czy kilkadziesiat, nie sposéb przewidziec.
Zostana dokonane jakie$ obecnie nieprzewidywalne
odkrycia, bo epoka odkry¢ sie nie skonczyla. Nie znamy
jeszcze wielu podstawowych rzeczy we Wszechdwiecie.

Sa przewidywania dotyczace najblizszego dziesieciolecia.
Za rzecz najbardziej fascynujaca uwazam przyszle
odkrycie obiektéw, ktére powstaly jako pierwsze

we Wszechswiecie. Wedlug wspdlezesnych pogladéw,
wedlug obserwacji, ktére mamy w zakresie optycznym,

i na podstawie rachunkow dotyczacych rozwoju
wielkoskalowych struktur, mozna przewidzieé¢, ze trzeba
siegna¢ wstecz nieduzo dalej niz siggamy obecnie,

zeby zobaczy¢, jak powstaly pierwsze galaktyki,

by¢ moze pierwsze gwiazdy, ale w tym celu trzeba sie



z obserwacjami przesunaé¢ do podczerwieni, bo epoka
powstawania pierwszych obiektéw, bedac wcezesniejsza,
zachodzi w tych obszarach Wszechéwiata, ktore
oddalaja sie¢ od nas jeszcze szybciej niz te, ktére
mozemy obserwowaé¢ w zakresie widzialnym, i efekt
Dopplera powoduje, ze ich §wiatlo jest przesuniete ku
podczerwieni.

Niestety, nasza atmosfera bardzo silnie $wieci

w podczerwieni, do$¢ silnie pochlania. Aby dobrze
obserwowaé stabe, odleglte obiekty, trzeba mieé teleskop
poza atmosfera ziemska. Teleskop Hubble’a od biedy
moze to robi¢, ale on nie jest specjalnie dobrze do tego
przystosowany.

Prowadzone sa obecnie prace nad nowym teleskopem
kosmicznym. Ma to by¢ teleskop duzo wiekszy

niz teleskop Hubble’a, przystosowany specjalnie

do obserwacji w podczerwieni i umieszczony daleko

od Ziemi, tak aby jej obecnosé nie zaklécala bardzo
czulych obserwacji. [James Webb Space Telescope ma
mieé lustro o Srednicy 6,5 metra © ma zostaé umieszczony
w 2013 roku w odleglosci 1,5 min kilometréw od Ziemi.
Sadze, ze to bedzie bardzo wazne odkrycie, kiedy
zobaczymy, jak po raz pierwszy w historii Wszechswiata
z masy gazu i promieniowania wylaniaja sie pierwsze
obiekty.

GW: Jak dzisiaj wygleda praca astronoma i jok bedzie
wygledala za kilka lat?

BP: Ciagle jeszcze, o dziwo, czesé astronomébw

robi to, co robili ich poprzednicy, czyli marznie po
ciemku przy teleskopie. To jest w coraz mniejszym
stopniu do czegokolwiek potrzebne. Sa jednak ludzie,
ktérzy maja sentyment do tego rodzaju obserwacji,

ale obecnie raczej kontroluje sie komputery, ktére
steruja teleskopem. W coraz wickszym stopniu
obserwator siedzi nie przy teleskopie, gdzie mdgltby
przeszkadzaé, grzejac powietrze lub wzbudzajac
wibracje, tylko w pewnym oddaleniu. Tak jest np.

w przypadku polskiego teleskopu OGLE w Chile.
Coraz czesciej zdarza sie, ze obserwator siedzi bardzo
daleko, wrecz na innym kontynencie. Mozliwe jest
zdalne prowadzenie obserwacji bez wychodzenia

z wlasnej pracowni. Malo tego, w coraz wigkszym
stopniu teleskopy staja sie automatyczne. Wiekszosé
obserwacji prowadzonych obecnie sa to ogromne
przeglady obiektow danego typu czy tez przeglady
calego nieba. Komputer jest tu nieporéwnanie bardziej
wydajny i cierpliwy niz astronom. Coraz wigksze
znaczenie bedzie mialo poszukiwanie wszelkich zmian
na niebie, a zmiany te moga by¢ bardzo szybkie. Bedzie
chodzito o coraz szybsza reakcje. Pelna automatyzacja
obserwacji nie tylko poprawi wydajnosé, ale wrecz
pozwoli na nowego rodzaju badania, inaczej niemozliwe
do przeprowadzenia.

GW: Czy wspélczesnie, w erze tych
skomputeryzowanych systemow obserwacyi, erze

9

obserwacji Kosmosu, jest jeszcze miejsce dla mitosnika
astronomii?

BP: Oczywiscie, i to na dwa sposoby. Nadal mozliwe
jest prowadzenie tradycyjnych obserwacji, tzn. amator
siedzi przy teleskopie i marznie po ciemku. To ma
swoj urok. Ma tez te zalete, ze pozwala, zwlaszcza
poczatkujacemu obserwatorowi, do$é¢ dobrze poznaé
instrumenty. Jezeli miloénik chcialby, zeby jego
obserwacje mialy znaczenie naukowe, to, niestety,
wtedy sprawa wydajnosci staje si¢ istotna. Nawet za
pomoca bardzo malych instrumentéw mozna robié
odkrycia naukowe, pod warunkiem, ze instrumenty te sa
sterowane przez komputer zaopatrzony w odpowiednie
oprogramowanie, pozwalajace na sprawne obserwacje.
Wazne jest nastawienie si¢ na automatyzacje
prowadzonych badan.

Jest jeszcze druga mozliwosé. Coraz wiecej wynikéw
obserwacyjnych jest powszechnie dostepnych

w Internecie. Zawodowi astronomowie, rzadziej
amatorzy, udostepniaja w ten sposob wyniki, ktére

nie zostaly przez nich jeszcze w pelni przeanalizowane.
Kazdy moze mie¢ do nich dostep. Pojawia sie nowego
typu obserwacja. Nie obserwujemy bezposrednio nieba,
tylko analizujemy juz zebrane archiwum. To moga by¢
dane z ostatniej nocy czy sprzed kilku godzin, ale nie
musza. Zarowno w Europie, jak i w Stanach méwi sieg

o budowie wirtualnych obserwatoriéw. Beda to ogromne,
zywe, czyli aktualizowane, archiwa. Chodzi o stworzenie
takich struktur, ktoére pozwoliltyby zawodowym
astronomom, ale mam nadzieje, ze rowniez mito$nikom
astronomii, na dostep do tych archiwéw z dowolnego
miejsca na Ziemi oraz, i to jest najwazniejszy aspekt,
korelowanie pomiaréw z réznych zakreséw. To staje sie
zupelnie nowym sposobem uprawiania astronomii.

GW: Mysle, ze dostep do takich archiwéw mdglby byc
bardzo interesujgcy, zwtaszcza dla miodych czytelnikow
Delty.

BP: Nie ma problemu, moge dostarczy¢ stosowne
informacje.

GW: Z gory dziekuje i dziekuje bardzo za rozmowe,
a informacje umiescimy na naszej stronie
www.mimuw.edu.pl/delta/

* * *

Jest to fragment zapisu rozmowy przeprowadzonej kilka lat

temu. Grzegorz Wrochna rozwija od tamtego czasu jeden

z wizjonerskich pomystéw Bohdana Paczynskiego: przeglad catego
nieba w czasie rzeczywistym, w ramach eksperymentu m-of-the-sky
Wywiad nie byt dotad publikowany ze wzgledu na zty stan
techniczny nagrania. Niestety, planéw powtérzenia rozmowy juz
nie zrealizujemy.

Lista dostepnych w internecie katalogéw bardzo si¢ wydluzyla.
Do wigkszosci z nich mozna uzyskaé dostep np. poprzez strone
http://cdsweb.u-strasbg.fr/cats/Cats.htx

Redakcja



Matematyka a krokodyle, proporcja plci
i przetrwanie gatunku

Marek BODNAR* Krokodyle (C’mcod'ilia) sa je.dynym Zyj@.cym pr.zed.stawicielem grupy gadow ’
naczelnych. Innymi znanymi przedstawicielami tej grupy byly dinozaury, ktore

wymarty okoto 65 mln lat temu, w kredzie. Natomiast krokodyle przetrwaly
w prawie niezmienionej formie od tamtych czaséw. Wystepowaly one wtedy
na znacznie wiekszym obszarze niz teraz — ich szczatki znaleziono daleko

na pétnocy w Kanadzie i w Szwecji. Pojawia si¢ zatem pytanie: dlaczego
krokodyle przetrwaty?

W odréznieniu od wiekszosci gatunkow kregowcow, ktérych pleé jest
wyznaczona genetycznie, pte¢ mlodego krokodyla zalezy od temperatury,

w jakiej bylo ,wysiadywane” jajo. Zjawisko to, zwane termiczng determinacja
plci, spotykamy czesto wsréd gadéw. Nasze rozwazanie przeprowadzinmy

na przykladzie aligatora amerykanskiego (Alligator mississippiensis). Jesli jego
jaja sa inkubowane w temperaturze 30°C lub nizszej, to wylegaja sie z nich
same samice. Gdy jaja sa inkubowane w temperaturze 33°C, to wylegaja sie
same samce. Natomiast gdy jaja przebywaja w temperaturze powyzej 35°C, to
wykluwa sie 90% osobnikéw zeniskich, lecz zwykle nie sa one zdolne do Zycia.

Mozesz zadaé¢, Czytelniku, pytanie: ,,Co do tego wszystkiego ma matematyka?”
Ot6z, skonstruujemy bardzo prosty matematyczny opis rozwoju populacji
krokodyli, ktéry wskaze, ze opisany powyzej sposéb determinacji ptci osobnikow
moze w znaczacy sposob zwiekszy¢ zdolnosé przetrwania gatunku.

W celu opisania rozwoju populacji krokodyli za pomoca aparatu
matematycznego potrzebujemy pewnej dodatkowej wiedzy biologicznej

o zachowaniu si¢ tych gadéw. Gniazda krokodyli zalozone blizej wody,

w bardziej mokrym gruncie, maja nizsza temperature i wykluwa si¢ w nich

*Instytut Matematyki Stosowanej wigkszy odsetek samic niz w gniazdach polozonych dalej od wody (gdzie grunt
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski jest bardziej suchy), ktére sa ,cieplejsze”. Dla uproszczenia rozwazymy jedynie
dwa rejony legowe: rejon I, w ktérym wylegaja sie
% samic, wylacznie samice i rejon II, w ktérym wylegaja sie tylko
ktore sie samce. Rysunek 1 ilustruje to przyblizenie rzeczywistej
wykluja .. , . . ..
sytuacji (ktéra odzwierciedla wykres funkcji zaznaczony
L0
100% ; ! linia kolorowa). Choé¢ w rzeczywistosci nie ma takiego
\ \ skoku, jak zakladamy, to przyblizenie ulatwi nam analize,
' | a otrzymany wynik okazuje sie w obu przypadkach
: : podobny.
. ; M odlolon: Niech f(t) oznacza liczebno$é¢ populacji samic, natomiast
! I rejon ! T rejon ! gnigzrlzda m(t) — liczebno$¢ populacji samcéw. Poniewaz samice
: ' ' od wody zwykle szukaja na gniazdo miejsca najbardziej zblizonego
Rys. 1. Realistyczna (kolor) i przyblizona (czarny) funkcja do tego, w ktérym same SIQ Wykhl}y, to preferuj@

obrazujaca odsetek samic, ktére wylegaja sie¢ w gniezdzie

zakladanie gniazd w rejonie I. Jednakze ograniczona
krokodyli, w zaleznosci od odleglosci tego gniazda od wody. g ) J &

liczba miejsc na gniazda w tym rejonie powoduje, ze
cze$é¢ samic musi szukaé¢ miejsca legowego w rejonie I1.

Odbféilz Przyjmijmy, ze w rejonie I zaklada gniazda
1 —kl
kv + f

sposréd wszystkich samic. Ulamek ten znéw jedynie
przybliza rzeczywisty odsetek samic, ktore zakladaja
gniazda w rejonie I (gdyz jesli liczba samic f jest
mniejsza od liczby miejsc legowych w rejonie I réwnej kq,
to wszystkie samice powinny w rejonie I pozostad). Jak
1 liczba poprzednio, to przyblizenie utatwi analize, ale nie zmieni
samic , . . . .o
koncowego wyniku. Na rysunku 2 widzimy wykres funkcji
Rys. 2. Odsetek samic, ktére moga zatozyé gniazda w rejonie I. . . . . .. .
2 iy S ) obrazujacej odsetek samic, ktore moga zalozy¢ gniazda
Linig czarng zaznaczyliSmy przyblizong funkcje, kolorows ot ’
— funkcje rzeczywista. W rejonie 1.

)
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Wobec tego, z rejonu I do II w poszukiwaniu miejsca
na gniazda udaje sie

k1 7
(1_k1+f>f_k1+f

W rejonie II takze istnieje ograniczona liczba ks miejsc
legowych. Zatem tylko

samic.

ko
2
samic bedzie moglo zalozy¢ gniazda w tym rejonie.
Powyzszy utamek przyblizymy za pomoca prostszego:
ko
ko + f
Podsumowujac, otrzymujemy, ze liczba samic, ktére
zalozyty gniazda, wynosi
1
T [
ko f?
ko+f ki+f°

Szybko$¢ wzrostu populacji samic jest proporcjonalna
do liczby samic, ktére ztozyly jaja w rejonie I

i maleje wraz ze wzrostem Smiertelnosci, ktora jest
proporcjonalna do liczebnosci populacji. Podobnie,
szybkos¢ wzrostu populacji samcow jest proporcjonalna
do liczby samic, ktére zlozyly jaja w rejonie II i maleje
wraz ze wzrostem $miertelnoéci. Szybkosé zmian
dowolnej, gtadkiej funkcji opisuje jej pochodna, a zatem
powyzsze zaleznodci mozemy zapisaé za pomoca réwnan
rézniczkowych

w rejonie I:

i w rejonie 1I:

df k

(1a) Tt
dm 2

o) A& Rt f ks T

W powyzszym uktadzie r jest wspolczynnikiem
rozrodczosci, ktory uwzglednia érednia liczbe jaj
sktadanych przez samice krokodyla oraz sredni odsetek
pisklat, ktore sie wykluwaja i przezywaja do momentu,
gdy same sg zdolne do rozmnazania sie. Wspotczynnik s
nazywamy wspoélezynnikiem $miertelnosdci (typowo
oznacza on odwrotnosé redniego czasu zycia) — tutaj

— krokodyli. Dla uproszczenia przyjmujemy, ze powyzsze
wspOlezynniki sa takie same dla samcéw i samic (co nie
odbiega zbytnio od rzeczywistosci).

Zauwazmy teraz, ze jesli populacje sa bardzo liczne
(czyli f i m bardzo duze), to prawe strony réwnan (1)
sg ujemne. Ujemna szybkos$¢ wzrostu oznacza, ze
liczebno$¢ populacji sie zmniejsza. Aby gatunek
przetrwal, musi istnie¢ punkt, w ktérym spadek
liczebnosci obu populacji ulegnie zahamowaniu,

czyli szybkosé zmian wynosi 0. Poszukamy takiego
punktu dla populacji samic. W tym celu przyréwnamy

prawa strone réwnania (la) do zera i otrzymujemy:

kl kl T
e R R e T f=tki (% -1).
Latwo zauwazyé, ze wymieranie populacji samic ulegnie
zahamowaniu tylko wtedy, gdy r > s. Wtedy tez ulegnie
zahamowaniu wymieranie populacji samcéw: gdy f > 0,
a m bliskie zeru, to prawa strona réwnania (1b) jest
dodatnia.

r

Popatrzmy teraz, co dzialoby sie, gdyby pte¢ krokodyli
byta determinowana genetycznie. Rozréznienie na rejony
Ii IT nie mialoby juz sensu. Liczba miejsc legowych
wyniostaby wtedy k1 + ko, a liczba samic, ktére ztozyly
jaja, réwnataby sie

k1 + ke

k1+k2+f'f'

Polowa nowonarodzonych bytaby samicami, a potowa
— samcami. Zatem réwnania (1) uleglyby minimalnym
zmianom i otrzymalibySmy uktad réwnan:

df r k1 + ko
(20) PR R ey A A 4
dm T k1+]€2

(20)

Eii.kl-‘rkg“!‘f"f s
Tak, jak poprzednio, sprawdzmy, w ktérym momencie
zatrzymane zostaloby wymieranie populacji samic.
Przyréwnujac prawa strone réwnania (2a) do zera,
otrzymujemy

r ki +k r

5-ﬁ-fzsf S f=(h+h) (1)
A zatem, by populacja samic (a co za tym idzie —
samcéw) nie wymarla, konieczne jest, by bylo r > 2s,
czyli wspoélezynnik rozrodczosci musi byé dwa razy
wiekszy niz w przypadku plci wyznaczanej przez
temperature inkubacji jaj. To pokazuje zalety metody
determinacji ptci, ktéra stosuja krokodyle.

Na koniec stowo na temat proporcji ptci. Gdy

ple¢ jest wyznaczana genetycznie, stosunek liczby
osobnikéw meskich do zenskich jest bliski 1:1. Wtedy
do przetrwania gatunku potrzeba, by srednio jedna
samica w ciggu zycia miala ponad 2 potomkéw, ktore

z sukcesem sie rozmnoza (liczba ta faktycznie jest bliska
2,1 potomka). W przypadku gdy osobnikéw zenskich
jest wiecej (jak u krokodyli), to $rednia liczba potomkdéw
potrzebnych do przetrwania gatunku zmniejsza sie

i wynosi okoto 1,1, gdy jeden samiec przypada na 10
samic.

Bardziej szczegblowe omdwienie zagadnien
poruszonych w tym artykule moze Czytelnik znalezé
w rozdziale 4 ksiazki J.D. Murray ,,Wprowadzenie
do biomatematyki”, PWN, Warszawa 2006.

-]

Rozwigzanie zadania M 1190.

Podamy przyktad 12 takich két. Niech D bedzie dwunastoscianem
foremnym, natomiast s sferg o srodku O styczna do wszystkich jego
krawedzi. Czes¢ wspolna sfery s oraz powierzchni dwunasto$cianu D

11

sktada si¢ z 12 okregdéw, z ktérych kazdy jest styczny zewnetrznie

do pieciu innych okregéw. Niech P bedzie dowolnym punktem lezacym
na sferze s i wewnatrz dwunastoscianu D. Rzut stereograficzny

o $rodku P przeprowadza sfer¢ s na plaszczyzne, a kazdy

z rozpatrywanych 12 okregéw przechodzi na okrag styczny zewnetrznie
do pieciu innych okregéw.



Rys. 1

Rys. 2

Rys. 3

Rys. 4

kel @

Maia delld

Postaramy sie obliczyé¢, ile jest réznych gwiazdek foremnych. Gwiazdka
foremna to tamana zamknieta wpisana w okrag, skltadajaca sie z odcinkow
jednakowej dtugosci, sposrod ktorych niektére wzajemnie sie przecinaja. Nie
jest wiec gwiazdka foremna trojkat réwnoboczny ani kwadrat czy pieciokat
foremny, jest natomiast pentagram (rys. 1). WyraZnie widaé, ze nie ma
innych foremnych gwiazdek o mniejszej niz 7 liczbie wierzchotkow, bo proby
narysowania foremnej gwiazdki o sze$ciu wierzchotkach tez nie daja rezultatu.
Dla siedmiu wierzcholkéw pojawiaja sie dwie gwiazdki foremne (rys. 2). Dla
o$miu wierzcholkéw znéw jest tylko jedna (rys. 3). Pytanie, ile jest gwiazdek
foremnych o n wierzchotkach, nie ma — jak wida¢ — oczywistej odpowiedzi.

Zastanéwmy sie, jak powstaje foremna gwiazdka. Dobry jest, na przyklad,

taki przepis. Zaznaczamy na okregu wierzcholki n-kata foremnego. Potem
laczymy je co drugi, potem co trzeci, potem co czwarty i tak dalej, az w koncu
co n — 2. W niektorych przypadkach uzyskujemy tamana, ktérej wierzchotkami
sa wszystkie wierzchotki n-kata foremnego, a w innych okazuje sig, ze tamana
zamyka si¢ wezesniej (jak np. w przypadku szesciokata, czy wtedy, gdy laczymy
co czwarty wierzcholek dziesieciokata foremnego — rysunek 4).

Kiedy lamana si¢ zamyka wczedniej? Rozwazmy taczenie w n-kacie foremnym co
k-tego wierzchotka (1 < k < n — 1) i przypuéémy, ze lamana nie jest n-gwiazdka,
czyli ma mniej wierzchotkéw niz n. Jesli ta lamana zamyka sie po m krokach, to
oczywiscie m < n. Bedziemy teraz zliczali luki, jakie odcinaja na okregu boki
lamanej. Poniewaz tuk miedzy kolejnymi wierzchotkami n-kata foremnego to
% calego okregu, wiec kazdy z bokéw tamanej odcina tuk stanowiacy % calego
okregu. Poniewaz lamana zamknela si¢ po m krokach, wiec m takich tukow to
pewna wielokrotno$¢ calego okregu. Zatem liczba

k- m-k
) i
jest calkowita. Ale zaréwno m, jak i k, sa mniejsze od n, wiec zaréwno m, jak
i k musza mie¢ z n wspoélny dzielnik wickszy od 1.

I to jest klucz do rozwiazania naszego zadania. Gwiazdka o n wierzchotkach
powstaje wtedy, gdy k ma z n najwickszy wspolny dzielnik 1. Istotnie, gdy
utamek % jest nieskracalny, () jest liczba calkowita tylko dla m réwnego co
najmniej n.
Funkcja ¢(n) wskazujaca, ile liczb mniejszych od n ma z liczba n najwiekszy
wspolny dzielnik 1, nazywa sie funkcja Eulera. To, co uzyskaliSmy poprzednio,
mozna za jej pomoca wyrazié¢ tak:

o) |

5 .

Rzeczywiscie, ¢(n) trzeba podzieli¢ przez 2, bo gwiazdki uzyskane przez laczenie
co k-tego i co (n — k)-tego wierzcholka sa identyczne, tylko rysowane ,,od

innego konca”, a 1 nalezy odjaé, bo laczenie kolejnych wierzchotkéw (k =1 lub
k =n — 1) nie daje gwiazdki, tylko wielokat foremny.

liczba gwiazdek foremnych o n wierzchotkach to

Wartosci funkcji ¢(n) mozna obliczaé¢ ze wzoru

s (-2)-(- 1) (- 1)

gdzie p1, po, ..., pr to wszystkie dzielniki pierwsze liczby n. Stad mozemy
obliczy¢, ze gwiazdek foremnych o 16 wierzchotkach jest

(e (1) s

a gwiazdek o 100 wierzchotkach jest 19.
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Pakowanie prezentow

Wymyélili to tak: prezentem dla rodzicow bedzie kilka zrobionych lub
kupionych wczesniej drobiazgdw, wszystkie je wloza do pudetka o ksztalcie
prostopadlo$cianu, ktore wypelnia jeszcze kulkami ze starych gazet. Jakich
rozmiaréw ma by¢ pudetko? Oczywiscie, najwieksze, jak sie da! Im wiecej
makulatury tam sie zmiesci, tym wigksza bedzie frajda przy szukaniu
prezencikow. Kartonu i ozdobnego papieru maja jeszcze pod dostatkiem,

ale kolorowej wstazki po ich ,wstazkozernych” pomystach na pakowanie
prezentéw dla dziadkow zostato juz tylko 4 metry. Tasiemka ma by¢ wigzana
tradycyjnie (rysunek) i jej dlugo$é to jedyne ograniczenie na wielko$é pudetka.

— Okoto 40 centymetréw musi zosta¢ na kokardke — stwierdzila Zuzka. — Reszte
mozemy przeznaczy¢ na obwigzanie prezentu.

— Zapiszmy sobie to wszystko na kartce — dodal Robert. — Jesli wysoko$é
pudelka oznaczymy przez h, a dlugosé bokdéw podstawy przez a i b, to bedziemy
potrzebowali 4h + 2a + 2b wstazki na samo jego opasanie, czyli na pewno te
wymiary musza spelnia¢ réwnos¢ 4h + 2a + 2b = 3,6 m.

— Tak, i jeszcze chcemy, by objetosé, czyli a-b- h, byla jak najwigksza. Ale nawet
nie wiemy, ile ona bedzie wynosi¢. Co$ mi sie jednak kojarzy z pytaniem o to,
ktory prostokat o ustalonym obwodzie ma najwigksze pole — zamyslita sie Zuzka.

— Faktycznie, jest to co$ podobnego, tylko zamiast dwoch mamy trzy
niewiadome. A ten prostokat o najwiekszym polu to kwadrat, tak?

— No, tak. Ale wyobrazmy sobie, ze juz mamy takie pudelko o najwiekszej
objetosci, ktére mozemy obwiaza¢ nasza wstazka. Czy przypadkiem z tego
zadania nie wynika, ze jego podstawa musi by¢ kwadrat?

— Hm, jesli to nie bylby kwadrat. ..

— To pudetko o podstawie kwadratu o boku diugosci (a + b)/2 mialoby wieksza
objetos$é! — ucieszyla sie siostra. — A wstazki potrzeba tyle samo.

— Swietnie! Zatem o b mozemy zapomnie¢ i wiemy teraz, ze 4a + 4h = 3,6 m.
Objetoéé prostopadloécianu zalezy tylko od a i jest réwna a? - (3,6 m — 4a)/4.
Komputer nam pomoze narysowaé¢ wykres tej funkcji!

— Qj, braciszku. A moze jeszcze troche sie zastanowimy nad tym sami? Czy nie
uda sie podobnie powiazaé¢ a i h?

— Dobrze. Chyba si¢ pos$pieszylem zaréwno z tym komputerem, jak

iz rezygnacja z b. Ty zalozyla$, ze mamy jakie$ ustalone h i zastanawialas sie,
w jakiej proporcji najlepiej dobra¢ a i b. A gdybym, na przyklad, ustalil b, to jak
najlepiej dobra¢ a i h?

— Wiedziatbys, ze 4h + 2a = 3,6 m — 2b jest stale i chciatbys, by a - h byto jak
najwieksze. No, ale 4h 4 2a nie jest obwodem prostokata o bokach a i h, wiec nie
mozemy skorzystaé z tego triku z kwadratem. . .

— Ale, ale... 4h + 2a to obwdd prostokata o bokach 2h 1 a. Wiemy, ze dla 2h = a
jego pole réwne 2h - a jest najwieksze przy ustalonym obwodzie. A skoro tak, to
h - a tez jest najwigksze w takim przypadku!

— Czyli jedli a byloby rézne od 2h, to znéw moglibysmy zwickszy¢ objetoéé
pudetka przy takiej samej dtugosci wstazki. Zatem nasze idealne pudetko
o wysoko$ci h ma w podstawie kwadrat o boku 2h. Obliczyles juz jego wymiary?

— Tak. Wychodzi a = b=60cm i h = 30 cm — odpowiedzial Robert.

— No to pakujemy — zarzadzita Zuzka.
Malg Delte przygotowali Marek KORDOS i Marcin HAUZER
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Wspoblczesne metody kompresji bezstratnej

Przemystaw
SKIBINSKI*

Oto przyklad: biorac jako kontekst

stowo ,bezstrat”, mozemy z duzym
prawdopodobienistwem przewidzied,

ze nastepnym symbolem bedzie ,n”.
Gdybys$my rozwazali krotszy kontekst, np.
wrat”, to prawdopodobienstwo pojawienia
si¢ ,,n” byloby duzo nizsze, poniewaz
mozemy spodziewad si¢ takze symboli

»,a” (np. w stowie ,rata”), ,1” (,ratler”),
0" (,ratowac”), ,u” (,ratusz”), ,y”
(,ratyfikacja”) itp.

*Instytut Informatyki, Uniwersytet
Wroctawski

Celem kompresji danych jest zmniejszenie rozmiaru sktadowanych danych

lub czasu potrzebnego do ich transmisji. Kompresja moze by¢ bezstratna,

co oznacza, ze jest to proces w pelni odwracalny i dane po dekompresji sa
identyczne z danymi oryginalnymi. Kompresja jest nazywana stratna, gdy
dane po dekompresji sa jedynie przyblizeniem oryginalnych danych. Algorytmy
stratne osiagaja zwykle lepsza efektywnosé kompresji, jednak ten rodzaj
kompresji stosuje sie gtéwnie w kompresji obrazéw, muzyki i filméw, gdzie
pewna utrata danych jest akceptowalna lub niezauwazalna.

Proces kompresji danych mozemy podzieli¢ na dwie fazy: modelowanie

i kodowanie. W fazie modelowania prébuje sie znalezé¢ regularnosci,
podobienstwa, nadmiarowosé i inne korelacje. W tej fazie dane przeksztalcane

sa do postaci posredniej, w ktérej usunieto korelacje. Tak przeksztalcone dane sa
w kolejnej fazie kodowane za pomoca tzw. kodowania entropijnego, do ktérego
zaliczamy kodowanie Huffmana i kodowanie arytmetyczne. Udowodniono

juz optymalnos¢ pewnych cech algorytmow entropijnych, dlatego wiekszos¢
badan prowadzonych w dziedzinie kompresji dotyczy fazy modelowania. Faza

ta jest znacznie trudniejsza od fazy kodowania, poniewaz zalezy od rodzaju
kompresowanych danych.

Wspblczednie uzywane metody bezstratnej kompresji danych mozna podzieli¢
na cztery klasy: LZ77, BWT, PPM i CM. Najpopularniejszym algorytmem

jest LZ77 (od nazwisk autoréw Lempel, Ziv i roku powstania 1977), znany
gléwnie z programéw zip i gzip. Glowna idea tego algorytmu jest uzywanie
wezesniej zakodowanych danych jako stownika. W kazdym kroku kodowania

w stowniku wyszukuje si¢ dopasowania z danymi do zakodowania. Nastepnie
entropijnie koduje sie jedynie miejsce oraz diugo$é dopasowania. Algorytm LZ77
charakteryzuje sie srednim stopniem kompresji, co jest akceptowalne przy jego
wysokiej predkosci kompresji, kilka razy wiekszej predkosci dekompresji oraz
malych wymaganiach pamieciowych.

Kolejna metoda kompresji bezstratnej jest BWT (Burrows—Wheeler Transform,
rok 1994), znana przede wszystkim z programu bzip2. Gléwna skladowa tej
metody jest transformacja, ktora dzieli dane na bloki i permutuje dane w tych
blokach w celu uzyskania dtuzszych serii identycznych symboli oraz wigkszej
ilodci serii. W nastepnym kroku tak przetransformowane dane przeksztalcane
sa na liczby calkowite przy uzyciu heurystyki MTF (Move-to-Front) i kodowane
entropijnie. Heurystyka MTF zawiera liste wszystkich mozliwych symboli, przy
czym ostatnio wystepujace symbole przenoszone sa na poczatek listy. Przy
zalozeniu, ze te same symbole wystepuja blisko siebie, sa one zamieniane przez
MTF w male liczby catkowite, ktére odpowiadaja pozycji danego symbolu

na liscie. Algorytm BW'T charakteryzuje sie lepszym stopniem kompresji niz
LZ77, jednak jest wolniejszy oraz ma wigksze wymagania pamieciowe.

Nastepna metoda bezstratnej kompresji danych jest PPM (Prediction

by Partial Matching, rok 1984). Kodowanie PPM polega na okresleniu
prawdopodobienstwa warunkowego symbolu do zakodowania w kontekscie
poprzedzajacych go symboli. Nowy symbol jest kodowany arytmetycznie,
zajmujac liczbe bitéw odwrotnie proporcjonalna do przypisanego mu
prawdopodobienstwa warunkowego. Zwiekszenie dlugosci kontekstu powoduje
lepsze okreslenie prawdopodobienstwa warunkowego nowego symbolu, co wiaze
sie takze z lepsza kompresja, jednak takze z wickszym zuzyciem pamigci.

Algorytm PPM ma wysoki stopien kompresji, podobny czas kompresji

i dekompresji oraz wymagania pamieciowe, ktére rosng wykladniczo w stosunku
do dlugosci kontekstu. Jednakze wraz ze wzrostem szybkosci komputeréw i ilosci
posiadanej przez nie pamieci algorytm PPM znalazt praktyczne zastosowanie

w znanych archiwizerach WinRAR i WinZip.

Ostatnia klasa metod bezstratnej kompresji danych jest CM (Context Mixing),
ktérej najbardziej znanym przedstawicielem jest PAQ. Algorytmy z klasy CM
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[1] Matt Mahoney, Program PAQS,
http://www.cs.fit.edu/ mmahoney/

compression

[2] Marcus Hutter, Nagroda Huttera,
http://prize.hutterl.net

uzywaja wielu réznych modeli, ktére znajduja korelacje w danych. Podczas
kodowania preferowane sa modele, ktére dawaly do tej pory najlepsze rezultaty.

Twoércg algorytmu PAQ, ktéry powstal w roku 2002, jest Matt Mahoney.
Algorytm PAQ bazuje na algorytmie PPM, ale uzywa alfabetu binarnego, a nie
8-bitowego, co obniza predko$¢ kompresji, jednak znacznie upraszcza kodowanie
i daje nowe mozliwosci. W PAQ1, oprécz predykeji (jak w PPM), pojawil sie
model stownikowy (dzialajacy podobnie do algorytmu LZ77), model dla stéw

w jezykach naturalnych oraz model dla rekordéw stalej dlugosci. Kazdy z tych
modeli okresla w kolejnym kroku prawdopodobienstwo pojawienia sie jedynki.
Ostateczne prawdopodobienstwo zalezy od wszystkich modeli, przy czym modele
lepiej sprawdzajace sie¢ w przeszlosci maja wigkszy wplyw. Algorytm PAQ1

jest wolniejszy od PPM i ma gorszy stopien kompresji. Jednak od wersji PAQ6
metoda ta rywalizuje juz z najlepszymi implementacjami algorytmu PPM, ktére
do tej pory zwyciezaly z konkurentami.

Najnowsza wersja algorytmu PAQ), czyli PAQS z roku 2006 ([1]), obstuguje juz
16 réznych modeli. Oprécz modeli znanych z PAQ1, zawiera on specjalne modele
dla plikéw wykonywalnych, dla 24-bitowych nieskompresowanych obrazéw, dla
2-bitowych obrazéw (np. fakséw), a nawet dla skompresowanych obrazéw JPEG.

W PAQS wyjscia z kazdego modelu, czyli prawdopodobienstwa pojawienia
sie jedynki, przechodza przez kilka (do czterech) z kilkuset dostepnych sieci
neuronowych, ktore sa tak zaprojektowane, ze faworyzuja modele lepiej
sprawdzajace sie w przeszlosci, przez co lepiej okreslaja prawdopodobienstwo,
co umozliwia pdzniej lepszg kompresje.

Wydajnosé algorytméw kompresji jest mierzona trzema gtéwnymi kryteriami:
efektywnoscia kompresji, ztozonoscia (wymagania sprzetowe, zltozonosé
algorytmiczna) i predkoscia (czas kompresji i dekompresji). Wydajnosé

testuje sie na ustalonych zbiorach plikéw zwanych korpusami. W 2006 r.
pojawil sie nowy korpus, sktadajacy si¢ jedynie z jednego pliku o wielkosci

10® bajtéw, bedacego poczatkiem archiwum angielskiej wersji Wikipedii.

Jego gtéwnym celem jest wsparcie badan w dziedzinach sztucznej inteligencji
oraz przetwarzania jezykéw naturalnych, co, wedlug autoréw, wiaze sie

z modelowaniem danych przy kompresji tekstu. W celu zachety dla naukowcow
ustanowiono Nagrode Huttera ([2]), z funduszem 50 000 euro, ktéra nagradza za
polepszenie najlepszych dotychczas wynikéw kompresji tego pliku.

Program Metoda | Rozmiar po Czas Czas Pamiegé
kompresji | kompresji | dekompresji | (MB)
(B) (sek.) (sek.)
gzip 1.3.5 -9 LZ77 | 36445248 10,7 5,6 1,4
bzip2 1.0.2 -9 BWT 29008 736 37,9 12,9 8
ppmd J1 -m256 -010 PPM 21 388 296 88,0 89,5 256
paq8f -7 CM 18289 559 4896,0 4973,4 854
paq8hps -8 cM 16 372960 6469,3 6669,3 1849

Wyniki kompresji pliku z konkursu o Nagrode Huttera (100000 000 B).

Tabela przedstawia efektywnosé kompresji, czas kompresji oraz wymagania
pamieciowe dla gtéwnych metod bezstratnej kompresji na pliku z Nagrody
Huttera. Wszystkie metody, oprocz ostatniej, sa metodami uniwersalnymi.
Ostatnia metoda, oparta na PAQS, jest zgloszona do Nagrody Huttera

i wykorzystuje specjalne stowniki oraz ma modele zoptymalizowane pod ten
konkretny plik.

Mozna zauwazy¢, ze w zastosowaniach, w ktérych jednak jego wysokie wymagania pamieciowe (liczone
predkos¢ kompresji oraz wymagania pamieciowe w setkach megabajtéw) oraz bardzo niska predkosé

nie sa najwazniejsze, algorytm PPM sprawdza
sie najlepiej, uzyskujac 41% poprawe kompresji

kompresji czynia go nieatrakcyjnym z praktycznego
punktu widzenia. Podobna sytuacja byta z algorytmem

w stosunku do metody LZ77. Natomiast algorytm PAQS8  PPM, ktory ponad 10 lat czekal na zoptymalizowana

uzyskuje poprawe rzedu 50% lub wiecej, jednak przy implementacje oraz zwigkszenie mocy obliczeniowej
predkoéci 500 razy mniejszej od LZ77. Algorytm PAQS komputeréw, az wreszcie znalazl praktyczne
uzyskuje obecnie jedne z najwyzszych stopni kompres;ji, zastosowanie.
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Koszt zamortyzowany Adam MALINOWSKI*

W ekonomii okreslenie ,amortyzacja” oznacza, z grubsza rzecz biorac, rozlozenie

jakiej$ wartoéci na pewien okres. Z amortyzacja mamy do czynienia, kiedy
spltacamy raty kredytu, kiedy spétdzielnia mieszkaniowa zbiera sktadki

na fundusz remontowy przed przystapieniem do kosztownej naprawy dachu,
albo kiedy operator telefonii komoérkowej przenosi niewykorzystane przez nas
y,2darmowe minuty” z jednego miesiaca na nastepny.

W informatyce pojecia tego uzywa sie¢ zazwyczaj w kontekscie analizy czasu
wykonywania ciagu operacji o réznych kosztach. Koszt zamortyzowany dla
sekwencji n operacji to $redni koszt przypadajgcy na pojedynczq operacje, czyli

taczny koszt wszystkich operacji podzielony przez n. Zauwazmy, ze chociaz

*Instytut Informatyki, Uniwersytet
Warszawski

Licznik binarny

Rozwazmy nastepujacy, klasyczny przyktad. Wiadomo,
ze kazda liczba naturalna n ma jednoznaczne
przedstawienie w postaci sumy poteg dwdjki.

Zalézmy, ze mamy (nieskonczona) tablice bitéw B
reprezentujaca taka liczbe: B[i] = 1 wtedy i tylko
wtedy, gdy we wspomnianej sumie wystepuje sktadnik
2¢. Oto pseudokod operacji dodania jedynki do liczby
reprezentowanej przez B:

Inc(B)
10
dopéki Bli] = 1 wykonuj
Bli] <0
1—1+1
Bli] «— 1
Czas dzialania tej procedury zalezy oczywiscie od
zawartosci tablicy B. Jesli pierwszych k bitéw w B to
jedynki, operacja Inc dziala w czasie rzedu k + 1. Jesli
zatem liczba reprezentowana przez B jest z zakresu
od 0 do n, to géornym oszacowaniem czasu dzialania
pojedynczej operacji Inc jest O(lgn), poniewaz dlugosé
reprezentacji binarnej liczby n wynosi dokladnie
|logyn | + 1.

Zalézmy teraz, ze wywolujemy procedure Inc po

kolei n razy, zwiekszajac licznik od 0 do n. Stosujac
jedynie gérne ograniczenie kosztu pojedynczej operacji,
dostajemy oszacowanie lacznego kosztu O(nlgn), ktore
— chociaz poprawne — mozna wzmocnic.

Szacowanie kosztu zamortyzowanego

Najprostszy sposob dokladnego oszacowania
sumarycznego kosztu powyzszego ciagu operacji opiera
sie na nastepujacej obserwacji: bit B[0] jest zmieniany
przy kazdej operacji, bit B[1] pray co drugiej, bit B[2]
przy co czwartej itd. Zatem taczny koszt zwiazany

ze zmiana bitu B[0] podczas rozwazanych n operacji
wynosi n, koszt zmian bitu B[1] to |n/2], koszt zmian
bitu B[2] to [n/4] itd. Sumujac te koszty, widzimy, ze
koszt zmian na wszystkich pozycjach nie przekracza 2n
(koszt zamortyzowany operacji jest zatem staly!).
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moéwimy tu o wartosci éredniej, powyzsza definicja nie ma nic wspdélnego
z rozwazaniami probabilistycznymi: usrednianie dotyczy danego ciagu operacji,
a nie zbioru mozliwych kosztéw pojedynczej operacji.

Znacznie ogdlniejszy sposob szacowania kosztu
zamortyzowanego, noszacy nazwe Metody Potencjatu,
jest oparty na analogii do energii potencjalnej

w ukladzie fizycznym. Potencjal to pewna funkcja

®: D — R, gdzie D to zbiér wszystkich mozliwych
stanow struktury danych zmienianej przez wykonywane
operacje (u nas: zbiér mozliwych zawartosci tablicy B).
Oznaczmy przez ®; potencjal po wykonaniu i-tej
operacji, a przez ¢; — jej faktyczny koszt. Koszt
zamortyzowany i-tej operacji jest zdefiniowany jako
koszt faktyczny plus zmiana potencjalu: ¢; + ®; — ®;_1.
Sumujac koszty zamortyzowane wszystkich operacji,

dostajemy
n

n
e+ @i—0i0) =) ci+ 0y — Do
i=1 i=1
Jedli zatem, okredlajac funkcje potencjatu, zadbamy

o to, zeby potencjal stanu poczatkowego ®¢ byl zerowy
oraz ®; > 0 dla kazdego ¢, to mamy gwarancje, ze suma
kosztow zamortyzowanych stanowi gérne oszacowanie
sumy kosztéw faktycznych.

Oczywiscie, cala trudnos¢ polega na dobraniu
odpowiedniej funkcji potencjalu, dajacej najlepsze
oszacowanie. Nie ma tu sztywnych regul, ale ogdlna
intuicja jest nastepujaca: tania operacja powinna
powodowaé niewielki wzrost potencjatu, natomiast
droga operacja — duzy spadek potencjatu,
rekompensujacy poniesiony koszt faktyczny. W naszym
przyktadzie z licznikiem binarnym mozemy okresli¢
potencjal jako lgczng liczbe jedynek w tablicy B.
Wtedy jesli operacja Inc spowodowala wyzerowanie

k poczatkowych bitéw i ustawienie (k + 1)-go bitu, to
jej koszt faktyczny wynidst k + 1, a zmiana potencjalu
1 — k (ubylo k jedynek, a potem jedna przybyla).
Koszt zamortyzowany jest zatem staly, taki sam jak
w poprzednim oszacowaniu.

Zastanéwmy sie jeszcze, co by bylo, gdyby koszt
zmiany i-tego bitu w tablicy nie byl jednostkowy,

ale wynosil 2 (kazdy kolejny bit jest dwa razy ciezszy
od poprzedniego, wiec jego odwrdcenie jest dwa razy
drozsze). Wtedy koszt pojedynczej operacji w sekwencji
n kolejnych wywolan procedury Inc moze wynies¢
nawet n. Podobnie jak poprzednio, mozna jednak



wykazaé, ze koszt zamortyzowany przypadajacy

na jedna operacje to tylko O(lgn): taczny koszt

zmian bitu B[0] wynosi n, bit B[1] jest zmieniany

(z kosztem 2) w co drugiej operacji, co lacznie kosztuje
co najwyzej 2-n/2 =n itd. Suma tych kosztéw to
O(nlgn), wiec koszt zamortyzowany jest zgodny

z zapowiedzia.

W celu wyszukania elementu wykonujemy wyszukiwanie
binarne w kazdej wypelnionej tablicy. W najgorszym
razie wymaga to czasu O(lg?n) (bo liczba wypelnionych
tablic to O(lgn)).

Wstawianie wykonujemy nastepujaco. Tworzymy

nowa tablice rozmiaru 1, zawierajaca wstawiany
element, powiedzmy 6. Jedli tablica A0 byla pusta, to
umieszczamy nowa tablice w miejsce A0. Jedli nie (tak
jak w powyzszym przykladzie), to scalamy nowa tablice
z A0, uzyskujac nowa tablice rozmiaru 1 (u nas: [3, 6]).
Tablica A0 zostaje przy tym oprozniona. Jesli tablica
A1 byla pusta, to umieszczamy nowa tablice w miejsce
A1, a jedli nie (tak jak u nas), to scalamy nowa tablice
z A1, sprawdzamy, czy tablica A2 jest pusta, itd.

W naszym przyktadzie w wyniku wstawienia elementu
6 otrzymamy slownik o nastepujacej zawartosci:

Zamortyzowany stownik

Stownik to struktura danych, ktéra umozliwia
wyszukiwanie i wstawianie elementéow. Wyszukiwanie
binarne w posortowanej tablicy, zawierajacej n
elementéw, jest szybkie — wymaga czasu O(lgn) —

ale wstawianie jest kosztowne (pesymistycznie rzedu n).
Oto bardzo prosta realizacja stownika, w ktorej
wyszukiwanie trwa co prawda nieco dtuzej (O(1g?n)),
ale za to (zamortyzowany) koszt wstawiania jest

znacznie nizszy: O(lgn). AO: pusta
Al: pusta
Nasz stownik to zbiér tablic A0, A1, A2, ..., w ktérym A2: [2, 3,5, 6]
i-ta tablica ma rozmiar 2°. Kazda tablica jest albo A3: [1,4,7,8,09,10, 11, 12]

pusta, albo calkowicie wypelniona. Wszystkie tablice
sg posortowane, ale nie zakladamy zadnych zaleznosci
miedzy elementami z réznych tablic. Oto przykladowa
zawartos$¢ stownika:

Ile kosztuje taka operacja? Przyjmijmy, ze koszt
utworzenia poczatkowej tablicy rozmiaru 1 wynosi 1,
a scalenie dwoch posortowanych tablic rozmiaru r
kosztuje 2r. Nietrudno zauwazy¢, ze koszt wstawienia

AO: [3] i-tego elementu do stownika jest taki sam jak

Al: [2, 5] koszt i-tego zwigkszenia ,,obciazonego” licznika

A2: pusta binarnego, zatem zamortyzowany koszt wstawienia jest
A3: [1,4,7,8,9,10, 11, 12] logarytmiczny wzgledem rozmiaru stownika.

Wyniki XXIV Ogélnopolskiego Sejmiku Matematykow — Wista, 31 V — 3 VI 2007

Konkurs polega na przedstawieniu
opracowania jednego z tematéw
zaproponowanych przez Jury (wraz

z bibliografig) lub tematu wlasnego
oraz — w przypadku zakwalifikowania
si¢ do finalu — krétkim, publicznym
zreferowaniu tego opracowania.

W roku 2007/8 zaproponowane przez
Jury tematy to: metody probabilistyczne
w matematyce dyskretnej, wielomianowe
algorytmy rozstrzygania pierwszosci,
dowody z wiedzg zerowg, cechy
podzielnosci liczb, mozaiki — miedzy
matematyka a sztuka, pewnik
Archimedesa, po co kongruencje? czym
najlepiej przyblizaé? ile kul zmiesci sie
w szescianie? twierdzenia o punkcie
stalym, nietypowe zbiory.

Sejmiki organizuje Pracownia Matematyki

Patacu Mlodziezy w Katowicach

we wspoélpracy z Uniwersytetem Slacskim;

www.pm.katowice.pl/pracownia
/matematyka

Jury w skladzie: prof. dr hab. Maciej Sablik — przewodniczacy, dr Marian
Podhorodynski — zastepca przewodniczacego, dr Lech Barttomiejczyk,

dr Tomasz Bielaczyc, mgr Wlodzimierz Fechner, mgr Zywilla Fechner, dr Erwin
Kasparek, prof. dr hab. Mieczystaw Kula, dr Tomasz Kochanek, mgr Barbara
Przebieracz, dr Anna Szczerba-Zubek, dr Marta Tyran-Kaminska

przyznalo

I miejsce Mateuszowi Plucie z V LO w Krakowie za prace
Wykorzystanie inwersji wzgledem okregu w dowodzie twierdzenia o n + 2 okregach
stycznych;

II miejsce ex aequo

Tomaszowi Kobosowi z V LO w Krakowie za prace

Zbiory kresowe dla wielomianow o wspotczynnikach calkowitych;
Yukaszowi Musze z III LO w Chorzowie za prace

Usrednic;

oraz wyrdznienia

Adrianowi Lancuckiemu z I LO w Legnicy za prace
Problem szczesliwego zakonczenia;

Piotrowi Misce z Gimn. nr 5 w Sosnowcu za prace
Liczby pierwsze w ciggu Fibonacciego i ciggu Lukasa;
Jackowi Rzeniewiczowi z I LO w Gdansku za prace
Szyfrowanie i szyfrowywacz.

W glosowaniu nauczyciele nagrodzili Adriana Lancuckiego, a uczniowie
Marcina Oczeretko z I LO w Legnicy za prace Sieci przeplywowe.
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™~ Protokoél posiedzenia Jury
XXIX Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki

Jury Konkursu Uczniowskich Prac z Matematyki w sktadzie: Antoni Leon Dawidowicz
— przewodniczacy, Marcin Hauzer, Dorota Kolany, Marek Kordos, Wojciech Martys,

\\ Agnieszka Wojciechowska-Waszkiewicz, na posiedzeniu w dniu 22 czerwca 2007 roku
w Warszawie, po wystuchaniu prezentacji prac dopuszczonych do finatu, biorac pod
uwage dobor tematu, tresé¢ pracy i sposéb jej prezentacji postanowito:

1) przyznaé zloty medal i nagrode pienigzna 700 zt
Tomaszowi Kobosowi z V LO im. Augusta Witkowskiego
w Krakowie za prace Zbiory kresowe dla wielomianéw

o wspotczynnikach catkowitych;

2) przyznaé¢ dwa srebrne medale i nagrody pieniezne po
400 zt

Magdalenie Bojarskiej z Gimnazjum Przymierza
Rodzin im. Jana Pawtla II w Warszawie za prace O cyklach
Hamiltona w grafach powstatych z drzew

oraz

Mateuszowi Plucie z V LO im. Augusta Witkowskiego
w Krakowie za prace Wykorzystanie inwersji wzgledem
okrequ w dowodzie twierdzenia o n + 2 okregach stycznych;

3) przyznaé dwa brazowe medale i nagrody pienigzne po
300 zt

Mikotajowi Binkowskiemu z II LO im. Jana III
Sobieskiego w Krakowie za prace O wpisywaniu tréjkgtow
w trogkaty © pewnym szczegolnym punkcie

oraz

Przemystawowi Mazurowi z II LO im. Jana III
Sobieskiego w Krakowie za prace (Nie)rozwigzany problem
w teorii mieréwnosct;

4) przyznaé wyr6znienie I stopnia i nagrode pienigzna 250 zt
Jarostawowi Pyzikowi z IT LO im. Jana III Sobieskiego

w Krakowie za prace Waga elektroniczna i problem monety
falszyweg;

5) przyznaé¢ dwa wyréznienia II stopnia i nagrody pieniezne
po 200 zt

Danucie Niedziatkowskiej z I LO im. Wtadystawa
Broniewskiego z Belchatowa za prace Matematyczna
zabawka, czyli o macierzy Wythoffa

oraz

Krzysztofowi Kamilowi Piserze z III LO im. Stanistawa
Staszica w Zgierzu za prace Podzielno$é liczb naturalnych;

6) wyrazi¢ podzigkowania i wreczyé¢ dyplomy honorowe
oraz nagrody pieniezne po 200 zt opiekunom laureatéw:
Henrykowi Dagbrowskiemu, Jackowi Dymelowi,
Wojciechowi Guzickiemu, Joannie Jarzebskiej,
Grzegorzowi Kapustce, Pawlowi Kwiatkowskiemu,
Maciejowi Ulasowi.

Ponadto finalisci otrzymuja nagrody ksiazkowe

i upominki ufundowane przez Wydawnictwo Script,
Wydawnictwa Uniwersytetu Warszawskiego, Wydawnictwa
Naukowo-Techniczne i Biuro Promocji Uniwersytetu
Warszawskiego.

podpisy Czlonkéw Jury

Regulamin Konkursu Uczniowskich Prac z

1. Konkurs organizowany jest corocznie przez Zarzad
Gléwny Polskiego Towarzystwa Matematycznego i redakcje
miesiecznika Delta, przy poparciu Ministerstwa Edukacji
Narodowe;j.

2. W konkursie moga bra¢ udziat uczniowie wszystkich
typow szkél.

3. Konkurs sktada si¢ z eliminacji i finatu.

4. W eliminacjach bierze udzial kazdy uczen, ktory

w terminie do 1 maja przesle pod adresem redakcji Delty
jeden egzemplarz swojej pracy matematycznej. Do pracy
nalezy dotaczy¢ nastepujace informacje:

e adres prywatny autora,

e klasa, nazwa i adres szkoty;

e imie, nazwisko i adres opiekuna pracy.

(Mozna wypeié formularz ze strony
www.mimuw.edu.pl/delta.)

5. Praca powinna zawiera¢ samodzielny wktad ucznia

i pelng informacje o zrédtach, z ktérych korzystal jej autor.
Prace czysto kompilacyjne nie beda dopuszczone do finatu
konkursu.

6. Prace nadestane na eliminacje zostang ocenione

przez Jury Konkursu i kompetentnych recenzentéw.

Te sposrdd prac, ktére spetniaja warunki konkursu, zostana
zakwalifikowane przez Jury do finalu. Final odbedzie si¢

w trakcie dorocznej Sesji Naukowej Polskiego Towarzystwa
Matematycznego.
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7. Zawiadomienia o zakwalifikowaniu do finatu zostana
przestane autorom prac i ich opiekunom przed konicem roku
szkolnego.

8. Finalisci i opiekunowie ich prac otrzymaja od Zarzadu
Gléwnego PTM zaproszenia do udziatu w Sesji na koszt
Towarzystwa.

9. Final polega na wygloszeniu (nie odczytaniu) przez
ucznia, podczas specjalnego otwartego posiedzenia Sesji,
referatu (trwajacego nie dluzej niz 15 minut) i wzigciu
udzialu w dyskusji na temat, ktéremu poswiecona byta
praca.

10. Rezultaty finalu oceni Jury Konkursu. Jury bedzie brato
pod uwage, oprécz merytorycznej wartosci pracy, rowniez
samodzielnosé i oryginalnosé ujecia tematu oraz przebieg
referatu i dyskusji. Jury przyznaje medale: ztoty, srebrny,
brazowy i wyrdznienia oraz nagrody pieniezne ufundowane
przez Ministerstwo Edukacji Narodowej.

11. Ogtloszenie wynikéow finatu nastepuje w trakcie Sesji
Naukowej Polskiego Towarzystwa Matematycznego. Medale
wrecza Prezes Towarzystwa. Wszyscy uczestnicy finatu i ich
opiekunowie otrzymuja dyplomy.

12. Wyniki konkursu i skrét zwycieskiej pracy beda,
opublikowane w miesigczniku Delta.

13. Jury Konkursu jest powolywane przez Zarzad Glowny
PTM na wniosek Redakcji Delty.



Informatyczny kacik olimpijski (3)

W trzeciej edycji informatycznego kacika olimpijskiego zmierzymy sie
z nastepujacym zadaniem.

Na kazdym polu szachownicy N na M lezy jeden z nastepujacych klockéw:

I

Mozemy te klocki dowolnie obracaé, ale nie mozemy zamienia¢ miejscami.
Naszym celem jest takie ich ulozenie, zeby kazda para sasiadujacych klockow
stykata sie albo Scianami ,,pustymi”, albo tymi, do ktérych dochodzi linia, oraz
zeby zadna linia nie konczyla sie na krawedzi planszy.

To zadanie znane jest jako gra logiczna Hydraulik,
niektorzy z Czytelnikéw mogli sie spotkaé np. z gra
KPIlumber. Linie na klockach mozna interpretowaé
jako rury — nie chcemy, zeby z ktérej$ rury wylewala
sie woda, a wiec nie wolno dopusci¢ do tego, zeby rura
konczaca sie na krawedzi klocka nie byla polaczona

z rurg z sasiedniego klocka. Oryginalny Hydraulik
zawiera jeszcze jeden dopuszczalny klocek — linie prosta.
Gdybyémy dopuscili ja réwniez w naszym zadaniu,
otrzymalibysmy, jak sie okazuje, problem NP-trudny
(czyli prawdopodobnie bez szans na algorytm
wielomianowy). Bierze sie¢ to stad, ze klocek ,prosty”
jest ostatnim, ktoérego potrzeba, zeby mdc sprowadzié
tzw. problem (1,3)-SAT do problemu Hydraulika.
Sposéb, w jaki mozna to zrobié¢, wykracza, niestety,
poza ramy tego tekstu.

Jak mozna sprobowaé usystematyzowaé to zadanie?
Bedziemy mowié, ze dwa pola sa polgczone, jesli
sasiaduja, i — przy danym obrocie — z kazdego prowadzi
rura w kierunku drugiego. Sprobujmy w takim razie
sformulowaé problem troche inaczej:

e Pole typu 0 — niepolaczone z zadnym z sasiednich pol.

e Pole typu 1 — polaczone z doktadnie jednym
z sasiednich pdl.

e Pole typu 2 — polaczone z doktadnie jednym z pol
u gory i na dole, i jednym z pdl na lewo i na prawo.

e Pole typu 3 — polaczone z trzema sasiednimi polami.

e Pole typu 4 — polaczone z wszystkimi sasiednimi
polami.

Nie ma wérdd nich brakujacego klocka z linia prosta

— tam jest polaczenie, jednocze$nie, z polami gérnym

i dolnym, lub z lewym i prawym. Z potaczenia z jednym
polem wynika potaczenie z innym polem, w przypadku
pozostatych klockéw te potaczenia sa niezalezne. Tak
(intuicyjnie) mozna ttumaczy¢, dlaczego wprowadzenie
klocka prostego utrudnia nasz problem.

Sprobujemy skonstruowaé odpowiadajacy planszy
graf, w ktorym szukaé bedziemy maksymalnego
skojarzenia. Jak taki graf mialby wyglada¢? Kazdemu
polu odpowiadaloby zapewne kilka wierzchotkdw.
Krawedzie taczylyby tylko wierzchotki z jednego pola
lub z sasiadujacych pol. Jesli dana krawedz pomiedzy
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polami nalezalaby do skojarzenia, to znaczyltoby, ze te
dwa pola sa polaczone. Jak wiec konstruowac taki graf?

e Pole typu 0 — na tym polu nie ma zadnego
wierzcholka.

e Pole typu 1 — na tym polu znajdzie sie
jeden wierzchotek, z ktorego prowadza
krawedzie we wszystkich czterech
kierunkach. Doktadnie jedna bedzie nalezata

do maksymalnego skojarzenia — czyli pole
bedzie potaczone z doktadnie jednym
sasiadem.

e Pole typu 2 — na tym polu znajda sie
dwa wierzchotki, przy czym z jednego dwie

krawedzie beda prowadzi¢ do goéry i na dél, a
z drugiego — w lewo i w prawo.

e Pole typu 3 — na to pole z kolei bedziemy
potrzebowali az 5 wierzcholkéw — po 1
na kazda jego Sciane, z kazdego z nich bedzie

|
l
!
I

wychodzita pojedyncza krawedz w kierunku
jednej Sciany. Ale nie wszystkie z nich maja
by¢ skojarzone — a wiec potrzebny jest jeszcze
jeden wierzchotek, potaczony z kazdym

ze wspomnianych czterech krawedzia.

e Pole typu 4 — na tym polu znajda si¢ cztery
wierzcholki, po jednym na kazda Sciane.

Czasem moze sie zdarzy¢ (kiedy sasiadem wierzcholka
jest pole puste lub kiedy lezy on na krawedzi), ze
cho¢ do danej jego $ciany prowadzi krawedz, to

nie ma ona z czym sie polaczy¢ po drugiej stronie.
Wtedy tej krawedzi po prostu nie ma. Moze to
doprowadzi¢ do tego, ze ktérys z wierzchotkéw grafu
bedzie mial stopien 0 — jesli np. pole typu 4 lezy

na krawedzi szachownicy, to rozwiazanie nie istnieje.
W ogdélnosci, rozwiazanie istnieje tylko wtedy, gdy
w grafie skonstruowanym jak powyzej maksymalne
skojarzenie jest pelne.

Ostatnim krokiem jest taka obserwacja: utworzony graf
jest dwudzielny. Aby to stwierdzi¢, wystarczy przyjrzeé
sie jego strukturze. SprowadziliSmy wiec zadanie

do problemu znajdowania maksymalnego skojarzenia

w grafie dwudzielnym o O(N M) wierzcholkach, co
konczy rozwiazanie.

Filip WOLSKT



Rys. 1. Uktad do obserwacji
diamagnetyzmu winogrona:
1 — podstawka z plasteliny,
2 — duza igta,

3 — rurka plastikowa,

4 — okienko w rurce,

5 — winogrono,

6 — klej super glue,

7 — przeciwwaga z plasteliny.

Rys. 2. Uktad do obserwacji
diamagnetyzmu wody w baloniku:

8 — balonik,

9 — woda,

10 — nitka.

Znaczenie pozostalych numeréw takie
samo, jak w opisie rysunku 1.

Rys. 3. Uktad do obserwacji
paramagnetyzmu kulki foliowej:

11 — kulka zgnieciona z folii.
Znaczenie pozostalych numeréw takie
samo, jak w rysunku 1.

Wykrywamy dia- i paramagnetyki
Stanistaw BEDNAREK

Wykrycie wlasciwosci ferromagnetycznych jakiego$ przedmiotu wykonanego

z zelaza lub stali, czyli zelaza z domieszka wegla i innych metali, nie sprawia
wigkszych trudnosci. Wystarczy niewielki i niezbyt silny magnes, zeby
stwierdzi¢ jego oddzialywanie z tymi materialami. Ale ferromagnetyki to tylko
jedna z grup materialéw magnetycznych. Pomijajac egzotyczne wyjatki, np.
antyferromagnetyki, bez wielkiego bledu wszystkie substancje pod wzgledem
wlasgciwosci magnetycznych podzieli¢é mozna na trzy grupy: diamagnetyki,
paramagnetyki i ferromagnetyki.

Drzisiaj zajmiemy si¢ pierwszymi dwiema grupami tych materialéw. Przykladami
diamagnetykdw sa: woda, bizmut i rte¢ oraz grafit. Przyktady paramagnetykow
to: tlen, mangan i aluminium, czyli glin z niewielka domieszka, np. krzemu.
Wilasdciwosci magnetyczne tych materialow sa kilkadziesiat tysiecy razy stabsze
niz zelaza. Dlatego, zblizajac nawet silny magnes do lezacego na stole kawatka
bizmutu czy aluminium, najprawdopodobniej nie zaobserwujemy zadnego
oddzialywania.

Zeby wykry¢ wlasciwosdci diamagnetyczne, postuzymy si¢ bardzo prostym,

ale czulym ukladem, przedstawionym na rysunku 1. Do jego budowy potrzebne
beda: plastelina, duza igta, sztywna rurka do picia napojéw lub do trzymania
balonikéw, kilka duzych owocéw winogrona, klej typu super glue, nozyczki

i linijka. Z plasteliny formujemy pagoérek 1 o wysoko$ci nieco mniejszej niz
dlugosé igly 2. W pagorek ten pionowo whijamy tepy koniec igly. W polowie
dlugosci rurki 3 wycinamy podtuzne okienko 4 o dlugosci okoto 1 cm, siggajace
w przyblizeniu do polowy grubosci rurki (zobacz powiekszony fragment

na rysunku 1). Rurke lekko zginamy w polowie dlugosci.

Owoc winogrona 5 starannie osuszamy chusteczka higieniczna i wycieramy

z woskowatego nalotu, a nastepnie klejem typu super glue 6 przyklejamy

go w poblizu konca rurki. Na przeciwlegly koniec rurki wciskamy kulke 7

z plasteliny. Wielko$¢ tej kulki dobieramy tak, zeby rurka podparta na ostrzu
igly byla w rownowadze. Jezeli koncéwka z kulka plastelinowa opada w dol, to
odejmujemy odpowiednia ilo$¢ plasteliny. Odwrotnie postepujemy, gdy opada
koncéwka z owocem winogrona. Winogrono mozemy tez osadzi¢ na rurce,
whbijajac w nie uko$nie Sciety koniec rurki.

Majac zrownowazona rurke podparta na ostrzu igly, zblizamy do owocu
winogrona na odleglos¢ paru milimetréw silny magnes. Najlepiej nadaje si¢

do tego celu magnes neodymowy w ksztalcie walca o érednicy 1 cm i wysokosci

1 cm lub wiekszej. Magnes taki mozna kupi¢ w niektérych sklepach z artykulami
elektronicznymi w cenie okoto 10 zl. (O innych sposobach zdobycia magnesu
byta mowa w opisie do$wiadczenia pt. Badamy sile elektrodynamiczng w Delcie
11/2007.) Co zauwazamy? Winogrono jest odpychane od magnesu. Dlaczego tak
si¢ dzieje? Owoc winogrona jest bardzo soczysty, zawiera okoto 80% wody, ktora,
jak wczesniej wspomniano, jest diamagnetykiem.

Dos$wiadczenie to mozemy wykonaé¢ w nieco innej wersji (rys. 2), zastepujac
winogrono matym balonikiem 8, napelnionym woda 9, zawigzanym nitka 10

i przywiazanym w poblizu konca rurki. Rurke réwnowazymy plasteling w taki
sam sposéb, jak poprzednio. Balonik z woda jest réwniez odpychany od
magnesu. Mozna tu postawié¢ pytanie, co jest przyczyna tego odpychania? Nie
wdajac sie w szczegolowe rozwazania teoretyczne, mozna ogdlnie powiedzied,
ze zblizenie magnesu powoduje zaindukowanie dodatkowego pradu zwiazanego
z ruchem elektronéw po orbitach. Kierunek tego pradu jest taki, ze magnes

i woda odpychaja si¢ wzajemnie. Odpychanie zachodzi dla obu biegunow
magnesu.

Pozostaje nam teraz przejs¢ do paramagnetykéw (rys. 3). Latwo dostepnym
paramagnetykiem jest glin, czyli praktycznie folia aluminiowa, uzywana
do pakowania produktow spozywczych. Rolke takiej folii mozna w cenie kilku
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Rys. 4. Szablon rynienki do obserwacji
efektu dia- i paramagnetycznego.

Rys. 5. Obserwacja efektu dia- lub
paramagnetycznego na rynience:

1 — bok rynienki,

2 — gérna prowadnica,

3 — precik dia- lub paramagnetyczny,

4 — okienko do obserwacji w projekcji za
pomocyg rzutnika pisma.

zlotych kupi¢ w sklepie z artykulami gospodarstwa domowego. Z kawalka
takiej folii nalezy mocno zgnie$é kulke 11 o $rednicy okoto 2,5 cm. Kulke

taka przyklejamy odrobina kleju super glue 6 w poblizu konca rurki 3.

Na przeciwlegltym konicu rurki umieszczamy kulke z plasteliny 7 o takiej masie,
zeby rurka byta w réwnowadze.

Do kulki z folii zblizamy magnes na odlegtos¢ paru milimetrow. Co zauwazamy?
Widzimy, ze kulka jest przyciagana do magnesu niezaleznie od zblizonego
bieguna. Wyjasniajac paramagnetyzm na poziomie mikroskopowym, zaktadamy,
ze atomy substancji paramagnetycznej maja co najmniej jeden elektron o nie
sparowanym momencie magnetycznym, czyli niezréwnowazonym przez moment
magnetyczny innego elektronu. Dzigki temu atomy takie zachowuja sie jak
malenkie magnesy, ktére sa przyciagane przez zblizony magnes. Nalezy zwrocié
tutaj uwage, ze paramagnetyki wykazuja réwniez diamagnetyzm, ale jest on
maskowany przez znacznie silniejszy efekt paramagnetyczny. Jak widaé, lista
dia- i paramagnetykéw, dajacych sie bada¢ w warunkach domowych, jest bardzo
skromna. Badanie rteci, bizmutu, manganu, czy cieklego tlenu musimy, niestety,
pozostawi¢ specjalistycznym laboratoriom.

Na zakonczenie warto przeprowadzié¢ jeszcze jeden prostszy eksperyment.

Na kawalku kartonu rysujemy figure przedstawiona na rysunku 4, wycinamy

ja i zaginamy wzdluz dtuzszych bokéw, tak zeby otrzymaé rynienke o boku 1
przedstawiona na rysunku 5. Na gornych prowadnicach 2 tej rynienki uktadamy
kawalek grafitu z oléwka automatycznego 3 (dtugosci okolo 15 mm) albo
podobnych rozmiaréw precik aluminiowy. Jezeli grafit nie jest zanieczyszczony
substancjami para- lub ferromagnetycznymi, wéwczas jako diamagnetyk
powinien zaczaé toczy¢ sie od magnesu. Precik aluminiowy powinien natomiast
toczy¢ sie w kierunku magnesu. Podtuzne wyciecie 4 w podstawie rynienki
umozliwia jednoczesne pokazanie tych niewielkich elementéw wigkszej grupie
0s6éb, np. podczas lekcji w klasie. W tym celu wystarczy nasza rynienke polozyé
na plycie rzutnika pisma (grafoskopu) i ustawié¢ ostrosé, tak zeby precik byt
wyraznie widoczny na ekranie. Jezeli mamy preciki o Srednicy 0,5—2 mm

i dhugosci okoto 20 mm, wykonane z réznych materiatéw, np. miedzi, aluminium,
czy tworzyw sztucznych, to warto umiesci¢ je na prowadnicach rynienki

i sprobowaé okresli¢ ich wladciwoséci magnetyczne.

i Zadania

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 705. Do koticowki pompki samochodowej wpadlo troche zwirku (rys.).
Oszacowad, z jaka maksymalng predkoscia moze on wylatywac¢ z owej pompy
po silnym nacis$nieciu ttoka?

Rozwiazanie na str. 3

F 706. Z jaka predkoscia czlowiek moze ,wydycha¢” powietrze przez fajke

(ptywacka)?
Rozwiazanie na str. 4

Redaguje Waldemar POMPE

M 1189. Na plaszczyznie znajduja sie kota o roztacznych wnetrzach, przy
czym kazde kolo jest styczne do co najmniej szesciu sposréd pozostalych kot.
Udowodnié, ze kél tych jest nieskoriczenie wiele.

Rozwiazanie na str. 23

M 1190. Rozstrzygnaé, czy istnieje na ptaszczyznie skonczona liczba kot

o rozlacznych wnetrzach, z ktérych kazde jest styczne do pewnych pieciu sposréd
pozostatych kot.

Rozwigzanie na str. 11

M 1191. Dana jest liczba nieparzysta a > 3. Wykazaé, ze liczba a?” — 1 ma
co najmniej n + 1 réznych dzielnikéw pierwszych.
Rozwigzanie na str. 24
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Gigantyczna magnetorezystancja

Wedtug testamentu Alfreda Nobla ustanowiona przez
niego nagroda powinna by¢ przyznawana za osiggniecie,
ktére najlepiej stuzy ludzkosci. Komitet przyznajacy te
nagrode zwyk! podchodzi¢ do woli fundatora w sposéb
elastyczny, uznajac, ze wickszy pozytek mamy z poglebiania
naszej wiedzy niz z praktycznych jej zastosowan. Dotyczy
to zwlaszcza Nagrody Nobla z Fizyki. Zdarza si¢ jednak,
ze nagradzane osiagniecie nie tylko jest przetomowe

z naukowego punktu widzenia, ale réwniez ma zaskakujaco
uzyteczne zastosowanie. Sytuacje takg mamy w tym roku,
bo nagrode przyznano Albertowi Feretowi z Francji oraz
Peterowi Griinbergowi z Niemiec za odkrycie gigantycznej
magnetorezystancji.

Jest to kolejne zjawisko kwantowe, ktérego praktyczna
realizacja stuzy prawie kazdemu. Praktycznie wszystkie
produkowane w XXI wieku twarde dyski uzywaja gtowic
wykorzystujacych to zjawisko. Dzieki temu wymiary tych
urzadzen mogty ulec znacznemu zmniejszeniu pomimo
jednoczesnego zwigkszenia pojemnosci.

Informacja na twardym dysku jest zapisywana za pomoca
zmiany magnetyzacji obszaru odpowiadajacego jednemu
bitowi. Zwickszanie pojemnosci dyskéw moze wiazaé sie

ze zwigkszaniem powierzchni dostepnej zapisowi, czyli

w praktyce zwigkszaniem liczby tarcz w jednym urzadzeniu.
Po wyczerpaniu takiej mozliwosci dalszy wzrost jest mozliwy
tylko dzigki zmniejszaniu obszaru przeznaczonego na
zapisywanie pojedynczej informacji. Ta druga mozliwos$é
wiaze sie jednak ze zmniejszeniem sygnatu, ktéry moze byé
uzyty do odczytu informacji. Potrzebne sa coraz czulsze
sensory bedace sercem (gtowa?) glowic.

Sama magnetorezystancja, zmiana oporu elektrycznego
przewodnika magnetycznego pod wplywem zewnetrznego
pola magnetycznego, jest zjawiskiem znanym od 150 lat.
Roéznica wartosci konduktancji jest jednak zbyt mata, zeby
zjawisko to mozna byto zastosowaé do produkcji gtowic.

Dla materialéw ferromagnetycznych dodatkowo opor zalezy
od wzajemnej konfiguracji magnetyzacji i przeptywu pradu.
Okazuje sie, ze jest to zwiazane z zaleznoscia oporu od
spinu elektronéw przewodnictwa. Jezeli spin jest zgodny

z kierunkiem magnetyzacji, to opér jest mniejszy niz

w przeciwnym przypadku.

Opér przewodnika ma dwa zrédta. Po pierwsze — jest on
zwigzany z drganiami cieplnymi, po drugie — z domieszkami
i innymi defektami sieci krystalicznej. Defekty takie sa
ekranowane przez elektrony przewodnictwa, powodujac
periodyczne zaburzenie gestoséci stanéw w zaleznosci

od odlegtosci od defektu. W przypadku materialéw
ferromagnetycznych analogiczne zjawisko prowadzi do
sprzezenia miedzy sgsiednimi domieszkami, ktére to
sprzezenie, w zaleznosci od odlegtosci, powoduje tendencje
do zgodnego albo przeciwnego magnesowania si¢ sasiednich
obszaréw. Efekty te sa istotne tylko dla odleglosci rzedu
kilku statych siatki, wigc w zwyklych materiatach uéredniaja

sie.

Sytuacja ulegta zmianie w latach osiemdziesiatych, gdy
dzigki rozwinieciu technik epitaksjalnych mozliwe stato
si¢ wytwarzanie kilkuatomowych warstw. Okazatlo sie, ze
w przektadancu ferromagnetyk-metal-ferromagnetyk
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mozliwe jest takie dobranie grubosci zwyktego metalu, zeby
magnetyzacja warstw ferromagnetycznych byla przeciwna.
Wtedy przyszedt czas, zeby zadaé pytanie, co si¢ stanie,
jezeli do tak przygotowanej kanapki przytozymy zewnetrzne
pole magnetyczne. W zasadzie odpowiedzZ byla znana,

a przynajmniej tatwa do przewidzenia. W odpowiednio
silnym polu magnetycznym obie warstwy, pomimo sprzezenia
miedzy nimi, zostang namagnesowane identycznie.

Jak wtedy zmieni si¢ opér elektryczny kanapki? Przed
przyltozeniem pola opér dla elektronéw o spinie zgodnym

z magnetyzacja pierwszej warstwy byl suma oporéw

warstw 1 wynosit 7 + R (r < R), a dla elektronéw o spinie
przeciwnym R + r, wigc opér zastepczy, ktory mozna
obliczy¢, przyjmujac model réwnolegtego potaczenia oporow,
wynosit Ro = (R+1)/2.

Po przyltozeniu zewnetrznego pola jeden kierunek spinu
elektronéw stanie si¢ uprzywilejowany i opér dla niego
wyniesie 2r, a dla polaryzacji przeciwnej 2R, a wiec
op6r zastepczy bedzie réwny Ry = 2rR/(R 4+ r).
Fatwo sprawdzié, ze odpowiada to obnizeniu oporu

0 AR =Ro—Ru = (R—7)*/2(R+7).

Okazuje sig, ze wystarczylo 20 lat temu to sprawdzié, zeby
jeszcze w biezacym roku odebraé¢ Nagrode Nobla.

Jeden z nagrodzonych sporzadzal multikanapki (z okoto
sze$édziesigciu warstw), ktére wkladal do (ciektohelowej)
lodéwki, gdzie zaobserwowal spadek oporu az o 50%.
Drugi zadowolit si¢ najprostszg mozliwg kanapka trzymana
w pokoju (tzn. w temperaturze pokojowej), uzyskujac
mniejszy, ale nadal ,gigantyczny” spadek oporu o 10%.

Wystarczylo poczekaé dekade, zeby technika produkcji
takich kanapek zostala doprowadzona do takiej perfekcji

z jednej, a obnizenia kosztow z drugiej strony, zeby kazdy
mogt sobie kilka takich kanapek, umieszczonych w jednym
Stwardzielu”, za jedyne kilkaset ztotych kupi¢, a nastepnie
cieszy¢ si¢ zewnetrzng pamiecig o pojemnosci dochodzacej
juz do terabajtéw.

Nalezy jednak podkresli¢, ze sam postep technologiczny

nie wystarczytby do utrzymania obserwowanego wzrostu
pojemnoéci dyskow komputerowych. Utrzymanie go bedzie
wymagalo zastosowania nastepnych efektéw kwantowych.
Jednym z nich jest zjawisko tunelowania, ktére mozna
obserwowa¢ w podobnej kanapce z przektadka z izolatora.
Bardzo bliskie komercjalizacji jest uzycie takich kanapek do
produkcji magnetycznej pamieci operacyjnej MRAM, ktéra
powinna by¢ réwnie szybka, ale w ktorej informacja nie ginie
po wylaczeniu zasilania.

Ale to jeszcze nie wszystko. Prace tegorocznych noblistéw
zapoczatkowaly nowa dziedzing zwana spintronika,

ktorej praktyczny aspekt polega na wykorzystywaniu do
przesylania i przetwarzania informacji nie tylko tadunku, lecz
réwniez spinu nosnikéw pradu.

W kazdym razie dobrze sobie co jakis czas uzmystowié, ze
bez badan podstawowych, ktére w zasadzie stuza jedynie
zaspokajaniu naszej ciekawoéci, nawet do technologii
kamienia tupanego bysmy nie doszli.

Piotr ZALEWSKI



Klub 44

1-44

Termin nadsytania rozwigzan:
29 II 2008

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
539 (WT = 3,10) i 540 (WT = 1,60)
z numeru 4/2007
Andrzej Daniluk — Warszawa 44,30

Dariusz Kurpiel — Posada

Zarszyn 43,37
Krzysztof Kaminski — Pabianice 42,75
Witold Bednarek — Lédz 40,20
Grzegorz Karpowicz — Wroctaw 37,78
Pawel Najman — Jaworzno 36,44
Pawel Kubit — Krakéw 36,36

Pan Daniluk — po raz drugi.

Termin nadsytania rozwigzan:
29 II 2008

Czotéwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
438 (WT = 2,24) i 439 (WT = 2,89)
z numeru 5/2007

Krzysztof Magiera — Losiow 48,52
Tomasz Wietecha — Tarnéw 39,07
Andrzej Idzik — Bolestawiec 36,16
Jerzy Witkowski — Radlin 31,82

Andrzej

Nowogrodzki — Chocianéw 24,58
Jacek Konieczny 19,16
Radostaw Poleski 18,96

— Poznan
— Kotlobrzeg

Za sprawg p. Magiery liczba cztonkéw
klubu fizycznego osiagneta 30.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspotczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z matematyki nr 551, 552
Redaguje Marcin E. KUCZMA

551. W zespole folklorystycznym jest n chlopcéw i 2n — 1 dziewczat.

Zostaly im przydzielone odpowiednio numery od 1 do n oraz od 1 do 2n—1.
W przygotowaniach do programu, w ktérym ma wystapi¢ r par, tancerz

o numerze ¢ trenowal tylko z tancerkami o numerach od ¢ do 2i—1

(i =1,...,n). Ile jest mozliwosci zestawienia tych r par tak, by w kazdej parze
znalazly si¢ osoby majace za soba wspolny trening?

552. Niech a,, > 1 oraz b,, = \/anJr\/an — \/an —Va, dlan=1,2,3,....
Wykazaé, ze lim a, = oo wtedy i tylko wtedy, gdy lim b, = 1.

n—oo

Zadanie 552 zaproponowal pan Witold Bednarek z Y.odzi.

Zadania z fizyki nr 448, 449
Redaguje Jerzy B. BROJAN

448. Przeplyw ciepta od wewnetrznej do zewnetrznej szyby okiennej wynika
gléwnie z konwekeji powietrza (lub innego gazu) w obszarze miedzy szybami.
Kto$ zaproponowal, zeby podzieli¢ ten obszar poziomymi przegrodami

na mniejsze komérki, ograniczajac w ten sposéb konwekcje, czyli polepszajac
izolacje cieplna. Kto$ inny uwaza, ze skutek bedzie odwrotny, gdyz skréci sie
droga przejscia gazu od kontaktu z jedna szyba do kontaktu z druga. Ktéry
z dyskutantéw ma racje? Pominaé przeplyw ciepla przez przegrody.
Dopuszczalne jest oparcie odpowiedzi na przeprowadzonym doswiadczeniu.

449. Dwa statki kosmiczne o jednakowej masie m zblizaja sie¢ do siebie

z wzgledna predkoscia 2vg. Gdy ich odleglos¢ wynosita [y, jeden ze statkow
wyslal w strone drugiego impuls laserowy o energii Fy, ktéry odbil sie od
zwierciadta na drugim statku, nastepnie od zwierciadta na pierwszym itd., przy
czym w kazdym kolejnym odbiciu catos¢ impulsu zostala odbita w opisany
sposob. Ile bedzie wynosita minimalna odleglos¢ zblizenia statkéw? Jesli
dtugosé fali impulsu poczatkowego wynosita A\, to ile bedzie wynosita w chwili
minimalnego zblizenia? Pominaé¢ grawitacyjne oddzialywanie statkéw i przyjacé
vy K ¢, By < muc.

L...]

Rozwigzanie zadania M 1189.
Przypusémy, ze két tych jest skoriczenie wiele oraz niech O; bedzie srodkiem kota o najmniejszym

promieniu. Przyjmijmy, ze kolo to jest styczne kolejno do két o srodkach Oz, Os, ..., O7. Wowczas
w tréjkacie 010203 bok O203 jest najdluzszy, a wigc kat O201 03 jest najwigkszy. Zatem

< 020103 > 60°. Analogicznie dowodzimy, ze < 0;010,41 > 60° dla i = 3,4,...,7, gdzie Og = Os.
Ale 2372 L0;010;41 = 360°, skad wynika, ze <0;010;41 = 60° dla kazdego i = 2,3,...,7.

Kat O;010;41 jest w trojkacie O;010;41 najwigkszy, wigc kazdy z tréjkatow O; 010,41 musi byé
réwnoboczny. W konsekwencji, kazde z rozpatrywanych két o srodkach Oz, Oz, ..., O7 ma taki sam

promien jak koto o $rodku O;.

Przeprowadzajac analogiczne rozumowanie dla kota o srodku Oz, dowodzimy, ze kolo to jest
otoczone szescioma kotami o takim samym promieniu. Kontynuujac, dochodzimy do wniosku, ze
rozpatrywanych két musi byé nieskonczenie wiele.
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Rozwigzanie zadania M 1191.
Dowéd przeprowadzimy indukcyjnie. Dla
n = 1 mamy
a—1 a+1

2 2
Liczby 3(a — 1) oraz (a+1) sa
kolejnymi liczbami naturalnymi
wiekszymi od 1. Zatem ktéras z nich ma
dzielnik pierwszy nieparzysty p. Stad
liczba a? — 1 ma co najmniej dwa rézne
dzielniki pierwsze: 2 oraz p.

azfl:4<

Przyjmijmy, ze liczba a?" —1maco
najmniej n 4+ 1 dzielnikéw pierwszych.
Wtedy
n+tl n n
" —1=(* - 1) +1).
Korzystajac z zatozenia indukcyjnego,

n
wystarczy dowiesé, ze liczba a? + 1 ma
dzielnik pierwszy niepar‘zxstx ktéry nie
jest dzielnikiem liczby a2 — 1.

Liczba a2 jest kwadratem liczby
nieparzystej, a wiec daje reszte 1
z dzielenia przez 4. Zatem czynnik
a1 jest liczba parzystg niepodzielng
przez 4, skad wynika, ze ma on dzielnik
pierwszy nieparzysty g. Liczba ¢ nie moze
byé dzielnikiem liczby 2" — 1, gdyz

on on
(e 4+1)—(a® —1)=2.

Patrz w niebo

Obserwacje blyskéw rentgenowskich oraz blyskéw gamma trwaja juz od wielu
lat. Obserwacje te wykonuja, oczywiscie, sztuczne satelity z orbity. Zaréwno
btyski rentgenowskie, jak i gamma, pojawiaja sie w przypadkowych miejscach
nieba, co dowodzi, ze ich pochodzenie jest pozagalaktyczne — gdyby bowiem
zjawiska te generowaly gwiazdy naszej Galaktyki, blyski musialyby skupiaé
sie, jak gwiazdy, w Drodze Mlecznej. Powstalo naturalne pytanie, czy te dwa
rodzaje zjawisk taczy co$, czy sa one zupelnie odmienne. Za druga mozliwoscig
przemawiatoby to, ze do wytworzenia promieniowania gamma potrzebna jest
duzo wicksza energia niz dla rentgenowskiego. Mozna by sie tez spodziewaé, ze
kosmiczne procesy bardzo energetyczne (np. zapasé jadra supernowej) beda przy
okazji produkowac¢ réwniez promieniowanie o nizszej energii, np. rentgenowskie,
widzialne. Za to — odwrotnie — w Zrédtach rentgenowskich promieniowania
gamma wlasciwie by¢ nie powinno, bo skad?

Tymczasem satelitarne obserwacje wykazaly, ze jest sporo zrédel zdecydowanie
rentgenowskich wykazujacych mimo wszystko pewna emisje gamma. Co wigcej,
oba typy zrédel wykazuja podobne przebiegi jasnosci w czasie. Wszystko

to sklonilo badaczy do wysuniecia kilka lat temu hipotezy, ze przynajmniej
niektére blyski rentgenowskie to w istocie btyski gamma, tylko o widmach
przesunietych ku czerwieni po prostu wskutek ogromnej odleglosci zrédel, czyli
wskutek ekspansji Wszech$wiata. Na przyklad blysk rentgenowski (X-ray flash)
zarejestrowany jako XRF 011030 (tj. rok 2001, paZzdziernik, dzien 30) zostal
wyemitowany z bardzo odleglej galaktyki o jasnosci 26 mag, ledwo dostrzegalnej
na obrazie z teleskopu Hubble’a. Gdyby uwzgledni¢ zjawisko Dopplera, to

w sasiedztwie tej galaktyki zaobserwowano by go jako blysk gamma! Jak widaé,
powtérzyla sie sytuacja, ktéra wystapita juz wiele lat temu przy stwierdzeniu
kosmologicznych odleglosci kwazarow. Widoczne w ich widmach linie do niczego
nie pasowaly, dopoki Maarten Schmidt nie zauwazyl, ze sa to linie zwyklego
wodoru, tylko ze nadfioletowej serii Lymana, silnie przesuniete do zakresu
widzialnego przez efekt Dopplera.

Tomasz KWAST
Grudzien

Wieczorami na potudniu widzimy gwiazdozbiér Wieloryba. Jest on wprawdzie
duzy, ale nie jest latwo go znalez¢, bo jego najjasniejsza gwiazda, wyjatkowo

— beta, ma jasno$¢ 2,24 mag. Zreszta nie jest to do konca prawda, bo od

czasu do czasu inna gwiazda jest w Wielorybie najjasniejsza. Jest niag
mianowicie omikron, zwana tez Mira, czyli Cudowna. Jest ona pierwsza odkryta
i najjasniejsza gwiazda fizycznie zmienna dlugookresowa. Jest pulsujacym
olbrzymem niemal 400 razy wiekszym od Stonca. Okres jej zmiennosci wynosi
332 dni, a w maksimum Mira osiaga 2 mag. Przez kilka miesiecy widac ja
wtedy golym okiem. Lezy w odleglosci 77 pc. W tym samym gwiazdozbiorze
gwiazda tau byla celem radiowych nastuchéw jako gwiazda centralna uktadu
planetarnego, bedacego hipotetyczng siedzibg cywilizacji pozaziemskiej. Lezy

w odleglosci 3,6 pc, tj. zaledwie 11,2 roku Swietlnego. L.acznosé z tak bliskimi
sasiadami mialaby nawet sens (jakie$ 23 lata od zadania pytania do otrzymania
odpowiedzi), tylko ze ich raczej nie ma.

Wenus jest w Wadze, wiec wida¢ ja jako Gwiazde Poranna. Mars jest w Byku
i widaé¢ go przez cala noc; 19 XII znajdzie si¢ najblizej Ziemi, a w opozycji
24 XII. Jowisz jest w Strzelcu, zbyt blisko Stonca, wiec go nie widaé¢. Saturn
jest we Lwie i wida¢ go w drugiej polowie nocy. Now Ksiezyca wypada
9 XTI, a pelnia 24 XII. Ksiezyc zakryje Marsa 24 XII (czyli w dniu opozycji),
a zjawisko to bedzie widoczne w drugiej polowie nocy w Europie, oraz Regulusa
28 XII, co zobacza mieszkancy Ameryki Potudniowej. Zima formalnie zaczyna sie
22 XII i dni juz beda sie powoli wydluzaé. Z meteoréw mozna oczekiwaé¢ dosé
obfitego roju Geminidéw z maksimum 12 XII oraz skromnego roju Ursydéw
okoto 22 XII. Szczesliwego Nowego Roku!

T. K.
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Co ma piernik do wiatraka,

czyli o o-ciatach i rozkladzie Poissona

Pod koniec ubiegtego stulecia zaczalem wykltadaé
rachunek prawdopodobienstwa na Wydziale Nauk
Ekonomicznych UW. Gdy sesja byta tuz-tuz,

na konsultacje zglosily si¢ dwie bardzo pilne studentki,
ktére rozwiazaly wszystkie zadania z odpowiednich
rozdzialéw podrecznika [2], oprécz jednego:

Ile jest wszystkich mozliwych o-cial, jesli 2 ma
n elementow?

Doszlismy do tego pytania po trzech godzinach
intensywnej pracy nad zadaniami kombinatorycznymi
(studentki wykryly kilka bledéw w ksiazce). Warto
wspomnie¢, ze konsultacje odbywaly si¢ na korytarzu,
przy akompaniamencie mtotéw pneumatycznych,
bowiem budynek Wydzialu Matematyki byl (i nadal
jest) w remoncie.

W tych warunkach moze zbyt szybko zgodzilem sie

na wzor rekurencyjny (zdaje sie, ze bledny), jaki
zaproponowaly studentki, i staratlem si¢ zasugerowac,
ze znajomos$¢ jawnego wzoru nie bedzie bezwzglednie
wymagana na egzaminie, a i przyszty pracodawca
moze pogodzi sie z niewiedza w tym zakresie. Poniewaz
panie wygladaly na rozczarowane, nastepnego dnia po
wykladzie powiedziatem im, czego ode mnie wymagaty.
I wtedy rozczarowanie przeszto w zdumienie.

Jak wiadomo, o-cialo jest niepusta rodzina podzbioréw
zbioru €2, zamknieta ze wzgledu na przeliczalne
dzialania na zbiorach. Jesli  jest skonczona, to
istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy
podzialami zbioru €2 a o-cialami. Istotnie, rozpatrzmy
o-cialo F. Dla w € Q definiujemy
A,= () B

weB,BEF
czyli przeciecie wszystkich elementéw F, do ktorych
nalezy w. Mozna wykazaé, ze zbiory A, sa albo réwne,
albo rozlaczne, i stanowia podzial zbioru €. Nazywa sie
je czasem atomami o-ciata. Odwrotnie, majac podzial
zbioru €, bez trudu otrzymamy o-cialo, sktadajac
jego elementy z atomow. Na przyklad: podzialowi
zbioru {1, 2,3} na zbiory {1}, {2,3} odpowiada o-cialo
{0, 1}, 12,3}, {1,2,3}}.

Liczbe podzialéw zbioru n-elementowego nazywamy
n-ta liczba Bella. Liczby Bella b,, wiaze zalezno$é
rekurencyjna:

(1) bpyr = (g)bn + (;L)bnl bt (Z)bo,

jesli bowiem wyréznimy pewien element zbioru

(n + 1)-elementowego, to w celu umieszczenia go

w pewnym atomie musimy mu doda¢ do towarzystwa
jeszcze k elementéw (0 < k < n), wybranych na (7)
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sposob6w. Pozostaly zbiér (n — k)-elementowy dzielimy
na b, sposobdéw.

Niech P(z) bedzie wykladnicza funkcja tworzaca (patrz
np. [1]) ciagu (bn):

g
(2) P(z)zn; o
Wtedy
= b,z > bya12™
3 P'(z) = Sl ntlz
(3) (2) ;(nfl)! nz:;) n!

Stad P’(z) = e*P(z), co wida¢, gdy poréwnamy

wspOlezynniki przy 2™ szeregu (3) oraz iloczynu
Cauchy’ego szeregu (2) przez szereg przedstawiajacy

funkcje wyktadnicza:
bpy1 1 by, 1 br—1 1 b
W0 T ety o

Ta zaleznosé jest rownowazna z (1).

Jesli [P'(z)/P(z)] = €, to [In P(2)]" = e?, zatem
P(z) = e“ *¢, askoro P(0) = by = 1, to

P(z) =e® 1
Jest to funkcja tworzaca momenty rozktadu Poissona
z parametrem 1!

Doktadniej, jesli zmienna losowa X ma taki rozktad, to

v N 2K\ = Z"EXT
P(z) = Ee E(Z:; - >_Z_%7n! _

Zamiana kolejnosci sumowania i brania wartosci
oczekiwanej da si¢ uzasadni¢. Porownujac wspolczynniki
przy 2", otrzymujemy wreszcie jawny wzor na liczby
Bella:

o0 k"
(4) bn:EX”:e‘lzﬁ, n=0,1,2,...
k=0 "

Na przyklad: bl = 1, b2 — 2, b3 = 5, b4 = 157 b5 = 52.
Dziwne, ze w celu otrzymania liczb catkowitych musimy
uzywaé szeregoéw nieskonczonych. Jeszcze dziwniejszy
jest zwiazek miedzy liczbami Bella a momentami
rozkladu Poissona. Powinien przeciez istnie¢ jakis
sprytny dowdd wzoru (4) niewymagajacy manipulacji
funkcjami tworzacymi i umozliwiajacy jego glebsze
zrozumienie.

Moze dziwne bylo zachowanie moich studentek.
Ale w roku 2007 tak pilnych studentek (ani studentéw)
juz chyba nie ma.

Bardzo dzi¢kuje za to zdanie :( [modelowa Czytelniczka, A.S.]
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