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Rys 1. Tak zdefiniowany rewersal
modeluje zjawisko molekularne
zaobserwowane juz w 1938 roku
u muszki owocéwki. Na rysunku widzimy
prawdziwy rewersal, ktéry polega na tym,
ze fragment chromosomu zawija sie
w petelke, a nastepnie petelka ta zostaje
powtérnie rozciggnieta w taki sposéb, ze
kolejno$é¢ genéw poltozonych wewnatrz
ulega odwréceniu.

Nalesniki Billa Gatesa. Problem
sortowania przez rewersale z dodatkowym
ograniczeniem, ze uzywamy tylko
rewersali typu p(1, i), czyli tzw.

rewersali prefiksowych, byt badany przez
studenta Harwardu Billa Gatesa i jego
promotora Cristosa Papadimitriou.
Podali oni ograniczenia na liczbe

dpref (n) = MaXreSy dpref (7T)

Sy oznacza tutaj zbiér wszystkich
permutacji n-elementowych. Motywacji
do sortowania przez rewersale prefiksowe
nie dostarczyta biologia molekularna,
lecz nastepujaca zagadka kulinarna:
wyobrazmy sobie niestarannego kucharza,
ktéry smazy nale$niki réznej wielkosci
oraz kelnera pedanta, ktéry pragnie
podaé gosciom na stét tace z naleSnikami
utozonymi w zgrabna piramide — od
najwigkszego na dole do najmniejszego
na goérze. dpreyp(7) jest minimalng liczbg
operacji odwrécenia czubka nale$nikowej
gory, jaka musi wykonaé kelner, zeby
posortowaé nale$niki. Znane oszacowania

sg nastepujace: 1en < dpref(n) < 3n+ 3.

Problem znalezienia dokladnej wartosci
dpres(n) nadal czeka na rozwigzanie.

*Instytut Informatyki, Uniwersytet
Warszawski

Bajka o Kocie w Butach,
czyli jak zamieni¢ czlowieka w mysz

Anna GAMBIN*

Wiekszosé z nas zaakceptowala fakty, do ktérych juz od potowy dziewietnastego
stulecia przekonywat nas Karol Darwin i jego nastepcy, méwiace, ze cztowieka
taczy wyjatkowo bliskie pokrewienstwo z matpami. Duzo trudniej zgodzié sie

z tym, ze gatunek ludzki bardzo wiele wspdélnego ma z pospolitymi myszkami

— tutaj réznice na pierwszy rzut oka sa jeszcze bardziej ewidentne. Okazuje

sie jednak, ze genetycznie jesteSmy bardzo podobni. Jezeli wyobrazimy sobie
genom myszy (20 par chromosoméw) jako dlugi naszyjnik nawleczonych

na nitke genéw, to wystarczy pociaé¢ go na okoto 200 fragmentéw i odpowiednio
powiazaé, aby otrzymaé 23 pary chromosoméw czlowieka. Oznacza to, ze
stosunkowo niewiele rearanzacji genomowych miato miejsce na przestrzeni,
bagatela, 80 milionow lat, kiedy to nasza ewolucja podazata odmiennymi
torami. Dla $cistosci wyjasniam, ze zaniedbujemy w tym podejéciu duzo czestsze
zmiany genomu, takie jak mutacje punktowe i uznajemy dwa fragmenty DNA za
rownowazne, jesli koduja geny pelniace w rozwazanych organizmach taka sama
funkcje.

Na pewno pamietacie bajke o Kocie w Butach i jego wielkim sukcesie, kiedy
namoéwil ztego czarownika do przybrania postaci polnej myszki. Po tym ruchu
wystarczylo szybko myszke potknaé, a rozlegte dobra czarownika, w tym
przepiekny palac, staly sie wlasnoscia Jasia i jego szlachetnie urodzonej
malzonki.

Zostaniemy teraz czarownikiem i zamienimy czlowieka w mysz za pomoca
genetycznych manipulacji, starajac sie, aby uczyni¢ ten proces jak najbardziej
efektywnym. Jak sie domyélacie, bedzie nam potrzebny matematyczny
model zjawiska rearanzacji genomu. Na poczatek zalézmy, ze genom bedzie
reprezentowany przez permutacje T = (my, T2, ..., T,) zbioru {1,2,...,n}.
O elementach permutacji mozemy mysleé¢ jako o genach albo, co jest blizsze
prawdy, wigkszych spojnych fragmentach chromosomu. Do tasowania porzadku
gendéw uzyjemy operacji o nazwie rewersal (oznaczmy ja literka p). Operacja ta
ma dwa parametry, ¢ oraz j, a zastosowana do permutacji m = (71, T2, ..., Ty),
odwraca porzadek genéw od i-tego do j-tego, czyli:

,O?T(i,j) = (71'1, ey T 1y Ty T — 1y e v oy T 1 Ty Ty - - ,71'”).
Nasze efektywne czary polegaja na przeksztalceniu permutacji = (czlowiek)
w permutacje § (myszka) przy uzyciu jak najmniejszej liczby rewersali. Tak
wiec poszukujemy ciagu takich operacji p1, p2, ..., pt, 2€ pg -+ p2p1™ = J oraz
t jest jak najmniejsze. Liczbe ¢t nazwiemy odlegloscia rewersalowa pomiedzy
permutacjami 7 i d. Nie jest trudno zauwazy¢, ze mozemy bez straty ogdlnosci
rozwaza¢ problem sortowania przez rewersale, czyli znalezienia odleglosci d(r)
permutacji m od permutacji identycznosciowej (1,2,...,n).

Okazuje sie, ze posortowanie permutacji przy uzyciu rewersali jest zadaniem
do$¢ skomplikowanym. Jesli zajmiemy sie jedynie chromosomem X myszy

i czlowieka (ten chromosom zawiera u wiekszosci ssakéow bardzo podobne

geny 1 moze by¢ reprezentowany jako permutacja dlugosci 7), to stosunkowo
nietrudno zweryfikowac fakt, ze odleglo$¢ rewersalowa pomiedzy nimi wynosi 6.
Sytuacja komplikuje sie bardzo, kiedy rozwazamy genomy o wiekszej liczbie
blokéw zachowujacych porzadek gendw, czyli dtuzsze permutacje.

Do oszacowania d(7) bardzo pomocne okazuje si¢ pojecie punktu zlamania
permutacji (ang. breakpoint). Przyjmijmy oznaczenie ¢ ~ j, jesli |i — j| = 1.
Dodatkowo na obydwu konicach permutacji # = (71, ma, . .., m,) dopiszmy w9 = 0
oraz m,+1 = n + 1. Pare kolejnych elementéw permutacji (7, m41) dla 0 < i< n
nazwiemy sgsiedztwem, jesli m; ~ ;41 czyli sa to po prostu kolejne liczby. Przez
punkt zlamania permutacji bedziemy z kolei rozumieé¢ pare (m;, mi41), dla ktérej
T o Tip1. Lauwazmy, ze permutacja identycznosciowa nie ma zadnego punktu
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Oczywiscie, nie mozna wykluczyé, ze
kto$ rozwiaze wartg milion dolaréw
zagadke, pokazujac, iz klasa probleméw
wielomianowych jest tozsama z klasa
probleméw niedeterministycznych
wielomianowych, czyli P = NP. Wigcej
o zagadnieniach zlozonosci obliczeniowej
mozecie przeczyta¢ w numerze Delty
01/2007.
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Rys. 2. Graf ztaman i jego
dekompozycja na cykle dla permutacji
™ =(2,3,1,4,6,5).
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ztamania, czyli proces sortowania polega na eliminacji punktéw ztamania.
Dowolny rewersal potrafi wyeliminowaé¢ co najwyzej dwa punkty zlamania, co
pozwala uzyskaé oszacowanie: d(m) > @, gdzie b(m) oznacza liczbe punktow

zlamania permutacji 7.

Korzystajac z powyzszego oszacowania, zaproponowano wielomianowy algorytm
aproksymacyjny ze wspoltczynnikiem aproksymacji 2 dla problemu sortowania
przez rewersale. Oznacza to, ze algorytm wygeneruje ciag rewersali co najwyzej
dwa razy dluzszy niz optymalny. Udowodniono tez, ze problem sortowania
przez rewersale jest N P-trudny, czyli najprawdopodobniej nie istnieje algorytm
o zlozonosci wielomianowej sortujacy permutacje za pomoca minimalnej liczby
rewersali.

Poniewaz oszacowanie d(m) za pomoca liczby punktéw zlamania jest najczesciej
bardzo niedokladne, zaproponowano kolejne pojecia majace elegancka, grafowa
interpretacje. Dla permutacji w skonstruujemy graf zlaman G(7), ktéry bedzie
mial n + 2 wierzcholki etykietowane liczbami {0,1,2,...,n,n + 1}. Kazde dwa
wierzchotki (m;, m;41) taczymy krawedzia w kolorze czarnym, natomiast pare
(m;, ;) taczymy kolorowa krawedzia, o ile m; ~ m;, czyli sa to kolejne liczby

w permutacji identyczno$ciowej. Konstrukcje grafu mozemy wyobrazié¢ sobie
jako nawlekanie na czarna nitke kolejnych genéw jednego organizmu, a nastepnie
nawlekanie na kolorowa ni¢ kolejnych genéw drugiego organizmu. Cykl w grafie
to taka Sciezka, ktéra zaczyna sig¢ i konczy w tym samym wierzchotku. Cykl
nazwiemy alternujgcym, jesli kolory kolejnych krawedzi na naszej $ciezce beda
zmieniaé si¢ naprzemiennie.

Nasz dwukolorowy graf ma ciekawa wlasnos¢ nazywana zbalansowaniem.
Oznacza to, ze kazdy jego wierzcholek jest zbalansowany, czyli wychodzi z niego
taka sama liczba krawedzi kolorowych co czarnych. Sa to zawsze dwie czarne
krawedzie i dwie kolorowe, z wyjatkiem dwoch skrajnych elementéw permutacji,
czyli 0 i n + 1. Nietrudno pokazaé, ze grafy zbalansowane maja tzw. cykl Fulera,
czyli cykl, ktéry zawiera wszystkie krawedzie w grafie i kazda przechodzi
doktadnie raz.

7Z faktu, ze graf ztaman dla permutacji ma alternujgcy cykl Eulera, wnioskujemy,
iz mozna przyporzadkowaé¢ wszystkie krawedzie grafu roztacznym cyklom
alternujacym w taki sposéb, ze kazda krawedz wystepuje w dokltadnie jednym
cyklu. Nazywamy taka operacje dekompozycjq na cykle grafu G(w). Graf

z rysunku 2 moze zosta¢ zdekomponowany na 4 cykle alternujace: 2 — 3 — 2,
6—55—26,4—-5—-7—-6—>40raz0—1—-3—4—1—2— 0. Okazuje sie,
ze wiecej cykli nie uzyskamy w zadnej innej dekompozycji tego grafu, czyli jest
to dekompozycja na maksymalna liczbe cykli — oznaczmy te liczbe przez c(m).

Pozyteczna dla nas wlasnos¢ dekompozycji na cykle jest nastepujaca: kiedy
zastosujemy dowolny rewersal do permutacji 7, liczba ¢(7) moze si¢ zmienié

co najwyzej o jeden. Oznacza to po prostu, ze wykonujac rewersal w celu
posortowania permutacji, mozemy dodaé co najwyzej jeden cykl. Zauwazmy, ze
graf ztaman permutacji identycznosciowej jest dekomponowalny na maksymalng
liczbe cykli alternujacych, czyli n 4+ 1. Udowodniono, ze zachodzi oszacowanie
d(m) =2 n+1—c(m), ktére jest o wiele bardziej dokladne, niz rozwazane
poprzednio d(m) > b(w)/2 (gdzie, jak pamietamy, b(m) oznacza liczbe punktéw
zlamania permutacji 7).

Niestety, nie zawsze wykonanie rewersalu doda jeden cykl do naszej
dekompozycji na maksymalna liczbe cykli alternujacych. Dlatego za pomoca
liczby cykli potrafimy jedynie oszacowaé odleglosé rewersalowa. Dobra
wiadomosé jest taka, ze dla permutacji o molekularnym rodowodzie (to znaczy
takich, ktére modeluja porzadek genéw na chromosomie) w powyzszym
cyklowym oszacowaniu zachodzi najczesciej réwnosé, czyli d(m) = n + 1 — ¢(n).
Wydawaloby sie, ze ta obserwacja powinna zagwarantowaé sukces naszym
czarom: wystarczy znalezé dekompozycje grafu zlaman G(r) na maksymalna
liczbe roztacznych krawedziowo cykli alternujacych ¢(r), policzy¢ te cykle

i wykona¢ odpowiednie rewersale, a z chromosomu ztego czarownika dostaniemy
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Rys. 3. Graf zlaman i jego jednoznaczna
dekompozycja na cykle dla permutacji
ze znakami m = (+2, =3, +1, +4, —6, +5).

chromosom matej myszki. Okazuje sie jednak, ze nasze czarodziejskie
matematyczne zaplecze jest nadal za stabe, bo problem znalezienia wspomnianej
dekompozycji jest ztozonos$ciowo zbyt trudny.

Na szczescie w sukurs przychodzi nam znéw biologia — przypomnijmy sobie, ze
ni¢ DNA jest obiektem skierowanym (ma swdj poczatek — przez biologéw zwany
5" i koniec ochrzczony 3’ — obydwie nazwy pochodza od polozenia atoméw
wegla w czasteczee cukru deoksyrybozy). Podobnie geny lezace na nici DNA

sa skierowane, czyli powinniS§my nasz permutacyjny model organizmu bardziej
skomplikowaé. Komplikacja nie bedzie wielka, natomiast zysk z lepszego modelu
znaczacy. Porzadek genéw bedziemy teraz reprezentowaé jako permutacje

ze znakami, czyli z kazdym elementem zwigzujemy znak '+’ lub '—’, wskazujacy,
czy gen jest skierowany w prawo czy tez w lewo. Oczywiscie, geny lezace

na jednej nici DNA sy skierowane w t¢ samg strong, ale podwdjna spirala DNA
sktada sie z dwéch nici DNA biegnacych w przeciwnych kierunkach — stad rézne
znaki w naszej permutacji odpowiadaja temu, ze gen pochodzi z jednej badz

z drugiej nici DNA.

Zastanéwmy sie teraz, jak dziala rewersal p(i, j) na permutacji ze znakami.
Odwraca on na pewno porzadek gendw, ale tez zamienia ich znaki (kierunki).
Dla przykladu, stosujac rewersal p(2,5) do permutacji (+1,—5, —4, —3, —2),
dostaniemy skierowana permutacje identyczno$ciowa (+1, +2, 43, +4, +5).
Rewersal p(i,7) zamienia znak genu i. Znowu interesuje nas minimalna liczba
rewersali d(), ktére przeksztalca permutacje ze znakami = w skierowana
permutacje identycznosciowa (+1,42, ..., +n). Dla permutacji ze znakami
mozemy tez zbudowaé graf ztaman, zastepujac kazdy wierzchotek w grafie

G () przez dwa wierzcholki symbolizujace poczatek i koniec genu. Oznaczmy
te wierzcholtki dla genu ¢ jako ia (poczatek) oraz ib (koniec). Tak wiec gen +2
bedzie reprezentowany przez pare sasiednich wierzchotkéow 2a i 2b, natomiast
gen —3 bedzie reprezentowany jako para 3b i 3a. Czarnymi krawedziami taczymy
teraz sasiednie konce genéw, czyli dla permutacji z rysunku 3

m=(+2,-3,+1,+4,—6,+5)
taczymy wierzchotki 2b i 3b, nastepnie 3a i 1a, itd. Kolorowe krawedzie potacza,
tak jak poprzednio, geny sasiednie w permutacji identycznosciowej (skierowanej),
czyli wierzchotek 1b taczymy z 2a, 2b z 3a, 3b z 4a, itd.

W tej chwili wystarczy, ze spojrzycie na obrazek na marginesie, a dokonacie
zaskakujacego odkrycia: w naszym nowym grafie dekompozycja na alternujace
cykle jest jednoznaczna! Ma ona w szczegllnosci maksymalna liczbe cykli.

W naszym przykladzie sa dwa takie cykle: 0 — 1la — 3a — 2b — 3b — 4a —
— 1b — 2a — 0 oraz 4b — 5a — 6a — 5b — 7 — 6b — 4b. Wnioskujemy stad,
ze aby posortowaé nasza przykladowa permutacje, musimy uzy¢ co najmniej
d(r)=n+1—c(r) =6+ 1 — 2 =5 rewersali. Okazuje sig, ze 5 rewersali
wystarczy (sprébujcie!).

Powinnidmy wtasciwie zakonczy¢ teraz molekularno-matematyczne czary
usatysfakcjonowani faktem, ze wiekszo$¢ ztych czarownikow potrafimy
efektywnie zamienia¢ w wiele niegroznych zwierzakdéw. Warto jeszcze

dodaé, ze uparci matematycy nie dali za wygrana i znalezli dla permutacji

ze znakiem doktadna liczbe rewersali niezbedna do posortowania. Wymnosi

ona d(m) =n+1—c(n) + h(r) + f(r), gdzie ¢(m) jest znang nam liczba cykli
alternujacych, h(w) jest liczba plotkéw w permutacji, natomiast f(7) wynosi 1,
kiedy permutacja 7 jest fortecg (jesli 7 nie jest forteca, to f(w) = 0). Nazwy
plotek i forteca sugeruja przeszkody, ktore trzeba pokonaé, sortujac permutacje.
Ich zdefiniowanie, niestety, wymagaloby o wiele dtuzszych rozwazan.

Na zakoficzenie wspomnijmy, ze matematyczna teoria sortowania przez
rewersale pozwolita dokonaé ciekawego biologicznie odkrycia: rozwazajac
najbardziej efektywny scenariusz transformacji jednego organizmu w drugi,
spotykamy rewersale, ktére bardzo czesto sa zaczepione w ustalonym punkcie
w chromosomie. Wtlasnosci takich ,wrazliwych” miejsc, odkrytych przez
matematykow, sa teraz badane przez biologbw.
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Rozwigzanie zadania F 703.
Zalézmy, ze cidnienie wewnatrz cylindrow
zwiekszylo sie¢ do wielkosci p. Wtedy tloki
zostaly przesuniete w lewo na odlegtos¢ d.
Z prawa Boyle’a-Mariotte’a mamy, ze:
poV =p(V — S1d + Sad),

stad
_ (1 =po/p)V

S] — SQ ’

d

W calym artykule log n oznacza logarytm
o podstawie 2.

2i
I i
Rys. 1
S
} {
Rys. 2

*student, Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki, Uniwersytet
Warszawski

Problem RMQ
Jakub RADOSZEWSKI*

Przypomnienie. W Delcie 9/2007 zajmowali$my si¢ dwoma problemami: RMQ
i LCA. Przypomnijmy, ze problem LCA (Lowest Common Ancestor) polega

na zbudowaniu struktury danych, ktéra dla danego drzewa pozwoli szybko

(w czasie O(1)) odpowiadaé na zapytania o najnizszego wspélnego przodka
danych dwéch wierzchotkéw. Z kolei w problemie RMQ (Range Minimum
Query) poszukujemy takiej struktury, ktéra pozwoli dla danego ciagu ay, ..., a,
szybko odpowiadaé¢ na zapytania RMQ(i,7) o minimalny element fragmentu
ciaggu a;, Gijy1, - .., a;-1,a;, wyznaczonego przez i-ty i j-ty jego wyraz.

Udowodnilismy, ze te dwa problemy sa réwnowazne, a dowdd polegal

na pokazaniu liniowego sprowadzenia problemu RMQ do LCA dla pewnego
drzewa, a nastepnie problemu LCA do RMQ dla pewnego ciagu. W tym
numerze — zgodnie z zapowiedzia — zaprezentujemy efektywne rozwiazanie
problemu RMQ), ktére na mocy powyzszych rozwazan bedzie jednoczesnie
rozwiazaniem problemu LCA. W celu uproszczenia dalszego wywodu bedziemy
zakladad, ze dlugosé analizowanego ciagu (n) jest potega dwdéjki; nie jest to
duze ograniczenie, gdyz w przeciwnym przypadku mozemy cigg uzupeinic,

na przyktad, zerami do uzyskania odpowiedniej dlugosci, co nie spowoduje
nadmiernego jego wydtuzenia.

Pierwsze podejscie. Na poczatek skupimy sie na spéjnych fragmentach ciaggu
ai,...,a, (bedziemy je odtad nazywaé segmentamsi), ktérych liczba elementéw
jest potega dwdjki i sprobujemy dla kazdego z nich wyznaczyé minimalny
element. Zastanéwmy sie najpierw, ile jest takich segmentéw w naszym ciagu.
Liczba réznych poteg dwdjki nie wiekszych od n jest rzedu logn, a dla kazdej
dtugosci mamy co najwyzej n odpowiadajacych jej segmentéw, co daje taczna
liczbe O(nlogn).

Segmentéw diugosci 1 mamy n i wynik dla kazdego z nich to po prostu zadany
element (RMQ(i,7) = a;). Kazdy segment dlugosci 2 sklada sie z dwéch
sasiadujacych ze soba segmentow dlugosci 1, wiec dla kazdego z nich jako
minimum wybieramy mniejsze z miniméw odpowiednich segmentéw dlugosci 1
(RMQ(i,i+ 1) = min(RMQ(i,7), RMQ(i + 1,7+ 1))). To postepowanie
kontynuujemy dla kolejnych dlugosci: minimum z segmentu diugosci 2¢

liczymy jako minimum z miniméw segmentéw dtugosei 2¢71, ktére sie sktadaja
na rozwazany wiekszy segment (rys. 1). Ostatecznie dla kazdego z rozwazanych
segmentow obliczylismy wynik w czasie stalym, co daje taczna zltozonosé tej fazy
algorytmu réwna O(nlogn).

Po wykonaniu wstepnych obliczen mozemy teraz udziela¢ odpowiedzi

na zapytania o RM @ dowolnego segmentu S ciggu. Wystarczy znalezé
najwieksza wartos¢ potegi dwojki 2™, nie wigksza od dlugosci rozwazanego
przedziatu (zlozonoéé czasowa O(logn)), a nastepnie jako wynik przyjaé
minimum z wynikéw dwéch nachodzacych sie segmentow dlugosci 2™, ktore
pokrywaja caly rozwazany segment (rys. 2). Mozemy dla kazdej dtugosci
segmentu od 1 do n obliczy¢ na wstepie najwieksza wartos¢ potegi dwdjki
nie wigksza od niej w lacznej zlozonosci czasowej O(nlogn). W ten sposéb
zlozonosé czasowa wstepnych obliczen w takim algorytmie bedzie O(nlogn),
a kazde zapytanie bedziemy mogli obstuzyé w zlozonosci czasowej O(1).

Otrzymany algorytm jest bardzo szybki i wystarczajacy dla wiekszosci
praktycznych zastosowan. My jednak zajmiemy sie jego doskonaleniem, dazac
do algorytmu, wykonujacego jedynie O(n) wstepnych obliczen i obslugujacego
zapytania w czasie statym.

Wtiasciwy algorytm. W celu rozwiazania problemu RMQ sprowadzamy go

w liniowej ztozonosci czasowej do problemu LCA. Nastepnie, réwniez w liniowe]j
ztozonosci czasowej, wykonujemy sprowadzenie otrzymanego LCA z powrotem
do RMQ. Nasze postepowanie z pozoru wydaje sie nie przynosié¢ zadnych
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Rozwigzanie zadania M 1186.
Przyjmijmy, ze nieskonczony ciag a, = I,zl
(n=1,2,...), gdzie z,, > 0, spelnia
warunki zadania. Liczba

.’I:iJrl — ’I‘i = (Tnt+1 — Zn)(Tnt1 + Tn)
jest liczba pierwszg lub kwadratem liczby
pierwszej, a ponadto
0< Zpy1 —xn < Tpt1+ Th-
Wobec tego xp41 — xn = 1, czyli
Tnp =1 +n—1.
Stad obliczamy

2 2
Tnt1 ~ Tn

=Tp41 + Ty =221 +2n —1
dlan=1,2,.... Zatem gdyby ciag

(an) byl nieskonczony, to kazda liczba
nieparzysta wieksza lub réwna 2x; — 1
bytaby liczba pierwsza lub kwadratem
liczby pierwszej. Uzyskana sprzecznosé
dowodzi, ze rozpatrywany cigg musi by¢
skonczony.

korzysci, gdyz w jego efekcie znajdujemy sie w punkcie wyjscia — przeszliSmy

z jednego problemu RMQ do innego. Sa to jednak tylko pozory: koncowe
zagadnienie RMQ nie jest wszakze tym, od ktérego rozpoczynalismy, a ma
jedna bardzo istotna wlasno$¢: w otrzymanym ciagu réznica kolejnych dwéch
elementéw wynosi 1 albo —1. Wynika to z faktu, ze wynikowy ciag sktada sie

z wysokosci kolejno odwiedzanych w algorytmie przeszukiwania weztéw drzewa.
7 kolei w zadnym kroku przeszukiwania nie wystepuja ,,przeskoki” — za kazdym
razem z danego wierzchotka przechodzimy albo do jego ojca, albo do jednego

Z jego synow.

Podzielmy otrzymany cigg a na fragmenciki o dlugosci logn kazdy (spos6b

doboru tej wartosci wyjasni sie dalej). Dla kazdego fragmencika obliczymy
minimum z elementéw, ktére go tworza i z tych miniméw utworzymy nowy
ciag b o dlugosci 102%. Kazdy segment S w a sklada sie z pewnej liczby catych
fragmencikéw oraz maksymalnie dwoch kawatkéw fragmencikow — mozliwe
sposoby takich rozktadow sa przedstawione na rysunku 3. Odpowiadanie

na zapytania RMQ dla ciagu a mozemy zatem w duzej mierze sprowadzié¢

do RMQ dla b, o ile zalozymy, ze bedziemy jakos$ potrafili osobno zajaé sie
maksymalnie dwoma niepelnymi fragmencikami na brzegach. Dla ciagu b
mozemy sobie pozwoli¢ na wykonanie wstepnych obliczen poprzednio
otrzymanego algorytmu — zlozono$é¢ czasowa tego kroku bedzie réwna
O(mlogm), gdzie m = 1()2;” to dlugosé ciagu b. Wykonujac podstawienie
(i pomijajac staly czynnik 2), otrzymujemy zlozonos¢:

oL 10g -2 —o-
logn logn logn

W tym szacowaniu istotne bylo, ze dtugosé pojedynczego fragmencika ciagu
jest logarytmicznego rzedu, co daje czesciowe uzasadnienie takiego a nie innego
wyboru jej warto$ci. W powyzszym rozumowaniu pominelismy kwestie zamiany
opisu segmentu S w ciggu a do segmentu S’ w b, odpowiadajacego pelnym
fragmencikom sktadajacym sie na S; nietrudno jednak zauwazy¢, ze te operacje
mozna wykonaé¢ w czasie stalym za pomoca kilku prostych wzoréw (dokladny
opis pozostawiamy Czytelnikowi).

log n> = 0(n).

Pozostal nam do rozpatrzenia sposob wyznaczania minimum z kawalkdw
fragmencikéw, ktérych maksymalnie dwa otrzymujemy przy kazdym zapytaniu.
Nie mozemy tego kroku wykonywac sitowo, gdyz woéwczas obstuga zapytan
RMQ wymagalaby pesymistycznie wykonania logn operacji, czyli nie miataby
zadanej zlozonosci czasowej O(1). Zastandéwmy sie wiec, ile jest istotnie réznych
rodzajow fragmencikow, jakie moga powstaé¢ przy podziale naszego ciagu. Kazdy
taki fragmencik jest wyznaczony jednoznacznie przez swéj element poczatkowy
oraz przez ciag zlozony wylacznie z jedynek i minus jedynek, bedacy ciagiem
réznic miedzy kolejnymi elementami fragmencika. Liczba réznych ciagow

ztozonych z 1 i —1 o dlugoéci logn —1 to:
12 1

1
- Zlogn _ . 1/2:_ ]
D) ( ) D) n 2\/H

Kazdy taki fragmencik mozemy opisa¢ jednoznacznie przez jedna liczbe
catkowita miedzy 0 a %\/ﬁ — 1, ktérej cyfry w ukladzie dwdjkowym determinuja,
czy odpowiednie réznice kolejnych elementéw fragmencika sa réwne jeden,

czy minus jeden. Dla kazdego spéjnego kawalka kazdego typu fragmencika
mozemy teraz sitowo wyznaczy¢ minimum przy zalozeniu, ze pierwszy element
fragmencika jest réwny 0; koszt czasowy wykonania takiego obliczenia to iloczyn
liczby réznych mozliwych fragmencikow przez szescian z dlugosci fragmencika,
czyli O(y/n(logn)?) = O(n). Wszystkie otrzymane wartosci mozemy — dzieki
prostej numeracji réoznych fragmencikéw — spamieta¢ w trojwymiarowej tablicy
(jej wymiary to typ fragmencika oraz poczatek i koniec jego kawalka), co

da nam staly koszt odwolania sie do pojedynczej jej komérki. To pokazuje
takze, skad sie wzial czynnik % w dobranej przez nas dlugosci pojedynczego
fragmencika: dzieki niemu zlozono$é czasowa wyznaczania opisanej tablicy
pomocniczej nie jest wieksza niz liniowa.

2(10%_1) = 1
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Na podstawie tak przeprowadzonych wstepnych obliczen mozemy juz sobie
poradzi¢ z obstuga niepelnych fragmencikow. Na poczatku dla kazdego
fragmencika w ciggu a wyznaczamy jego typ (liczbe calkowita od 0 do 3/n —1)
oraz poczatkowy element. Przy obstudze zapytania identyfikujemy jeden lub
dwa niepelne fragmenciki, sktadajace sie na segment S z zapytania, nastepnie
na podstawie ich typéw i tego, jakie ich kawalki sa zawarte w S, za pomoca
pojedynczych odwotan do wyzej skonstruowanej tablicy wyznaczamy szukane
minima. Poniewaz byly one obliczone przy zalozeniu, ze poczatkowy element
fragmencika jest réwny 0, to musimy je przeskalowaé o faktyczne poczatkowe
elementy rozwazanych fragmencikow. Za pomoca kilku prostych wzoréw mozemy
z opisu zapytania w czasie stalym wyluskaé¢ potrzebne nam parametry dotyczace
skrajnych fragmencikéw i ich kawalkéw, ktére sa zawarte w segmencie, zatem
caly ten krok moze zosta¢ wykonany dla kazdego zapytania RMQ w zlozonosci
czasowej O(1). Laczny czas wszystkich wykonanych po drodze wstepnych
obliczen jest liniowy wzgledem n, co pokazuje, ze otrzymaliémy algorytm,
dzialajacy tak szybko, jak chcieliSmy. Jest to zarazem najszybszy algorytm

na jaki mozna bylo praktycznie liczy¢ (nie sposéb sobie wyobrazi¢ istnienia
algorytmu o asymptotycznie mniejszej niz liniowa zlozonosci czasowej wstepnych
obliczen), mozemy zatem uznad, ze znalezliSmy najlepsze mozliwe rozwiazanie
zar6wno problemu RMQ), jak i LCA.

Empiryczne badanie uogélnionej wersji gry Hamleta

LoHo

Andrzej WALAT

W pazdziernikowym numerze Delty rozwazaliémy nastepujaca gre. Losujemy

litery ze stynnej kwestii Hamleta: to be or not to be (by¢ albo nie by¢)

tak dlugo, az otrzymamy dwuliterowe stowo to; za kazde wylosowanie litery

placimy ztotéwke, ale na koncu, po uzyskaniu stowa to otrzymujemy nagrode

n zlotych. UstaliliSmy, ze aby gra byla oplacalna, warto$¢ nagrody n powinna

by¢ wigksza niz $rednia liczba losowan, jakie trzeba wykonaé, by otrzymadé stowo
13 13 _

to. Obliczylismy, ze teoretyczna wartos¢ tej Sredniej to 7 = 5 - 3 = % ~ 14,08.

Tym razem zajmiemy sie innymi wariantami gry Hamleta. Na poczatek
przyjmijmy, ze naszym docelowym slowem jest oo i obliczmy $redni czas
oczekiwania na to stowo (tj. srednia liczbe losowan, jakie trzeba wykonad,

by otrzymaé oo). W tym przypadku gra Hamleta jest réwnowazna losowej
wedrdwce pionka po planszy przedstawionej na rysunku 1 od pola poczatkowego
x do pola konicowego oo,

Rys. 1

a odpowiedni uklad rownan liniowych ma nastepujaca postac:

R LT
rEAT RO Y
_ 4 9 _



Po jego rozwiazaniu otrzymujemy $redni czas oczekiwania na dwuliterowe stowo

00:
Fo 2113 (131
16 4 4 )

Czy w grze Hamleta éredni czas oczekiwania na trzyliterowe stowo ooo jest

roéwny
B + B ’ + B 3?
4 4 4 )

Fakt, ze éredni czas oczekiwania na dwuliterowe stowo oo okazatl si¢ krétszy

niz odpowiedni $redni czas oczekiwania na stowo to, chyba nikogo nie zdziwil.
Te dwa stowa réznia sie tylko pierwsza litera i litera o wystepuje w hadle
tobeornottobe czesciej niz litera t. Intuicja podpowiada nam, ze na stowa
utworzone z liter wystepujacych w hasle z wieksza czestoscia bedziemy srednio
czekali krécej niz na stowa utworzone z liter wystepujacych rzadziej. Czy wobec
tego éredni czas oczekiwania na ooo jest krotszy niz odpowiedni Sredni czas
oczekiwania na stowo too?

Zeby odpowiedzie¢ na to pytanie, wystarczy ulozy¢ i rozwiazaé¢ dwa uklady
réwnan liniowych z trzema niewiadomymi. Ale potem pojawig sie kolejne
pytania i uktadanie oraz rozwiazywanie odpowiednich uktadéw liniowych

w koncu nam si¢ znudzi. Dobrze bytoby mie¢ jakies rozwiazanie ogdlne, ktore
dla dowolnego hasta oraz docelowego stowa daje Srednig liczbe losowan, jakie
trzeba wykonaé, by wybierajac losowo litery z hasta, utworzyé dane stowo
docelowe. W tym artykule przedstawie empiryczne rozwiazanie tego problemu,
a w kolejnym, grudniowym numerze Delty — rozwiazanie teoretyczne. W obu
przypadkach postuze si¢ jako narzedziem jezykiem Logo.

Rozwigzanie empiryczne

W ogélnym przypadku dane jest dowolne hasto i cel — slowo, ktére chcemy
wygenerowac, losujac litery z hasta. Ten proces wymaga wielu losowan, nie mniej
niz dlugos¢ stowa docelowego, ale zwykle znacznie wiecej. Wyrdzniamy tyle
roznych stanéw procesu, ile jest réznych prefikséw danego stowa docelowego.

Na przyktad, jesli dane jest hasto Hamleta tobeornottobe oraz cel bobot, to
wyrézniamy 6 réznych stanéw: stowo puste, jednoliterowe slowo b oraz bo, bob,
bobo, bobot. Rysunek 2 przedstawia graf przejsé¢ pomiedzy stanami procesu.

2/13

Rys. 2

Naszym zadaniem jest zdefiniowanie funkcji 1ilo, ktéra dla danego hasta i celu
wyznacza losowa liczbe krokéw (losowani), po ktérych zaczynajac od stanu
poczatkowego, osiggamy cel. Przedtem jednak rozwiazemy problem bardziej
og6lny. Zdefiniujemy funkcje 1k, ktéra dla danego dowolnego stanu procesu,
danego hasta oraz slowa docelowego wyznacza losowa liczbe krokéw od danego
(aktualnego) stanu do celu. Wynik tej funkcji obliczamy w nastepujacy sposéb:
sprawdzamy, czy dany (aktualny) stan jest docelowy, jesli tak, to wynikiem
funkgcji jest liczba 0 i koniec, w przeciwnym przypadku trzeba wykonaé jeden
krok do jakiegos wyznaczonego losowo nastepnego stanu — zeby obliczy¢ wynik,
do liczby 1 musimy doda¢ liczbe krokéw od nastepnego stanu do celu.

7



Rozwigzanie zadania F 704.
Poczatkowo tloki znajdowaly si¢ w stanie
réwnowagi, zatem bytly spelnione
réwnania
2po = po + mg/S

oraz

3po = po + 2mg/S,
gdzie S jest polem przekroju
poprzecznego naczynia. Po
docigzeniu gérnego tloka, z prawa
Boyle’a—Mariotte’a mamy, ze:

3podS = 1(Q + 2po ),

2podS = (d —1)(Q + poS),
gdzie | to nowa wysoko$¢ dolnego ttoka,
a Q to sila dociskajaca gérny tlok.
Z powyzszych réwnan otrzymujemy:

I =d(3—V6)~ 275 cm.

W Logo mozna to zakodowaé¢ w nastepujacy sposéb.

oto 1k :stan :hasZo :cel

jesli :stan = :cel [wynik 0]

wynik 1 + 1k nastepny :stan :haso :cel

juz

A jak wyznaczy¢ nastepny stan procesu? Wybieramy losowo litere z hasta

i dopisujemy ja na koniec aktualnego stanu. Wynikiem jest najdtuzszy sufiks
otrzymanego w ten sposob stowa, ktéry jest prefiksem danego stowa docelowego.

oto nastepny :stan

wynik suprefiks nak los :has¥o :stan :cel

juz

Brakuje jeszcze definicji funkcji suprefiks, ktora znajduje najdluzszy sufiks
pierwszego danego stowa bedacy prefiksem drugiego danego stowa.

oto suprefiks :sl1 :s2

jesli prefiks? :sl :s2 [wynik :s1]

wy suprefiks bp :s1 :s2

juz

oto prefiks? :s1 :s82

jesli puste? :sl [wy "prawda]

jesli (pierw :s1) <> pierw :s2 [wy "fatsz]

wy prefiks? bp :s1 bp :s2

juz

Obliczenie liczby krokéw od stanu poczatkowego (czyli od stowa pustego)

do celu jest tylko szczegdlnym przypadkiem zadania obliczenia liczby krokéw
od dowolnego stanu procesu do konica. Zapowiedziang wyzej funkcje 1ilo mozna
zdefiniowaé w nastepujacy sposéb.

oto lilo :has?to :cel

wynik 1k " :hasto :cel

juz

Mozemy teraz eksperymentalnie sprawdzié¢, ile razy trzeba losowaé litery

z hasla Hamleta, by wygenerowaé¢ nasze przyktadowe stowo bobot. Jednoczesnie
przetestujemy nasze rozwiazania programistyczne.

? powtérz 10 [wpisz lilo "tobeornottobe "bobot wpisz "|, |]
5678, 417, 1508, 727, 650, 2446, 1400, 1087, 2365, 2177,

Najszybciej otrzymalismy stowo bobot po 417 losowaniach, chociaz teoretycznie
mogloby sie nam to udaé juz po pieciu. Najwieksza liczba losowan to 5678.
Trudno dokladnie oceni¢ odpowiednia $rednia wartos¢ liczby losowan

na podstawie 10 wynikow. Zdefiniujemy jeszcze jedna funkcje §1ilo, ktorej
wynikiem jest §rednia z n wartosci funkeji 1ilo dla danego hasta i celu.

oto §lilo :n :hasto :cel

niech "suma O

powtérz :n [przyp "suma :suma + lilo :has?o :cel]

wynik :suma / :n

juz

Obliczmy $rednia ze 100 wartosci 1ilo. Po napisaniu polecenia:
pisz §1lilo 100 "tobeornottobe "bobot

komputer wypisal 1798.37, ale po wywolaniu tego samego polecenia jeszcze raz
komputer wypisal komunikat o bledzie:

Btad w wierszu 2 procedury prefiks?: Zbyt wiele wywolan procedur.
Prawdopodobnie nieskoficzona rekurencja.

Nasze procedury, chociaz sa poprawne, maja ograniczony zakres stosowalnosci.
Zadanie wyznaczania $redniego czasu oczekiwania na stowo bobot lezy
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na granicy tego zakresu. Mozna napisa¢ inng iteracyjna wersje procedury
lilo, by ten zakres znacznie poszerzy¢. Pozostawiam to jako otwarte zadanie
dla Ambitnego Czytelnika. Tymczasem postuzymy sie funkcja §1ilo, by
odpowiedzieé¢ na kilka pytan dotyczacych gry Hamleta (i nie tylko).

1. Na ktoére slowo: too czy ooo trzeba srednio dluzej czekac?
Zeby to sprawdzié¢, napiszmy:

pisz §1lilo 1000 "tobeornottobe "too
44 .858

a nastepnie:

pisz §1ilo 1000 "tobeornottobe "ooo
48.201

Wynik tego pojedynku jest korzystny dla too. Sredni czas oczekiwania na too
w tysiacu prébach okazal sie krétszy niz w przypadku ooo. Watpiacemu
Czytelnikowi, ktory ma trudnosé z pogodzeniem tego faktu z intuicja, proponuje
narysowanie dwéch graféw podobnych, jak na rysunkach 11 2, reprezentujacych
procesy losowania liter z hasta Hamleta, az do uzyskania odpowiedniego stowa
too oraz ooo, a nastepnie wyobrazenie sobie, jak moga przebiegaé te dwa
procesy.

2. Czy Sredni czas oczekiwania na slowa: too, oto oraz oot jest taki
sam?
Tym razem napiszemy po kolei nastepujace dwa polecenia:

pisz §1ilo 1000 "tobeornottobe "oot
44.709

pisz §1ilo 1000 "tobeornottobe "oto
49.081

Sredni czas oczekiwania na slowo oot okazal sie zblizony do otrzymanego przed
chwilg $redniego czasu oczekiwania na too. Sredni czas oczekiwania na oto
okazal sie wyraznie dtuzszy. Czy te eksperymentalne wyniki daja podstawe

do twierdzenia, ze odpowiednie teoretyczne $rednie czasy oczekiwan na too
oraz oot sg réwne i mniejsze niz teoretyczny $redni czas oczekiwania na oto?
Tym i innymi podobnymi zagadnieniami zajmiemy si¢ w nastepnym numerze.
Ambitny Czytelnik moze potraktowaé je jako zadanie domowe.

Na koniec zajmiemy sig¢ jeszcze jednym problemem, ktéry z pozoru nie ma
zwiazku z gra Hamleta.

3. Ile razy $rednio trzeba rzucié¢ kostka, zeby otrzymaé trzy széstki po
kolei?
Teoretycznie: 6 + 62 + 6% = 258.

Poshuzymy sie funkcja §1ilo, by skonfrontowaé ten teoretyczny wynik

z doswiadczeniem. W przypadku, gdy haslem jest szescioliterowe stowo
utworzone z kolejnych cyfr 123456, a slowo docelowe to sekwencja trzech
sz6stek 666, gra Hamleta jest rownowazna z rzucaniem kostka az do uzyskania
trzech széstek po kolei. Uzyjemy funkcji §1ilo, by obliczy¢ 10 razy $redni czas
oczekiwania na trzy szostki w serii 1000 prob.

powtérz 10 [wpisz §1ilo 1000 123456 666 wpisz "|, |]
253.904, 269.942, 257.992, 256.343, 263.492, 268.231, 252.877, 257.92,
263.571, 260.772,

Otrzymane empiryczne Srednie sa do$¢ zgodne ze $rednia teoretyczna, ale jak
zwykle tylko do pewnego stopnia. Najwigksza otrzymana eksperymentalnie
$rednia rézni sie od dokladnej wartosci teoretycznej o okoto 5%. Rzucanie kostka
az do uzyskania okreslonej sekwencji wynikéw nie jest jedynym przyktadem
procesu losowego, ktory sprowadza sie do gry Hamleta. To jeden z powodow,

by sie nia zainteresowa¢. W kolejnym odcinku wrécimy do tej gry i bedziemy ja
rozwazali z perspektywy teoretycznej.
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Informatyczny kacik olimpijski (2)

wartosé

Oto zadanie z Baltyckiej Olimpiady Informatycznej (2004):

Mamy dany cigg liczb naturalnych a;, 1 < i < N. Nalezy znaleZé taki cigg b;, Zeby

N
D lai = b
i=1

byla najmniejsza mozliwa oraz b; < bjyq dla 1 <i < N.

Na poczatek zajmijmy sie troche prostszym zadaniem.
Oznaczmy S = Eiil |a; — ;| i sprébujmy obliczyé
minimalng mozliwg wartos¢ S. Zadanie to ma proste
rozwiazanie, korzystajace z metod programowania
dynamicznego. Niech liczba Ay (v) oznacza minimalna
wartos$é sumy Zle |a; — b;|, przy zalozeniu, ze by = v,
dla 1 < k < N. Dla utatwienia obliczen przyjmijmy,

ze Ap(v) = 0 dla dowolnego v. Latwo zauwazy¢, ze
optymalny ciag b; nie ma warto$ci mniejszych, niz
najmniejsze a;, ani wigkszych, niz najwieksze a;.
Oznaczmy te najmniejsze i najwigksze a;, odpowiednio,
przez X 1Y, za$ T niech oznacza liczbe mozliwych
wartosci, jakie moga przybiera¢ elementy ciagu a;

(T =Y — X + 1). Zauwazmy tez, ze optymalny

cigg b; nie zawiera zadnych wartosci poza wartosciami
wystepujacymi w a; — ta obserwacja przyda nam sie
pézniej. Teraz S = minx<,<y An(v), zas na Ag(v), dla
1 < k, mamy prosty wzor:

Ar(v) = v —ag| + Xrgn&/n Ap_1(v").

<v

Wzér ten daje nam algorytm, ktéry w czasie O(NT)
oblicza minimalne mozliwe S (jesli tylko, dla v > X,
bedziemy pamigtaé¢ minimalne Ag_1(v’), co pozwoli
obliczy¢ Ag(v) na podstawie Ag(v — 1) w czasie
stalym). Potrzebujemy tylko O(T') pamieci, poniewaz
do wyliczenia wartosci Ay potrzebne sa tylko wartosci
Ag—1, ktére mozemy nadpisa¢ przy zwickszaniu k. Jesli
jednak chcemy znalezé sam ciag b;, musimy dla kazdego
Ap(v) zapamietaé, jakie v' daje taka jego wartosé.
Liczby v i v’ to nic innego, jak wartodci by i by,_1.

W ten sposéb zlozonosé pamieciowa rosnie do O(NT),
a czasowa pozostaje taka sama.

Dodatkowo, mozemy obnizy¢ zlozono$é, ograniczajac T'.
Jak zauwazyliSmy, wyrazy ciagu b; nie przyjmuja
innych wartosci, jak te wystepujace w ciggu a;. Tych
wartosci jest co najwyzej N. Mozemy wiec obliczac
wartosci Ay (v) tylko dla O(N) réznych wartosci v.

W ten sposéb, po wstepnym ,wyjeciu” i posortowaniu
mozliwych wartosci elementéw ciggu b; w czasie
O(Nlog N), gléwna cze$¢ algorytmu bedzie mieé
zlozonoéé czasows i pamieciowa O(N?).

Ale istnieje tez rozwiazanie o lepszej zlozonosci.

Na poczatek dziedzine Ay rozszerzmy na wszystkie
liczby naturalne, nie tylko te, ktore leza w przedziale
[X,Y]. Wzbr Ap(v) = |v — ag| + miny <, Ak—1(v") weiaz
ma sens, poniewaz dla v < X liczba A (v) jest coraz
wigksza dla coraz mniejszych v (poza przypadkiem, gdy
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k =0). Oznaczmy fO(w) = f(v—1)+ f(v+1) —2f(v).
Jest to podwéjna pochodna dyskretna ciagu f,
przesunieta o 1 pozycje. Ta ,,pochodna” ma wlasno$¢:

fO+90=(f+9)9.
co widaé¢ wprost z definicji f<{. Zastanéwmy sie,
jak — tatwo i szybko — znajac A, znalezé Ag1 7
Przejscie od Ay do Ap41 podzielimy na dwa etapy —
najpierw wyliczymy By (v) = min, <, Ax(v’), a nastepnie
do tego ciagu dodamy ciag Ck(v) = |v — ag41|,
otrzymujac Ax11. Stad Ci < jest ciagiem samych zer,
poza jedynym wyrazem Cy{(ar+1) = 2. Ciag By
sktada sie z samych zer, a wiec A; = Cy. Zastanéwmy
sie teraz, jak wygladaja ciagi Ay dla k> 0. Dla
odpowiednio duzych v mamy Ag(v + 1) — Ag(v) = 1,
poniewaz ciag b;, dla 1 < i < k zachowuje optimum,
i zmienia si¢ tylko by. Co wiecej, jak si¢ za chwile
okaze, ciag A< ma wyrazy nieujemne. Niech t,
bedzie najwiekszym indeksem takim, ze A (L) > 0.
W takiej sytuacji Bi(v) = Ax(v) dla kazdego v < ty,
oraz By (v) = Ag(tx) dla pozostatych v. Podobnie, dla
v # t, mamy Ax(v) = Bpd(v), a dla v =t mamy
ApO(v) = B (v) + 1. A skoro Ay 1 = B + Ci O,
to Ag+1<$ ma wyrazy nieujemne. Warto zauwazyé
w tym momencie, ze Ak (l) jest najmniejsza wartoscia
ciagu Ayg.

Jak teraz opisaé¢ funkcje Ax{? Zapamietajmy ja jako
multizbiér — jesli funkcja ma na pozycji 4 wartosé 2, to
w zbiorze znajda sie dwie czwoérki itp. Przejscie z A
do Bi<{> wymaga znalezienia najwiekszego elementu
i usuniecia go (tylko raz, jesli sie powtarza). Przejscie
z Br{ do Apy1<$ to dodanie do zbioru dwdch wartosci
ap+1- W takim razie widaé juz, jak znalez¢ opis funkcji
AN w czasie O(N log N) i pamieci O(N). Ile wynosi
zatem najmniejsze mozliwe S7 Oczywiscie, jest to
An(tn). Jak z kolei wyliczy¢ kolejne wartosci Ay (t)?
Wiemy na pewno, ze

Aps1(teyr) = Br(terr) + [teyr — apya]-
Jedli jeszcze zauwazymy, ze dla k < N mamy
Apg(tx) = Bg(ty) = Bi(tk+1), to nie tracac na ztozonosci
mozemy rozszerzy¢ algorytm obliczania Ay
o obliczanie Ag(t). Podobnie, nie tracac nic
na ztozonosci, mozemy skorzystaé ze spostrzezenia,
ze by =1tn, adla k < N mamy by = min(tg, bgy1),
i obliczy¢ rowniez optymalny ciag by.

Filip WOLSKT



Rys. 1

Rys. 2

Rys. 3

Rys. 4
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Maia deld

Ilu liderow?

W siatkarskich rozgrywkach ligowych lub w innym turnieju, w ktérym
kazdy gra z kazdym, startuje n druzyn. W siatkéwce, co wazne, nie ma
remisow. Zwykle nie ma zespotu, ktory rozgromitby wszystkie inne, stad
tagodniejsza definicja.

Definicja. Druzyne A nazwiemy liderem, jedli kazda inng druzyne B
pokonata ona badZ w bezposrednim pojedynku, badz istnieje taka
druzyna C, ze A wygrataz C, a C z B.

Wyniki rozgrywek obrazuje pelny graf skierowany (rys. 1), w ktérym
wierzchotkom przypisujemy druzyny, a krawedzie opisuja wyniki meczdéw
(strzatka prowadzi od zwyciezcy do pokonanego). Taki graf nazywamy
fachowo wladnie turniejem. W turnieju z rysunku 1 druzyna A jest
liderem, bo pokonata bezposrednio B i C', posrednio zas D. Liderami sa
tez druzyny B i D, a nie jest nim zespo6t C.

Ilu maksymalnie moze by¢ lideréw w turnieju z n druzynami? Trzy
druzyny moga wygrywacé ze soba ,w kétku” (rys. 2), a idac dalej tym
tropem, dla kazdego n > 3 mozna skonstruowaé turniej, w ktérym lideréw
bedzie trzech (rys. 3). Czy to juz maksimum? Otéz nie.

Fakt. Jesli n # 2 i n # 4, to istnieje taki n-druzynowy turniej, w ktérym
wszystkie (!) zespoly sa liderami.

Oto dowdd. Do n-druzynowego turnieju 7', w ktorym wszyscy sa liderami,
dotaczmy dwie nowe druzyny, Mistrzéw i Stabeuszy (rys. 4). Wyniki
spotkan ustawiamy (byle tylko nie bylo z tego jakiej$ afery) nastepujaco:
Mistrzowie pokonuja wszystkie druzyny z turnieju 7', Stabeusze zas

z nimi wszystkimi przegrywaja. W pojedynku Mistrzow ze Stabeuszami
wygrywaja... Stabeusze (to podejrzane). Latwo zobaczyé¢, ze w nowym
turnieju kazda z druzyn jest liderem.

Dowdéd faktu zakonczy wskazanie turnieju z trzema (rys. 2) i szeScioma
(zadanie domowe) druzynami, w ktérym kazdy zesp6? jest liderem.
Obrazek bedzie pelniejszy, jesli Czytelnik udowodni ponadto, ze dla

n =2 lub n = 4 nie ma takich turniejéw (wymaga to w kazdym z tych
przypadkéw n — 2 minut zastanowienia).

Cho¢ wszyscy sa liderami, to wyniki naszego turnieju nie sa wcale
wyrownane: Szczyt tabeli ligowej okupuja Mistrzowie, z n — 2 wygranymi
w n — 1 meczach, a w ogonie ciggnie sie druzyna Stabeuszy, z tylko

jedna wygrana. Czytelnik zechce skonstruowaé taki n-druzynowy turniej,
w ktérym kazda druzyna bedzie liderem, a do tego tabela wynikow bedzie
mozliwie wyréwnana (dla nieparzystego n moze by¢ nawet calkiem plaska
— wszyscy z ta sama liczba punktéw).

15



NI

Rys. 3. Wspélrzedne wierzchotkéw
kolorowego réwnolegloboku to (0, 0),

(29 (=59 (20)

™

Warto zwrécié uwage na role dowolnie
obieranego €. Jesli bedzie ono coraz
mniejsze, to — wobec (*x) — otrzymywane
przyblizenia wymierne beda coraz

blizsze a.

O pozytkach z siatki

Jednakowymi réwnoleglobokami tatwo pokry¢ plaszcezyzne (rys. 1). Pokrycie
takie nazywamy siatkqg, a wszystkie wierzchotki réwnoleglobokéw nazywamy

jej wierzchotkamsi. Jedli pole réwnolegloboku jest rowne 1, to wyznaczona przez
niego siatke nazywamy jednostkowqg. W ukladzie wspolrzednych najbardziej
rzuca si¢ w oczy siatka jednostkowa ztozona z kwadratow, ktérych wierzchotkami
sg wszystkie punkty o obu wspolrzednych catkowitych. Mniej oczywiste,

ale mimo to prawdziwe jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie o siatkach jednostkowych. Wszystkie wierzcholki dowolnej
siatki jednostkowej, ktorej jednym z wierzchotkow jest poczqtek ukladu
wspotrzednych, majg wspolrzedne

(a-m+b-n, c-m+d-n),
gdzie a, b, ¢ i d sqg dowolnie ustalonymi liczbami spelniajgcymi warunek
(*) la-d—0b-c| =1,
liczby zas m i n przebiegajg wszystkie liczby catkowite.

Oczywiscie, ,zwykla” siatke jednostkowa otrzymamy dla a =d =1

ib=c=0. Na rysunku 2 widzimy tez siatke¢ otrzymang dlaa=b=d=1ic=2
(rzeczywiscie |1 -1 —1-2| =1). Liczby a, b, ¢, d nie musza jednak by¢ catkowite
ani nawet wymierne — byle tylko spelnialy warunek (x). To spostrzezenie
pozwala na wykorzystanie siatek do stwierdzenia, jak dalece mozna liczbe
niewymierng przyblizy¢ przez liczbe wymierna — za chwile to sprecyzujemy.

Potrzebne do tego jest jeszcze jedno twierdzenie.

Twierdzenie Minkowskiego o kwadracie. Kwadrat o boku 2, majgcy $rodek
w wierzcholku dowolnie obranej siatki jednostkowej, ma w swoim wnetrzu lub
na brzegu jeszcze co najmmniej jeden wierzcholek tej siatki.

Twierdzenie to wydaje si¢ oczywiste, ale — o dziwo — o ile dowdd poprzedniego
twierdzenia jest do$é banalny (prosze sprobowaé — trzeba zwyczajnie obliczy¢
pole réwnolegloboku), o tyle dowdd twierdzenia Minkowskiego, ze wzgledu

na dowolno$¢ siatki, nie jest catkiem prosty. Ale my oba twierdzenia przyjmiemy
bez dowodu (dowdd ogdlniejszej wersji drugiego twierdzenia znajduje sie

na stronie obok).

WeZmy teraz jakas liczbe niewymierna «. Ponadto obierzmy sobie jakas
(naprawde dowolna!) dodatnia liczbe ¢ i zbudujmy siatke jednostkowsg (rys. 3)
dla

a=—, b:g, c=0, d=c¢.

€ €

Istotnie, siatka jest jednostkowa, bo ad — bc = ad = —1. Zgodnie z twierdzeniem
Minkowskiego, wewnatrz lub na brzegu kwadratu o wierzchotkach
(1, 1), (-1, 1), (-1, —1), (1, —1) znajduje sie jaki§ punkt z naszej siatki
— oznaczmy odpowiadajace mu liczby catkowite przez mg i ng. Obie jego
wspOlrzedne musza miescié sie w przedziale (—1; 1). Mamy zatem

—my a-n
0420001 i Je-mol <1,

€
czyli (e jest dodatnie!)
1
() lov-mg —mp| < e < —,
|m0]
skad (dzielac przez ng) otrzymujemy
1

< —.
)

mo

no

Okazalo sie zatem, ze dla dowolnej liczby niewymiernej « istnieje taka liczba
wymierna TT’LL—S, ktora przybliza te liczbe niewymierna z dokladnoscig co najmniej
taka, jak odwrotnosé¢ kwadratu swojego mianownika.

Matg Delte przygotowali Michal ADAMASZEK i Marek KORDOS
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Czarownica w nieskonczonym lesie
Marcin PILIPCZUK ™

Dawno, dawno temu, kiedy Ziemia byla jeszcze plaszczyzna, rést nieskonczony
las: w kazdym punkcie kratowym Ziemi (czyli punkcie o obu wspélrzednych
calkowitych) rosto drzewo.

Czarownica Mirostawa chciala zbudowaé sobie dom na drzewie. Czarownica ma

jednak bardzo duzo wymagan co do nowego domu:

e ma by¢ wielokatem wypuklym, by nie dato si¢ w nim zgubi¢;

e ma by¢ zbudowany na jednym drzewie, zadne inne drzewo nie ma pnia
wewnatrz budynku, bo to glupio wyglada;

e dodatkowo, by dom sie nie przewrdcil, powinien on by¢
srodkowosymetryczny wzgledem pnia drzewa, na ktérym sie opiera;

e jego powierzchnia powinna by¢ jak najwieksza, w koncu Czarownice lubig zyé
wygodnie.

Czy Czarownicy uda sie zbudowaé¢ dom marzen? Sformutujmy zadanie

w jezyku matematyki: szukamy jak najwiekszego wielokata wypuklego
srodkowosymetrycznego wzgledem punktu (0, 0), niezawierajacego innego punktu
kratowego.

Wezmy taki wielokat F. Oznaczmy G = %F , czyli G to F' zmniejszony
dwukrotnie przez jednoktadno$¢ wzgledem punktu (0,0). Dla zg,y0 € Z
oznaczmy G’ = G + (x0,yo0), czyli G’ to G przesuniety o wektor (zq, yo);
innymi stowy, przesuwamy wielokat G tak, by jego srodek byl w punkcie
(z0,y0). Zaldézmy, ze (z,y) € GNG'. Woéwezas A = (2z,2y) € F
iB=(2(x—=x0),2(y —yo)) € F. Wielokat F' byl srodkowosymetryczny, czyli
A" = (—2x,—2y) € F. Z warunku wypuklosci F' wynika, ze $rodek odcinka A’B
nalezy do F. Srodek ten ma wspélrzedne:

(2(w —20) =2z 2(y —yo) — 2y>

2 ’ 2

Jest to punkt kratowy! Czyli, skoro F' byto poprawnym domkiem Czarownicy, to
xg = yo = 0. Udowodnilidmy, ze rownolegle, przesuniete o wektor catkowity, kopie
wielokata G sa rozlaczne. Intuicja juz nam podpowiada, ze wobec tego domek
Czarownicy nie moze by¢ za duzy. Sprébujmy to pokazac.

= (=0, —%o)-

Domek jest ograniczony — bo jest wielokatem; zalézmy, ze zawiera sie
w kwadracie [—m, m] x [-m, m]. Wezmy bardzo, bardzo duze M, duzo wicksze
od m. Dla kazdego punktu kratowego (xq,yo), spelniajacego —M < xo,yo < M,
tworzymy kopie wielokata G o srodku w tym punkcie kratowym. Kopie te sa
roztaczne — to udowodniliémy — i zawieraja sie¢ w kwadracie [~ M — m, M + m]?,
o polu 4(M + m)?2. Kopii stworzyliémy (2M + 1)? > 4M?2. Kopie maja réwne
pola; czyli kopia nie moze mie¢ wiekszego pola niz
AM +m)? _ (1+ m){

4M? M
co dla duzego M jest dowolnie bliskie jednosci. Czyli G nie moze mieé¢ wiekszego
pola niz 1. G bylo pomniejszonym dwukrotnie wielokatem F', wiec F' ma
maksymalnie pole 4. Biedna Czarownica.

Zostawiajac Czarownice Mirostawe z jej problemem, sprébujmy uogdlnié

nasz wynik. Po pierwsze zauwazmy, ze nigdzie nie korzystaliémy z tego, ze

F' jest wielokatem, byla dla nas istotna wypukltosé, srodkowosymetrycznoséé

i ograniczonosé. Po drugie, sprobujmy przeprowadzi¢ nasz dowoéd w n
wymiarach. Niewiele si¢ zmieni: bedziemy mieli (2M + 1)™ kopii zbioru G

w kostce o objetosci 2" (M + m)™; wiec weiaz objetosé G nie moze przekraczad
jednosci, czyli objetosé domku Czarownicy — zbioru F' — wynosi maksymalnie 2.
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Rozwigzanie zadania M 1188.
Ustalmy liczbe catkowita dodatnig k
oraz rozpatrzmy zbiory Ay = {1,k + 1},
As ={2,k+2}, ..., Ay = {k, 2k}.
Liczby 1 < 22 < ... < Tp41 sa dodatnie,
jest ich k + 1 oraz zadna z nich nie
przekracza 2k. Wobec tego, na mocy
zasady szufladkowej, pewne dwie liczby
r; < x;j znajdujg si¢ w tym samym
zbiorze A;. To oznacza, ze x; — x; =k,
co konczy dowdd.

*Wydzial Fizyki, Uniwersytet Warszawski

Euler, Lagrange i trzy ciala
Mikotaj KORZYNSKI*

W Delcie 10/2007 Tomasz Kwast napisal o problemie trzech cial, a wlasciwie
jego szczegblnej wersji: o tzw. zredukowanym problemie trzech ciat.
Rozwiazania, ktére opisal, mozna stosunkowo tatwo uogélnié i to na dwa
sposoby: rezygnujac z zalozenia o znikomej masie trzeciego ciata i dopuszczajac
szerszg klase orbit niz kolowe. Ze wzgledu na ich urode postaram sie te
uogdlnione rozwiazania opisa¢ w tym artykule. Najpierw jednak troche historii.

Problem trzech cial jest dla mechaniki tym, czym wielkie twierdzenie Fermata
dla algebry i teorii liczb: postawionym dawno, pozornie prostym zagadnieniem,
ktorego badanie przez niemal dwiescie lat wptywato na rozwd6j nowych

technik matematycznych, i za ktére brali si¢ najwybitniejsi: Poincaré, Jacobi,
Weierstrass, a wezesniej wspomniani w tytule Euler i Lagrange. Oczywiscie,
pelnego rozwiazania problemu nie ma i nie bedzie, gdyz ruch jest w ogélnosci
chaotyczny. Dwaj najwigksi mechanicy XVIII wieku znalezli jednak pierwsze,
Sciste rozwiazania szczegdlne.

Za nimi zalozymy, ze ruch wszystkich cial odbywa si¢ w jednej plaszczyznie.
Zapytamy, czy jest mozliwe, aby ruch byt wyjatkowo prosty: aby ciala tworzyly
caly czas pewna figure geometryczna, poddawana zmiennym w czasie obrotom
i jednoktadnosciom. Pojedynczo kazde ciato wykonywac¢ bedzie ruch wokot
srodka masy, przy czym przyspieszenie skierowane bedzie w kierunku tego
srodka.

Oznaczmy wektory polozen trzech cial przez Z;, ich masy przez m;,
a rj; = |Z; — Zx| niech oznacza odleglosé j-tego ciala od k-tego. Réwnania ruchu
maja postac

s Gmg Gms _,
F1 = g (T — T1) + g (T3 — 1),
12 13
s Gmi Gms ,,
y = —5— (¥1 — Ta) + —3— (73 — 72),
12 733
s Gmi Gmo ,
3=—3 ((El — £E3) + 3 ((EQ — £E3).
13 733

Zgodnie z zasada zachowania pedu w pewnym uktadzie inercjalnym $rodek masy
trzech mas spoczywa. Wybierzmy ten uktad i dla uproszczenia przyjmijmy, ze
srodek masy pokrywa sie ze $rodkiem ukladu wspoélrzednych, czyli
(].) mi 21 + me To +ms I3 = 0.
Aby trzy masy w dowolnych dwéch momentach tworzyly figury podobne
(np. tréjkaty) o ustalonym $rodku masy, potrzebne jest, aby ich predkosci
i przyspieszenia réwniez byly tak samo przeksztalcone. W szczegélnodci oznacza
to, ze wektory ich przyspieszenia sa proporcjonalne do polozen z tym samym
wspdélezynnikiem proporcjonalnoscei dla wszystkich cial, czyli
2) i) = —a
dla pewnej statej a. Poréwnanie tej zaleznosci z réwnaniami ruchu daje
sz . Gm3 . ( Gm2 Gm3> .

3= |—a+ (a1

T2 +
3 3 3 3
12 13 12 13

Mo Ty + M3 T3 = — M T1
i podobnie dla pozostalych par cial. Dla poréwnania dopisaliémy na dole
przeksztalcone réwnanie $rodka masy (1).

Rozwazmy dwa przypadki. Jesli wszystkie odleglosci sa réwne (r12 = 193 = r13),
to pierwsze z tych réwnan wynika prosto z drugiego przez pomnozenie stronami
przez stata. Drugie réwnanie jest zawsze prawdziwe — érodek masy wszak si¢ nie
przesuwa — wiec i pierwsze jest spelnione tozsamosciowo. Postawione warunki
spelnia wiec konfiguracja z masami umieszczonymi w wierzchotkach trojkata
rownobocznego.
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Jedli jednak nie wszystkie odleglosci sa rowne, powiedzmy r12 # 713, to réwnania
sa niezalezne i metoda eliminacji mozna wyznaczy¢ T i 3. Konkretne wzory nie
sg tu istotne, wazne, ze oba wektory musza by¢ proporcjonalne do #;. Innymi
stowy, jesli ciala nie tworza tréjkata réwnobocznego, to musza znajdowaé sie

na jednej prostej. Dopuszczalne wzajemne odleglosci mozna dalej wyznaczyd¢,
korzystajac z powrotem z (2), ale nie bedziemy tutaj tego robi¢, pozostawiajac
to Czytelnikowi.

Od nazwisk odkrywcow konfiguracje pierwszego typu przyjelo sie nazywaé
lagranzowskimi, drugiego eulerowskimi.

Jak w takim przypadku wyglada trajektoria pojedynczego ciala? Dla prostoty
rozwazymy tylko przypadek ,tréojkatny”, w konfiguracji eulerowskiej wszystko
wyglada calkiem podobnie, cho¢ rachunki sa nieco bardziej skomplikowane.
Niech r oznacza bok tréjkata. Réwnanie ruchu ciata 1 przyjmuje postaé

= Gmso , N Gms , . G(mi +mso +ms3) _
T = 3 ((p2—;r1)—|— 3 (533—551):— ( S )xlz
r r r
|71 Iy
-3 G(my + mz + ms3) e

W drugim przeksztalceniu skorzystaliémy jeszcze raz z (1). W rozwazanych
przez nas rozwiazaniach w czasie ruchu tréjkat obraca sie i przeksztatca przez
jednoktadnosé wzgledem érodka uktadu wspdirzednych. Iloraz ‘57}3‘3 nie zmienia
sie pod wplywem tych przeksztalcen, pozostaje wiec caly
czas staly. Ostatnia postaé¢ réwnania pokazuje wiec, ze sita
dzialajaca na mase 1, a wiec i pozostale, jest taka, jakby
w $rodku uktadu wspélrzednych znajdowalo sie jedno ciezkie,
nieruchome ciato.

Czytelnicy zaznajomieni z problemem Keplera wiedza, ze
w takiej sytuacji ruch cial bedzie odbywaé sie po krzywej
stozkowej o ognisku w srodku uktadu wspoétrzednych.
Oczywiscie, wszystkie trzy ciata zakreslaja jednoczesnie
trzy stozkowe o tym samym mimosrodzie. W szczegdlnosci
mozliwy jest ruch po okregu opisany w artykule Tomasza
Kwasta.

Pozostaje pytanie o stabilno$é takiego ruchu, czyli czy

drobne zaburzenie nie spowoduje rozpadu tak tadnej

konfiguracji. Okazuje sie, ze jedynie lagranzowskie ruchy
m, Do elipsie moga by¢ stabilne, ale wymagaja, podobnie jak

Piszqc limeryk o Teresie
Pogrqzysz sie w glebokim stresie. . .

ruchy po okregu, by jedno z ciat byto znacznie ciezsze
od pozostalych. Ponadto ekscentrycznosé orbity (czyli

splaszczenie elips) nie moze by¢ zbyt duza.

Wistawa Szymborska

Piszac limeryk o torusie,

Ale tymczasem moja zona
Moéwi, ze bierze sie pytona
I ogon w paszcze wtyka mu sie.

Operator w dowolnej przestrzeni
Mial ambicje, ze coskolwiek zmieni,
Lecz mu wbili do gltowy,

Ze jest tozsamo$ciowy.

Byt szef izby wytrzezwien w Piwnicznej W zeszlym roku na jednej z plaz w Gdyni

Chcialem sple$é¢ w torus ze trzy strusie, Specjalistg od algebraicznej Na najkrotsze raz konkurs byt mini.
Sztuki doprowadzania Szans nie miato tam wcale
Dowolnego réwnania Mini na cztery cale,
Do postaci jak wot kanonicznej. Bowiem minus pie¢ ma zwyciezczyni.
Informatyk spod Les$nej Podkowy Geometra, mieszkaniec Goldapi
Zwykl stosowaé zbior liczb szesnastkowy. Na dziewczyny bez przerwy si¢ gapi,
Nawet myslac o seksie Wypatrujac dowodu,
Wszystko liczyt on w heksie. Ze to, co maja, z przodu
A poza tym zupelnie byl zdrowy. Ma w obwodzie 2r X 2.

Zwatpil w siebie i teraz sie leni.

Przemyslaw KICIAK
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Rys. 1. Ksztalt wycinka z folii
aluminiowej.
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Rys. 2. Sposéb zwijania rurki z folii
aluminiowej.
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Rys. 3. Zawieszenie pojedynczej rurki.

kierunek sity
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Rys. 4. Zastosowanie reguly lewej dloni.

Badamy sile elektrodynamiczng
Stanistaw BEDNAREK

Sita elektrodynamiczna dziala na przewodnik, przez ktory przeptywa prad
elektryczny po umieszczeniu tego przewodnika w polu magnetycznym, gdy
wektor indukeji pola nie jest réwnolegly do przewodnika. Sita elektrodynamiczna
dziata rowniez na czastki majace tadunek elektryczny i poruszajace si¢ poza
przewodnikami, np. na wiazke elektronow w lampie obrazowej odbiornika
telewizyjnego lub monitora komputerowego, kiedy wektory predkosci i indukeji
pola nie sg réwnolegte.

W naszych do$wiadczeniach postaramy si¢ zbadaé site elektrodynamiczna
dzialajaca na przewodnik z pradem. Do tego celu potrzebne beda: cienka folia
aluminiowa uzywana do pakowania produktéow spozywczych, dwa kawaltki
listewki, pinezki, przewdd lub drut miedziany, magnes, tadéma klejaca, klej

w rodzaju super glue, drut do robienia swetrow, dwie baterie plaskie, linijka,
otéwek, nozyczki i zyletka. Na folii rysujemy dwa razy figure przedstawiona

na rysunku 1 i wycinamy ja nozyczkami. Na pasku o szerokosci 25 mm
kladziemy drut do robienia swetrow, nawijamy na niego folie, tak zeby utworzy¢
rurke z dwoma paskami o szerokosci 5 mm i dlugosci okoto 100 mm (rys. 2).
Brzeg zawijanego paska smarujemy klejem i dociskamy, po czym otrzymana
rurke ostroznie zsuwamy z drutu. Taka sama rurke wykonujemy z drugiej figury.

Odcinamy dwa kawalki przewodu i zyletka usuwamy z ich koncow izolacje.
Paski folii uktadamy na boku listewki, a na nich ktadziemy odizolowane konce
przewoddéw i przymocowujemy je razem do listewki, wbijajac pinezke (rys. 3).
Wolny koniec listewki przymocowujemy tasma klejaca do blatu stolu w poblizu
jego brzegu, tak zeby rurka zwinieta z folii swobodnie zwisala na paskach.
Pozostale konice przewodéw przylaczamy do biegunow baterii, owijajac je wokot
blaszek. Pod rurka umieszczamy magnes i obserwujemy zachowanie si¢ rurki.
Rurka powinna przesunac sie w bok.

Nieco uwagi nalezy poswieci¢ magnesowi, ktéry wraz z bateria i gruboscia

folii ma decydujacy wplyw na przesuniecie rurki, czyli efekt do$wiadczenia.
Najbardziej odpowiedni bylby pierécieniowy magnes ferrytowy o srednicy

okoto 60-80 mm lub wiekszej. Magnes taki mozna wymontowaé z uszkodzonego
glosnika elektrodynamicznego. Jezeli nie mamy takiego gto$nika w domu, to
mozna sprobowaé otrzymacé go w warsztacie zajmujacym sie naprawa sprzetu
radioelektronicznego. Magnes oddzielamy od stalowych elementéw stanowiacych
obwod magnetyczny glo$nika.

Jezeli nie uda sie nam zdoby¢ pierscieniowego magnesu ferrytowego, mozemy
postuzy¢ si¢ krazkowym magnesem ferrytowym, uzywanym do przytrzymywania
kartek na drzwiach lodéwki lub tablicy magnetycznej. Magnesy takie mozna
czasami kupi¢ w sklepach z artykulami papierniczymi. Innym Zrédlem magnesu
sa zatrzaski meblowe, z ktérych tatwo mozna wyjaé¢ magnes w ksztatcie
prostopadtoscianu. Zatrzaski takie mozna naby¢ w sklepie z artykutami
metalowymi. W ostatnim czasie pojawily sie w sklepach z artykutami
elektronicznymi bardzo silne magnesy neodymowe w ksztaltcie krazkow. Ich
cena jest jednak do$¢ wysoka. Byé moze uda sie nam wypozyczy¢ ze szkolnej
pracowni fizycznej magnes podkowiasty (w ksztalcie litery U), ktory ustawiamy
tak, zeby rurka znalazla sie miedzy jego ramionami umieszczonymi poziomo.

Majac juz odpowiedni magnes, mozemy zbadaé zalezno$é¢ kierunku odchylenia
rurki od orientacji biegunéw magnesu i od kierunku przeptywu pradu
elektrycznego — powinien on ulec zmianie na przeciwny po odwrdceniu
magnesu lub odwrotnym przylaczeniu baterii. Kierunek odchylenia jest zgodny
z kierunkiem dzialania sily elektrodynamicznej, mozemy wyznaczy¢ go z reguty
lewej dloni. Regula ta orzeka, ze jezeli lewa dlon ustawi¢ tak, zeby linie pola
magnetycznego wchodzity do dloni, a wyprostowane palce wskazywaty kierunek
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przeptywu pradu, to odchylony kciuk wskaze nam kierunek dziatania

sily elektrodynamicznej (rys. 4). Nalezy przy tym pamigtaé, ze linie pola
magnetycznego wychodza z bieguna péinocnego i wchodza do potudniowego,

a umowny kierunek przeptywu pradu jest od bieguna dodatniego do ujemnego.
Korzystajac z tej reguty, mozemy wyznaczy¢ bieguny posiadanego magnesu.

Jezeli do stolu przykleimy listewke z druga rurka tak, zeby rurki byty
rownolegle, a odlegto$é migdzy nimi wynosila 1-2 cm, to bedziemy mogli zbadaé
wzajemne oddziatywanie przewodnikéw, w ktérych plynie prad elektryczny

(rys. 5). Powinni$my przy tym zauwazy¢, ze rurki przyciagaja sie, kiedy kierunki
przeptywu pradu w nich sa zgodne, a odpychaja sie, gdy sa przeciwne.

Dysponujac wigksza liczba baterii ptaskich (4-5 sztuk) polaczonych szeregowo
Rys. 5. Zawieszenie dwoch rurek obok plus do minusa i zasilajacych pojedyncza rurke, mozemy zauwazy¢ odchylenie
siebie. rurki w polu magnetycznym Ziemi. Nalezy przy tym zwroci¢ uwage, zeby

w poblizu rurki nie znalazly si¢ przypadkowo jakies magnesy lub przedmioty
wykonane ze stali. Korzystajac z reguly lewej dloni, bedziemy mogli wéwczas
wyznaczy¢ kierunek linii sktadowej ziemskiego pola magnetycznego prostopadtej
do rurki.

m Zadania Redaguje Bwa CZUCHRY

F 703. Dwa cylindry o przekrojach Sy i Sy zostaly polaczone mata rurks
(rysunek). Cylindry sa zamkniete sztywno polaczonymi tlokami. Objetosé gazu
znajdujacego sie miedzy ttokami byla poczatkowo réwna V', a ciSnienie wewnatrz
ukladu réwne atmosferycznemu pg. Na jaka odleglo$é trzeba przesunaé tlok, tak
aby ciénienie wewnatrz cylindrow zmienito sie do wartosci p? Temperature gazu
uznajemy za stala, a tarcie zaniedbujemy.

Rozwiazanie na str. 4

Po

S1 Sa

F 704. W stojacym pionowo naczyniu cylindrycznym wypelnionym powietrzem,
znajduja sie dwa jednakowe masywne ttoki. Odlegtosé miedzy nimi oraz
wysokosé dolnego tloka od poziomu dna naczynia wynosza d = 5 cm. Cisnienie
miedzy tlokami jest dwa razy wieksze od atmosferycznego pg. Dociazamy gorny
ttok tak, aby znalazl sie on na wysokosci poprzednio zajmowanej przez ten
dolny. Na jakiej wysokosci znajdzie sie dolny ttok? Temperature powietrza
uznajemy za stala, a tarcie zaniedbujemy.

Rozwiazanie na str. 8

Redaguje Waldemar POMPE

M 1186. Kazdy wyraz ciagu a, ae, . .. jest kwadratem liczby calkowitej
dodatniej. Ponadto dla kazdej liczby naturalnej n, réznica an+1 — ay, jest liczba
pierwsza lub kwadratem liczby pierwszej. Wykazaé, ze ciag a1, as, ... jest
skonczony.

Rozwiazanie na str. 5

M 1187. Czy istnieje taki ostrostup o podstawie pieciokata wypuklego, ktorego
kazda $ciana boczna jest trojkatem prostokatnym?
* Rozwiazanie na str. 24

k M 1188. Kazdy wyraz rosnacego ciagu x1 < x2 < ... jest liczba catkowita
“ Q dodatnia. Ponadto ciag ten spelnia nieréwnosci

Tpy1 <2n dlan=1,2,....

Wykazaé, ze kazda liczbe calkowita dodatnia mozna przedstawi¢ w postaci
‘f réznicy pewnych dwoch wyrazéw tego ciagu.
* Rozwiazanie na str. 18
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Skojarzenia

Start informatyki w Delcie dobrze zbiegl sie w czasie z innym wydarzeniem,

a mianowicie z dziewietnasta Miedzynarodowa Olimpiada Informatyczna, ktora

w dniach 15-22 sierpnia 2007 odbyla sie w Zagrzebiu. Zawody Olimpiady polegaja

na rozwiazywaniu zadan programistycznych w czasie dwoch pieciogodzinnych sesji.

W tym roku w Olimpiadzie uczestniczyto ponad 280 uczniéw z kilkudziesieciu

krajow $wiata, a zwyciezyt Polak — Tomasz Kulczynski, absolwent VI LO

im. J. i J. Sniadeckich w Bydgoszczy. Tomasz zdobyt 574 punkty na 600 mozliwych,
wyprzedzajac drugiego zawodnika o 19 punktéw. Swietny wynik — 504 punkty i széste
miejsce — uzyskal inny reprezentant Polski, Marcin Andrychowicz. Gratulujemy!

Wynik Tomka jest fantastyczna powtérka wyniku z poprzedniego roku. Wtedy to,
podczas osiemnastej Olimpiady, odbywajacej sie w Meksyku, po raz pierwszy w historii
pierwsze miejsce zajal nasz inny reprezentant — Filip Wolski, ktéry zdobyt 480
punktéw. Pozostaje wierzy¢ w przystowie, ze ,do (co najmniej) trzech razy sztuka”

i czekaé z niecierpliwoscig na wyniki 20. Olimpiady, ktéra zagosci w przysztym roku

w Egipcie.

Skoro juz mowa o Filipie, nie sposéb nie wspomnie¢ o jego innym zwyciestwie.

W marcu tego roku druzyna Uniwersytetu Warszawskiego w sktadzie: Filip Wolski,
Marcin Pilipczuk i Marek Cygan, zwyciezyla w finale Akademickich Mistrzostw
Swiata w Programowaniu Zespolowym ACM, ktére odbyly sie w Tokio. Jest to
najstarszy i najbardziej prestizowy konkurs programistyczny na $wiecie, a jego
specyfika jest zupelnie inna niz Olimpiady — w zawodach startuja trzyosobowe
zespoty, z ktérych kazdy ma do dyspozycji tylko jeden komputer. Polski zesp6t pokonat
w finale 87 reprezentacji najlepszych uczelni z calego $wiata, rozwiagzujac 8 z 10 zadan
— wiecej niz ktérakolwiek z pozostalych druzyn.

Nie byt to pierwszy sukces Polakow w tych zawodach. W finatach roku 2006 drugie
miejsce zajeta druzyna Uniwersytetu Jagiellonskiego w skladzie: Arkadiusz Pawlik,
Bartosz Walczak i Pawel Walter. Studenci z Krakowa ulegli minimalnie jedynie
druzynie z Rosji — rozwiazali tyle samo zadan, ale w nieco gorszym czasie. W roku
2005 piate miejsce zajeta ekipa Uniwersytetu Wroctawskiego. Natomiast w roku 2003
Polakom po raz pierwszy udalo sie wspia¢ na najwyzszy stopien podium. Wyczynu
tego dokonata druzyna Uniwersytetu Warszawskiego w sktadzie: Tomasz Czajka,
Andrzej Gasienica-Samek i Krzysztof Onak. To historyczne zwyciestwo odbito
si¢ wowczas bardzo szerokim echem i na pewno zwrécilo swiatowa uwage na wysoki
poziom polskiej informatyki.

Wspomniany Tomasz Czajka jest zreszta znany za sprawg konkursu TopCoder.

W TopCoderze $rednio raz na tydzien organizowane sg tzw. mecze, w ktorych
zawodnicy startuja przez Internet, a kilka razy do roku odbywaja sie turnieje

Jha zywo”. Jest to dynamiczny i emocjonujacy konkurs — kazdy zawodnik ma niewiele
ponad godzine na rozwigzanie trzech zadan, a potem moze jeszcze probowaé ,wytozy¢”
programy przeciwnikéw. W finale konkursu TopCoder Open Tomek kilkakrotnie
zajmowal pierwsze miejsca, a poza tym dlugo utrzymywal sie na czele internetowego
rankingu w kategorii Algorithms.

Na stronie TopCodera mozna poza tym znalezé wiele innych rankingéw. W chwili
obecnej w kategorii Kraje Polska zajmuje drugie miejsce. Natomiast w kategorii
Szkoly (w ktérej wynik uczelni jest wyliczany na podstawie wynikéw reprezentujacych
ja indywidualnie zawodnikéw) pierwsze miejsce zajmuje Uniwersytet Warszawski.

Od pazdziernika studentem tegoz Uniwersytetu jest nie kto inny, jak... Tomasz
Kulezynski. I tak oto koto ,pierwszych miejsc” si¢ zamyka.

Michal ADAMASZEK
PS. I jeszcze informacja ,z ostatniej chwili” — do swoich sukceséw Filip Wolski dorzucit

jeszcze jeden: objal redakcje prestizowego Informatycznego Kacika Olimpijskiego
w naszym czasopi$mie (patrz Delta 10/2007, strona 19 i strona 10 w tym numerze).

http://olympiads.win.tue.nl/ioi/
http://icpc.baylor.edu/icpc/
http://www.topcoder.com/tc
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Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

® Skrét regulaminu
Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
— rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwéch
— lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesiac lub z dowolnymi
. przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,

umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene¢ mnozymy przez wspolczynnik trudnosci danego zadania:

Termin nadsylania rozwigzan: 31 I 2008

WT =4 — 3S5/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére

nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
537 (WT = 2,42) i 538 (WT = 1,50)
z numeru 3/2007
Tomasz Wietecha — Tarnéw 47,09
Andrzej Daniluk — Warszawa 42,70

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktoérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytut Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z matematyki nr 549, 550

Dariusz Kurpiel — Posada
Zarszyn 42,51 Redaguje Marcin E. KUCZMA
Witold Bednarek — Lédz 38,60

Krzysztof Kaminski — Pabianice 38,05
Grzegorz Karpowicz — Wroctaw 37,78

I znéw moment godny odnotowania:
Tomasz Wietecha zgromadzil 44 punkty
juz po raz siédmy!

LI

549. Dany jest trojkat ABC o bokach dtugosci |AB| > |BC| > |C'A|. Odcinek
CK jest jego wysokoscia; punkty M i N sa odpowiednio srodkami bokéw

AB i AC. Okrag wpisany w tréjkat ABC' jest styczny do bokéw AB i AC
odpowiednio w punktach P i @). Udowodnié, ze srodek okregu wpisanego

w trojkat K M N lezy na prostej PQ.

550. Dla kazdej liczby rzeczywistej a wyznaczy¢ kres dolny zbioru tych liczb
rzeczywistych x, ktére spelniaja nier6wno$é |z| - {z} > a. (Symbol {z}
oznacza tu liczbe x — |x]).

Rys. 1

Zadanie 550 zaproponowal pan Pawel Najman z Jaworzna.

Zadania z fizyki nr 446, 447
Redagugje Jerzy B. BROJAN

446. Do zrédla napiecia o przebiegu prostokatnym (tzn. U = +Uy w ciagu
czasu T, nastepnie U = —Uy w takim samym przedziale czasu) przylaczono
obwdd skladajacy sie z opornika o oporze R, kondensatora o pojemnosci C'
oraz diody doskonale przewodzacej w kierunku przewodzenia i catkowicie

Rys. 2

nieprzewodzacej w kierunku zaporowym (schemat obwodu — rys. 1). Jak dlugo
plynie prad przez diode w ciaggu jednego okresu zmian napiecia?

447. Jednorodny walec o promieniu r wisi na dwéch petlach lekkiej

i nierozciagliwej nitki (zob. rys. 2), a odleglo$é¢ osi walca od poziomu zawieszenia
jest rowna [. Odleglos¢ koncow kazdej z nitek jest rowna 2r. Obliczy¢
czestotliwosé matych drgan takiego wahadla — o$ walca pozostaje rownolegla

do jej kierunku w potozeniu rownowagi.

Mozna tez inaczej

W artykule Rownanie Pitagorasa w kongruencjach
w poprzednim numerze Delty autorzy dowodza, ze
rownanie Pitagorasa

22 4 y? = 22

ma dokladnie p? rozwigzan w ciele Z,. Oto elementarny
dowdd: najpierw zauwazmy, ze réwnanie Pitagorasa,
ktoére mozna rownowaznie zapisa¢ w postaci:

(1) 2’ = (2 —y)(z +y)

ma nad cialem charakterystyki roznej od 2 tyle samo
rozwigzan, co rownanie:

(2) a® = be.

Istotnie, jesli (z,y, z) jest rozwiazaniem réwnania (1),
to (a,b,c) := (z,z — y,z + y) jest rozwiazaniem
réwnania (2) i odwrotnie: rozwiazanie (a, b, ¢)
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réwnania (2) daje rozwiazanie (z,y, z) := (a, C§b7 %b)

réwnania (1). Te przeksztalcenia pomiedzy tréjkami
(z,y, z) rozwiazan pierwszego réwnania i tréjkami
(a,b, ¢) rozwiazan drugiego réwnania sa wzajemnie
odwrotne i zadaja bijekcje zbiorow rozwiazan.

Rozwigzania réwnania (2) w Z, tatwo zliczy¢. Kazda
para (a,b), gdzie b # 0 wyznacza jedyna warto$é

¢ = a?b~!, przy ktérej réwnanie jest spelione. Takich
par (a,b) jest p(p — 1). Ponadto mamy rozwiazania
postaci (0,0, ¢) dla dowolnego ¢. Lacznie rozwiazan

jest wiec p(p — 1) + p = p?. To samo rozumowanie
pokazuje, ze w ciele Fpm (dla p # 2) rozwiagzan réwnania
Pitagorasa jest p™(p™ — 1) + p™ = p?™.

Michat ADAMASZEK



& Patrz w niebo

. . . Najpotezniejsze ziemskie akceleratory sg w stanie nadawaé czastkom
Rozwigzanie zadania M 1187. K X 12 L. X .
Taki ostrostup istnicje. Niech ABCDE  elementarnym energie rzedu TeV, czyli 10°< eV. W promieniowaniu kosmicznym
bedzie pieciokatem wypuklym zlozonym  obserwuje si¢ (fakt, ze bardzo rzadko) czastki o energii setek milionéw TeV,
z trzech tréjkatow prostokatnych, jak siegajacej 3 - 1020 eV. Poniewaz 1eV = 1,6 - 10719 J, to tatwo sprawdzi¢, ze jest
pokazano na rysunku. K . . K . L
5 N to energia 50 J, czyli pojedynczy proton ma energie np. kilogramowego ciezarka
lecacego z predkoscia 10 m/s! Z samego faktu wystepowania takich czastek
wynika, ze ich zrédto musi byé — w skali kosmicznej — niezbyt odlegte. Gdyby
bowiem byto bardzo odlegle, to czastki zdazylyby stracié¢ czesé energii w wyniku
oddzialywania z kwantami promieniowania reliktowego, wypelniajacymi caty
c Wszechswiat. Druga istotna uwaga: majac taka energie, proton wilasciwie nie
zauwaza juz pola magnetycznego naszej Galaktyki, ktore wyraznie odchyla
tory czastek o nizszych energiach. O ile wiec nie da sie okresli¢, skad pochodza
czastki ,zwyklego” promieniowania kosmicznego, to w przypadku tych
najbardziej energetycznych mozna o to sie pokusic.

Grupa astronoméw z Princeton University kilka lat temu przebadata
E nieliczne przypadki zaobserwowania czastek promieniowania kosmicznego
Niech ponadto S bedzie takim punktem ¢ makroskopowych energiach i jako ich przypuszczalne zrédla wytypowala
w przestrzeni, ktérego rzut prostokatny 192 laktvk . . h dzi i bed h
na plaszczyzng pieciokata ABCDE galaktyk zawierajacych w centrum supermasywna czarna dziure i bedacyc
pokrywa sie z punktem A. Wéwczas najprawdopodobniej pozostalo$ciami po kwazarach. Na podstawie obserwacji
ASAB = SAE = 90°, jak réwniez 40 superenergetycznych czastek, zarejestrowanych przez detektor promieniowania
;{SBC ,_.<I,S,,C .{j N <ISD{E N v oo kosmicznego zainstalowany pod Tokio, badacze doszli do wniosku, ze ich
atem kazda Sciana boczna ostrostupa . B} ) R ) o . o .
pieciokatnego ABCODES jest trojkatem  zrOdlami moga byé cztery galaktyki potozone w Wielkiej Niedzwiedzicy
prostokatnym. i w okolicy: NGC 3610, 3613, 4589 i 5322. Wysunigto hipoteze, ze rotacja tych
czarnych dziur moze posrednio byé przyczyna rozpedzania czastek. Wydaje
sie mianowicie, ze pole magnetyczne ,wleczone” przez pole grawitacyjne
wirujacej czarnej dziury moze indukowac¢ potezne pole elektryczne, zdolne z kolei
niestychanie rozpedzaé¢ czastki naladowane. Obecnie statystyka tych rzadkich
obserwacji jest jednak zbyt uboga, by te hipoteze wyraznie potwierdzi¢ lub
obali¢.

Tomasz KWAST

Listopad

W listopadowe wieczory ledwo-ledwo wida¢ nad potudniowym horyzontem
polnocna czeéé Rzezbiarza, gwiazdozbioru nieba poludniowego. Warto jednak
o nim wspomnie¢ dlatego, ze w nim lezy potudniowy biegun Galaktyki
(poinocny lezy w Warkoczu Bereniki, w gwiazdozbiorze widocznym wysoko
na naszym niebie w majowe wieczory; teraz jest on wieczorem pod péinocnym
horyzontem). Droga Mleczna przebiega w listopadzie wieczorem ze wschodu
na zachéd doséé blisko zenitu, podczas gdy w maju nisko nad péinocnym
horyzontem. Sam Rzezbiarz jest gwiazdozbiorem malym i mato okazalym:;
| \y"& jego najjasniejsza gwiazda, alfa, to niebiesko-bialy olbrzym o jasnosci zaledwie

;’l( 4.4 mag, lezacy w odleglosci 80 pc od nas. Liczne tam galaktyki (o jasnosciach

od 7 mag) bylyby widoczne juz przez niewielka lunete, gdyby nie kiepska
( zazwyczaj przezroczystosé atmosfery w poblizu horyzontu.
%

Merkury znajdzie si¢ 8 XI najdalej, tj. o 19°, na zachdéd od Stonica i mozna
probowaé go dostrzec o $wicie. Wenus jest w Pannie, rowniez wiec widaé¢ ja rano.
Mars jest w BliZznietach i widaé go przez cata noc. Jowisz jest zbyt blisko Stonca,
* S wiec go nie widaé, a Saturn we Lwie i widaé¢ go w drugiej potowie nocy. Now
Ksiezyca wypada 9 XI, a pelnia 24 XI. Ksiezyc zakryje dwa razy Regulusa:
3 XI zobacza to zjawisko mieszkancy srodkowej Ameryki i 30 XI mieszkancy
wschodniej Azji i Australii, oraz zakryje Antaresa 11 XI, co bedzie widoczne
gtéwnie z potudniowego Pacyfiku. W listopadzie mozna spodziewaé sie trzech
rojéw meteoréw. Taurydy maja maksimum 7 XI, ale to r6j raczej staby, Leonidy
z maksimum 15 XI moga daé¢ okoto 10 blyskéw na godzing; Andromedydy
z maksimum 23 XI to réj bardzo staby.
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Losowe rozbicia odcinka, proces Poissona

i paradoks czasu oczekiwania

Rozktad wyktadniczy ma pewna godna uwagi wtasnosé.
Wyobrazmy sobie, ze opisuje on czas oczekiwania T’
na pewne zjawisko, zatem

P(T>t)=e ™ >0, A>0.
Podalismy ogon rozktadu, czyli szanse, ze czas oczekiwania
przekroczy t. Przypusémy, ze czekamy juz s jednostek
czasu. Jaka jest szansa, ze poczekamy jeszcze co najmniej ¢7?
Obliczamy za pomocy prawdopodobienstwa warunkowego:

P(T t, T
P(T>s+tT>s)= (I'>s+t, >S):

P(T > s)
_P(T>s+t) et
P(T > s) cagl

—e M=P(T>t), st>0.
Rezultat nie zalezy od s, dlatego powyzsza wlasnos$¢ okresla
sig¢ jako brak pamieci dla rozktadu wyktadniczego. Wynika
z niej, ze nawet gdy czekamy juz bardzo dlugo, sredni dalszy
czas oczekiwania jest 1 tak réwny ET = 1/\.

Rozpatrzmy teraz ciag niezaleznych czaséw oczekiwania

Ti, Ts, ..., o tym samym rozktadzie co T". Mogg to by¢,

na przyktad, czasy oczekiwania na zgloszenia do centrali
telefonicznej. Proces startuje w chwili 0, a kolejne zgtoszenia
nadchodzg w momentach S, =71 + ...+ T,. W chwili a
rozpoczynamy obserwacje procesu. Jaki jest $redni czas
oczekiwania m(a) na najblizsze zgloszenie?

Ty Ty
0 S1 S S3

T3
a

Mozliwe sa dwie odpowiedzi: (1) z wtasnosci braku pamieci
wynika, ze m(a) = 1/, bo nie jest istotne, kiedy miato
miejsce ostatnie zgloszenie poprzedzajace a; (2) ale przeciez
$redni odstep miedzy zgloszeniami jest réwny 1/, i skoro
punkt a znajduje sie wewnatrz odcinka o $redniej dtugosci
1/, to mozna sie spodziewaé, ze m(a) bedzie z grubsza
dwukrotnie mniejsze.

Zanim rozstrzygniemy ten paradoks, mata dygresja

o losowym rozbiciu okregu. Jesli wybierzemy losowo
(doktadniej: zgodnie z rozkladem jednostajnym) i niezaleznie
punkty A i B na okregu o dlugosci 1, to $rednie dtugosci
tukéw AB i BA beda réowne 1/2. A jesli przed losowaniem
ustalimy punkt P? Teraz tuk zawierajacy ten punkt bedzie
mial $rednia dlugosé 2/3. Istotnie, trzy punkty wybrane
losowo i niezaleznie z okregu dziela go na tuki o $redniej
dtugosci 1/3. Wystarczy teraz obrécié okrag tak, by np.
pierwszy wylosowany punkt pokryt sie z P.

Odpowiednio wyksztalcona intuicja probabilistyczna
powinna podpowiedzieé¢, ze dluzszy przedzial ma wigksze
szanse przykrycia punktu P niz krétszy. Mozna pokazad,
ze rozktad dlugosci tuku AB jest jednostajny, ale rozklad
dlugosci tuku zawierajacego punkt P ma gesto$¢ 2x dla
z € [0,1].
B
A
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Analogiczne zjawisko powoduje, ze argumenty (1) i (2) nie
sa sprzeczne. Przedzial zawierajacy punkt a jest érednio
dtuzszy niz 1/\ i odpowiedz (1) nie prowadzi do paradoksu,
bowiem rzeczywiscie $redni czas oczekiwania na najblizsze
zgloszenie po chwili a jest réwny 1/A.

Natomiast sredni czas od ostatniego zgloszenia
poprzedzajacego a do a jest rowny +(1 — e ), wiec dla
duzych a przedzial nakrywajacy punkt a ma dlugosé niewiele
mniejsza niz 2/A. Oto szkic dowodu.

Po pierwsze, mozna wyliczyé gestos¢ g, i dystrybuante F3,
zmiennej losowej S,:

)\nxn—l
gn(z) = [CER

_ — Az ()‘x)n71
Stad liczba N, zgloszen w przedziale [0, a] ma rozktad
Poissona z parametrem Aa:

P(Ny, =k) = P(Skx < a,Sk+1>a) =
=P({Sk < a}\ {Sk+1 < a}) =

k
= Fi(@) ~ Fiepa (a) = B0
Po drugie, jesli wiemy, ze w przedziale [0, a] bylo k zgloszen,
to uktadaja sie one tak, jak k& punktow rzuconych losowo
i niezaleznie'. Dlatego przedzial [0, a] zostanie podzielony
na (k + 1) przedzialéw o $redniej dtugosci a/(k + 1). Latwo
to zobaczy¢, gdy odwotamy sie do losowego rozbicia okregu
punktami X1, Xo, ..., Xiy1. Jasne jest, ze wszystkie tuki
maja réwne Srednie dtugosci. Po rozcieciu okregu w punkcie
Xji41 otrzymujemy losowe rozbicie odcinka.

Teraz za pomoca uogdlnienia wzoru na prawdopodobienstwo
catkowite obliczamy $redni odstep a od poprzedzajacego
zgloszenia. Jest on réwny

i": a ()f .1 Qe
E+r1 K C T

(&
+ 1)!

NgL

(1 — e_)‘a) .

Podalismy tu jedna z mozliwych konstrukcji procesu
Poissona. Z formalnego punktu widzenia jest on rodzina
zmiennych losowych (Nt):>o, liczacych ilo$é zgloszen

do chwili ¢.
\&

> =

T2

1Dla k = 1 mozna wykazaé, ze
P(X1 < s|X1 <, X1+ Xo >1) =
gdy 0 < s < t na podstawie rysunk
(patrz obok); wystarczy skorzystac
z faktu, ze gesto$é tacznego rozktadu
(X1, X2), wyrazajaca si¢ w pierwszej
—X(z1+z2) ,

s
T
u

éwiartce wzorem AZe
jest stata na odcinkach z1 + z2 = ¢,
z1,x2 2> 0. W wyzszych wymiarach
idea dowodu jest ta sama.

1



