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Automat do badania algorytmow
Przemystaw KICIAK*

Zeby zrozumied rekurencje,
nalezy najpierw zrozumieé rekurencje.

Sa takie twierdzenia, z ktérych mndstwo innych twierdzen wynika na tyle
latwo, Ze mozna je stosowaé¢ niemal ,mechanicznie”, na przyklad w geometrii
twierdzenie Cevy. Sa tez takie ,mechaniczne” metody rozwiazywania réznych
zadan. Zobaczymy, jak mozna zastosowaé¢ rownania réznicowe do badania
zlozonosci réznych algorytméw iteracyjnych i rekurencyjnych.

Rozwazmy nieskonczony ciag liczb ag, aq, ... , ktorego pierwsze n wyrazéow
wybrano dowolnie, a pozostale wyrazy (dla k > n) spelniaja réwnanie

Ak = Cn—1Ap—1 + -+ + €10k —pt1 + Coak—pn + f(K),
w ktérym liczby cg, ..., c,—1 oraz funkcja f sa dane. Poczatkowe wyrazy ciaggu
(opisujace warunek poczatkowy) i powyzsze réwnanie okreslaja nasz ciag
jednoznacznie. Jesli jaki§ algorytm przetwarzania danych o rozmiarze k > n
polega na rozwiazaniu zadan dla mniejszych danych, a nastepnie wykonaniu
f (k) operacji w celu otrzymania wyniku, to koszt lub zlozono$é nieraz mozemy
opisa¢ w ten sposdb. Zwykle chcemy jednak mie¢ bardziej ,,jawne” wyrazenie
opisujace ay.

Zacznijmy od rozwiazania réwnania jednorodnego, tj. takiego, w ktérym
funkcja f jest zerowa. Zbadamy hipoteze, ze réwnanie takie jest spelnione przez
cigg geometryczny: a = A¥, dla pewnej liczby A # 0. Po wstawieniu mamy
)\k _ Cn—l)\k71 + . + cl)\kf’nﬁkl + CO)\kin,
skad po uporzadkowaniu otrzymamy tzw. rownanie charakterystyczne:
A" — CnflAn_l — Cl>\ — Cy — 0.
Ciag geometryczny \* jest zatem rozwigzaniem réwnania jednorodnego, jesli
liczba A jest rozwiazaniem réwnania charakterystycznego. Jesli rownanie to ma
n réznych rozwiazan, to mamy n niezaleznych liniowo ciagdéw geometrycznych
spelniajacych réwnanie jednorodne i kazda ich kombinacja liniowa jest
rozwigzaniem. Dobierajac jej wspdlczynniki, mozemy znalezé ciag spelniajacy
warunki poczatkowe.
Zobaczmy przyklad. Réwnanie
Fy = F—1 + Fr—2
z warunkiem poczatkowym Fy = 0, F} = 1 okresla ciag liczb, zgodnie
z ktorym Leonardo z Pizy teoretycznie, a pézniej Lejzorek Rojtszwaniec
praktycznie, cho¢ tez na papierze, rozmnazali kroliki. Rozwiazaniami réwnania
charakterystycznego

M -XA=-1=0
s liczby A\ = 3(1 —V/5) i Ao = 3(1 +V/5). Mamy
Fl = b2\ + b )k
dla pewnych liczb by, bs. Na podstawie warunkéw poczatkowych,
Fo =01 +0b3=0,

Fy =DM + b =1,
obliczamy b; = —%, by = %, skad wynika, ze po uptywie k£ miesiecy od
zalozenia hodowli mozemy mie¢ nawet

po_ L 14vB) (1-vB\"
=5 2 T2

Co mozemy zrobi¢, jesli réznych rozwiazan réwnania charakterystycznego jest
mniej niz n? Jesli liczba A jest rozwiazaniem o krotnosci r > 1, to réwnanie

par krolikéw.
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jednorodne jest spelnione przez ciagi A*, kAF. ... k""1\F i znajac wszystkie
rozwiazania réwnania charakterystycznego i ich krotnosci, mozemy znalezé
n niezaleznych liniowo ciagéw spelniajacych jednorodne réwnanie réznicowe.
Zabierzmy si¢ zatem za réwnania niejednorodne.

Jesdli mamy dowolne rozwiazanie réwnania niejednorodnego, to kazde inne
jego rozwiazanie mozemy otrzymac, dodajac pewne rozwiazanie rOwnania
otrzymanego przez ,wyrzucenie” funkcji f (czyli réwnania jednorodnego).

W badaniu ztozonoéci algorytméw bardzo czesto f(k) = p(k)u”, gdzie p jest
wielomianem pewnego stopnia d. Jesli liczba p jest rozwigzaniem réwnania
charakterystycznego (tak, tego rozpatrywanego wezesniej) o krotnosci r, to
pewne rozwigzanie réwnania z taka funkcja f ma postaé k"q(k)u¥, gdzie ¢
jest wielomianem stopnia d (to jest prawda takze dla r = 0). Wsp6lezynniki
wielomianu ¢ mozemy obliczy¢ na podstawie réwnania. Zobaczmy to, badajac
konkretne algorytmy.

Maksymalna liczba poréwnan T'(k) potrzebna do posortowania k-elementowego
ciagu algorytmem sortowania przez wstawianie spelnia rownanie:

T(1) =0,
Tk)=T(k—-1)+k—1 dlak>1.

Réwnanie charakterystyczne ma postaé A —1 =0, a f(k) = (k — 1) - 1*.
Poniewaz p = 1 jest rozwiazaniem réwnania charakterystycznego (o krotnosci 1),
wiec pewne rozwiazanie rownania ma postac

ay = k(bk +¢c) - 1%,
Po podstawieniu do réwnania mamy
bk? +ck =b(k — 1) +c(k—1)+k— 1.
Po uporzadkowaniu otrzymujemy
ck=(-2b+c+1k+(b—c—1).
Poniewaz ta rownos¢ zachodzi dla kazdego k, wiec 1 —2b=0ib—c—1=0,
a stad b= %, c= fé. Mamy wiec

T(k) = %(1& —k)+d- 1"~

Liczbe d obliczymy na podstawie warunku poczatkowego; otrzymamy d = 0.
Zatem, sortujac ciag k-elementowy algorytmem przez wstawianie, wykonamy
co najwyzej 3(k? — k) poréwnan.

W algorytmie sortowania przez scalanie liczba poréwnan elementéw
potrzebna do posortowania ciagu o dlugosci n nie przekracza
T(n)=T([n/2])+T(|n/2])+n — 1.
Przyjmijmy, ze n = 2* dla pewnej liczby naturalnej k i oznaczmy ay = T'(2%).
Rozwiazujac réwnanie ap = 2a,_; + 2F — 1 z warunkiem poczatkowym ag = 0
(co Czytelnik powinien tu juz umie¢), otrzymamy az = (k — 1) - 2% + 1, skad dla
n = 2%, czyli k = logy n, mamy
T(n)=(loggn—1) -n+1.

Rozwazmy jeszcze dwa algorytmy przyblizonego rozwiazywania réwnania
nieliniowego f(z) = 0: metode Newtona i metode siecznych. Znacie?
To poczytajcie. W metodzie Newtona potrzebujemy jednego przyblizenia
rozwiazania, xg, a w metodzie siecznych — dwoch: zg i z1, na podstawie ktérych
obliczamy kolejne przyblizenia. Jesli liczba « jest rozwiazaniem, funkcja f jest
klasy C? i jej pochodna w otoczeniu « jest rézna od 0, to bledy e = z1 — a
kolejnych przyblizen rozwiazania w tych dwéch metodach spelniaja rownosci

= f"(€-1) > oraz ep = f7 (k1) o iens

2f/(we—1) *7Y 2f"(xp—1) ’

przy czym liczba &;_1 lezy w przedziale zawierajacym « i xp_1, albo o, xp—1
i xx_o, odpowiednio. Oznaczmy

S (Ek—1)

ar = loglex| oraz g(k)=log 2w )




(podstawa logarytmu moze byé dowolna, wieksza niz 1). Dla metody Newtona
dostaniemy réwnanie

ap = 2ai—1 + g(k).

Zastapmy g(k) przez stala G i zalézmy, ze ag < —G. Rozwiazaniem tak
zmienionego réwnania jest ciag

ap = (a0 + G) - 28 — G.
Mozemy dalej sprawdzié, ze rozwiazanie réwnania z g(k) < G spelnia warunek
ar < ag. Wtedy ciag ar dazy wyktadniczo do —oo, a poniewaz mamy tu kolejne
potegi liczby 2, wiec kazde kolejne przyblizenie rozwiazania ma okoto 2 razy
wiecej cyfr doktadnych. Zbadanie metody siecznych zostawiam Czytelnikowi
na deser.

Algorytm Strassena jest pierwszym poznanym algorytmem mnozenia
macierzy o wymiarach n x n, w ktérym trzeba wykona¢ mniej niz C - n3 dziatan
arytmetycznych dla pewnej stalej C. Niech n = 2F > 1. W algorytmie Strassena
macierze do pomnozenia dzielimy na bloki o wymiarach m x m, gdzie m = n/2.
Aby otrzymaé bloki, z ktérych sktada sie wynik, trzeba wykonaé¢ 7 mnozen oraz
18 dodawan i odejmowan macierzy m X m. Kazde dodawanie i odejmowanie to
m? dzialan na wspoélczynnikach. Mamy zatem
n 18 ,

T(n)77T(2)+ TR
oraz T(1) = 1. Oznaczmy aj, = T(2¥). Mamy réwnanie aj, = 7ay_; + 18- 4%~1
z warunkiem poczatkowym ag = 1. Rozwiazaniem spelniajacym warunek
poczatkowy jest ciag ar = 7*t! — 6. 4%, a zatem

T(n) = (22 T)k+1 _ . 4% = 7plog2 ™ _ g2,

Ostatni przyklad dotyczy drzew AVL (ich nazwa pochodzi od wynalazcow,
ktorych bylo dwéch: Adelson-Velski i Landis). Koszt wstawiania, usuwania

i dostepu do danych w drzewie binarnych wyszukiwan moze byé¢ proporcjonalny
do wysokoéci drzewa, ktora w drzewie o n wierzchotkach moze wynosié

nawet n. Jesli jednak zazadamy, aby réznica wysokosci poddrzew dowolnego
wierzchotka byla nie wigksza niz 1, to drzewo bedzie istotnie nizsze. Niech C'(k)
oznacza minimalng liczbe wierzchotkéw drzewa AVL o wysokosci k. Drzewo

o wysokosci 1 ma zawsze 1 wierzcholek (korzen), a drzewo o wysokosci 2 ma

co najmniej 2 wierzchotki. Dla £ > 2 mamy

Ck)=Ck-1)+C(k—2)+1,
poniewaz drzewo o wysokosci £ ma najmniejszg mozliwg liczbe wierzchotkéw
wtedy, gdy oba poddrzewa korzenia maja rézne wysokosci i kazde z nich ma
najmniejsza dopuszczalng liczbe wierzcholtkéw. Réwnanie ay = ag—1 + ap—2 + 1
jest spelnione przez ciag staly ar = —1. Aby uzyskaé rozwiazanie spelniajace
warunki poczatkowe, przyjmujemy
C(k) =eAi+ fA5 —1
i obliczamy e i f, rozwiazujac uklad réwnan
C(l) =XMe+Af—-1=1,
C(2)=MNe+\sf —1=2,
w ktérym wystepuja te same liczby A1 i A, co w hodowli krélikéw. Dostajemy
stad e = (5 — 3v5) i f = &(5+ /). Liczbe n wierzcholkéw w drzewie AVL
mozemy oszacowaé jak nastepuje:
n>Ck)=eXNf + A 1> (e+ N5 —1=25 -1,
poniewaz f > —e >0, e+ f = 1 oraz Ay > —A; > 0. Zatem \§ < n + 1, czyli
wysokoéé¢ drzewa
k <logy,(n+1).
Dalsze przyklady mozna mnozyé (prawie) jak kréliki. Kto umie napisaé
i rozwiagzaé réwnanie réznicowe, temu analiza zlozonosci wielu pozornie catkiem
réznych algorytméw niestraszna. Oczywiscie, nie brakuje tez takich algorytméw,
ktorych analiza jest straszna. Co kto lubi. ..
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Liczby przestepne i twierdzenie Liouville’a

Pamieci Andrzeja Mgkowskiego W 1744 roku w ksigzce ,,Wprowadzenie do analizy” Leonhard Euler sformulowat

Michat KRYCH*

*Instytut Matematyki, Uniwersytet
Warszawski

hipoteze, ze jedli liczby a, b sa wymierne i nie istnieja takie liczby catkowite

p, q, ze b= aP/?, to liczba log, b nie jest pierwiastkiem zadnego wielomianu

o wspolczynnikach catkowitych, czyli ze log, b jest liczbg przestepng. W tamtych
czasach nikt nie potrafil udowodni¢ powyzszej hipotezy ani nawet wykazaé tego,
ze istnieja liczby przestepne. Mineto 100 lat i sytuacja ulegla radykalnej zmianie.
Joseph Liouville zdotal dowieéé, ze pewne liczby sa przestepne. W roku 1851
opublikowal prace, dzieki ktorej mozna np. pokazaé, ze liczba

¢ =0,110001 000 000 000 000 000 001 000 000 000 000 000. .. =

=107"+ 1072 + 107 + 107 + - -
jest przestepna. Nie zdolal jednak wykazaé przestepnosci liczby e. Dopiero
w 1873 roku dowiddt tego Charles Hermite, natomiast w 1882 r. Ferdinand
Lindemann wykazal, Ze przestepna jest takze liczba m. Przestepnosé logarytméw,
o ktorych pisal Euler, zostala udowodniona dopiero w pierwszej polowie
dwudziestego wieku przez Aleksandra Gelfonda i Theodora Schneidera.

Sformutujemy teraz twierdzenie Liouville’a, dzigki ktéremu mozna wykazaé
przestepnosc¢ liczby £ i ktére rozpoczeto bogata i trudng teorie.

Twierdzenie Liouville’a. Jesli liczba niewymierna xq jest pierwiastkiem
rownania

ap + a1z + agx? + -+ apz™ =0

i liczby ag, a1, a2, . .., ay $q calkowite, przy czym n > 1 i a, # 0, to istnieje taka
liczba C > 0, Ze dla dowolnych liczb calkowitych p i ¢ > 0 zachodzi nierownosé
P C
o — — > q_” .

Dowdd jest bardzo prosty. Niech

w(r) = ag + a1z + agx? + - + a ™.
Réwnanie w(z) = 0 ma skonczenie wiele rozwiagzan. Istnieje wigc taka liczba
0 > 0, ze z nieréwnosci 0 < |zg — r| < § 1 warunku w(xg) = 0 wynika, iz
w(r) # 0, tzn. w przedziale [xg — §, 29 + ¢] réwnanie w(z) = 0 ma tylko jeden
pierwiastek xg. Jesli wiec r = § € [xo — 9, o + 9], a liczby p, g sa calkowite
i|zg —r| <9, tow(r) #0. Oczywiscie

1

w(r) = 5 (a0g" +arpg™™! +azpq" T 4+ anp”).

Wiynika stad, ze liczba ¢"w(r) jest calkowita, a poniewaz jest rézna od 0, wiec
lg"w(r)| > 1.

W dalszym ciggu bedziemy zaktadaé, ze 6 < 1. Mozemy, bo przedziat
o $rodku xg, ktéry nie zawiera pierwiastkow wielomianu w, mozemy tak skrocic,
by jego dlugosé byla mniejsza niz 2. Ustalmy zatem r = 2 takie, ze ’xo — %’ < 4.

Niech A bedzie najwieksza z liczb caltkowitych |agl, |a1], |az], ..., |an| i niech
M =1+ |zo|. W szczegblnoscei wiemy, ze |r] < M. Mamy
[w(r)| = [w(@o) —w(r)] = lai(zo — ) + az(af — %) + -+ + an(af —1")| =

= |wo — 7| - |ar + az(wo +7) + - Fan(zht H 2l A Fap P2 4 T <
<lao —r|- (lar| + [2a2M] + - + [na, M) <
<A +2M +3M? + -+ nM" )|z — 7.
Wynika stad, ze
1< |q"w(r)] < ¢"A(L+2M + 3M% + -+ + nM" )|z — 7.
Wystarczy wiee przyjaé, iz
1
A(L+2M +3M2 + -+ +nMn—1)’

by teza twierdzenia byla spelniona dla % =7 € [xg—d,x0+ 9] Jesli ‘mo - %’ >0,
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to nieréwnos¢ moze nie zachodzié, ale wystarczy zastapi¢ C przez C=C6<0C,
by byla ona spelniona dla wszystkich liczb wymiernych %. W ten sposéb
zakonczyliSmy dowdd twierdzenia.

Pokazemy teraz, ze liczba ¢ nie spelnia warunku z twierdzenia Liouville’a
niezaleznie od wyboru n. Zatézmy, ze £ jest pierwiastkiem wielomianu stopnia
n > 1 o wspélczynnikach catkowitych. Istnieje wtedy taka liczba C' > 0, ze dla
dowolnych liczb catkowitych p, ¢ zachodzi nieréwno$é

_Ps C
ql  q"
Niech ¢ =10 ip=g¢q- (107" + 1072 + 1073 + 107 + - .- + 107*'). Wtedy
2
% < ‘ - g‘ =/ g = 10" k+D! o= R+DE gD L < oI
Wynika stad, ze
2
1(k+1-n) k! 2
< ok

co nie jest mozliwe, bo liczbe 10:+1=")'5 mozemy uczynié¢ tak duza, jak chcemy,

wybierajac odpowiednio duza liczbe k. Przekonalismy sie, ze liczba £ nie jest
pierwiastkiem zadnego wielomianu o wspdtczynnikach catkowitych.

Twierdzenie Liouville’a méwi, ze pierwiastkéw wielomianéw o wspdtczynnikach
calkowitych nie mozna zbyt dobrze przyblizaé¢ liczbami wymiernymi: jesli
chcemy podejé¢ bardzo blisko takiego pierwiastka, to musimy mocno zwigkszy¢
mianownik. Oczywidcie mozna powiedzieé¢, ze dowolnie blisko liczby rzeczywistej
znajda sie liczby wymierne, ale pomysl poréwnania tej odlegloséci z odwrotnoécia
potegi mianownika okazal si¢ niezwykle owocny.

Mozna udowodnié, ze dla kazdej liczby niewymiernej xg i kazdej liczby
naturalnej n istnieja takie liczby catkowite p, i ¢, > n, ze

1
Z‘O—& < —-
Qn qn

Nie jest to wcale trudne, uzasadnienie mozna znalez¢é np. w kazdej ksiazce,
w ktorej omawiane sg tzw. ulamki tancuchowe, ktérymi zreszta Liouville tez sig
zajmowal.

Jedli z( jest pierwiastkiem wielomianu kwadratowego o wspdlczynnikach
catkowitych i € > 0, to z twierdzenia Liouville’a wynika, ze nieréwnos¢

1
< q2+5

p
ro — —
q

jest spetniona jedynie dla skoficzenie wielu par liczb catkowitych p, q. Ta uwaga
prowadzi do pytania:

Dana jest liczba niewymierna xg. Dla jakich liczb € > 0 istnieje jedynie
skonczenie wiele par liczb catkowitych p, q, dla ktorych

P 1

o — — ?
q2+5

<

7 twierdzenia Liouville’a wynika, ze dla pierwiastkéw wielomiandéw stopnia n

o wspdélczynnikach catkowitych jest tak, gdy 2 +¢ > n. W 1909 r pojawila sie¢
praca Axela Thue, w ktérej autor wykazal, ze wystarczy, by 2 +¢ > § + 1.

W roku 1921 Carl Siegel wykazal, ze wystarczy, by 2 + ¢ > 24/n. W koncu

w roku 1955 Klaus Roth wykazatl, ze wystarczy, by 2 4+ ¢ > 2, czylize € > 0
moze by¢ dowolny. Za ten wynik zostal w 1958 r. nagrodzony medalem Fieldsa.
Z twierdzenia Thue-Siegela—Rotha wynika, ze jesli € > 0 i dla kazdej liczby
naturalnej n istnieja takie liczby catkowite p, i ¢, > n, ze

Dn 1

Lo — — “2teo
n Qn+

to liczba niewymierna xg nie jest pierwiastkiem wielomianu o wspotczynnikach
caltkowitych.

<




Modele dyskretne a modele ciggle w biomatematyce

Urszula FORYS*

Modelowanie matematyczne w naukach biomedycznych jest dziedzina

stosunkowo nowa, ktérej dynamiczny rozwoj przypada na ostatnie piecdziesiat
lat. W poréwnaniu z fizyka, gdzie modele matematyczne stanowia uznana
podstawe analiz i przewidywan, w podrecznikach do biologii i medycyny

w dalszym ciggu nie znajdziemy jawnie napisanych modeli matematycznych,
cho¢ czasami zdarza sie, ze stoja one za uznanymi stwierdzeniami. Jako przyktad
mozna podaé¢ dawkowanie lekéw obliczane na podstawie czasu rozpadu danej

substancji chemicznej.

Dla dowolnej substancji dynamike rozpadu opisuje funkcja wykladnicza z(t) = zoe” ) gdzie

x( oznacza stezenie poczatkowe, a wspoétczynnik a charakteryzuje dang substancje i wyznacza
sie go doswiadczalnie za pomoca tzw. wspélczynnika polowicznego rozpadu. Jesli At oznacza
dlugosé odcinka czasu, w ktérym rozpadowi ulegnie polowa pierwotnej ilosci danej substancji, to

*Instytut Matematyki Stosowanej

i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski moze by¢ toksyczny).

Sprobujmy zatem zrozumieé, co oznacza pojecie model
matematyczny i co musimy wiedzieé¢, aby taki model
zbudowaé. Powinnismy rozpoczaé od stworzenia

tzw. modelu heurystycznego, czyli na drodze analizy
przebiegu danego zjawiska okresli¢ cechy i wielkosci
charakterystyczne dla niego, zastanowi¢ sie, jakie teorie
obejmuja to zjawisko, ktére zmienne i parametry mozna
zmierzy¢ do$wiadczalnie (dzieki czemu moga nastepnie
stuzyé do weryfikacji modelu). Model taki powinien
odzwierciedlaé stan naszej wiedzy na temat opisywanego
zjawiska. Nastepnie powinni$émy odpowiedzie¢ na
pytanie, czego oczekujemy od modelu matematycznego,
ktory chcemy zbudowaé. Do tego wszystkiego prébujemy
dopasowa¢ odpowiednig strukture matematyczna,

ktora wraz z zalozeniami wynikajacymi z modelu
heurystycznego nazywamy modelem matematycznym.

W modelach klasycznych, ktérych autorzy bazowali

na ugruntowanych teoriach fizycznych, stosowano

do opisu gtéwnie réwnania rézniczkowe (zwyczajne,

a w bardziej skomplikowanych przypadkach —
czastkowe). Tego typu modele nazywamy ciaglymi,
poniewaz budujac je, przyjmujemy, ze znamy reguty
rzadzace danym zjawiskiem w dowolnym momencie,

a w efekcie otrzymujemy funkcje, ktore w sposob ciagly
(czyli takze w dowolnej chwili) opisuja przebieg tego
zjawiska.

Zauwazmy jednak, ze stosujac taki opis matematyczny,
zakladamy np. ciagle nakladanie sie generacji, co dla
wielu gatunkéw nie jest prawda. Wystarczy wymienié¢
choéby owady czy rodliny jednoroczne wystepujace

w strefach klimatycznych z wyréznionymi porami

roku — kolejne generacje sa wyraznie rozseparowane,

a wzrost populacji nastepuje w krokach dyskretnych.
W wymienionym przypadku krok czasowy wynosi jeden
rok, ale ogdlnie jego dlugos¢ w zasadniczy sposob zalezy
od danej populacji, np. dla muszki owocéwki jest to
jeden dzien, a dla komérek — kilka godzin. W takiej
sytuacji za pomoca modelu chcemy opisa¢ zmiany
liczebnosci w nastepnym kroku czasowym, jesli znamy
te liczebnosci w krokach poprzednich. Taki schemat
postepowania odpowiada rownaniom réznicowym,

a modele wyrazone w ich jezyku nazywamy modelami
dyskretnymi.

a = In2/At. Na tej podstawie latwo mozemy obliczy¢, jaka powinna byé dawka leku, aby jego
stezenie utrzymywalo si¢ w leczniczych granicach (nie za malo, ale tez nie za duzo, gdyz nadmiar

W celu przyblizenia réznic miedzy modelami
dyskretnymi a ciaglymi wyobrazmy sobie pewien
eksperyment. Zal6zmy, ze hodujemy w laboratorium
pewien rodzaj bakterii i w réwnych odstepach czasu,
np. co 30 min, sprawdzamy, ile bakterii si¢ namnozyto.
Jedli wykonywalidémy eksperyment przez 6 godzin, to
mamy 13 wynikéw pomiaréw Ny dla odpowiadajacych
im chwil ¢, gdzie k =0,1,...,12. Krok czasowy
At = tp+1 — t = 30 min odpowiada zmianie indeksu
o 1. Znamy zatem liczebnosci N i mozemy na tej
podstawie sprobowaé zbudowaé model dyskretny, ktory
w najprostszej wersji wyraza sie za pomoca réwnania
Nk+1 = f(Nk)a
gdzie funkcja f opisuje, w jaki sposéb liczebnosé
populacji w kroku k + 1 zalezy od liczebnosci w kroku
poprzednim. Oczywiscie, nie zawsze da sie znalezé
taka prosta zaleznosé. W przypadku ogdlnym mozna
oczekiwad, ze liczebno$¢ w kroku k + 1 bedzie zalezala
od wszystkich poprzednich, czyli

NkJrl - f(NOa e aNk)a
ale zawsze bierzemy pod uwage tylko wyszczegdlnione

chwile t; i nie interesuje nas, co sie dzialo z populacja
np. w chwili posredniej ¢, + At/2.

W odréznieniu od powyzszego, modele ciagle
wymagaja od nas wiedzy, co dzieje si¢ w dowolnej
chwili, a nie tylko w wyszczegdlnionych jednostkach
czasu. Zaktadamy wiec, ze nasza wiedza pochodzaca

z eksperymentu, majacego z natury dyskretny
charakter, wystarcza na to, aby sformutowaé¢ ogdlne
prawo, rzadzace liczebnoscia omawianej populacji

w kazdej minucie, kazdej sekundzie, kazdej chwili.
Taka przyblizona wiedz¢ mozemy uzyskaé, zwigkszajac
czestotliwosé pomiaréw — zmniejszanie kroku czasowego
mozemy w przyblizeniu potraktowac jak zbieganie do
granicy At — 0.

Zalézmy teraz, ze model dyskretny da sie zapisaé za
pomocg réwnania

Nitat = Ny + g(Ny) At,
co oznacza, ze liczebno$¢ populacji w nastepnym

kroku czasowym t + At zwieksza sie (lub odpowiednio
zmniejsza) w stosunku do liczebnosci w kroku ¢



proporcjonalnie do dlugosci kroku czasowego,
a wspolcezynnik proporcjonalnosei g(Ny) jest
funkcja liczebnosci populacji. Réwnanie to mozemy

dlgt(t) = g(N(t)), to przyblizajac pochodna przez

iloraz réznicowy, otrzymamy réwnanie réznicowe

NOBONO, — (N (1)),

przeformutowaé¢ w taki sposob, ze po lewej stronie

dostaniemy iloraz réznicowy

dostaniemy réwnanie rézniczkowe

W 1798 r. w swojej pracy An Essay on
the Principle of Population angielski
demograf Thomas Malthus stwierdzil, ze
liczba ludnoéci $wiata wzrasta w postepie
geometrycznym, natomiast zasoby
zywno$ci — w postepie arytmetycznym.
Przedstawiany tutaj model nosi

nazwe¢ modelu Malthusa, gdyz stanowi
matematyczne odzwierciedlenie jego
stwierdzenia.
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Rys. 1. Model Malthusa wzrostu
populacji — przyktadowe rozwiazanie
réwnania dyskretnego i cigglego.
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Rys. 2. Rozwiagzania cigglego réwnania
logistycznego dla pojemnoéci srodowiska
K=1.

T
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Wykres rozwigzania dla Ng < K/2 ma
ksztalt ,esowaty”, z punktem przegigcia
dla N(t) = K/2. Tego typu krzywa
nazywamy krzywa logistyczna. Ksztalt
esowaty jest charakterystyczny dla
wielu proceséw biologicznych, gdzie
obserwujemy szybki wzrost poczatkowy,
a nastepnie zahamowanie tego wzrostu

i konicowe wysycenie na pewnym
poziomie.

Nipat—N
At
prawej funkcje g(Ny). Przechodzac do granicy z At,

AN (¢

il = g(N ()
opisujace zmiany liczebnosci populacji N(t) w dowolnej
chwili ¢. Z kolei jesli mamy réwnanie rézniczkowe

t,a po Widzimy zatem, ze z formalnego punktu widzenia,

o ile krok czasowy jest dostatecznie maly, mozemy
zastosowaé zarowno opis dyskretny, jak i odpowiadajacy
mu opis ciggly. Okazuje si¢ jednak, ze czesto te dwa

opisy prowadza do zupelnie innych rezultatéw.

Przedstawimy teraz dwa proste przyktady ilustrujace z jednej strony
podobienstwa, z drugiej strony réznice miedzy dynamika modeli dyskretnych
i modeli ciagtych.

Model Malthusa wzrostu pojedynczej populacji

Zalézmy, ze w danej populacji (przynajmniej w trakcie przeprowadzanego
eksperymentu) obserwujemy tylko proces rozrodczosci i w nastepnym kroku
czasowym liczebno$é populacji wzrasta proporcjonalnie do liczby osobnikow
w chwili obecnej. Wobec tego mozemy napisa¢ proste réwnanie réznicowe
Nip1 = alNg, gdzie a = 1 + r jest wspolezynnikiem wzrostu, natomiast r oznacza
liczbe potomkow jednego osobnika w jednym kroku czasowym. Postepujac
tak samo, jak to zostalo wyzej opisane, mozemy przejs¢ od tego réwnania

P . L AN(t) N
réznicowego do réwnania rézniczkowego =3~ = rN(t). Rozwiazujac te
réwnania, dostaniemy odpowiednio Ny = Noa! oraz N(t) = N(0)e" dla réwnania
roznicowego oraz dla rownania rézniczkowego. Widzimy wiec, ze dla obu modeli
przebieg rozwigzan w czasie jest podobny — poréwnaj rysunek 1.

Model logistyczny

Zalézmy teraz, ze oprdcz procesu rozrodczosci w populacji wystepuje takze
konkurencja miedzy osobnikami o zasoby srodowiska. Klasycznie konkurencje
opisuje si¢ za pomocyg kwadratu liczebnoéci populacji, zatem otrzymujemy
nastepujace réwnanie

2
Nip1 = aNg — ﬁNt
w wersji dyskretnej, czemu odpowiada réwnanie rézniczkowe

AN (t)

dt

Zauwazmy, ze bezposrednia konkurencja mi¢dzy osobnikami wystepuje, gdy osobniki spotykaja
sig. Jesli zalozymy, ze spotkania osobnikéw sg losowe, to liczba tych spotkan jest proporcjonalna
do kwadratu liczby osobnikéw — podobnie jak liczba zderzen czastek w gazie doskonatym.

=rN(t) — bN?(t).

Réwnanie rézniczkowe w modelu logistycznym zwykle zapisujemy w nastepujacy
sposdb:
dN(t)
dt
gdzie K oznacza tzw. pojemnos¢ srodowiska, czyli liczebnosé gatunku optymalna
dla tego $érodowiska. Po przeskalowaniu mozna te réwnania uprosci¢ do postaci

=rN(H)(1 - N(t)/K),

Nip1 = aNg(1 — N;) oraz %t(t) =rN(t)(1 — N(t)).

O ile teraz jestedmy w stanie rozwigzaé¢ réwnanie rézniczkowe i otrzymac
rozwiazanie

N() = MO

N(0)+ (1 — N(0))e—t

ktérego przebieg mozemy tatwo zbadaé, to przebieg rozwiazan rownania
dyskretnego jest zdecydowanie bardziej skomplikowany i w istotny sposob zalezy
od parametru «. Rysunek 2 ilustruje przebieg rozwiazan ciaglego réwnania
logistycznego. K =1 jest rozwigzaniem stacjonarnym, ktére nie zalezy od
czasu. Jesli N(0) > K, to liczba osobnikéw przekracza pojemnosé srodowiska,
zatem liczebnos$é maleje. Jesli natomiast N (0) < K, to liczebno$é moze rosnaé
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Rys. 3. Rozwigzania dyskretnego
réwnania logistycznego dla réznych
wartos$ci parametru .

do wypelnienia pojemnosci $rodowiska, przy czym N(0) = K/2 jest pojemnoscia
progowa — jesli N(0) < K/2, to poczatkowo zasoby $rodowiska wystarczaja

do szybkiego wzrostu populacji. Dla N(t) < K/2 osobniki nie traca energii

na konkurencje, gdyz nie spotykaja sie zbyt czesto, ale w miare wzrostu
liczebnosci konkurencja zaczyna odgrywaé coraz wieksza role, co powoduje
zwolnienie wzrostu populacji.

Wydaje sig, ze podobne cechy powinien wykazywaé¢ model dyskretny, ale
dzieje sie tak tylko w bardzo ograniczonym zakresie parametréw. Okazuje
sie, ze tylko dla o < 3 rozwiazania réwnania dyskretnego wykazuja podobny
charakter do rozwiazan réwnania rézniczkowego, ale wraz z rosnacym o
pojawiaja sie rozwigzania okresowe, prowadzace w efekcie do rozwigzania, ktére
nie ma charakteru okresowego. Méwimy, ze dynamika takiego rownania jest
chaotyczna. Na rysunku 3 widzimy zmiany dynamiki rozwiazan dyskretnego
réwnania logistycznego wraz z rosnacym «. Rozklad momentéw zmian
przebiegu rozwigzan, czyli bifurkacji modelu, przedstawia tak zwany diagram
Feigenbauma, o ktérym byla mowa np. w Delcie 6/2007 z okazji twierdzenia
Szarkowskiego.

* Kk ox
Powyzej zapoznalidémy si¢ z prostymi regutami przejscia miedzy modelem
dyskretnym a modelem ciaglym oraz z mozliwymi réznicami wynikajacymi
z tych dwéch typéw opisu matematycznego. Zarowno réwnania rézniczkowe
zwyczajne, jak i réwnania réznicowe naleza do najprostszego typu aparatu
matematycznego, jaki mozna zastosowa¢ w modelowaniu zjawisk biomedycznych.
Wraz z rozwojem nie tylko biomatematyki, ale takze réznych dziedzin samej
matematyki (jak np. réwnania stochastyczne), struktury matematyczne
pojawiajace si¢ w modelowaniu ulegaja znacznemu wzbogaceniu, co moze
przyczynic sie do pelniejszego opisu danego zjawiska. Od naukowcéw budujacych
dany model zalezy, jaki typ opisu zostanie wybrany.

i Zadania

Redaguje Waldemar POMPE

M 1183. Kazdemu wierzchotkowi 100-kata foremnego nalezy przyporzadkowaé pewna
liczbe rzeczywista, przy czym suma wszystkich przyporzadkowanych liczb powinna by¢
rozna od 0. Czy mozna to uczyni¢ w taki sposéb, aby dodatkowo kazda liczba byta
rowna wartosci bezwzglednej réznicy liczb, ktére z nia sasiaduja?

D
Rozwiazanie na str. 24
M 1184. W pieciokacie wypuklym ABCDE spelnione sa zaleznosci (rysunek)
xC=<x<E=90° oraz AE+BC=AB=CD=DE=1.
B Obliczy¢ pole tego pieciokata.
Rozwigzanie na str. 24
A B M 1185. W kazde pole tablicy o wymiarach 25 x 25 wpisano liczbeg 1 lub —1.
Nastepnie dla kazdego wiersza i kazdej kolumny obliczono iloczyn wszystkich liczb
stojacych w danym wierszu lub danej kolumnie. Wykazaé, ze suma 50 uzyskanych
iloczynéw jest rézna od 0.
Rozwigzanie na str. 20
Redaguje Bwa CZUCHRY
F 701. Druciana ramka zawieszona na poziomej osi F 702. Poziomy przewodnik o masie m i dtugosci [ moze
znajduje sie w pionowym polu magnetycznym o indukcji B. sie slizga¢ wzdluz dwbdch pionowych przewodzacych
Ramka sktada si¢ z preta o dtugosci [ i masie m oraz pretéw. Prety sa potaczone kondensatorem o pojemnosci C
dwoéch niewazkich drucikéw o dlugosci h. Przez ramke i znajduja sie w odleglosci [ od siebie. Uktad znajduje si¢
przepuszczamy krotki impuls pradu o natezeniu [ i czasie w polu magnetycznym B skierowanym poziomo i prostopadle
trwania 7. Jaki bedzie maksymalny kat wychylenia ramki od do pretéw oraz w ziemskim polu grawitacyjnym. Znalezé

polozenia pierwotnego?
Rozwigzanie na str. 21

przyspieszenie przewodnika.
Rozwigzanie na str. 24



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Kataliza syntezy jadrowej?

Synteza jadrowa, gltéwne zrédlo energii gwiazd, jest
niezwykle efektywnym sposobem uwalniania energii
uwiezionej pod postacia masy. Wystarczy poréwnacé mase
czterech protonéw (jader wodoru) z masa czastki « (jadra
helu), zeby si¢ przekonaé o prawie siedmiopromilowym zysku
ze spakowania czterech nukleonéw w jedno jadro.

Jest to najefektywniejszy sposéb pozyskiwania energii

z materii. Bardziej efektywna jest tylko anihilacja, ale ta
wymaga uzycia antymaterii, ktérej nie ma skad wziac.
Opanowanie produkcji energii netto w wyniku kontrolowanej
syntezy jadrowej mogloby rozwigzaé energetyczne problemy
ludzkosci. Jest jednak problem z temperatura zaptonu.

Aby zaszla reakcja, nalezy bardzo zblizy¢ dwa lekkie

jadra, podczas gdy one bardzo silnie odpychaja sie
elektrostatycznie.

Jednym z pomystéw na katalizowanie syntezy jadrowej

jest ekranowanie dodatniego tadunku elektrycznego jadra.
Dodanie elektronéw nic nie pomaga, bo elektrony sg o wiele
za lekkie i powstajace po dodaniu atomy sg monstrualnych
rozmiaréw: sg cztery rzedy wielkosci za duze. Wystarczy
jednak uzy¢ 200 razy masywniejszych od elektronéw mionow,
zeby rozmiary atomu staly si¢ porownywalne z rozmiarami
jego jadra. To jednak probleméw energetycznych ludzkosci
nie rozwiaze. Po pierwsze, miony sa tak nietrwate, ze

tylko nieliczne istnieja na tyle dtugo, aby mogty postuzyé
katalizie. Po drugie, z tego samego powodu trzeba je stale
produkowad, a to obcigza bilans energetyczny.

Kiedys byto inaczej. Tuz po Wielkim Wybuchu mionéw byto
pod dostatkiem. Czy mialy one wpltyw na proces pierwotnej
nukleosyntezy? Proces ten jest bardzo dobrze znany od
strony teoretycznej. Obliczenia zgadzaja si¢ nadzwyczaj
dobrze z pomiarami. To, co wiemy na temat poczatkowego
sktadu pierwiastkowego, zgadza sie np. z oszacowaniami
wynikajacymi z pomiaréw mikrofalowego promieniowania
reliktowego. Im bardziej precyzyjny staje sie obraz, tym
drobniejsze niezgodnosci rzucaja si¢ w oczy. Niepokojacy
jest nadmiar atoméw litu 6 mierzony w starych gwiazdach
o bardzo niskiej zawartosci cigzkich pierwiastkéw, czyli

w gwiazdach, ktére powstaly z pierwotnej zupy bez udziatu
pytu przetworzonego w wybuchach supernowych. Czy
uwzglednienie udzialu masywnych, natadowanych czastek

w procesie pierwotnej nukleosyntezy mogloby pombc

w wyjasnieniu tej niezgodnosci?

Oczywiscie, miony nic tu nie pomoga, bo ich bylo co
prawda pelno, ale duzo wczeséniej. Potrzebne bylyby

czastki naladowane o czasie zycia porownywalnym do czasu
pierwotnej nukleosyntezy, czyli rzedu tysiaca sekund.
Okazuje sig, ze takie obiekty sa przewidywane przez

wiele konkurencyjnych teorii czastek. Jedna z nich jest
supersymetria, uwazana za jedno z najbardziej obiecujacych
rozszerzen Modelu Standardowego.

Takie masywne (o masach rzedu masy najciezszych
pierwiastkéw), naladowane czastki o odpowiednim czasie
zycia sg przewidywane w kilku wersjach supersymetrii.
Niedawno ukazaly sie prace [1], ktére pokazuja, ze modele
te pozwalaja na uzyskanie zgodnosci danych dotyczacych
rozpowszechnienia litu z pierwotna nukleosynteza.

Przydalby sie jaki§ Ockham ze swoja brzytwa,
ale uprawiajacy kosmologie i fizyke czastek juz dawno
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zapomnieli, ze kto$ taki w ogdle istnial. Bardziej
tradycyjnie nastawieni odczuwajg niesmak, stykajac

sie z informacja o badaniach, ktérych nie wiadomo, jak
sprawdzi¢. Wspomniany pomyst jednak do nich nie nalezy
— proponowany scenariusz ma te mitg ceche, ze bedzie
mozna go sprawdzié i to prawie za chwile. Jezeli pierwotna
nukleosynteza byta katalizowana przez dtugozyciowe,
masywne, natadowane czastki, to wtasnie takie czastki
beda produkowane w Wielkim Zderzaczu Hadronéw LHC,
ktéry, mimo trudnoéci, zbliza si¢ do uruchomienia. Tylko czy
czastki takie da sie w budowanych przy LHC detektorach
wykryé?

Urzadzenia te nie byty projektowane w tym celu. Poniewaz
poszukiwanie nieznanych efektéw wiaze sie z bardzo
maltymi prawdopodobienstwami, wigc LHC bedzie dziataé
z czestoscia 40 MHz po to, aby cho¢ troche takich niezwykle
rzadkich zdarzen zarejestrowaé. Informacja o kazdym
zdarzeniu bedzie rejestrowana przez miliardy kanaléw
elektroniki. Kazdy dodatkowy kanal kosztuje. Chodzi nie
tylko o pieniadze, lecz takze o miejsce i czas potrzebny

do przetworzenia rejestrowanej informacji. Detektory byty
optymalizowane pod katem wyeliminowania zbednych
informacji. Za zbedna zostala uznana mozliwo$é pomiaru
masy stabilnych, z punktu widzenia detektora, czastek.

W takim razie odréznienie masywnych, natadowanych
czastek od pozostatych, praktycznie bezmasowych, powinno
by¢ niemozliwe.

Okazuje sig, ze nie tylko nie jest tak zle, ale wrecz jest
bardzo dobrze. Ta sama oszczednosé, ktéra miata,

z koniecznosci, ograniczy¢ wrazliwo$¢ detektorow,
spowodowala jej zwigkszenie. Detektory sa otoczone
warstwami tzw. komoér mionowych, czyli aktywnych
plaszczyzn, do ktérych dochodzg praktycznie tylko miony,
gdyz zyja dostatecznie dtugo, stabo oddzialuja z materia
(sa bardzo przenikliwe) i sa wystarczajaco masywne,

zeby nie traci¢ duzo energii na skutek oddzialywan
elektromagnetycznych (tak, jak to dzieje sie z elektronami).
Hipotetyczne katalizatory pierwotnej nukleosyntezy
zachowywalyby sie tak samo jak miony. Gléwna réznica
bytoby ich opdznienie zwiazane z duza masa, a wiec
zauwazalnie mniejszg predkoscia od predkosci swiatta.
Szczesliwie, jako komory mionowe zastosowano, miedzy
innymi, tuby dryfowe, czyli detektory, ktore precyzyjnie
wyznaczaja jedng wspotrzedna, mierzac czas dryfu sygnaltu
z jonizacji do umieszczonego wzdtuz osi tuby drutu. W ten
sposéb jedna tuba potrafi obstuzy¢ kilka centymetréw
mierzonej wspélrzednej. Przy okazji spéznialskie czastki
wygladaja inaczej niz relatywistyczne miony. Przechodzac
przez wiele warstw, trafiajg raz z lewej, raz z prawej strony
drutu, wigc sygnaly przez nie spowodowane, zamiast utozyé
sie na prostej, sa systematycznie odsunigte od drutu. Pomiar
wielkosci tego odsunigcia pozwala na oszacowanie masy
takiej czastki.

Dzigki temu juz niedlugo przekonamy sie, czy kataliza
pierwotnej nukleosyntezy miata miejsce.

Piotr ZALEWSKI

[1] Zobacz np.: M. Pospelov, Particle Physics Catalysis of Thermal
Big Bang Nucleosynthesis, Phys. Rev. Lett. 98 (2007) 231301



Grac albo nie grac?
Andrzej WALAT

Kazdy, kto zna stawna sztuke Szekspira o Hamlecie, ksieciu Danii, wie,

ze byla to postac tragiczna, ktorag los zmuszal do trudnych wyboréow bez
dostatecznych przestanek, wlasciwie na podstawie wyniku rzutéw kosémi.

Na stronie uniwersytetu stanu Utah nlvm.usu.edu mozna znalezé aplet pod
tytutem Hamlet Happens. Ten tytul trudno wiernie i krétko przetozyé na polski,
ale jego sens jest chyba taki: Kazdemu moze si¢ przydarzyé¢, ze znajdzie si¢

w sytuacji Hamleta. Tobie takze.

Rysunek 1 przedstawia ekran apletu. Wida¢ na nim stynna kwestie Hamleta:
to be or not to be (by¢ albo nie by¢) napisana bez odstepéw jako jedno
trzynastoliterowe stowo.

Hamlet Happens

oJrnfofT]

Type aword using up to 5

letters from the box:

10

3

‘IEE@I

Mumber of draws:
7

Start l Pause 1 Clear

Rys. 1

W polu tekstowym pod napisem , Type a word using

up to 5 letters from the box” nalezy wpisa¢ dowolne
stowo utworzone z co najwyzej 5 liter wybranych

z hasla (kwestii Hamleta). Po kliknieciu przycisku

Start komputer zaczyna losowanie. Bedzie losowat litery
i wpisywatl je w polu tekstowym pod hastem tak diugo,
az utworzy wybrane przez nas stowo. Na rysunku widac,
ze wybraliSmy stowo to i komputer losowat litery 7 razy,
az otrzymal to stowo. Apletu Hamlet Happens mozna
uzywac jako maszynki losujacej w wielu réznych grach
losowych. Zacznijmy od bardzo prostej gry. Nazwiemy ja
gra Hamleta.

Wybierasz dowolne dwuliterowe stowo utworzone z liter
wystepujacych w kwestii Hamleta i naciskasz Start.
Kiedy komputer utworzy wreszcie wybrane przez Ciebie
stowo, otrzymasz nagrode 12 zl, ale przedtem za kazde
wylosowanie litery musisz zaptacié¢ 1 zt.

W przypadku gry, ktérej wynik przedstawia rysunek 1,
musialbys zaplacié¢ za losowanie kolejnych liter 7 zt

i otrzymalbys nagrode 12 zt. Wygralby$ na czysto 5 zt.
Ale innym razem bilans mégtby byé ujemny. Twoje
hamletyczne pytanie brzmi: Gra¢ czy nie grac¢? Zaraz
za nim nasuwa si¢ nastepne pytanie: Jakie dwuliterowe
stowo wybraé, zeby mie¢ najwieksze szanse sukcesu
finansowego? Na poczatek zalézmy, ze bedziesz zawsze
wybieral stowo to. Czy gra si¢ optaci? Sprébujemy
rozstrzygnaé te kwestie najpierw empirycznie, a potem
teoretycznie.
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Rozwigzanie empiryczne

Maszynka losujaca Hamlet Happens, zanim osiagnie
cel, przechodzi przez rézne stany. W przypadku
przedstawionym na rysunku 1 kolejne stany gry to
podstowa stowa bbtteto, czyli: stowo puste, stowo
jednoliterowe b, stowo bb, itd. az do stanu koncowego
bbtteto. Jest ich tacznie osiem, a ogdlnie, w dowolnym
przypadku gry z wybranym stowem konczacym to,
nieskonczenie wiele. Podzielimy je na trzy grupy
stanéw istotnie roznych: stowa konczace si¢ na to,
stowa konczace si¢ na litere t oraz wszystkie inne, te
oznaczymy litera x. Kazda gra zaczyna sie od stanu
poczatkowego x i konczy stanem koncowym to. Mozna
ja opisaé za pomoca nastepujacej planszy (grafu).

Rys. 2

Gra Hamleta jest réwnowazna losowej wedrowce pionka
po planszy od pola poczatkowego x do koncowego to.
Liczby przy strzatkach oznaczaja prawdopodobienstwa
tego, ze pionek w kolejnym ruchu péjdzie na pole
wskazywane przez strzalke.



Literom x oraz t, oznaczajacym pola planszy, mozemy
nadaé nowy sens:

x — to liczba ruchoéw, po ktérych pionek ustawiony
na polu x dojdzie do pola koncowego to,

t — to liczba ruchéw, po ktérych pionek ustawiony
na polu t dojdzie do pola konicowego to.

Symbole x oraz t maja wiec sens podobny jak wyrazenie
wynik rzutu kostka. Wynikiem rzutu kostka moze

by¢ 1, 2, 3, 4, 5 albo 6. Warto$é¢ x to losowa liczba
catkowita nie mniejsza niz 2. Wartosé t — to losowa
liczba calkowita nie mniejsza niz 1. Doktadniej:

wartos¢ x to zawsze 1 plus wartos¢ t albo x, zaleznie od
wyniku losowania litery ze slowa tobeornottobe; jezeli
wypadnie litera t, to do jedynki trzeba dodaé¢ wartosé t,
a w przeciwnym przypadku wartos¢ x. W jezyku
programowania Logo mozna to zapisa¢ w nastepujacy
Sposob.

oto x
wynik

1 + jezeli los "tobeornottobe = "t [t] [x]
juz
Losowa wartos¢ t to zawsze 1 plus wartosé t, wartosé
x lub 0 zaleznie od wyniku losowania litery ze stowa
tobeornottobe. Jesli wylosowang litera jest t, to
dajemy wartos¢ t, jesli o, to dodajemy 0, a w kazdym
innym przypadku wartosé x. W jezyku Logo kodujemy
to w nastepujacy sposéb:

otot
wynik

1 + wybierz los "tobeornottobe [t [t] o [0] [x]]
juz
Po napisaniu powtérz 10 [wpisz 12 - x wpisz "|, |]
otrzymali$my wyniki finansowe 10 gier: 7, 1, -4, 8, 9,
2, -17, 4, -30, 5. W tej serii czesciej wygrywalidmy
niz przegrywalidmy, ale ogdlny bilans jest ujemny;
w sumie przegraliSmy 15 zt. Wynik eksperymentu moze
wskazywacé, ze jesli nagroda wynosi 12 zl, to chyba nie
oplaca sie gra¢, ale 10 prob to troche za matlo, by na ich
podstawie wnioskowaé¢ w sposdb pewny. Zdefiniujemy
dwie dodatkowe funkcje §x :n — $rednia z n wartosci x
oraz $w :n — $rednia warto$¢ wygranej w n grach.

oto $x :n

niech "s 0

powtérz :n [przyp "s :s + x]
wynik :s / :n

juz

oto §w :n

wynik 12 - §x :n
juz

Mozna teraz obliczy¢ érednia wygrana w serii 10000
gier. Na polecenie pisz §w 10000 komputer wypisal

na ekranie -2.0353. Teraz mozemy powiedzie¢ z duza
pewnoscia, ze gra sie nie oplaci. Jaka powinna by¢
nagroda, zeby gra sie oplacitla? Nie mniejsza niz $rednia
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warto$¢ x. Na polecenie pisz $w 10000 komputer
wypisal 14.257. Ale to tylko empiryczna $rednia
z 10000 wartosci x. Polecenie

powtérz 10 [wpisz §x 10000 wpisz "I, ]

powoduje wypisanie 10 réznych srednich z 10000
wartosci x. Rezultat: 14.11, 13.797, 14.1819,
14.2667, 14.309, 14.1065, 13.8894, 14.2784,
14.1372, 13.9415 wskazuje, ze doktadna teoretyczna
warto$¢ srednia x jest chyba nieznacznie wieksza niz 14.
Ale jaka ona dokladnie jest?

Rozwigzanie teoretyczne

Treéé¢ definicji x oraz t w Logo, w postaci
jednowierszowego zdania zaczynajacego si¢ od
stowa wynik, moze troche przypominaé znane
powszechnie réwnania matematyczne. Ale to nie sa
zwykle (statyczne) réwnania, tylko ich dynamiczne
odpowiedniki okreslajace sposéb wyznaczania losowych
wartosci x oraz t. Oznaczmy teoretyczne $rednie
wartosci x oraz t symbolami: X oraz t. Losowa
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wartos¢ x to zawsze 1 plus: w 13 przypadkow wartosc t,

a w pozostalych % przypadkéw — wartosé x. Losowa
wartosé t to zawsze 1 plus: w % przypadkéw wartosé t,

w % przypadkéw — 0, a w pozostalych 1(’—3 przypadkéw
— warto$¢ x. Wnioskujemy, ze $rednie powinny spelniaé
nastepujace rownosci:

X —J,+-£if-+ lgﬁ

o 13 137

) 34 6

t=1+—t+— -0+ —X.
TRttt Ut

Po rozwiazaniu tego uktadu dwoch rownan liniowych
otrzymujemy teoretyczny $redni czas oczekiwania
na stowo to (tj. érednia liczbe losowan, po ktérych

otrzymujemy to):

169
= — ~14.08.
5 ,08

b

Komentarz

Litera t wystepuje w hasle tobeornottobe z czestoscia

13—37 a litera o z czestoscia %. Nietrudno zauwazy¢, ze
169 13 13
12 3 4

Moze to nasuwac hipoteze, iz gdybysmy w naszej
grze zamiast dwuliterowego stowa to wybrali dowolne
inne stowo utworzone z liter l1ls .. .1, wystepujacych
w danym hasle odpowiednio z czestoscia: pi, ps ...
oraz pn, to teoretyczny Sredni czas oczekiwania
na wygenerowanie tego stowa w naszej grze byltby réwny
iloczynowi odwrotnosci czestosci:
1 1 1

p1 P2 P
Gdyby to byla prawda, to mieliby$my ogélna, niezwykle
prosta metode wyznaczania teoretycznego $redniego
czasu oczekiwania na wygenerowanie dowolnego
stowa utworzonego z liter danego hasta — znacznie
prostsza niz zastosowana przez nas metoda polegajaca
na rozwiazaniu ukladu réwnan liniowych. Ale czy to
prawda?



Rys. 1
Rys. 2
I n
m
k
Rys. 3

Rys. 5

Maia aelld

W dowolnie malym kacie wierzchotkowym
sg wszystkie proste przechodzace przez jego
wierzchotek

Jedli na plaszezyZnie wykonamy symetrie wzgledem dwoch
przecinajacych sie prostych, okaze sie, ze wykonaliSmy obrot
wokot punktu ich przeciecia o podwojony kat miedzy tymi
prostymi. Dowdd tego faktu jest prosty. Dowolny punkt P —

P jeden z tak nazwanych punktéw na rysunku 1 — po symetrii
wzgledem prostej k znajdzie sie w punkcie P/, ktéry z kolei
po symetrii wzgledem prostej [ znajdzie sie w punkcie P”.
Oznaczamy przez Pj srodek odcinka PP’, a przez P, $rodek
odcinka P’ P"”. Wéwczas mozemy zauwazy¢, ze dla kazdego
z punktéw P mamy

S POP" = «POP, + <P,OP"+ <P OP, +<x<POP" =
= 24 P,0P + 24P’ OP = 2<DP,0P = 2<Kkl.

Smiato napisalismy, ze chodzi o 2< H, ale (rys. 2) dwa razy ktoéry,
a czy 7 Czytelnik Przytomny z pewnoscia sprawdzi, ze to wszystko
jedno — przypominamy, ze chodzi o katy zorientowane.

To spostrzezenie pozwala z latwoscia udowodnié¢ to, co Niemcy nazywaja
twierdzeniem Schmidta: zloZenie trzech symetrii wzgledem prostych
przechodzgcych przez jeden punkt to symetria wzgledem jednej prostej tez
przez ten punkt przechodzgcej. Faktycznie, dla symetrii kolejno wzgledem
prostych k, [, m zastepujaca je symetria to symetria wzgledem takiej
prostej n, ze (rys. 3)

(%) akl = —<mn,

prawda? Czytelnikowi Watpiacemu zwrécimy uwage, ze wykonanie
kolejno wszystkich czterech symetrii to obrot o kat

<kl 4 <mm =0,
mamy wiec (S, to symetria wzgledem prostej a, natomiast Id to
identyczno$é)
Id = S,5,,5,5,, zatem S,,5,.5=5,5,5m55 = S,1d=5,.
W szczegdlnosci, gdy zastapimy symetrie kolejno wzgledem prostych
k, 1, k jedna symetria, to jej o$ bedzie (rys. 4) obrazem symetrycznym
prostej | wzgledem prostej k — prosze sprawdzi¢ ze wzorem ().

I tak dojechaliémy do tytulowego stwierdzenia. Jesli bedziemy sktadali
symetrie wzgledem prostych nalezacych do danego kata wierzchotkowego,
to uzyskamy symetrie wzgledem wszystkich prostych kata trzy razy
wiekszego — wystarczy stosowaé ostatnio poczynione spostrzezenie.

A powtarzajac te operacje wiele razy, przez to potrajanie uzyskamy
symetrie wzgledem wszystkich prostych przechodzacych przez wierzcholek
tego kata.

No dobrze, to sa symetrie, ale gdzie te proste? Szanowni Czytelnicy,
czyz mozna watpi¢ w istnienie prostej, gdy umiemy wykonaé¢ symetrie
wzgledem niej?
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3+ 1

Proponuje naszym drogim Czytelnikom nastepujaca gre. Gra si¢ w nia
we dwdjke. Pierwszy gracz wybiera liczbe naturalna, drugi gracz
przetwarza ja zgodnie z regutami, o ktérych za chwile. Jesli uda mu

sie dojsc¢ do liczby 1, zdobywa punkt. Jesli nie — punkt przyshuguje
pierwszemu graczowi, ktéry wtedy wymysla nastepna liczbe i gra sie
powtarza. Jesli drugiemu graczowi udaje sie¢ uzyskaé 1, przejmuje
inicjatywe i teraz on wymysla liczbe dla przeciwnika. Gra toczy sie

do momentu, w ktérym ktos osiagnie z gory ustalona liczbe punktow —
albo do znudzenia. Jakie sg reguly przetwarzania liczb? Bardzo proste.
Jesli liczba jest parzysta, nalezy ja podzieli¢ przez 2. Jesli nieparzysta,
nalezy ja pomnozy¢ przez 3 i doda¢ 1. Na przyktad, jesli pierwszy gracz
poda liczbe 3, drugi gracz postepuje z nia tak: 3, 3-3+1=10, 10:2 =5,
3:-54+1=16,16:2=8,8:2=4,4:2=2,2:2=1. Jest jedynka, punkt
zdobyty.

Inaczej moéwiac, definiujemy funkcje f ze zbioru liczb naturalnych N w N
w sposdb nastepujacy:

z gdy = parzysta
f(@) = { 2 ,
3r+1 gdy x nieparzysta

a gracz, zaczynajac od liczby n, tworzy ciag

n, f(n), f(f(n), F(f(F(n))), -

Brakuje tu jeszcze pewnego ustalenia, istotnego dla przebiegu gry: jak
dtugo ma sie gracz meczy¢, zeby dojéé do 1 lub uznaé, ze nie ma na to
szans? Jesli nie ograniczymy liczby przeksztalcen, moze sie¢ trafi¢ uparty
gracz, ktory mimo wykonania juz mnoéstwa operacji na swojej liczbie,
wciaz liczy na uzyskanie jedynki i nie chce sie poddaé.

I chyba ma racje. Mozna przypuszczaé, ze wychodzac od dowolnej liczby
naturalnej, dojdzie sie do liczby 1. Zobaczmy jeszcze kilka przykladow:

21,64, 32, 16,8,4,2, 1.

15, 46, 23, 70, 35, 106, 53, 160, 80, 40, 20, 10, 5, 16, 8, 4,2, 1.

86,43, 130, 65, 196, 98, 49, 148, 74, 37, 112, 56, 28, 14, 7, 22, 11, 34, 17, 52, 26, 13, 40, 20, 10, 5, 16, 8, 4, 2, 1.

Sa i takie nieduze liczby, dla ktorych obliczenie nie
miesci sie w jednej linijce. Na przyktad, zaczynajac
od 27, trzeba wykona¢ 111 krokéw, zeby uzyskaé 1,
mijajac po drodze calkiem niemata liczbe 9232.

Te przyktady nie stanowia, rzecz jasna, dowodu
na to, ze tak jest zawsze. Ale...dowodu nie ma
(dlatego napisalem wyzej ,mozna przypuszczaé”).
Nikt, jak dotad, nie zdotal udowodnié hipotezy,
ze opisane wyzej dzialania na kolejnych liczbach
musza w kazdym przypadku doprowadzi¢

do liczby 1, nikt tez tej hipotezy nie obalil. Nie
majac dowodu, probowano sprawdzaé za pomoca
komputera. Ostatni (znany autorowi w momencie
pisania tego tekstu) wynik pochodzi z lutego 2007
roku: sprawdzono, ze hipoteza jest prawdziwa dla
wszystkich liczb mniejszych od 13- 2% co jest
réwne w przyblizeniu 3,746 - 10'8.

Problem jest znany jako problem Collatza, od
nazwiska niemieckiego matematyka Lothara

Collatza, ktéry sformutowat go w 1937 roku, choé
ma tez inne nazwy. Jedna z nich jest ,,problem
3z 4+ 17, od reguty postepowania, gdy otrzymany
wynik jest liczba nieparzysta.

Zachecam Czytelnikow do podjecia proby
rozstrzygniecia problemu Collatza, jesli nie teraz,
to w dalszej perspektywie, a tymczasem sprobujmy
gra¢ dalej. Czy sytuacja ulegnie zmianie, gdy
funkcja przeksztalcania liczb bedzie miata postaé
taka

z gdy = parzysta
fl@) =42 ;
3r+4+3 gdy x nieparzysta
albo taka:
T
= dy x parzysta
fa) =132 gdy @ parzy 2
3r+7 gdy x nieparzysta

Moze Czytelnikowi tez uda sie sformutowaé wlasna
hipoteze?

Malq Delte przygotowali Marek KORDOS i Wiktor BARTOL
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Liftowane pitki, czyli rzecz o efekcie Magnusa

}d

\

Rys. 1. Budowa walca do badania efektu
Magnusa: a) widok ogélny, 1 — rurka
z kartonu, 2 — kola; b) przekrdj osiowy,

3 — cienki patyczek.

Rys. 2. Sposéb puszczania walca podczas

badania efektu Magnusa.

Upl Vo
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v

Rys. 3. Uklad predkoéci i ci$nien
wyjasniajacy jeden z przypadkéw efektu

Magnusa.

Stanistaw BEDNAREK

Ogladajac mecze pilkarskie lub tenisowe, mozemy czasem zauwazy¢ ruch pitki
po linii krzywej, daleko odbiegajacej swym ksztaltem od paraboli czy odcinka
zblizonego do prostej. Takie pitki, nazywane liftowanymi, lub podkrecanymi sa
ze wzgledu na nieprzewidywalno$é swego toru ruchu bardzo trudne do przyjecia
przez przeciwnika. Sprobujmy postawi¢ pytanie, co jest przyczyna ruchu pitki po
tak niezwyklym torze. Jak wiadomo, na pitke w locie dziala sila przyciagania
grawitacyjnego Ziemi i sita oporu powietrza. Na rozktad przestrzenny pola
grawitacyjnego Ziemi wplywu nie mamy. Pozostaje wiec, jako sprawca
niezwyktego ruchu pitki, opér powietrza.

Zeby przekonad sie, jak opdr powietrza wplywa na ruch pitki, przeprowadzmy
nastepujace doswiadczenie. Kartke kartonu formatu A4 z bloku technicznego
zwijamy wzdtuz dtuzszego boku w rurke i sklejamy brzeg na zaktadke

o szerokosci okolo 1 cm (rys. 1). Konce rurki nacinamy na glebokos$é 1,5 cm co

1 cm i odginamy utworzone w ten sposob prostokaty na zewnatrz. Z kartonu
wycinamy dwa kola o $rednicy 12 cm i przyklejamy je do odgietych prostokatow.
W srodkach kot wykonujemy ostrym koncem nozyczek dwa otworki o srednicy
1-2 mm i przekladamy przez nie cienki patyczek do szaszlykéw o dtugosci okoto
30 cm, tak zeby z kazdej strony walca wystawal okoto 4,5 cm.

Teraz mozemy przystapi¢ do eksperymentéow. Wchodzimy na taboret lub krzesto
i trzymamy nasz walec za wystajace konce patyczka w wyciagnietych do gory
rekach, tak zeby patyczek byl poziomo (rys. 2). Puszczamy walec i obserwujemy
jego ruch. Pomieszczenie, w ktérym przeprowadzamy do$wiadczenie, powinno
by¢ wolne od wszelkich podmuchéw powietrza. Okazuje sie, ze walec spada
pionowo. Ponownie wchodzimy na taboret lub krzesto, trzymamy walec jak
poprzednio palcami za wystajace konce patyczka i pokrecamy nimi w palcach,
tak zeby wprawi¢ walec w mozliwie szybki ruch obrotowy, np. w prawo,

i puszczamy walec swobodnie, obserwujac jego ruch. Okazuje sig, ze walec
wprawiony w ruch obrotowy w prawo podczas spadku odchyla si¢ w lewo.
Powtarzamy ostatnie do$wiadczenie, wprawiajac walec w ruch obrotowy

w kierunku przeciwnym do poprzedniego i obserwujemy jego spadanie. Tym
razem walec odchyla si¢ w prawo.

Powstaje problem, jak wyjasni¢ zachowanie si¢ walca, gdy zostal on wprawiony
w ruch obrotowy. Poruszajacy si¢ w powietrzu walec dzieki silom lepkosci
wprawia w ruch otaczajace go powietrze. Najprostsze, ilodciowo poprawne
rozwiazanie, nieoddajace jednak w pelni zlozonosci zjawiska, mozna uzyskaé
odwolujac sie do réwnania Bernoulliego. Rownanie to opisuje zachowanie
sie strugi plynu (cieczy lub gazu) bedacego w ruchu. Prawo to wyraza sie
nastepujacym wzorem

2
(1) p+ pgh + % = const,

w ktérym p oznacza ci$nienie ptynu, p — gesto$é plynu, g — przyspieszenie
ziemskie, h — wysoko$¢ stupa plynu, v — predkosé ptynu. Drugi sktadnik

pgh we wzorze (1) oznacza ci$nienie spowodowane cigzarem plynu, a trzeci
(pv?)/2 cisnienie dynamiczne. W warunkach naszego dogwiadczenia cignienie
spowodowane ciezarem plynu mozna pominaé ze wzgledu na mala warto$é
gestosci powietrza p oraz mala wysoko$é h.

Gdy walec spada, nie obracajac sie, wtedy predkosci powietrza po obu jego
stronach sa rowne i na walec nie dziala zadna sita pozioma. Kiedy walec spada,
obracajac sie, np. w lewo (rys. 3), wéwczas predkosci ruchu obrotowego v,

i ruchu postepowego v, sumujg sie po prawej stronie walca, a odejmuja po
lewej. Powoduje to, ze predkos¢ strumienia powietrza otaczajacego walec

z prawej strony bedzie wicksza niz z lewej. Zeby réwnanie (1) byto spelnione,

z lewej strony musi pojawié¢ sie dodatkowe cisnienie Ap dzialajace w prawo.
Spowodowana tym ci$nieniem sita odchyla tor ruchu walca w prawo. Jako
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Rys. 4. Uklad do badania efektu Magnusa
w wodzie;
a) widok z boku:

1 — tekturowe pudetko,

2 — rynienka,

3 — kulka,
4 — akwarium lub duzy stoik,
5 — woda,

b) widok z przodu.

¢wiczenie warto przeanalizowaé rozklad predkosci i kierunek dodatkowego
cisnienia Ap podczas obrotu walca w lewo. Zaobserwowany przez nas efekt
odchylenia kierunku ruchu obracajacego i przesuwajacego sie¢ w plynie ciala
stalego nazwany jest od nazwiska jego odkrywcy efektem Magnusa.

Dzialanie sity Magnusa powodujacej zakrzywienie toru w efekcie Magnusa
mozemy rowniez tatwo zaobserwowaé w przypadku kulek poruszajacych sie
w wodzie lub oleju. Poniewaz gestos¢ wody lub oleju jest szacunkowo okoto
tysiaca razy wieksza od gestosci powietrza, tylez razy bedzie wieksza sila
Magnusa. Wzér opisujacy te sile jest nastepujacy.

(2) P, = mppvudl.

We wzorze (2) P, oznacza wartos$¢ sity Magnusa, [ — dlugosé walca, d — jego
srednice, v, u — odpowiednio predkos¢ unoszenia i predkosé optywu walca

w odleglosci, na ktorej ruch jest niezaburzony, czyli w dostatecznie duzej
odlegtosci od walca, p, — gestosé ptynu. Jako ciekawostke warto dodac, ze
niemiecki fizyk i chemik w jednej osobie, Kutta, oraz badacz rosyjski, Zukowski,
podali prawie jednoczesnie ten wzdér na obliczenie sity Magnusa.

Przystapimy teraz do zbadania efektu Magnusa w cieczach. Potrzebne bedzie
akwarium, ktére z powodzeniem mozna zastapié¢ pieciolitrowym stoikiem od
przetwordéw spozywczych. Ponadto tekturowe pudetko dwukrotnie wyzsze od
stoika, dwie linijki o dlugosci 50 cm oraz tasma klejaca i nozyczki. Nieco uwagi
nalezy poswiecié¢ kuleczce, ktéra staczaé si¢ bedzie do ptynu. Powinna mie¢ ona
srednice okolo 1-2 cm i byé wykonana z materialu o gestosci nieco wiekszej od
gestosci wody. Z powodzeniem mozna tu zastosowac kulisty koralik z tworzywa
sztucznego.

Tym razem przeprowadzamy doswiadczenie w ten sposéb, ze umieszczamy kulke
w poblizu szczytu rynienki i puszczamy ja swobodnie, pozwalajac sie jej stoczy¢
do wody. Obserwujemy uwaznie ruch kuleczki w wodzie. Whrew oczekiwaniom
tor kuleczki w wodzie zakrzywia sie i kuleczka zamiast po paraboli porusza

sie po torze o ksztalcie zblizonym do odwréconej litery C. Z jeszcze bardziej
kuriozalnym przypadkiem spotkali si¢ zolnierze niemieccy, kiedy stwierdzili,

ze podczas strzelania z mozdzierza gtadkimi pociskami jeden z nich poruszal

sie po petli, a nastepnie spadl za strzelajacymi. Na szczeScie, méwiac jezykiem
wojskowym, obyto si¢ bez strat sity zywej i sprzetu.

* Akademia Pedagogiczna, Krakéw

Ro6wnanie Pitagorasa w kongruencjach

Anna SILKA*, Tomasz SZEMBERG *
W 1994 roku Andrew Wiles udowodnit sformutowane w XVII wieku Wielkie

Twierdzenie Fermata, ktore gtosi, ze réwnanie

(1) oy =2

dla n > 3 nie ma nietrywialnych (tj. takich, ze wszystkie liczby x,y, z sa rézne
od zera) rozwiazan w zbiorze liczb catkowitych.

7 drugiej strony wiadomo, ze dla n = 2 rownanie

(2) 2ty = 2

ktérego nie sposéb nie skojarzy¢ z imieniem Pitagorasa, ma nieskonczenie wiele
rozwigzan catkowitych.

W tym artykule chcemy si¢ zastanowié, ile rozwiazan ma réwnanie Pitagorasa
w ciele Z,, dla ustalonej nieparzystej liczby pierwszej p. Méwiac nieco
gornolotnie, bedziemy sie zajmowaé geometria algebraiczna nad pewnymi
cialami skoficzonymi. Liczenie rozwiazan pewnych réwnan typu (1) modulo p
stanowilo istotny element dowodu Wilesa.

Przypomnijmy, ze cialo Z, to zbiér reszt z dzielenia przez p, tzn.
Z,={0,1,2,3,...,(p—2),(p — 1)}, w ktérym dzialania okreslone sa niemal
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jak zwykte dodawanie i mnozenie liczb catkowitych, przy czym wynikiem jest
reszta z dzielenia przez p zwyklego wyniku.

Przyktadowo:
2:2=4=3+1=1 wZs,
a w Zs mnozenie odbywa si¢ wedlug regul:
2:2=4,2-3=1,2-4=3,3-3=4,3-4=2i4-4=1
(mnozenie przez 0 i 1 jest oczywiste, podobnie jak fakt, ze jest to dzialanie
przemienne).

Ze wzgledu na to, iz zajmujemy sie tu kwadratami liczb, naturalnie i wygodnie
jest korzystaé z nieco innego (oczywiscie réwnowaznego) zbioru reszt. Dla p
nieparzystego mamy

1 p-3 -3 p—1
z,=4-L—= P2 101, P22 P2l
2 2 2 2

Zauwazmy, ze poniewaz Z, sktada si¢ z p elementéw, to mamy do rozwazenia co
najwyzej p> trojek liczb (z,y, 2). W szczegdlnodci liczba rozwiazan réwnania (2)
jest zawsze skonczona. Naturalne jest pytanie, ile tych rozwiazan dokladnie jest.
Odpowiedz stanowi tre$¢ nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie. Réwnanie Pitagorasa ma dokladnie p* rozwigzan w ciele Z,.

Zanim udowodnimy ten ogdlny wynik, spdjrzmy na kilka rozwiazan

w konkretnych przypadkach. Taka analiza zbioru rozwiazan dla maltych
wartosci p pozwolita nam sformutowaé hipoteze dotyczaca ogdlnego wzoru oraz
wyznaczyla kolejne redukcje w dowodzie.

Dla p = 3 i p = 5 liczby, ktére spelniaja réwnanie (2), to np:
Zs: (0,0, O), (0, 1, 1), (O7 2, 1), (1, 0, 1), (2,0, 1),

Zs: (0,0,0), (0,1, 1), (1,0, 1), (0,4, 1), (4,0, 1), (2,1, 0), (3, 1, 0).
Zauwazmy, ze, jesli mamy rozwiazanie (z,y, z) réwnania (2), to (kx, ky, kz)
dla kazdego k € Z), tez jest rozwiazaniem. Zbiér punktéw postaci k - (z,y, 2)
to nic innego jak prosta przechodzaca przez poczatek ukladu wspolrzednych
w przestrzeni (Z,)®. Wszystkie te proste maja jeden wspélny punkt (0,0,0).
Oznaczmy przez ~ relacje proporcjonalnosci (czyli nalezenia do jednej prostej).
W naszych konkretnych przypadkach mamy dla Zs:

(0,1,1) ~(0,2,2), (0,2, 1)~ (0,1,2), (1,0,1) ~(2,0,2), (2,0, 1) ~(1,0,2)
i dla Zs

(0,1,1) ~ (0, 2,2) ~ (0, 3, 3) ~ (0, 4, 4),
(0,4, 1) ~ (0,1, 4) ~ (0, 2, 3) ~ (0, 3, 2),
(1,0,1) ~ (2,0,2) ~ (3,0, 3) ~ (4, 0, 4),
(4,0,1) ~ (1,0, 4) ~ (2,0, 3) ~ (3,0, 2),
(2,1,0) ~ (3,4,0) ~ (1,3,0) ~ (4, 2, 0),
(3,1,0) ~ (2,4,0) ~ (4, 3,0) ~ (1, 2, 0).

Zauwazmy, ze na kazdej z takich prostych lezy doktadnie tyle samo, tj. p — 1
punktéw réznych od (0,0, 0).

Dla znalezienia wszystkich (r6znych od (0, 0, 0)) rozwiazan réwnania (2)
wystarczy zatem odnalez¢é po jednym rozwiazaniu w kazdej klasie rozwiazan
proporcjonalnych. W szczegdlnosci w klasie (czyli na prostej) rozwiqzania

(z, vy, z), gdy tylko z # 0, poszuklwac bedziemy rozwiazania (£ 1). Dzielac
réwnanie (2) stronami przez 22, otrzymamy réwnanie

7 2 2
) (-
z z
W istocie, jest to rownanie o dwoch zmiennych. Oznaczajac je takze z iy,

otrzymujemy zatem rownanie
(3) 22497 =1.

z) z’
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Wartoéci funkcji o2

WZg
+a 0 1
a? 0 1
w Zs
+a 0 2
a? 0 —1
w Zr
ta O[] 1] 273
a2 lof1]a]2
w Z11
ta JO[1]2]3]4
2 lol1]a]9]s
w Z13
ta JO[1]2]3]T4a] 5 6
a2 lol1]afo|3]-1]10

Uwaga. Liczba rozwigzarn réwnania (2) to zatem liczba rozwigzarn réwnania (3)
pommnozona przez liczbe punktéw na prostej bez zera, czyli (p — 1), plus
rozwigzanie trywialne (0, 0, 0) @ rozwigzania, dla ktérych z = 0.

Réwnanie (3) to, oczywiscie, réwnanie okregu jednostkowego, tylko tym

razem na plaszczyznie (Z,)?. Co prawda trzeba pamietaé, ze rozwazamy ciala
skonczone i ten okrag sktada si¢ tylko ze skonczonej liczby punktéw, ale dla
dalszych rozwazan celowe jest chwilowe pozostanie przy tradycyjnej wizualizacji
okregu jednostkowego w R?2.

Wykorzystamy klasyczny pomyst na szukanie tréjek pitagorejskich oparty

na obserwacji, ze przeciecie okregu (jednostkowego) z prosta o wspélezynnikach
wymiernych albo daje dwa punkty o wspélrzednych wymiernych, albo nie daje
zadnego. Inaczej mowiac, jesli prosta o wspélczynnikach wymiernych przecina
okrag w punkcie o wspélrzednych wymiernych, to drugi punkt przeciecia tez
musi mie¢ takie wspoélrzedne. W naszej sytuacji stowo ,wymierny” zastepujemy
przez ,okreslony nad Z,”.

Oczywistym rozwiazaniem réwnania (3) jest para liczb (—1,0). Kazda prosta
przechodzaca przez ten punkt ma réwnanie postaci y = ax + a. Szukamy
rozwiazan ukladu réwnan:

2?2 +y? = 1
Wstawiajac pierwsze réwnanie do drugiego i porzadkujac wspolczynniki,
dostajemy

{ Y = ar+a

(1+a?) -2 +2d* 24+ (a*—1)=0

Zauwazmy, ze od wartosci wspolezynnika (1 4 a?) zalezy, czy mamy do czynienia
z rOwnaniem pierwszego, czy drugiego stopnia.

Jesli 1 +a? =0, to a® = —1 i jedynym rozwigzaniem jest x = —a;a}l =-1
czyli nie dostajemy nic nowego. Jesli réwnanie jest jednak kwadratowe, to
na podstawie twierdzenia Bezouta lewa strona dzieli si¢ przez dwumian (z + 1).

Konkretnie mamy:
(1 +a®)z? +2d*z + (a*> = 1)) : (z +1) = (1 + a®)z + (a* - 1).

Zatem rozwiazaniami naszego ukladu sa 2 = —1 (co nie jest zadna nowoscia)

)

_ 1—a? :
oraz & = {7z, gdzie a € Zy,.

FLatwo mozna sprawdzi¢, ze %;—gz nigdy nie jest réwne —1 dla p > 3, czyli
znalezliSmy nowy punkt na okregu:

1—a®> 2a

14+a?"1+a%)’
ktéry wyznacza punkt na prostej (1 — a?,2a,1 + a?). Dla réznych wartosci
parametru a € Z, otrzymujemy przy tym rézne proste.
Aby znalezé liczbe rozwiazan réwnania (3), musimy zastanowié sie, czy i kiedy
a? = —1. Gdy przyjrzymy sie wartogciom funkcji 2% dla kilku wartoéci p (patrz
margines), nasuwa si¢ nastepujacy lemat.

Lemat. Niech p bedzie nieparzystq liczbg pierwszq. Wowczas

(1) jesli p = 1modd4, to istniejg dokladnie dwa takie elementy q € Zy,
Ze ¢> = —1modp;

(2) jesli p=3mod4, to dla kaidego q € 7, mamy ¢*> # —1 modp.

Dowdéd lematu wynika od razu z nastepujacego Kryterium.

Kryterium Eulera. Liczba x € Z,, jest kwadratem w Z, wtedy i tylko wtedy, gdy
z(P~1/2 = 1 mod p.

Istotnie, gdy p = 1 mod 4, to E51 jest liczba parzysta, wiec (-1)P=1/2 =1 co

oznacza, ze —1 jest kwadratem. Natomiast gdy p = 3 mod 4, to p—;l jest liczba
nieparzysta. Zatem (71)(”_1)/2 = —1, a to na podstawie Kryterium konczy

dowdd Lematu.
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Dla Czytelnikéw zaawansowanych udowodnimy teraz to Kryterium.

Niech Zj oznacza zbiér elementéw niezerowych ciata Zp. Z Malego Twierdzenia Fermata
mamy, ze zP~! = 1 mod p dla dowolnego z € Z »- Rozwazmy nastepujace odwzorowanie:
* 2 *
Zy>x — x” €Ly
Poniewaz 22 = (—z)? i z # —x, wigc doktadnie potowa, czyli % elementéw w Z7 jest
kwadratami. WeZzmy teraz odwzorowanie:
* (p—1)/2 *
Zy,>z —x € Z,

®

Ponownie na podstawie Matego Twierdzenia Fermata zP~! = 1 mod p dla kazdej liczby = € L.

Pierwiastki kwadratowe z 1 to 1 i —1, zatem
zP=D/2 = lmodp lub P12 = mod p.
Kazde z rownan
zP=D/2 =1 oraz P V/2 =1

ma Cco najwyzej % rozwigzan. Ale lacznie majg p — 1 rozwigzan. Zatem kazde z nich musi

mie¢ dokladnie % rozwigzan.

Jesli z(P=1/2 = _1, to « nie jest kwadratem w Zp. Gdyby istnialo takie r, ze 72 =
mieliby$my

z,

L=rP=l = (P2)Pm/2 = gp=/2 =

a to daje sprzecznos¢. Biorac pod uwage wyliczong wyzej liczbe kwadratéw w Z7, dostajemy
teze Kryterium.

Mamy juz teraz w rece wszystkie narzedzia potrzebne do doktadnego policzenia
liczby rozwiazan réwnania Pitagorasa. Czyli przyszia pora na dokonczenie
artykuhu.

Dow6d Twierdzenia.

Gdy p = 3mod 4, to réwnanie (3) ma p + 1 rozwiazan: punkt (—1,0) i po jednym
punkcie dla kazdej prostej y = ax + x, czyli dla kazdego a € Z,. Kazde z nich
odpowiada p — 1 punktom w relacji ~. Zatem mamy (p + 1) - (p — 1) rozwiazan
plus rozwigzanie trywialne. Latwo zauwazy¢ na podstawie Kryterium, ze w tej
sytuacji réwnanie (2) nie ma rozwiazan, dla ktérych z = 0. Korzystajac z Uwagi,
otrzymujemy zatem lgcznie p? rozwiazan.

Z kolei gdy p = 1 mod 4, to mamy dwa pierwiastki kwadratowe z —1, oznaczmy
je g1 —q. W tej sytuacji réwnanie (3) ma o dwa rozwiazania mniej niz
poprzednio, czyli p — 1. Kazde z nich odpowiada jak poprzednio p — 1 punktom
w relacji ~. W ten sposéb dostajemy (p — 1)? rozwiazaf.
Brakujace rozwiazania dostajemy, analizujac (2) dla z = 0. Wtedy dwa
rozwiazania: (1, ¢, 0) i (1, —¢, 0) znéw reprezentuja po (p — 1) punktéw
w relacji ~.
Uwzgledniajac rozwiazanie trywialne, mamy tacznie
pP-1)°+2-(p-1)+1=p
A to konczy dowéd Twierdzenia.
Uwazny Czytelnik dostrzegl zapewne, ze pomineliémy dowdéd Twierdzenia,
gdy p = 2. Mamy nadzieje, ze taki Czytelnik jest w stanie uzupelni¢ te luke
(w najgorszym razie liczac rozwiazania ,na palcach”, Z3 to tylko 8 punktéw).
* Kk ox
Co mozna zrobi¢ dalej? Mozna, na przyklad, modyfikowaé¢ wspotczynniki
rownania i badaé, jak wplywaja takie manipulacje na liczbe rozwiazan —
na przyktad dla réwnania
z? 4+ 2% = 322
Tego typu zabawy goraco polecamy Czytelnikowi chcacemu sprawdzi¢, na ile
sam opanowal przedstawione tu idee.

Bardzo uwazny Czytelnik zauwazyl, ze nasze Twierdzenie zachodzi tylko dla
pewnych cial skonczonej charakterystyki. Rozwazanie innych cial i podejscie
do modularnosci (pojecie, ktére odegralo decydujaca role w dowodzie
Wielkiego Twierdzenie Fermata) réwnania Pitagorasa to temat, ktéremu sami
chcemy sie blizej przyjrzeé.
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Informatyczny kacik olimpijski (1)

Informatyczny kacik olimpijski otwiera zadanie z IOI (Miedzynarodowej
Olimpiady Informatycznej) 2006. Oto ono:

Mamy dane N punktéw, spoérdd ktorych 4 sa wierzchotkami kwadratu,

a pozostale lezg w jego wnetrzu. Zadne 3 punkty nie sa wspétiniowe i kazdy
jest jednego z dwdch koloréw (dwa sasiednie wierzcholki kwadratu sa czarne,
a pozostale dwa — kolorowe). Nalezy dorysowaé¢ N — 2 odcinki, kazdy z nich
o koncach w punktach tego samego koloru tak, aby kazda para punktéw

Rys. 1

o tych samych kolorach byla polaczona albo odcinkiem, albo ciagiem
odcinkow. Zadne dwa z narysowanych odcinkéw nie moga si¢ przecinac.

Przyklad rozwiazania jest na rysunku 1.

Tres¢ zadania dopuszcza mozliwosé, ze rozwiazanie nie istnieje. Zeby odkry¢,

kiedy rozwiazanie istnieje, a kiedy nie, nalezaloby spréobowaé rozwiazaé kilka
przypadkéw ,recznie”. W ten sposéb mozna wpasé na kilka sugestii, jak podejsé
do niego w spos6b bardziej usystematyzowany — a wiec na trop algorytmu.

Gdybyémy préobowali taczyé punkty ,na chybil trafit”, tj. wybierajac dowolne
pary, mogliby$my wpas¢ w slepy zaulek. Odcinki nie moga sie bowiem
przecinaé, a taczac je dowolnie, moglibysmy ,odcia¢” czesé z punktéw czarnych
lub kolorowych. Przyktad jest na rysunku 2 — czarne punkty sa polaczone,

Rys. 2

Upro$émy sobie na razie zadanie — co si¢ stanie, jesli
zamiast kwadratu bylby tréjkat, o dwoch wierzchotkach
jednego koloru (A i B), a trzecim (C') innego koloru?
Przyjmijmy, ze C' jest czarny. Wtedy, jesli wewnatrz
ABC istniejag punkty czarne, to na pewno istnieje
jaki$ punkt X, polaczony z C' odcinkiem czarnym.
Przyjrzyjmy sie temu wyréznionemu punktowi. Lezy
on wewnatrz trojkata i jest tego samego koloru co C.
W takim razie tréjkat ABX jest kolorystycznie

tego samego typu co ABC. Z pozostalymi parami
wierzchotkow jest tak samo, tyle tylko, ze kolory
zamieniajg si¢ rolami — tréjkaty CAX i BCX maja
po dwa czarne i jeden kolorowy wierzchotek. To
spostrzezenie prowadzi nas do algorytmu:

Dane: Tréjkat ABC (A polaczone odcinkiem z B)
z, opcjonalnie, czarnymi i kolorowymi punktami
wewnatrz.

1. Jesli w srodku nie ma punktéow, lub sa
tylko czarne lub kolorowe, rozwiazanie jest
natychmiastowe.

2. Wybieramy dowolny wierzcholek X koloru tego
samego co C, i taczymy go z C.

3. Rekurencyjnie wywotujemy procedure dla
tréjkatéw ABX, BCX i CAX.

Powyzsza rekurencja jest skoficzona, poniewaz za
kazdym wywolaniem liczba punktéw wewnetrznych
spada co najmniej o 1 (punkt X). Jesli zadaniem
powyzszego algorytmu nazwiemy potaczenie wszystkich
punktéw czarnych i kolorowych w dwie spojne sktadowe,
to jego poprawnodci prosto dowodzi si¢ przez indukcje.
Przy dowodzie przyda sie zalozenie, ze zadne trzy
punkty nie sa wspolliniowe — w szczegdlnosci, zadne
w,dodatkowe” punkty nie leza na odcinkach taczacych
pary punktéow A, B, C'i X.
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ale kolorowych punktéw juz nie da si¢ polaczyé, nie przecinajac zadnego odcinka
czarnego z kolorowym.

Jak to sie ma do oryginalnego problemu? Mozna
oczywiscie sprobowaé skonstruowaé analogiczny
algorytm dla czworokatéw. Ale jesli wstepny kwadrat
oznaczymy ABCD — A i B tego samego koloru,
podobnie jak C'i D — i polaczymy A z B oraz C

z D, a nastepnie juz posiadany algorytm zastosujemy
dla tréjkatéw ABC i CDA, to rozwiazany zostanie

i przypadek czworokata.

Jaka jest zlozonosé algorytmu? Oznaczmy przez L
rozmiar zadania — liczbe punktow w tréjkacie,
wylaczajac wierzcholki. Niech T'(L) bedzie kosztem
rozwiazania zadania o rozmiarze L. Wtedy mamy
T(0) = O(1), oraz

T(L) =

max
a+b+c=L—1

(T'(a) + T (b) + T(c)) + O(L).
Rozwiazaniem tej rekurencji jest T'(L) = O(L?).
Gdyby udaloby nam sie ograniczy¢ zmienne a, b i ¢
— np. przez a,b,c < %L — to rozwiazaniem byloby juz
T(L) = O(Llog L). Istnieje taki sposéb, ale wymaga
sortowania punktow wewnatrz tréjkata. Jesli mamy
wybraé¢ punkt X koloru czarnego, to sortujemy punkty
czarne katowo dookotla wierzchotka A i wybieramy taki,
ktéry nie znajduje sie w pierwszej % ani w ostatniej %
punktow i podobnie dla wierzchotkow B i C'. W ten
sposéb a, b, ¢ < %L — ale réwnanie robi si¢ bardziej
skomplikowane. Jedli L to liczba punktéw tego koloru
co punkt X, a Ly — drugiego koloru (L; 4+ Ly = L), to
mamy T(Ly, Lo) = max(T (a1, a2) + T'(b1,b2)+
+T(c1,c2)) + O(Llog L), gdzie maksimum jest
branepo a1+b1+01 :Llfl, a2+b2+02 :LQ,
ai,by,c1 < %Ll. Rozwiazanie i tu ma prosta postac:
T(Ly, Ly) = O(Llog® L).
W praktyce, réwnie dobry — albo i lepszy — wynik
otrzymaliby$my, losujac po prostu punkt X.

Filip WOLSKI



Rozwigzanie zadania M 1185.

Niech a; oznacza iloczyn liczb stojacych
w i-tym wierszu, natomiast niech b;
bedzie iloczynem liczb stojacych w j-tej
kolumnie. Przyjmijmy ponadto, ze
doktadnie n sposréd liczb ay, as, ..., a2s
jest réwnych —1. Wtedy iloczyn
wszystkich liczb z tablicy wynosi (—1)".

Przypus$émy, ze suma wszystkich 50
iloczynéw jest réwna 0. Wtedy dokladnie
25 — n liczb sposréd by, ba, ..., bos
réwna sie¢ —1. To z kolei oznacza, ze
iloczyn wszystkich liczb stojacych

w tablicy wynosi (—1)?*~". Uzyskalismy
sprzecznosé, gdyz liczby n oraz 25 — n sa
réznej parzystosci; ich suma, czyli liczba
25, jest nieparzysta.

Punkty Lagrange’a
Tomasz KWAST

Réwnania ruchu punktu materialnego pod wplywem grawitacji ze strony
drugiego punktu materialnego sa rozwiazalne, co oznacza, ze potrafimy napisaé
formuly okreslajace polozenie i predkosé kazdego z nich w dowolnej chwili.

Nie da si¢ tego zrobi¢ juz w przypadku trzech punktéw i to nie dlatego,

ze jeszcze nikt tych formul nie zdotal wyprowadzié¢. Jest znacznie gorzej:
dowiedziono, ze takich ogélnych formul nie ma i nie bedzie. Nie przeszkadza to
w $ledzeniu ruchu trzech cial pod wplywem wzajemnej grawitacji — numerycznie.
A pewne wlasnosci tego ruchu daja sie jednak opisaé¢ formutami — méwimy:
yanalitycznie”. O tym nizej.

Tak zwane ograniczone zagadnienie trzech ciat polega na badaniu ruchu

ciala o bardzo malej masie (tzw. znikomego) w polu ciezkosci dwéch cial

o masach skonczonych (cial ,ciezkich”) obiegajacych sie¢ po kotach. Mimo
niezachecajacej nazwy (ograniczone) ma ono zastosowanie w bardzo wielu
przypadkach w mechanice nieba i w astrofizyce. Jest to przeciez model ruchu
statku kosmicznego lecacego z Ziemi na Ksiezyc, ruchu planetoidy czy komety
w polu cigzkosci Stonca i Jowisza, ruchu atomu gazu przelatujacego z jednego
skladnika gwiazdy podwdjnej do drugiego. We wszystkich tych sytuacjach
istotne jest, ze cialo znikome wyczuwa obecno$¢ obu cial cigzkich, ale nie
wplywa na ich ruch, czyli one nie wyczuwaja jego obecnosci.

Skoro dwa ciala ciezkie maja sie obiega¢ po kotach, to oznacza, ze ruch

ten odbywa sie ze stala predkoscig katowa w, a ciala te dzieli niezmienna
odlegtosé R. Wtedy na mocy praw Keplera zachodzi w? = GM/R3, gdzie

M oznacza sume¢ mas tych cial, a G, jak zwykle, stala grawitacji. Nic nie

stoi na przeszkodzie, by sume mas, odleglto$¢ cial skoniczonych i predkosé
katowa uznaé za jednostki (masy, odleglosci i odwrotnosci czasu). Masa ciala
ciezszego niech bedzie rowna 1 — pu, a lzejszego p. Stala grawitacji wtedy tez
przyjmie wartos¢ rowna 1 i wszystkie réwnania w nowych zmiennych stana
sie prostsze graficznie, nie tracac nic z tresci. Uczeni stwierdzili, ze ruch ciala
znikomego wygodnie jest $ledzi¢ w uktadzie wspdlrzednych obracajacym sie
(a wiec nieinercjalnym!) jednostajnie

z predkoscia w wokél srodka masy Ly
(oczywiscie dwoch cial skonezonych, y
skoro trzecie jest znikome) — rysunek.

Bez wdawania si¢ w formalne przerébki L
rownan przewidujemy, ze w takim T
uktadzie ruch ciata znikomego w
bedzie si¢ odbywaé pod wplywem L
grawitacji (przyspieszen) ze strony

obu mas ciezkich oraz przyspieszenia
odsrodkowego. L

wt

0
1-p

Ale mniejsza o ruch. Zapytajmy chytrze, czy jest mozliwy bezruch ciala
znikomego wzgledem ukladu obracajacego sie. Warunkiem tego musi by¢
zerowanie sie sumy wektoréw trzech wspomnianych przyspieszen. Mamy

wiec problem, czy istnieja w obracajacym sie uktadzie punkty, w ktérych raz
umieszczone cialo znikome (czyli z zerowa predkoscia) mogloby przebywaé
stale? Na pytanie to mozna odpowiedzie¢ albo uczenie, albo zgadujac. Uczenie
oznaczatoby zbudowanie potencjatu tych trzech przyspieszen, obliczenie

jego trzech pochodnych czastkowych wzgledem wspélrzednych (gradientu),
przyréwnanie ich do zera i znalezienie takich z,y, z, ktore spelniatyby te trzy
algebraiczne rownania. Zgadywanie natomiast warto zaczaé od spostrzezenia,
ze jezeli takie punkty istnieja, to — po pierwsze — musza leze¢ w plaszczyznie
obiegania sie mas ciezkich. Po drugie, ze na osi x, na ktérej leza ciala ciezkie,
w kazdym punkcie przyspieszenia te dziataja wzdluz tej osi, co znacznie
zgadywanie utatwia. Zauwazamy wiec, ze np. w punkcie x lezacym niedaleko osi
obrotu miedzy masami ciezkimi dziata przyspieszenie grawitacyjne skierowane
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ku masie 1 — p w lewo, ku u w prawo oraz przyspieszenie odérodkowe skierowane
tez w prawo. Moze wigc te trzy przyspieszenia gdzies sie réwnowaza? Jezeli

tak, to polozenie tego osobliwego punktu x okresli réwnanie (pamietajmy

o uproszczonych jednostkach):

L—p 1%

(e~ Q—p—ap "
Czy ma ono rozwiazanie wzgledem 2?7 Kazdy widzi, ze po zlikwidowaniu
mianownikéw i uporzadkowaniu powstaje zwykle rownanie algebraiczne, tylko
— niestety — pigtego stopnia. A wiec rozwiazanie na pewno jest, lecz w ogdlnym
przypadku nie potrafimy go zapisa¢ wzorem algebraicznym. Zawsze jednak
mozna numerycznie znalezé owo x, czyli polozenie tzw. punktu Lagrange’a
lub libracji Ly. Latwo juz teraz zgadnaé i sprawdzié, ze na osi x musi istnie¢
drugi punkt Lagrange’a Lo w prawo od p (dwa przyspieszenia grawitacyjne
w lewo i jedno odérodkowe w prawo) i trzeci Ly w lewo od masy 1 — pu (dwa
przyspieszenia grawitacyjne w prawo i odérodkowe w lewo). We wszystkich
przypadkach polozenia punktéw libracji (méwimy ,liniowych”) okreslaja
analogiczne rownania, oczywiscie rOwniez piatego stopnia. Nawiasem mowiac,
rzadko zdarza si¢, by cokolwiek w przyrodzie bylo okreslone przez réwnanie
piatego stopnia.

Gdybyémy zglebiali ten problem uczenie, to wykryliby$my jeszcze dwa

punkty libracji. Ale z uzyciem tylko szkolnej matematyki poprzestaniemy

na sprawdzeniu, ze te pozostale dwa punkty libracji (L4 i Ls) leza

w wierzchotkach tréjkatow réwnobocznych rozpietych na odcinku R laczacym
masy ciezkie. A sprawdzenie jest juz tatwe. Oto dowdd. Rachunek trzeba
przeprowadzi¢ na skladowych, bo te trzy przyspieszenia sa teraz skierowane

w trzech kierunkach. Przyspieszenie ku masie ciezszej to (1 — p)[—1/2, —v/3/2],
ku masie lzejszej to p[1/2, —v/3/2]. Odérodkowe jest skierowane w kierunku
OLy4 i jego sktadowe wynosza po prostu [% — 1, v/3/2], bo przeciez w = 1. Dzieki
doborowi jednostek wystarcza zajmowaé si¢ geometrig tréjkata réwnobocznego!
W kazdym razie suma trzech wektorow zeruje sie, co konczy dowdd. Punkt
libracji Ly lezy symetrycznie wzgledem L4 po drugiej stronie osi . Warto

tu zwrécié uwage, ze masy ciezkie i te dwa punkty Lagrange’a (méwimy
Jtrojkatne”) tworza tréjkaty zawsze réwnoboczne, tj. bez wzgledu na wartosci
owych mas.

Na koniec kazdy spyta, co to wszystko ma do przyrody. Otéz ma! Zawsze tak
jest, ze jezeli prawa przyrody czegos nie zabraniaja, to przyroda to zrealizuje.
Dlatego w tréjkatnych punktach libracji znajdujemy chociazby: planetoidy
trojanskie w ukladzie Slonce—Jowisz (Grecy sa w Ly, a Trojanie w Ls),
pyltowe ksiezyce Ziemi w ukladzie Ziemia-Ksiezyc (przyznajmy — nie wszyscy
wierza w ich istnienie), przynajmniej po jednym malym satelicie w ukladzie
Saturn—Dione i Saturn—Tethys. Oczywiscie, te wszystkie ciala znikome nie
powstaly w punktach libracji, lecz musialy przylecie¢ z daleka. Skoro przylecialy,
to w przyszlosci odleca, ale przez pewien czas maja prawo ciasno obiegaé
punkty libracji, sprawiajac wrazenie, ze tam tkwig. A w liniowych punktach
Lagrange’a nic nie ma? Rzeczywidcie, nie ma, gdyz w nich réwnowaga trzech
przyspieszen jest zawsze chwiejna, w przeciwienstwie do punktow trojkatnych,
w ktérych réwnowaga jest trwala, jezeli tylko p < 0,038521.. ., co zachodzi

w wymienionych tu przypadkach. Niestety, zbadanie charakteru réwnowagi
jest znacznie trudniejsze niz odkrycie samej rownowagi. Inaczej méwiac,

do wykazania wlasnosci punktéw Lagrange’a, czy skad bierze sie ta ostatnia
liczba, szkolna matematyka juz nie wystarcza.

w

Rozwigzanie zadania F 701.

Pod dzialaniem sily F = I Bl w ciagu czasu 7 pret osiagnie predko$é¢ v = IBlr/m. Z zasady

zachowania energii mamy, ze mv2/2 = mgh(1l — cos amax), stad maksymalny kat wychylenia ramki
IBIlT

Zm\/g;-

Wynosi amax = 2 arcsin
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Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,

Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

® Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice

rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch

— lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
. przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali
od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére

Termin nadsylania rozwiazan:
31 XII 2007

nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
535 (WT = 2,64) i 536 (WT = 1,53)
z numeru 2/2007

punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdltowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z matematyki nr 547, 548

Tomasz Warszawski — Krakéw 45,32 Redaguje Marcin E. KUCZMA
Tomasz Wietecha  — Tarnéw 43,17

Andrzej Daniluk — Warszawa 42,70 547. Udowodnié nieréwnoéé
Dariusz Kurpiel — Posada

Zarszyn 42,51
Krzysztof Kaminiski — Pabianice 38,05
Grzegorz Karpowicz — Wroctaw 36,73
Witold Bednarek — Lédz 36,18

rzeczywistych x >y > 0.

(', (2amn

2
Y2 IVI ) dla liczb
2 3WVr —3\/§)

548. Dla dodatnich liczb catkowitych a,b niech M (a,b) oznacza liczbe par (x,y),
ktérych wyrazy x,y sa dodatnimi liczbami catkowitymi wzglednie pierwszymi,

spelniajacymi warunki = < a, y < b. Wykazaé, ze

Tomek Warszawski — po raz drugi.

=5 [2] [

T=

gdzie p jest funkcja Mébiusa, okreslong wzorami

1

p(r)=q (1"

0

gdy r=1,
gdy r jest iloczynem k réznych czynnikéw pierwszych,
gdy r dzieli si¢ przez kwadrat liczby pierwszej.

Zadanie 548 zaproponowal pan Jerzy Cisto z Wrocltawia.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 6/2007
Przypominamy tres¢ zadan:

543. Znalezé wszystkie funkcje f:R — R spelniajace warunki

dla =z € R,
dla z,y € R.

z(f(z+1) - f(2)) = f(z)
[f(z) = f(y)| < [z —yl

544. Jak wiadomo (od czaséw Eulera), réwnanie z® + y® = 2% nie ma rozwiazan w liczbach

calkowitych dodatnich
calkowitych dodatnich z,
543. Niech f bedzie jedna z szukanych funkcji; jasne, ze
f(0) = 0. Oznaczmy f(z)/z = g(x) dla z # 0. Podstawiajac
f(z) = zg(z) do zadanego réwnania, dostajemy zaleznosé
z(x+ gz +1) =xz(z+ 1)g(x). Zatem
(1) glx+1)=g(z) dla z# —1,0.
Stad przez indukcje
glz+n)=g(z) daz>0, n=1,23,...;
glz—n)=g(z) dlaz<0, n=1,23,....
Drugi z warunkéw zadania przyjmuje postaé
(2) lzg(z) —yg(y)| < |z —yl.
Ustalmy liczby a,b > 0 i podstawmy w (2) z = a + n,
y=>b+n:
[(a+n)g(a) — (b+n)g(d)| <la—>b] dlan=1,23,....

Gdyby liczby g(a), g(b) byly rézne, uzyskany po lewej
stronie ciag dazyltby do nieskonczonosci. Zatem g(a) = g(b)
dla a,b > 0. To znaczy, ze funkcja g jest stala na przedziale
(0, 0).

Analogicznie uzasadniamy, ze jest tez stala na przedziale
(—00,0). Obie te state sa réwne, jak pokazuje réwnanie (1)
(np. dla z = —1/2). Tak wiec g(z) = ¢ dla x # 0; nieréwnos¢
(2) méwi zas, ze || < 1.
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Yy, z. A czy réwnanie 232 y3/2 =2%/2 ma rozwiazania w liczbach
y, 27

Whiosek: funkcja f ma postaé f(xz) =cx dlaxz € R
(c — stata, |¢| < 1) i kazda funkcja tej postaci spelnia
wymagane warunki.

544. Odpowiedz: nie.

Dow6d: Przypusémy, ze liczby naturalne (w znaczeniu:
liczby caltkowite dodatnie) x,y, z spelniaja podane réwnanie.
Po podniesieniu stronami do kwadratu mamy

(3) 2+ 2eyVzy + 9 = 2.

Widac¢ stad, ze zy jest kwadratem liczby wymiernej;
a skoro xy jest liczba naturalna, jest tez kwadratem liczby
naturalnej: zy = t>. Niech d = NWD(z,y); tak wigc
2 Ty 2

d”- i [
Liczby naturalne z/d, y/d sa wzglednie pierwsze,
wiec z uzyskanej zaleznoséci wynika, ze kazda z nich
jest kwadratem liczby naturalnej: = = du?, y = dv>.
Podstawiamy to do réwnania (3) i otrzymujemy

d*(u® +0°)? = 25

Zatem z dzieli si¢ przez d. Przyjmujac z = ds, dostajemy
réwnosé (u® + v?)? = s*, z ktérej wynika, ze s jest
kwadratem liczby naturalnej, s = w?, i ostatecznie
u?® + 03 = w?. Ale to ostatnie réwnanie nie ma rozwiazan
w liczbach naturalnych.



Klub 44

Termin nadsylania rozwiazan:

31 XII 2007

Rys. 1

G

Rys. 2
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Rys. 4

Czoléwka ligi zadaniowej

Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
436 (WT = 2,68) i 437 (WT = 2,29)

z numeru 4/2007

Krzysztof Magiera — Losiéw

Tomasz Wietecha
Andrzej Idzik
Jerzy Witkowski
Andrzej

— Tarnéw
— Bolestawiec
— Radlin

Nowogrodzki — Chocianéw

Jacek Konieczny
Radostaw Poleski

— Poznan
— Kotlobrzeg

43,97
34,52
31,61
31,60

24,58
19,16
18,38

Zadania z fizyki nr 444, 445
Redaguje Jerzy B. BROJAN

444. Most jest zawieszony na kablu (rys. 1). Znalezé postaé funkeji opisujacej
ksztalt kabla, jesli cigzar mostu jest rowno roztozony wzdluz osi poziomej,
odstepy pomiedzy linami pionowymi sa niewielkie, a ich ciezar oraz ciezar
samego kabla mozna pominaé. Jesli ciezar mostu jest rowny P, dlugosc [,

a obnizenie srodkowego punktu kabla wzgledem najwyzszych — h, to ile wynosi
sita napiecia kabla w srodku, a ile — w najwyzszych punktach?

445. Na rysunku 2 przedstawiono dwa cykle termodynamiczne, w ktérych
przemianom podlega gaz doskonaly. Cykle maja wsp6lny odcinek AC' (choé
przebiegany z przeciwnym zwrotem). Sprawno$é ktérego cyklu jest wyzsza, czy
tez sa one jednakowe? Rozwazy¢ przypadki: a) Tg = Tp, b) T > Tp.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 6/2007

Przypominamy tres¢ zadan:

440. Ja$ mieszka w wysokim budynku i zabawia sie, oblewajac przechodniéw woda z okna. Uzywa

w tym celu konewki (schemat — zob. rys. 3), a zeby siggnaé¢ strumieniem wody blizej lub dalej,
zmienia jej kat pochylenia a. Jaki kat da mu najwigkszy zasieg strumienia? Jak daleko powinien stac
przechodzien, aby czué si¢ bezpiecznie? Diugosé konewki ! i wysokosé spadku h sg dane (oczywiscie
| < h). Opér powietrza nalezy pominaé.

441. Dwa réwnolegte dlugie przewodniki prostoliniowe o promieniu » = 1 mm sg odlegle o d = 10 cm.
Z jednej strony do ich koncéw przylozono pewne napiecie, a z drugiej potaczono je opornikiem R
(rys. 4). Opér samych przewodnikéw mozna pominaé. Jaka powinna byé warto$é R, aby sila
elektrostatycznego przyciagania tadunkéw na jednym i drugim przewodniku réwnowazyta sie z sitag
magnetycznego odpychania przewodnikéw, wynikajaca z przeptywu pradu? Wzgledna przenikalnosé
elektryczna i magnetyczna osrodka wynosi 1.

440. Jedli mozna pominaé opory ruchu wody w konewce (lepkosé¢ i wiry), to predkosé¢ v
wyplywajacej wody mozna obliczyé z zasady zachowania energii (tzn. z réwnania
Bernoulliego):

v=1/2ghy = \/2glsina,
gdzie hy = [sin « jest wysokoscig spadku wody wewnatrz konewki. Ze wzgledu
na warunek | < h sktadowa pionowa poczatkowej predkosci wody nie ma znaczenia
i istotna jest tylko jej pozioma sktadowa, réwna

Ve = 4/ 2glsin acos a .

Przyréwnujac pochodng wzgledem « do zera, nietrudno wykazaé, ze maksymalna
warto$é v, wystepuje dla kata o spetniajacego warunek: sin® o = 1/3, czyli a = 35,3°.
Czas spadku z wysokosci h jest réwny ¢ = /2h/g, a wiec zasieg figlow Jasia wynosi

z = 2kV/hl,

gdzie k jest maksymalna wartoscig wyrazenia v/sin acos a, réwng k = Vg \/g = 0,62.

441. Natezenie pola elektrycznego nici natadowanej z liniowa gestoscia tadunku A
(fadunkiem na jednostke dlugosci) w odlegtosei p od tej nici wynosi

E(p) A

" 2meop
Calkujac, otrzymujemy réznice potencjaléw miedzy punktami odlegtymi o r i d od nici
A d
In—.
2meg r
Napiecie U miedzy dwoma réwnoleglymi przewodnikami naladowanymi przeciwnymi
tadunkami jest réwne 2AV, gdyz pole pochodzi od obu przewodnikéw. Przyjmujac,
ze U jest dane, mozemy stad wyznaczy¢ A, a nastepnie sile przyciggania
elektrostatycznego na jednostke dtugosci
Fls U?
st — \E(d) = 27”60
l 2d In*(d/r)

To wyrazenie nalezy przyréownaé do sity odpychania magnetycznego

AV =

@_ﬂﬁ_&i
I 2rd 27 R3d’

R:lln(g)1/&:5529.
s T 310)

Stad
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Rozwigzanie zadania F 702.
Z drugiej zasady dynamiki Newtona
mamy, ze

ma = mg — BIl,

gdzie

_ ﬂ —c A&ind _ CBZA’U
At At At

Zatem, wyrazajac natezenie pradu przez

przyspieszenie a i wstawiajac te zaleznosé

do pierwszego réwnania, otrzymujemy:

&

1+ CB2I2/m’

I = CBla.

a =

w

Rozwigzanie zadania M 1183.
Przypusémy, ze takie przyporzadkowanie
istnieje oraz niech a bedzie najwigksza
sposrod wszystkich przyporzadkowanych
liczb. Oznaczmy ponadto przez b

i ¢ liczby sasiadujace z liczbg a oraz
przyjmijmy, ze b > c. Skoro liczba a jest
najwigksza sposéréd rozpatrywanych liczb,
wiec b < a.

7 drugiej strony, wszystkie
przyporzadkowane liczby sg nieujemne.
Zatem

b>2b—c=1|b—c| =a.

Stad uzyskujemy b = a i w konsekwencji
c = 0. Wobec tego wszystkie
przyporzadkowane liczby muszg by¢
kolejno réwne a, a,0,a,a,0,... .
Poniewaz liczba wierzchotkéw wielokata
nie jest podzielna przez 3, wiec a = 0.
Uzyskalismy sprzeczno$é, gdyz suma
wszystkich przyporzadkowanych liczb
powinna by¢ rézna od 0.

Rozwigzanie zadania M 1184.
Niech P bedzie takim punktem lezacym
na polprostej BC ™, ze CP = AE.

D

A B

Wéwcezas tréjkaty prostokatne DEA

i DCP sg przystajace, a pole pigciokata
ABCDE jest réwne polu czworokata
ABPD. Ponadto AD = PD oraz

AB = BP, skad wynika, ze trojkaty
ABD i PBD sa przystajace. Zatem pole
czworokata ABPD jest réwne

1
2. (EBP-CD> =1.

Patrz w niebo

Wiek Wszech$wiata najczesciej ocenia sie, wyznaczajac wartos¢ stalej Hubble’a,
gdyz jej odwrotnosé to wladnie czas osiagniecia przez galaktyke aktualnej
odleglosci. Trzeba wigc uzyskaé¢ informacje o odleglosci galaktyki (co jest
trudne i ocena jest z reguly malo dokladna) oraz o predkosci radialnej (co

jest znacznie latwiejsze, gdyz jest to po prostu pomiar). Niezla obecnie
doktadnos¢ wyznaczenia stalej Hubble’a zawdzieczamy, oczywiscie, wielkiej
liczbie tego rodzaju obserwacji i ich u$rednieniu. Inna metoda oceny wieku
Wszechswiata, a wlasciwie gromad gwiazdowych, to analiza ich diagramoéow
Hertzsprunga—Russella. Mianowicie, poniewaz gwiazdy masywniejsze ewoluuja
szybciej, ciag gléwny gwiazd gromady odchyla sie w prawo (na tradycyjnym
diagramie) tym nizej, im starsza jest gromada. Znajac przebieg ewolucji gwiazd
o réznych masach, mozna oceni¢ wiek gromady. Pomiary takie daja obecnie dla
najstarszych gromad wynik 13,2 4+ 1,5 mld lat.

Kilka lat temu zastosowano jeszcze inna metode wykorzystujaca obecna wiedze
o ewolucji gwiazd az do stadium stygnacego bialego karta. Grupa kanadyjskich
astronomow za pomocy teleskopu Hubble’a pomierzyla jasnosci najstabszych
bialych kartéw w gromadzie kulistej M4 w Skorpionie (ktérej odleglosé jest
znana — to wazne). Pomiary jasnosci widomej, siegajace do — uwaga! — 30 mag,
mozna wtedy przeliczy¢ na jasnosci absolutne, a znajac teoretyczny przebieg
ewolucji gwiazd do osiagniecia takich wtasnie jasnosci, mozna ocenié, jak dlugo
to trwalo. Okazalo sie, ze te biale karty w gromadzie M4 rozpoczely zycie

jako normalne gwiazdy 12,7 + 0,7 mld lat temu. Wynik ten dobrze zgadza sie
ze wspomnianym wyzej. Sam Wszech$wiat jest jeszcze o jaki$ miliard lat starszy,
ocenia si¢ bowiem, ze tyle czasu musialo uptynaé¢ od Wielkiego Wybuchu

do powstania samych gromad.

Tomasz KWAST

Pazdziernik

W pazdziernikowe wieczory do$¢ wysoko na poludniowym zachodzie widaé¢
cztery gwiazdozbiory nalezace do najmniejszych. Zrebi(g jest najmniejszym
gwiazdozbiorem poélnocnego nieba, w dodatku zawierajacym niezbyt jasne
gwiazdy. Najmniejszy na calym niebie, a mimo to bardzo wyrazisty, jest

Krzyz Poludnia, ale w Polsce jest niewidoczny. Na péinocnym zachodzie

do Zrebiecia przylega Delfin, z ktérym od péinocy sasiaduje Lis, a od
pdénocnego zachodu Strzata. Gdyby z tej czwérki stworzyé jeden gwiazdozbidr,
to jeszcze bylby niewielki. Najjasniejsze gwiazdy ma tu Delfin, ma tez ksztalt
tatwy do zapamietania. Gamma Delfina jest tadna kolorowa gwiazda podwdjna,
0 czym mozna si¢ przekonaé za pomoca dobrej lornetki. Jeden sktadnik
jasnozolty ma jasnos¢ 5,47 mag, drugi czerwonawy ma 4,49 mag. Uklad znajduje
sie w odleglosci 45 pc.

Wenus jest we Lwie i wida¢ ja jako Gwiazde Poranna. Najwieksza katowsa
odleglos¢ od Slonca osiagnie 28 X. Mars jest w BliZznigtach i wieczorem
wschodzi. Jowisz jest w Wezowniku i wieczorem juz zachodzi. Saturn jest,

jak Wenus, we Lwie, wiec wida¢ go nad ranem. Néw Ksiezyca wypada 11 X,

a pelnia 26 X. Ksiezyc zakryje Regulusa 7 X, co moze by¢ widoczne w Europie,
ale bedzie juz swit. Ponadto zakryje tego samego dnia Saturna, ale to zakrycie
bedzie widoczne na Pacyfiku, oraz Antaresa 15 X, co zobacza mieszkancy
potudniowej czesci Ameryki Poludniowej i Antarktydy. Z meteoréw mozna
spodziewac sie bardzo stabego roju Giacobinidéw 9 X i skromnego Orionidéw
okoto 20 X.

T. K.

24



STECCALEGNE

Literatura

[1] B. Blaszczyszyn, T. Rolski, Podstawy
matematyki ubezpieczen na zZycie, WNT,
Warszawa 2004

[2] M. Kordos, Wyklady z historii
matematyki, Script, Warszawa 2006

[3] S.D. Levitt, Stephen J. Dubner,
Freakonomia. Swiat od podszewks, Helion,
Gliwice 2006

[4] W. Markiewicz, Polityka, 36 (2157),
5 IX 1998

[5] R. Sztencel, O igle Buffona nieco
inaczej, Delta 8/2007

Jak oceniamy ryzyko?
Rafat SZTENCEL

Chyba tak samo, jak szanse pomy$lnych zdarzen — zdecydowanie zle. Dlatego
tez zaréwno w przypadku zdarzen pomyslnych, jak i niepomyslnych, dajemy sie
wodzi¢ za nos tym, ktorzy zarabiajg na przewidywaniu zachowania masowego
konsumenta. Ponizej kilka przyktadow.

1. W ksiazce [2] (oraz np. na oktadce Delty 5/2006) mozna obejrzeé reprodukcje
siedemnastowiecznej wloskiej tablicy do gry w kosci. Sktada sie ona z 56
obrazkéw (bo tyle jest wynikéw rzutu trzema nierozréznialnymi kostkami).

7 kazdym wynikiem wiaze si¢ wygrana lub przegrana. Okazuje sig, ze gra jest
minimalnie wygrywajaca dla bankiera. Margines zysku nie przekracza 1%
obrotéw. Latwo to wyttumaczyé. Grano w karczmach pod czujna kontrolg
zainteresowanych. Bankier, ktory — zdaniem graczy — zarabialby za duzo,
zapewne rychlo skonczylby z nozem w plecach. Jesli dzi§ wybierzemy sie

do kasyna, by zagra¢ w ruletke, margines zysku kasyna nie przekroczy 3%. Malo
tego — jesli zagramy w blackjacka, okaze sie, ze bankier gra wedlug $cistych
instrukcji, ma bowiem nieznacznie ogrywaé przecietnego gracza, w wyniku
czego przegra z dobrym (tacy jednak maja zakaz wstepu do kasyn). Jasne jest,
ze 1 tutaj jawnosé przeplywu gotéwki wymusza minimum uczciwosci. Ale juz

w Duzym Lotku organizator zabiera 50% wplywoéw, a w bardzo zyskownych

dla sieci telewizyjnych konkursach audiotele (por. [4]) do 97%. Miraz wygranej,
widocznej przeciez na ekranie, zupelnie za¢miewa zdolnos¢ rozumowania.

2. Co jest bardziej niebezpieczne dla dziecka — pistolet czy basen kapielowy?
Autorzy [3] argumentuja, ze jednak basen. W USA jest 6 milionéw basendw,

w ktérych rocznie tonie 550 dzieci ponizej dziesiatego roku zycia, a zatem jedno
na 11000 basenéw. Natomiast z powodu wypadkéw z bronia, ktérej w USA

jest okoto 200 milionéw sztuk, ginie rocznie 175 dzieci ponizej dziesiatego

roku zycia, czyli mniej niz jedno na milion sztuk broni. W USA do$¢ czesto
styszy sie o potrzebie wprowadzenia ograniczen w dostepie do broni, natomiast
zadna wplywowa organizacja nie zajmuje si¢ basenami, a przeciez tatwo sobie
wyobrazi¢, ze wprowadzenie elementarnych zabezpieczen mogloby ocali¢ wiele
potencjalnych ofiar.

3. Zbiorowa histeria, wywolana choroba wscieklych kréw, a nieco pézniej —
ptasia grypa, wymagalaby obszernej analizy, wykraczajacej poza ramy tego
artykutu. Odnotujmy jedynie, ze przerazajacy obraz moézgu niszczonego przez
praktycznie niewykrywalne w domowych warunkach priony musi wzmagaé
poczucie zagrozenia — bo nie jesteSmy w stanie kontrolowac¢ sytuacji.

4. Politycy pewnego srodkowoeuropejskiego kraju postanawiaja wysta¢ wojska
na Bliski Wschod, by wspomodc poteznego sojusznika. Premier i prezydent
oglaszaja decyzje w telewizji, przy czym ten ostatni myli nazwe kraju
docelowego z rézniaca si¢ jedna litera nazwa jego sasiada. Juz w tym momencie
widzom cierpnie skéra, a sama decyzja jest oczywiscie kontrowersyjna — dla
niejasnych na razie korzysci politycznych naraza sie zycie wielu ludzi.

Okazuje sie, ze w trakcie czteroletniej misji ginie 23 zolnierzy, a korpus
ekspedycyjny liczyl ich §rednio 1700. Oznacza to ubytek 0,34% w ciagu roku,
czyli tyle, ile (patrz [1]) w grupie 37-latkéw zyjacych w normalnych warunkach.
Oczywiscie, w grupie 20-latkéw ubytek bylby mniejszy — okolo 0,14%

Przypomnijmy, ze hrabia de Buffon uwazal (por. [5]), ze zdrowy 56-latek jest
gleboko przekonany, ze przezyje jeszcze 24 godziny mimo szansy zgonu w ciagu
doby réwnej 0,0001, co daje roczny ubytek 3,65%.

Wedlug tablic z [1] za praktycznie nieSmiertelne moga sie uwazaé 11-letnie
dziewczynki: przy rocznym ubytku 0,013% i braku starzenia sie zylyby $rednio
7700 lat!

25



