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Oblicza informatyki

Wtadystaw M. TURSKI*

Informatyka jest nauka o przetwarzaniu informacji, zwlaszcza przy uzyciu
automatycznych srodkéw pomocniczych.

Stowo ,informatyka” wprowadzil do polszczyzny niezyjacy juz pionier tej
dziedziny, profesor Romuald Marczynski, swoim referatem w Zakopanem

w grudniu 1968 r. Przedtem uzywano mniej czy bardziej udolnych kalk
anglosaskich: computer science i computing science. Poza ogbélnym defektem,
polegajacym na tym, ze dyscypliny majace w swej nazwie ,nauke” (science)
rzadko sa rzeczywiscie naukowe, nazwy te byly wadliwe dlatego, iz nadmiernie

podkreslaty role narzedzia (computer) lub jednego tylko z wielu sposobéw

*Instytut Informatyki, Uniwersytet
‘Warszawski

Juz starozytni (Swiatowa prase obiegla niedawno
fotografia poktadowego komputera z brazu, wydobytego
z wraku starogreckiej galery) przetwarzali informacje,
postugujac sie sztucznymi przyrzadami. Naturalnym
przyrzadem, a raczej narzadem przetwarzania informacji
jest mozg czlowieka, zaby czy mrowki, ale naturalne
przetwarzanie informacji zachodzi tez na poziomie
pojedynczych komérek i to wcale niekoniecznie
zwierzecych.

Nie wiemy, niestety, jak odbywa si¢ przetwarzanie
informacji w istotach zZywych i wcale nie jest pewne, ze
kiedykolwiek sie tego dowiemy. Sensacje prasowe o tym,
ze uczeni kolejny raz ,odkryli tajemnice myslenia”, jesli
nie catkiem falszywe, dotycza zjawisk fizjologicznych
towarzyszacych procesowi myslenia (np. gdy badany
my$li o jablku, zwieksza sie elektryczna aktywno$é
neuronéw w takiej to a takiej czesci kory mézgowej).
Do zrozumienia istoty mys$lenia droga stad wcale nie
krétsza, niz od stwierdzenia, ze mozg wydziela mysli
tak, jak watroba — z61¢.

Jedyne znane nam od A do Z procesy przetwarzania
informacji to te, ktore $wiadomie whudowaliSmy

do skonstruowanych przez nas urzadzen, i te, ktére sami
czysto mechanicznie wykonujemy zgodnie z ustalonymi
procedurami. Doskonale wiemy (a przynajmniej
niektérzy z nas wiedza), jak komputer przetwarza
mnoznik i mnozna w iloczyn, ale nikt nie wie, jak
odbywa sie to w cudzym umysle. Ba, wielu z nas inaczej
znajduje wynik mnozenia 7 - 8 niz mnozenia 10 - 5,

a komputer robi to zawsze (w pewnych granicach) tak
samo.

Niektorzy, bardzo latwowierni ludzie uwazaja, ze

skoro i komputer, i cztowiek udzielaja tej samej
odpowiedzi na pytanie o iloczyn 7 - 8, i skoro wiadomo,
ze cztowiek mysli, to komputer tez mysli, jest obdarzony
tzw. sztuczna inteligencja. Inni wyciagaja taki

wniosek z faktu, ze komputery potrafia wygrywac

z arcymistrzami szachow. I w tym przypadku autorzy
programu doskonale wiedza, krok po kroku, jak ,gra”
komputer, nikt za$ nie ma najmniejszego pojecia o tym,
jak gra arcymistrz, a nawet taki antytalent szachowy,
jak ja. Miedzy tymi dwoma sposobami przetwarzania
informacji: mysleniem i wykonywaniem programu
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przetwarzania informacji (liczenie — computing). Przyjeta z francuskiego
sinformatyka” nie ma tych wad i catkiem niezle odzwierciedla charakter
i przedmiot dyscypliny, opisany pierwszym zdaniem niniejszego tekstu.

zachodzi fundamentalna réznica i nic, jak dotad, jej
nie zmniejszylo ani o jote, cho¢ co do wynikéw sa
one czasem zupelnie zgodne, a komputerowe bywaja
niekiedy o niebo doskonalsze.

Przez dlugi czas gléwnym przedmiotem zainteresowania
informatyki i informatykow byty obliczenia numeryczne,
czyli rachunki. Zastosowanie komputeréw umozliwito
wykonywanie rachunkéw, jakie, cho¢ koncepcyjnie
proste, byly dla ludzi praktycznie niewykonalne.
Tytulem przykladu, wyznaczanie orbit poszczegolnych
komet, co jeszcze w czasach mojej wezesnej mtodosci
bylo zajeciem niebywale czasochlonnym i stanowilo
osiagniecie uprawniajace do obejmowania katedr
uniwersyteckich, niemalze z dnia na dzien stalo si¢
sprawa rutynowa. Bez bardzo szybkich obliczen nie
bytoby astronautyki, nowoczesnej broni i Ztotych
Tarasow. Mozliwos¢ szybkiego rachowania zrodzita

tez zupelnie nowe metody badan naukowych i nowe
praktyki inzynierskie i medyczne. Bez niej nie byloby
metody elementu skonczonego, powszechnie dzi$
stosowanej w projektowaniu inzynierskim, nie miataby
sensu szybka transformata Fouriera (FFT), bez ktorej
nie byloby tomografii komputerowej i wielu innych
waznych, codziennych zastosowan w medycynie (i nie
tylko). Bez szybkiego liczenia nie zafascynowalaby nas
uroda fraktali (bo by$my ich w ogdle nie zobaczyli!), nie
bytoby impulsu dla badan chaosu, a tym samym — wielu
nowoczesnych technologii, nie méwiac juz o doskonatosci
barw, cieni i faktury grafik komputerowych, ani
awataréw w grach i zabawach. Nie byloby takze MP3

i wszystkiego, co za tym idzie.

Kiedy gtéwnym przedmiotem zainteresowania
informatyki byto liczenie, najwazniejszym problemem,
obok poprawnosci rachunku, byto pytanie, czy zadane
obliczenia kiedykolwiek dobiegna pomyslnego konca?
To wcale nie jest pytanie banalne: gdy liczy sie cos
zupelnie nowatorskiego i wiele godzin czeka na wynik,
to bardzo chce sie wiedzieé, czy to co$ jeszcze nie
wyszlo, czy tez program ,zapetlil si¢ na amen”,
wykonuje te same instrukcje w kétko, nie posuwajac
si¢ ,,do przodu”. I tu spotkaliSmy sie — bodajze po
raz pierwszy w intelektualnych dziejach ludzkosci! —

z prostym, lecz nierozstrzygalnym problemem



praktycznym. Owszem, znany juz byl wynik Gédla

o nierozstrzygalnosci arytmetyki i réznych logik, ale po
pierwsze, interesowalo sie nim bardzo niewiele oséb,

a po drugie — problemy te nosily nieco metafizyczny
charakter, a w metafizyce wiadomo, ze czesto nie
wiadomo, jak jest ,naprawde”. Teraz dowiedzieliSmy
sie (z dowodem na mur!), ze nie da sie skonstruowaé
takiego programu, ktéry mégtby postuzyé do badania
dowolnego innego programu na okoliczno$é: czy jego
wykonanie skonczy sie, czy nie.

Nierozstrzygalno$é problemu stopu (taka nazwe nosi
opisane powyzej zadanie) weale nie oznacza, ze dla
konkretnego programu nie mozna stwierdzié, czy jego
wykonanie koniczy sie, czy nie, czy dzieje si¢ tak zawsze,
czy tylko w pewnych warunkach. Badania empiryczne
(polegajace na ,puszczaniu” programu na komputerze)
nie sg tu przydatne, zwlaszcza wtedy, gdy program
moze nie mieé¢ stopu. Powstalo wiec zapotrzebowanie
na umiejetnosé¢ wnioskowania o wlasnosciach programu
na podstawie analizy jego tekstu, a nie zachowania

sie w trakcie wykonywania. W ten sposob zrodzila

sie nowa dyscyplina informatyki: logika programéw.

Jej naturalnym rozwinieciem stato sie programowanie
bezpoérednio w logice.

Jak wida¢, komputery mozna programowacé na rézne
sposoby: zeby udawaly rachmistrza i zeby nasladowaly
czysto logiczne wnioskowanie. Do sprawnego opisu
intencji programisty powstaly dziesiatki (jesli nie setki)
jezykow programowania. Niegdy$ toczono ,$wiete
wojny” o to, ktéry jezyk programowania jest najlepszy.
Dzi$ wiemy juz, ze pytanie to nie ma wiekszego

sensu, gdyz uzyteczno$¢ jezyka zalezy od szerokiego
kontekstu, od celu, érodowiska i predylekcji tego, kto
ma programowac.

Rozmaito$é¢ jezykow programowania $wiadczy o nabytej
latwosci tworzenia translatoréw, tj. programow
tlumaczacych z jezyka programowania na jezyk
sterowania komputerem. Informatyka dochodzita

do tego dos¢ dlugo; trzeba bylo zbudowaé nowe teorie,
opracowacé wiele sprytnych metod. Dzi§ w zasadzie
dzielo to zostalo zakonczone i opisane w solidnych
podrecznikach, nowej wiedzy w tym obszarze wiele juz
nie przybywa. Z jednym, szalenie waznym wyjatkiem.

Jedna z podstaw wiedzy o jezykach programowania jest
teoria jezykéw formalnych, tj. ciagdéw powstajacych

z zadanego alfabetu przez stosowanie okreslonego
repertuaru regul. Teoria ta rozwinela sie bardzo pigknie,
jednakze od pewnego czasu zaczela traci¢ znaczenie:

jej interesujace nowe odkrycia nie mialty juz zadnego
zwiazku z praktyka, co w informatyce jest oznaka
dekadencji. Okazalo si¢ jednak, ze przed ta teoria
najfantastyczniejsze wyzwania postawita ... przyroda.
Spirala DNA, owa alfa i omega wiedzy o zyciu, jest
przeciez napisem zbudowanym z czterech symboli.
Rozszyfrowanie regul, wedle ktérych ten napis jest
zbudowany, wyszukiwanie identycznych fragmentéw

w dwu i wiecej réznych spiralach, odtwarzanie ewolucji
itp. — wszystko to sa zadania o kolosalnym znaczeniu
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praktycznym, a bieglos¢ w stosowaniu metod

teorii jezykéw formalnych — silnym atutem w ich
rozwiazywaniu. Nowiutka gataz informatyki —
bioinformatyka — pelnymi garsciami czerpie z dorobku
teorii jezykéw formalnych i stymuluje jej dalszy rozwdj.

Komputery réznia sie miedzy soba pod wieloma
wzgledami. Aby moéc badaé¢ ogdlne wlasnosci
programéw, nalezato wymy$li¢ swego rodzaju

wzorzec, do ktérego daloby sie sprowadzi¢ kazdy

realny komputer. Takim wzorcem jest abstrakcyjna
maszyna Turinga (wymyslona przed zbudowaniem
pierwszych komputeréw!); kazde realne obliczenie
mozna sprowadzi¢ do obliczenia na maszynie Turinga.
Z takim instrumentarium badawczym udalo si¢ podzieli¢
problemy rachunkowe na klasy, charakteryzujace sie
swoista zlozonoécia obliczeniowa. Dla przyktadu,

w jednej klasie sa wszystkie problemy, ktérych
rozwiazania wymagaja iloéci rachowania rosnacej jak
wielomian rozmiaru zadania, w innej — problemy,
ktorych apetyt na rachunki rosnie szybciej niz
jakikolwiek wielomian. Przynaleznos¢ problemu do danej
klasy nie zalezy od metody jego rozwiazania; jesli wiec
dla problemu z klasy wielomianowej mamy program,
ktéry w miare zwigkszania rozmiaru zadania pochtania
y,hadwielomianowo” wiele mocy obliczeniowej, sa
podstawy watpi¢ w jego jako$¢. Badanie ztozonosci
obliczeniowej réznych probleméw stanowi wciaz zywa,
dyscypline informatyki. Do dzi$ nie wiemy na przyklad,
czy dwie najwazniejsze bodaj klasy obliczen sa, czy nie
sg tozsame; na autora dobrze uzasadnionej odpowiedzi
od lat czeka sowita nagroda!

Z biegiem czasu, oprocz klasycznych obliczen,

takich z poczatkiem (danymi) i koficem (wynikiem),
informatykéw zaczely interesowaé procesy innego

typu. Wezmy dla przykladu system operacyjny — taki
jak Windows czy Linux. Z reguly wcale nie jesteSmy
zainteresowani stopem tego programu, przeciwnie,

jego spontaniczne zatrzymanie (zawieszenie) sie jest
zrodlem wielu zmartwien. Celem tego typu procesu nie
jest juz uzyskanie wyniku, lecz zachowanie okreslonych
relacji miedzy wskazanymi parametrami, co wymaga
wlasciwego reagowania na ich zmiany, zachodzace
spontanicznie (np. gdy uzytkownik naciénie klawisz),
albo pod wplywem realizacji innych programéw. Jadrem
problematyki wynikajacej z tego rodzaju okolicznosci
jest utrzymanie celowej (pozadanej) wspélpracy wielu
biegnacych réwnoczesnie autonomicznych proceséw. Ze
nie sa to problemy latwe, poucza smutny los osliny, co
to posréd jadla z glodu padta i wzajemne blokowanie
sie dwu gentlemandéw, upierajacych sie, by przepuscié
drugiego przez waskie przejscie.

Przykladem systemu obejmujacego olbrzymia liczbe
niezaleznych, a wspéldzialajacych proceséw jest
oczywiscie Internet, sie¢ laczaca setki milionoéw
autonomicznych komputeréw, wspdlpracujacych

ze soba przez wysytanie i odbieranie adresowanych
komunikatéw, sktadajacych sie z pakietéw informac;ji,
zbudowanych zgodnie z powszechnie stosowanym



protokotem. Komunikatem moze by¢ praktycznie
wszystko: list mitosny, fragment zakodowanego filmu,
wirus komputerowy, sygnal uruchamiajacy ogrzewanie
w moim domu itp. Nie wszystkie pakiety skladajace
sie na komunikat ida ta sama droga od nadawcy

do odbiorcy; wezty transmisji wybieraja dla kazdego

z osobna droge najtansza. W rezultacie, pakiety moga
dociera¢ nie po kolei, ostateczny montaz odbywa sie

w komputerze odbiorcy. To, ze korzystajac z Internetu,
mamy wrazenie pelnej cigglodci i ptynnosci dzwigku

i obrazu, $wiadczy o mocy sprzetowych srodkdéw
informatyki (hardware) i skutecznosci oprogramowania
(software) tworzacych $wiatowa sie¢ komputerowa
Protokoty internetu sa jednakowe dla wszystkich.
Stosuja je uczniowie i hobbyéci, uczeni i maklerzy,
terrorysci i policjanci. Umozliwia to globalne
funkcjonowanie Internetu, lecz takze, niestety, utatwia
stale rosnaca przestepczo$¢ w sieci. Paradoksalnie,
gdyby sie¢ nie rozwinela sie tak szybko, a raczej gdyby
jej rozwo]j nie nastapil tak wczesnie, sytuacja moglaby
by¢ inna.

Od drugiej wojny $wiatowej kryptologia (wiedza

o szyfrowaniu) zmienila swéj charakter. Od czasu,

gdy M. Rejewski z kolegami czysto matematycznym
wnioskowaniem (opartym na teorii grup) ztamali

szyfr Enigmy i zbudowali mechaniczne szablony

(dla niepoznaki i zartu nazwane bombami)

do masowego dekodowania niemieckich depesz
wojskowych, amerykanscy kryptolodzy tez przez

czysto matematyczna analize zlamali japonskie

szyfry i wreszcie A. Turing zbudowal (w 1943/44)
elektroniczny komputer (Colossus, tajny do lat

80. ub. w.) do deszyfrowania niemieckich depesz
kodowanych ulepszonymi wersjami Enigmy i zupelnie
nowymi Lorentzami — stalo si¢ oczywiste, ze kryptologia
wychodzi z epoki plaszcza i szpady i staje sie galezia
matematyki i informatyki. Wzbudzita ozywione
zainteresowanie analityczna teoria liczb, ktéra malo
kto si¢ zajmowal, przywrocita blask teorii funkcji
eliptycznych, od stu bez mala lat uwazanej za
zamknieta ksiege, zapoczatkowala prace nad konstrukcja
stosunkowo tanich urzadzen do szybkiego operowania
na bardzo wielocyfrowych liczbach catkowitych.

Dwa wspaniale odkrycia kryptologii: asymetryczna
kryptografia z kluczem publicznym (pozwalajaca
ujawniaé¢ klucz do kodowania, zachowujac w tajemnicy
klucz do rozkodowania) i podpis elektroniczny (dajacy
gwarancje autentycznosci dokumentu i jego autorstwa)
zmienityby oblicze Internetu, szalenie utrudniajac zycie
oszustom i figlarzom, gdyby tylko byly powszechnie
dostepne wtedy, gdy tworzyly sie protokoly sieciowe.
Dodanie ich do sieci teraz wymaga sporych modyfikacji
i jest zbyt kosztowne na to, zeby zyskaé¢ popularnoéé.

Najprostszy algorytm sortowania

w

Rozwigzanie zadania F 699.

W czasach Perelmana sadzono, iz
piorun realizuje si¢ srednio przy réznicy
potencjalu 1000 MV, dzis encyklopedie
podaja tylko 100 MV. Co do natezenia
pradu w piorunie, dane sg jeszcze
bardziej ptynne; podaje sie, ze osiaga
$rednio 20 kA. Daje to lacznie moc

2 miliony MW, czyli 2 miliardy kW,

Rozwazmy problem sortowania n-elementowej tablicy a[1..n]. Jaki algorytm
pozwoli nam zrobié¢ to najprosciej? Nie chodzi tu wcale o szybko$é, ale o to, by
dalo si¢ go zaprogramowac¢ w kilku linijkach, bez zadnego ryzyka popelnienia
bledu, nawet jesli nie jesteSmy akurat w najlepszej dyspozycji umystowej (zaraz,
zaraz, mialem poréwnac¢ al[i] z ali+1] czy z a[i-1]7 czy wewnetrzna petla
miala sie obracaé, dopdki i<j, czy i<=j7 oj...).

No wiegc, ktory algorytm jest najprostszy? Chyba zaden z dzialajacych w czasie
O(nlogn) sie nie nadaje. To moze sortowanie przez wstawianie albo babelkowe?

z czego nalezy do rachunku wpisaé . . Lo

poltowe, gdyz potencjal podczas Nic z tego. NaJpI‘OSCleJ JeSt tak:
wytadowania spada do zera. Wyladowanie

trwa érednio tylko 10™% s, co stanowi sort(a [1 t n] )1

28 .107° godziny. Lacznie Zeus musi

zatem zaptlacié za okolo 28 kWh, czyli

7 euro. Nic wiec dziwnego, ze — nawet

jesli ma nie najwyzsza emeryture

pozwala sobie czasami na diugotrwale }
burze.

fori:=1tondo
for j:=1tondo
if ali] < a[j] then zamieri(a[il, aljl);

Szybki test: czy ten algorytm sortuje tablice a rosnaco czy malejaco? Nie jest
to jasne na pierwszy rzut oka, podobnie jak to, ze tablica w ogdle zostanie

w

Rozwigzanie zadania M 1180.
Zauwazmy, ze

(ac+bd)? +1 =
= (ac + bd)® + (ad — be)* =

jakkolwiek posortowanal

Po chwili zastanowienia stwierdzamy, ze powyzszy algorytm to jedno z wcielen
sortowania przez wstawianie (Insertion Sort). Na poczatku i-tego obrotu
zewnetrznej petli fragment a[1..i-1] jest posortowany (rosnaco), a wewnetrzna
petla wstawia w odpowiednie miejsce element a[i], uzywajac i-tej pozycji

— (a® +b?)(c? + 4%). W tablicy jako ,bufora” na przesuwane elementy poczatkowego fragmentu.

Jedli wiec p > 0 jest wspdlnym
dzielnikiem liczb ac + bd 1 a? + b2, to p
jest dzielnikiem liczby 1, czyli p = 1. To
oznacza, ze liczby ac + bd i a? + b2 sa

wzglednie pierwsze. nie da,

Czytelnik tatwo sprawdzi, ze wewnetrzna petla mogtaby zakonczy¢ dzialanie dla
j=i, ale jej przedluzenie az do j=n nic nie popsuje.

Nie jest to specjalnie efektywne, ale za to jakie eleganckie! Prosciej juz sie chyba

Michal ADAMASZEK



Gry

nieskonczone
Pawel PARYS™

*student, Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki, Uniwersytet
Warszawski

W tym artykule przedstawimy przyktad gry, w ktérej zadna strona nie ma
strategii wygrywajacej, cho¢ kazda konkretna rozgrywka konczy sie zwyciestwem
jednej ze stron.

Stowo ,,gra” jest do$¢ niejednoznaczne, dlatego ustalmy na poczatku, o jakich
grach bedzie mowa, a o jakich nie. Nie bedzie na przyklad nic o brydzu.

W brydzu gracze nie znaja kart innych oséb, nie ma pelnej informacji.

Co wiecej, w brydza graja cztery osoby, a to dla nas za duzo. Bedziemy
rozwazad tylko gry dwuosobowe, z pelng informacijq, czyli takie, w ktérych kazdy
gracz wie wszystko o aktualnym stanie gry. Tak jest, na przyktad, w szachach
lub w grze w kétko i krzyzyk, jednak o tych grach tez nie opowiemy, bo mozliwy
jest w nich remis. Zajmujemy sie tylko grami, w ktorych nie ma remiséw, czyli
kazda rozgrywka koniczy sie zwyciestwem jednej ze stron. Takie (by¢ moze znane
niektérym Czytelnikom) gry to nim i hex. A oto inny prosty przyklad: pierwszy
gracz (tradycyjnie bedzie nazywany Ewa) méwi liczbe catkowita, potem drugi

z graczy (Adam) moéwi inna liczbe i wygrywa ta osoba, czyjej liczba jest wicksza.
Tutaj kazda rozgrywka konczy sie czyims$ zwyciestwem.

W tej grze moze wygraé kazdy z graczy, choé¢ oczywiste jest, ze drugi gracz,

jesli tylko chce, moze pokonaé pierwszego. W takiej sytuacji, gdy gracz

moze doprowadzi¢ do wygranej niezaleznie od zachowania przeciwnika,

bedziemy méwié, ze ma on strategie wygrywajgcg. Jakie mamy mozliwosci

w dowolnej grze? Kazdy z graczy moze mie¢ lub nie mie¢ strategii wygrywajacej.
Oczywidcie, nie moga jej mie¢ obaj naraz. Jednak czy moze si¢ zdarzyé¢, ze zaden
z graczy nie ma strategii wygrywajacej? Intuicyjnie taka sytuacja wydaje sie
niemozliwa, lecz w rzeczywistosci nie jest to wcale takie proste. Jesli zatozymy,
ze kazda rozgrywka jest skonczona, to mozna ten fakt dos¢ tatwo udowodnié
(przez indukcje). Okazuje sie jednak, ze jeli w grze dopuszczamy nieskoniczenie
wiele ruchow, to nie jest to wcale prawda — istnieje gra, w ktorej zadna strona
nie ma strategii wygrywajacej.

Czym w ogodle jest gra nieskonczona? Nie chodzi o to, ze gracze nigdy nie
skoncza grac i dlatego nikt nie wygra. W naszej grze trzeba wykonaé¢ wszystkie
nieskonczenie wiele ruchéw, i dopiero wtedy okaze sig¢, kto wygral. Oto przyklad
takiej gry: Ewa i Adam na zmiane podaja liczby catkowite. Je$li w powstalym
ciagu pojawi sie nieskonczenie wiele razy liczba 5, to wygrywa Adam, a jesli nie,
to Ewa. Prosze zwrdci¢ uwage, ze tutaj w zadnej chwili gry nie wiemy jeszcze,
kto wygra, zwyciezce mozna wyloni¢ dopiero po wszystkich nieskonczenie wielu
ruchach. Gra ta nie jest jednak specjalnie ciekawa — Adam moze méwié caly
czas b 1 wygraé niezaleznie od posunie¢ Ewy, ma zatem trywialng strategie
Wygrywajaca.

Teraz skonstruujemy inna gre (to juz ta wlasciwa). Ewa i Adam na przemian
podaja coraz to wigksze liczby naturalne. Powiedzmy, ze sa to xg, 21, x2, x3, . . .,
przy czym Ewa podala xg,zo,..., a Adam x1,z3,.... Beda to poczatki i konce
przedzialow liczb naturalnych, z lewej strony otwartych, z prawej domknietych
(liczby Ewy otwieraja, a liczby Adama zamykaja przedzialy). Pierwszy przedzial
to (xg, 1] ={axo+ 1,20 + 2,...,21}, drugi (z2, 23], itd. Suma tych przedzialéw
to pewien zbiér liczb naturalnych i to na niego bedziemy patrzeé¢ po zakonczeniu
gry.

Ewa: Zo T2 Ty
L ] L ] L ]
\ 1 \ J AN J

)
T
Adam: 1 T3 5

Trzeba juz tylko powiedzie¢, kto kiedy wygrywa. W tym celu podzielimy
wszystkie zbiory liczb naturalnych na ,male” i ,duze”. Jesli wynikowy zbiér
bedzie duzy, to wygra Ewa, a jesli maly, to Adam. Jak dokonujemy podziatu?
Chcemy, aby zachodzily nastepujace, intuicyjne warunki:

e kazdy podzbior zbioru liczb naturalnych jest albo duzy, albo maly,

e zbiory skoniczone sa male,

e jesli zbiér U C N jest maly, to zbiér pozostalych liczb (czyli N\ U) jest duzy
i odwrotnie,

e jesli zbiory U i V sa male, to ich suma U UV tez,

e podzbiér zbioru matego jest maty.
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Nasze warunki oznaczajg, ze rodzina
zbioréw ,,duzych” ma stanowié¢ tzw.
ultrafiltr, ktéry zawiera wszystkie
zbiory o skonczonych dopetnieniach.
Dowéd istnienia takiego ultrafiltru jest
niekonstruktywny, wymaga pewnika
wyboru. Jezeli odrzuci¢ pewnik wyboru,
to gry bez strategii wygrywajacej nie da
si¢ w ogodle skonstruowac.

-]

Rozwigzanie zadania M 1181.

Odp.: Nie w kazdym czworoscianie
wysokosci przecinaja sie w jednym
punkcie.

Niech ABCD bedzie czworoécianem
oraz przyjmijmy, ze wysokosci AK i DL
przecinaja sie¢ w punkcie P.

D

Poniewaz prosta AK jest prostopadia
do ptaszczyzny BCD, wiec AK L BC.
Analogicznie DL 1 BC. Stad wynika, ze
plaszczyzna wyznaczona przez wysokosci
AK i DL jest prostopadta do prostej
BC, skad w szczegdlnosci otrzymujemy
AD 1 BC.

Jesli zatem ABCD jest czworoscianem,
w ktérym przeciwlegte krawedzie AD

i BC' nie sg prostopadle, to wysokosci
poprowadzone z wierzcholkéw A i D nie
majg punktéow wspdélnych.

Uwaga: Mozna wykazaé, ze wysokosci
czworoscianu przecinaja si¢ w jednym
punkcie wtedy i tylko wtedy, gdy

kazde dwie przeciwlegle krawedzie tego
czworoscianu sg prostopadte. Takie
czworosciany nosza nazwe czworoscianéw
ortocentrycznych.

Te warunki méwia nam juz, ze kazdy zbidr, ktéry zawiera prawie wszystkie
liczby naturalne (czyli wszystkie oprécz skonczenie wielu), jest duzy. O zbiorach
takich, jak na przyktad zbiér liczb parzystych, jeszcze nic nie wiadomo, mamy tu
duza dowolno$é. Mozemy go uznaé na przyktad za maly, potem uznaé¢ za male
wszystkie jego podzbiory i ich sumy z innymi matymi zbiorami, a jako duze ich
uzupelnienia. Prosze sprawdzi¢, ze wtedy nic sie nie popsuje, zaden zbiér nie
bedzie musial byé¢ naraz maly i duzy. Potem bierzemy kolejny zbiér, o ktérym
jeszcze nic nie wiadomo i powtarzamy operacje. Trudnos¢ polega na tym, ze
wszystkich zbioréw jest bardzo, bardzo duzo. Okazuje sie jednak, ze cala te
klasyfikacje mozna rozszerzy¢ na wszystkie podzbiory zbioru liczb naturalnych,
ale precyzyjny dowdd tego faktu pominiemy.

Mamy wiec zdefiniowang gre: Adam wygrywa, gdy suma przedzialéw jest
zbiorem malym, a Ewa, gdy duzym. Aby pokazaé, ze zaden z graczy nie ma
strategii wygrywajacej, zastosujemy technike zwana podkradaniem strategii.
Bedziemy rozgrywaé réwnolegle dwie partie w dwoch pokojach. Przypusémy
najpierw, nie wprost, ze Adam ma strategiec wygrywajaca i zacznijmy dwie
rozgrywki, wcielajac sie¢ w Ewe. W pierwszym pokoju zaczynamy od zrobienia
jakiegokolwiek ruchu. Nastepnie kopiujemy ruchy Adama, tzn. liczbe, ktora
ustyszymy od Adama, wypowiadamy w drugim pokoju, nastepnie czekamy

w nim na ruch Adama i podang przez niego liczbe wypowiadamy w pierwszym
pokoju i tak dalej.

Ewa: o E%) Ty
| ya i ya 7 yi
T \ 1 \ J \
Adam: 1 T3
pokéj 1 ‘ ‘
pokéj 2 ‘ ‘
Ewa: T1 T3
| L b L 1
T \ J Ay 1
Adam: T2 T4

Adam w obu pokojach z nami wygrywa, bo zalozyliSmy, ze ma

strategie wygrywajaca. Zatem oba zbiory (zo,z1] U (22, 23] U ... oraz

(x1,22) U (z3,24] U... sa male. Ale wtedy tez ich suma, czyli zbidr (xq, o0)
musialby by¢ zbiorem malym, co nie jest prawda, bo zawiera wszystkie liczby
oprocz skonczenie wielu, czyli jest duzy. A zatem sprzecznos$é, ktora dowodzi, ze
Adam nie mogt mieé¢ strategii wygrywajacej.

Jedli Ewa ma strategie wygrywajaca, postepujemy podobnie. Teraz w obu
pokojach gramy jako Adam. Pierwszy ruch robi Ewa. W pierwszym pokoju
pierwszej odpowiedzi udzielamy dowolnie. Nastepnie w obu kopiujemy ruchy
Ewy.

xg X9 T4

L ] L ] L ]
AN 1 \ 1 \ J

)
T
Adam: T T3 5

Ewa:

pokéj 1

pokéj 2

Zo T3
¢ ] fa ]

Ewa:

PN
&

: \ J \ J
Adam: 9 T4

Teraz oba zbiory wynikowe sa duze, bo Ewa bez probleméw wygrywa.

Z warunkéw o zbiorach duzych i malych wynika, ze wtedy zbior (xo,z1] jest
duzy (jest on przecieciem zbioréw duzych). To jednak niemozliwe, bo zawiera
skonczenie wiele liczb. Zatem i tym razem dostajemy sprzecznosé.

Ostatecznie wigc w naszej grze zaden z graczy nie ma strategii wygrywajacej.
Mamy wiec gre, w ktéra mozna sobie ciekawie pograé: nikt nie moze mieé
pewnoéci, ze nas ogra, a jednoczes$nie my tez nie umiemy z kazdym wygrac.
Trzeba tylko nauczyé¢ sie wykonywaé kazdy ruch dwa razy szybciej niz
poprzedni. . .
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Algorytm Euklidesa

Zadanie postawione przez Generala jest
réwnowazne znajdowaniu najwigkszego
wspoélnego dzielnika dwéch liczb. Podana
metoda zwana jest algorytmem Euklidesa
i zostala wynaleziona prawie 2400 lat
temu. Jest jednym z najstarszych
pomysléw na algorytmizacje jakiego$
zagadnienia.

Maia aelld

Defilada z komputera

Putkownicy, Czerwony i Niebieski, spotykaja si¢ na naradzie u Generala.

— Rozkazuje zorganizowa¢ wspdlna defilade pododdziatu Czerwonych
Beretéow i pododdziatu Niebieskich Beretow — méwi General.

— Tak jest, Panie Generale — odpowiadaja zgodnie putkownicy Czerwony
i Niebieski.

— Czerwone Berety maja i8¢ tuz za Niebieskimi Beretami. Dla porzadku
wszystkie szeregi maja mie¢ rowna, jak najwieksza, liczbe zolnierzy —
kontynuuje Generat.

— Tak jest, Panie Generale.

— Prosze uzgodnié szczegdly — méwi General i wychodzi z pokoju.

— Zobaczymy, ilu mamy razem zolnierzy — méwi putkownik Niebieski.

— U mnie jest 56.

— A u mnie 77, wiec razem 133 — odpowiada putkownik Czerwony.

— Nie tak tatwo bedzie ustawié¢ zolnierzy w réwnolicznych szeregach —
zauwaza putkownik Niebieski.

— Jesli przyjme, ze ty potrafisz ustawi¢ swoich 56 zolierzy w okreslonym
szyku, to i ja bede umial ustawi¢ taks sama czes$¢ moich zolnierzy, wiec
pozostanie mi juz tylko 77 minus 56 réwna sie 21, ktérych ustawienie
bede musiatl uzgodnié¢ z toba — spostrzega po chwili putkownik Czerwony.

— A skoro ty potrafisz ustawié¢ swoich 21 zolnierzy, to i ja bede mogt ich
odliczy¢, co da mi 56 minus 21 réwna si¢ 35 zolnierzy do uzgodnienia

z toba — méwi Niebieski.

— Sprobuj jeszcze raz odja¢ moich zotnierzy od swoich, bo ja mam ich
mniej — radzi po chwili putkownik Czerwony.

— Po odjeciu zostanie mi ich tylko czternastu — postusznie wykonuje
prosbe Niebieski. — Teraz ja odejme tych twoich czternastu i zostanie mi
siedmiu — mowi Czerwony.

— Mnie tez zostalo siedmiu — zauwaza Niebieski.

— A wiec mamy rozwiazanie, mozemy ustawi¢ po siedmiu zolnierzy
w rzedzie — mowi uradowany Czerwony.

Nagle drzwi otwieraja sie i wpada General.

— Panowie, to ma by¢ porzadna defilada, wiec rozkazuje, by wziely w niej
udzial cale oddzialy — krzyknal General i wyszedt.

— Ja mam 1001 Zolnierzy w oddziale. A ty ilu masz? — pyta Czerwony.
— Ja mam 1089. Czeka nas dlugi wieczor liczenia — spostrzega Niebieski.

— A co bedzie, jak znowu wpadnie Pan General z nowym pomystem?
Albo w ostatniej chwili kto$ si¢ rozchoruje? — martwi si¢ Czerwony.

— Wiesz, mam pomyst — méwi Niebieski — Mam w biurze komputer.
Zaprogramujemy nasza metode i juz zawsze komputer nam to szybko
rozwiaze.

— Dobry pomyst. Prowadz.
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Po chwili obaj putkownicy siedza przed komputerem w biurze
Niebieskiego.

— Musimy najpierw ustali¢ komérki na obliczane wartosci — méwi
Niebieski, wpisujac stowa Czerwony i Niebiesks.

— Ale moze bylyby potrzebne dwa komputery, skoro zadanie
rozwigzywaliémy we dwbéch? — pyta Czerwony.

— Wystarczy jeden. Przeciez pracowaliémy na zmiane. A to mogtbym juz
teraz robi¢ sam — odpowiada Niebieski. — Pamietasz, ze powtarzaliSmy
nasze obliczenia tak dlugo, az obie liczby zréwnaty sie... Teraz wpiszemy
operacje, ktore komputer bedzie musiat wykonywaé — kontynuuje
Niebieski i zapisuje na klawiaturze ,Jak dtugo Czerwony rézny od
Niebieski wykonuj:”.

— A teraz od wiekszej odejmij mniejszg — radzi Czerwony.

— Stusznie. Ale najpierw musze sprawdzié, ktora jest wieksza. Zapisze
wiec ,Jesli Czerwony jest wieksze niz Niebieski, to pomniejsz Czerwony
o wartos¢ Niebieski, inacze] pomniejsz Niebieski o wartosé Czerwony” —
moéwi Niebieski.

— Teraz kaz mu obliczy¢ — méwi Czerwony. Niebieski postusznie nakazuje
komputerowi liczenie wedlug zadanego programu. Ale komputer uparcie
milczy.

— Racja, przeciez zapomnieliémy o zaprogramowaniu naszej komunikacji
z komputerem — méwi Niebieski.

— Najpierw wpiszemy instrukcje, ktore zapytaja nas o dane — kontynuuje
Niebieski i pisze: ,czytaj Czerwony i czytaj Niebieski”.

— A teraz instrukcje wyjscia — mowi dalej i pisze ,wypisz Czerwony”.
Oto wersja programu zapisana w jezyku Pascal:

program Defilada;
var Czerwony, Niebieski:integer;
begin
write(’Podaj liczbe Czerwonych Beretéw: ’);
read(Czerwony) ;
write(’Podaj liczbe Niebieskich Beretéw: ’);
read (Niebieski) ;
while Czerwony <> Niebieski do
if Czerwony > Niebieski
then Czerwony := Czerwony - Niebieski
else Niebieski := Niebieski - Czerwony;
writeln(’Liczba zoinierzy w rzedzie:’, Czerwony) ;
end.

Po ponownym uruchomieniu programu komputer pyta o liczby. Niebieski
wpisuje 56 i 77, a komputer postusznie wyswietla 7.

— Dziala! Dziata! — okrzyki Niebieskiego i Czerwonego zaglusza telefon od
Generata.

— Ilu Zotnierzy w rzedzie bedzie maszerowalo na defiladzie? — pyta
General.

— Chwileczke, Panie Generale — Niebieski blyskawicznie uruchamia
program i wpisuje 1001 i 1089.
— Jedenastu — odczytuje liczbe wyswietlang na monitorze.

— To doskonale — odpowiada Generat.

Malg Delte przygotowal Andrzej P. URBANSKI *



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Dane z czarnej skrzynki

Pod koniec czerwca sporzadzono raport na temat
wypadku, ktéremu ulegl bolid Roberta Kubicy

w czasie wyscigu w Montrealu. Dominanta przekazow
prasowych byla informacja o maksymalnym przeciazeniu
wynoszacym a = 75 g przez okolo milisekunde

(At = 1 ms) po uderzeniu w $ciane toru z predkoscia
v = 230 km/h. Dane te pochodza z urzadzenia

ADR (ang. accident data recorder), czarnej skrzynki
bolidéw F1. Jest ono montowane za fotelem kierowcy.
Rejestruje parametry pracy samochodu, w tym
wskazania grawimetrow.

W oficjalnej informacji dla prasy podkreslano
perfekeyjne funkcjonowanie wszystkich systemdw
bezpieczenstwa, ktére uratowato Polakowi zycie.

Nie ma watpliwosci, ze wypadek wygladal przerazajaco.
Wyjscie z niego z zyciem i to w dodatku praktycznie
bez szwanku sprawia wrazenie cudu.

Szkietko i oko podpowiada jednak, ze niewatpliwe
szczescie niewiele ma wspolnego z podanymi

do publicznej wiadomogci liczbami, ktére nie powinny
na fizyku zrobi¢ wigkszego wrazenia. Sprobujmy sobie
przypomnie¢ dlaczego.

W literaturze lotniczej mozna znalez¢ informacje
na temat maksymalnych stalych przeciazen,
ktéorym moze byé¢ poddany pilot, bez grozby utraty
zdrowia. Wynosza one niecate 10 g przy sitach
dzialajacych w kierunku nég lub wciskajacych
pilota w fotel, ale o wiele mniej w przypadku sily
dzialajacej w kierunku glowy. Oszacowania te, poparte
doswiadczeniami pilotéw (na pilotach?), wiaza sie

z zachowaniem krwi, ktéra w pierwszym przypadku
odplywa z moézgu, powodujac utrate przytomnosci,
a w drugim uderza do mézgu, rozrywajac naczynia
krwionosne, poczynajac od siatkéwki oka.

Poréwnanie maksymalnego przeciazenia, ktéremu
poddany byl bolid Kubicy, z maksymalnym
dopuszczalnym dla pilotow sugeruje niezwyklo$é
przypadku Polaka. Tylko ze takie porownywanie
wprowadza w blad. Maksymalne wartosci przeciazenia
nie maja wiele wspoélnego ze $miertelnosciag w wyniku
réznego rodzaju kraks. To, co niszczy pojazdy,

a w konsekwencji moze pozbawiaé zdrowia i zycia
ludzi, to kumulacja energii sprezystosci. Aby doszlo
do zniszczenia, zaréwno moc (czyli pochodna przekazu
energii wzgledem czasu), jak i czas trwania impulsu,
musza by¢ odpowiednio duze.

Gléwne powody nieszczesliwych skutkéw wypadkdow,
dotykajacych podrézujacych zwyklymi samochodami,
to zmiazdzenia i bezposrednie uderzenia, np. glowa
w element pojazdu. W sporcie samochodowym sa
one w znacznym stopniu wyeliminowane, gtéwnie
dzieki ekstremalnej trwalosci kokpitéw (tzw. klatek
bezpieczenstwa) i sztywnym zlaczeniu pilotdéw
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z fotelami. Stad bierze sie zadziwiajaca dla laika
zywotno$é pilotéw. Méwiac obrazowo, zwykly kierowca
lub pasazer podczas zderzenia sg narazeni na uderzenie
mlotem, a kierowcy sportowi zaledwie na uderzenie
mlotem gumowym.

Nie sposéb jednak zabezpieczy¢ kierowcy przed energia,
przekazywana mu przez zderzajacy sie pojazd poprzez
fotel i system paséw. Niszczaca jest kumulacja energii
w danym miejscu ciata. Dla przykladu wezmy pod
uwage serce kierowcy. Mozemy je rozpatrywaé jako
ciezarek zamocowany za pomoca systemu sprezynek

do szkieletu. Jego wychylenie z polozenia réwnowagi
ponad pewna wartos¢, rzedu kilku centymetrow,
spowoduje nieodwracalne szkody. Do zaistnienia takiego
przesuniecia potrzebny jest odpowiednio intensywny
przekaz energii. Problematyczne jest jednak chocby
ustalenie ,stalej sprezyny”, ale zeby unaocznié, iz
podane w prasie informacje nie swiadcza o potencjalnym
zagrozeniu zycia Roberta Kubicy, nie bedzie to
potrzebne. Jezeli przyjmiemy, ze serce jest zamocowane
swobodnie, to otrzymaé¢ mozemy tylko wigksze, a wiec
bardziej grozne przesuniecie. Latwo obliczy¢, ze przy
takim podejéciu to maksymalne wychylenie wynosito
nie wiecej niz As = 1a - (At)? = 0,4 mm, natomiast
uzyskana w wyniku przyspieszenia predkosé serca
wzgledem szkieletu nie przekraczata

Av =a-At=0,7 m/s. Wniosek jest prosty. Do prasy
nie zostaly przekazane zadne istotne informacje
dotyczace wypadku (bo chyba szkoda nawet
przypominaé, ze sama predkosé¢ w chwili pierwszego
zetkniecia sie bolidu z bariera nie ma zadnego
znaczenia).

Zeby umozliwié¢ zorientowanie sie, czy Polak byl
narazony na powazny uszczerbek zdrowia, nalezaloby
podaé wykres z zapisem grawimetrycznym lub
przynajmniej zgrubna jego charakterystyke, jak choéby
przedzial czasu, w ktérym przeciazenie przekraczalo
np. 20 g. Tylko ze wtedy ,news”, zyskujac wartosé
informacyjna, stracitby swoja medialnosc...

Robert Kubica mial szczescie, ze jego wypadek byt

tak spektakularny. Dzigki temu jego bolid wytracat
energie stopniowo. Gdyby kraksa miala tylko jeden akt,
Polak moglby pozegnac sie z zyciem. W przypadku
takiego pojedynczego zderzenia z trwala przeszkoda
jest sens méwié o $rednim przeciazeniu, ktére mozna,
po fakcie, ustali¢, znajac predko$¢ poczatkowa i mierzac
deformacje bolidu, czyli ,,droge hamowania”. Rekordowa
wartosé¢ tak obliczonego przeciazenia: 179, 8 g przezyt

w 1977 roku brytyjski kierowca David Purley, uderzajac
w czasie treningu z predkoscia 174 km/h w bariere toru
w Silverstone, po zablokowaniu si¢ pedatu gazu. Jego
bolid zatrzymal sie wtedy na drodze zaledwie 65 cm.

Piotr ZALEWSKI



Autor podaje przyklad (a w zasadzie

dwa przyklady) redukcji jednego
problemu do drugiego. Redukcja jest
techniky pozwalajaca poréwnywacé
zlozonosé obliczeniowg réznych zadan

i dowodzi¢ dolnego ograniczenia na te
ztozonosé. Klasycznym przyktadem

jest redukcja problemu sortowania

do problemu znajdowania otoczki
wypuklej na ptaszczyznie, ktéra pokazuje,
ze nie mozna znalez¢ otoczki n punktéw
szybciej niz w czasie O(nlogn). O klase
zlozonosci wyzej plasujg si¢ wielomianowe
redukcje dowodzace NP-zupelnosci
trudnych problemoéw.

Rozwigzanie zadania F 700.

Poniewaz Ziemia si¢ obraca, wigc

na réwniku wystepuje przyspieszenie

odérodkowe réwne “-, gdzie v to

predkosé punktu réwnika (czyli 40 000 km

na dobe), a r to promien Ziemi (czyli

6 356,8 km) — zmniejsza ono przyciaganie

ziemskie. Po przerachowaniu okazuje

si¢, ze niedobér wagi wyniesie okoto

5 graméw. Zatem nawet zloto kupowane

na rowniku, a sprzedawane na biegunie,

nie przyniostoby zysku pokrywajacego

koszty transportu. Sytuacje troche

poprawia uwzglednienie faktu, ze promien

réwnikowy jest wigkszy od biegunowego
przy optymistycznym rachunku réznica

moze wynies¢ kolejne 5 graméw.

*student, Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki, Uniwersytet
Warszawski

O dwéch réwnowaznych problemach
Jakub RADOSZEWSKI”®

RMQ i LCA. RMQ i LCA to dwa klasyczne zagadnienia algorytmiczne,

ktére nierzadko okazuja sie podproblemami w praktycznych zastosowaniach

algorytmiki. Z pozoru nie maja one ze soba nic wspélnego, jednakze pokazemy,

ze sa w istocie réwnowazne, czyli ze mozna efektywnie przeksztalci¢ rozwigzanie

dowolnego z nich, tak by rozwiazywalo ono drugie z tych zagadnien.

W zagadnieniu RMQ (ang. range minimum query) mamy dany n-elementowy

ciag liczbowy a1, ..., a, i musimy umie¢ szybko odpowiadaé¢ na zapytania

RMQ(%, j) o minimalny element fragmentu tego ciagu a;, a;+1,...,a;—1,a;j,

wyznaczonego przez i-ty i j-ty jego wyraz. Wyjaénijmy to na przykladzie; dla

ciagu 7,3,4,1,6,8,2,5 mozliwe sa miedzy innymi nastepujace zapytania:

e RMQ(6,8) — odpowiedzia jest siodmy element ciggu réwny 2,

e RMQ(1,8) — jest to réwnowazne z szukaniem minimum calego ciagu, czyli
elementu 1.

Problem LCA (ang. lowest common ancestor) dotyczy z kolei drzew

ukorzenionych, ktérych wierzcholki numerujemy liczbami od 1 do n.

Wiecej o drzewach mozna przeczyta¢ w ksiazce Wilsona ,Wprowadzenie do teorii graféw”.

Dla danego drzewa chcemy odpowiadaé¢ na zapytania LC'A(4, j) o najnizszego

wspOlnego przodka (czyli przodka najbardziej oddalonego od korzenia drzewa)

danych wierzchotkéw i oraz j. Nasze drzewo mozemy reprezentowaé, pamigtajac

w kazdym wezle ojca tego wezla, a takze liste wszystkich jego dzieci. Dla

przykladowego drzewa (rys. 1) mamy nastepujace wyniki ponizszych zapytan:

e LC'A(4,8) to wierzcholek o numerze 1,
e LC'A(10,2) odpowiada korzeniowi drzewa (numer 3),

e LC'A(6,7) = 6 — poszukiwanym przodkiem moze by¢ jeden z wierzchotkéw
7z zapytania.

W obu problemach poszukujemy struktury danych, ktéra bedziemy w stanie
efektywnie skonstruowaé i dzieki ktorej odpowiadanie na zadane zapytania
bedzie moglo odbywaé sie (znacznie) szybciej niz w najbardziej sitowy sposéb.
W przypadku RMQ najprostszy algorytm polegalby na kazdorazowym
przegladaniu zadanego fragmentu ciagu, a w LCA — na przechodzeniu z obydwu
wezléw do korzenia drzewa (obstuga zapytan RMQ(1,n) w pierwszym
przypadku i LC'A(1,2) dla drzewa z rysunku 2 wymagalyby wéwczas wykonania
po O(n) operacji).

Rys. 1 Rys. 2

Od RMQ do LCA. Dla danego ciagu ay, ..., a, pokazemy algorytm, za
pomocy ktorego przeksztalcimy ten ciag do drzewa takiego, ze odpowiedzi
na zapytania postaci RMQ(i, ) dla ciagu bedziemy mogli uzyskaé¢ za pomoca
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odpowiednich zapytan LCA(i’,j’) dla i’, j' bedacych
numerami pewnych wierzchotkéw drzewa. Poszukiwana
struktura jest tak zwane drzewo kartezjanskie, bedace
drzewem binarnym (kazdy wezel ma co najwyzej dwoje
dzieci) o nastepujacych wladciwosciach:

e wezly sg ponumerowane liczbami od 1 do n, z czego
i-ty wezet drzewa odpowiada wyrazowi a; ciagu,

e wyrazy ciggu odpowiadajace potomkom wezla ¢ sa dla
kazdego ¢ nie mniejsze od a;, (*)

e numery potomkéw lewego dziecka wezla ¢ sa
mniejsze od i, a numery potomkdéw prawego dziecka 4
— wieksze od i (do potomkéw wezta wliczamy tez
(%)

sam wezel).
Dla zaznajomionych z klasycznymi strukturami danych
oznacza to tyle, ze drzewo kartezjanskie jest kopcem
binarnym ze wzgledu na wartos$ci wezldéw (wartosei
odpowiadajacych im elementéw ciagu), a drzewem
poszukiwan binarnych (BST) ze wzgledu na ich numery.
Drzewo kartezjanskie dla ciagu

7,3,4,1,6,8,2,5

jest przedstawione na rysunku 3.

Rys. 3

Czemu to dziala? Twierdzimy, ze po skonstruowaniu
drzewa kartezjanskiego dla ciagu a,...,a, zapytanie
RMQ(i,j) mozna zasymulowa¢ przez LCA(i, j)
(zakltadamy odtad, ze i < j). SprawdZmy najpierw
na przykladzie, ze to rzeczywiscie dziala, przypominajac
sobie przyktadowe zapytania RMQ dla naszego ciagu:
rzeczywiscie

RMQ(6,8) = LCA(6,8) = ar = 2 (rys. 4),
a takze

RMQ(1,8) = LCA(1,8) = as =1 (rys. 5).

Czytelnik na pewno sam poradzi sobie z dowodem, ze
LCA(i, j) jest elementem zadanego podciagu a;, .. ., a;.
Pozostaje wiec pokazac, ze wezly odpowiadajace
wszystkim elementom podciaggu a, ..., a; s potomkami
LCA(i,j) — to wobec wlasnosci (%) uzasadni, ze
LCA(i,j) jest minimalna wartoscia w tym podciagu.
Zauwazmy wiec, ze wszystkie pozostate wierzchotki
drzewa albo leza na Sciezce od LC'A(i, j) do korzenia
drzewa, albo sa potomkami tego typu wierzcholkéw,

ale z ,przeciwnej galezi” niz ta prowadzaca z LC' A(i, 7)
(rys. 6). Jezeli $ciezka prowadzaca od LC'A(%, j)

do korzenia wchodzi do danego wezta od strony lewego
syna, to widzimy, ze numery tego wezla i wszystkich
potomkow jego prawego syna sa wigksze od 7, czyli nie
mieszcza sie w zadanym fragmencie ciagu. W przypadku
prawostronnym analogicznie wnioskujemy, ze numery
rozwazanych wierzchotkéw sa mniejsze niz i, co konczy
dowdd.

Jak szybko to dziata? Trzeba jeszcze pokazadé, jak
szybko mozna skonstruowaé drzewo kartezjanskie

dla danego ciagu. Budowanie drzewa bedzie sie
odbywalo metoda przyrostowa, dokladniej, bedziemy
doktadaé¢ wezly odpowiadajace kolejnym elementom
ciagu. Nietrudno zauwazy¢, ze w kazdym kroku
doktadany wezel a; bedzie sie znajdowal na najbardziej
prawostronnej Sciezce drzewa. Dlatego tez odpowiednie
miejsce dla a; znajdziemy, poruszajac si¢ od najnizszego
wezla prawostronnej Sciezki drzewa az do napotkania
wezla z warto$cia mniejsza od a; albo az do wyczerpania
weztow na $ciezce. W pierwszym z tych przypadkdw
prawym synem znalezionego wezta uczynimy wezet
zawierajacy a;, a cala pozostala cze$é¢ Sciezki
podepniemy do a; od lewej strony, w drugim za$ a;
uczynimy korzeniem drzewa, a cale dotychczasowe
drzewo podepniemy do niego z lewej strony (przyklad
dzialania algorytmu na rys. 7).

Na pierwszy rzut oka widzimy jedynie, ze w kazdym
kroku algorytmu wykonywanych jest co najwyzej n
krokéw w gore wzdtuz prawostronnej sciezki, a zatem
jego zlozono$é czasowa mozemy oszacowaé przez O(n?).
Jest to jednak bardzo zgrubne oszacowanie. Jezeli

w kazdym kroku bedziemy pamietali najdalszy od
korzenia wezel Sciezki prawostronnej drzewa, to w takim
przypadku laczna liczba krokéw algorytmu moze zostaé

S
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oszacowana przez sumaryczng liczbe przeanalizowanych
wierzcholtkéw $ciezek prawostronnych. Skoro jednak

raz przejrzany wierzcholek na zawsze przestaje si¢ juz
znajdowaé na $ciezce prawostronnej, a takze kazdy
wierzcholek zostaje do niej dodany dokladnie raz, to
tgczna liczba krokow algorytmu moze zostaé oszacowana
przez sumaryczng liczbe wierzchotkow drzewa, czyli

O(n).

Ostatecznie udalo nam si¢ sprowadzi¢ rozwiazywanie
RMQ do zagadnienia LCA, tak ze zlozonosé czasowa
przejscia jest liniowa wzgledem rozmiaru problemu (n),
czyli praktycznie najszybciej, jak sie nam moglo udac.

Rys. 7

Od LCA do RMQ. Sprowadzenie w te strone jest
nieco tatwiejsze niz w przeciwna. Tym razem naszym
zadaniem jest przeksztalcenie danego drzewa w pewien
ciag liczbowy tak, aby zapytania postaci LC'A(i, j) daly
sie latwo zapisa¢ w postaci zapytan RMQ(i', 5) dla
skonstruowanego ciagu. W pierwszym kroku wykonamy
przeszukiwanie drzewa w gtab, rozpoczynajac od
korzenia i za kazdym razem, kiedy znajdziemy sie

w jakims$ wierzchotku, dopiszemy go na koniec listy
wynikowej wraz z jego glebokoscia (korzen drzewa ma
glebokosé 0).

Wiecej o przeszukiwaniu w glagb mozna przeczytaé¢ w ksigzce Cormen,
Leiserson, Rivest, Stein ,Wprowadzenie do algorytmoéw”.

Dla drzewa z rysunku 1 wynikiem tego przeszukiwania
bedze lista: (3,0), (2,1), (3,0), (1,1), (5,2), (4,3),
(5.2), (1,1), (8,2), (1,1), (3,0), (6,1), (10,2), (6,1),
(9,2), (6,1), (7,2), (6,1), (3,0) (patrz rys. 8).

Na powyzszej liscie liczba wystapien kazdego
wierzchotka jest réwna liczbie jego dzieci powigkszonej

o jeden. Laczny rozmiar tej listy jest wiec rowny

liczbie krawedzi drzewa (laczna liczba wszystkich

dzieci) powiekszonej o liczbe jego wierzchotkéw (suma
jedynek), czyli 2n — 1; podobnie cale przeszukiwanie ma
zlozonos¢ czasowy liniowa wzgledem rozmiaru drzewa.
Okazuje sie, ze otrzymana lista jest poszukiwanym
przez nas ciagiem! Zapytanie LC A(i, j) obstuzymy,
identyfikujac jakiekolwiek wystapienia par (i,¢;) i (4, g;)
(92 to glebokosé wezta x) na liscie, zapytujac o RMQ
na przedziale przez nie wyznaczonym (minimalizujemy
drugi element pary, czyli gleboko$¢ wezta) i jako
poszukiwanego najnizszego wspolnego przodka
przyjmujac pierwszy element znalezionej pary. Czytelnik
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tatwo sprawdzi, ze kazde z wczedniej oméwionych
przyktadowych zapytan LCA zostanie dla naszego
drzewa prawidlowo obstuzone, a wynikami beda
odpowiednio pary: (1,1), (3,0) i (6,1).

Rys. 8

Jezeli dla kazdego wezla drzewa bedziemy pamietac
polozenie ktéregokolwiek jego wystapienia na lidcie,

to koszt czasowy zapytania LCA bedzie dokladnie

taki sam, jak koszt odpowiadajacego mu RMQ.
Pozostalo wiec odpowiedzie¢ na pytanie, czy nasze
sprowadzenie jest rzeczywiscie poprawne. W tym celu
przede wszystkim zauwazmy, ze LCA rozwazanych
weztow bedzie zawsze wystepowal w podciagu o koncach
wyznaczonych przez (i,g;) i (J, g;). Faktycznie, jezeli
tym LCA jest ktéry$ z wezléw i, j, to stwierdzenie

to jest oczywiste, a w przeciwnym przypadku Sciezki
prowadzace od i oraz j do ich LCA wchodza przez
r6zne jego dzieci (inaczej nie bylby to najnizszy wspolny
przodek), czyli miedzy zaglebieniami rekurencyjnymi
algorytmu przeszukiwania dochodzacymi do ¢ oraz do j
wierzcholek odpowiadajacy LCA zostanie wypisany.
Podobnie mozna pokazaé, ze zaden wierzchotek

o mniejszej glebokosci nie moze sie w tym przedziale
znalezé, co ostatecznie dowodzi, ze poszukiwane LCA
bedzie znalezionym RMQ.

Whioski. Pokazaliémy algorytmy sprowadzajace
RMQ do LCA i z powrotem w zlozonosci czasowej
O(n), co pozwala nam stwierdzié, iz te dwa problemy
sg rzeczywiscie rownowazne. Pozostalo nam teraz
znalezienie efektywnego rozwiazania ktoregokolwiek
z tych zagadnien. Tym jednak zajmiemy si¢

w listopadowym numerze Delty.



menisk

szklanka

Rys. 1. Menisk wypukly w szklance wody.

szpilka zyletka

menisk

Rys. 2. Zyletka i szpilka utrzymujace
si¢ na wodzie dzigki napigciu
powierzchniowemu.

X

Rys. 3. Wypadkowa sila dzialajaca
na czasteczke w glebi cieczy jest rowna

zeru.
I sita wypadkowa

Rys. 4. Wypadkowa sila dzialajaca
na czasteczke przy powierzchni cieczy nie
jest zerem.

—4 drut
—3
—2
—1

g

Rys. 5. Stojak z drutu do ustawienia
cylindra strzykawki.

Wyznaczamy wspolczynnik
napiecia powierzchniowego

Stanistaw BEDNAREK

Zaczniemy od do$¢ zadziwiajacego doswiadczenia. Do szklanki nalewamy
wody. Kiedy szklanka bedzie juz prawie petna, wode wlewamy powoli cienkim
strumieniem, tak zeby poziom wody wznosil si¢ ponad brzeg szklanki (rys. 1).
Méwimy, ze woda tworzy wtedy menisk wypukly. Co sie stanie, jezeli na takiej
wypuktej powierzchni wody potozymy zyletke lub kilka szpilek? Pierwsza
odpowiedz, ktora przychodzi nam na mysl, jest taka, ze przedmioty te zatona,
a pewna ilo$¢ wody wyleje sie ze szklanki. Wiemy przeciez, ze gestosé stali,

z ktorej wykonana jest zyletka lub szpilka, jest kilka razy wigksza od gestosci
wody i przedmioty te nie maja prawa plywaé¢ w wodzie.

Pol6zmy jednak ostroznie i poziomo zyletke na powierzchni wody. To samo
zrobmy ze szpilkami. Okaze sie, ze przedmioty te nie zatona, lecz beda
utrzymywaly sie na wodzie, uginajac jej powierzchnie, ktora wyglada, jakby
tworzyla jakas blone pokrywajaca wode (rys. 2). Oczywiscie, jezeli ciezar
przedmiotéw bedzie zbyt duzy, tak ze przekroczy wytrzymaltosé blony, wowczas
ulegnie ona przerwaniu i polozone na niej przedmioty zatona. Zjawisko
tworzenia sie blony na powierzchni swobodnej cieczy jest nazywane napieciem
powierzchniowym.

Zjawisko to tlumaczy sie asymetrycznym oddziatywaniem czasteczek cieczy

na czasteczki znajdujace si¢ w warstwie przypowierzchniowej. Na czasteczki
znajdujace sie w glebi cieczy pozostate czasteczki oddzialuja symetrycznie

ze wszystkich stron, tak ze wypadkowa sila dzialajaca na nie rowna jest zeru
(rys. 3). Na czasteczki znajdujace si¢ przy powierzchni cieczy dziala wypadkowa
sita wciagajaca je w gtab cieczy. Dlatego czasteczki te tworza warstwe zwana
blona powierzchniowa (rys. 4). Wielko$¢ fizyczna réwna stosunkowi sily
potrzebnej do rozerwania blony powierzchniowej do dlugoéci tego rozerwania
nazywamy napieciem powierzchniowym. Wyznaczenie tego wspolczynnika bedzie
przedmiotem naszego doswiadczenia.

Do doswiadczenia potrzebny bedzie plastikowy cylinder od strzykawki lekarskiej
o pojemnoéci 5-10 cm?®, niewielkie naczynko szklane, np. kieliszek, kawalek
miekkiego drutu o srednicy okoto 1 mm i dtugoéci okoto 25 cm, cienka plastikowa
rurka, np. kawalek wktadu od dlugopisu lub gruba igta do strzykawki, plastelina
i suwmiarka. Z drutu wyginamy stojak do ustawienia strzykawki (rys. 5). Otwoér
wylotowy strzykawki zmniejszamy, tak zeby po napelnieniu strzykawki woda
wyplywaly z niej pojedyncze krople. Mozna to osiagnaé kilkoma sposobami:
nakladajac na wylot strzykawki obcieta iglte na dlugosé okolo 1 cm, wceiskajac

w otwor strzykawki kawalek plastikowej rurki lub rurki uformowanej z plasteliny.

Zalézmy dla uproszczenia, ze najmniejsza srednica kropli przed oderwaniem sie
jest rowna Srednicy rurki. Sila napiecia powierzchniowego Fj, utrzymujaca krople
wyraza sie wzorem (rys. 6)

(1) F, = and,

w ktérym: a — wspdlezynnik napiecia powierzchniowego wody, d — Srednica
wewnetrzna rurki. Wiadomo, ze tuz przed oderwaniem sita F), jest réwna
ciezarowi kropli @, ktéry wyraza si¢ wzorem

(2) Q="Vps,
gdzie: V — objetos¢ kropli, p — gestos¢ cieczy, g — przyspieszenie ziemskie
(g = 9,81 m/s?). Objetoéé kropli obliczamy, dzielac objetoéé cieczy, ktéra
wyplynela ze strzykawki V., przez liczbe kropli n

V.

(3) V= ;
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Rys. 6. Sily napiecia powierzchniowego
utrzymujace krople tuz przed jej
oderwaniem.

Rys. 7. Bardziej realistyczny ksztalt
kropli.

Poréwnujac wzory (1) i (2) oraz podstawiajac wzér (3) po prostym
przeksztalceniu, otrzymujemy wzor

Vepg
Gestosé wody p dla danej temperatury odczytujemy z tablic fizycznych.
Objetosé wody, ktéra wyplyneta, V., odczytujemy z podzialki na strzykawce.
Liczbe kropel n tatwo policzyé. Pewnym problemem jest wyznaczenie Srednicy
wewnetrznej rurki — mozna ja zmierzy¢ przy uzyciu suwmiarki, postugujac sie
ostroznie szczekami do pomiaréw wewnetrznych. Ostrozne uzycie tych szczek
jest konieczne w przypadku zwezenia koncowki strzykawki przy uzyciu plasteliny
— chodzi o to, zeby nie zdeformowaé szczgkami suwmiarki migkkiej koncoéwki.

Opisana metoda wyznaczania wspolczynnika napiecia powierzchniowego cieczy
nosi nazwe metody stalagmometrycznej, pochodzacej od greckiego stowa
stalagma, co oznacza kropla. Mimo swojej prostoty zapewnia ona osiagniecie
do$¢ doktadnych wynikéw. Pozwala np. wykryé wplyw zmiany temperatury

o okoto 10°C lub domieszki do wody plynu do mycia naczyn na wartos¢
wspdlczynnika napiecia powierzchniowego. Warto wiec przeprowadzi¢ te dwa
pouczajace pomiary samodzielnie.

Dokladniejsze obserwacje, ktore mozemy przeprowadzié, ogladajac tworzaca sie
krople przez lupe, wykazuja, ze tuz przed oderwaniem si¢ kropli ma ona Srednice
nieco mniejsza niz $rednica wewnetrzna rurki, z ktérej ona wyplywa (rys. 7).
Dlatego we wzorze (1) nalezaloby uwzglednié¢ wspélezynnik poprawkowy
mniejszy od jednoéci opisujacy przewezenie kropli. Wspélczynnik ten okresla
sie, rzutujac powiekszony cien kropli na ekran i mierzac srednice najwezszej
czesci kropli i jej Srednice tuz przy koncu rurki, z ktérej kropla wyptywa,

a nastepnie obliczajac stosunek tych dwdch wielkosci di /ds. Analizujac

wzory (1) i (4), latwo przekonujemy sie, ze bez wspdlczynnika poprawkowego
na przewezenie kropli wzér (4) daje zanizone wartosci wspélezynnika napiecia
powierzchniowego.

m Zadania

Tym razem zadania z fizyki z podwdjng myszka — zobaczmy, czym bawila si¢
mlodziez w polowie XX wieku (motywy zaczerpnigte z ksiazki J. Perelmana,
Zagmugjgca fizyka). Potrzebne dane nalezy odszukad, co jest zajeciem
pouczajacym.

F 699. Na Olimpie cena jednej kilowatogodziny wynosi 0,25 euro. Oszacuj, ile
srednio musi zaplaci¢ Zeus za jednokrotne postuzenie si¢ piorunem.
Rozwiazanie na str. 3

F 700. Ile na rowniku wazy kilogram cukru, ktéry na biegunie wazyt
1 kilogram? Postugujemy si¢ i tu, i tam waga sprezynowa.
Rozwiazanie na str. 9

Redaguje Waldemar POMPE

M 1180. Liczby catkowite a, b, ¢, d spelniaja warunek ad — bc = 1.
2, 22

+ bd

Udowodnié¢, ze utamek jest nieskracalny.

Rozwiazanie na str. 3

M 1181. Rozstrzygnaé, czy w kazdym czworoscianie wysokosci przecinaja sie
w jednym punkcie.
Rozwiazanie na str. 5

M 1182. Na przyjeciu spotkalo sie 100 oséb. Wiadomo, ze wérod kazdych
czterech oséb znajduje si¢ taka, ktora zna pozostale trzy osoby z tej czworki.
Wykazaé, ze istnieje co najmniej 97 oséb, z ktérych kazda zna wszystkie osoby
bedace na przyjeciu. Przyjmujemy, ze osoba A zna osobe B, to osoba B zna tez
osobe A.

Rozwiazanie na str. 16
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Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Klub 44
@

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi

. przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.

Termin nadsylania rozwiazan:
30 XI 2007

Szczegdltowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sie na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Zadania z matematyki nr 545, 546 Redaguje Marcin E. KUCZMA

545. Rozwazamy trojkaty ABC spelniajace warunek
|[ID| = [IE|, gdzie I jest srodkiem okregu wpisanego,

a D, F sa punktami przeciecia prostych Al, BI
odpowiednio z bokami BC', CA. Wyznaczy¢ wszystkie
tréjki liczb a, 8,7, ktére moga byé miarami katéw << A,
X B, xC takiego tréjkata.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 5/2007
541. Majac dana dodatnia liczbe calkowity (w zapisie dziesietnym),
mozemy dopisa¢ na koncu 0 lub 4 (otrzymujac liczbe majaca o jedna
cyfre wiecej); ponadto, jesli dana liczba jest parzysta, wolno nam
podzieli¢ jg przez 2. Dowies¢, ze startujac od liczby 4 i wykonujac
opisane operacje, mozna uzyska¢ kazda liczbe catkowita dodatnia.

541. Niech f(z) = 10z, g(z) = 10z + 4 dla z € N i niech

h(z) = z/2 dla liczb parzystych = € N. Wykazemy, ze kazda
dodatnia liczba parzysta daje sie przedstawié¢ w postaci F'(4)

546. Dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n wyznaczy¢
najmniejsza mozliwg liczbe niezerowych wspélezynnikéw
wielomianu stopnia n, o wspélczynnikach rzeczywistych,
majacego n réoznych pierwiastkow rzeczywistych.

Zadanie 546 zaproponowal pan Krzysztof Dorobisz
z Krakowa.

Przypominamy tres¢ zadan:

542. Cztery okregi o1, 02, 03, 04 0 jednakowym promieniu i réznych
$rodkach sg polozone na plaszczyznie tak, ze o1, 02, 03 majg punkt
wspélny A, za$ 02, 03, 04 maja punkt wspélny B, rézny od A.
Wykazaé, ze punkty przecigcia tych okregéw, rézne od A i B, sa
wierzchotkami réwnolegtoboku.

542. Niech O; bedzie §rodkiem okregu o;. Przyjmijmy, ze:
okregi 01, 02 przecinaja si¢ w punktach A i K;
okregi 02, 04 przecinaja si¢ w punktach B i L;

dla pewnej skoniczonej superpozycji F' funkcji f, g, b (jest

to teza zadania dla liczb parzystych). okreg 04, 03 przecinaja sig w punktach B i M;

okregi 03, 01 przecinaja si¢ w punktach A i N.
Dowdéd indukeyjny: dla liczb 2 ( = h(4) ) oraz 4 nie ma
czego dowodzi¢. Ustalmy liczbe parzysta y > 4 i zalézmy,
ze kazda mniejsza liczba parzysta x > 0 da sie przedstawié¢
w wymaganej postaci.

Te cztery okregi sa przystajace. Wobec tego odcinki AK
i 0102 maja wspolny $rodek P, za$ odcinki AN i 0103
maja wspolny $rodek ). Zatem KN=2. I@ = 0203.

Analogicznie wykazujemy, ze takze LM = 0,03. Tak
wiec KN = m, co oznacza, ze czworokat K LM N jest
rownolegtobokiem.

Jedli ostatnig cyfra liczby y jest 0, przyjmujemy = = y/5;
wowezas y = f(h(x)).

Jesli ostatnia cyfra liczby y jest 2,
przyjmujemy x = (y—2)/5;
wowcezas y = h(g(x)).

Jesli ostatnia cyfra liczby y jest 4,
przyjmujemy x = (y—4)/5;
wowcezas y = g(h(x)).

Jesli ostatnia cyfra liczby y jest 6,
przyjmujemy z = (2y—2)/5;
wowezas y = h(h(g(x))).

Jesli ostatnig cyfra liczby vy jest 8,
przyjmujemy z = (dy—2)/5; woéwczas
y = h(h(h(g(x))))

W kazdym przypadku z jest A /‘
parzysta liczbg naturalna, mniejsza od y.

Stosujac do x zatozenie

indukcyjne, uzyskujemy

zadane przedstawienie liczby y; teza zadania

dla liczb parzystych zostala udowodniona.

Dla liczb nieparzystych teza takze zachodzi,

bo kazda liczbe nieparzysta mozna uzyskaé 0>

z liczby parzystej przez jednokrotne zastosowanie

funkcji h.
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Klub 44

Termin nadsylania rozwiazan:
30 XI 2007

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
434 (WT = 2,45) i 435 (WT = 1,90)
z numeru 3/2007

— Rybnik 46,40
Krzysztof Magiera — Losiéw 39,27
Tomasz Wietecha — Tarnéw 34,52
Jerzy Witkowski — Radlin 29,80
Andrzej Idzik — Bolestawiec 27,98
Andrzej

Nowogrodzki — Chocianéw 21,18
Radostaw Poleski — Kolobrzeg 17,04

Tomasz Tkocz

Po dlugiej przerwie witamy nowego

cztonka Klubu 44F — p. Tomasza Tkocza.

A 1,00 0,90 0,81

T 1,00 1,05 1,11

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
533 (WT = 2,62) i 534 (WT = 1,55)
z numeru 1/2007
Janusz Olszewski — Suwalki 47,59
Tomasz Wietecha  — Tarnéw 43,17
Tomasz Warszawski — Krakéw 41,41
Andrzej Daniluk — Warszawa 40,64
Dariusz Kurpiel — Posada
Zarszyn 38,60
Krzysztof Kaminski — Pabianice 36,52
Grzegorz Karpowicz —Wroctaw 35,20
Janusz Olszewski: drugi w historii Ligi
jej uczestnik, ktéry wykonal dziewieé
pelnych rund (trzykrotna norma
weteranska)!

0,74 0,67 0,61

Zadania z fizyki nr 442, 443
Redaguje Jerzy B. BROJAN

442. Uporzadkowaé ponizsze uklady optyczne wedlug wartosci ogniskowe;j:

1. dwie jednakowe soczewki ptaskowypukle zetkniete powierzchniami ptaskimi,

2. dwie soczewki (takie same, jak w punkcie 1) ustawione powierzchniami
plaskimi do siebie i rozsunigte na pewna (nie bardzo duza) odleglosé,

3. jak w punkcie 2, z ptaskorownolegla ptytka szklana wstawiona miedzy
soczewkami.

Wskazéwka: Ogniskowa ukladu optycznego (niekoniecznie cienkiej soczewki)
mozna zdefiniowaé nastepujaco: jesli na uklad pada promien Swiatta réwnolegly
do osi optycznej i odlegly od niej o h, a po wyjéciu z ukladu jest nachylony pod
niewielkim katem a do osi, to ogniskowa wynosi f = h/a.

Rozwiazania oparte na gotowym wzorze na ogniskowa dowolnego uktadu
soczewek (jesli taki wzor mozna znalezé w specjalistycznych podrecznikach) nie
beda akceptowane.

443. Oscylator anharmoniczny ttumiony jest cialem poruszajacym sie pod
wplywem dwoéch sil — sily $ciagajacej cialo do polozenia réwnowagi i zaleznej
od wychylenia (niekoniecznie proporcjonalnie) oraz sily tlumiacej, zaleznej od
predkodci. Zanotowano kolejne wartosci amplitudy drgan takiego oscylatora,
wraz z odstepami czasu (jednostki dowolne):

0,55 0,51 046 042 0,39 0,36 0,33 031 0,28 0,26 0,24

1,17 1,22 1,28 1,34 141 147 153 160 1,67 1,74 181 1,88 1,95
Jaka zalezno$¢ pierwszej sily od wychylenia i drugiej sily od predkodci jest

zgodna z ta tabela?

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 5/2007
Przypominamy tresé¢ zadan:

438. Jednorodny pret wisi na bardzo lekkiej nici, ktorej drugi koniec jest zaczepiony w nieruchomym
punkcie. Wprowadzono pret w ruch obrotowy wokél osi pionowej przechodzacej przez ten punkt,

tak ze w obracajacym sie ukladzie odniesienia pozostawal nieruchomy. Czy mozliwe jest, ze przy
pewnej predkosci katowej obrotu zalaczony rysunek doktadnie przedstawia polozenie preta? (Nalezy
zmierzy¢ na rysunku niezbedne wielko$ci)

439. W fizyce jadrowej, a takze w przemysle elektronicznym, bardzo poszukiwany jest otéw
wydobyty z rud w odlegtej historii (np. starozytnosci i Sredniowieczu). Jakie zalety moze mieé
taki oléw w poréwnaniu z ,normalnym”, tzn. pochodzacym ze wspdlczesnego procesu wydobycia
i oczyszczania?

438. Oznaczmy dlugosé nici jako d, kat jej odchylenia od
pionu jako «, dtugo$¢ preta jako [, a kat jego odchylenia
od pionu jako 8. W obracajacym sie uktadzie
odniesienia na element preta znajdujacy sie

w odlegtosci s od gérnego konca dziata sita
odsrodkowa réwna dF, = dm - w2r,

gdzie dm = (m/l)ds jest masa tego elementu,

ar = dsina + ssin § — odlegtoscia od

osi obrotu. Catkowita site odsrodkowa

F, wyznaczymy droga catkowania. /
Poza nia na pret dziata takze dF,

sita ciezkodci Fy = mg A
oraz sita napiecia nici N
(zob. rys.).

Warunek réwnowagi sit Fy
po wyeliminowaniu N

sprowadza sie do

F, = mw? dsinonrllsinB = mgtga.
2 glg

Nalezy jeszcze rozpatrzy¢ warunek rownowagi ze wzgledu
na obroty. Moment sity dF, wzgledem gérnego konca
preta wynosi dM, = dFj, - scos 8. Otrzymany w wyniku
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scatkowania catkowity moment sity odsrodkowej jest réwny
momentowi sity ciezkosci

M, = mw%cosﬁ(%dsina + %lsinﬁ) = %mgl sin 3.
Z dwbéch powyzszych réwnan nalezy wyeliminowaé w,
otrzymujac warunek dotyczacy wielkosci bezposrednio
mierzalnych na rysunku

(dsino + 21sin B)3 tg 8 = (2dsina + 1lsin B) tg o
Wedlug rysunku autora stosunek !/d mial wynosi¢ okolo
1,4, kat o — okoto 25°, a kat 3 — okoto 58°, co oznacza
niespelnienie tego warunku (przy takich wartosciach 1/d i 8
bylby spelniony dla kata o réwnego 54,5°).

439. W naturalnej skale otéw wystepuje najczesciej razem
z pewna domieszka uranu. Jednym z produktéw rozpadu
uranu 238U jest promieniotwérczy otéw 21°Pb, ktérego
Sladowe ilosci sg obecne w $wiezo oczyszczonym otowiu.
Nawet bardzo niewielkie natezenie promieniowania moze
zaktécaé dziatanie uktadow elektronicznych lutowanych
stopem otowiu i wplywaé¢ na wyniki pomiaréw, jesli taki
otéw jest wykorzystany jako ostona czulych przyrzadéw
fizyki jadrowej. Okres potowicznego rozpadu tego izotopu
wynosi 22 lata, wiec oléw ,stary” go nie zawiera.



w

Rozwigzanie zadania M 1182.

Jesli wszystkie osoby na przyjeciu znaja
sie, to teza zadania jest spelniona.
Przyjmijmy wiec, ze pewne dwie osoby
A, B nie znaja si¢ i oznaczmy przez P
zbiér pozostalych oséb obecnych

na przyjeciu. Wéwczas kazde dwie

osoby X, Y ze zbioru P muszg si¢

zna¢ — w przeciwnym razie w czworce
{A, B, X, Y} nie byloby osoby, ktéra zna
pozostale trzy.

Jesli kazda osoba ze zbioru P zna
zaréwno osobe A, jak i osobe B, to zbiér
P sklada si¢ z 98 oséb, z ktérych kazda
zna wszystkie osoby z przyjecia.

Przyjmijmy wiec, ze pewna osoba

C € P nie zna osoby A lub B. Wéwczas
kazda osoba X ze zbioru P \ {C}

musi znaé kazda z oséb A, B oraz

C' — w przeciwnym razie w czworce

{A, B, C, X} nie byloby osoby, ktéra zna
pozostale trzy.

‘W ten sposéb wykazaliSémy, ze kazda
osoba ze zbioru P\ {C} zna kazdg inng
osobe obecng na przyjeciu, co konczy
rozwiazanie zadania.

Patrz w niebo

Juz pietnascie lat minelo od odkrycia pierwszego obiektu (o symbolu 1992 QB;)
nalezacego do Pasa Kuipera, ktora to nazwa powstala po odkryciu kilkuset
kolejnych lodowych planetoid obiegajacych Stonce poza orbita Neptuna.

7 czasem stwierdzono, ze ponad 1% z nich to obiekty podwdjne. Pierwszym

\ byta planetoida 1998 WW3,, tzn. odkryta wprawdzie w 1998 roku, ale ktérej

podwdjno$é odkryto dopiero w 2001. Okazalo sie przy tym, ze okres obiegu
takiej pary wynosi 570 dni, a wzgledna orbita cial ma mimosréd réwny az
0,8. Odlegto$é sktadnikéw pary waha sie w tej sytuacji od 4000 do 40 000 km.
Pojawil si¢ naturalnie problem, jak moga powstawacé tak rozlegle pary tych
lodowych planetoid, gdyz nie jest to jedyny obiekt tego rodzaju.

Przede wszystkim mozna by czesé odpowiedzialnosci za te odkrycia zrzucié

na tzw. selekcje obserwacyjna: z odleglosci, w jakiej znajduja sie ciala nalezace
do Pasa Kuipera, mozna rozpoznaé jako podwdéjne tylko pary dostatecznie
rozlegle; inaczej méwiac, par ciasniejszych po prostu nie da sie rozpoznac

jako pary. Nie wszystkim jednak odpowiadala taka interpretacja, zwtaszcza

ze za pomoca teleskopu Hubble’a odkryto jednak pary rozdzielone na mniej

niz pét sekundy tuku (ciata, ktére dzieli 40 000 km, ogladane z odleglosci
Plutona znajduja sie w katowe]j odleglosci p6ltorej sekundy tuku). Jakikolwiek
mechanizm powstawania gotowych rozlegltych par wydawal si¢ badaczom

od poczatku nierealny. Nagle zwigkszenie odleglosci sktadnikow w wyniku
dzialania sit pltywowych jakiej$ planety nie wchodzi w gre wskutek braku planet
w obszarze Pasa Kuipera. Rozbicie jednego obiektu na dwa w wyniku zderzenia
z jeszcze innym tez nie jest dobrym tlumaczeniem, gdyz po takim zderzeniu
oba fragmenty utworzylyby raczej ciasna pare — tego dowodza symulacje.

Za najbardziej prawdopodobny poszukiwany mechanizm uznano w koncu, ze
kilka miliardéw lat temu, gdy Pas Kuipera byl bardzo gesty, moglo stosunkowo
czesto dochodzié¢ do spotkan trzech (!) cial. Wtedy mianowicie dwa ciala,
skleiwszy sie po spotkaniu, mogly zosta¢ — juz jako jedna bryla — uwiezione

w polu grawitacyjnym pobliskiej trzeciej bryly. A orbity takich $wiezych par
mogly by¢ rozmaite, w tym réwniez bardzo rozlegte.

Tomasz KWAST

Wrzesien

We wrzesniowe wieczory dosé nisko nad potudniowym horyzontem widaé¢ malo
wyrazisty gwiazdozbiér Koziorozca, o ktérym warto wiedzie¢, ze 2000 lat temu
w nim znajdowal si¢ punkt przesilenia zimowego. Wskutek precesji punkt ten
przesunal sie do Strzelca, a przez Koziorozca Stonce przechodzi w styczniu

i w lutym. Sam gwiazdozbior nie zawiera zadnych efektownych jasnych obiektéw.
Mozna jednak pokusié sie o znalezienie za pomoca malej lunety gromady kulistej
M30 (NGC 7099) o jasnosci 7,5 mag i rozmiarach polowy tarczy Ksiezyca, ktéra
to gromada lezy w odlegloéci 7,4 kpc. Najjasniejsza gwiazda Koziorozca jest
akurat nie alfa, lecz delta, ktéra jest gwiazdg zmienna, a w maksimum blasku
jej jasno$¢ wynosi okoto 3 mag.

Merkury najdalej od Stonca znajdzie si¢ 29 IX i mozna prébowaé znalezé

go po zachodzie Stonca. Wenus jest na granicy Raka i Lwa i wschodzi przed
Stoncem. Najsilniej bedzie swieci¢ 23 IX. Mars jest w Byku i widaé¢ go w drugiej
polowie nocy. Jowisz jest w Wezowniku i wieczorem zachodzi, a Saturn we Lwie,
blisko Stonca, a wiec go nie wida¢. Néw Ksiezyca wypada 11 IX, a pelnia

26 IX. Podczas nowiu nastapi czesciowe za¢mienie Stonca, ale widoczne bedzie
na Antarktydzie i w Ameryce Poludniowej. Ksiezyc zakryje Regulusa 10 IX,

co zobaczg mieszkancy Polinezji, Japonii, centralnej Azji i wysp Oceanu
Indyjskiego; Saturna réwniez 10 IX, co bedzie wida¢ z Oceanu Indyjskiego;
Antaresa 18 IX, co bedzie wida¢ z poludniowych czesci Oceanu Atlantyckiego

i Wielkiego. 23 IX nastapi rownonoc jesienna, czyli oficjalnie zacznie si¢ jesien.
Zadnych przewidywalnych rojéw meteoréw we wrzeéniu nie ma.

T. K.
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Nastepnie sporzadzil odlew ,morza”
o $rednicy dziesigciu tokci, okragltego
o wysokoéci pieciu tokci i o obwodzie
trzydziestu tokci. Ponizej jego krawedzi
opasywaly je dokota rozchylone kielichy
kwiatowe. Na trzydziesci tokci otaczaly
,morze” w krag. W jego odlewie byly
razem odlane dwa rzedy rozchylonych
kielichéw kwiatowych.

1 Krl 7, 23-24

Metody Monte Carlo
Rafat SZTENCEL

W poprzednim odcinku pisaliSmy o doswiadczalnym wyznaczaniu liczby 7

za pomoca igly Buffona. Dokladnos¢ metody nie byla moze imponujaca,

ale w koncu krélowi Salomonowi przy powaznych pracach inzynierskich,

czyli budowie $wiatyni, wystarczylo przyblizenie m = 3 (por. [1], werset

na marginesie; szczerze méwiac, dokladna wartos¢ m nie jest tu potrzebna,

co wiecej, informacja, ze obwdd ,morza” jest w rzeczywistosci nieco wiekszy niz
31,4 tokcia, wywotalaby tylko zamet w glowach czytelnikdw).

Dzis tak zwane metody Monte Carlo stosuje sie m.in. wladnie przy pracach
inzynierskich, gdzie — obok zalozonej dokladnosci — wazna jest szybkos¢
uzyskania wyniku.

Zilustrujemy metode prostym przykladem: nalezy obliczyé fol f(z)dz, gdzie
0< f(x) <1dlaze (0,1). Niech X3, Y7, Xs, s, ...bedzie ciagiem niezaleznych
zmiennych losowych o rozkladzie jednostajnym na przedziale [0, 1]. Definiujemy
P :{1 gdy Yn < f(Xn)
Tl0 gdy Ya > f(Xn)
Zmienne losowe Z,, sa niezalezne, ponadto

1
EZ, = P(Y, < f(X,)) = /0 f(z)dz,

poniewaz wektor losowy (X,,,Y,,) ma rozklad jednostajny na kwadracie
[0,1] x [0, 1]. Na mocy prawa wielkich liczb
W+ Zo+ ...+ Zy
n

1

— f(z)dz pan.,
0

wiec dla duzych n otrzymamy dobre przyblizenie catki.

By¢ moze obliczanie zwyktej calki w ten sposob jest nieoplacalne w poréwnaniu
np. z metoda Simpsona, ale metoda Monte Carlo przenosi si¢ bez wickszych
zmian na calki wielokrotne, gdzie w pelni ujawnia swoje zalety. Nietrudno
bowiem podzielié¢ przedzial [0, 1] na 10 czesci, by zastosowaé jedna ze znanych
metod catkowania numerycznego. Ale 100-wymiarowy obszar calkowania
nalezatoby podzieli¢ na 1010 czedci!

Metody Monte Carlo stosuje sie takze do rozwiazywania rownan catkowych
i réwnan rézniczkowych czastkowych (to ostatnie — ze wzgledu na liczne

i glebokie zwiazki teorii prawdopodobienstwa z teoria réwnan rézniczkowych
czastkowych).

Rozwiazanie znanego problemu komiwojazera, czyli znalezienia najkrétszej trasy,
ktora pozwolitlaby objechaé¢ n miast i wrocié do punktu startowego, wymaga
mocy obliczeniowej lawinowo rosnacej wraz z n. Metody probabilistyczne
umozliwiaja znalezienie catkiem niezlej, bo dtuzszej o kilka procent od
najkrotszej, trasy w rozsadnym czasie. Okazalo sie réwniez, ze czlowiek,
postugujac sie intuicja, jest w stanie poda¢ w miare szybko rownie dobre
rozwigzanie tego problemu.

Szybkie, nieporzadne i suboptymalne rozwiazania probleméw sg chyba zgodne
z duchem epoki. A jeszcze kréol Salomon mégl sobie pozwoli¢ na wysokiej klasy
architekture przy budowie §wiatyni.

Literatura

[1] Pismo S"witgte Starego i Nowego Testamentu, Wydawnictwo Pallottinum, Poznan —
Warszawa 1971.
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limpiada

Zadania I stopnia
Olimpiady Fizycznej, Astronomicznej i Matematycznej
oraz Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistow
2007/2008

LVII OLIMPIADA FIZYCZNA
ZADANIA ZAWODOW I STOPNIA

Rozwigzania zadan I stopnia nalezy przesyta¢ do Okrgegowych Komitetéw Olimpiady Fizycznej w terminach: cze$é¢ I — do 15 pazdziernika
br., czesé I — do 12 listopada br. O kwalifikacji do zawodéw II stopnia bedzie decydowaé suma punktéw uzyskanych za rozwigzania zadan czesci
I i II. Szczegdly dotyczace regulaminu oraz organizacji Olimpiady mozna znalezé w broszurze i na afiszu rozestanych do szkél Srednich oraz

na stronie internetowej http://www.kgof .edu.pl.

CZESC 1 (termin wysylania rozwigzan — 15 pazdziernika 2007 r.)

Uwaga: Rozwigzania zadan nalezy zamie$ci¢ w kolejnosci zgodnej z ich numeracja. Wszystkie strony pracy powinny by¢ ponumerowane.
Na kazdym arkuszu nalezy umiesci¢ nazwisko i imi¢ oraz adres autora pracy. Na pierwszym arkuszu pracy dodatkowo nalezy poda¢ nazwe, adres

szkoly i klase oraz nazwisko i imi¢ nauczyciela fizyki.

Podaj i krétko uzasadnij odpowiedz. Za kazde z 15 zadan mozna otrzymaé maksimum 4 punkty.

1. Oszacuj, o ile stopni podniostaby sie temperatura

baterii w telefonie komérkowym (twoim lub znajomego)

w przypadku zwarcia. Zal6z, ze przed zwarciem bateria

byta w pelni naladowana i ze cala wydzielona energia

jest zuzywana na jej podgrzanie. Przyjmij, ze érednie

cieplo wtasciwe na jednostke objetosci baterii jest réwne
cieptu wlasciwemu wody na jednostke objetosci. Podaj
parametry baterii (pojemno$é, napiecie i objeto$é), dla ktorej
przeprowadziltes obliczenia.

2. Rozwazmy (patrz rys. 1)

a) promien $wiatta przechodzacy przez plaska granice dwéch
osrodkéw optycznych o stalych wspdétczynnikach zatamania,
b) czastke przelatujaca z jednego obszaru do drugiego.

Na (waskiej) granicy rozwazanych obszaréw na czastke
dziala (duza) sita prostopadla do tej granicy.

Tor odpowiadajacy obu tym przypadkom jest przedstawiony
na rysunku.

Okresl:

1) w ktérym z tych dwéch osrodkéw predkosé swiatta
(wartosé) jest wiecksza;

2) w ktérym z tych dwoch obszaréw predkosé czastki
(warto$é) jest wieksza.

osrodek (obszar) I

osrodek (obszar) 1T

Rys. 1

3. Mata kulka o masie m, naladowana tadunkiem ¢, znajduje
sie w prézni, w odleglosci d od przewodzacej plaszczyzny.
Jaka najmniejsza predkod¢ nalezy nadac¢ kulce, aby oddalita
sie ona na nieskoniczong odlegloéé od plaszczyzny?

Przyjmij, ze w kazdej chwili sita dzialajaca na poruszajaca
sie kulke jest taka sama, jak sila dzialajaca na kulke
spoczywajaca (tzn. ze rozklad tadunkéw w przewodniku
natychmiast dopasowuje si¢ do pola elektrycznego
pochodzacego od kulki).



4. Jednakowe krazki hokejowe o promieniu R ustawiono

na lodzie w linii prostej, w odlegtoéci D jeden od drugiego
(rys. 2). Uderzono pierwszy krazek tak, aby uderzyl
centralnie w drugi, drugi w trzeci itd. Pierwsze uderzenie nie
bylo jednak doskonale i krazek uzyskal predko$é odchylona
pod bardzo niewielkim katem w bok. Jaki warunek musi

by¢ spelniony, aby wystapito ,samoogniskowanie”, tzn. aby
kat odchylenia kazdego nastepnego krazka byl mniejszy niz
poprzedniego? Pomin tarcie miedzy powierzchniami krazkéw
oraz miedzy krazkami a lodem.

¢ @ @ ©

Rys. 2

5. Rozwazmy uktad bloczkéw i mas przedstawiony
na rysunku 3. Z jakim przyspieszeniem porusza si¢ masa m.?

Liny sa niewazkie, wiotkie i nierozciggliwe. Bloczki sg,
niewazkie. Fragmenty lin nieznajdujace si¢ na bloczkach
pozostaja stale proste. Pomin tarcie i opér powietrza.

Z 7

mi

Rys. 3

6. Rozwazmy komunikacje miedzy statkami kosmicznymi
wykorzystujaca czastki wysylane z duza predkoscia.
Statek A wysyla czastke do statku B, a statek B
natychmiast, gdy ta czastka do niego dotrze, odsyla ja
do statku A. Jaki czas zostanie zmierzony na zegarze

na statku A pomiedzy wystaniem czastki a jej powrotem?

Statek B oddala si¢ od statku A z predkoscia v,

a rozpatrywana czastka porusza sie¢ z predkoscia V' wzgledem
statku, z ktérego ostatnio zostata wystana. W chwili, gdy
czastka dotarta do statku B, znajdowal si¢ on, w uktadzie
statku A, w odlegloséci d = 21 sekund $wietlnych od

statku A.

Rozwaz dwa przypadki:
a)v=0,8¢c, V=09c¢;

b) v =0,8¢c, V = 5c¢. (Ten przypadek odpowiada
hipotetycznym czastkom, zwanym tachionami. Przyjmij, ze
w przypadku tachionéw obowiazuje zwykte, relatywistyczne
prawo sktadania predkosci.)

7. Rozwazmy tor Ksigzyca w ukladzie inercjalnym
zwigzanym ze Stoncem. W jakiej odlegtosci od Stonca
powinna krazy¢ Ziemia, aby ten tor byt wypukty w strone
Storica (patrz rysunek 4) w punktach najmniejszej odlegtosci
Ksiezyca od Stonca?

Przyjmij, ze ,przesuwajac” Ziemie nie zmieniamy odlegtosci
Ksiezyc — Ziemia oraz ze Ksiezyc i Ziemia poruszaja sie

(w ukladzie Stonica) w jednej plaszczyznie. Potrzebne dane
znajdz w tablicach.

Stonce
Ksiezyc

Rys. 4. Wypukly w strone Stonca fragment toru Ksiezyca (proporcje
nie sg zachowane).

8. Oszacuj odchylenie toru elektronu w kineskopie
spowodowane wystepowaniem ziemskiego pola
magnetycznego. Przyjmij, ze elektrony sa przyspieszane

na krétkim odcinku za pomoca napiecia U = 30000V,

a nastepnie przelatujg do ekranu odlegto$é | = 0,25 m.
Pozostate potrzebne dane znajdz w dostepnych ci zrédtach.

9. Minimalna droga hamowania samochodu od predkosci

v = 100 km/h do 0 na suchej nawierzchni wynosi 40 m. Kasia
twierdzi, ze w takim razie minimalna droga hamowania

tego samochodu (réwniez od predkosci v = 100 km/h do 0),
na czesciowo oblodzonej drodze, gdy kota z prawej strony
samochodu poruszaja sie po lodzie, a kota z lewej strony po
suchej nawierzchni, wynosi 80 m. Czy Kasia ma racje?

Przyjmij, ze cigzar samochodu wraz z kierowca jest
réwnomiernie roztozony na wszystkie cztery kota, a $§rodek
masy uktadu znajduje sie tuz nad powierzchnig, jezdni.
Pomin opér powietrza. Hamowanie powinno by¢ takie, by
w jego trakcie samochdd jechal prosto, bez obrotu wokét osi
pionowej. Przyjmij, ze wspolczynnik tarcia opon o 16d jest
réwny 0.

10. Dtugi solenoid ptywa czesciowo zanurzony

w diamagnetyku. O$ solenoidu jest réwnolegta

do powierzchni cieczy. Jak zmieni si¢ zanurzenie solenoidu
(wzroénie, zmaleje czy nie zmieni si¢), gdy podlaczymy go
do zrédta pradu?

Diamagnetyk jest nieprzewodzacy, a drut, z ktérego zrobiono
solenoid, jest pokryty warstwa izolacji.

11. Przyblizona reguta w fotografii méwi, ze aby otrzymad
ostry obraz, robiac zdjecie nieruchomemu przedmiotowi,

czas otwarcia przystony powinien byé mniejszy niz 1/f
(liczac w sekundach), gdzie f jest ogniskowa obiektywu

(w milimetrach). Uzasadnij zaleznos$é od f wystepujaca w tej
regule.

Uwaga: ta reguta dotyczy zdjeé¢ robionych bez statywu (lub

innej podpoérki) aparatami niemajacymi optycznej stabilizacji
obrazu. Przyjmij, ze rézne f odpowiadajg temu samemu aparatowi

(z ,zoomem”).

W przypadku cyfrowych aparatéw fotograficznych f wystepujace

w tej regule nie jest rzeczywista ogniskowa obiektywu, lecz ogniskowa
»w przeliczeniu” na zwykly aparat maloobrazkowy.

12. Kiedy w powietrzu jest wiecej pary wodnej: w wilgotny
listopadowy wieczér, gdy wilgotno$é wzgledna wynosi

ok. 100%, a temperatura powietrza jest réwna 15°C, czy

w upalny lipcowy dzien, gdy wilgotnosé wzgledna wynosi
40%, a temperatura powietrza jest réwna 35°C ?

Definicje wilgotnosci wzglednej i niezbedne dane znajdz
w dostepnych ci zrédlach. Pare wodng mozesz potraktowacd
jako gaz doskonaty.



13. Oszacuj moc elektrowni wiatrowej (wiatraka) z topatami
o dlugosci 10 m przy wietrze wiejacym z predkoscia 5m/s
(3,4-5,4m/s to 3 stopnie w skali Beauforta — lagodny wiatr).
Przyjmij, ze elektrownia zamienia na energie elektryczng
polowe energii kinetycznej wiatru przelatujacego w zasiegu
jej topat.

14. Jaki ksztalt i jakie rozmiary zewnetrzne powinien
mie¢ stalowy zbiornik, aby zuzy¢ jak najmniej stali,

a jego wytrzymatos¢ na rozerwanie byla wystarczajaca
do przechowywania n = 100 moli gazowego helu

o temperaturze T'= 10 K?

Przyjmij, ze zbiornik zostanie umieszczony w prézni.
Przyjmij rowniez, ze grubo$¢ $cianki zbiornika jest duzo
mniejsza od jego rozmiaréw liniowych, a maksymalne
dopuszczalne naprezenie stali wynosi o = 10° N/m?.

15. Rysunki 5.A i 5.B przedstawiaja tory punktéw
materialnych, na ktére dzialtaja sity postaci

F(7) = —;F(r).

W obu przypadkach jest to elipsa, przy czym w przypadku A
punkt 7 = 0 znajduje sie w ognisku elipsy, a w przypadku B
— w geometrycznym srodku elipsy. Jaka posta¢ ma funkcja
F(r) w kazdym z tych przypadkéw?

Rys. 5

CZESC II (termin wysylania rozwigzan — 12 listopada 2007 r.)

Uwaga: Rozwiazanie kazdego zadania powinno by¢ napisane na oddzielnym arkuszu papieru podaniowego. Na kazdym arkuszu nalezy
umiescié¢ nazwisko i imie oraz adres autora pracy, a takze nazwe, adres szkoty i klase oraz nazwisko i imie nauczyciela fizyki. Do pracy

nalezy dotaczy¢ koperte zaadresowana do siebie.

ZADANIA TEORETYCZNE

Za kazde z trzech zadan mozna otrzymaé maksimum 20 punktéw.

T1. W pionowym jednorodnym polu magnetycznym

o indukcji B zawieszono na niewazkiej, nierozciagliwej nici

o dlugoéci | punktowa mase m natadowang tadunkiem gq.
Nastepnie mase wprawiono w ruch po okregu w plaszczyznie
poziomej, odlegtej o h od punktu zawieszenia nici. Niech f;
oznacza czestotliwosé obrotéw, gdy ruch odbywa sie

zgodnie ze wskazéwkami zegara (patrzac od gory), a fo

— czestotliwo$é obrotow, gdy odbywa sie w przeciwnym
kierunku, lecz po tym samym torze.

Wyznacz

far=(fr+f2)/2 oraz Af=fi— [,
jeéli B = 0,06 T, przyspieszenie ziemskie g = 9,81 m/s?,
m=1g,¢q=10"%C, h=1m, [ =1,2m.

T2. Statek kosmiczny porusza si¢ z wylaczonymi silnikami
po eliptycznej orbicie wokot Ziemi. Najmniejsza odlegto$é
statku od $rodka Ziemi wynosi r1, a najwigksza ro. Kapitan
statku chce uwolnié sie z pola grawitacyjnego Ziemi (oddalié
sie od niej na nieskoriczong odlegtosé), wlaczajac na krétko
silniki. W ktérym punkcie toru powinien to zrobi¢ i w ktéra,
strone powinny by¢ skierowane dysze silnikéw, aby zuzyt
przy tym jak najmniejsza ilo$¢ paliwa?

Podayj, ile powinien wynosi¢ w szukanym optymalnym
przypadku przyrost predkosci statku spowodowany
wlaczeniem silnikéw. Podaj wynik liczbowy, gdy

r1 = 7000 km, r2 = 20000 km.

Dodatkowe dane potrzebne do rozwiazania zadania wyszukaj
w tablicach.

Pomin wplyw Stonca, Ksiezyca i innych cial niebieskich
na ruch statku.

Uwaga: W rozpatrywanym przypadku suma energii potencjalnej
i kinetycznej statku w ruchu po elipsie jest taka sama jak w ruchu po
okregu o promieniu (r1 + r2)/2.

T3. Jednozylowy, dlugi, prostoliniowy przewdd elektryczny
sktada si¢ z miedzianego rdzenia o promieniu r otoczonego
warstwa izolatora z polichlorku winylu o grubosci d.

Wiedzac, ze temperatura zewnetrznej warstwy izolatora jest
rowna t,, wyznacz temperature t,, zewnetrznej warstwy
miedzianego rdzenia, gdy w przewodzie ptynie prad

o natezeniu I.

Podaj wynik liczbowy, gdy r = 1mm, d = 2mm, ¢, = 20°C,
I=30A.

Niezbedne dane (opér wlasciwy miedzi, przewodnictwo
cieplne izolatora) znajdz w tablicach.

Pomin zalezno$é oporu elektrycznego od temperatury.

Wskazéwka: Jest duza, cho¢ formalna, analogia miedzy stacjonarnym
przeplywem ciepla a elektrostatyka.

Strumien energii cieplnej Js przeplywajacy przez dang powierzchnie S
odpowiada strumieniowi indukcji elektrycznej, a zrédta ciepta

— ladunkom elektrycznym. Gdy mamy dwie bliskie, réwnolegte
powierzchnie, odlegte o d, przy czym na jednej temperatura

wynosi T', a na drugiej T+ AT, to strumien energii cieplnej,

plynacy prostopadle do tych powierzchni, jest réwny Js = So AT/d,
gdzie o jest wspolczynnikiem przewodnictwa cieplnego materiatu
pomiedzy tymi powierzchniami. Jest to analogiczny zwiazek, jak
zwigzek migdzy strumieniem indukcji elektrycznej a potencjalem
pola elektrycznego V: T odpowiada —V', a o — przenikalnosci
elektrycznej e.

‘W prézni natezenie pola elektrycznego w odleglosci r od cienkiego,
prostoliniowego przewodu, natadowanego tadunkiem A na jednostke
dlugosci, jest réwne E = 2kX/r, a jego potencjal V = 2kX In(r/rg),
gdzie: k = 1/(4mep), €0 — przenikalno$é elektryczna prézni, ro — stata
dowolna, In — logarytm naturalny.



ZADANIA DOSWIADCZALNE

Przestaé nalezy rozwigzania dwéch (i tylko dwéch) zadan dowolnie wybranych z trzech podanych zadan

doswiadczalnych. Za kazde zadanie mozna otrzymaé maksimum 40 punktéw.

D1. Chemiluminescencja — §wiecenie kapsutki
wedkarskiej

Masz do dyspozycji:

e kapsutke swiecaca, wykorzystujaca zjawisko
chemiluminescencji, uzywang przez wedkarzy
do o$wietlania sptawikéw,

e diode $wiecaca,

e baterie 1,5 lub 45V,
o foli¢ aluminiowa,

e tasme izolacyjna,

e cyfrowy miernik uniwersalny z woltomierzem napiecia
statego,

e stoper,

e przewody, zaciski itp. elementy umozliwiajace zestawienie
obwodu elektrycznego.

1. Wyznacz przebieg funkcji %, gdzie I(t) oznacza

natezenie $wiatla emitowanego przez kapsutke po czasie ¢t od
rozpoczecia eksperymentu. Odpowiednie pomiary wykonaj
w czasie pierwszych 100 minut od momentu, w ktérym
kapsulka zacznie emitowaé $wiatto. Sporzadz wykres
uzyskanej zaleznosci czasowe;j.

2. Sprawdz, czy uzyskana zaleznosé¢ czasowa mozna opisaé
wzorem:

I _ —v-
100

’

Nt

gdzie T — stala zaniku.
Uwaga:

1. Jedli do diody $wiecacej przylozyé napigcie w kierunku zaporowym,
to natezenie plynacego przez diode pradu bedzie proporcjonalne
do natezenia padajgcego na nig $wiatla.

2. Do doswiadczenia wybierz diode, ktéra jest najbardziej czuta

na $wiatto emitowane przez kapsutke.

3. Kapsutki chemiluminescencyjne mozna kupi¢ w sklepach
z artykutami wedkarskimi (fotografia typowych kapsulek umieszczona
jest na stronach internetowych Olimpiady Fizycznej).

4. Standardowe woltomierze cyfrowe maja staly, niezalezny od zakresu
opér wewnetrzny rzedu 1MSQ.

5. Zwr6¢ uwage, aby nie potrzgsa¢ kapsulky po rozpocze¢ciu pomiaréow
zaleznosci czasowej natezenia emitowanego przez nig $wiatla.

D2. Wspélczynnik zalamania roztworu soli
Masz do dyspozycji:

e wskaznik laserowy,

e wode (moze byé z kranu),

e 56l kuchenna,

lusterko,

e statyw z uchwytem,

o plasteling,

e miske,

e linijke, tasme miernicza,

e ckran (moze to by¢ $ciana),

e menzurke lub inne naczynie umozliwiajace odmierzenie
zadanej objetosci cieczy.

1. Wyznacz zaleznosé wspélczynnika zalamania n roztworu
soli kuchennej w wodzie od stezenia molowego ¢, tego
roztworu.

2. Znajdz najprostszg formule matematyczna wiazaca
uzyskang do$wiadczalnie zalezno$é wspotczynnika
zalamania n roztworu wodnego soli z jego stezeniem
molowym ¢y, .

Przyjmij, ze stezenie roztworu nasyconego NaCl w wodzie
w temperaturze pokojowej wynosi ¢, = 5,4 mol/l.

Uwaga: Mozesz wykorzysta¢ dodatkowo gumowg lub plastikowg rurke
umozliwiajacg przelewanie cieczy z naczynia do naczynia.

D3. Spadajacy balonik
Masz do dyspozycji:
e balonik,

e urzagdzenie umozliwiajace nagranie filmu o znanej liczbie
klatek na sekunde (np. aparat cyfrowy, kamere internetows
itp.),

e komputer z oprogramowaniem umozliwiajagcym ogladanie
pojedynczych klatek nagranego filmu,

e linijke, tasme miernicza.

1. Zbadaj ruch balonika spadajacego z predkoscia
poczatkows rowna zeru. Wyznacz przyspieszenie balonika

w poczatkowe]j fazie jego ruchu. Pomiary wykonaj dla kilku
réznych stopni nadmuchania balonika (mozesz tez uzy¢ kilku
balonikéw o zblizonych parametrach).

2. Poréwnaj uzyskane wartosci przyspieszenia balonika

z przyspieszeniem ziemskim. Wymien czynniki, ktore
wplywaja na warto$¢ tego przyspieszenia i przedyskutuj ich
znaczenie.

Do doswiadczenia uzyj balonika o ksztalcie mozliwie
zblizonym do kulistego. Przed nadmuchaniem balonika
wyznacz jego mase przy uzyciu wagi laboratoryjnej.
Mase balonika (balonikéw) oraz jego (ich) wymiary po
nadmuchaniu podaj w rozwigzaniu zadania. Potrzebne
do dyskusji dane znajdZ w tablicach.



PIERWSZA SERIA

1. W lutym 1987 roku w Wielkim Obltoku Magellana
zaobserwowano wybuch supernowej SN 1987A, ktérej jasnosé
obserwowana w maksimum wynosita m, = +3 magnitudo.

Oblicz moc promieniowania tej supernowej w chwili,
gdy osiggnela najwiekszg jasno$é i poréwnaj z moca
promieniowania Stonica. Niezbedne dane potrzebne
do rozwiazania zadania wyszukaj samodzielnie.

2. Do szkolnej pracowni wyposazonej w kamere CCD,

o wymiarach 9 X 13 mm i rozmiarach pojedynczego piksela
7,4 X 7,4 um, potrzebny jest nowy teleskop. Zaproponuj
wersje teleskopu, ktéra w pelni wykorzystataby zdolnosci
rozdzielcze kamery. Teleskop powinien objaé taki obszar
nieba, aby na obrazie uzyskanym z kamery zmiescita sie cata
galaktyka M101.
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3. Po ustaniu obecnych proceséw termojadrowych Stonce
zwickszy swéj promien do 1,2 - 108 km, przechodzac

w stadium czerwonego olbrzyma. Jego temperatura
efektywna spadnie do okoto 3000 K. Ktéra z planet
naszego Ukltadu znajdzie sie wtedy najblizej strefy
odpowiadajacej obecnym warunkom energetycznym

w odleglosci Ziemia—Stonice? Jaka bedzie Srednica katowa
Storica ogladanego z tej planety?

4. Jak w ostatnim dwudziestoleciu zmienialy sie poglady
na wiek Wszechswiata? Z jaka doktadnoscia go szacowano?

W opracowaniu podaj zrédla swoich informacji. Rozwigzanie
nie powinno by¢ objetosciowo wigksze niz dwie strony, po
1800 znakéw na stronie.

ZADANIA OBSERWACYJNE

Rozwigzanie zadania obserwacyjnego powinno zawierac:
dane dotyczgce przyrzqdow uzytych do obserwacyi

1 pomiaréw, opis metody i programu obserwacyi,
standardowe dane dotyczgce przeprowadzonej obserwacyi
(m.in. date, czas, wspdlrzedne geograficzne, warunki
atmosferyczne), wyniki obserwacji i ich opracowanie oraz
ocene doktadnosci uzyskanych rezultatow. W przypadku
zastosowania metody fotograficznej nalezy dolgczyé
negatyw lub odpowiedni wydruk komputerowy.

1. Wykonaj fotografie sfery niebieskiej w sposéb
umozliwiajacy wyznaczenie z nich szerokosci
geograficznej miejsca obserwacji. Wyznacz te szerokosé
i ocen doktadnos¢ uzyskanego wyniku.

2. Na podstawie wizualnych lub fotograficznych
obserwacji roju Perseidéw lub Orionidéw oszacuj btad
wyznaczenia jego radiantu.

3. Jako rozwiazanie zadania obserwacyjnego mozna
réwniez nadestaé opracowane wyniki innych wtasnych
obserwacji prowadzonych w ostatnim roku.

Rozwigzanie jednego zadania obserwacyjnego nalezy nadesta¢ wraz z rozwigzaniami drugiej serii
zadan zawodoéw I stopnia — do dnia 12 listopada 2007 r.

INFORMACJE REGULAMINOWE

1. Olimpiada Astronomiczna jest organizowana dla uczniéw
szkét ponadgimnazjalnych.

2. Zawody olimpiady sa trdjstopniowe. W zawodach

I stopnia (szkolnych) kazdy uczestnik rozwiazuje dwie serie
zadan, w tym zadanie obserwacyjne. Rozwiazywanie zadan
zawodéw 11 stopnia i 111 stopnia odbywa sie w warunkach
kontrolowanej samodzielno$ci.

3. W pierwszej serii zadan zawodéw I stopnia nalezy
nadestaé, do 8 pazdziernika 2007 r, rozwigzania 3 zadan
dowolnie wybranych przez uczestnika sposréd zestawu
zawierajacego 4 zadania.

4. Uczniowie, ktérzy przysla rozwiazania zadan pierwszej
serii, otrzymaja do konca pazdziernika biezacego roku
tematy drugiej serii zadan. Zadania obydwu serii beda
rowniez umieszczane na stronie internetowej olimpiady:
http://planetarium.chorzow.net.pl

5. Rozwiazanie zadania obserwacyjnego nalezy przestaé wraz
z rozwigzaniami zadan drugiej serii zawodoéw
I stopnia, do 12 listopada 2007 r. Decyduje data

\'}

stempla pocztowego. Nadestanie rozwiazania zadania
obserwacyjnego jest warunkiem koniecznym dalszego udziatu
w olimpiadzie.

6. W przypadku nadestania rozwigzan wigkszej liczby zadan
z danego zestawu do klasyfikacji zaliczane beda rozwiazania
ocenione najwyzej (po trzy zadania z kazdej serii i jedno
zadanie obserwacyjne).

7. Rozwigzania zadan zawoddéw I stopnia nalezy przestac¢ za
posrednictwem szkoly pod adresem:

KOMITET GELOWNY OLIMPIADY ASTRONOMICZNEJ

Planetarium élqskie

41-500 Chorzdéw, skr. poczt. 10

w terminach podanych w p. 3 1 5. Decyduje data stempla
pocztowego.

8. Rozwiazania zadan powinny by¢ krétkie i zwiezle,

ale z wystarczajacym uzasadnieniem. W przypadku
polecenia samodzielnego wyszukania danych nalezy podad
ich Zzrédto. Jako dane traktuje sie rowniez podrecznikowe
stale astronomiczne i fizyczne.



9. Rozwiazanie kazdego zadania nalezy napisac¢

na oddzielnym arkuszu papieru formatu A-4. Kazdy arkusz
oraz wszelkie zalaczniki (mapki, wykresy, tabele itp.) nalezy
podpisaé imieniem i nazwiskiem. W nagtéwku zadania

0 najnizszej numeracji nalezy umiesci¢ dodatkowo: peina
nazwe szkoly, jej adres, klase i jej profil oraz adres prywatny
(z kodami pocztowymi).

Dodatkowo do rozwigzan pierwszej serii zadan nalezy
dotaczy¢ na osobnej kartce nastepujace informacje: imie

i nazwisko, rok urodzenia, nazwa szkoly wraz z jej imieniem,
adres szkoly (z kodem pocztowym i nazwa wojewddztwa),
klasa, profil klasy, adres prywatny (z kodem pocztowym),

nazwisko nauczyciela fizyki z astronomig i ewentualnie
opiekuna przygotowujacego do olimpiady.

10. Zawody II stopnia odbeda si¢ 14 stycznia 2008 r.
Zawody III stopnia odbeda sie w dniach od 6 do 9 marca
2008 r.

11. Powiadomienia o zakwalifikowaniu do zawodoéw
kolejnych stopni otrzymaja jedynie uczniowie awansujacy.

12. O uprawnieniach w przyjmowaniu na wyzsze uczelnie
laureatéw i finalistéw olimpiady decyduja senaty uczelni.
Informacje na ten temat sa umieszczane na ich stronach
internetowych.

ZALECANA LITERATURA

e obowigzujace w szkotach podreczniki do przedmiotéw
$cistych;

e H. Chrupata, M.T. Szczepanski, 25 lat olimpiad
astronomicznych;

e Zadania olimpiad astronomicznych XXVI-XXXV (w dwé6ch
czesciach);

e H. Chrupata, J. Kreiner, M. Szczepanski, Zadania
z astronomii z rozwigzaniamsi;

e J.M. Kreiner, Astronomia z astrofizykq;

e D. H. Levy, NIEBO - Poradnik uzytkownika;
e E. Rybka, Astronomia ogdlna;
e Stownik szkolny — Astronomia — praca zbiorowa;

e Encyklopedia szkolna — fizyka z astronomiqg — praca
zbiorowa;

e atlas nieba;
e obrotowa mapa nieba;

e czasopisma: Delta, Fizyka w Szkole, Swiat Nauks,
Urania — Postepy Astronomii, Wiedza i Zycie.

III OLIMPIADA MATEMATYCZNA
GIMNAZJALISTOW

Zawody stopnia pierwszego Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistow polegaja

na samodzielnym rozwiazaniu przez uczniéw siedmiu zadan. Zadania te uczniowie
rozwiazuja w domu. Mogg korzystac z réznych ksiazek, konsultowaé sie z nauczycielem,
ale muszg je rozwiazywaé samodzielnie. Rozwigzane zadania, kazde na osobnym
arkuszu, pisane jednostronnie, oddaja nauczycielowi matematyki. Nauczyciel ocenia

prace i przesyta je do koordynatora okregowego wlasciwego terytorialnie dla szkoty.
W tym roku rozwigzania powinny by¢ wyslane najpézniej dnia 29 pazdziernika
2007 r. (decyduje data stempla pocztowego).

Zachecamy Gimnazjalistéw do wziecia udzialu w zawodach!

Nie jest konieczne rozwigzanie wszystkich zadan. Uczen, ktéry rozwiaze cze$é¢ zadan,
takze moze zostaé¢ zakwalifikowany do zawoddéw stopnia drugiego.

Adresy koordynatoréw, informacje o kwalifikacji do zawodéw stopnia drugiego, miejscu
i terminie zawoddéw, jak réwniez inne biezace informacje mozna znalezé w internecie
pod adresem: www.om.edu.pl/omg.

ZAWODY STOPNIA PIERWSZEGO
10 wrzednia 2007 r. — 29 pazdziernika 2007 r.

1. Rozwigz réwnanie: ‘|||x —1]=2| - 3| — 4‘ =0.

2. Dany jest czworokat wypukly ABCD o polu 1. Punkt K
jest symetryczny do punktu B wzgledem punktu A, punkt L
jest symetryczny do punktu C' wzgledem punktu B,

punkt M jest symetryczny do punktu D wzgledem

punktu C, punkt N jest symetryczny do punktu A wzgledem
punktu D. Oblicz pole czworokata K LM N.

3. Liczby a, b, c sa dodatnie. Wykaz, ze
a b n c
a+1 (a+1)(b+1) (a+1)b+1)(c+1)

<1.
4. Dana jest liczba oémiocyfrowa a, ktérej cyfra jednosci
jest rézna od 0. Liczba oémiocyfrowa b powstaje z liczby a

poprzez przestawienie cyfry jednosci liczby a na poczatek.
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Wykaz, ze jesli liczba a jest podzielna przez 101, to liczba b
jest takze podzielna przez 101.

5. Okrag o promieniu 1 jest wpisany w czworokat wypukty
ABCD. Okrag ten jest styczny do bokéw AB, BC, CD,
DA odpowiednio w punktach K, L, M, N. Wiadomo, ze
AKLM =44 AKN oraz < KNM =44 BKL. Oblicz
dtugosé odcinka LN.

6. Ile jest liczb 15-cyfrowych k o nastepujacej wlasnosci:
Kazde trzy kolejne cyfry liczby k sq rézne oraz w kazdej tréjce
kolegnych cyfr liczby k wystepuje 07 Odpowiedz uzasadnij.

7. Czy istnieje taki ostrostup czworokatny oraz taka
plaszczyzna przecinajaca wszystkie jego krawedzie boczne,
ze pole uzyskanego przekroju jest wieksze od pola podstawy
ostrostupa? Odpowiedz uzasadnij.



LIX OLIMPIADA MATEMATYCZNA

ZADANIA KONKURSOWE ZAWODOW I STOPNIA

I SERIA

1. Rozwigzaé w liczbach rzeczywistych x, y, z uktad réwnan
x5 =5y% — 42
y® =52° —da
25 =53 — 4y

2. Dany jest kat wypukly o wierzchotku P i punkt A
lezacy wewnatrz tego kata. Punkty X i Y leza na réznych
ramionach tego kata, przy czym PX = PY oraz warto$é
sumy AX + AY jest najmniejsza. Wykazaé, ze

IXAP =<4YAP.

3. Ciag liczb catkowitych a1, a2, as, ... jest okreslony
przez warunki: a1 = 1, a2 = 2, an = 3an—1 + San—2 dla
n =3,4,5,.... Rozstrzygnaé, czy istnieje taka liczba
calkowita k > 2, ze liczba ay jest dzielnikiem iloczynu
Ak+10K+2-
4. Dana jest liczba calkowita n > 1. Kazdemu niepustemu
podzbiorowi A zbioru {1,2,...,n} przyporzadkowujemy
liczbe w(A) w nastepujacy sposéb: Jezeli a1 > a2 > ... > ak
sg wszystkimi elementami zbioru A, to
w(A)=a1—az+az—...+ (—1)k+1ak.
Obliczy¢ sume wszystkich 2" —1 otrzymanych liczb w(A).

IT SERIA

5. Znalez¢ wszystkie takie trdjki liczb pierwszych (p, q,r), ze
liczby
pq+qr+rp oraz p3 + q3 + rd— 2pqr

sa podzielne przez p + q + 7.
6. Wyznaczy¢ wszystkie takie wielomiany W (x)
o wspoélczynnikach rzeczywistych, ze dla kazdej liczby
rzeczywistej x spelniona jest rownosé

W (a®) W (") = (W(x))".
7. W n-osobowym stowarzyszeniu dziata 2" —1 komisji
(kazdy niepusty zbiér cztonkéw stowarzyszenia tworzy

komisje). W kazdej komisji nalezy wybraé przewodniczacego.
Wymagany jest przy tym warunek: Jezeli komisja C' jest
sumg C' = AU B dwdéch komisji A i B, to przewodniczacy
komisji C jest tez przewodniczacym co najmniej jednej

z komisji A, B.

Wyznaczy¢ liczbe mozliwych wyboréw przewodniczacych.

8. Dany jest ostrostup czworokatny ABCDS o podstawie
czworokata wypuklego ABCD. Sfera wpisana w ten
ostrostup jest styczna do sciany ABC'D w punkcie P.
Dowiesé, ze

JAPB+ <4 CPD = 180°.

IIT SERIA

9. Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe rzeczywista a

o nastepujacej wlasnosci:

Dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y, z > a, spelniajacych
warunek x 4+ y + z = 3, prawdziwa jest nieré6wnosé

4y 2% >3

10. Dana jest liczba pierwsza p. Ciag liczb catkowitych
dodatnich a1, a2, as, ... spelnia warunek

ant1 = an + p[¥an | dlan=1,2,3,....
Wykazaé, ze pewien wyraz tego ciagu jest p-tg potega liczby
catkowitej. (Uwaga: Symbol [z] oznacza najwigksza liczbe
catkowita nieprzekraczajaca x.)

11. Punkty Pi, P>, P3, Ps, Ps, Ps, P7 leza odpowiednio
na bokach BC, CA, AB, BC, CA, AB, BC tréjkata ABC,
przy czym spelnione sg réwnosci

AP1PC = QAP Ps = A PsPyB = <CPyPs =
= I PsPsA =< BPsP; = 60°.

Dowies¢, ze Py = Pr.

12. Dana jest liczba catkowita m > 2. Wyznaczy¢
najmniejsza taka liczbe catkowita n > m, ze dla kazdego
rozbicia zbioru {m,m+1,...,n} na dwa podzbiory
przynajmniej jeden z tych podzbioréw zawiera takie liczby
a, b, ¢ (niekoniecznie rézne), ze ab = c.

Rozwigzania powyzszych zadati (kazde na osobnym arkuszu, pisane jednostronnie) nalezy wyslaé listem poleconym pod adresem komitetu
okregowego Olimpiady wilasciwego terytorialnie dla szkoly, najpdzniej dnia 8 pazdziernika 2007 r. — I seria, 12 listopada 2007 r. —
II seria, 10 grudnia 2007 r. — III seria (decyduje data stempla pocztowego). Rozwigzania przeslane w terminie pézniejszym nie bedq

rozpatrywane.

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje mozna znalezé w internecie pod adresem: www.om.edu.pl
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ADRESY KOMITETOW OKREGOWYCH OLIMPIADY MATEMATYCZNEJ

Dla wojewddztwa pomorskiego:
KOOM - Instytut Matematyki Uniwersytetu Gdanskiego, ul. Wita Stwosza 57, 80-952 Gdansk.

Dla wojewddztwa Slaskiego:
KOOM - Instytut Matematyki Uniwersytetu Slaskiego, ul. Bankowa 14, 40-007 Katowice.

Dla wojewddztwa malopolskiego:
KOOM - Instytut Matematyki Uniwersytetu Jagiellonskiego, ul. Reymonta 4, 30-059 Krakdw.

Dla wojewddztwa lubelskiego i podkarpackiego:
KOOM - Oddzial Lubelski Polskiego Towarzystwa Matematycznego, pl. Marii Sklodowskiej-Curie 1 (Wiezowiec
Fizyki), 20-031 Lublin.

Dla wojewddztwa todzkiego i $wietokrzyskiego:
KOOM - Wydzial Matematyki Uniwersytetu L.6dzkiego, ul. Banacha 22, 90-238 Ldz.

Dla wojewddztwa wielkopolskiego:
KOOM — Wydzial Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Adama Mickiewicza, ul. Umultowska 87, 61-614 Poznan.

Dla wojewddztwa lubuskiego i zachodniopomorskiego:
KOOM - Uniwersytet Szczecinski, Instytut Matematyki, ul. Wielkopolska 15, 70-451 Szczecin.

Dla wojewddztwa kujawsko-pomorskiego i warminsko-mazurskiego:
KOOM — Wydzial Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Mikolaja Kopernika, ul. Chopina 12/18, 87-100 Torun.

Dla wojewddztwa mazowieckiego i podlaskiego:
KOOM - Instytut Matematyczny PAN, ul. Sniadeckich 8, 00-956 Warszawa.

Dla wojewddztwa dolnoslaskiego i opolskiego:
KOOM - Instytut Matematyczny Uniwersytetu Wroclawskiego pl. Grunwaldzki 2/4, 50-384 Wroclaw.

ADRESY KOMITETOW OKREGOWYCH OLIMPIADY FIZYCZNEJ

KOOF w Bialymstoku, ul. Lipowa 41, 15-224 Bialystok (woj. podlaskie, powiaty: ketrzynski, mragowski, piski,
gizycki, olecko-goldapski, etcki).

KOOF w Czestochowie, Al. Armii Krajowej 13/15, 42-201 Czestochowa (woj. opolskie, woj. Swietokrzyskie, powiaty:
czestochowski, klobucki, lubliniecki, myszkowski).

KOOF w Gdansku, ul. Narutowicza 11/12, 80-952 Gdansk-Wrzeszcz (woj. pomorskie, woj. warminsko-mazurskie
z wylaczeniem powiatéw: ketrzyniskiego, mragowskiego, piskiego, gizyckiego, olecko-gotdapskiego, etckiego).

KOOF w Gliwicach, ul. Bolestawa Krzywoustego 2, 44-100 Gliwice (woj. katowickie z wylaczeniem powiatéw:
czestochowskiego, klobuckiego, lublinieckiego, myszkowskiego).

KOOF w Krakowie, ul. Reymonta 4, 30-059 Krakéw (woj. malopolskie).
KOOF w Lublinie, pl. Marii Sktodowskiej-Curie 1, 20-031 Lublin (woj. lubelskie).

KOOF w Lodzi, ul. Pomorska 149, 90-236 L6dZ (woj. 16dzkie).
KOOF w Poznaniu, ul. Umultowska 85, 60-780 Poznan (woj. wielkopolskie).

KOOF w Rzeszowie, ul. Reytana 16A, 35-310 Rzeszéw (woj. podkarpackie).

KOOF w Szczecinie, ul. Wielkopolska 15, 70-451 Szczecin (woj. zachodnio-pomorskie, woj. lubuskie).
KOOF w Toruniu, ul. Grudziadzka 5, 87-100 Toruii (woj. kujawsko-pomorskie).

KOOF w Warszawie, ul. Koszykowa 75, 00-662 Warszawa (woj. mazowieckie).

KOOF we Wroctawiu, pl. M. Borna 9, 50-205 Wroclaw (woj. wroctawskie).
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