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Leonhard Euler (1707-1783)

Jak wida¢, w tym roku mija 300 lat od narodzin
najplodniejszego bodaj uczonego w dziejach — podaje
sie, ze opublikowal 886 prac, a nie byly to publikacje
takie, jakie sie dzi$ zlicza dla réznych urzeddow, tylko
duze, przewaznie ksigzkowe opracowania. Dotyczyly
one zaréwno wszelkich dziedzin matematyki, jak tez
mechaniki, optyki, astronomii, hydrauliki, budowy
okretéw, artylerii, muzyki itd. Niektore z jego wynikow
przypominamy w tym numerze. Potega umystu Eulera
jest tym bardziej imponujaca, ze mial trudnosci

z pisaniem: w 1735 roku stracil oko, a w 1766 — drugie
i znaczna czes¢ prac po prostu dyktowal z pamieci.

O ,posiadanie” Eulera walcza od lat co najmniej trzy
panstwa. FEuler urodzil sie i zdobyl wyksztalcenie

(u Bernoullich) w Szwajcarii. Potem (1725) zostal
zakupiony przez Piotra I do Petersburskiej Akademii
Nauk (zakupiony, bo odbywalo sie to na podobnych
zasadach, jak dzi§ w $wiecie pilkarskim) — przyznaje sie
do niego zatem Rosja. Odkupil go (1741) dla Akademii
Berlinskiej Fryderyk II — i Niemcy tez uwazaja go

za swojego uczonego. Rosja ma jednak wiecej praw

do Eulera, bo z powrotem dla Petersburga odkupita go
(1766) Katarzyna II (ciekawe, ze wszyscy wymienieni
monarchowie nosza dzi$ przydomek ,wielki”).

W dziedzinach tradycyjnie uwazanych za domeny nauki prace Eulera
porzadkowaty powstala w XVII wieku pojeciowa i metodologiczna dowolnosé,
precyzowaly badang problematyke, formutowaly problemy, stawialy hipotezy.

)
@)
@)
Q@
©

Suma liczb w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie jest réwna 260.
Co wigcej — tamana laczaca kolejne pozycje konika ma $rodek symetrii.
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Warto jednak zwrdci¢ uwage na wiaczanie

do zainteresowan nauk Scistych, w szczegélnosci
matematyki, obszarow tak odleglych, ze nie wszystkie
z nich — po dzi§ dzien — staly sie pelnoprawnymi
dyscyplinami naukowymi. Kariere — w postaci teorii
graféw — zrobilo rozwigzanie problemu spaceréw

po mostach Kroélewca (patrz tylna strona okladki).
Spostrzezenie, ze suma liczby wierzchotkéw i $cian
nadmuchiwalnego do kuli wielo$cianu jest o dwa
wieksza od liczby krawedzi, zapoczatkowato topologie
kombinatoryczna (o tym na stronie 10). Ale problem
obejécia szachownicy ruchem konika w ten sposéb, by
dwa razy nie stana¢ na tym samym polu (najciekawsze
rozwiazanie podal Karl Janisch — rysunek), wskazuje
tylko na lansowang przez Eulera, ale spolecznie
niechetnie przyjmowana nawet dzis teze, ze matematyka
jest wszedzie. Podobng role pelni, na przyklad,
badanie figur o stalej szerokosci (wspomnieliémy o tym
w Delcie 1/2007).

Wiegksza role pelni w matematyce problem uformowania szyku oficeréw. Jego
tresé jest nastepujaca: mamy na placu musztry ustawi¢ kwadratowy szyk

Oto przyklad ustawienia szyku 25
oficeréw, réznigcych si¢ zaréwno ranga
(litery), jak przynaleznoscia do putku
(zabarwienie pola).

zlozony z 36 oficerow, ktérzy pochodza z szesciu putkéw, przy czym kazdy pultk
reprezentuja oficerowie szesciu réznych (ale takich samych w réznych putkach)
rang; dobre ustawienie to takie, w ktérym w zadnym szeregu ani w zadnej
kolumnie nie bedzie sie powtarzal ani pulk, ani ranga. Euler twierdzil, ze jest
to niemozliwe, a nawet ze nie mozna tego zrobié¢ dla n? oficeréw, gdzie n jest
dowolng liczba parzysta niepodzielna przez 4. Przypuszczenie Eulera dotyczace
36 oficeréw zostalo potwierdzone dopiero w 1900 roku przez Tarry’ego,
natomiast przypuszczenie ogélne okazalo si¢ catkowicie nietrafne. W 1960 roku
Bose, Shrikhande i Parker udowodnili, ze takie ustawienie jest mozliwe dla
dowolnego n z wyjatkiem n = 2 i n = 6. Pytanie Eulera spowodowalo jednak
ogromne zainteresowanie takimi kwadratami (tzw. ortogonalnymi kwadratami
lacinskimi) i znalezienie dla nich interesujacych zastosowan.

Teza, ze matematyka czy szerzej — nauka, jest wszedzie, spowodowala tez, iz
Euler napisal pierwsza popularnonaukowa ksiazke dla dzieci: Listy do ksiezniczki

niemieckiej, w ktérej te wszechobecnosé probleméw nauki prezentuje.

Wojciech GUZICKI, Marek KORDOS



Euler i kombinatoryka

Nazwisko Eulera wystepuje wielokrotnie w kazdym podreczniku kombinatoryki.
Z ogromnej liczby poruszanych przez niego probleméw przytoczymy
jeden: problem zliczania podzialéw liczby. Podziatlem liczby n nazywamy
przedstawienie jej w postaci sumy liczb naturalnych. Na przyklad, liczba 6 ma
11 podzialéw (zauwazmy, ze kolejnosé¢ skladnikéw nie jest istotna):
6, 5+1,4+2, 4+1+1,3+3,3+2+1,3+1+1+1, 2+2+2,

242+141, 241414141, 1+1+1+14+1+1.
Zauwazmy, ze wérod tych 11 podziatéw istnieja cztery podzialy na liczby
nieparzyste:

5+1, 3+3, 3+1+1+1, 1+1+14+1+1+1
i cztery podzialy na liczby niepowtarzajace sie:
6, 5+1,4+2, 3+2+1.

Euler zauwazyl, ze nie jest to przypadek. Okazuje sie, ze dla kazdej liczby
naturalnej liczba podzialéw na sktadniki nieparzyste jest rowna liczbie
podzialéw na skladniki parami rézne (niepowtarzajace sie). W dowodzie Euler
skorzystal z nieskoniczonych sum i iloczynéw. Zauwazyt, ze jesli iloczyn

Q=>0+2)1+2)1 4+ + 21 +2°)(1+2% ...
zostanie przedstawiony w postaci szeregu

Q=1+z+2>+22>+22* + 325 +42% + 52" + ...,
to wspdlezynnik stojacy przy = jest wlasnie liczba podzialéw n na skladniki
parami rézne. Po chwili zastanowienia mozemy bowiem dostrzec, ze np. z°
powstaje na cztery sposoby: iloczyn samych jedynek i 2 z széstego czynnika;
iloczyn jedynek z wyjatkiem z z pierwszego czynnika i 2° z piatego; iloczyn
jedynek, z? z drugiego czynnika i 2* z czwartego; wreszcie iloczyn jedynek,
z pierwszego czynnika, 22 z drugiego i x2 z trzeciego. Nastepnie Euler wzigt
drugi iloczyn:
1 1 1

R= : . .
l—2 1—23 1—25

i, korzystajac ze wzoru

1 =l4a+ad®+d*+a*+a°+...,
—a

przedstawil go w postaci
R=QQ+z+22+.. )0+ +2°+..)Q+25+204..)- ...
Zauwazmy, ze mamy tu do czynienia z nieskonczonym iloczynem szeregdw
nieskoniczonych. Ten ostatni iloczyn Euler przepisal w postaci:
R=(0+z+2"™ 4+ )A+23+233 4+ )Q+25+255 4.0 ..
Po ,wymnozeniu” i redukcji wyrazéw podobnych otrzymat
R=1+x+2%+22%+22* +32° + 425 + 52" + ...,
czyli ten sam szereg, co w przypadku Q). To oczywiscie wymagato dowodu.
Najpierw jednak zastanéwmy sie, tak jak w przypadku @, skad wziely sie
wspotezynniki przy kolejnych potegach x. Rozumujac podobnie jak poprzednio,
przekonamy sie, ze potegi x powstaja przez mnozenie jedynek i poteg
o wyktadnikach nieparzystych. Stad wynika, ze wspélczynnik przy z™ jest réwny
liczbie podziatéw n na skladniki nieparzyste. Teraz do dokonczenia dowodu
wystarczylo udowodnié réwnoéé¢ Q = R. Euler zdefiniowal trzeci iloczyn

P=(1-2)(1-2)1-231-21-2°)(1—2%-...
i zauwazyt, ze
PQ=(1-2*)1-2"1—-2%(@1—-2%- ...
Poniewaz wszystkie czynniki iloczynu PQ wystepuja w iloczynie P, wiec
%z % =(1-2)1-21-2°)(1—-2")-...= %,
czyli @ = R.

2



Wykorzystana w dowodzie metoda tzw. funkcji tworzacych odegrala
w nastepnych wiekach ogromng role w kombinatoryce.

Czytelnikowi wladajacemu funkcjami tworzacymi wyrazonymi w postaci
nieskonczonych sum, iloczyndéw i iloczynéw sum nieskonczonych z biegloécia
mniejsza niz Euler, nalezy sie na zakonczenie chociaz szkic dowodu
elementarnego. Ot6z kazdemu podzialowi liczby n na liczby nieparzyste

przyporzadkujemy podzial na liczby parami rézne. Przypusémy, ze liczba kq
wystepuje w tym podziale [; razy. Liczbe [y zapiszemy w postaci sumy poteg
dwdjki (czyli w systemie dwdjkowym): I3 = 2Pt 4 2P2 4 .. .. Nastepnie zamiast
l1 sktadnikow ki zapiszemy skladniki kq - 2P Ky - 2P2,. ... W podobny sposéb
potraktujemy pozostate sktadniki nieparzyste podziatu liczby n. Popatrzmy
na przyktad:
69=7+7+74+54+5+5+5+5+5+3+34+3+3+3+1+1+1.
Ten podzial zapisujemy w postaci
69=7-34+5-6+3-5+1-3=
=7-(2"+29+502°+2Y) +3- (22 +2%) +1- (2" +2°) =
=7-2+7-145-445-24+3-44+3-1+1-24+1-1=
=144+74+20+104+124+34+24+1=
=204+14+124+10+7+3+2+1.
Nietrudno udowodnié, ze w ten sposéb otrzymujemy wszystkie podzialy
na liczby parami rézne oraz réznym podzialom na liczby nieparzyste
odpowiadaja rézne podzialy na liczby niepowtarzajace sie. Wynika to stad,
ze kazda liczbe naturalng m > 1 mozna w jednoznaczny sposéb przedstawié

w postaci m = 2P - ¢, gdzie liczba q jest nieparzysta. Szczegdly dowodu
pozostawimy Czytelnikowi.

Wojciech GUZICKI

Euler i nieporzadek

Nieporzadek to takie ustawienie (permutacja) liczb od 1 do n, w ktérym zadna
liczba nie stoi na wladciwym miejscu (tzn. jedynka nie stoi na pierwszym
miejscu, dwdjka na drugim, tréjka na trzecim itd.). Na przyklad, permutacja
34152 jest nieporzadkiem liczb od 1 do 5, a permutacja 51243 nie jest
nieporzadkiem (czwérka stoi na czwartym miejscu). Euler znalazt wzor
rekurencyjny, z ktérego mozna tatwo obliczy¢ liczby nieporzadkow dla

kolejnych n. Oznaczmy liczbe nieporzadkéw liczb od 1 do n symbolem D,,. Euler
udowodnit, ze wtedy

D=0, Dy=1, D,=(n-1)-(Dp—1+Dy—2) dlan>3.
Stad mozemy latwo obliczy¢, ze np.
D3y=2, Dy=9, Ds=44, Dg=265 ..., Dis=176214841.
Z tego wzoru rekurencyjnego Fuler wyprowadzil inny, prostszy wzoér:
D=0, D,=n-D,1+(-1)" dan>2.

Wreszcie wyprowadzil wzér ogdlny:

1 1 1 1 (—1)n
Dp=nl-(1-c4+ -4 . .
" TR TR R TR
Wojciech GUZICKI
Rozwigzanie zadania F 698.
Cisnienie zewnetrzne bedzie réwne ci$nieniu stupa cieczy, wyrazajacym sie przez jej srednia gestos$c:

} ah ) 1 i} 2pa
p=psxgh=po |1+ — | gh. Stad h = — 1+ —-1).
2 « POg
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Euler i liczba e

Liczba e, podstawa logarytméw naturalnych, wystepowala w matematyce na sto

co najmniej lat przed publikacja Eulera [1]. W tej fundamentalnej monografii
(obok wielu innych tematéw) wiele miejsca poswiecit Euler liczbie e i jej licznym
zastosowaniom. Euler wiedzial, ze

Z szacunku dla Eulera w tym artykule
uzywaé bede tak jak on notacji (1)
v/—1. Jako ciekawostke podam,

ze literg 7 oznaczal on ,wielkosé
nieskonczenie duza”, tak wiec pierwsza
z réwnosci (1) wygladata w ksiazce [1]
tak: e = (14 1/4)%.

logarytmom naturalnym (czyli o podstawie e) oraz funkeji wyktadniczej e

1\" X1
= lim (1+=) =Y =
e=Jm (143) =X 4

n=0

. ! s . . .
oraz ze (ez) = e”. To witaénie spowodowalo, ze podstawowe znaczenie przypisat

“_ Zeby

podkresli¢ wage tej liczby, Euler nadat jej specjalna, do dzi$ stosowana nazwe,
wlasnie e. Oczywiscie, dla dowolnego rzeczywistego x mamy

Literatura

[1] Leonhard Euler, Introductio in (2)
analysin infinitorum, Lausanne, 1748
[2] Leonhard Euler, De fractionibus
continuts, Comment. Acad. Sc. Petrop.
9 (1737)

[3] Eli Maor, e: The story of a Number,
Princeton University Press, Princeton,
New Jersey, 1994 (3)

Stad juz tylko krok do stawnej formuty
(4) eVl = 1.

Innym cenionym obecnie wynikiem Eulera o liczbie e
jest jej niewymiernosé. Wydaje mi si¢ jednak, ze
Eulera niezbyt ten fakt interesowal; w pierwszym
tomie [1], gdzie jest on udowodniony, nie jest on jasno
sformutowany. To, co Eulera bardzo interesowato, to
przyblizone rozwiazania rownan czy tez efektywne
wyliczanie przyblizen konkretnych liczb, miedzy innymi
liczby e. W tym celu w Rozdziale XVIII [1] przedstawil
teorie ulamkéw tancuchowych i podal oszacowania
bleddw, jakie popelniamy, urywajac utamek tancuchowy
W pewnym miejscu.

Euler zauwazyl, ze naturalny schemat wyliczania
wartosci utamka tancuchowego prowadzi do szeregu
naprzemiennego, oraz odwrotnie — sume szeregu
naprzemiennego mozna przedstawi¢ jako utamek
taficuchowy. Poniewaz z (2) mamy

1 o0
c=2.
n=0
wiec stosujac swoja metode Euler otrzymat
e—1 1

(5) =
1+ !

2
—g—
2+ 34_74
4+
Sam Euler uznal za najwazniejsze utamki tancuchowe
postaci

1+

1
(6) 0’0 + 1 I
Gt 1
az + T
as + —
gdzie ag, aq, ... to liczby naturalne > 1 Podat on

spos6b rozktadu dowolnej dodatniej liczby wymiernej
na utamek skonczony postaci (6). Dla liczby e
udowodnil w [2] i powtérzyl w [1] rozklad

4

n

T\" i T
L} (1 —) -y
€ nggo + n Z n!

n=0

Nalezy pamigtac¢, ze Euler nie znal wspolczesnej Scisto$ci analizy matematycznej
i aparatu d—¢, genialnie natomiast operowal formutami. Niezbyt przejmujac sie
istnieniem /—1, wstawil 2/—1 w (2) 1 wyszlo mu

™Vl — cosa + v—1-sinz.

1 -
0+14+...

Niestety pracy [2] nie czytalem, a w [1] Euler wylicza t¢ réwnosé
do szesciu kresek utamkowych z wartosci e podanej z doktadnoscia
do 12 miejsc dziesigtnych. O nieskonczonym rozwinieciu pisze, ze
»uzasadnié¢ je mozna za pomocg rachunku nieskonczonych”.

Podkresli¢ nalezy, ze liczby tutaj wystepujace (poza
pierwsza) tworza nieskonczony postep arytmetyczny.
Jesli uwzglednimy tatwa do udowodnienia jedynosé
rozktadu liczby dodatniej na utamek tancuchowy
postaci (6), od razu zauwazymy, ze liczba e musi by¢
niewymierna.

Standardowy obecnie dowdd niewymiernosci liczby e,
uzywajacy szeregu (1), zostal najprawdopodobniej
podany przez J. Fouriera, a wiec jest o okolo sto

lat pdzniejszy od naszkicowanego wyzej. Jest on
nastepujacy. Niech e = p/q, gdzie p i ¢ sa liczbami
naturalnymi. Mnozac (1) przez ¢!, otrzymamy

q
Q*l (Zn'>+q+—1+

1 1
D@+ TG D@+@rs)

gdzie jasne jest, ze lewa strona oraz warto$¢ w nawiasie
po prawej sg liczbami naturalnymi. To, co pozostalo po
prawej stronie, jest wiec tez liczba naturalng dodatnia
i mniejsza od

Sl
—\g+1 q
OtrzymaliSmy wiec jawna sprzeczno$c.
Ponadto polecam ksigzke Eli Maora [3].
Przemystaw WOJTASZCZYK



Euler i obroty Ziemi

Bezwladnosé w ruchu obrotowym opisuje
tzw. tensor momentu bezwladnodci I,
czyli symetryczna, kwadratowa macierz

o rozmiarze 3. Jest to szed¢ niezaleznych
liczb, ale dla kazdego ciala istnieje
ortogonalny ukltad wspélrzednych,

w ktérym tylko wyrazy na pozycjach 1,1,
2,21 3,3 nie sa réwne 0. Trzy osie takiego
ukladu nazywamy osiami gtéwnymi,

a trzy nieznikajace sktadowe tensora I

— gléwnymi momentami bezwladnosci.
Dla jednorodnej elipsoidy obrotowej,
ktérg przyblizamy ksztalt Ziemi, trzy osie
gléwne wyznacza o$ symetrii elipsoidy

i dowolne dwie osie prostopadtle do niej

i do siebie nawzajem.

planety.

Leonhard Euler, jak wigkszo$¢ wybitnych matematykéw swoich czasow
(d’Alembert, Lagrange, Laplace), zajmowal sie takze fizyka, a zwlaszcza
dziedzina, ktéra w XVIII stuleciu rozwijata sie wyjatkowo szybko — mechanika.
Jego nazwisko nosi sposéb opisu chwilowego potozenia bryly sztywnej (tzw.
katy Eulera) oraz uklad réwnan rézniczkowych opisujacych jej ruch rotacyjny.
Przyjrzyjmy sie tym réwnaniom.

Przypu$émy, ze na bryle sztywna nie dziata chwilowo zaden moment sity. Ruch

w tej sytuacji wyznacza zasada zachowania momentu pedu, ktéra w uktadzie
inercjalnym mozemy zapisa¢ jako

dJ
a—)
dt

Réwnanie to prosciej rozwazaé w ukladzie zwigzanym sztywno z bryta, gdy
osie uktadu wspotrzednych zgodne sg z jej osiami gtéwnymi. Po rozpisaniu
na wspolrzedne przyjmuje ono postac

Lw, = (I, — I)wy w,,
Iy = (I, — I;)wz ws,

L, = (I — Iy)wz wy,

gdzie I, I, i I, to gtéwne momenty bezwladnosci.

Gdybyémy przyjeli, ze Ziemia jest sztywna, jednorodna kula, a wiec cialem

o jednakowych trzech momentach gléwnych bezwladnoéci, jej ruch bytby
jednostajnym obrotem wokoét ustalonej osi. Jednak francuska wyprawa
pomiarowa pod przewodnictwem Pierre’a Louisa de Maupertuisa w latach
1736-37 stwierdzila, ze Ziemia jest splaszczona na biegunach, a wybrzuszona
na réwniku, a wiec jej réwnikowy promien (R, = 6378 km) jest dluzszy od
biegunowego (R, = 6357 km). Powodem odksztalcenia jest oczywiscie ruch
obrotowy Ziemi. Za Eulerem zastanowimy sie, jaki ma to wplyw na obrét naszej

Czytelnik biegly w rachunku catkowym moze sprawdzié, ze przy zalozeniu

jednorodnosci moment bezwtadnoéci Ziemi wzdtuz osi splaszczenia, I, = %M R2,
jest wiekszy od momentu liczonego wzdluz ktérejkolwiek z osi do niej
prostopadlych, I, = : M(R? + R}) (M to masa Ziemi).

Roéwnania Eulera bryty sztywnej, ktérej dwa momenty
bezwladnoéci sa réwne, maja postaé

Lo, = 0,

IL wz = wz(IL - Iz)a

Ij_u.)y = wz(IZ — IJ_).
Zauwazmy, ze pierwsze rownanie daje si¢ rozwiazac
bez pomocy pozostalych dwéch. Oznacza ono, ze
sktadowa predkosci katowej Ziemi wzdhuz osi z jest
stata w czasie. Czytelnicy obeznani z réwnaniami
rézniczkowymi wystepujacymi w mechanice rozpoznaja
zapewne pozostale dwa rownania. Opisuja one ruch
kotowy z predkoscia katowa, wp = w,(1 — Il—j), niezalezng
od promienia kota. Innymi stowy, wektor chwilowej
predkosci katowej zakresla stozek o dowolnym kacie
rozwarcia i w stalych jednostkach czasu. Okres tego
ruchu, tzw. precesji swobodnej, obliczamy, przyjmujac,
ze w, odpowiada obrotowi Ziemi o okresie jednej doby.
Za Eulerem otrzymujemy

2 2
T, = i—: =1 doba- Izljh =1 doba - géf% ~ 300 dni.

Obserwacyjnego potwierdzenia rachunkéow Eulera
dokonal amerykanski astronom Seth Carlo Chandler
w 1891 roku. Kat rozwarcia stozka zakreslanego

5

w przestrzeni przez wektor & okazatl sie bardzo

maly: promien drogi bieguna, czyli punktu przeciecia
chwilowej osi obrotu i powierzchni Ziemi, to raptem
kilkanascie metrow. Zaskoczeniem bylo odkrycie, ze
faktyczny ruch osi obrotu jest raczej nieregularny,

a jego okres to ponad 430 dni. Niezgodno$¢ okresu
zaobserwowanego przez Chandlera i rachunkéw mozna
wythimaczy¢ stosunkowo prosto: Ziemia nie jest
jednolita bryta sztywna, jej wewnetrzne warstwy sa
plynne i prawdopodobnie nie uczestnicza w precesji
warstw zewnetrznych. Wigkszym problemem sa
nieregularnoéci. Wydaje sig, ze odpowiedzialne moga
tu byé procesy na powierzchni Ziemi (plywy, zmiany
zasolenia wod i prady oceaniczne) i pod jej powierzchnia
(przemieszczenia mas).

Nalezy podkresli¢, ze opisany efekt nie ma nic
wspdélnego z precesja astronomiczna, czyli powolnym
obrotem osi Ziemi powodowanym przez oddzialywanie
z Ksiezycem i Stonicem. Obszerniej o wszystkich
subtelnosciach ruchu obrotowego Ziemi i ich przyczynie
mozna przeczyta¢ w artykule Jolanty Nastuli w Delcie
12/2006.

Mikolaj KORZYNSKI



warunki:

Euler i teoria liczb

Nie sposéb przedstawi¢ w krotkim artykule pelnej listy zastug Eulera na polu
teorii liczb. Dokonatem wiec wyboru najbardziej charakterystycznych
przykladéw jego osiagnie¢ w tej dziedzinie.

Za jedno z najwazniejszych twierdzen teorii liczb uwazane jest prawo
wzajemnosci reszt kwadratowych. Zostato ono sformutowane bez dowodu przez
Eulera, a udowodnione przez Gaussa.

Liczbe r nazywamy reszta kwadratowa modulo p, jezeli kongruencja

22 =7 (mod p)

ma rozwigzanie catkowite . Prawo wzajemnoéci reszt kwadratowych orzeka,
ze dla dowolnych réznych nieparzystych liczb pierwszych p i ¢ wszystkie trzy

(i) liczba p jest reszta kwadratowa modulo g,

(ii) liczba g jest reszta kwadratowa modulo p,

(iii) obie liczby p, g przy dzieleniu przez 4 daja reszte 3

sg falszywe lub tez prawdziwe sa dokladnie dwa z nich.

Euler udowodnil, ze szereg odwrotnosci liczb pierwszych
jest rozbiezny. Przy okazji odkryl nastepujacy

zwiazek miedzy funkcja ¢ Riemanna i liczbami
pierwszymi

— 1 1
((s) = Z - = H FR—
n 1—p

n=1 D
gdzie mnozenie rozciaga sie¢ na wszystkie liczby
pierwsze p. Powyzsza rownosé jest spelniona dla
dowolnej liczby zespolonej s o czesci rzeczywistej
wigkszej od 1.

Euler wyjasnil tez kwestie kilku zagadnien
pochodzacych od Fermata, ktory mial zwyczaj
formulowania twierdzen bez dowodu.

Jedno z takich twierdzen, znane jako male twierdzenie
Fermata, orzeka, ze dla dowolnej liczby pierwszej p oraz
dowolnej liczby catkowitej a liczba aP—a jest podzielna

przez p.
W innej wersji

a?™' =1 (mod p) ,
o ile liczba a jest wzglednie pierwsza z p. Euler nie tylko
jako pierwszy opublikowal dowdd tego twierdzenia,
ale uogdlnil je na przypadek dowolnej, niekoniecznie
pierwszej, liczby naturalnej £ > 1. Mamy bowiem

a?®) =1 (mod k) ,
gdzie ¢ jest funkcja Eulera. Z definicji ¢(k) jest liczba
liczb catkowitych dodatnich wzglednie pierwszych z k

i mniejszych od k. Powyzsze uogdlnienie znane jest jako
twierdzenie Eulera.

Fermat byl przekonany, ze liczby postaci
22" 11
sg pierwsze dla wszystkich liczb catkowitych

nieujemnych n. Przypuszczenie to zostalo obalone przez
Eulera, ktéry wykazal, ze

22" 41 = 4294967297 = 641 - 6700417 .

Euler udowodnil wielkie twierdzenie Fermata dla
wykladnika 3, ktére w tym przypadku méwi, ze
réwnanie

23 4 y3 =23
nie ma rozwiazan w liczbach catkowitych dodatnich
T, Y,z

Sformutowal tez hipoteze bedaca uogdlnieniem
powyzszego twierdzenia. Przypuszczal, ze dla
dowolnego n > 2 nie mozna przedstawi¢ n-tej potegi
liczby naturalnej w postaci sumy mniej niz n poteg
o wyktadniku n.

Tak wiec wedlug hipotezy Eulera rownanie
xf+ay+.. . Fap=2"

nie ma rozwiazan w liczbach catkowitych dodatnich
X1, To, ..., Tk, 2, jezelin >2oraz 2 < k< n—1.
Hipoteza ta okazala si¢ jednak falszywa, ale zostala
obalona dopiero w roku 1967 przykladem

27° 4 84° + 110° + 133° = 144°
znalezionym przez Landera i Parkina. W 1988 roku
Noam Elkies wykazal, ze hipoteza Eulera jest takze
falszywa dla n = 4. Jednak do tej pory nie zostala ona
rozstrzygnieta dla zadnej liczby n > 5.

Od Eulera pochodzi réwnosé
158* 4 59% = 134* 4 133*
oraz rozwiazanie parametryczne rownania

diofantycznego x4 + y* = 24 + 4.

Od Eulera pochodzi takze wielomian

22+ +41
dajacy 40 réznych liczb pierwszych dla 40 kolejnych
argumentéw z =0, 1, 2, ...,39. Mimo intensywnego

uzycia komputeréw do dnia dzisiejszego nie znaleziono
wielomianu stopnia 2, ktory dawaltby wiecej niz 40
roznych liczb pierwszych dla kolejnych wartosci
argumentu.

Jarostaw WROBLEWSKI



Liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele — dowod Eulera

Przypu$émy, ze jedynymi liczbami pierwszymi sa p1,p2,...,pm i m € N.
Wowczas, jak wiemy z twierdzenia o rozktadzie liczby naturalnej na czynniki
pierwsze (ktérego dowdd nie odwoluje sie do liczebnosci zbioru liczb pierwszych),
kazda liczbe naturalng mozna jednoznacznie przedstawi¢ w postaci p’fl p§2 <o phm
dla pewnych liczb calkowitych nieujemnych ki, ko, ..., ky,. Oznaczmy zbiér
wszystkich liczb catkowitych nieujemnych symbolem Z{.

.z 1 .
PPy D

kikoy....km € Z:{} jest wiec zbiorem wszystkich

odwrotnosci liczb naturalnych, przy czym kazda taka odwrotnos¢ wystepuje
w tym zbiorze tylko raz. Inaczej mowiac,

a stad

k1, k
{p11p22 .

1
& :kl,kg,...,kmEZ(‘)"}{—:nEN},
.pmm n

k1,k2,....km €Zq

1 =1
Z ki, k2 Kom :Zlﬁ'
—

+pl p2 c o Dm

(Wyrazy tych szeregéw sa dodatnie, wigc kolejno$é sumowania nie ma

znaczenia.) Szereg harmoniczny jest rozbiezny, zatem kazda z powyzszych sum

jest nieskonczona.

Skorczona jest natomiast kazda z sum ) ;- 0( ) dlai=1,2,...,m. Istotnie, sa

to szeregi geometryczne o (dodatnim) ilorazie

szeregu JeSt réwna

)’“ i(l)k 1 1
Ly L . _
n) E=\pn) 1-L71T- L

i mniejszym od 1 i suma takiego

. W takim razie skonczony jest takze iloczyn tych sum:

Pm

Iloczyn nieskonczonych szeregdw wyglada podobnie jak iloczyn skonczonych
sum: jest znowu suma, ktérej kazdy sktadnik jest iloczynem, zawierajacym po
jednym elemencie z kazdej sumy, i wszystkie takie iloczyny musza wystapic.

W szczegblnosci,

oo

> (G

=1\ 1
26 - S

k1,ka,.. mEZ+ P1 P2 p

Zalozenie o skonczonoéci zbioru liczb pierwszych doprowadzito do sprzecznosci:
po lewej stronie mamy liczbe skoficzona, po prawej szereg rozbiezny

do nieskonczonosci. I to jest koniec dowodu.

Stata Eulera—Mascheroniego

Rozglosu i stawy przysporzylo dwudziestoo$mioletniemu

Eulerowi wykazanie w 1735 roku réwnosci

+O<>1 2
> E

Podobne wyniki uzyskal takze dla
+oo
1
((s) =
n=1
gdzie s jest dodatnia liczba parzysta. W ogloszonej
rozprawie stwierdzit ponadto, ze z réwnoéci

ns

"1 Il 1 1 "1
wynika zbieznos¢ ciggu

Z%fln(nJrl)

r=1

Wiktor BARTOL

przy n — 400, a jego granice oznaczyl przez C

(od takiego stwierdzenia do dowodu jest calkiem
daleko, ale w XVIII w. tym si¢ nie przejmowano).
Uwazal, ze zastuguje ona na dokladniejsze zbadanie

i wyznaczyt ja z doktadno$cia do pieciu miejsc

po przecinku. Moze myslal, ze poznanie jej

natury przyblizy go do wyznaczenia, na przyklad,
€(3)? Ostatecznie, dzieki wynajdywaniu coraz to
nowych réwnoéci zawierajacych C, wiedzial, ze

C = 0,5772156649015328 . ... Pod koniec swego zycia
przyznal, ze stala C pozostala dla niego zagadka.
Pateczke wyznaczania kolejnych cyfr rozwiniecia
dziesietnego C' przejal wloski matematyk Lorenzo
Mascheroni. Zastosowane przez niego w 1790 roku
oznaczenie vy zamiast C pozostato do dzis. Do dzi$ tez
nie umiemy odpowiedzie¢ na pytanie, czy -y jest liczba
wymierna.

Marcin HAUZER



Rownania Eulera—Lagrange’a

Ogdélnym sformulowaniem praw ruchu uktadu mechanicznego, tzn. majacego
skonczong liczbe stopni swobody, jest tzw. zasada najmniejszego dzialania. Dla
uproszczenia podamy te zasade dla przypadku ruchu jednej czastki punktowe;j
w jednym wymiarze przestrzennym, co powinno wystarczy¢ do zrozumienia
sedna sprawy.

Przypiszmy czastce pewna funkcje rzeczywista L = L(z, 4, t) (gdzie ¢ jest
zmienng czasowa, x = x(t) oznacza polozenie czastki w chwili ¢, natomiast

& := dx/dt jest predkoscia czastki) charakteryzujaca jej ruch. Funkcja L nazywa
sie funkcja Lagrange’a. Zasada najmniejszego dzialania méwi, ze ruch czastki
odbywa si¢ w taki sposob, ze tzw. calka dzialania S zdefiniowana wzorem

(1) S = /152 dtL(z, &,t)

t1
osiaga minimum dla malej réznicy |t2 — t1].

Podamy teraz réwnanie, ktorego rozwigzanie minimalizuje owa catke dzialania.
Zal6zmy w tym celu, ze x = 2(t) jest wlasnie funkcja opisujaca rzeczywisty ruch
czastki, dla ktérego calka S ma minimum. Niech dx(t), zwana wariacja funkeji
x(t), oznacza maly przyrost tej funkcji w przedziale od ¢; do t2 o wlasnosci
0x(t1) = 0 = dxz(t2). Wtedy zastapienie x(t) przez x(t) + dz(t) spowoduje zmiane
dzialania okreslong przez réznice calek

to

(2) / dt [L(z + dzx, & + 62,t) — L(z,,t)].
ty

Przyréwnanie do zera powyzszej calki, czyli wariacji dziatania 4.5, jest

warunkiem koniecznym na to, aby S mialo minimum dla funkcji = = x(¢).

Rozwinmy teraz wyrazenia podcatkowe w szereg potegowy wzgledem dx

i 04, oraz ograniczmy sie do wyrazow pierwszego rzedu. Mozemy wiec zasade

najmniejszego dzialania zapisaé¢ w postaci

tz t2
3 08 =96 dt L(z,2,t) = dt | =—d —dz | =0.
®) [ nean = [Car (Graes Go)
Calkujac wyrazenie zawierajace (OL/0t) 64 przez czesci (i korzystajac z tego, ze
0r = %51‘), otrzymujemy

ta
(4) 58 = a—%zﬁf f/ dt <8—L - ga_p) sz = 0.
oz t

<8L oL

Roéwnanie Eulera-Lagrange’a przyjmuje wtedy znana
powszechnie postaé¢ drugiego prawa Newtona:

Pierwszy wyraz w tym wyrazeniu znika na mocy
definicji dx(t). Drugi wyraz powinien znikaé przy

dowolnych wartosciach wariacji dz. Bedzie to mozliwe d2z
B : (7) m— = 0.
wtedy, gdy wyrazenie podcatkowe spelnia warunek d¢2
(5) ga_L B 3_L _ Zasada najmniejszego dzialania daje sie tatwo uogélnié
dt 0x Oz na przypadek ukladu wielu czastek poruszajacych

Roéwnanie to nazywa sie rownaniem Eulera—Lagrange’a
i zostalo wyprowadzone niezaleznie przez L. Eulera
oraz J-L. Lagrange’a w latach 50. osiemnastego wieku.
Jest ono tzw. réwnaniem ruchu czastki, to znaczy

jego rozwiazanie okresla rzeczywisty ruch czastki.
Zadanie warunkéw poczatkowych dla tego réwnania,
tzn. &1 = 2(t1) oraz &1 = @(t1), pozwala je rozwiazaé
jednoznacznie.

Na przyktad, dla nierelatywistycznej czastki swobodnej
o masie m poruszajacej si¢ w plaskiej czasoprzestrzeni,
funkcja Lagrange’a ma prosta postac

(6) L= <i_j>

sie w wielowymiarowej czasoprzestrzeni w zadanym
polu sil. Jest ona réwniez powszechnie stosowana

w teorii pola, tzn. dla uktadéw majacych nieskoniczenie
wiele stopni swobody. Otrzymane wtedy rownania
Eulera—Lagrange’a sa znanymi réwnaniami zmian

w czasie tych pdl: sa to np. réwnania Maxwella dla pola
elektromagnetycznego oraz réwnania Einsteina dla pola
grawitacyjnego. Zasada najmniejszego dzialania jest
powszechnie stosowana w fizyce wspdlczesnej, m.in. dla
otrzymywania rownan ruchu danego uktadu — albowiem
czesto latwiej jest odgadnaé funkcje Lagrange’a uktadu
niz réwnania ruchu.

Ewa CZUCHRY, Wlodzimierz PIECHOCKI



Mechanika plynéow

[E4] Meditationes super problemate
nautico, quod illustrissima regia
Parisiensis Academia scientarum
proposuit, opublikowane w Piéce qui

a remporté le prix de ’académie royale
des sciences w 1727 roku

[E258] Principia motus fluidorum,
przedstawione Akademii Berliniskiej
31 sierpnia 1752 roku

[E225] Principes généraux de
l’état d’équilibre des fluides,
przedstawione Akademii Berlinskiej
11 pazdziernika 1753 roku

[E226] Principes généraux du mouvement

des fluides, przedstawione Akademii
Berlinskiej 4 sierpnia 1755 roku

[E227] Continuation des recherches sur
la théorie du mouvement des fluides,
przedstawione Akademii Berliniskiej

2 pazdziernika 1755 roku

(numeracja wg Enestrom Index)

Wiéréd kilkuset prac opublikowanych przez Eulera kilkanascie dotyczyto
mechaniki ptynéw. Temat ten laczy sie z jednej strony z mechanika w ogdle, jak
réwniez z budowa, sprawnoscia i nawigacja okretéw. Juz druga jego praca [E4]
dotyczyla budowy okretéw i zostala zgloszona do konkursu ogloszonego przez
Paryska Akademie Nauk, przynoszac dwudziestoletniemu autorowi wyrdznienie.

Gléwna seria prac Eulera o mechanice pltynéw powstata we wczesnych latach
pie¢dziesiatych XVIII wieku w Berlinie. W pierwszej pracy [E258] autor wyklada
swoja koncepcje podejécia do problemu:

dla danej masy plynu, zaréwno wolnej, jak zamknietej w naczyniach, znajdujgcej
sie w dowolnym ruchu, jednoczesnie bedgcej pod wplywem dowolnych sil, nalezy
wyznaczyé ruch, jakim jego porcje bedq sie wzajemnie poruszaly, rownoczesnie

z ci$nieniem, jakim te porcje bedg oddziatywaé na siebie nawzajem i na Sciany
naczymn.

Autor pokazuje, ze cho¢ ruch czastek ptynu jest mniej ograniczony niz

w przypadku cial statych, to nadal podlega pewnym prawom. Zaktadajac,

ze plyn jest niescidliwy, wyprowadza po raz pierwszy rownanie ciaglosci.
Argumentuje, ze kazdy plyn, wypelniajacy zamknigte naczynie, musi by¢

w stanie rownowagi, nawet jezeli jest poddany dziataniu dowolnych sit. Po raz
pierwszy rozdziela kinematyczny i dynamiczny aspekt ruchu ptynéw. W koncu
dowodzi, ze sztywne pole predkosci jest mozliwe tylko dla jednorodnej translacji.

Dalsze czesci tej pracy, zredagowanej po tacinie, zostang napisane dopiero
przy okazji powrotu do Petersburga w 1766 roku. Zamiast tego Euler rozwija
pelna teorie mechaniki ptynéw w trzech pracach przedstawionych, a nastepnie
wydanych po francusku [E225, E226, E227].

Pierwsza z nich wyklada teorie hydrostatyki jako szczegdlny przypadek ruchu
plynu. Przedstawia dopracowana koncepcje ci$nienia i jej zastosowania.

Po raz pierwszy przedstawia ogdlne réwnania hydrostatyki. Wyjasnia pomyst
termometru gazowego i prezentuje po raz pierwszy réwnania réwnowagi.

W pracy tej Euler dowodzi réwniez, ze z dynamicznego punktu widzenia nie ma
zasadniczej roznicy miedzy plynami $cidliwymi i niescisliwymi.

Druga praca [E226] opisuje ruchy plynéw na tej samej zasadzie, jak w pracy
poprzedniej przedstawiona byta statyka pltynéw. Praca ta zawiera jedne

z najwczesniejszych uwag wskazujacych na znaczenie warunkéw brzegowych
przy wyznaczaniu odpowiedniej caltki dla danego rézniczkowego réwnania
czastkowego. Zalozenie, ze stan ruchu ptynu jest znany w jakims momencie,
redukuje calg teorie do okreslonej formuly analitycznej. Dowodzi, ze rozwigzania
moga istnie¢ nawet wtedy, gdy rownowaga nie jest mozliwa. Pokazuje, ze
istnienie stalego pola predkosci jest przypadkiem szczegdlnym, przytaczajac
kontrprzyklad ruchu wiréw (jest to pierwszy przyklad szczegélnego przypadku
tzw. strumienia Poiseuille’a).

Trzecia praca jest kontynuacja drugiej (przedstawione byly w odstepie dwdch
miesiecy). Euler zamieszcza w niej, miedzy innymi, pelna teorie przepltywu
plynu przez rury i rozwaza zachowanie plynéw scisliwych. W pracy tej po raz
pierwszy pojawia sie¢ potencjal zespolony uzyty do opisu zrdédla, ujscia lub wiru.

Moim zdaniem poglad na zagadnienie mechaniki ptynéw Euler najlepiej
podsumowal we wstepie do pracy [E226):

Jest zrozumialym, Ze materia ta (mechanika plyndw) jest duzo trudniejsza (niz
statyka) [. .. ] niemniej jednak mam nadzieje szczeSliwie dotrzeé do celu w tym
sensie, ze jezeli jakie$ trudnosci nie zostang przezwyciezone, to nie bedg to braki
mechaniki, tylko analizy: nauka ta nie zostala jeszcze doprowadzona do stopnia
perfekcji umozliwiajgcego uzyskanie formul analitycznych obejmujgcych ruchy
plynow.

Uplyneto 250 lat, a poglad ten nadal mozna uznaé za aktualny. . .
Piotr ZALEWSKI
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Rys. 1. Diagramy Schlegela dla
czworo$cianu, szeScianu i dwunastos$cianu
foremnego.

AR

Rys. 2.

0

Rys. 3. Czytelnik bez trudu, wykonujac
jaka$ triangulacje¢ torusa, sprawdzi, ze
jego charakterystyka Eulera—Poincarégo
jest réwna 0.

Rys. 4. A jaka jest charakterystyka
Eulera—Poincarégo dla precla?

Wzdér Eulera

W 1752 roku Euler zapisal, ze suma liczby s $cian i w wierzchotkéw wieloscianu
wypuklego jest o 2 wieksza od liczby k jego krawedzi. Zaleznosé

s—k+w=2
nosi nazwe wzoru Eulera. Uzasadnienie tego spostrzezenia nie jest trudne.
Na przyktad mozna zrobi¢ to, odwolujac sie do tzw. diagramu Schlegela. Jest to
plaski graf odpowiadajacy temu, co zobaczymy zblizywszy oko do jednej ze $cian
(przezroczystego) wielo$cianu wypuklego tak, by wszystkie jego wierzchotki
widzieé¢ przez te Sciang (przyktady na rysunku 1). Jesli nieograniczony obszar,
widoczny na zewnatrz tej Sciany uznamy tez za Sciane, to diagramowi Schlegela
wieloécianu beda odpowiadaly te same liczby s, k, w, ktore odpowiadaja
wieloscianowi. Uruchamiamy teraz procedure: jesli krawedz oddziela dwie
rézne Sciany, to ja usuwamy — nietrudno zauwazy¢é, ze wyrazenie s — k + w nie
zmienia przy tej procedurze swej wartosci (zaréwno s, jak k zmniejszaja sie
o 1). Procedura zatrzymuje sie, gdy zostanie nam tylko jedna $ciana, czyli gdy
pozostana tylko polaczone lamane, tak jak, na przyklad, na rysunku 2. Teraz
usuwamy ich wolne konce wraz z prowadzacymi do nich krawedziami — to znéw
nie zmienia wartosci wyrazenia s — k + w (o 1 zmniejsza sie w i k). W efekcie
zostaje jeden punkt — dla niego jest s=w =11k =0, czyli s —k+w =21 tak
musialo by¢ zatem od poczatku.

Proste spostrzezenie, ze w wieloécianie zachodzi
2 . 2
(1) s < gkz i w< gk,

wynika z faktu, ze Sciany maja co najmniej trzy boki-krawedzie, a kazda
krawedZ nalezy do dwdch $cian (podobnie z wierzchotka wychodza co najmniej
trzy krawedzie i kazda laczy dwa wierzcholki). Gdy zastosujemy do tego wzor
Eulera, mozemy otrzymac

s> %k+2, w > %k+2
oraz
(2) w<2s—4, s<2w-—4,
co zapewne kazdy z Czytelnikow umie wykazac.

Od razu nasuwa sie pytanie, czy dla dowolnych liczb s, k, w, spelniajacych
wzér Eulera, istnieje wieloscian majacy odpowiednio tyle $cian, krawedzi

i wierzchotkéw. Odpowiedz jest oczywiscie ,nie” — np. nie ma wieloscianu

o jednej Scianie. Ale jak brzmi odpowiedz, gdy dodatkowo zatozymy, ze s i w
to co najmniej 4, a k — co najmniej 67 Pytanie okazalo si¢ nietatwe. Dopiero
w 1906 roku Steinitz udowodnil, ze

jesli liczby calkowite dodatnie s, k, w spelniajg wzér Eulera i warunki (1), to
istnieje wieloscian wypukly majgcy s scian, k krawedzi 1 w wierzcholkow.

Korzystajac z twierdzenia Steinitza, Czytelnicy moga bez specjalnego trudu
wykazaé, ze

warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, by dla dowolnych liczb catkowitych
dodatnich s i w istnial wrelo$cian wypukly majecy s Scian © w wierzchotkow,
jest (2).

Wzoér Eulera zostal uogoélniony przez Poincarégo na dowolne powierzchnie
(i rozmaitosci wyzszych wymiaréw). Okazuje sie bowiem, ze gdy dowolna
powierzchnie jako$ striangulujemy (czyli podzielimy na — byé moze
krzywoliniowe — tréjkaty), to wyrazenie s — k + w bedzie mialo te sama wartosé,
niezaleznie od tego, jak te triangulacje wykonamy. Liczbe te, charakterystyke
Eulera—Poincarégo powierzchni M, oznacza si¢ na ogét x(M). Nie zmienia si¢
ona przy odksztalcaniu powierzchni bez rozrywania i sklejania (czy ogdélniej —
przy homeomorfizmach) i na dodatek, gdy w powierzchniach M; i My wytniemy
po koétku i potem skleimy je tymi otworami, otrzymujac powierzchnie M, okaze
sie, ze
X(M) = x (M) + x(Mz) — 2.
Marek KORDOS
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Ciag Eulera—Jaczewskiego

Czym zastuzyl sie Leonhard Euler w algebrze? Wieloma
odkryciami, ale przede wszystkim napisaniem dzieta
Vollstindige Anleitung zur Algebra wydanego przez
Petersburska Akademie Nauk w 1770 r. Uwaza sie,

ze jest to druga, po FElementach Euklidesa, ksigzka
matematyczna o najwickszej liczbie wydrukowanych
egzemplarzy.

Ksigzka byta pisana, gdy nie zostaly jeszcze odkryte
grupy, pierscienie, idealy, ciala, przestrzenie liniowe,
topologia i geometria algebraiczna, algebry uniwersalne,
algebry Boole’a — slowem, kiedy algebra nie zawojowala
jeszcze naszego Swiata matematycznego, a matematyka
nie byla wcale algebraicznym mocarstwem.

Euler podaje zadania i je rozwiazuje. To ciekawy
sposob nauczania. Ujmuje to skomplikowanie brzmiaca
maksyma: Tego, czego powinnismy sie nauczyé, by cos
robi¢, uczymy sie, robigc to wlasnie.

Niektére z tych zadan zakwalifikowalibysmy dzi$

do matematyki rekreacyjnej, inne sa zadaniami
tekstowymi, dobrymi i dla dzisiejszej szkoty. Wiele

z nich Euler przepisal z pierwszej niemieckiej ksiazki
o algebrze (1553). Oto przyklady.

Trzech kupcéw nabylo na spotke dom za 100 talaréw
reniskich. Gdyby pierwszy z nich pozyczyt od

drugiego polowe jego pieniedzy, to mégltby dom kupié
samodzielnie. Gdyby drugi kupiec pozyczyt od trzeciego
jedna trzecig jego pieniedzy, takze mégtby kupi¢ dom
samodzielnie. To samo moégtby zrobié¢ trzeci kupiec,
pozyczywszy od pierwszego ¢wieré jego pieniedzy. Ile
pieniedzy mial kazdy z nich?

Pewien bogaty szlachcic podzielit w testamencie sztuki
zlota miedzy swoje dzieci w nastepujacy sposéb. Dziecko
o numerze i otrzymalo a - @ sztabek, plus n-ta czesé
pozostalej liczby sztuk zlota. Okazalo sie, ze wszystkie
dzieci otrzymaly po réwno — tyle samo zlota. Ile bylo
dzieci i ile sztuk zlota mial szlachcic? Uwaga: n nie jest
liczba dzieci, tylko pewna liczba naturalna.

Zadanie to jest stare, rozwiazywal je juz Cardano.
Rozwiazan jest wiele. Czytelnik z XXI wieku bedzie
mial wiele uciechy, szukajac kolejnych.

Ale nie tylko takie ciekawostki wypelniaja
Wprowadzenie do Algebry. Wiele miejsca po$wieca Euler
réwnaniu y? = a + bx + cx? + dz? i jego rozwigzaniom
wymiernym. W jezyku dzisiejszej geometrii algebraicznej
powiedzieliby$my, ze bada krzywe eliptyczne i punkty
wymierne na nich — to klasyczne zagadnienie odegrato
zasadnicza role w dowodzie Wilesa Wielkiego
Twierdzenia Fermata. A slynne juz wtedy zadanie
Fermata Euler probuje rozwiazac¢ i oczywiscie nie

osiaga celu. Uzasadnia nawet, jak moze, ,dlaczego”
rozwiazaé sie nie daje. Przy koncu ksigzki pisze mniej
wiecej tak, proroczo: ,widocznie do tego réwnania
potrzebne sa specjalne metody, ktore nie zostaly jeszcze
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wynalezione. Dla réwnania 23 4+ ¢y = 23 udato mi sie
znalezé metode” .

Owa metoda to idea ,nieskonczonego zejscia”,

znana wlasgciwie juz Fermatowi. Zaktadamy, ze
rozwigzanie istnieje i wykazujemy, ze musi istnie¢
nastepne, z mniejszymi liczbami. I tak dalej,. .., ale
nieskofniczonego ciagu malejacych liczb naturalnych nie
ma. Jezeli konstruujemy taki cigg, to...musi gdzies
tkwié¢ falsz. Euler ttumaczy to dos¢ dtugo i zawile —
widocznie metoda byla zbyt Swieza.

Wspomnijmy tu chyba jedyny polski akcent, zwigzany
z Eulerem: ciqgg Fulera—Jaczewskiego.

Wielomian jednorodny f kilku zmiennych jest
proporcjonalny do sumy swoich pochodnych
czastkowych mnozonych przez zmienne. Na przyktad
dla f(z,y, 2) = 2%yz + xy%2 + zy2? mamy

0 0 0
z—f + y—f + z—f =x- (2wyz + y?z + y2°)+
or dy 0z
+y - (222 + 2wyz + 22%)+
+ 2z - (2%y + 2y® + 2wy2) =

=4 (2Pyz + 2y’z + xy2?) = 4f.
Ta nietrudna zalezno$é nosi nazwe tozsamosci Eulera.
Przeskoczmy 250 lat. We wspolczesnej geometrii
algebraicznej ciagiem Eulera nazywa sie taki oto
doktadny ciag wiazek wektorowych na przestrzeni
n

rzutowej wymiarun: 0 —» O - @ O(1) = T — 0.
i=1

Pierwsza z wiazek, O, to wiazka trywialna,

potem nastepuje suma prosta wiazek liniowych

odpowiadajacych hiperplaszczyznom, wreszcie T' to
n

wiazka styczna. Odwzorowanie @@ O(1) — T jest
i=1

generowane przez rézniczkowania -2

3.7 Zas zanurzenie
i

O — @ O(1) jest opisane lokalnie jako
i=1
of
f=2 mig,

a ta ostatnia funkcja jest proporcjonalna do f na mocy
wlasnie relacji Eulera.

Czy wyjasnitem, o co chodzi? Oczywiscie, ze. . .nie
wszystkim. I nie bede sie staral.

Moéj byty student, a potem kolega z pracy, mtodo
zmarly Krzysztof Jaczewski (1955-1994), wykazal,
(znéw nie bede tlumaczyd!), ze istnienie uogélnionego
ciagu Eulera charakteryzuje rozmaitosci toryczne,
teoria ktérych interesujaco laczy zaawansowana
geometrie algebraiczng z prosta geometria wieloscianow.
Jeszcze dziesiec lat temu byly to szalenie modne
zagadnienia. A wspomniany ogdélniejszy cigg nazywa
sie dzi§ w literaturze matematycznej ciagiem
Eulera—Jaczewskiego. I taki to jest ,,polski akcent”
zwiazany z Leonhardem Eulerem; moze wybaczymy
temu wybitnemu uczonemu, ze przyjal goscinny chleb
na dworze carycy Katarzyny, sprawczyni rozbioréw
Polski.

Michat SZUREK



Lina Eulera zostal po raz pierwszy otrzymany przez Leonharda
Eulera w wyniku zsumowania malych przyczynkéw sity
tarcia powstalych w wyniku zmiennego nacisku liny na
powierzchnie palika.

Zagadnienie liny Eulera jest stosunkowo mato znane,
chociaz sam opisywany mechanizm jest powszechnie
uzywany w réznego rodzaju uktadach mechanicznych,
np. przekladniach, hamulcach tasmowych, czy wrecz Mianowicie, dla bardzo matych katéw opasania Ay sita
przy cumowaniu statkdw. So, potrzebna do skompensowania sity naciagu .S, dana
. . g j leznosé:
Rozpatrzmy line opasujaca palik, jak na rysunku Jest przez zaleznose
ponizej. — S=5y+T =25+ uN,
gdzie N jest silg nacisku liny na palik, dla matych
katéw réwna N = ApSy. Zatem
S = So(l + ,LLA(p).
Dla kata opasania réwnego 2A¢ mamy takze:
Song = Sap(l+ pAp) = So(1 + pAp)?.

Jesli maly kat Ay jest n-ta czedcia pewnego kata ¢, tzn.
n-Ap = p, wtedy

Snae = So(1+ pAe)™.

Jesli na jeden koniec liny dziala sita S, to w przypadku Biorac kat Ay coraz mniejszy, tzn. biorac coraz
braku tarcia, aby ja zrownowazy¢, musimy na drugi wieksze n, otrzymujemy w granicy n — oo:
koniec podzialaé taka sama sita. W przypadku, S, = Spet?,

gdy wspotezynnik tarcia liny o palik u jest

niezerowy i powoduje wystepowanie sity tarcia T,

do zrownowazenia sily S potrzeba jest sita Sg = 5 —T.
Zalezno$¢ te mozna wyrazi¢ tez w nastepujacy sposob:

gdzie e = lim,, oo (1 + )" jest podstawa logarytmu
naturalnego, o ktérej mowa na stronie 4. Przyktadowo,
dla = 0,5 (wsp6lezynnik tarcia liny konopnej

o drewno) i przy trzykrotnym opasaniu palika lina

S = Soel?, (¢ = 67) mamy, ze stosunek sily naciagajacej S
gdzie @ jest katem ,opasania” liny na palik. Wzoér do blokujacej Sy jest rzedu 10%.
powyzszy, zwany takze (jeden z wielu) wzorem Eulera, Ewa CZUCHRY

m Zadania Redaguje Ewa CZUCHRY

F 697. Kolisty otwor o powierzchni Sy, wykonany w dnie akwarium,
zostal zatkany stozkowatym korkiem o polu podstawy S (rys. 1). Dla jakiej
maksymalnej gestosci korka p mozna spowodowadé jego wyplyniecie poprzez
dolewanie wody do akwarium?

g Rozwiazanie na str. 16
F 698. Rte¢ w barometrze zostala zastapiona pewna Scisliwa ciecza, ktérej
gestosé rodnie wraz z glebokoscia zgodnie ze wzorem p = po(1 4+ ah). Jaka bedzie
k o wysokoé¢ stupa takiej cieczy przy ci$nieniu atmosferycznym réownym p?

Rozwiazanie na str. 3

Redaguje Waldemar POMPE

s M 1077. Zbiér S sklada sie z 18 kolejnych liczb catkowitych. Udowodnié, ze
zbioru S nie da sie rozbi¢ na takie dwa roztaczne podzbiory, ktorych iloczyny
elementow sg rowne.

D Rozwiazanie na str. 15
M 1078. Rozstrzygnaé, czy istnieje wielomian f(z) stopnia 100
o wspolczynnikach catkowitych o nastepujacej wlasnosci: dla kazdej liczby
N catkowitej n kazde dwa wyrazy ciagu
fn), f(f(n)), f(f(f(n))),...
c sa wzglednie pierwsze.
Rozwiazanie na str. 15
A M M 1079. Dany jest czworoscian foremny ABCD o krawedzi dlugosci 1. Punkty
M i N sa odpowiednio $rodkami krawedzi BC' 1 AD (rys. 2). Obliczy¢ odleglosé
B miedzy prostymi BN i DM.
Rys. 2 Rozwiazanie na str. 16
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Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Puste pudetko wyklucza sterylnosé

Otwieranie prezentéw jest przyjemne i irytujace jednocze$nie. Starym, ale
sprawdzonym sposobem draznienia obdarowywanego jest przygotowanie
matrioszki: pudta, w ktérym jest pudetko, w ktorym ukrywa sie pudeteczko. . .
a dopiero w najmniejszym pudetenku schowany jest cenny drobiazg. Perfidna
odmiang zabawy jest pozostawienie najmniejszego pudelenka pustym. Czy
obdarowany moze sie w takiej sytuacji autentycznie ucieszy¢?

Owszem moze, jezeli wiadomo, ze ewentualny prezent przyniostby wiecej klopotu

niz pozytku.

Tak wlasnie, w wielkim skrécie, wyglada pierwszy oficjalny wynik eksperymentu
MiniBooNE (Booster Neutrino Experiment) w Fermilabie. Jego gléwnym
zadaniem mialo by¢ potwierdzenie lub zanegowanie wyniku otrzymanego dekade
wezesniej przez eksperyment LSND (Liquid Scintillator Neutrino Detector)

w Los Alamos, z ktérym od poczatku byt problem.

Skoro w obu rozwinieciach akroniméw wystepuje neutrino, to wiadomo, ze
chodzi wlasnie o te bardzo stabo oddzialujace z materia, prawie bezmasowe
czastki. Znamy trzy rodzaje neutrin odpowiadajace wszystkim trzem
rodzajom naladowanych leptonéw: elektronom, mionom i taonom. Wiemy,

ze bardzo lekkich rodzajow neutrin wiecej nie ma, bo udalo nam sig, gtéwnie
w zderzaczu LEP (Large Electron Positron collider) w CERN, zmierzy¢
prawdopodobienistwa rozpadu bozonu Z° na cokolwiek, ktére musi zgadzaé

sie z suma prawdopodobienstw rozpadu na wszystkie pary czastek materii
1zejszych niz polowa jego (bardzo duzej) masy. Neutrina do niedawna uwazano
za calkowicie bezmasowe. Poglad ten trzeba bylo jednak zrewidowaé, gdyz
okazalo sie, ze moga one zamieniaé sie jedne w drugie — gdyby nie mialy masy
(lub mialy masy takie same), to rozréznialyby je tylko oddzialywania stabe,

a w konsekwencji nie byloby jak stwierdzié¢ ich tzw. oscylacji.

Dzigki oscylacjom neutrina powstajace w wyniku
rozpadu mionu rejestruje sie jako elektronowe —

w wyniku ich (bardzo rzadko zdarzajacego sie)
oddzialywania z materia pojawia si¢ elektron. Kazdy
rodzaj oscylacji wskazuje na okre$long réznice
kwadratéw mas zaangazowanych neutrin i na okreslony
tzw. kat mieszania, ktory jest zwiazany ze stopniem
niepokrywania si¢ stanéw masowych ze stanami
bioracymi udzial w oddzialywaniach stabych.

Wynik LSND wskazuje na dodatkowy sposéb zamiany
neutrin mionowych na elektronowe, ktéry nie zgadza sie
z duzo lepiej udokumentowanymi oscylacjami. W celu
wyjadnienia tego wyniku trzeba bylo zapostulowaé
istnienie dodatkowego rodzaju neutrina, ktére musiatoby
byé sterylne, tzn. nie oddziatywaé¢ nawet stabo.

Takie neutrino nie mogtoby by¢ produktem rozpadu
bozonu Z°, a wiec wyzej wspomniane ograniczenie by
go nie dotyczylo. Taki dziwny obiekt moze istnieé, ale
spodziewamy si¢ raczej, ze ma on bardzo duza mase
(gdyz tylko wtedy moze by¢ uzyty do wyjasnienia
bardzo malych mas pozostatych neutrin, to jednak
osobna historia).

Krétko méwiac, sterylne neutrino LSND, umozliwiajace
oscylacje neutrina mionowego w sterylne, a nastepnie

w elektronowe, byloby dosé klopotliwym prezentem,

co nie zmienia faktu, ze gdyby jego istnienie si¢
potwierdzito, bytaby to prawdziwa sensacja.

13

Parametry eksperymentu MiniBooNE zostaty tak
dobrane, zeby te kwestie rozstrzygnac. Eksperymenty
neutrinowe sa jednak bardzo subtelne. Nawet niechcacy
mozna poprowadzi¢ analize w taki sposob, ze wyniki
potwierdzg rozwiazanie, ktore ,,pod$wiadomie”
uwazamy za lepsze. Dlatego analize zdecydowano sie
przeprowadzi¢ na §lepo. Przygotowano ,pudetko”,

w ktérym schowano dane dotyczace interesujacego
obszaru. Za pomoca pozostalych danych wykonano
skomplikowana kalibracje. Po zamrozeniu kalibracji
otworzono pudetko, zeby sprawdzi¢, jak wyglada
prezent od LSND. Okazalo sieg, ze obserwowanego
przez poprzedni eksperyment efektu nie ma. W ten
sposob wykluczono, przynajmniej najprostsze,
wyjasnienie poprzedniego wyniku. Rozwiazania bardziej
skomplikowane pozostaja niewykluczone (trudno jest
udowodnié, ze nie ma nie wiadomo czego), ale wynik
LSND staje si¢ coraz mniej przekonujacy.

Przy okazji zaobserwowano jednak pewna istotna
niezgodno$¢ w innym miejscu. Wyniki dla najnizszych
energii neutrin nie odpowiadaja przewidywaniom.

Po raz kolejny okazalo sig, ze rozwigzanie jednej zagadki
moze prowadzi¢ do innej. Mozliwe, ze ostateczne
rozwiazanie zostanie znalezione w ramach MiniBooNE
po dokladniejszej analizie tego niczego, ktére znaleziono.

Piotr ZALEWSKI



Klub 44

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
531 (WT = 3,28) i 532 (WT = 1,23)
z numeru 12/2006

Janusz Olszewski — Suwaltki 43,42
Andrzej Jézwik —~Warszawa 42,67
Tomasz Warszawski — Krakéw 41,41
Andrzej Daniluk — Warszawa 39,09
Tomasz Wietecha  — Tarnéw 39,00
Dariusz Kurpiel — Posada

Zarszyn 37,05

Krzysztof Kaminski — Pabianice 36,52

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene¢ mnozymy przez wspo6tczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére
nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czltonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbtowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Redaguje Marcin E. KUCZMA

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 4/2007

Przypominamy tresé¢ zadan:

539. Niech Ty, ..., T beda tréjelementowymi podzbiorami zbioru n-elementowego X; zakladamy,
ze zbiory T;, Tj (dla i # j) majg co najwyzej jeden element wspdlny. Dowiesé, ze istnieje podzbiér S
zbioru X, liczacy nie mniej niz | v2n] elementéw i niezawierajacy zadnego ze zbioréw T;.

540. Wyznaczy¢ wszystkie pary (z, y) liczb catkowitych dodatnich, dla ktérych kazda z liczb = + y,
1 + xy jest potega liczby 2 o wyktadniku catkowitym.

539. Wystarczy okresli¢ S jako podzbidr zbioru X, ktéry
nie zawiera zadnego ze zbioréw T; oraz ma maksymalng
liczbe elementéw (wsréd wszystkich podzbioréw o tej
wlasnosci). Taki zbiér S nie musi by¢ jedyny — jesli jest ich
wiecej, wybieramy i ustalamy dowolny z nich jako zbiér S.
Przyjmijmy, ze ma on s elementéw; mamy wykazaé, ze

s> [V2n].

Wezmy dowolny element x € X, ktéry nie nalezy do S.
Zbiér S U {z}, jako wiekszy od S, musi zawiera¢ ktorys

ze zbiorow T;. Znéw: niekoniecznie jedyny — wybierzmy
wiec zbiér T; (zawarty w S U {z}) o najmniejszym numerze
i oznaczmy ten numer przez i(z). Cze$¢ wspolng zbioréw
Ti(+) oraz S oznaczmy przez S.

Sam element = nalezy, rzecz jasna, do zbioru Tj(,y. Zbiér S,
sktada si¢ z dwoch pozostalych elementéw zbioru T, .
Rézne elementy z,y € X \ S wyznaczaja zbiory Ss, Sy, ktére
nie sa identyczne (bo rézne zbiory T;, T; maja przeciecie

co najwyzej jednoelementowe). Zatem przyporzadkowanie

x +— Sz jest réznowartosciowa funkcjg ze zbioru X \ S

do zbioru wszystkich dwuelementowych podzbioréw

zbioru S. Otrzymujemy nieréwnosé¢ n — s < (;), ktoéra
przepisujemy jako 2n < s? + s. Stad

V2n <v/s2+s<s+1,

wobec czego

|V2n | < s.

540. Niech (z,y) bedzie jedng z szukanych par. Dla pewnej
pary wyktadnikéw naturalnych (k, ) spelniony jest ukltad
réwnan

z+y=2"

142y = 2t
Odejmujac oraz dodajac te réwnania stronami, dostajemy
nowy uktad

(1) (x—1)(y — 1) =2° - 2%,
(2) (z+1)(y+1)=2"+25

widaé, ze £ > k > 11 ze liczby z, y sa nieparzyste.
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Jezeli k = £, to z réwnania (1) mamy z =1 lub y = 1;

pozostala niewiadoma ma wtedy wartosé 2% — 1, w mysl

réwnania (2). Kazda z par (z,y) postaci
(1,28=1) b (2"-1, 1),

spelnia warunek zadania.

k=1,2,3,...,

Rozwazmy teraz przypadek, gdy k < ¢. Czynniki iloczynu po
lewej stronie réwnania (1) sa wéwczas dodatnimi liczbami
parzystymi. Niech « i 8 beda najwiekszymi wyktadnikami
naturalnymi, dla ktérych (odpowiednio) = — 1 dzieli sie
przez 2%, zas y — 1 dzieli sie przez 2°; z réwnania (1) widaé,
ze a+ [ =k.

Gdyby oba wyktadniki o, 8 byly wigksze od 1, to liczby
xz+11iy+1, czyli czynniki lewej strony réwnania (2),
bytyby liczbami parzystymi niepodzielnymi przez 4, wbhrew
temu, ze prawa strona (2) dzieli si¢ przez 2* (a w tym
przypadku k = a+ 3 > 4).

Gdyby oba wyktadniki «, 8 byly réwne 1, to czynniki lewej
strony réwnania (2) bylyby podzielne przez 4, wbrew temu,
ze prawa strona (2) nie dzieli sie przez 2" (a w obecnym

przypadku k = a+ 3 = 2).

Pozostaje mozliwosé, ze doktadnie jedna z liczb o,

jest réwna 1. Niech np. a > 2, 8 = 1; tak wiec k > 3,
a=k—1. Wtedy x + 1 dzieli sie przez 2', ale nie przez 22,
i z réwnania (2) wynika, ze y + 1 dzieli si¢ przez 257,

ale nie przez 2¥. Mozemy wiec napisaé

a:—l:Qk_lu7 y+1:2k_lv;

Zatem

u, v — liczby nieparzyste.

=z 4y=2""(u+v),

skad v = v = 1, i ostatecznie

r=2"141,

Oznaczajac k — 1 = j oraz uwzgledniajac mozliwo$¢ zamiany
6l a i B (czyli z i y), dostajemy druga serie par (z,y):

(2+1,27-1) b (27—1,2+1), j=234,...;

rowniez i one spelniaja wymagany warunek.

y=2"""1_1.



Klub 44

Czolowka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
432 (WT = 2,10) i 433 (WT = 3,20)
z numeru 2/2007

Tomasz Tkocz — Rybnik 42,68
Konrad Kapcia — Czestochowa 38,99
Krzysztof Magiera — Losiéw 35,16
Jerzy Witkowski — Radlin 29,55
Andrzej Idzik — Bolestawiec 23,63
Andrzej

Nowogrodzki — Chocianéw 21,18
Radostaw Poleski — Kolobrzeg 17,04

‘W poprzedniej serii dobre rozwigzania
przystal takze p. Tomasz Wietecha.
Nie zostaly one jednak — niestety —
uwzglednione w punktacji z powodu
spéznienia. Prosimy przestrzegad
podawanych terminéw!

W

Redagugje Jerzy B. BROJAN
Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 4/2007

Przypominamy tres¢ zadan:

436. Stacja kosmiczna sklada si¢ z dwéch czesci o masie 10 ton kazda, odlegtych wzajemnie o 30 m.
Obliczy¢ site rozciggajaca stacje, gdy krazy ona wokél Ziemi na wysokosci 700 km w pozycji
,pionowej” (jedna czesé blizej Ziemi, druga dalej).

437. Mamy do dyspozycji ogniwa o SEM = 1V bez oporu wewnetrznego oraz oporniki o oporze 1 €.
Jak z tych elementéw zbudowaé ukltad o dwéch koncéwkach réwnowazny baterii o SEM = 0,8V

i oporze wewnetrznym 0,75 Q7 Nalezy uzy¢ mozliwie malej liczby ogniw i opornikéw. Najlepsze
uklady (o najmniejszej liczbie elementéw) zostana przedstawione w oméwieniu rocznym, jednak
osiagniecie ,rekordu” nie jest wymagane do uznania rozwigzania za prawidlowe.

436. Oznaczmy promien orbity wewnetrznej jako R, zewnetrznej jako Ro, mase
kazdej czedci jako m, szukang sile ich wzajemnego oddzialywania jako F, mase
Ziemi jako M, a predkosé katowa zespotu jako w. Z réwnan ruchu
GMm GMm
R R3
nalezy wyeliminowaé¢ w i wyznaczy¢ F
GMm RQ R1
R+ R» R_% B R_%
Aby uprosci¢ to wyrazenie, trzeba uwzglednié, ze wielkos¢ AR = Ry — Ry
jest znacznie mniejsza od samych Rz i Ry (oznaczmy Rs = R; =~ R). Ponadto
wygodne jest podstawienie GM = gR? (gdzie R, — promief Ziemi). Po tych
przeksztalceniach otrzymujemy

mw?R; = — F, mw?Ry = - F

F =

3 R2AR

437. Na rysunku przedstawiono jedno z mozliwych rozwiazan, sktadajace si¢
z 2 ogniw i 13 opornikéw.

Rozwigzanie zadania M 1077.

Niech A = {a1,a2,..., ar}, B = {b1,ba,...,b} bedg takimi roztacznymi podzbiorami zbioru S, ze

AU B = S oraz

(%) n=ayaz...ar = biby...b.

Gdyby w zbiorze S istnialta liczba podzielna przez 19, to taka liczba bylaby tylko jedna w tym

zbiorze i w konsekwencji jedna strona réwnosci (*) byltaby podzielna przez 19, a druga nie.

Zatem zbiér S sktada si¢ z 18 liczb caltkowitych, ktére dajg odpowiednio reszty 1,2,...,18

z dzielenia przez 19. Wtedy wykonujac prosty rachunek (lub na mocy twierdzenia Wilsona) mamy
n? = (aras...ak) - (b1ba...b) =18 =18 = —1 (mod 19).

Bezposrednie sprawdzenie dowodzi jednak, ze kwadrat liczby catkowitej nie moze dawaé reszty 18

z dzielenia przez 19. Uzyskana sprzeczno$é¢ dowodzi, ze opisany w treséci zadania podzial zbioru S nie

istnieje.

.. ]

Rozwigzanie zadania M 1078.
Taki wielomian f(x) istnieje.
Niech g(x) bedzie wielomianem stopnia 98 o wspétczynnikach catkowitych. Wykazemy, ze wielomian
f(z) = x(xz — 1)g(x) + 1 spelnia warunki zadania.
Oznaczmy: f*(z) = f(f... f(z)...) (k-krotne zlozenie funkcji f). Wystarczy dowiesé, ze dla kazdej
liczby calkowitej n liczby f(n) i j']‘"(n) dla k > 2 sa wzglednie pierwsze.
Niech p bedzie dzielnikiem liczby f(n). Wykazemy indukcyjnie, ze f}"’(’n,) =1 (mod p) dla k > 2,
a stad bezposrednio wynika, ze liczby f(n) i /']‘"(n) (dla k > 2) sa wzglednie pierwsze. Dla k = 2
mamy
f(F(n) = fn)(f(n) =D g(f(n)) +1=1

Jesli z kolei ‘/k(ll) =1 (mod p), to

FHHHn) = £(FF ) = FE ) ) - D g(FF ) +1=1

co konczy dowédd indukceyjny i rozwigzanie zadania.

(mod p) .

(mod p),
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Rozwigzanie zadania F 697.

Niech I oznacza wysokoéé¢, na ktéra
korek wystaje ponad otwér. Z zaleznosci
So/S,

gdzie h jest wysoko$ciag stozkowatego

1212
geometrycznych mamy, ze [°/h

korka. Maksymalna sita wyporu pojawia
sie, gdy woda siega do konca korka.
Wtedy

hS lSo
(po — ﬂ)gT —Pog — pog(h —1)So =0,

gdzie po jest gestodcia wody. Zatem

_ S 2/3 5 So
0 = pi 2 —-3— .
£ PO 5 ]

Rozwigzanie zadania M 1079.
Umiesémy czworo$cian ABC D

w sze$cianie BPCQ RASD.

Dtugosé krawedzi tego szeScianu wynosi

(;:'1/\/5.

Ptaszczyzna w1, przechodzaca przez
punkty B, P, N, jest rownolegta
do plaszczyzny mo przechodzac

j przez

punkty D, S, M. Ponadto plaszczyzny
1 1 o zawieraja odpowiednio proste
BN i DM, zatem odleglosé

prostymi jest rowna odleglosci d miedzy

niedzy tymi

plaszczyznami w1 i m2. Odleglosé d jest
z kolei rowna odlegto$ci miedzy prostymi
PK i SL, gdzie punkty K i L oznaczaja
odpowiednio érodki krawedzi AS i PC.
Wobec tego

% -a =pole(PLSK) = PK -d =

- a? J ad/5
a2+ — - d= ,
4 2

skad bezposrednio obliczamy

a 10
d=— = —.
5 10

Patrz w niebo

Teoretycy od fizyki czastek elementarnych wysuneli w latach 80. XX wieku
hipoteze o istnieniu tzw. gwiazd kwarkowych, tj. zbudowanych z materii
kwarkowej! Do pojecia materii kwarkowej mozna dojéé¢ na drodze nastepujacego
naiwnego rozumowania. Ogromna wiekszo$¢ gwiazd, czyli gwiazdy normalne,
zachowuja stabilno$¢ dzieki rownowazeniu si¢ w ich wnetrzach cigzaru materii

i ci$nienia goracego gazu doskonalego, okreslonego przez réwnanie Clapeyrona.
Biate karly to gwiazdy tak geste, ze ciSnienie w nich pochodzi od elektronéw
nietrzymajacych sie juz atomdw, lecz tworzacych tzw. gaz elektronowy. Gwiazdy
neutronowe sa o ,,oczko” gestsze, co powoduje, ze jadra atomowe nie maja juz
swojej indywidualnoéci, a ciSnienie pochodzi od uwolnionych tam neutronéw.
Wreszcie materia kwarkowa bylaby o nastepne ,oczko” gestsza, wskutek czego
neutrony bylyby w niej tak sprasowane, ze uwolnityby swoje czastki sktadowe,
mianowicie kwarki, odpowiedzialne tu za ciSnienie. Rzecz jasna, hipoteze taka
nalezato sprawdzi¢ obserwacyjnie.

Kilka lat temu dwa zespoly badawcze w USA zaobserwowaly za pomoca
rentgenowskiego satelity Chandra dwie gwiazdy podobne do gwiazd
neutronowych, lecz — przy blizszym zbadaniu — zbyt matle i zbyt chtodne

jak na gwiazdy neutronowe. Na przyklad jedna z nich, jadro pozostatosci

po wybuchu supernowej w Kasjopei w roku 1181, emituje promieniowanie
rentgenowskie z moca $wiadczaca o temperaturze rzedu miliona stopni. Jako

tak mloda gwiazda neutronowa powinna mie¢ przynajmniej péltora miliona
stopni, natomiast jako gwiazda kwarkowa teoretycznie miataby prawo juz
wystygnaé¢ do obserwowanego poziomu wskutek emisji neutrin. Nie wszyscy
zainteresowani zgadzaja si¢ z taka interpretacja obserwacji i proponuja inne,
wedlug ktorych obserwowanym obiektem moglaby by¢ nie catkiem typowa,

ale jednak gwiazda neutronowa. Rozwaza si¢ tez modele z obecnoscia kwarkéw
dziwnych, zapewniajacych materii kwarkowej lepsza stabilnos¢. W jeszcze innych
modelach gwiazda kwarkowa stanowitaby jadro gwiazdy neutronowej itd. Krotko
moéwiace, badania gwiazd kwarkowych ruszyty.

Tomasz KWAST

Sierpien

W sierpniowe wieczory niewatpliwie najwyrazniejszym i najokazalszym ukladem
gwiazd jest tzw. trojkat letni utworzony przez najjasniejsze gwiazdy Labedzia
(Deneb), Lutni (Wega) i Orta (Altair). Od Labedzia na potudniowy zachdd
ciagnie sie w Drodze Mlecznej pasmo wyraznie ubogie w gwiazdy, zwane nieco
przesadnie Ciemna Szczelina. Jest to, jak tatwo zgadnaé, w rzeczywistosci mocno
nieostre pasmo ciemnych obtokéw materii miedzygwiazdowej przestaniajacych
swiatto odleglych gwiazd. Obloki te, jak wiekszo$¢ materii miedzygwiazdowej,
grupuja sie wlasnie w plaszczyznie Galaktyki i znajdujg sie w odleglosci

w przyblizeniu 1 kpc. Brzmi to powaznie, lecz jest to zaledwie 1/10 odleglosci
do centrum naszej Galaktyki, znajdujacego sie akurat nisko nad potudniowym
horyzontem, na granicy Skorpiona i Strzelca.

Wenus jest we Lwie, czyli jej nie widaé, gdyz jest zbyt blisko Stonca. Mars jest
w Byku i wida¢ go w drugiej polowie nocy. Jowisz jest w Wezowniku i widac
go w pierwszej polowie nocy w zachodniej stronie nieba. Wreszcie Saturn jest
tez we Lwie (jak Wenus), a wiec réwniez go nie widaé¢. Now Ksiezyca wypada
12 VIII, a pelnia 28 VIII i wtedy nastapi jego calkowite zaé¢mienie. Niestety,

w Europie bedzie wtedy dzien, a wiec Ksiezyc bedzie pod horyzontem. Ksiezyc
22 VIII zakryje Antaresa, co zobaczg mieszkancy Antarktydy i okolic — bedzie
to jedyne zakrycie jasnego obiektu w tym miesiacu. Az dziwne, bo w ubiegtych
i przysztych miesiacach tego roku zakry¢ byto i bedzie po kilka. Jak co rok
mozna w tym miesigcu spodziewaé sie do$¢ obfitego roju Perseidéw, ktérego
maksimum wystepuje okoto 12 sierpnia. By¢ moze da sie wtedy zauwazy¢
($rednio) jeden blysk meteoru na minute.
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O igle Buffona nieco inaczej

Dowéd tego faktu nie jest trudny, nie jest
tez catkiem oczywisty.
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Rafat SZTENCEL

Georges Louis Leclerc, hrabia de Buffon (1707-1788) jest dzi$§ znany gléwnie za
sprawa nastepujacego zadania [4] o igle:

Jaka jest szansa, ze igla o dlugosci I, upuszczona na papier poliniowany prostymi
rownolegltymi, poprowadzonymi w réwnych odstepach d, przetnie jedna z linii?
Dla wygody zakladamy, ze [ < d.

Kazdy, kto wyktada rachunek prawdopodobienstwa, ma po pewnym czasie dosé
standardowego rozwiazania. Niestety, nie kazdy wie, ze w niespeina 100 lat od
sformulowania zadania znaleziono ([2], ostatnio opublikowane w [1]) rozwiazanie
niewymagajace tzw. prawdopodobienstwa geometrycznego, calek, itp.

Oto ono. Jesli I < d, to mozliwe jest co najwyzej jedno przeciecie linii igla.
Dlatego prawdopodobienstwo p przeciecia jest réwne 1-p + 0 - (1 — p), czyli
éredniej liczbie przecieé. Ale érednia zalezy liniowo od dlugosci igly. Zeby to
zobaczy¢, oznaczmy przez e(l) $rednig liczbe przecieé, spowodowang przez igle
o dtugoséci [. Jedli igle podzielimy na odcinki o dlugosciach x i y, to oczywiscie

e(r +y) = e(z) +e(y),
Z tego réwnania funkeyjnego otrzymamy bez trudu e(nz) = ne(x) dla n
naturalnych, a nastepnie z zaleznosci

z,y = 0.

me(%:z:) = e(m%x) =e(nx) = ne(z), m,n €N

wyniknie, ze e(rz) = re(z) dla r dodatnich i wymiernych. Poniewaz ponadto e
jest niemalejaca, wiec jest liniowa, czyli e(tx) = te(x) dla wszystkich ¢t > 0.
W szczegdlnosei e(z) = e(1)z = cx, 1 wystarczy wyznaczy¢ c.

W tym celu zauwazmy, ze igta nie musi by¢ wcale prosta, by powyzsza
argumentacja miala sens. Igla w ksztalcie okregu o srednicy d zawsze (no,
prawie zawsze) przecina linie w dokladnie dwéch punktach. Zatem

2 = e(dm) = cdm,

skad ¢ = 2/md. Zatem p = e(l) = 2L.

Wynik ten sugeruje, ze liczbe m mozna by wyznacza¢ doswiadczalnie. W 1901
roku Lazzarini rzucil patyczkiem 3408 razy, uzyskujac 1808 przecieé, co przy

é = % dato
5 3408
~2-— - —— =3,1415929. ..
m 5 1508 3,1415929
Taka dokladno$¢ jest mocno podejrzana, tym bardziej ze 2 - % . %}% = %,

i rozpoznajemy klasyczne przyblizenie 7.

Niezaleznie od tego rodzaju ghupich zartéw nieodpowiedzialnych uczonych
Buffon moze by¢ uwazany za prekursora tak zwanych metod Monte Carlo,

czyli metod probabilistycznego szacowania wielkosci, ktérych analityczne
wyznaczenie byloby trudne, jeéli nie niemozliwe. Ostatnio w ten sposéb wycenia
sie na przyklad tzw. opcje egzotyczne — sa to instrumenty finansowe, ktorych
sam opis jest zniechecajacy.

Buffon probowal stosowaé argumentacje probabilistyczna, by uzasadnié, ze
Uktad Stoneczny powstal za sprawa jednej przyczyny. Miato byé nig zderzenie
Stonca z kometa. W tym celu szacowal prawdopodobienstwo, ze losowo
puszczone w ruch planety beda krazyé wokét Stonca w tym samym kierunku

i prawie w tej samej plaszczyznie.

Propagowal takze poglad, ze prawdopodobienistwa rzedu 0,0001 nalezy uwazaé
za zerowe, poniewaz kazdy zdrowy 56-letni czlowiek jest gleboko przekonany, ze
przezyje jeszcze 24 godziny, choé — zgodnie z dwezesnymi statystykami — szansa
zgonu 56-latka w ciagu doby byla réwna 0,0001. Obecnie jest ona (dla 56-letnich
mezezyzn) dwukrotnie mniejsza [3].
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