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Brachistochrona — numerycznie Jerzy GINTER*
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Rys. 1. Ile czasu potrzebuje koralik, aby
z punktu A dostaé si¢ do punktu B?

Metode wariacyjng stosuje si¢ bardzo
czesto w mechanice kwantowej. Uzywa
sie¢ przy tym funkcji prébnych nie

z jednym, ale z wieloma — nieraz kilkuset
— parametrami wariacyjnymi.

>

C D
Rys. 2. Prostokatny ksztalt toru.

*Wydzial Fizyki, Uniwersytet Warszawski

Rozwazmy koralik, ktéry moze bez tarcia §lizgac¢ sie¢ po drucie. Niech drut ten
taczy dwa punkty A i B, znajdujace si¢ na tej samej wysokosci i odlegte o [
(rys. 1). Koralik puszczamy bez zadnej predkosci poczatkowej w punkcie A. Jak
bedzie sie on poruszal pod wplywem przyciagania ziemskiego?

Gdyby drut byl prosty, koralik nie zaczalby sie w ogdle poruszac. Jezeli
jednak drut bedzie wygiety, jak na rysunku 1, koralik puszczony w punkcie A
najpierw zacznie sie zsuwac¢ ruchem przyspieszonym, w najnizszym polozeniu
jego predko$é osiagnie najwieksza wartosé, a potem hamujac podpelznie on
do punktu B. Czas t tego ruchu zalezy oczywiscie od ksztaltu drutu. Mozemy
wiec zapytac:

1. Ile wynosi czas t dla okreslonego ksztaltu drutu?
2. Jaki powinien by¢ ksztalt drutu, aby warto$¢ ¢ byta najmniejsza?

Krzywa, po ktérej ruch bedzie trwal najkrocej, nazywamy brachistochrong
(od greckiego brachistos — najkrétszy, chronos — czas). Problem — w nieco innej
formie — postawil juz Galileusz. Podniést go w konicu XVII wieku Johann
Bernoulli, a rozwiazania podali, miedzy innymi, Leibniz, Newton i de I’Hospital.

Metoda wariacyjna

Tutaj zastanowimy sie, co na temat naszego problemu mozna powiedzie¢ bez
znajomosci rachunku rézniczkowego, a postugujac sie jedynie komputerowymi
obliczeniami numerycznymi. Zastosujemy przy tym sposob dziatania zwany
metoda wariacyjng. Bedziemy dowolnie proponowaé funkcje ,,prébne”,
opisujace ksztalt toru (np. prostokatny, paraboliczny, eliptyczny), i sprawdzad,
jaki odpowiada im czas przebiegu t. Postaramy sie przy tym dzialaé
selastycznie” i dopuscimy — w ramach okreslonego ksztaltu — mozliwoéé zmiany
»glebokosci” toru h. Za kazdym razem bedziemy starali sie — dla wybranego
typu toru — dobraé tak h, aby odpowiadalo ono najkrétszemu czasowi t. Uczenie
nasza wielko$¢ h nazywa sie parametrem wariacyjnym.

Ksztalt toru 1

Rozwazmy na poczatek przyktad bardzo prosty: drut o ksztalcie prawie
prostokatnym (rys. 2). Przyjmiemy, ze zalamania drutu nie sg ostre, lecz
tagodne, tak ze koralik moze na nich swobodnie zakreca¢. Widaé, ze:

1. Na odcinku AC, ktéry ma dhugosé h, koralik spada swobodnie
z przyspieszeniem ziemskim g. Czas tego spadku t; obliczymy ze wzoru

gt}
1 h = —
( ) 2 Y
skad
2h
(2) to= /=,
g

W czasie tego spadku koralik osiagnie predkos$¢ v o wartosci

2h
(3) U:gtlzg\lgz\/%h-

2. Odcinek C'D o dtugosci | koralik przebiegnie ruchem jednostajnym
z predkoécia o wartoéci v w czasie to rOwnym

l l

3. Na odcinku DB koralik bedzie si¢ wspinal przez czas réwny ¢;.

FLaczny czas ruchu jest wiec rowny

oh 1 1 l
(5) t(h)=2t1+t2=2\/;+ﬁ=—g(2\/ﬁ+\/—2_h).



We wzorze (5) zalezno$é od przyspieszenia
grawitacyjnego ma posta¢ wystepujacego przed

nawiasem czynnika 1/,/g. Czlony w nawiasie zaleza

> tylko od geometrii.
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Dalej zatozymy dla uproszczenia, ze g = 1. Do warunkéw

NN
N

ziemskich mozna przej$¢, mnozac uzyskane wyniki przez
realny czynnik 1/,/g.
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2,6

Zaleznosé t(h) dla g =111 = 1 przedstawia rysunek 3.
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Rys. 3. Zalezno$¢ czasu t od gltebokosci h dla toru prostokatnego.

t(h + 6)

1
h—6 h h+6
Rys. 4. Dla krzywej rosnacej réznica At
jest dodatnia.

07 08 09 1 Widaé, ze ma ona minimum dla wartosci A okoto 0,25.
Doktadniej mozna wyznaczy¢ polozenie minimum

na drodze nastepujacego rozumowania (rys. 4).
Rozwazmy otoczenie punktu o okreslonej wspdlrzednej h i wezmy pod uwage
réznice

(6) At =t(h+96) —t(h =),

gdzie ¢ jest malg liczba dodatnia.

1. Jezeli funkcja t(h) w tym miejscu rosunie, to réznica ta jest dodatnia.

2. Jezeli funkcja t(h) w tym miejscu maleje, to réznica ta jest ujemna.

3. Gdyby h odpowiadalo minimum, to réznica (6) powinna by¢ bliska zeru.

Zwykle wygodniej rozwazaé nie réznice (6), lecz wielkosé

0,4

0,2

At t(h+68) —t(h —0)
f (M 2 25

Okresla ona w przyblizeniu tangens kata, ktéry tworzy

0
dt

z poziomem styczna do krzywej w punkcie i (czyli
pochodng funkcji t(h) w punkcie h). Wykres zaleznosci

dh 02 /

=
—04 /

(7) od h dla funkcji (5) w okolicy minimum ¢(h)
przedstawia rysunek 5. Wartoséci h wybrane zostaly

—0,6

na siatce o kroku 0,01; wartos¢ § = 0,001. Widaé, ze —
z dokladnoscig obliczenn — minimum wypada w punkcie

022 023 024 025
h

Rys. 5. Wyznaczanie polozenia minimum.
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Rys. 6. Obliczanie dlugosci odcinka
Alp—1,n.

0,26 0,27 0,28 h = 0,25 (co mozna tez wykazaé za pomoca rachunku
rézniczkowego). Odpowiada to czasowi ¢ réwnemu

Io2v2 2
—i+—:2\/§z2,828.

(8) t(h):Z\/ﬁJr%— > T

Ksztalt toru 2

Rozwazmy teraz przyklad bardziej skomplikowany. Zalézmy nadal, ze [ = 1.
Przypus$émy, ze ksztalt drutu opisany jest parabola o glebokosci w minimum
réwnej h (por. rys. 8), czyli funkcja probna

9) y(x) = —h-4z(l — x).

Czas t zalezy od parametru wariacyjnego h. Na przyklad dla h — 0 parabola
przechodzi w prosta pozioma, a wiec czas dazy do nieskonczonosci. Postaramy
sie numerycznie wyznaczy¢ zalezno$é t(h) dla naszego przypadku. Wybierzmy
najpierw na osi z siatke o kroku réwnym Axz. Rozwazmy czas At,_1 n,

w ktérym koralik przebywa wycinek drutu o dlugodci Al,,_1 ,, zawarty pomiedzy
ZTp—1 & Tp. Czas ten obliczymy, dzielac dlugosé Al,_1 , przez srednig warto$é
predkosci na tym odcinku vy, 1, 5.

1. Z twierdzenia Pitagorasa (rys. 6) mamy

Alnfl,n = \/(zn - zn71)2 + (yn - ynfl)2 =

(10) = \/Ax2 + Yn — Yn-1) =

= a1+ (e’




2. Predko$é v, dla wspotrzednej x,, obliczymy, korzystajac z prawa zachowania

energii:
(11)

skad otrzymujemy
(12)

2
n

2

+mgy, =0,

Un = \/g "2 (7yn) = \/2g|yn|-

3. Mozemy juz obliczy¢é At,_1 p:

(13) Atp_1n = =

2
Yn—Yn—-1
Alnfl,n 1 1 + ( Az )

—V2 Az
\/g V |yn—1| + |yn|

Un—1,n

Calkowity czas t jest suma wszystkich czaséw czastkowych At,,_; ,. Widad,

ze czynnik 1/,/g przy tym sumowaniu bedzie mozna wyciagna¢ przed nawias

— podobnie, jak dla ksztaltu toru 1. W dalszym ciagu przeprowadzimy wiec
obliczenia dla g = 1. Zauwazmy ponadto, ze ze wzgledu na symetri¢ zagadnienia
wystarczy obliczy¢ czas opadania, czyli dla zakresu 0 < x < 0,5, a wynik

pomnozy¢ przez 2.

Y
/
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2,598
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Rys. 7. Zalezno$¢ czasu t od glebokoéci h dla toru parabolicznego.
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Rys. 8. Tory odpowiadajace najkrétszym czasom t: paraboliczny
(czarny) i eliptyczny (barwny). Cienka czarna linia przedstawia
odwrécong cykloide.

Uwaga formalna

Zauwazmy, ze z punktu widzenia formalnego mieliémy w naszym
problemie do czynienia z odwzorowaniem dwéch (nieskoriczonych)
zbioréw: pierwszy ze zbioréw zawieral funkcje y(z) okreslajace
ksztalt toru, drugi zbiér zawieral liczby t okreslajace czas ruchu.
Tego typu twér nazywamy funkcjonatem F'

t = F(y(z)).
Jest to uogdlnienie pojecia ,zwyklej” funkcji, ktéra liczbom x

przyporzadkowuje liczby y.

Moéwiac uczenie — starali$émy sie¢ znalezé taka funkcje y(x), ktéra
minimalizuje funkcjonal F'.

Wyniki numerycznych obliczen t(h) dla funkcji danej
wzorem (9) i wybranego zakresu h przedstawia
rysunek 7. Przyjeta zostala wartosé Az = 0,01.
Minimum funkeji t(h) przypada dla h ~ 0,382.
Odpowiada to wartosci czasu t = 2,595. Jest to wartosé
istotnie mniejsza niz w przyktadzie poprzednim.
Rysunek 8 przedstawia parabole o wartosci h
odpowiadajacej najkrétszemu czasowi ruchu (gruba
krzywa czarna).

Szczegdly obliczen przedstawione sa w Fxcelowym
programie Brachistochrona, znajdujacym sie na stronie
internetowej Delty.

Ksztalt toru 3

Rozwazmy przyklad nastepny. Zalézmy nadal, ze

[ = 1. Przypuéémy, ze drut ma ksztalt potowy elipsy

o glebokoéci w minimum réwnej h, ktéra jest opisana
funkcja

(14) y(x) = —h- (dz(1 - 2))*.

Zastosujemy algorytm identyczny, jak w przykladzie 2.
Minimum funkcji ¢(h) przypada teraz dla h ~ 0,307.
Odpowiada to wartosci czasu t ~ 2,517. Jest to warto$é
mniejsza niz w obu przyktadach poprzednich. Rysunek 8
przedstawia elipse o wartosci h, odpowiadajacej
najkrétszemu czasowi ruchu (krzywa barwna).

Co nam wyszlo?

W obliczeniach numerycznych otrzymaliSmy trzy rézne
minimalne czasy ruchu koralika, przy czym najkrotszy
czas otrzymalismy dla toru eliptycznego. Zatem ten

tor najlepiej przyblizal brachistochrone, ktéra (patrz
nastepny artykul) jest odwrécong cykloida, co daje czas
ruchu koralika ¢, = V21 ~ 2,5066. Nasze przyblizenia
odbiegaly zatem od rzeczywistej wartosci odpowiednio
0 13%, 4% i 0,4%!

Zadanie domowe: Zastosowaé algorytm z przyktadu 2
do funkcji probnej

y(z) = —h - (4z(1 — z))5.



Rys. 1

Rys. 2

Brachistochrona — analitycznie
Marek KORDOS

Bedziemy rozpatrywali zagadnienie brachistochrony nieco bardziej ogdlnie:
poszukiwany bedzie tor, po ktérym (bez tarcia) pod wplywem grawitacji stoczy
sie kulka z punktu A do punktu B lezacego ponizej lub na tym samym poziomie
w najkrotszym czasie.

Samochodziki na torze. Na wykladzie z fizyki doswiadczalnej na pierwszym
roku studiow ogladatem wyscigi samochodzikow na torach, ktérych profile
przedstawia rysunek 1. Sa one tej samej dlugosci, mimo to samochodzik jadacy
po lewym torze stale wyprzedzal samochodzik na torze prawym. Wyjadnienie
byto jasne. Na géornym odcinku toréw samochodziki rozpedzaja sie tak samo.
Na nieréwnosci samochodzik lewy najpierw przyspiesza szybciej, a potem
wolniej, tymczasem prawy przeciwnie — najpierw wolniej, potem szybciej.

W wyniku tego na koficu wybojéw oba znéw maja te sama predkosé, ale srednia
predkosé lewego samochodzika na jego wyboju jest wieksza od Sredniej predkosci
prawego samochodzika, ktéry wobec tego z wyboju wyjezdza pozniej. A dalej
jada juz tak samo, co daje zwyciestwo lewemu.

Stad wnosimy, ze brachistochrona bedzie miata ksztalt tego typu, co lewy
wybéj.

Zalamanie swiatla. Gdy matematycy zyjacy na przetomie XVII i XVIII wieku
zabierali sie do rozwiazywania problemu brachistochrony, mieli do dyspozycji
jedno zjawisko, w ktérym zakladano, ze odbywa sie ono na drodze najkrétszego
czasu. Byl to przebieg $wiatta. Powszechnie przyjmowano zasade Fermata, ktéra
glosi, ze $wiatto biegnie od punktu do punktu po linii pozwalajacej przeby¢ te
droge w najkrotszym czasie.

Wobec tego przebieg $wiatla i zagadnienie brachistochrony sa w pewnym
sensie analogiczne. Réznica polega na tym, ze predkosé swiatla zalezy od
oérodka, w ktorym swiatto sie porusza, a predkos¢ staczajacej sie kulki bierze
sie z grawitacji.

Prawo Snelliusa. Z punktu P, znajdujacego sie na wysokoéci 1 nad granica
dwu przezroczystych osrodkéw, do punktu @, znajdujacego sie na glebokosci 1
pod ta granica, wysylamy promien $wiatla (rys. 2). Poszukujemy jego przebiegu.
Predko$é swiatta w pierwszym oérodku to v, w drugim w. Zadanie to rozwigzuje
sie doktadnie tak, jak typowe zadanie szkolne na ekstremum funkcji. Czas
przebiegu to droga podzielona przez predko$é¢ — liczymy ja w kazdym os$rodku
oddzielnie (jest to latwe, bo w jednorodnym osrodku $wiatto biegnie po prostej)
i dodajemy

1 1

B [v| cos a + |w| cos B

Zgodnie z regulami rachunku wariacyjnego (lacinskie vario — zmieniaé, variatio —
rozmaitosé, zmienno$é), traktujemy katy a i 8 jako funkcje jakiego$ parametru:
a(u) 1 B(u). Nie sg one niezalezne: z rysunku mamy
(1) tga(u) = a — tg f(u).
Pamietajac, ze to funkcje, bedziemy dalej opuszczali argument u.
Ale zrézniczkujemy (1) wzgledem niego:
o _5/

2 _* _ P
) cos2a  cos?f3
Obliczamy teraz pochodna t (to przeciez tez funkcja u) i podstawiamy (2).

v o sin a N 3 sin 3 o (sina sinﬁ)

B [v|cos?a  |w|cos? 3 T cosa v |wl

Jak widaé¢, minimalny czas bedzie osiagniety, gdy
sina  sinf

ol fwl
bo tylko tam pochodna jest réwna zeru. Otrzymalismy prawo Snelliusa.

4
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Rys. 3

Rys. 4

Mozna, oczywiscie, zamiast catkowad,
sprawdzié, ze

Obliczenia. Wyobrazmy sobie, ze przestrzen zostata podzielona na poziome
warstwy, przez ktére punkt materialny (no, bo tak trzeba mysleé o naszej
idealnej kulce) poruszalby sie zgodnie z prawem Snelliusa, stopniowo nabierajac
predkosci, a wiec i zmieniajac kierunek ruchu (rys. 3). Caly czas, zgodnie z tym
prawem, bedzie

sin o;
= const.

|vil
Od tego dyskretnego przypadku przejdzmy do opisu ciaglego. Bedziemy zatem
poszukiwaé krzywej, dla ktérej w kazdym punkcie spelniony bedzie warunek
sin «
—— = const.
|v]
Zgodnie z zaleznoscia miedzy energia potencjalna i kinetyczna (rys. 4) mamy

mu?
- = mgh, czyli |v] =+/2gh.
Zatem
sin «v ¢ i sin? o ¢
——— =const, czyli —— = const.
2gh(a) h(e)

Te ostatnia stala wygodnie bedzie oznaczaé 1/(2r).
Mamy wiec
h(a) = 2rsin® a = 7(1 — cos 2a).
Z definicji pochodnej mamy dz/dh = tg «, zatem
dz

— =tga-— =tga-2r-2sinacosa = 4rsin® a = 2r(1 — cos 2a).
da do

Stad otrzymujemy (przez catkowanie, co do niedawna umial wykonaé uczen
klasy matematyczno-fizycznej liceum), ze

1
x = 27’(04 - 5811120&) +C =7r(2a —sin2a) + C.

Jest naturalne przyjecie, ze C' = 0, bo niewatpliwie najlepszy start to start

OtrzymaliSmy zatem krzywa, opisana przez warunki (zamiast 2« napisali$émy ¢)
(z, h) =r(p —sinp, 1 —cosyp).

Cykloida. Jest to tor dowolnego punktu kola toczacego sie bez poslizgu po
prostej. Sprawdzmy wiec, czy przypadkiem nie jest to wlasnie krzywa, ktora
uzyskaliSmy (rys. 5 — uwaga, tym razem o$ h jest skierowana do gory!).

Poniewaz toczenie odbywa sie bez poslizgu, wiec
MN = rp, bo taka jest dlugosé tuku N P. Mamy tez
PQ =rsin(mr —¢) =rsing

0Q = rcos(m — ) = —rcos .
Zatem rzeczywiscie cykloida spetnia warunek
(x, h) = (MN — PQ, NO + 0Q) =

> =r(p —sinp, 1 —cosyp).

No dobrze, ale jak wybraé, ktora to cykloida? Po prostu
rysujemy cykloidy odpowiadajace réznym wartosciom r
i zaczynajace sic w A. Poszukiwang brachistochrona jest
ta, ktéra trafia w B (rys. 6).

Zadanie domowe. Obliczy¢ czas trwania ruchu po
calej cykloidzie pod wplywem grawitacji — wskazéwki
w poprzednim artykule i w Delcie 2/2006, str. 2.

Cykloida nie jest krzywa algebraiczng, to znaczy nie mozna jej opisaé
za pomocg wielomianéw. Ma dlugos$é 8r (Huygens) i ogranicza, wraz

(a — % sin2a)’ = (1 — cos2a).
pionowy.
h
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o
¥
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Rys. 5
A
B
Rys. 6

z prosta, pole 37r2 (Roberval).



FIZYCZNE

pudetko

plastelina

Rys. 1. Pudetko w réwnowadze trwalej.

plastelina

pudetko

Rys. 2. Pudetko w réwnowadze chwiejnej.

6owga niejedno ma imie
Stanistaw BEDNAREK

Ze stowem réwnowaga spotykamy sie w zyciu codziennym. Stowo to oznacza
réwniez wazne pojecie fizyczne. Sprébujmy zbadaé doktadniej rownowage
mechaniczna. Na poczatek potrzebna bedzie plastelina i okragle, plastikowe
pudetko, np. od kremu lub pasty do czyszczenia naczyn. Wysokosé pudetka
powinna wynosi¢ okoto polowy jego $rednicy. Pudelko ustawiamy na stole, tak
zeby blatu stotu dotykatla jego cylindryczna powierzchnia. Popychamy lekko
pudetko palcem i obserwujemy jego zachowanie. W jakiej pozycji zatrzymuje
sie pudetko? Widzimy, ze pudetko zatrzymuje si¢ w réznych przypadkowych
polozeniach. Taki stan rownowagi pudetka nazywamy obojetnym.

Nastepnie otwieramy pudetko. Z plasteliny formujemy kulke o $rednicy okoto

3 cm i przyklejamy ja do wewnetrznej powierzchni pudetka (rys. 1). Zamykamy
pudetko, ustawiamy je na stole podobnie jak poprzednio i popychamy lekko
palcem. Obserwujemy zachowanie si¢ pudetka. W jakiej pozycji teraz zatrzymuje
sie pudetko? Zauwazamy, ze popchniete pudetko wykonuje kilka wahnie¢

w prawo i w lewo, a nastepnie zatrzymuje sie zawsze w tej samej pozycji. Czy
pozycja ta ma zwiazek z polozeniem kawalka plasteliny wewnatrz pudetka?
Zeby to ustali¢, po zatrzymaniu sie pudetka przytrzymujemy je palcami jednej
reki, a druga reka zdejmujemy pokrywke. Widzimy, ze pudelko zatrzymalo sie
w pozycji, w ktorej plastelina zajmuje najnizsze polozenie. Taki stan réwnowagi
pudetka nazywamy réwnowaga trwata. W tym stanie pudeltko zawsze zajmuje te
sama pozycje.

Wykonajmy jeszcze jedno do$wiadczenie z naszym pudetkiem. Otwarte pudetko
ustawiamy na stole tak, zeby stolu dotykala cylindryczna powierzchnia,

a plastelina zajmowala najwyzsze polozenie (rys. 2). Wykonanie tej czynnosci
moze wymagac troche cierpliwosci lub bardziej symetrycznego uformowania
plasteliny. Po ustawieniu pudetka wychylamy je z tej pozycji przez lekkie
popchniecie palcami. Co zauwazamy tym razem? Okazuje sie, ze pudetko

nie wraca do polozenia z usytuowaniem plasteliny w najwyzszej pozycji,

ale wykonuje szybki obrét i po kilku wahnieciach zajmuje pozycje z najnizszym
usytuowaniem plasteliny. Stan pudetka z najwyzszym usytuowaniem plasteliny
nazywamy stanem réwnowagi chwiejne;j.

Podsumowujac wyniki naszych doswiadczen z pudelkiem, stwierdzamy, ze ciato
moze znajdowac sie w jednym z trzech stanéw réwnowagi — trwalej, obojetnej
lub chwiejnej. Zalezy to od rozkladu masy ciala wzgledem punktéw jego
zawieszenia lub podparcia. Ten rozklad wyznacza potozenie srodka ciezkosci,

to jest punktu zwiazanego z cialem, przez ktéry przechodzi wypadkowa

sila cigzkosci dzialajaca na czastki tego ciala. Jezeli srodek ciezkosci bedzie
znajdowal sie mozliwie nisko wzgledem punktéw podparcia lub ponizej punktéw
zawieszenia ciala, to bedzie ono w réwnowadze trwalej. Gdy za$ rzut $rodka
ciezko$ci znajdzie sie poza powierzchniag wyznaczong przez punkty podparcia
ciala lub érodek ciezkosci bedzie powyzej punktu zawieszenia ciata, to cialo
bedzie w rownowadze chwiejnej lub nietrwalej. Réwnowaga obojetna wystapi
wowczas, gdy Srodek ciezkoSci bedzie pokrywal sie z punktami zawieszenia ciala
lub z jego érodkiem geometrycznym.

6



plastelina

ciezarek

Rys. 3. ,Wanka-wstanka” przedstawiona
w przekroju.

Stan rownowagi ciala ma wazne znaczenie praktyczne. Dla przykladu
konstruktorzy samochodéw, daza do maksymalnego obnizenia $rodka ciezkosci.
Koncentracja masy ponizej punktoéw podparcia zostala wykorzystana w wielu
pomystowych zabawkach, jak np. ekwilibrysty, gimnastyka na drazku czy lecacej
mewy, podpartej na dziobie.

Jedna z takich zabawek warto sprobowaé wykonaé samodzielnie. Wystarczy

do tego celu plastelina i niewielki ciezarek o masie 50-100 g, ktéry mozna
zastgpi¢ kilkoma duzymi nakretkami. Z plasteliny formujemy trzy kulki o coraz
wiekszych érednicach. Najmniejsza z nich powinna mie¢ srednice okolo 1,5 cm,
srednia okolo 3 cm, a najwieksza w przyblizeniu 5 cm. Wewnatrz najwigkszej
kulki umieszczamy ciezarek lub nakretki. Przedmioty te powinny znajdowac sie
tuz pod powierzchnia kulki. Nastepnie kulki sklejamy, tak zeby utworzy¢ figure
przypominajaca balwana (rys. 3).

Wykonana zabawka znana jest pod rosyjskojezyczna nazwa ,wanka-wstanka”.
Latwo mozna pokaza¢ uzasadnienie tej nazwy. Kiedy polozymy nasza zabawke
na plaskiej, poziomej powierzchni, np. na stole, wowczas zabawka wykona ¢wierc
obrotu oraz kilka wahnie¢ i zajmie pozycje pionowa. Wszelkie préby potozenia
zabawki czy samodzielnego utrzymania jej w pozycji pochylonej koncza sie
niepowodzeniem. Wanka-wstanka puszczona swobodnie zawsze wstaje i wraca
do pozycji pionowej.

Bardzo atrakcyjna zabawke mozemy wykona¢ malym nakladem sil, dysponujac
kapsutka od Kinder-niespodzianki i metalowa lub drewniana kulka o $rednicy
okoto 25 mm (rys. 4).

Rys. 4. Czesci sktadowe fikajacej kapsutki.

Rys. 6. Nieprzewracalny kubek dla
malucha, czyli bardziej praktyczna wersja
Lwanki-wstanki”.

Rys. 5. Fikajaca kapsutka schodzi po rynience sklejonej z listewek.

W ostatecznosci mozemy postuzyé sie kulka plastelinowa. Kulke wktadamy

do kapsutki i zamykamy ja. Obserwujemy, ze kapsutka, podobnie jak
ywanka-wstanka”, dazy do zajecia pionowej pozycji. Zbudujemy pochyty

tor z rynienka — moze to by¢ okoto 0,5 m lub dtuzszy odcinek metalowego

albo drewnianego katownika oparty koncem na kilku ksiazkach i utwierdzony
plastelina, tak zeby jego przekrdj poprzeczny zajmowal symetryczne potozenie
wzgledem pionu. Jezeli nie mamy katownika, to mozna wykorzysta¢ dwie linijki,
ustawione do siebie prostopadle i sklejone wzdluz tasma klejaca. Majac gotowy
tor, ustawiamy na jego szczycie kapsutke i puszczamy swobodnie. Obserwujemy
niecodzienne zjawisko. Kapsulka fikajac koziotki schodzi wzdtuz toru (rys. 5).
Dociekliwym Czytelnikom pozostawiamy wyjasnienie, jakim ruchem porusza sig
kulka wewnatrz kapsulki.

Na zakoniczenie warto pokazaé¢ bardzo praktyczne wykorzystanie rownowagi
trwatej, z ktorym, by¢ moze, spotkaliémy sie¢ w naszych najmltodszych latach.
Jest to nieprzewracalny kubek dla malych dzieci (rys. 6). Dolna, pétkulista czesé
kubka zawiera obciaznik o znacznej masie, ktéry powoduje obnizenie $rodka
ciezkodci, tak ze znajduje si¢ on bardzo blisko punktéw podparcia kubka. Dzigki
temu odchylony od pionu kubek wraca do pozycji pionowej. Zapewne wnikliwi
Czytelnicy nieprzewracalny kubek potraktuja jako bardziej uzyteczng wersje
,wanki-wstanki”.
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Rys. 1. a) tromino proste, b) L-tromino.

Rys. Al

Maia delld

Wakacyjne tamigltéowki

Do wakacyjnych rekreacji mozna dotaczyé rozwiazywanie tamigtowek.
Tutaj proponujemy dwie: A i B. Kazda z nich ma dwie czesci. Pierwsze
czesci, polegajace na znalezieniu jakiego$ konkretnego rozwigzania,

sg tatwiejsze i mozna je zaproponowaé nawet nieufnie do matematyki
nastawionym znajomym. Drugie czesci natomiast, choé¢ wydaja sie tylko
drobng modyfikacja czesci pierwszych, wymagaja uzycia matematycznych
narzedzi. Moze to dobra okazja, by porozmawia¢ o matematyce

z osobami, ktére nie sg jej zbyt przychylne?

Tromino to figura powstata przez sklejenie trzech kwadratéw
jednostkowych wzdtuz pewnych bokow. Jak tatwo sie zorientowad, sa
dwa rodzaje tromin (rys. 1). Tromina to bliscy krewni znanego domina,
tetramina (w Tetris gral chyba kazdy) i pentamina, czyli figur sklejonych
odpowiednio z dwdch, czterech i pieciu kwadratéow. Pojedynczy kwadrat
to monomino. 21 plytek tromina i jedno monomino sktadaja sie razem

z 64 kwadratéw. Mozna wiec pomyéle¢ o zakryciu nimi szachownicy 8 x 8.
O tym mowi

Lamigtowka A. Czesé I. Na dowolnie obranym polu szachownicy lezy
monomino. Jak przykry¢ pozostate pola L-trominami? Czy zawsze da sie
to zrobic¢?

Czes¢ II: A czy mozna zrobié¢ to samo za pomoca tromin prostych?
Gdzie musi leze¢ monomino, by to sie udato?

A teraz zupelnie inna
Lamigtowka B. Cze$é I Jak wpisa¢ w ponizszy diagram

stowa BAT, BUS, CEP, LAN, LYK, NOC, PUK, RYM, SER, TOM w ten
sposob, by na kazdych dwéch sasiednich polach znalazly sie stowa majace
doktadnie jedng litere wspélng?

Czesé II: A czy da sie to zrobié, gdy stowa BAT i BUS zamienimy

na BUT i BAS?

Rozwiazania sa na sasiedniej stronie, ale moze lepiej sprébowaé najpierw
samemu? Wskazéwkami sg ponizsze rysunki.

Rys. AIL
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ASAS
Bogumit PILECKI™
Dorota SZCZYGIEL*

Rozwigzanie zadania F 695.
Prawo zachowania tadunku:

20U = Q1 + Qo.

Z réwnosci réznicy potencjatéw

na okladkach kondensatoréw mamy
Q1 Qo
2C C
zatem
4
Q1 =2Q2 = =-CU
3
7 zasady zachowania energii mamy, ze

Rozwigzanie zadania F 696.
Metalowa plyta przenosi tadunek go

z dolnej oktadki kondensatora na gorna:
qo = CU = mLA
dy — do
Praca qoU jest wykorzystana na rozruch
plyty:
. muv? SU?
wU = 2 7(“{117d>

i stad

U 2¢0S
) m(dy — do)’

Rozwigzanie zadania M 1174.
Zauwazmy, ze
nt—1=m-1Dmn+1)n*+1).
Poniewaz liczba n? + 1 daje z dzielenia
przez 3 reszte 1 lub 2, wiec liczba
n*—1 jest podzielna przez 9 wtedy
i tylko wtedy, gdy liczba (n — 1)(n + 1)
jest podzielna przez 9. Ponadto oba
czynniki n — 1 oraz n + 1 nie moga
by¢ jednoczes$nie podzielne przez 3,
gdyz ich réznica wynosi 2. Wobec tego
liczba n* — 1 jest podazielna przez 9
wtedy i tylko wtedy, gdy 9 |n+1 lub
9| n—1. Liczb z rozpatrywanego zbioru
spelniajacych kazda z tych podzielnosci
jest 223, a wiec lacznie istnieje dokladnie
446 liczb spelniajacych warunki zadania.

*Obserwatorium Astronomiczne,
Uniwersytet Warszawski

ASAS (All Sky Automated Survey) to projekt, ktérego celem jest nieprzerwane
monitorowanie calego nieba w poszukiwaniu wszelkiego rodzaju wystepujacych
na nim zmiennosci. Projekt juz dziata i wiadomo, ze jako ,zmienno$é” zdarzaja
sie tez po prostu odkrycia zupelnie nowych obiektéw, jak kometa C/2006 Al
(Pojmanski). Ale wréémy do poczatkéw. ..

Wszystko zaczeto sie w roku 1996, a pomystodawca przedsiewziecia byl prof.
Bohdan Paczynski, pracujacy na Uniwersytecie w Princeton (USA). Widzial
on ogromna potrzebe stworzenia systematycznego przegladu wszystkich
jasnych obiektéw na niebie, gdyz w owym czasie katalogi gwiazd zmiennych
byly bardzo niekompletne — obserwacje prowadzono wyrywkowo, za pomoca
roznego sprzetu i réznymi metodami. Dzieki nowym technikom obserwacji
oraz coraz szybszym komputerom mozliwa stala sie natomiast tzw. fotometria
masowa, tj. automatyczna analiza setek tysiecy gwiazd niemal w czasie
rzeczywistym. Oczywiscie, napotyka ona szereg nowych problemoéw, jednak
wartosci kompletnych przestrzennie (cale niebo) oraz jasnosciowo (do granicznej
wielko$ci gwiazdowej) katalogdéw gwiazd trudno nie docenié.

Paczynski zainteresowal projektem dr. Grzegorza Pojmanskiego
z Obserwatorium Astronomicznego Uniwersytetu Warszawskiego, razem
z ktérym opracowal potem szczegdlty pomystu. Dalsza czescia, czyli wykonaniem

l ~ i prowadzeniem systemu, zajal si¢ juz sam Pojmanski. Na przelomie lat 1996/97

zaczal dziataé stworzony przez niego prototyp ASAS-1. Byl to umieszczony

na montazu réwnikowym teleobiektyw o ogniskowej 135 mm z kamerg CCD

(512 x 768 pikseli). Juz jako ASAS-2 prototyp ten stanal na terenie poludniowej
stacji obserwacyjnej OA w Las Campanas Observatory w Chile.

Calym urzadzeniem (montazem plus kamera) sterowal podlaczony do niego
komputer, a nadzor oraz kierowanie obserwacjami odbywalo si¢ zdalnie

z Warszawy. Caly proces obserwacji — wybranie pola, skierowanie na nie kamery,
ekspozycje, analiza zebranych danych — byl obstugiwany przez oprogramowanie
stworzone w calosci przez Pojmanskiego. Ideg projektu byt system caltkowicie
automatyczny, wymagajacy uwagi tylko w sytuacjach nietypowych. Nie oznacza
to jednak, ze po jego stworzeniu czlowiek stalby sie zupelnie zbedny. Istnieje
bowiem wlasciwie nieskonczona ilo$¢ poprawek i mozliwych usprawnien, ktére
sprawiaja, ze dane sg coraz doktadniejsze, ich analiza tatwiejsza, a wyniki
bardziej wiarygodne.

Prototyp dziatal do 2000 roku, kiedy to zostal zastapiony przez system ASAS-3,
ktéry z niewielkimi przerwami obserwuje do dzis. Nowy system sklada sie

z dwbch teleskopéw o szerokim polu widzenia (9 x 9 stopni) wyposazonych

w filtry Vi1 (od wisual i infrared), jednego o waskim (2 x 2 stopnie) oraz
jednego o bardzo szerokim polu widzenia (36 x 26 stopni). W dniu dzisiejszym
obserwuja tylko pierwsze dwa z nich.

Aktualnie baza jasnosci i polozen gwiazd jest stworzona na podstawie obserwacji
przy uzyciu filtru V, aczkolwiek juz niedlugo to samo dotyczy¢ bedzie filtru I.
Rozmiar pola widzenia pozwala na podzielenie calego nieba na 709 pél, ktére
nieznacznie na siebie zachodza. Kolejnoé¢ ich obserwowania jest rozmaita, ale
gltéownie chodzi o pokrycie obserwacjami catego nieba tak czesto, jak to tylko
mozliwe. Nie wszystkie pola sa zawsze widoczne, wiec w zaleznosci od pory roku
niektére sg obserwowane wiecej razy, a inne mniej lub nawet wcale. Ponadto

ze wzgledu na bardzo duza jasnoéé¢ Ksiezyca omijane sa pola znajdujace si¢

w jego sasiedztwie. W praktyce, o ile warunki pogodowe sa sprzyjajace, dany
obszar nieba obserwowany jest raz na 1-3 noce.

Zebrane zdjecia nieba sa od razu wstepnie redukowane (opracowywane) w LCO,
a potem przesylane do Warszawy, gdzie odbywaja si¢ dalsze etapy analizy.

Jej wyniki (pomiary jasnosci przyporzadkowane konkretnym gwiazdom) sa
nastepnie dodawane do katalogu. Caly proces, od momentu zrobienia zdjecia

do momentu pojawienia si¢ obserwacji na stronach WWW, zajmuje kilka minut.
Poniewaz ideg projektu jest powszechny dostep do danych, kazdy moze obejrzeé
krzywe blasku dowolnego obiektu obserwowanego przez ASAS. Jesli wigc ktos
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interesuje si¢ jakims$ obiektem, moze zawsze sprawdzi¢, czy np. nie zmienil on
jasnoéci w ciggu ostatnich dni.

Jednym z najwazniejszych osiagnie¢ projektu ASAS jest stworzenie kompletnej
bazy gwiazd jasniejszych od 14 mag, o deklinacjach od —90° do +28° (okolo
75% powierzchni calej sfery niebieskiej). Jest to ponad 18 mln obiektéw,

z ktorych wiekszosé jest obserwowana od 1997 roku, a cze$é od 2000. Na obiekt
przypada $rednio 300-400 punktéw pomiarowych lacznie w obu filtrach (wiecej
jest dla filtru V), ale gwiazdy w niektérych polach maja ich czasem ponad 1000.

Przeprowadzenie analizy zmiennoéci obserwowanych gwiazd doprowadzito nas
do stworzenia najwigkszego katalogu gwiazd zmiennych Galaktyki. ACVS (ASAS
Catalogue of Variable Stars) zawiera na razie ponad 50 000 sklasyfikowanych
obiektéw, z czego az 80% to obiekty wezesniej nieznane jako gwiazdy zmienne.
Najwiekszy poprzedni katalog, GCVS (General Catalogue of Variable Stars),
liczyl okotlo 40 000 obiektéw — obserwacje ASASa pozwolily wiec podwoié
liczbe znanych gwiazd zmiennych w ciagu zaledwie kilku lat. Co ciekawe, juz
niedtugo nasz katalog powickszy si¢ o kolejne dziesiatki tysiecy z najnowszej
analizy (optymistyczne prognozy méwia nawet o tacznej liczbie 200 000 gwiazd
zmiennych). Niezaleznie od wielkosci, katalog ASASa jest zbiorem unikatowym
ze wzgledu na wieloletniag baze czasowa i regularne obserwacje, dzieki czemu
znajduje zastosowanie w wielu dziedzinach astrofizyki.

L S
o \ : w
30 , i : : .. AN 30
. 135 90 45 0 315 270 225 .
_30 ‘ ; : ; - F 30
g ' ' ' ' ~60
— =

Rysunek przedstawia sfere niebieska we wspélrzednych galaktycznych. Kazdy z ponad 50 000 punktéw to sklasyfikowana gwiazda zmienna

z katalogu ACVS. Pusty obszar na rysunku to fragment pétkuli pélnocnej niedostepny dla teleskopéw ASASa. Linia przerywana to réwnik
niebieski. WyraZnie widoczne jest zageszczenie obiektéw w plaszczyznie Galaktyki, w ktérej rzadsze obszary to pasy pylu przestaniajace $wiatto
gwiazd.

Poniewaz dane sa dostepne publicznie, wiele ciekawych obiektéw zostato
odkrytych i/lub zbadanych przez niezalezne osoby. Szczegdlne zainteresowanie
ASASem zostalo zauwazone w ostatnich latach, kiedy wiekszos$é (75%) nieba
zostalta przebadana pod katem zmiennoéci gwiazd oraz zostata zebrana
odpowiednia liczba obserwacji, by przeprowadzi¢ réznego rodzaju analizy
krzywych blasku. Aktualne dane pozwalaja np. nie tylko wykrywaé, z jakim
okresem zmieniaja swa jasnos¢ gwiazdy, ale takze czy ten okres nie zmienia si¢
w czasie. Niektore gwiazdy zmieniaja tez swa $rednia jasno$¢ badz amplitude
zmian — efekty te takze moga juz by¢ z tatwoscia obserwowane.

Zakres dzialalnosci ASASa to nie tylko monitoring skatalogowanych gwiazd
zmiennych i statych. Dzigki natychmiastowej analizie danych i systemowi
alertéw, w czasie regularnego przegladu nieba ASAS zauwaza réwniez nietypowe
zdarzenia na niebie, np. rozbtyski gwiazd nowych i nowych kartowatych,

w ktérych gwiazdy badz jasnieja, badZ nawet pojawiaja sie w miejscu, w ktorym
nic wezedniej nie bylo widaé. Tych pierwszych ASAS odkryl 6 (a obserwowatl
lacznie 16), a drugich 7 (na 8 obserwowanych). Odkryl — oznacza tu, ze
zauwazyl i zglosit jako pierwszy na $wiecie.
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Poza obiektami odleglymi ASAS zauwaza réwniez obiekty z naszego ukladu
planetarnego, takie jak zmieniajace potozenie wzgledem gwiazd planetoidy.
Na stronie http://www.astrouw.edu.pl/ gp/asas/asas.html znajduje sie
baza jasnosci i wspolrzednych znanych asteroidéw oraz planet, ktére pojawity
sie w polu widzenia ASASa.

ASAS ma tez na swoim koncie odkrycia moze mniej wazne dla zawodowego
astronoma, ale za to atrakcyjne dla amatoréw (oraz mediéw) — komety. Jedna
z nich (C/2004 R2), zaobserwowana w 2004 roku, zostala nazwana ,ASAS”.
Natomiast kolejna, co ciekawe, bedaca pierwsza kometa odkryta w roku 2006
(przez co przypadla jej nazwa formalna C/2006 A1), dostala przydomek
»,2Pojmanski”. Po jakim$ czasie od odkrycia mozna ja bylo obserwowac z Polski
przy uzyciu lornetki; osiggnela wtedy jasno$¢ 5 mag.

W ciaggu ostatnich kilku miesiecy rozpoczal si¢ kolejny etap zycia projektu
ASAS. Zostala stworzona polnocna stacja obserwacyjna, ASAS-N, dzieki ktérej
chcemy rozszerzy¢ katalog gwiazd zmiennych o obiekty pétkuli péinocnej

(bialy obszar na rysunku), co pozwoli zwickszy¢ katalog gwiazd zmiennych

o kolejne 30-40%. Bardzo wazne jest tez to, ze aktualnie przez system ASAS
monitorowana jest cala sfera niebieska — wszystkie widoczne z Ziemi obiekty
jasniejsze od 14 mag. ASAS-N stanowig dwa instrumenty zblizone budowa

do tych, ktére pracuja w ASAS-3, wykonujac obserwacje w filtrach V i 1.
Zainstalowano w nich wigksze obiektywy, a wiec zbieraja wiecej $wiatla w tym
samym czasie, co pozwala na wykonanie wickszej liczby obserwacji kazdej nocy.
W ten sposéb w ciggu jednej nocy mozemy przejrzeé¢ cale dostepne dla ASAS-N
niebo. System znajduje sie na wyspie Maui (Hawaje) i juz prowadzi obserwacje.
Na razie dane sa tylko zbierane, ale docelowo ich analiza bedzie dokonywana
na biezaco, czyli tak samo, jak to si¢ dzieje w systemie ASAS-3.

da

Rys. 1

Rys. 2

dy

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 695. Dwa polaczone réwnolegle kondensatory ptaskie o pojemnosci C' zostaly
naladowane do napiecia U i odlgczone od zrédla pradu. Oktadki jednego

z kondensatoréw moga swobodnie zbliza¢ sie i oddala¢. Znalez¢ predkos$é tych
oktadek w momencie, gdy odlegltos¢ miedzy nimi zmniejszy sie dwukrotnie. Masa
kazdej oktadki wynosi M.

Rozwigzanie na str. 10

F 696. Kondensator plaski zostal podlaczony do Zrédla napiecia U. Pole
powierzchni oktadek kondensatora wynosi S, a odleglto$é miedzy nimi d; .

Do dolnej oktadki jest przymocowana metalowa ptyta o takiej samej powierzchni
S i grubosci da (rys. 1). Uwalniamy te plyte. Z jaka predkoscia uderzy ona

w gorna okladke?

Rozwiazanie na str. 10

Redaguje Waldemar POMPE

M 1174. Tle jest takich liczb n nalezacych do zbioru {1,2,...,2007}, dla
ktorych liczba n* — 1 jest podzielna przez 9 ?
Rozwigzanie na str. 10

M 1175. Wyznaczy¢ wszystkie tréjki (a, b, ¢) liczb calkowitych dodatnich, dla
ktérych
alb+e, blec+a, cla+b.

Rozwiazanie na str. 16

M 1176. Czworokat wypukly ABCD jest wpisany w okrag o $rodku O (rys. 2).
Proste BC' i DA przecinaja sie w punkcie P. Punkty M i N sa odpowiednio
srodkami odcinkéw BC' i DA. Punkty E i F' sg rzutami prostokatnymi
odpowiednio punktéw O i P na prosta M N. Wykazaé, ze ME = NF.
Rozwiazanie na str. 16
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Bohdan Paczynski

Odszedl od nas jeden z najwybitniejszych astronoméw. Laczyt w sobie cechy
uczonego i niezwykle sprawnego organizatora nauki spajajacego Warszawe

z Princeton. Przede wszystkim byl wspaniatym cztowiekiem i wizjonerem.
Cho¢ z glowa w gwiazdach, twardo stapal po Ziemi. Nie ulegal modom,
cho¢ czesto sam je, mimowolnie, tworzyt. Umiat z dostepnych obserwacji
wyciagnaé¢ wszystko, co mozliwe i doktadnie w tym miejscu si¢ zatrzymac,
proponujac nowatorski sposéb obserwacji mozliwy do realizacji dopiero za
kilka do kilkunastu lat. Przez wielu byl uwazany za najlepszego, od czaséw
Smoluchowskiego, polskiego kandydata do Nagrody Nobla (zobacz np.

Delta 10/2004).

O jednym z projektéw, ktore wspottworzyl, piszemy w artykule na stronie 10,
natomiast w numerze grudniowym zamiescimy wywiad, jakiego nam udzielit
kilka lat temu (jest juz do przeczytania na naszej stronie internetowej).

Bohdan Paczynski byt takze Autorem Delty. Czytelnikom majacym starsze
roczniki naszego pisma polecamy siegniecie po Jego artykul Gwiazdy kuliste,
gqwiazdy plaskie, gwiazdy z dziurg w Delcie 2(74)/1980 (str. 1-4).

Tu zamieszczamy wspomnienie o jego szkolnych latach.

Paka
Paka byl naszym kolega w warszawskim liceum literature, nie tylko fantastyczno-naukowa, lecz
im. Hugona Kollataja, z ktérym razem 50 lat temu, rowniez wspblczesna miedzynarodows i polska, takze
w 1957 roku zdawaliSmy mature. Swiat zapamieta jego Gombrowicza. Przedwojenne wydanie niedostepnej
osiggniecia naukowe, my pamietamy go jako wyjatkowo woéwczas Ferdydurke znalazt w bogatej bibliotece
serdecznego i sktonnego do zartéw kolege. Bohdan od rodzicéw. Sam byl utalentowanym autorem krétkich
dziecka rozwijal swéj talent i zamitowanie do astronomii  form. Grupa kolegdéw z naszej klasy, majacych ambicje
pod troskliwa opieka profesora Witodzimierza Zonna, literackie, wydawala podziemna satyryczna gazetke.
wybitnej osobowosci polskiej astronomii tego okresu. Bohdan byl jednym z najdowcipniejszych i najchetniej
Wygrywal bez trudu olimpiady matematyczne czytanych autorow. Byl takze zwyciezca konkursu
i fizyczne, dzieki czemu bez egzaminu zostal przyjety na tytul naszej gazetki — Zgb Krokodyla. Otrzymal za
na uniwersytet. Juz w szkole wrézono mu wielka kariere.  to bardzo wéwczas atrakcyjna nagrode — pamietniki
Pomimo tej stawy nie byl ani troche zarozumialy. wybitnego twércy polskiej szkoty boksu, Feliksa
W szkole znany byt z tego, ze chetnie pomagat Stamma. Czytatl je z zainteresowaniem, chociaz nie
kolegom w nauce i z wyjatkowa cierpliwodcia nawet wiemy, czy badal rowniez jasnos¢ gwiazd boksu i wplyw
najwiekszym matotkom wyjasnial trudne problemy ich mas na efekty zderzen. Bohdan byl takze wielkim
matematyczno-fizyczne. Robil to z takim wdziekiem, milosnikiem turystyki gorskiej i cudownym kompanem
ze kolezanki prosity go wielokrotnie o wyttumaczenie kolezenskich wypadéw za miasto. Na zamieszczonych
zagadnien dobrze im znanych. Mial réwniez inne, nie nizej zdjeciach mozna zobaczy¢, jaki byt wtedy i jakim
tylko naukowe zainteresowania i talenty. Lubit go pamictamy.

Szkolni koledzy: Jerzy Lazarewicz, Barbara i Andrzej Walat
7 ""4

e
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%
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Bohdan Paczynski Bohdan Paczynski pierwszy z prawej
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Klub 44

Czolowka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
430 (WT = 2,45) i 431 (WT = 2,35)
z numeru 1/2007

Tomasz Tkocz — Rybnik 40,79
Konrad Kapcia — Czestochowa 38,99
Krzysztof Magiera — Losiéw 33,06
Tomasz Wietecha — Tarnéw 31,64
Jerzy Witkowski — Radlin 28,91
Andrzej

Nowogrodzki — Chocianéw 20,97
Andrzej Idzik — Bolestawiec 18,86

Rys. 1

434. Rozwazmy najpierw energie potencjalna ukltadu,
ktora zalezy od kata «, ale nie od przesunigcia pionowego
x $rodka plytki (gdyz to drugie pociaga za soba przeciwne
przesuniecie obu ciezarkéw). Do obliczenia tej energii
wystarczy zauwazy¢, ze przy ustalonym potozeniu srodka
plytki taczna energia potencjalna cigzarkéow zalezy od
wysokosci, na ktérej znajduje sie srodek gérnego boku
plytki. Przy obrocie ptytki o a ten punkt ulega obnizeniu | |

0 %(1 —cosa), zatem

1
Epot - §mga(1 — COS a),

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Ocene¢ mnozymy przez wspo6tczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe os6b, ktére
nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)
— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czltonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbtowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html.

Redagugje Jerzy B. BROJAN
Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 3/2007

Przypominamy tres¢ zadan:

434. Jednorodna kwadratowa plytka o boku a wisi na dwéch dlugich niciach przelozonych przez
bloki, a na drugim koricu kazdej nici wisi ciezarek o masie réwnej potowie masy plytki (rys. 1).
Obliczy¢ czestotliwo$é matych obrotéw plytki w ptaszczyznie rysunku.

Wskazéwka: moment bezwladnosci ptytki wzgledem osi przechodzacej przez jej $rodek i prostopadtej
do jej plaszczyzny jest réwny l—i'nm2 (m — masa plytki).

435. Z kondensatora o pojemnosci C i zwojnicy zestawiono obwdd. Drgania elektryczne w tym
obwodzie okazatly sie tltumione, z dwéch powoddéw:

a) kondensator charakteryzuje si¢ pewna niewielka uplywnoscia, co mozna przedstawié¢ jako
réwnolegle dolaczony do niego opornik o duzym oporze Rq,

b) uzwojenie zwojnicy ma pewna niewielkg opornosé Ro.

Aby poprawié¢ dobroé¢ obwodu, mozemy wsuwaé¢ do zwojnicy lub wysuwaé¢ rdzen ferromagnetyczny,
zmieniajac w ten sposéb indukcyjnosé L. Straty energii w rdzeniu (wynikajace z histerezy i pradéw
wirowych) sg pomijalnie male. Jak nalezy wybraé warto$¢ L, aby dobroé osiagneta wartosé
maksymalna?

435. Oznaczmy natezenie pradu plynacego przez zwojnice
jako I, a natezenie pradu ptynacego przez kondensator jako
I (rys. 2).

Ry

I-h ——
L

L ||C

1
a dla malych a otrzymujemy Fpor = ngaof. Ruch uktadu

jest ztozeniem ruchu drgajacego, w ktérym przesuniecie L i
pionowe grodka plytki jest rzedu o, oraz jednostajnego

ruchu ptytki wzdtuz osi pionowej potaczonego z przeciwnym
ruchem ciezarkéw. Ten drugi ruch pominiemy, gdyz nie

Rys. 2

wplywa on w zaden spos6b na drgania. Rozpatrujac energie

kinetyczna w przyblizeniu matych drgan, przyjmiemy wiec,
ze $rodek plytki jest nieruchomy, a predkosci cigzarkow

sg przeciwnie skierowane i réwne %ad Ich taczna energia
kinetyczna wynosi ma?&?, a po dodaniu energii ruchu

8
obrotowego plytki

Obowiazujg wzory
qg=h % = Ri(I-T)=—LI — R,

gdzie q jest tadunkiem kondensatora. Po wyeliminowaniu I
dochodzimy do réwnania

lro_ 1 2.2 LCI+(£+RC)I+(1+&)I:O
5] o = Ema & i 2 i) .
otrzymujemy Jest to réwnanie oscylatora o wyktadniku ttumienia réwnym
5 2.9 1 ( L )
in = — . =—|—=—+RC).
Eiin = ggma’a “=5rc\m T
Teraz z warunku Fpot + Fkin = const natychmiast juz Zgodnie z definicjg dobroci () wynosi ona
znajdujemy w VIC
Q= =T
T =27 5—a 2a R + R2C
bg
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Czolowka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan

529 (WT = 2,22) i 530 (WT = 1,77)
z numeru 11/2006

Krzysztof Dorobisz — Krakéw 47,41
Michat Jastrzebski — Warszawa 47,26
Lukasz Garncarek — Opole 44,11
Andrzej Jézwik — Warszawa, 42,67
Tomasz Wietecha  — Tarnéw 39,00
Janusz Olszewski — Suwalki 38,91
Andrzej Daniluk — Warszawa 37,86
Tomasz Warszawski — Krakow 36,90
Krzysztof Kaminski — Pabianice 36,52
Dariusz Kurpiel — Posada

Zarszyn 35,82

Taka gratka rzadko sie¢ zdarza! Klub

44 wzbogacit sie o trzy catkiem nowe
nazwiska: Krzysztof Dorobisz, Michal
Jastrzebski, Lukasz Garncarek. Witamy
w Klubie!

Redaguje Marcin E. KUCZMA

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 3/2007
Przypominamy tres¢ zadan:

537. Liczby a, b, ¢ sa dtugosciami bokéw tréjkata. Udowodnié, ze
b+c—a . c+a—>b . vVa+b—c ;
Vo+vVe—va VetvVa-vVbh o Va+vb—ve

538. Pigciokat ABCDE jest wpisany w okrag. Punkty A’,C’, D’ sa odpowiednio ortocentrami
tréjkatéw BAE, BCE, BDE. Dowiesé, ze trojkaty ACD i A’C' D’ sa przystajace.

537. Oznaczmy skladniki lewej strony kolejno przez A, B, C, a ich mianowniki

odpowiednio przez z, y, z; sg to liczby dodatnie. Mamy wéwczas a = i(y +2)?
(i analogiczne wyrazenia dla b, c); dalej,
bt ol CHOP @AY+ se—ye
N 4 2
gdzie s = x + y + z; 1 wreszcie
Vb+c—a sx—yz _1 sy—z:r z—my
Ryl W o=y
Mozna przyjaé, ze ¢ < y < z. Z zaleznosci (z — z)(z —y) > 0 oraz z > % (z+vy)
uzyskujemy oszacowania
2_ (@ty+z)z—ay (z—2)(z =)
= =1- <1
¢ 222 222 =
oraz
+y+z)z—yz (z4+y+2)y—zz
A2 B2 — (z =
+ 222 + 2y?
_ @t ylry—z@+y)(r—y)? _
2:823/2 ~
c@ryley 5@ty -y)?
= 2292 -
2 2Y( 0 _ 22
_o WAy
4x2y?
Tak wiec
[ A2 2
C<1 oraz A;Bg A;B <1,
i ostatecznie A+ B+ C < 3.
538. Punkt A", symetryczny

I do ortocentrum A’ tréjkata

) BAE wzgledem prostej BE, lezy

na okregu opisanym na tym tréjkacie,
czyli opisanym na pieciokacie
ABCDE. Podobnie punkty C” i D",
symetryczne do C’ i D' wzgledem
BE, leza na tym okregu. Odcinki
AA”, CC”, DD" (prostopadte

do BE) sa réwnoleglymi cigciwami
tego okregu, skad wynika, ze trojkat
A"C" D" jest symetryczny do tréjkata
ACD wzgledem $rednicy réwnoleglej

do BE.

Tréjkat A'C'D’ jest symetryczny

do A”C" D" wzgledem prostej BE;
jest wiec obrazem tréjkata AC'D

w przeksztalceniu bedacym ztozeniem

dwéch symetrii osiowych — takie
przeksztalcenie jest oczywiscie
izometrig, (dokladniej: przesunieciem,
skoro osie symetrii sa réwnolegte)

i mamy teze zadania.
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Rozwigzanie zadania M 1175.

Bez straty ogdélnosci mozemy przyjac,
ze a < b < c. Wowezas a + b < 2¢ oraz
c|a+ b, skad wynika, ze a + b = 2¢ lub
a+b=c.

Jeslia+b=2coraza<cib<ec, to
a=cib=c, czylia=0>b=c. Zatem
(a,b,c) = (a,a,a).

Przyjmijmy wiec w dalszej czesci
rozumowania, ze a + b = c. Wéwcezas
liczba a + ¢ = 2a + b jest podzielna

2a. Ponadto

przez b, skad wynika, ze b
2a < 2b, wobec czego 2a = b lub 2a = 2b.
W pierwszym przypadku uzyskujemy
(a,b,c) = (a,2a,3a), natomiast w drugim
mamy (a,b,c) = (a,a,2a).

Bezposrednio sprawdzamy, ze kazda

z uzyskanych tréjek (a, b, c), czyli
(a,a,a), (a,2a,3a), (a,a,2a) spelnia
warunki zadania. Pozostate rozwigzania

otrzymamy przez permutowanie tréjek.

.. ]

Rozwigzanie zadania M 1176.
Niech K i L beda rzutami prostokatnymi
odpowiednio punktéw N i M na proste

BC i DA.

P

Poniewaz wysokosci tréjkata przecinaja
sie w jednym punkcie, wiec odcinki N K
i ML przecinaja si¢ w punkcie H lezacym
na prostej PF. Wobec tego punkt F' jest
rzutem prostokatnym punktu H na prosta

MN.

Odcinki OM i ON sg prostopadle
odpowiednio do prostych BC i DA,

skad wynika, ze czworokat OM HN

jest réwnoleglobokiem. Zatem tréjkaty
prostokatne M EO i NFH sa przystajace,
czyli ME = NF.

Patrz w niebo

Merkurego odwiedzita — jak dotad — tylko jedna sonda kosmiczna, za to
trzykrotnie. W potowie lat 70. XX wieku Mariner 10 wykonal w przeciagu
dwunastu miesiecy trzy zblizenia do planety (bez ladowania). Niestety, mimo to
nie zdotal sfotografowac calej powierzchni Merkurego. Do korica ubieglego wieku
w przyblizeniu potowa powierzchni planety pozostawala nieznana. Tymczasem
jednak stale rosty mozliwosci radioastronomii. Na poczatku XXI wieku
metodami radioastronomicznymi (radarowymi) dawalo sie juz zaobserwowad

na Merkurym obiekty wielkosci kilku kilometréow, a to mianowicie za pomoca
300-metrowego radioteleskopu w Arecibo na Puerto Rico.

Okazalo si¢ m.in., ze prawie na réwniku Merkurego na nieznanej potkuli lezy
duzy, bo 90-kilometrowy krater, ktérego promieniste smugi rozciagaja sie

na ponad 400 km od krateru. Interpretacja odbitych od powierzchni Merkurego
sygnaléw dowodzi, ze — jak mozna bytlo sie spodziewaé — smugi te sg pasmami
wyrzuconych z miejsca upadku jakiego$ ciala kosmicznego pokruszonych skat,
ktére silnie odbijaja radarowe impulsy emitowane z Ziemi. Smugi te, a wiec

i sam krater, sg mlodsze niz bardzo podobny co do charakteru i rozmiaréw
krater Tycho na Ksiezycu, ktorego wiek oceniono na okoto 110 mln lat. Badacze
zauwazyli, ze ten nienazwany dotad krater na Merkurym byl wlasciwie juz
kiedy$ radarowo obserwowany, ale przy rozdzielczosci dziesieé razy gorszej.

W ciagu dziesieciu najblizszych lat planuje si¢ wysta¢ ku Merkuremu
dwie sondy. Pierwsza, nazwana Messenger (NASA), ma wej$é na orbite
okolomerkurianska w kwietniu 2009. W tymze roku European Space Agency
planuje wystaé sonde BepiColombo (na cze$é wloskiego astronoma Giuseppe
,Bepi” Colombo, 1920-1984). Z tej drugiej sondy ma na powierzchnig
Merkurego opas¢ ladownik.

Tomasz KWAST

Lipiec

Droga Mleczna wieczorem rozciaga sie z péinocy na poludnie po wschodniej
stronie zenitu. Na potudniu jest ona najszersza i skupia tam najwiecej gwiazd,
bowiem tam, w Strzelcu, znajduje si¢ centrum naszej Galaktyki. Niestety,

w nasze] szerokosci geograficznej Strzelec i sasiadujacy z nim Wezownik
znajduja sie zawsze dos¢ blisko horyzontu i nie jest wygodnie cokolwiek w nich
obserwowa¢. Mimo ze patrzac w kierunku Wezownika, patrzymy pod matym
katem do plaszczyzny Galaktyki, a w tej przeciez plaszczyZnie skupia sie materia
miedzygwiazdowa, to z powodzeniem mozna pokusié¢ sie o dostrzezenie nawet
szesciu gromad kulistych, ktore sa obiektami odleglymi, gdyz leza w zasadzie

poza Galaktyka. Oczywiscie, trzeba mie¢ cho¢ niewielki teleskop i trafié
na przejrzysta atmosfere.

Wenus jest we Lwie i wieczorem zachodzi. We Lwie jest tez Saturn, ktory 2 VII
zejdzie sie z Wenus na odleglo$¢ ponizej jednego stopnia. Merkury znajdzie
sie¢ 20 VII najdalej od Stonca i mozna go szuka¢ przed $witem. Mars jest
w Baranie i wschodzi okolo poinocy. Wreszcie Jowisz znajduje sie¢ w Wezowniku
i widaé¢ go praktycznie przez cala noc. Now Ksiezyca wypada 14 VII, a pelnia
30 VII. Ksiezyc zakryje: Saturna 16 VII, ale zobacza to mieszkancy Hawajow,
Regulusa 17 VII, co — niestety — w Europie nastapi w dzien, oraz Antaresa
25 VII, co bedzie widaé z wigkszosci Antarktydy, z Australii i Nowej Zelandii.
Z okresowych rojéw meteoréw mozna spodziewaé si¢ dos¢ obfitego roju delta-
Akwarydéw z maksimum 28 VII.

T. K.
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13 pazdziernika 1660. Poszedlem

na Charing Cross zobaczy¢, jak wieszano,
wléczono i éwiartowano generala-majora
Harrisona; podczas egzekucji wygladat
tak wesolo, jak tylko mozna wygladac

w podobnym potozeniu. Jego glowa

i serce zostaly pokazane ludowi przy
wielkich krzykach radosci. Przed $miercig
mial jakoby powiedzieé, ze wie pewnie,

iz zasiedzie wnet po prawicy Chrystusa,
aby sadzil tych, ktérzy go ninie sadza.
Trzeba trafu, ze widziatem $ciecie Kréla
w Whitehall, a teraz pierwszg krew

na pomste¢ za Kréla wylang. Wrécitem
woda do domu i tak sie rozgniewalem
widzgc szmatki mej zony porzucone

w nietadzie, zem potamat koszyczek, com
go jej przywiézl z Holandii; a potem sam
si¢ zgryztem, zem to uczynit.

25 grudnia 1665. (Boze Narodzenie.)
Rano do kosciota, gdziem widziat §lub,
rzecz, ktérej dawno juz nie ogladatem;
panstwo mtodzi bardzo radzi jedno
drugiemu i dopieroz to uciecha dla nas,
ludzi zonatych, widzie¢ dwoje biednych
szalenncéw, zwabionych w te same sieci
co nasze; wszyscy gapili si¢ na nich

i uSmiechali si¢. Potem na obiad do lorda
Brounckera i do domu, gdzie zasiadlem
do rachunkéw Tangeru, ktére tak mi sie
zalezaly, ze jeSlibym umart, sam diabel
by nic z nich nie zrozumiatl i nie doszedt
z nimi do konca. Mam nadzieje w Bogu,
ze nigdy wiecej nie dopusci, abym tak si¢
w czymkolwiek zaniedbat.

24 i 25 marca 1668. [...] Wszyscy

u Dworu méwia o tumulcie na drugim
konicu miasta [...] wszczgtym przez
czeladz i uczniéw rzemieslniczych, ktérzy
korzystajac ze $wiat poburzyli burdele.

I, o Boze, warto bylo widzieé, jaki

strach padl na wszystkich ludzi Dworu,
tak ze natychmiast wydano rozkazy
wojskom pieszym i konnym, zeby stanely
pod bronia, i wnet uderzono larum

w kotly i w traby po calym Westminster,
i nuze wszyscy pod swe barwy, i do

koni! Rzekltby$ prawie, ze Francuzi sig¢
wdarli do miasta. [...] Ale to rozpasane
bractwo ma $mialtos$é krzyczeé, ze zle
zrobili przestajac na rozbijaniu burdeli,
miasto i§¢ i burzyé najwigkszy, ten co
jest w Whitehall. A wielu zwolywato si¢

wczora] hastem ,,Reform i Oszczednosci”.

o]
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Zadanie Samuela Pepysa Rafal SZTENCEL

22 listopada 1693 roku Samuel Pepys w liscie do Izaaka Newtona postawit
pytanie, co jest bardziej prawdopodobne: a) wyrzucenie co najmniej jednej
szostki w 6 rzutach uczciwa kostka, b) co najmniej dwdch széstek w 12 rzutach,
czy moze ¢) co najmniej trzech széstek w 18 rzutach?

Dzis jest to standardowe zadanie, ktére mozna znalezé w wielu podrecznikach
rachunku prawdopodobienstwa. Niech S,, bedzie liczba sukceséw w schemacie
Bernoulliego, a p = % — prawdopodobienstwem sukcesu. Obliczamy

P = P(Sen = 6n-p) = P(Sep, > n)dlan=1,2,3:

5 6
plP(Sg>1)1P(SSO)1<6> ~ 0,665,

12 11
12 1
pQ:P(Su>2)—1P(sue{o,mzl(2) (1>—<§) ~ 0,619,

p3 = P(518 > 3) =1 —P(Slg S {071,2}) =

Lo (BN sy L N8\ (1) 5\
() -(0)5 () () G) - (5) oo
Newton bez trudu wyliczyl pierwsze dwa prawdopodobienstwa i uczynil uwage,
ze trzecie jest najmniejsze. P6zniej znalazt krotki, elegancki, niewymagajacy
rachunkdw, i — niestety — bledny dowdd, ze p1 > pa > ps. Dzis wiemy

(np. z [1]), ze ciag (pn) jest malejacy, ale dowdd jest zmudny, nie znamy

natomiast takiego argumentu, jaki mial na mysli Newton, choé z twierdzenia
de Moivre’a—Laplace’a (1733) widzimy, ze

Sen — 1
Pu=P(Sen>n) =P | =230 = 5.
1.5

n.g.g

Autor [3] zauwaza, ze gdy np jest calkowite, to jest réwniez mediana dla S,
czyli P(S,, > np) > % i P(S, <np) > % Ponadto w przypadkach z zadania
Pepysa z niezlym przyblizeniem mamy

1

a prawdopodobiefistwa P(S,, = np) maleja wraz ze wzrostem n. Ale to tylko
heurystyka, wymagajaca uscislenia.

Do dzi$ zatem z pozoru banalne zadanie Pepysa nie doczekalo si¢
zadowalajacego rozwiazania.

Samuel Pepys (1633-1703), znany jako autor Dziennika, prowadzonego w latach
1660-1669, byl synem krawca i praczki, nalezal do zwolennikéw Cromwella, ale udato
mu sie zachowaé zdobyta pozycje rowniez w okresie Restauracji. Zawdzieczal to,

jak sie wydaje, gtéwnie osobistym zdolno$ciom. W roku 1660 zostal sekretarzem
Urzedu Marynarki i wynajal nauczyciela arytmetyki, by méc lepiej zorientowaé

si¢ w rachunkowosci floty krélewskiej. W Dzienniku znajdziemy opisy wielkiego
pozaru i zarazy w Londynie, zycia codziennego, relacje z wypadkéw politycznych,

w szczegblnosci z dziatan komisji, systematycznie rozprawiajacych sie z osobami, ktére
doprowadzity do Sciecia Karola I. Nie byto zartéw — patrz notka na marginesie.

Kultura masowa na szczescie jeszcze nie istniata. Pepys nieco wybrzydza na sztuki
Szekspira (kto wie, moze stusznie), dajac poza tym dowody wyrobionego smaku
literackiego i muzycznego (komponowal catkiem udane piesni).

Wiele miejsca w Dzienniku zajmuja sprawy osobiste: liczne mitostki, o ktérych

we wstepie z wyrazna dezaprobata pisze autorka (genialnego) przekladu, Maria
Dabrowska, przyznajac jednak, ze sa tam ,prawdziwie ludzkie i przejmujaco trafne
wypowiedzi [...] na temat cierpienia i mitosci”.

W latach 1684-1686 Pepys byt przewodniczacym Royal Society i to jego podpis nosi
pierwsze wydanie Principiow Newtona. Nam pozostaje wyrazi¢ zal, ze Dziennik nie byt
wznawiany od ponad 30 lat.
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